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2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми

В роботі [4] досліджувалася можливість балан-
сування гнучкого ротора на жорстких опорах одним 
чи двома двокульовими АБ у будь-яких площинах 
корекції (перерізах), розташованих на віддалі від опор. 
Гнучкий ротор моделювався як вагомий суцільний 
однорідний пружний вал сталого круглого попереч-
ного перерізу. При цьому досліджувалася стійкість 
положень рівноваги куль, при яких відсутні прогини 
валу в площинах корекції. Встановлено, що у випад-
ку одного АБ автобалансування настає на швидко-
стях, що вище його непарних критичних швидкостей 
і нижче парних критичних швидкостей цього ротора 
з проміжної опорою в перерізі АБ. У випадку двох АБ 
автобалансування настає на швидкостях, що вище 
його парних критичних швидкостей і нижче непарних 
критичних швидкостей цього ротора з проміжними 
опорами в перерізах АБ. З результатів випливає, що 
такий ротор важко розганяти до робочої швидкості 
обертання, тому що АБ збільшуватимуть прогини і 
вібрації ротора в площинах корекції на швидкостях 
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1. Вступ

Ротори багатьох газотурбінних двигунів, турбо-
агрегатів, відцентрових машин тощо працюють на 
великих швидкостях обертання. У наслідку цього 
вони поводяться як гнучкі [1, 2]. Форма і незрівно-
важеність гнучкого ротора залежить від поточної 
швидкості обертання, змінюється від температури 
чи зношення ротора тощо. Тому такі ротори доцільно 
балансувати не тільки при виготовленні. Їх можна 
постійно добалансовувати під час експлуатації па-
сивними автобалансирами (АБ) [3–15]. В останніх 
коригувальні вантажі (КВ) у вигляді маятників, куль 
чи роликів за певних умов самі приходять у положен-
ня, у якому зрівноважують ротор. Такі усталені рухи 
прийнято називати основними. Існують і побічні 
усталені рухи, на яких автобалансування не настає, а 
самі пристрої збільшують вібрації ротора.

Для балансування широкого класу гнучких ро-
торів пасивними АБ на практиці необхідно мати 
певний спосіб, працездатність якого теоретично об-
ґрунтована.
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обертання ротора, на яких основний рух не стійкий. 
Слід відзначити, що використана модель гнучкого 
ротора моделює найпростіші ротори, але важка для 
аналітичного дослідження.

Подібні результати одержані обчислювальними 
методами в рамках різних моделей гнучких роторів 
на податливих опорах [5, 6]. Так, в роботі [5] гнучкий 
ротор моделювався як невагомий пружний вал, на 
який насаджено N двокульових АБ і в декількох пе-
рерізах якого точкові маси утворюють незрівноваже-
ності. В роботі [6], на відміну від роботи [5], точкові 
маси замінені на статично незрівноважені диски.

В роботі [7] гнучкий ротор моделювався як ста-
тично незрівноважений диск, насаджений на не-
вагомий абсолютно гнучкий вал. Для статичного 
балансування диска один АБ насаджувався на вал на 
деякій віддалі від диска. Аналітично було показано, 
що АБ не може повністю збалансувати диск і усунути 
прогини вала. Було встановлено, що точність балан-
сування зростає із наближенням АБ до диска.

В роботі [8], на відміну від роботи [7], диск дина-
мічно незрівноважений, і на вал насаджені два АБ 
з різних боків диска. Аналітично було показано, що 
АБ не можуть повністю збалансувати диск і усунути 
прогини вала. Але точність балансування зростає із 
наближенням АБ до диска.

Слід відзначити, що дискретні моделі гнучко-
го ротора, застосовані в роботах [5–8], моделюють 
будь-які ізотропні ротори. З іншого боку, ці моделі 
піддаються аналітичному аналізу. Також спільним 
недоліком робіт [4–8] є використання в моделях дво-
кульових АБ. На практиці всі АБ багатокульові.

Описані дослідження показують, що недоцільно 
використовувати пасивні АБ для усунення прогинів 
гнучкого ротора в неопорних точках. Тому в роботі 
[9] запропонований новий спосіб балансування гнуч-
кого двоопорного ротора пасивними АБ. Відповідно 
до способу опори виконуються податливими і АБ 
розташовуються як можна ближче до опор. Спосіб 
ґрунтується на тому, що жорсткий довгий ротор 
можна динамічно балансувати двома АБ на зарезо-
нансних швидкостях обертання ротора [10]. Припус-
кається, що на таких швидкостях пасивні АБ будуть 
усувати переміщення (і вібрації) ротора в опорах, не 
усуваючи його прогинів в неопорних точках. Тому 
актуально дослідити працездатність способу і осо-
бливості такого балансування гнучкого ротора.

Так як спосіб застосовний для широкого класу 
гнучких роторів, то його працездатність доцільно до-
слідити аналітично. Для цього потрібно використо-
вувати моделі гнучкого ротора і АБ, що піддаються 
аналітичному дослідженню. В роботі [11] побудована 
дискретна багатомасова модель гнучкого ротора на 
податливих опорах. Показано, що модель достатньо 
адекватно моделює гнучкі ротори і піддається при 
цьому аналітичному аналізу. В роботі [12] показана 
можливість дослідження динаміки багатокульових 
АБ. З врахуванням досвіду цих робіт в роботі [13] 
побудована дискретна багатомасова модель гнучко-
го ротора на податливих опорах з декількома АБ з 
багатьма КВ. Така модель описує динаміку роторної 
машини з АБ в цілому і прямо не придатна для до-
слідження процесу автобалансування. Тому у дослі-

дженнях доцільно одержати із цієї моделі мінімальну 
кількість диференціальних рівнянь, що описує саме 
процес автобалансування. Відповідні правила пере-
творення диференціальних рівнянь руху і приклади 
їх застосування викладені в роботі [14].

Дослідження працездатності АБ полягає у виді-
ленні основних і побічних усталених рухів, визначен-
ні умов їх існування, та дослідження стійкості. При 
цьому АБ працездатне на тих кутових швидкостях 
обертання ротора, на яких основні рухи існують і 
стійкі, а побічні рухи не стійкі чи не існують. Реа-
лізація цього підходу для кульових АБ [3] чи АБ з 
двома зв’язаними КВ [15] дозволяє припустити, що 
коли основні рухи існують і стійкі, то побічні рухи 
нестійкі чи не існують. Тому працездатність способу 
вивчатиметься за дослідженням умов існування і 
стійкості основних рухів.

3. Мета і задачі досліджень

Метою даної роботи є дослідження особливостей 
балансування гнучких двоопорних роторів двома 
АБ, розташованими біля опор ротора.

Для досягнення поставленої мети необхідно 
розв’язати такі задачі досліджень:

– побудувати дискретну N-масову модель гнуч-
кого ротора на двох податливих опорах з двома АБ 
біля опор, одержати диференціальні рівняння руху 
системи;

– знайти основні рухи роторної машини;
– дослідити умови існування основних рухів;
– отримати замкнену систему диференціальних 

рівнянь відносно мінімальної кількості узагальне-
них динамічних змінних, які описують процес авто-
балансування.

4. Методи досліджень особливостей балансування 
гнучких роторів пасивними автобалансирами

В теоретичних дослідженнях використовуються 
елементи теорії роторних машин і теорії пасивних 
автобалансирів.

Диференціальні рівняння, які описують рух гнуч-
кого ротора з двома пасивними АБ, розташованими 
біля опор, отримуються з більш загальних рівнянь, 
знайдених в роботі [13]. Отже, в дослідженнях вико-
ристовується дискретна багатомасова модель гнуч-
кого двоопорного ротора з двома пасивними АБ, 
розташованими біля опор, з багатьма КВ.

Основні рухи і умови їх існування визначаються з 
умов, що на них АБ усувають переміщення в опорах 
ротора.

Диференціальні рівняння, що описують процес 
авто балансування, одержуються із диференціаль-
них рівнянь руху роторної машини за методикою, 
описаною в роботі [14]. При цьому одержується 
замкнена система диференціальних рівнянь, скла-
дена відносно переміщень ротора в опорах і відносно 
сумарних дисбалансів, приведених до двох площин 
корекції (площин опор). На основних рухах зазначені 
динамічні змінні дорівнюють нулю.
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5. Результати дослідження особливостей балансування 
гнучких роторів пасивними АБ

5. 1. Опис теоретико-механічної моделі ротора і АБ
Розглядається  наступна  модель  гнучкого  ротора 

з  двома  АБ  (рис. 1).  Вал  ротора  припускається  абсо-
лютно-пружною  невагомою  прямою  лінією.  На  нього 
насаджено  N  абсолютно  плоских  жорстких  дисків  Dj 
масою  Mj,  / j 1,N /= .  При  недеформованому  валу  цен-
три дисків – точки Oj,  / j 1,N /=  знаходяться на прямій 
лінії і площини дисків перпендикулярні цій прямій.

Вал утримується двома пружно-в’язкими опорами 
в  точках  О1  і  О2.  Опори  ізотропні  з  лінійними  харак-
теристиками.

Припускається, що вал гнучкого ротора є простим 
лінійним  ідеально  пружним  тілом,  яке  підкоряється 
закону Гука,  і: деформації валу малі; вал обертається 
навколо  нерухомої  осі,  яка  проходить  через  опори,  з 
постійною  кутовою  швидкістю  ω;  відсутнє  кручення 
валу; точки Оj,  / j 1,N /=  рухаються в поперечних пло-
щинах  недеформованого  валу;  деформаціями  валу  і 
опор від сил ваги можна знехтувати.

Рух  гнучкого  ротора  визначається  відносно  пра-
вої системи нерухомих прямокутних осей x, y,  z: вісь 
z  спрямована  по  осі  обертання  у  бік  вектора  кутової 
швидкості ω,  осі  x  і  y  спрямовані  паралельно  голов-
ним  напрямкам  в’язко-пружних  опор,  початок  коор-
динат – точка О3. Коефіцієнти жорсткості  і в’язкості 
опор рівні, відповідно, k1, k2 і bo1, bo1.

Рух  гнучкого  ротора  повністю  визначається  його 
обертанням навколо осі z і відхиленням центрів дисків 
Оj(xj,yj),  / j 1,N /=  від осі обертання.

В  площині  j-го  диска  в  точці  G0,j  (рис. 2)  на  від-
стані  r0,j  від  його  подовжньої  осі  знаходиться  точкова 
маса  m0,j,  яка  утворює  статичну  незрівноваженість  s0,j, 
/ j 1,N /= .  В  початковий  момент  вектор  s0,j  утворює 
з  віссю  x  кут 

j0 ,φ / j 1,N / .=   Кут  повороту  j-го  диска 
рівний  t,ω   а  кут  повороту  точкової  маси  m0,j  рівний 

j0,j 0tφ = ω + φ , / j 1,N / .=
Диски – Dj, /j=1,2/ містять маятниковий або кульо-

вий чи роликовий АБ (рис. 2). В маятниковому АБ но-
мер j (рис. 2, а) на вал насаджені nj маятників, масою mj 
і фізичної довжини rj. В кульовому чи роликовому АБ 
номер  j  (рис. 2, б)  міститься  nj  куль  чи  циліндричних 
роликів масою mj. Вони котяться без ковзання по кіль-
цевим доріжкам, при цьому відстань від центра диска 
до  центра  кулі  чи  ролика  рівна  rj.  Як  це  прийнято  у 
теорії  пасивних  АБ  [4–6, 10, 12–15],  вважаємо,  що  КВ 
рухаються у площинах дисків і не заважають рухатися 
один одному. Дією сил ваги нехтуємо.

Положення КВ визначаються кутами  i. j,φ   j/i 1,n / .=  
При повороті  i-го маятника навколо вала на нього діє 

момент сил в’язкого опору  2
j j i. jb r ( ),ω − φ�   де bj – коефіці-

єнт моменту сил в’язкого опору (приведений до плеча rj); 

i. j( )ω − φ�  – швидкість обертання маятника навколо вала 
відносно j-го диска; крапка над величинами означає по-
хідну за часом. При русі i-ої кулі чи ролика по доріжці на 
неї діє сила в’язкого опору  j j i. jb r ( ),ω − φ�  де bj – коефіцієнт 
сили в’язкого опору;  j i. jr ( )ω − φ�  – швидкість руху центра 
кулі чи ролика відносно j-го диска.

а 

б
Рис. 2. Кінематика плоскопаралельного руху 

j-го диска з: а – маятниковим АБ; б – кульовим чи 
роликовим АБ

Рух роторної машини в рухомій системі координат 
Gxhz (вісь z співпадає з віссю z, а осі x, h обертаються 
навколо осі z з кутовою швидкістю ω синхронно з рото-
ром) можна описати наступними комплексно спряже-
ними рівняннями [13]:

2 T 2
j j zj j oj zj j zj zjLeft M D L K b D k D S 0,Σ τ Ξ τ τ= Ξ − + Ξ + Ξ + =

jLeft 0,= /j=1,2/,

2 2
0,zLeft MD Z K S 0,Left 0,τ Ξ= + − ω = =   (1)

ij

i,2N j zij j j j zij j j

2i2 2
i,2N jzj zj

Left s b / (m )s m / (2 )

(D e D ) 0, Left 0,

+

ψ
+τ τ

= + κ + κ ×

× Ξ − Ξ = =�

�� �

j/i 1,n , j 1,2/,= =   (2)

де

j j 0 j j jM M m n m ,Σ = + +  /j 1,2/,=

j j 0 jM M m ,Σ = + /j 3,N /= – маса відповідного диска;
D • • i •τ = + ω⋅�  – диференціальний оператор; 

i t
zj j j(x iy )e− ωΞ = + ,  / j 1,N /=   –  узагальнені  координа-

ти, що описують рух центрів дисків гнучкого ротора;
T T

1 3 4 N 2 3 4 NL (1 l ,1 l ,...,1 l ) , L (l , l ,..., l )= − − − =� � � � � �   –  вектори,  у 
яких  j j 1 2 1l (l l ) / (l l )= − −� , / j 3,N /=  – безрозмірні  параме-
три, що задають положення неопорних дисків відносно 

 

Рис. 1. N-масова модель гнучкого двоопорного ротора
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опорних, де lj, / j 1,N /=  – координата центра мас j-го 
диска на осі z;

z1 1 z2 2K K(Z L L )Ξ= − Ξ − Ξ  – допоміжна матриця;
K  – матриця жорсткості, елементами якої є коефі-

цієнти жорсткості (kj,p), / j,p 3,N /=  (вони визначаються 
як величина статичної вертикальної сили, яку потрібно 
прикласти до точки Oj вала для того, щоб внаслідок 
його згину виникло одиничне зміщення точки Op);

T
z3 z4 zNZ ( , ,..., )= Ξ Ξ Ξ  – вектор переміщень ротора в 

неопорних точках;
j i , j

n ii t
zj j j i 0

S m r e e ,φ− ω
=

= ∑  /j=1,2/ – узагальнені коорди-
нати (вони описують сумарні незрівноваженості, які 
створені статичною незрівноваженістю і КВ у відпо-
відній площині корекції);

T
3 4 NLeft (Left ,Left ,...,Left )=  – вектор лівих частин 

рівнянь, які описують рух неопорних дисків;

3 4 NM diag(M ,M ,...,M )Σ Σ Σ=  – діагональна матриця;
T

0,z 0,z3 0,z4 0,zNS (S ,S ,...,S )=  – вектор, складений з 0, ji( t)
0,zj j jS m r e ,φ −ω=  

 
0, ji( t)

0,zj j jS m r e ,φ −ω= / j 3,N /=  – статичних незрівноваженостей 

неопорних дисків;
i , ji( t)

zij j js m r e ,φ −ω=  j/i 1,n , j 1,2 /= =  – незрівноваженість 
створена i-им КВ в j-ій площині корекції;

             
для маятників; 

j

1,

7 / 5,

3 / 2,


κ = 



 для куль;                  
 для циліндрічних роликів,

/j=1,2/ – коефіцієнт, що характеризує кінетичну 
енергію обертального руху КВ;

i,j j, / i 1,n , j 1,2 /ψ = =�  – кути, що задають положення 
КВ в АБ у певному основному русі (з сім’ї основних 
рухів, якщо такі рухи утворюють сім’ю);

i – уявна одиниця, a риска над величиною означає 
комплексне спряження.

5. 2. Основні рухи гнучкого ротора
На основних рухах вал гнучкого ротора збалансо-

ваний і:
а) КВ наздогнали ротор, тому

2 2
zj zjD S S , / j 1,2/;τ = −ω =  (3)

б) зміщення центрів мас опорних дисків відсутні, а 
прогини в площинах неопорних дисків є сталими

z1 z2 zj j0, const ,Ξ =Ξ = Ξ = / j 3,N / .=

Тобто в точках перетину недеформованого вала з 
площинами АБ начебто утворюються шарнірні опори, 
що тримають вал.

Таким чином, на основних рухах система (1) при-
ймає вигляд:

T 2
j j zjLeft L KZ S 0,= − − ω = jLeft 0,=  /j=1,2/, 

2 2
0,zLeft (K M)Z S 0, Left 0.= − ω − ω = =  (4)

З останнього рівняння системи при 2det(K M) 0− ω ≠  
знаходимо вектор Z:

2 2 1
0 0,zZ (K M) S ,−= ω − ω  (5)

координати якого визначають прогини вала на ос-
новних рухах в площинах неопорних дисків. Ці 

прогини викликаються дисбалансами в неопорних 
точках і залежать від кутової швидкості обертання 
ротора.

Підставивши (5) в перші два рівняння системи (4), 
отримаємо:

2 T 2 1
j zj j 0,zLeft [S L K(K M) S ] 0,−= −ω + − ω =

jLeft 0,=  /j=1,2/. (6)

В квадратних дужках записані сумарні незрівнова-
женості, приведені до двох площин корекції

T 2 T 2 1
j zj j 0 zj j 0,zS S L KZ / S L K(K M) S ,−

Σ = + ω = + − ω /j=1,2/.  (7)

Отже, сумарна незрівноваженість у j-й /j=1,2/

 

пло-
щині корекції:

– на основних рухах дорівнює нулю;
– утворюється незрівноваженостями від АБ і від-

повідного диску у площині j і незрівноваженностями 
неопорних дисків Dj, / j 3,N /=  приведеними до цієї пло-
щини;

– залежить від прогинів ротора в неопорних точках 
і кутової швидкості обертання ротора (ефект гнуч-
кості ротора).

З рівностей (7) випливає, що ефект гнучкості ро-
тора найбільше проявляється на швидкостях, які є 
розв’язками рівняння

2det(K M) 0.− ω =  (8)

Матриця 2K M− ω  є симетричною. Тому рівняння 
(8) завжди має N–2 дійсних додатних розв’язки. Ці N–2 
швидкості є аналогами критичних швидкостей гнуч-
кого ротора на двох шарнірних опорах.

З (7) знаходимо умови існування основних рухів:

T 2 1
0,zj j 0,z jmaxS L K(K M) S S ,−+ − ω ≤  /j=1,2/, (9)

де 0, ji( t)
0,zj j jS m r e ,φ −ω=  /j=1,2/ – статичні незрівноваженості 

опорних дисків; S1max, S2max – балансувальні ємності АБ.
За умовою (9) сумарні незрівноваженості, приведе-

ні до двох площин корекції, повинні бути меншими за 
балансувальні ємності відповідних АБ.

З рівняння (5) і умови (8) видно, що в околі кри-
тичних швидкостей гнучкого ротора на двох шар-
нірних опорах основні рухи не існують через великі 
прогини гнучкого вала, які теоретично зростають до 
нескінченності.

5. 3. Особливості дослідження стійкості основних 
рухів

Якщо здійснюється будь-який основний рух, то 
прогини в опорах ротора і сумарні незрівноваженості, 
приведені до двох площин корекції, дорівнюють нулю:

z1 z2 1 20, S 0, S 0.Σ ΣΞ =Ξ = = =  (10)

Тому природно досліджувати стійкість основних 
рухів (зокрема їх сімей) за динамічними змінними 

z1 z2 1 2, , S , S .Σ ΣΞ Ξ
Для отримання рівнянь, які описують процес зрів-

новаження гнучкого ротора, перейдемо в системі рів-
нянь (1), (2) до змінних 1 2S , SΣ Σ . З врахуванням (7) 
система рівнянь (1), (2) приймає вигляд
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2 T
j j zj j z1 1 z2 2

2 2 T 2 1
oj zj j zj j j 0,z

Left M D L K(Z L L )

b D k D S L K(K M) S 0,

Σ τ

−
τ τ Σ

= Ξ − − Ξ − Ξ +

+ Ξ + Ξ + + ω − ω =

jLeft 0,= /j 1,2/,=

2 2
z1 1 z2 2 0,zLeft MD Z K(Z L L ) S 0, Left 0,τ= + − Ξ − Ξ − ω = =

2 2
z1 1 z2 2 0,zLeft MD Z K(Z L L ) S 0, Left 0,= + − Ξ − Ξ − ω = = 	 (11)

j

2N j j j j j j

i2 2
j j j zj j zj

Left S b / (m ) S

n m / (2 ) (D p e D ) 0,

+ Σ Σ

ϑ
τ τ

= + κ ⋅ +

+ κ ⋅ Ξ − Ξ =

�� �

2N jLeft 0, /j 1,2/,+ = = 	 (12)

де 
j 1j jarccos(p /p ) / 2,ϑ =  

j jn n

1j i,j j 2 j i,j ji 1 i 1
p ( cos2 ) /n ,p ( sin 2 ) /n ,

= =
= ψ = ψ∑ ∑� �

2 2
j 1j 2 jp p p ,/ j 1,2 / .= + =

Припускається,	 що	 після	 виходу	 гнучкого	 ротора	
на	крейсерську	швидкість	обертання	спочатку	досить	
швидко	 здійснюються	 прогини	 вала	 і	 в	 подальшому	
прогнутий	вал	веде	себе	як	жорсткий.	При	цьому	третє	
рівняння	в	(11)	приймає	вигляд

2 2
z1 1 z2 2 0,zLeft ( M K)Z K( L L ) S 0, Left 0.= ω − + Ξ + Ξ + ω = =

З	нього	знаходимо	вектор	Z:

2 1 2 2 1
z1 1 z2 2 0,zZ ( M K) K( L L ) ( M K) S .− −= − ω − Ξ + Ξ − ω ω −

	
(13)

Враховуючи	 (13)	 перші	 два	 рівняння	 системи	 (11)	
приймають	вигляд:

2
j j zj j1 z1 j2 z2

2
joj zj j zj j

Left M D q q

b D k D S 0, Left 0,

Σ τ

τ τ Σ

= Ξ + Ξ + Ξ +

+ Ξ + Ξ + = = /j=1,2/,	 (14)

де	 T 2 1
ij i jq L K[( M K) K E]L ,−= ω − + /i,j=1,2/;	 E 	–	одинична	

матриця	N–2-го	порядку.
Стійкість	основних	рухів	N-масової	моделі	гнучко-

го	ротора	можна	досліджувати	за	рівняннями	(12),	(14).

5. 4. Приклад – випадок тримасової моделі ротора
Для	тримасової	моделі	гнучкого	двоопорного	ротора	

з	двома	АБ	(рис.	3)	отримуються	наступні	результати:
–	рух	 моделі	 описується	 рівняннями	 (2),	 що	 зали-

шаться	без	змін,	та	рівняннями	(1),	що	приймуть	вигляд:

2 2
1 1 z1 3 33 z3 z1 3 z2 3 o1 z1 1 z1 z1Left M D (1 l )k [ (1 l ) l ] b D k D S 0,Σ τ τ τ= Ξ − − Ξ − Ξ − − Ξ + Ξ + Ξ + =� � �

2 2
1 1 z1 3 33 z3 z1 3 z2 3 o1 z1 1 z1 z1Left M D (1 l )k [ (1 l ) l ] b D k D S 0,Σ τ τ τ= Ξ − − Ξ − Ξ − − Ξ + Ξ + Ξ + =� � �

2 2
2 2 z2 3 33 z3 z1 3 z2 3 o2 z2 2 z2 z2Left M D l k [ (1 l ) l ] b D k D S 0,Σ τ τ τ= Ξ − Ξ − Ξ − − Ξ + Ξ + Ξ + =� � �

2 2
2 2 z2 3 33 z3 z1 3 z2 3 o2 z2 2 z2 z2Left M D l k [ (1 l ) l ] b D k D S 0,Σ τ τ τ= Ξ − Ξ − Ξ − − Ξ + Ξ + Ξ + =� � �

2 2
3 3 z3 33 z3 z1 3 z2 3 0,z3Left M D k [ (1 l ) l ] S 0,Σ τ= Ξ + Ξ − Ξ − − Ξ − ω =� �

jLeft 0,= 	 / j 1,3/;= 		 (15)

–	сумарні	 незрівноваженості,	 приведені	 до	 двох	
площин	корекції:

2 2
1 z1 3 33 3 33 0,z3 2 z2 3 33 3 33 0,z3S S (1 l )k / ( M k ) S , S S l k / ( M k ) S ;Σ Σ Σ Σ= − − ω − ⋅ = − ω − ⋅� �

2 2
1 z1 3 33 3 33 0,z3 2 z2 3 33 3 33 0,z3S S (1 l )k / ( M k ) S , S S l k / ( M k ) S ;Σ Σ Σ Σ= − − ω − ⋅ = − ω − ⋅� �

 

–	швидкість,	 на	 якій	 найбільше	 проявляється	
ефект	гнучкості	ротора

кр 33 3k / M ;Σω =

–	рівняння	(14)	приймають	вигляд

2 2 2 2
1 1 z1 3 3 33 3 33

2 2
z1 3 3 3 33 3 33 z2 o1 z1

2
11 z1 1

Left M D (1 l ) M k / ( M k )

(1 l )l M k / ( M k ) b D

k D S 0, Left 0,

Σ τ Σ Σ

Σ Σ τ

τ Σ

= Ξ + − ω ω − ×

×Ξ + − ω ω − ⋅Ξ + Ξ +

+ Ξ + = =

�

� �

2 2 2
2 2 z2 3 3 3 33 3 33

2 2 2
z1 3 3 33 3 33 z2 o2 z2

2
22 z2 2

Left M D (1 l )l M k / ( M k )

l M k / ( M k ) b D

k D S 0, Left 0

Σ τ Σ Σ

Σ Σ τ

τ Σ

= Ξ + − ω ω − ×

×Ξ + ω ω − ⋅Ξ + Ξ +

+ Ξ + = =

� �

�

	 (16)

і	стійкість	основних	рухів	можна	досліджувати	за	рів-
няннями	(12),	(16).

Рис. 3. Тримасова модель гнучкого двоопорного ротора з 
двома АБ, розташованими у площинах опор

6. Обговорення результатів дослідження особливостей 
балансування гнучких роторів пасивними АБ

Побудована	 дискретна	 N-масова	 модель	 гнучкого	
ротора	на	двох	податливих	опорах	з	двома	АБ	біля	опор	
і	 отримані	 диференціальні	 рівняння	 її	 руху	 позволя-
ють	 встановити	 наступні	 особливості	 балансування	
розглядуваного	гнучкого	ротора:

–	на	 основних	 рухах	 АБ	 усувають	 прогини	 ротора	
і	 вібрації	 в	 пружно-в’язких	 опорах,	 але	 не	 усувають	
прогини	вала	в	неопорних	точках;

–	на	 основних	 рухах	 пружно-в’язкі	 опори	 умовно	
перетворюються	в	шарнірні	опори;

–	прогини	 вала	 і	 основні	 рухи	 змінюються	 зі	 змі-
ною	кутової	швидкості	обертання	ротора;

–	основні	рухи	існують	на	певній	віддалі	швидкості	
обертання	 ротора	 від	 критичних	 швидкостей	 обер-
тання	гнучкого	ротора	з	шарнірними	опорами	замість	
пружно-в’язких	опор;

–	N-масова	 модель	 дозволяє	 моделювати	 N–2	 кри-
тичні	швидкості	обертання	гнучкого	ротора;

–	при	швидкостях	обертання	вала	ротора	близьких	
до	 будь-якої	 з	 цих	 швидкостей	 порушуються	 умови	
існування	основних	рухів,	тому	що	прогини	вала	тео-
ретично	зростають	до	нескінченності	і	балансувальної	
ємності	 АБ	 не	 вистачає	 для	 компенсування	 незрівно-
важеностей	ротора;
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– на практиці ці прогини обмежені і тому належний 
вибір балансувальної ємності АБ (і балансування ротора 
до початку експлуатації) може забезпечити існування 
основних рухів на усіх швидкостях обертання ротора.

Отже, розглянутий спосіб балансування гнучких 
роторів працездатний на значно ширшому діапазоні 
швидкостей обертання ротора, ніж існуючі способи. 
Фактично можна досягнути працездатності способу 
на зарезонансних швидкостях обертання ротора. Але 
для обмеження прогинів валу доцільно віддаляти 
робочу частоту обертання гнучкого ротора від кри-
тичних швидкостей такого ротора з двома шарнірними 
опорами замість податливих опор.

Слід відзначити, що спосіб може бути реалізова-
ним тільки для роторів, у яких є місце для встанов-
лення АБ біля опор. Це обмежує область застосуван-
ня способу.

Для подальшого обґрунтування розглядуваного 
способу балансування гнучких роторів планується в 
рамках побудованої моделі роторної машини дослідити:

– стійкість основних рухів;
– особливості перебігу перехідних процесів, що 

відбуваються при автобалансуванні.

7. Висновки

1. Побудована дискретна N-масова модель гнучкого 
ротора на двох податливих опорах з двома АБ біля опор 
піддається аналітичному аналізу і ефективна при до-
сліджені особливостей автобалансування.

2. На основних рухах роторної машини:
– завдяки автобалансирам, у гнучкого ротора на-

чебто утворюються дві шарнірні опори замість пруж-
но-в’язких опор;

– автобалансири усувають прогини в опорах (ві-
брації опор), але не усувають прогини вала в неопор-
них точках;

– прогин вала і основні рухи змінюються зі зміною 
кутової швидкості обертання ротора.

3. Основні рухи існують на певній віддалі швидко-
сті обертання ротора від критичних швидкостей обер-
тання гнучкого ротора з шарнірними опорами замість 
пружно-в’язких опор.

4. Стійкість (сімей) основних рухів можна дослід-
жувати за частиною змінних, серед яких переміщення 
ротора в опорах і сумарні незрівноваженості гнучкого 
ротора і АБ приведені до двох площин корекції.
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