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REGULARIDAD CON RESPECTO A PARAMETROS DE LAS
SOLUCIONES DE PROBLEMAS PARABOLICOS ABSTRACTOS
SEMILINEALES'

RUBEN D. SPIES

RESUMEN. Se determinan condiciones suficientes bajo las cuales la solucion z(t; ¢) de un
problema parabdlico abstracto semilineal de la forma %z(t) = A(q)z(t) + F(q,t,2(t))
es derivable Fréchet con respecto al pardmetro q. Se prueba que la derivada de Fréchet

Dyz(t;q) es la solucién de un problema de valores iniciales lineal no homogéneo en
el espacio de estados Z. Se provee una forma explicita para este problema de valores
iniciales que constituye la llamada “ecuacién de sensitividad”para la solucién z(t; q).

1. INTRODUCCION

En este articulo consideramos el problema de determinar condiciones bajo las cuales la
solucién z(t; g) del problema parabdlico abstracto semilineal

A(q)z(t) + Fq,t, 2(t)  2(t) € Z,
Z(O) =20 te [OvT]
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depende continuamente del pardmetro ¢ y, méds atn, condiciones que garanticen la diferen-
ciabilidad Fréchet de la misma.

En (P)y, Z es un espacio de Banach, ¢ € Qu¢ C @, dénde @ es un espacio normado,
Qua es un subconjunto abierto de @, y A(q) es el generador infinitesimal de un semigrupo
analitico T'(t; q) sobre Z para todo ¢ € Q,q4. Nos referiremos a Z como el espacio de estados,
a @ como el espacio de pardmetros y a QQ,q como el conjunto de parametros admisibles.
El conjunto Q.4 refleja el hecho de que a veces no todos los elementos del espacio ) son
“admisibles” para el problema con el que se esté trabajando, aunque muy a menudo se tiene

que Qad = Q

Problemas de identificacién de pardmetros en sistemas del tipo (P), y otros tipos simi-
lares de ecuaciones ([2], [5], [7]) se resuelven usualmente por métodos directos de identifi-
cacién tales como cuasilinealizacién. Para la aplicacién de estos métodos, es esencial que
las soluciones sean diferenciables con respecto al pardmetro ¢g. Mas aun, su implementacién

Palabras claves. Problemas de Cauchy abstractos, operadores sectoriales, semigrupos analiticos, gene-
rador infinitesimal, derivadas de Fréchet.
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22 RUBEN D. SPIES

computacional requiere de estimaciones precisas de las derivadas de Fréchet D,z(t; ¢). Para
una aplicacion concreta de un algoritmo basado en cuasilinealizacién en un modelo similar
a (P)q para la dindmica de las transiciones de fase en materiales con memoria de forma,
véase [10].

En 1977, Clark y Gibson ([4]) analizaron el problema de la diferenciabilidad de las

soluciones en problemas de Cauchy abstractos lineales del tipo

9 2(0) = A=) + u(t),
donde A(g) genera un semigrupo fuertemente continuo y A(q) = A + B(q) donde B(q) es
acotado. Es decir, la dependencia de g es a través de una componente acotada de A(q).

Mids tarde, en 1982 ([1]) este problema se estudié bajo condiciones més débiles que
permitian que el pardmetro ¢ aparezca en componentes no acotadas de A(q).

En 2000 Burns et al ([3]) obtuvieron condiciones bajo las cuales las soluciones de pro-
blemas de Cauchy no lineales del tipo

d

dt”
son diferenciables con respecto al parametro g. En este caso el pardmetro ¢ no podia
aparecer en la parte lineal de la ecuacién.

En este articulo obtenemos condiciones bajo las cuales las soluciones del problema de
Cauchy (P), son derivables segin Fréchet con respecto al pardmetro ¢. Mds atin, probare-
mos que, bajo ciertas condiciones, las correspondientes derivadas de Fréchet son soluciones
de ciertas ecuaciones de evoluciéon lineales no homogéneas, llamadas “ecuaciones de sen-
sitividad”y daremos una forma explicita para estas ecuaciones. Este problema no ha sido
estudiado previamente.

(t) = Az(t) + Flgt, 2(1)),

2. RESULTADOS PRELIMINARES

Consideraremos las siguientes hipétesis, que supondremos vilidas de ahora en adelante:

H1: Existe g > 0 tal que el tipo del semigrupo T'(¢;q), denotémoslo con wy, es
menor ¢ igual que —eg para todo ¢ € Qqq y existe Cy > 0 tal que | T'(t;q)| <
Cge~c0t ¥Vt > 0,Vq € Qqa. La constante C, depende de ¢ pero puede elegirse
independiente de g en subconjuntos compactos de Qqq.

Nota: Aunque utilizaremos explicitamente la hipétesis wy < —e¢ Vg € Qad, esta puede
relajarse requiriendo solamente que sup,cq, , wq < 0.

H2: D(A(q)) = D es independiente de ¢ € Quq v D es un subespacio denso de Z.

Para q € @44, denotamos con o(A(q)), p(A(q)) el espectro y resolvente, respectivamente,
del operador A(q). Puesto que w, < —¢y, se tiene que sup{Re(A), X € 0(A(q))} < —¢&p. Por
lo tanto, YA €€ tal que Re(\) > —eg, A(g) — M es un operador sectorial y las potencias
fraccionarias (A — A(q))? de AI — A(q) estén bien definidas y son operadores cerrados,
lineales e inversibles sobre Z V4 € [0,1] (véase [13], seccién 2.6). Denotaremos con Z s
al espacio D((—A(q))?) con la norma del grafo de (—A(q))°. Para ¢ fijo, estos espacios son
todos iguales Vg, puesto que D((—A(q))%) = [D, Z]1_s (el espacio de interpolacién real de
orden 1 — 0 entre D y Z) en el sentido de un isomorfismo (véase [8], Corolario 2.2.3). Por
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RECULARIDAD CON RESPECTO A PARAMETROS 23

lo tanto, para todo ¢ € @, estos espacios son conjuntisticamente iguales y topoldgicamente
isomorfos. Para simplificar la notacién denotaremos entonces D((—A(q)))° con Ds y Z,.5
con Zs. Puesto que 0 € p(A(q)) se sigue que la norma del grafo es equivalente a ||z]/4,s =
[(~A(g))°z]. Ademés, existe una constante M, tal que [[(—A(q))°T(t;q)| < M, 0>,
Vt > 0 (véase [13], Teorema 2.6.13).

H3: Existe una constante 0 € (0,1) tal que la funcién F : Quq X [0,T] X Zy5 — Z
es localmente Lipschitz continua en ¢ y z; i.e. para cualquier ¢ € Q.4 y para todo
subconjunto acotado U de [0,7] X Z, s existe una constante L = L(q,U) tal que

| F(q,t1,21) — F(q,t2, 22)||z < L(|t1 — ta] + ||21 — 22
V(ti,z) € Uyi=1,2,

donde la constante L puede elegirse independiente de g sobre cualquier conjunto
compacto de Quq.

|q,6)

Esta condicién de regularidad ((—A(q))%-acotacién de F) garantiza la existencia y unici-
dad (local) de soluciones del problema (P),, siempre que la condicién inicial zy esté en Zs.
Véase [11] y [12] para mds detalles relacionados con la existencia, unicidad y regularidad
de las soluciones de (P),.

Ahora pasamos a enunciar y demostrar dos resultados que necesitaremos mas adelante.

LEMA 1: Bajo las hipdtesis H1 y H2, para todo q1,q2 € Qua y 6 € (0,1) se tiene que:
i) A(q1)(—A(q2))° es acotado en Z;_s.

ii) A(q1)T(:q2) € L(0,00: £L(Z)) y A(q1)T(-3142) € L=(n, 00; £(Z)), ¥ > 0.
iii) T(:;q2) € LY(0,00 : L(Z, Zg, 5)) y T(5q2) € L>®(n,00 : L(Z; Zy, 5)), V0 > 0.
DEMOSTRACION: Puesto que A(gz) es el generador infinitesimal de un semigrupo analitico

T(t; q2), este semigrupo conmuta con toda potencia fraccionaria de —A(gz). Por lo tanto,
para cualquier z € D((—A(g2))?) y cualquier ¢ > 0 se tiene que

A(q)T(t;q2)z = A(q)T(t;42)(—A(g2)) " (—A(g2))°2 =
= A(q1)(—A(q2)) T (; q2)(— A(g2)) 2.

Notemos que (—A(g2))~° € L(Z) y A(q1) es cerrado. Por el Teorema del Grafo Cerrado,
se sigue que A(q1)(—A(g2))~° es acotado sobre D((—A(q2))'~?) (esto prueba i)), que es
denso en Z. Por lo tanto, para z € D ((—A(qz))‘s)

AT 0221 < 1A (Al) e 170 0) (- A) |
(1) < Cla1,02) My, ||

Puesto que z € D ((—A(g2))®) es denso en Z y A(q1)T(t; g2) esté definido sobre todo Z,
se sigue que (1) se verifica para todo z € Z.
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Por lo tanto

| A(q)T'(t; Q2)||L(z) < Cla, Q2)Mq2’5_66_80ta t>0,
lo que claramente implica ii) puesto que 0 < § < 1y g9 > 0.

Finalmente,
T(t; = A T(t; H
|cA@y TGw),,, <A (@t e),,

< [[(~Ata)* Hm 1A(g)T (85 g2)ll 2,
< Clar) |A@) T (5 42) |l £z

Asi, parat >0

1Tt 92l 2 (2.2, 5 < Cla) [A@)T(# a2)ll 22y < Clar, o)t %emeo.
de donde se obtiene (iii). [ |

Nota: Aunque este resultado claramente implica que el operador A(q;)T (¢;g2) es acotado
para todo t > 0, no es posible encontrar una cota uniforme para todo t en un entorno de
t = 0. Para ¢ = g2 = ¢, el Lema 1 implica, en particular, que la derivada %T(t;q) del
operador solucién de la ecuacién homogénea asociada al problema (P), es integrable en un
entorno de t = 0.

También requeriremos que el operador A(q) tenga la siguiente propiedad de regularidad
con respecto al pardametro ¢:

H4: Para § como en la hipétesis H3 y para cualesquiera qi,q2 € Qqq, existen
constantes M = M(q1,q2) y C = C(q1,¢2), que dependen de ¢1 y ¢, tales que

1(=A(q1))°(—A(g2)) 0llez) € M(q1,02), (| A(q1)[A(g2)] ™ = I|| € Claq1,q2) ¥
C(q1,92) — 0 cuando q; — go.

Es importante destacar que esta condiciéon de regularidad no implica que los operado-
res A(q) sean continuos. Para un ejemplo de una familia de operadores diferenciales que
satisface la hipétesis H4 véase [12], Lema 2.4.

Nota: Es suficiente pedir que H4 sea valida para § = 1 puesto que en este caso se puede
probar que la primera desigualdad de H4 es entonces vélida para todo ¢ € [0,1] (véase
[9], Lema 3.3). Es también importante mencionar que el Teorema 2, a continuacién, puede
probarse reemplazando H4 por la siguiente hipotesis de regularidad sobre la familia de
operadores A(q):

H4’: Para cada qg € Qqq existe C' = C(qo) tal que

1(A(q) — A(q0))z|l < Clq — qoll|Alqo)z]] z€ D, q€ Qaa-

TEOREMA 2: Supongamos que se verifican las hipdtesis H1-H4. Entonces para cualquier
qo € Quay € >0, existe § > 0 tal que

AT (-, q0)z — Algo)T'(+ q0)2l| L1 (0,0052) < €2l
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para todo z € Z, y para todo q € Qua que satisface ||qg — qol| < 5, es decir
[A(@)T(-, q0) — Ago)T' (-, q0) | L1 (0,003£(2)) < €

o equivalentemente, para cada qo € Qaa fijo, el operador de Q en L'(0,00; £(Z)) definido
por

q— AQT(-,q0)

es continuo en @Qqq -

DEMOSTRACION: Sean € > 0, gy € Qqq- Entonces para z € Z tenemos que

[A(@)T(:590)2 — Aq0)T (5 QO)Z”Ll(o,oo;Z)

- / AT 40)z — Alo)T(t: o) zdt
-/ (A Alao) ™ = D) A0 T 500) 2

< 1A@A) " =11 [ 14Tt 0z 2

0
< C’(q,qo)HA(qO)T(~,q0)||L1(07OO;L(Z)) [|=]] (en virtud de H4 y del Lema 1(ii))
< ellz] para [|q — qo|| < 9,

dénde C(q, qo) es la constante de la hipétesis H4 y la tltima desigualdad se obtiene eligiendo
¢ lo suficientemente pequenio de manera que C(q,q0) < €[[|A(q0)T(:;q0) || L1 (0,005(2))) "
para [|g — gol| < .

3. RESULTADOS PRINCIPALES

Procederemos ahora a probar los resultados principales. Recordemos que para zg € Zs,
la solucién z(t; q) de (P), satisface la ecuacién integral

t
cAti0) = T(tia)z0 + | Tt = 50)F(g,s.2(5:0))ds
0
= T(t;q)z0 + S(t;9), tefo0,T].
Es importante destacar que mientras que S(t; ¢) estd definido sélo para t € [0,T] (dénde
las soluciones de (P), existen), T'(t; ¢)zo estd definido para todo ¢t > 0.

Consideremos ahora las siguientes hipotesis sobre la g-regularidad de %T(t; q).

H5: El operador ¢ — A(¢)T(:;q0) de @ en L'(0,00;L(Z)) es diferenciable en el
sentido de Fréchet en gy para todo qo € Q.4 (bajo H1-H4, ya sabemos que este
operador es continuo, en virtud del Teorema 2).
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Observacién: No se conocen condiciones generales sobre la familia de operadores A(q)
que garanticen la validez de la hipétesis H5. Sin embargo, en algunos ejemplos se puede
demostrar que H5 efectivamente se satisface. Tal es el caso por ejemplo de los operado-
res asociados a ecuaciones diferenciales lineales con retardos y problemas hereditarios en
general, en los que ¢ denota el vector de retardos (véase [1]).

TEOREMA 3: Supongamos que valen HI1-H5. Entonces:

i) El operador ¢ — T(-;q) de @Q en L*°(0,00; L(Z)) es diferenciable Fréchet en qq, para
cada qy € Qquq- Mds atin, para todot >0 y h € Q la derivada de Fréchet con respecto a q
de T'(t;q) evaluada en gy € Qua y aplicada a h € Q, i.e. [DyT(t;qo)lh, es la solucion vy (t)
del siguiente problema lineal no homogéneo de valores iniciales en L(Z):

(1) : {;tvh(t) = Algo)un(t) + | DA@T(t:0)l | b
v (0) = 0.

Esta es la llamada “ecuacion de sensitividad para T'(t; q).
@) Para todo go € Qaa; DyT(590) = DgT(:3q)lg=go € L™ (0,00 L(Q; L(2)))-

DEMOSTRACION: Sea qg € Qquq- A partir del Lema 1(ii) y del Teorema 2 se sigue inmedia-
tamente que para zo € D, A(¢)T(*;qo)20, considerado como operador de @ en L*(0, 00; Z)
satisface las hipétesis del Teorema 1 en [1] y por lo tanto T'(¢; ¢)zo Fréchet diferenciable
con respecto a ¢ en qg, como operador de @ en Z (en efecto, la hipdtesis H5 implica la
hipétesis H6 in [1], el Lema 1(ii) implica la hip6tesis H4 en [1] y el Teorema 2 implica la
hipétesis H5 en [1]). Mds ain

) D/ ta)z0] ()= [ 7= sia0) [D AT (s v}l ] ()

Resta probar la diferenciabilidad Fréchet de ¢ — T'(-;¢) considerado como operador
de @ en L*>(0,00; L(Z)), i.e., en la norma més fuerte de L>(0, 00; £(Z)). Para ello, sean
e>0,t>0y qo € Qua-

En primer lugar notemos que para cualquier i € Q con ||h]| < & (6 como en el Teorema 2)
se tiene que

d
&[T(t; qo + h)zo — T(t;q0)z0] = A(qo + h)T'(t;0 + h)zo — A(qo)T'(t; q0) 20

= A(qo + W)[T'(t; g0 + h)zo — T'(t; q0)20] + (A(go + h) — A(q0))T'(t; q0)20

Del Teorema 2 tenemos que (A(qo + h) — A(q0))T(:; qo)20 € L*(0,00; Z). Se sigue entonces
que (véase [13], Corolario 2.2)

t
() T(tqo+h)zo —T(t;q0)20 = / T(t = s;q0 + h) (A(go + h) — A(q0)) T'(s; 90)z0 ds.
0
Por lo tanto, Vh € Q con ||h|| < 4 se tiene que
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t
IT(t; g0 + h)zo — T(t; q0) 20l , < / Magne™ " |[(Alqo + h)T (s: q0) — A(q0)T(530))20]l ; ds
0

< C[(Ago + )T (-5 q0) — A(g0)T'(:;90)) 20l 110,00, 2)
< Cell20] 2, (siempre que ||h|| < §)

dénde la 1ltima desigualdad es consecuencia de H5. Asi, para todo t > 0

(4) 1T (40 + h) = T(t;90) |l £ (z) < Ce,  para |[h]| <6
y puesto que C no depende de ¢,
IT (30 +h) = T(590) | Lo 0,000(29) < O, para [[]] < 6.

Tenemos entonces la siguiente acotacién:

HT(t; qo +h) —T(t;90) — /Ot T(t — s;90) [DqgA(Q)T(8;90)|q=q0] R ds (en virtud de (3))

L£(Z)

= H/Ot {T(t — s;q0 + h) (A(qo + h) — A(qo)) T(s; q0) — T(t — s;q0) [DgA(q)T(s;q0)|q=qg0] P} ds

£(Z)

/Ot [T(t — s;q0 + h) — T'(t — s;90)] (A(qo + h)T(s;90) — A(go)T'(s;qo0)) ds +

t
+/O T(t — s;90) [Algo + h)T(s;90) — A(q0)T(s;q0) — [DgA(q)T(5;90)lg=g0] h] ds

£(2)

t
< / 1Tt = s3q0 + h) = T'(t — s500)ll £ z) [1A(qo + h)T'(s;q0) — A(q0)T (55 90)ll £ (z) ds +
0
t
+/O IT(t = s590)ll 2z 1 Alg0 + R)T (35 q0) — A(a0)T'(s; q0) — [DqA(Q)T(8;q0)lq=q0] Ml £( 2y ds
t ~
< EC/ lA(go + h)T(s; 90) — A(qo)T'(s; q0)ll £ (2 ds (para [|h]| <6, por (4))
0

t
+ C/O [ A(go0 + h)T(s;90) — Ag0)T(s390) — [DgA(Q)T(5540)lq=a0] hll £ (7 ds

=eC|A(q0 + M)T(590) — Al20)T(590) 1 (0,452(2)) T
+ CllA(g0 + M)T(;590) — A(qo)T' (5 90) — [Dg AT (5 90)la=a0] Pl 11 (0,152(2))

<eC|lA(qo + h)T (-5 90) — A(g0)T (5 90) — [DgADT(590)la=g0] Pl L1 (0,00;2(2))
+eC|[Dg AT (590)la=g0] Pll L1 (0,00;2(2)) T
+ CllA(g0 + M)T(5590) = A(g0)T (5 90) — [Dg AT (5 90)la=a0] Pl 11 (0,00;2(2))
= (e + DC|Ago0 + R)T'(;;90) — A(q0)T'(; 90) — [Dg AT (5 90)la=a0] Pll 110,00 2(2)) T

()
+eC|[[DgA)T(+; 90)|g=q0] h||L1(0,oo;L(Z)) :

Ahora, se sigue a partir de la hipétesis (H5) que para el € > 0 dado, existe £ > 0 tal que
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(6) Nl A(g +h)T(::q0) — A(q0)T(; q0) — [DgA(@)T' (5 90)la=qo) Pll 11 (0,00,2.(2y) < €Il
para |[h|| <¢.

Ademés, puesto que DyA(¢)T(+;90)lq=q, € £ (Q,Ll(O,oo;L(Z))), existe M, 0 < M < oo
tal que

(7) ||DqA(CI)T('aCIO)‘q:ro||[;(Q,L1(o,oo,g(z))) <M

Finalmente, empleando (6) y (7) en (5) obtenemos que para ||h|| < min(é, €)

HT(t; o+ 1) = T(t0) — [ 70— 500) DA (5500 ] s

< (e +1)C¢||h|| +eCM||h|| < Kel|h]|.

£(Z)

Aqui, la constante K depende de go (y también de B y de &), pero no de ¢. En consecuencia,
el operador de @ en L*(0,00; £(Z)) definido por ¢ — T'(+; q) es Fréchet g-diferenciable en

qo y

(8) DTt 0)) () = / T(t - 5:40) [DaA(@)T(5: 60) lgmgo] () ds.

Resulta entonces claro que para todo h € @Q, la g-derivada de Fréchet [D,T'(¢; qo)]h es, en
efecto, la solucién v, (t) del problema de valores iniciales (S1) en £(Z). Puesto que g € Quq
es arbitrario, la parte (i) del teorema estd probada.

Para probar (ii) notemos en primer lugar que por H5, si o € Qua, Dy A(@)T (5 q0)|g=q0 €
L (Q; L' (0,005 L(Z))) y por lo tanto existe una constante C' = C(qg) tal que para h € Q

(9) 1Dq A()T(+5 90)lg=qo h||L1(0’oo;£(Z)) < C(qo) [|2]] -

Ahora, se sigue a partir de (8) que parat >0, gy € Qua y h € Q

t
| DTt q0)) Bll oz < Mo, /O 1Dy AT (5 60) g bll o )
< My, |1Dg AT (5 90) la=q0 Pl 11 (0,00:2(2))
< Mg, C(qo) ||l (en virtud de (9))
= C(qo) ||l
Asi
||DqT(t;q0)||L(Q;L(Z)) < C(qo),
y puesto que C(go) no depende de ¢ > 0, se sigue que D,T(-;q0) € L™ (0,00; L(Q; L(Z))).
|
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Los dos teoremas siguientes muestran que, bajo hipétesis ligeramente mas fuertes sobre
el operador ¢ — A(q)T(-;qo), es posible obtener la continuidad Lipschitz del operador
g — DyT(-;q0) de Q en L™ (0,00; L (Q; L(Z))) y de Q en L™ (0,00; L (Q; L(Z, Zs))). Més
precisamente, consideremos las siguientes hipotesis.

H6: El operador ¢ — D,A(q)T(-;q0) de Q en L' (0,00; £(Q; L(Z))) es localmente
Lipschitz continuo en ¢qg, para todo qg € Quq-

TEOREMA 4: Sea qy € Qqq y sSupongamos que se verifican las hipotesis HI-H6. Entonces el
operador ¢ — DyT'(-;q0) de Q en L™ (0,00; L(Q; L(Z))) es localmente Lipschitz continuo
en qo.

DEMOSTRACION: En primer lugar, notemos que las hipétesis H1-H5 implican, en virtud
del Teorema 3(ii), que DyT'(-;q0) € L (0, 00; L(Q; L(Z))).

Ahora, sean t > 0, ¢qo € Qua, h € Q tal que ||h] < o (5 como en el Teorema 2) y
denotemos con G4(t;90)(-) = DgA(@)T(t;q0)|g=q (-) € L(Q, L(Z)). Entonces

DT (t;q0 + h)(-) — DgT'(t;90) ()l ooz (2y) = (en virtud del Teorema 3)

/Ot [T(t — 5590 + h)Gq(s;q0 + h)(-) = T(t — 5590)Gq(8590)(")] ds

L£(Q,£(2))

t
< [ITC = siao + WGyl + ) = Galsia)] Olecgecey ds
0
t
+/ [(T'(t = s390 + h) = T(t — s390)) Gq(s; qo)(')”L(Q;ﬁ(Z)) ds
0
t
< Mq0+h/0 el [Gq(s3q0 + ) — Gq(s; QO)”g(Q,g(z)) ds

t
+/ DT (t — s5q0 + a(h)h) Gq(s390) ()bl (g, z) ds  (por el Teor. 3, dénde 0 < |a(h)[ < 1)
0

< Moo 4n [|Gq(300 +h) = Ga(500) M| 11 0,00:2(052(2)))

+ ||DqT('§q0+a(h)h)HLoo(o,oo;g(Q;g(z))) HGq('§q0)||L1(o,oo;£(Q;£(Z))) [IA]l

< ClAll,

dénde la tltima desigualdad se sigue de H6, por el hecho que D,T(-,q) pertenece a
L (0,00; L(Q; £(Z))), lo que se sigue del Teorema 3(ii), y por el hecho que G4(-,q0) €
L' (0,00; £(Q; L(Z))), que es una consecuencia de H6. Aquf la constante C' depende de qq
y de h pero puede elegirse independiente de h en subconjuntos compactos de (). Se obtiene
entonces el resultado deseado.

|

Como veremos mds adelante, para obtener la diferenciabilidad Fréchet de S(-;¢) con
respecto a ¢ necesitaremos resultados de regularidad mas fuertes sobre el operador ¢ —
D,T(-;q0) que los que hemos obtenido en el Teorema 4. En particular, necesitaremos la
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continuidad Lipschitz local de este operador, considerado como operador de @ en el es-
pacio L (0,00; L(Q; L(Z; Zs))). Este resultado se puede obtener exigiendo condiciones
ligeramente méds fuertes al operador ¢ — DzA(q)T(+;qo) que las impuestas por H6. Més
precisamente, consideremos la siguiente hipdtesis.

H7: Para cada qo € Qaa, DyA(Q)T(+;90)|g=qo € L' (0,00; L(Q; L(Z; Z5))) vy el opera-
dor ¢ — DyA(¢)T(:;q0) de Q en L' (0, 00; L(Q; L(Z; Z5))) es localmente Lipschitz
continuo en ¢y, para todo qg € Quq4-

Claramente, H7 implica H6 (puesto que la norma de Zs es mas fuerte que la norma de
Z).

TEOREMA 5:Supongamos que valen HI-H5 y H7. Entonces, para todo q¢o € Qud, DyT(:;q0) €
L>(0,00; L(Q; L(Z; Z5))) y, mds aun, el operador ¢ — D,T(-;q) de Q en el espacio
L>(0,00; L(Q; L(Z; Zs))) es localmente Lipschitz continuo en qq.

DEMOSTRACION: Seat >0, z € Z, h € Q. Se tiene entonces que

1D (¢ o)) zHZé = |[(=A@))’ (DT Ea0)) 1) 2|

H T(t — 5500) {[Dy A(Q)T (5 40)lgso] B} = s

Z
[ 7= s00) (@) (PLADT (550 ) =
0 zZ
t
< [ |7 = s (=A@’ 1D A@T 50l 2]
t
M, —0(t=5) 11 (— A(q0))° DyA(Q)T (53 q0)] 4= h d
w e |~ A@0)° DoA@T (5 0)la=ao ), 1 112117 s
t
My, ||k —A(90))° DyA(q)T (53 G0)| 4= d
Wl =0z [ |=Atw)’ DeA@T s alama] )

¢
= M, [|h]| HZHZ/O ||DqA(q)T<5§qo)lq:qo”L(Q;g(Z,Z(;)) ds

= MqOHh” ||ZHZ ”DqA(Q)T(';QO)|q:qO||L1(07t;L(Q;L(Z;ZJ)))

< C(qo) 1P|l |12]l 2 (en virtud de H7)

por lo tanto,
1D, T(t: 40) Bl g 7.,y < Clao) 1]
y se tiene entonces que
1DgT'(; q0)ll (Q:L(Z:Z5)) < C(qo)-

Puesto que la constante C(go) no depende de t > 0, se sigue que D T'(-;q0) €
L>(0,00; L(Q; L(Z; Zs))). La continuidad Lipschitz de este operador se obtiene inme-
diatamente siguiendo exactamente los mismos pasos que en el Teorema 4. |
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Veremos a continuacién que este resultado implica que ¢ — T'(-;q) es differentiable
Fréchet como operador de @ en L (0, 00; L (Q; L(Z; Zs))). En efecto, tenemos el siguiente
resultado.

TEOREMA 6: Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 5, T(-;q) es q-diferenciable Fréchet
en qo, para cada qo € Qqq, como operador de Q en L (0,00; L(Z; Zs)).

DEMOSTRACION: Sea gy € Q.q- Entonces para h € Q (suficientemente pequenio de manera
que go + ah € Qquq para todo « tal que || < 1) y todo ¢t > 0 podemos escribir:

IT(t; g0 + 1) = T(t; q0) — [DgT'(t:90)] Pl 27,2,

= [[DgT(t; g0 + B(R)R)] h = [DgT(t; q0)) bl 27,2, (dénde 0 < [B(h)[ < 1)
< |[DgT'(t;90 + B(h)h) — DT'(t; QO)H[j(Q;L‘,(Z;Z(;)) il

< DT+ 90 + B(h)h) — DqT('§(JO)HLoc(o,oo;g(Q;g(z;zé))) 17|

< C(qo) ||BR)R)| 117l (en virtud del Teorema 5)
< C(qo)||hlI®
< C(qo) eI, para ||| <e.
Queda asi probado del teorema. |

Es importante notar que los Teoremas 3 y 6 implican que la solucién z,(¢; q) = T'(¢; 9) 20
del problema lineal homogéneo asociado a (P), es differentiable Fréchet respecto de ¢, como
funcién a valores en Z y como funcién a valores en Zs, respectivamente. Los Teoremas 4 y 5
implican, méas adn, que las correspondientes derivadas de Fréchet son localmente Lipschitz
continuas.

Enunciamos a continuaciéon una generalizacion del Lema de Gronwall para ntcleos sin-
gulares, cuya demostracién puede encontrarse en [6], Lema 7.1.1. Este Lema serd de fun-
damental importancia para nuestros préximos resultados.

LEMA 7: Sean L,T,0 constantes positivas, 6 < 1, a(t) una funcidn a valores reales, no
negativa y localmente integrable sobre [0,T) y u(t) una funcidn a valores reales definida
sobre [0,T] que satisface la desigualdad integral

pu(t) < aft) + L/O (tﬂ_(ss))é ds, te0,T].

Entonces, existe una constante K, que depende solo de § tal que

t
p(t) < a(t) +KL/ ﬁ)éds, t € [0,7).
o (t—s)
Observacién 1: De aqui en més || - ||s denotard la norma || - |46 = [(—A(90))°(")|lz-

Recordemos de todos modos que para gy € @), todas estas normas son equivalentes. Mas
aun, se puede probar facilmente que todas estas normas son uniformemente equivalentes
para ¢ en cualquier subconjunto Q. de @ para el cual la constante C' en H4 pueda elegirse
independiente de g1, ¢2 € Q..
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Observacién 2: Puesto que (—A(qo))°T'(t; g0 + h) = (—A(q0))° (= A(qo + h))~°T(t; qo +
h)(—A(go + h))° sobre Ds, se sigue que

—eot
H Alq)) 6T t;qo + h) H Ce t;O Vvt > 0, (en virtud de H4).

También aqui la constante C' depende de gy y de h, pero puede elegirse independiente-
mente de h y de gg en cualquier subconjunto @, de @ para el que la constante C' en H4
pueda elegirse independiente de ¢1, g2 € Q.

Recordemos ahora que la bolucién z(t q) de (73) satisface la ecuacién integral z(¢;q) =

T(t;q)z0 + S(t;q) dénde S(t;q) fo qQ)F(q,s,2(s;q)) ds. Antes de probar la di-
ferenciabilidad Fréchet del operador q— S ( ) de Q en L*°(0,T; Zs), probaremos que si
F(q,t, z) satisface condiciones de regularidad apropiadas, entonces tal operador es local-
mente Lipschitz continuo en qq, para todo ¢y € Q.q. Este es un resultado que necesitaremos
mas adelante.

Consideremos la siguiente hipétesis.
HS8: El operador ¢ — F(q,;2) de Q en L>*(0,T'; Z) es localmente Lipschitz continuo

para todo z € Zs con constante Lipschitz independiente de z sobre conjuntos Z;s-
acotados.

TEOREMA &: Sea qy € Qua, 20 € Ds y supongamos vdlidas las hipdtesis HI-H5, H7 y HS.
Entonces el operador ¢ — S(+;q) de Q en L™(0,T; Zs) es localmente Lipschitz continuo en

qo-

DEMOSTRACION: Seat € [0,T] y qo € Qqa- Dado que Q,q es abierto, existe 71 > 0 tal que
go+ h € Qua Yh con ||h|| < 1. Entonces

S(t;qo+h) = S(t;q) =
= /Ot [T'(t = s:90 + h)F(qo + hy s, 2(s:q0 + h)) = T(t = 5:90)F (qo, 5, 2(s: q0))] ds
- /Ot T(t = 5300 + B) [F(ao + hy 5, 2(5:00 + ) — Fla0, 5, 2(53 60 + h))] ds +

T(t — s;q0 + h) [F(qo, 5, (5190 + 1)) — F(qo, 5, 2(s;0))] ds+

[T'(t — 5590 + h) = T(t = 55.0)1F (q0, 5, 2(s: q0))] ds

= /Ot T(t — s;90 +h) [Fqo + I, 5,2(s390 + h)) — F(qo, 5, 2(s3 g0 + 1)) ds +

T(t = s;q0 + h) [F(qo, 5, 2(s:q0 + h)) — Flqo, s, 2(s:90))] ds +

D,T(t — s;q0 + B(h)h) hF (qo, s, 2(s;go)) ds (por el Teor. 3, siempre que ||h| < 71,

dénde 0 < [B(R)| < 1).
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A partir de esta identidad obtenemos la siguiente estimacion:

1S(t; g0 +h) — S(t;q0)lls

t
< / IT(t = s;q0 + M)l (2,25 1 (g0 + Ry s, 2(s3.90 + 1)) — F(qo, 5,2(s590 + h)) || ds
0
t
+ / IT(t = 5300 + 1)l £ 255) 1 (20, 8, 2(85.90 + 1)) — F(qo, s, 2(s5.90)) | 7 ds
0

t
DT+ B0 ooy 10 | 1P G0, (sl ds

AL —eo(t—s)
< / LC’thH ds (en virtud de HS)
0 (t—s)°
t _ _
M eo(t—s)
+ / %L I2(s590 + R) — 2(s590) | 5 (en virtud de H3)
0 _
+ Callh|| (en virtud del Teor.5, y porque z(s; o) es acotado

para s € [0,T] y F(g,s,z) es continua en s y z)

8:qo + h) — 2(s; qo)
(t—s)°
t ) B ) ) B .
= Cs|h|| + 04/0 1 T'(s; g0 + h)zo T(S;Q((JEZO ;r)éS(s,qO +h) — S(s;0) |5 .
/t | [DyT (5590 + B(h)h) h] 20 + S(s5.90 + h) — S(s3 qo)
0 (t — )0

H§ ds

t

z

<calll + ¢ [ I
0

= Cs||h]| + Cy4

s;q0 +h) — S(s;q0)
(t —s)°

Por lo tanto, por el Lema 7, existe una constante K tal que

ls ds (en virtud del Teor. 5).

¢

S

< Cs|lh|| + C'4/ IS¢
0

T
1 .
(600 + ) = (5 a0) | < Collill + KC:Colln] [ =5 s = Gl ¢ 0.7,
0 -

)0
siempre que ||| < ;. El teorema queda entonces demostrado. [ |

Observacion: Notemos que este resultado, junto con el Teorema 6 implica que el operador
q— z(;q) de Q en L*°(0,T; Zs) es localmente Lipschitz continuo en gq.

Ahora probaremos la diferenciabilidad Fréchet del operador ¢ — S(t; ¢), correspondiente
a la parte no lineal del problema (P),.

Consideremos la siguiente hipdtesis:

H9: El operador (q,2(+)) — F(q,-,2(-)) de Qua x L*(0,T;Zs) en L>(0,T;Z) es diferen-
ciable Fréchet en ambas variables, el operador (g, z(-)) — Fy(q,-,2(-)) de @ x L*>(0,T’; Z5)
en L>®(0,T : L(Q; Zs)) es localmente Lipschitz continuo con respecto a g y z, con cons-
tante de Lipschitz independiente de z sobre conjuntos Zs-acotados y F.(q, -,2(-;q)) €
LOO(O? T ‘C(Zy Z&))
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TEOREMA 9: Sea gy € Qud, 20 € Ds y supongamos que valen H1-H5, H7 y H9. Entonces el
operador ¢ — S(t;q) = fot T(t—s;q)F(q,s,2(s;q))ds de Q en L>=(0,T; Zs) es diferenciable
Fréchet en qo. Mds ain, para cualquiert € [0,T], y cualquier h € Q, [DgS(t; qo)]h = wi ()
satisface la ecuacion integral

wyp(t) = /0 {T(t — 5;q0) [Fq(QOa s,2(55q0))h + F. (qo, 5, 2(5;q0)) [DgT (5 o) 20] 1 +
(10)
+ F.(qo, s, z(s; qo))wh(S)} + [DgT'(t — $;q0)F(qo, 5, 2(s: q0))] h} ds

y wi(t) es la solucidon del siguiente problema lineal no homogéneo de valores iniciales en

Z:
%wh(t) - (A(QO) + Fz(q()?tv Z(t; qO)))wh(t) + Fq((](), t, Z(t; qO))h +
(S2) F.(qo,t, 2(t;90))[DgT (t; g0)z0]h + f(f D,A(Q)T(t — s; QO)’q:qth (go, s,2(85q0)) ds

wh(O) =0
Esta es la llamada “ecuacion de sensitividad”para S(t; q).

Observacién: Claramente la hipdtesis H9 es méas fuerte que H8. Esta observacion es
importante puesto que para probar este teorema necesitaremos utilizar los resultados del
Teorema 8, para el cual H8 debe ser valida.

DEMOSTRACION: Utilizando la formula de variacién de los pardmetros de la teoria de
semigrupos, la ecuacién de sensitividad (S7) para T'(¢; ¢) dada en el Teorema 3 y recordando
que [D,T(0;go)z]h =0 para z € Z y h € Q, se sigue inmediatamente que la solucién wy,(t)
del PVT (S5) satisface la ecuacién integral (10).

Para t € (0, 7] escribimos:

S(t;qo + h) — S(t;q0) — wa(t) =
= /0 {T(t — 8590+ h)F(qo + h,s,2(s590 + h)) = T(t — s590) F'(qo, 5, 2(5; q0))+
— T(t — s5q0) [Fy(qo, 5, 2(55g0)) b + F(qo, 5, 2(s5 q0)) [Ty (s; q0) 20] o +

+F.(qo, 5, 2(8;g0) )wn(s)] — DgT(t — s;90) F(qo, 5, 2(s; qo))h} ds

= /0 T(t — s;q0)[F(qo + h, s,2(s;90)) — F(qo, 5, 2(5:90)) — Fe(qo, 5, 2(s3 q0))h] ds +

+ / T(t —s;q0) [F(Qm s,2(s5q0 + h)) — F(qo, s, 2(s:q0)) +
0

— F.(qo, s, 2(s390)) (2(8;q0 + h) — 2(s3q0)) | ds +

Rev. Un. Mat. Argentina, Vol 45-2



RECGULARIDAD CON RESPECTO A PARAMETROS 35

+ /0 T(t — 5:90)F=(qo, 5, 2(5;40)) [S(s: g0 + h) — S(s3q0) — wn(s)] ds+
+/0 T(t — 5;90)F=(qo, 2(55q0)) | [DgT (5390 + a(h)h)z0] h — [DyT(s; q0) 0] h} ds+

+f {T(t o+ W) (o, 5. 2(5:q0)) — T(t — 550) F (o, 5, 2(5:0)) +

— [DyT(t — 5:90)F(qo, 5, 2(s:.40)) | } ds+
+ -/0 T(t — 85qo + h) [F(qo + ha S, Z(S; qo + h)) - F(q07 S, Z(S; QO))] ds +

- /0 T(t— s;q0)[F(qo + h,s,2(s;90)) — 2F (qo, 5, 2(s3q0)) + F(qo, 5, 2(s: qo + h))] ds

7
= ZIH
i=1

dénde I; es el i-ésimo término en la expresién de arriba. En I, I3 e Iy hemos utilizado el
hecho que z(s; g0 + h) — 2(s;q0) = [DgT (5590 + a(R)h)zo] b + S(s;90 + k) — S(s; q0), para
algin «(h), dénde 0 < |a(h)| < 1.

En lo que sigue, C; denotard una constante genérica finita positiva que en general de-
pende de qp.

Observamos que podemos escribir:

Is + I7 =

T(t— s;q0 + h)[Fqo + h, s, 2(s;q0 + ) — F(qo, s, 2(s;q0 + h))] ds+

|
+ /O [T(t = s;90 +h) = T(t = 5790)] [F(qo,5,2(s;90 + 1)) — F(qo, 5, 2(5;q0))] ds+
/0 T(t — s;q0) [F(q0 + h, s, 2(s:90)) — F(qo, 5, 2(s; q0))] ds
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T(t—s;q90+ h)Fq (g0 + 1 (h)h, s, 2(s;90 + h)) hds +

|
¢
+ / |:DqT (t — s;q0 + az(h)h) F.(qo, s, 21 (q0)) (2(s: g0 + k) — 2(s;q0)) | h ds +
0
/ T(t — s;q0)Fy (qo + as(h)h, s, z(s;q0)) hds  (para ||h]| sufic. pequefio
0

de manera que qo + Sh € Quq V3, —1 < 8 < 1, digamos, para ||h| < 1)

= /O [T(t = s3q0 + h) = T(t — s;90) | Fy (g0 + ar(h)h, s, 2(s5q0 + h))
+ /0 T(t — s3q0) [Fy (g0 + c1(h)h, s, 2(s3q0 + h)) h — Fy (qo + a3 (h)h, s, 2(s; q0)) b] ds

+ A [DyT (t — s;q0 + a2(h)h) F: (qo, 5, 2;(q0)) (2(s5q0 + h) — 2(s; o)) | h ds

= /0 [DyT (t — 8590 + az(h)h) Fy (g0 + a1 (h)h, s, 2(s; qo + h)) k| hds
+ /0 T(t — s3q0) [Fy (g0 + a1 (h)h, s, 2(s3q0 + h)) h — Fy (qo + as(h)h, s, 2(s; q0)) b] ds
+ /0 [DyT (t — 5390 + az(h)h) Fx(qo, s, 25 (q0)) (2(s; g0 + h) — 2(s; q0)) | o ds

dénde 0 < |ay(h)] <1,i=1,2,3y 2 (q0) = 2(s;90) + B (2(s;90 + h) — 2(s;q0)) para algin
B que satisface 0 < || < 1.

En virtud del Teorema 8 y de la hipétesis H9, se sigue que existen constantes positivas
C1,C5, L, y v tales que:

Lt
o+ el < CulilP + | s (a1<h> — ag(B)] bl + l12(si a0 + h) = Z(S;QO)||5> il ds
t 02
+ | 5 lI2(s500 + R) — 2(s5.90) |5 1] ds
o (t—3)
(11) < Cs|h|?,  siempre que ||h|| < 1,

donde la ultima desigualdad se sigue de la continuidad Lipschitz el operador ¢ — z(+; q) de
Q en L*>(0,T; Zs) en qo (véase la observacion después del Teorema 8).

Ahora, sea € > 0. Se sigue de la hipdtesis H9 que existen constantes 7o > 0y 3 > 0
tales que

t
C
(12) Il < [ ot elibllds < Coe [,
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siempre que ||| < 72, ¥

¢ CGE
[12]ls < L =P 2(s; 0 + h) — 2(s;90) |l 7 ds

)
(13) < Cre|hll,
siempre que ||h|| < v3. La ultima desigualdad se sigue en virtud de la observacién
inmediata posterior al Teorema 8 y del hecho que || - ||z < || - |ls-

Con respecto a I3, en virtud de H9 tenemos que existe una constante C's > 0 tal que

K ||S(S' q0 +h) — S(s;90) — wh(s)H
14 Ii|ls < C ’ : 2 d
(14) Il < Cs [ — s
dénde también hemos utilizado el hecho que || - ||z < || - [|s-

Andlogamente, en virtud de la continuidad Lipschitz de D,T(+;qo) (Teorema 4) tenemos
que existe v4 > 0 tal que

t
C .
(1) il < [ Gsslal IH? ds < Caallbf?. siempre ave 4] < .
0

Finalmente, del Teorema 6 se sigue que existen constantes positivas Cg y 5 tales que

t
I 15]ls = ‘ / [T(t — s;q0 + h) — T(t — s590) — DgT'(t — s;q0)h] F(qo, s, 2(s; qo0)) ds
0

)

IN

t
1T(590 +h) = T(-:90) — DQT(';qo)hHLOO(O,t;L(Z;Z(;))/0 1F'(q0, 5, 2(s3 90))| 7 ds

¢
< C(qo)ellh|l / 1 F'(go, s, 2(s; 90)) ; ds (en virtud del Teor. 6, para ||h| < vs)
0
(16) < Cioe|lhl, (en virtud de H9).
A partir de las estimaciones (11)-(16) concluimos que existen constantes positivas finitas
Ci1, Ciz, y 7 tales que para ¢ € [0,T] y h € Quq con 1] <
15(t; g0 + h) = S(t 90) — wn(t)ll; < Craelp]l+

t
15(s590 + h) — S(s3.90) — wn(s)]ls
+ Cio / (t — 3)6 ds.
0

El Lema 7 implica entonces que

t
1
[S(t; g0 + k) — S(t;q0) — wn(t)||; < Crael|h]| + KCr2Crie||h]| / (=S ds
=
< Cizellhll, te[0,T], Al <.

Por lo tanto, el operador ¢ — S(-;q) de @ en L>°(0,T; Zs) es diferenciable Fréchet en ¢q y
wy(t) es la derivada de Fréchet de S(t; q) en go evaluada en h, i.e. [DyS(t;q0)lh = wy(t).A
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TEOREMA 10: Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 9, el operador ¢ — z(-;q) del espacio
de pardmetros Q en el espacio de soluciones L>=(0,T; Zs), es diferenciable Fréchet en qq.
Mds ain, para cualquier h € Q, t € [0,T], la q-derivada de Fréchet de z(t;q) evaluada en
go y aplicada a h, i.e. [Dyz(t;qo)lh es la solucion vy (t) del siguiente problema de valores
iniciales lineal no homogéneo en Z:

Lon(t) = (Alqo) + Fx(qo,t, 2(t 0))) vn(t) + Fylqo.t, 2(t; q0))h +

(5) + Dy A(@)T(t:90)20|,_, b+ Jy DeA@T(t = s:90)|,_ h F (40,5, 2(53.00)) ds

Uh(O) =0

Esta es la llamada “ecuacion de sensitividad”para z(t;q).

DEMOSTRACION: La diferenciabilidad Fréchet de z(t;q) = T(t;q)z0 + S(¢;q) se sigue
inmediatamente a partir de los Teoremas 6 y 9 y la ecuacién de sensitividad se obtiene
combinando las ecuaciones de sensitividad (S71) y (S2). |

4. CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES FINALES

En este articulo hemos obtenido condiciones que garantizan que las soluciones del pro-
blema de Cauchy abstracto no lineal

2(0) = 2z te€0,T]

son diferenciables Fréchet con respecto al parametro q. Este tipo de resultado de regularidad
es necesario para la implementacién de métodos directos de identificacién de parametros,
tales como los de cuasi-linealizacion.

Finalmente, formulamos algunas observaciones importantes. En los Teoremas 1-6 todos
los espacios se consideraron sobre el intervalo [0,00). Esto es as{ puesto que la solucién
T(t; qo)zo del problema lineal homogéneo asociado a (P), existe para todo ¢ € [0, 00).

Es interesante observar en los Teoremas 2, 3 y 4 como la g-regularidad L*° de la solucién
del problema lineal asociado depende total y exclusivamente de la g-regularidad L' del
operador derivada temporal del Cp-semigrupo asociado, es decir, de A(q)T'(-;qo)-

Para la g-regularidad del término en la solucién correspondiente a la parte no lineal de
la ecuacién, es decir de S(t; gp), no solamente se requieren condiciones de suavidad sobre
el término no lineal F(q,t,z) (H8 y H9) en (P),, sino también condiciones de regularidad
més fuertes sobre A(q)T(-;qo) (H6 y H7). Estas condiciones garantizan la diferenciabili-
dad Fréchet de T'(-;qp) visto como operador del espacio de pardmetros @ en el espacio
L>(0, 00; L(Q; L(Z; Z5))), donde utilizamos la norma més fuerte de Zs.

Es posible permitir que las normas en el espacio de estados Z también dependan de q.
Sin embargo, los dominios de los operadores A(gq) no pueden depender de ¢. Atin no se
conoce ningun resultado para este caso de dominios variables.

- {jtz(t) = A(q)2(t) + F(q,t,2(t))  2(t) € Z,
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