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Abstract

OPEN ACCESS
Optimum design of structures has been traditionally focused on the analysis of shape and

dimensions optimization problems. However, more recently a new discipline has emerged:
the topology optimization of the structures. This discipline states innovative models that
allow to obtain optimal solutions without a previous definition of the type of structure being
considered. These formulations obtain the optimal topology and the optimal shape and size
of the resulting elements. The most usual formulations of the topology optimization
problem try to obtain the structure of maximum stiffness. These approaches maximize the
stiffness for a given amount of material to be used. These formulations have been widely por.

analyzed and applied in engineering but they present considerable drawbacks from a 10.1016/j.rimni.2011.11.002
numerical and from a practical point of view. In this paper the author propose a different
formulation, as an alternative to maximum stiffness approaches, that minimizes the weight
and includes stress constraints. The advantages of this kind of formulations are crucial since
the cost of the structure is minimized, which is the most frequent objective in engineering,
and they guarantee the structural feasibility since stresses are constrained. In addition, this
approach allows to avoid some of the drawbacks and numerical instabilities related to
maximum stiffness approaches. Finally, some practical examples have been solved in order
to verify the validity of the results obtained and the advantages of the proposed
formulation.
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‘ - . 1. Introduccién
El disefio 6ptimo de estructuras ha estado tradicionalmente

orientado a la resolucién de problemas de optimizacién de
formas y dimensiones. Sin embargo, mas recientemente ha
surgido otra rama de investigacién que propone modelos que
proporcionan soluciones estructurales 6ptimas y que no
requieren la definicién previa de la tipologia estructural: la
optimizacion topoldgica de estructuras. Estas formulaciones
proporcionan tanto la tipologia estructural como la forma y
dimensiones 6ptimas. Las formulaciones mas habituales de
estos planteamientos pretenden obtener una solucién que
maximice la rigidez de la estructura dadas unas limitaciones en
la cantidad de material a utilizar. Estas formulaciones han sido
ampliamente analizadas y utilizadas en la practica pero
presentan inconvenientes muy importantes tanto desde un
punto de vista numérico como practico. En este articulo se
propone una formulaciéon diferente a la de maxima rigidez para
el problema de optimizaciéon topolégica de estructuras que
minimiza el peso e incorpora restricciones en tension. Las
ventajas de este tipo de planteamientos son muy importantes
dado que se minimiza el coste de la solucién, que es la situacién
mas habitual en ingenieria, y ademas se garantiza la validez
estructural de la misma. Ademas esta formulacién permite
evitar algunos de los problemas e inestabilidades numéricas
que presentan las formulaciones de maxima rigidez.
Finalmente, se resuelven algunos ejemplos practicos para
comprobar la validez de los resultados y las ventajas que ofrece
la formulacion propuesta.

Palabras clave: Optimizacién topoldgica estructural, minimo
peso, restricciones en tension, restricciones por bloques

El disefio 6ptimo de estructuras es una disciplina que nace
como la prolongacién natural de los métodos de analisis y
célculo estructural. Asi, los planteamientos de disefio 6ptimo
surgen de la necesidad de proponer técnicas objetivas que
aborden la fase de concepcién y definicion de la solucion
estructural y que por tanto no se limiten a la realizacién de
calculos y comprobaciones de la capacidad resistente.

Los primeros modelos de disefio 6ptimo de estructuras
aparecen a partir de los afios 40 del siglo xx motivados por el
gran desarrollo de la industria aeronautica si bien ya Michell en
1904 [1] propuso técnicas analiticas para obtener las soluciones
estructurales éptimas para algunos problemas especificos. Sin
embargo, esta disciplina se estudié de forma mas rigurosa en
los afios 60 con los trabajos de Schmit [2], que sienta las bases
de su analisis. A partir de estos primeros trabajos se han
propuesto numerosos modelos para el disefio 6ptimo de
estructuras hasta la actualidad. Asi, aparecieron los modelos de
optimizacion de dimensiones y, posteriormente, los modelos de
optimizacion de formas, ampliamente desarrollados y
estudiados en la actualidad.

Mas recientemente, se establece una nueva rama de estudio en
esta disciplina: la optimizaciéon topoldgica de estructuras, a
partir de los trabajos realizados por Bendsge y Kikuchi en 1988
[3]. En esta disciplina se pretende obtener la distribuciéon de
material mas adecuada que hay que disponer sobre un dominio
predefinido para soportar las cargas que se imponen. Asi, estos
modelos pretenden obtener la soluciéon estructural mas
adecuada sin necesidad de definir e imponer ni la tipologia
estructural nila configuracién de los elementos resistentes
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(geometria, dimensiones, seccion,...). Se pretenden generalizar,
por tanto, los planteamientos tedricos propuestos por Michell
[1]1 en 1904 y desarrollar modelos numéricos que permitan
obtener soluciones 6ptimas a un mayor nimero de problemas
en la practica.

La optimizacién topoldgica de estructuras pretende obtener la
distribucién de una cierta cantidad de material sobre un
dominio predefinido que proporciona la estructura resistente
maés adecuada. De acuerdo con los planteamientos originales
del problema de optimizacién topoldgica propuestos por
Bendsge [3-7], el objetivo principal de estos modelos consiste
en obtener distribuciones de material adecuadas indicando las
partes del dominio en las que debe o no debe existir material.
En consecuencia, el planteamiento original del problema da
lugar a modelos de disefio 6ptimo con variables de disefio
binarias (material o vacio). En la practica, los modelos més
habituales que se proponen para abordar este problema
plantean formulaciones en las que se asume que las variables
de diseflo son continuas para evitar el tratamiento de
problemas de optimizacién con variables discretas. Asimismo,
se asume que el estado material en cada elemento es uniforme
en todos sus puntos. Ademds, con estas condiciones se evita
que el problema esté mal puesto desde un punto de vista
tedrico, tal y como ocurre si se analiza el estado material en
cada punto del dominio. Por lo tanto, en la practica se establece
una variable de disefio por cada elemento: la densidad relativa,
que define el estado material del mismo. La densidad relativa
de cada elemento puede tomar valores entre O, que indica
elemento vacio, y 1, que indica elemento con material sélido.

Los modelos que utilizan variables de disefio continuas
presentan dos inconvenientes fundamentales que es necesario
tener en cuenta. El primero de ellos consiste en la necesidad de
establecer un modelo de andlisis que permita obtener el
comportamiento estructural para valores intermedios de las
densidades relativas de los elementos. Esta exigencia se ha
resuelto en la practica mediante la definicion de modelos de
microestructura resistente y la correspondiente
homogeneizacién de las propiedades [4,5,7-13] para su empleo
en modelos de calculo de elementos finitos. El segundo
inconveniente  consiste en la necesidad de proporcionar
distribuciones 6ptimas de material esencialmente binarias a
partir de un modelo con variables de disefio continuas. Este
punto se ha tratado habitualmente mediante el uso de
funciones de penalizacion de las densidades relativas
intermedias, o bien a través del modelo de microestructura
propuesto o bien mediante funciones objetivo
convenientemente definidas para esta finalidad.

Las primeras formulaciones del problema de optimizaciéon
topolégica de estructuras plantean la obtencién de la
distribucién de una cierta cantidad de material que maximiza la
rigidez de la estructura resultante para el conjunto de cargas
aplicadas. Estas primeras formulaciones del problema no
corresponden con el tipo de planteamientos que
tradicionalmente se analizan en disefio 6ptimo de estructuras
ya que, desde un punto de vista ingenieril y econémico, se
pretende minimizar el coste o el peso de la estructura
garantizando la capacidad estructural para soportar las cargas
aplicadas. Ademas, las formulaciones de maxima rigidez
presentan inestabilidades numéricas muy importantes como
por ejemplo la disposicion de material en damero o
checkerboard [5,14]. Por otra parte, estas formulaciones de
maxima rigidez ofrecen ventajas computacionales muy
importantes que facilitan su uso en la practica.

Sin  embargo, mas recientemente se han propuesto
formulaciones alternativas a esta de maxima rigidez que
abordan los planteamientos mas habituales en ingenieria
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(minimo peso con restricciones en rigidez y minimo peso con
restricciones en tensién y/o en desplazamientos entre otros)
[15-30]. En este articulo se propone y analiza una formulaciéon
que pretende obtener la solucién estructural de minimo peso
teniendo en cuenta restricciones en tensién. Esta formulacion
presenta numerosas ventajas frente a las formulaciones de
maxima rigidez dado que se evitan los inconvenientes mas
relevantes de estas formulaciones. Asi, se evitan disposiciones
de material en damero al imponer las restricciones en tensiény
se aborda el problema tradicionalmente analizado en disefio
o6ptimo de estructuras. Ademas, el uso de restricciones en
tensién/desplazamientos garantiza la validez estructural de la
solucion 6ptima para las cargas y acciones externas que se
aplican.

El modelo de disefio que se propone en este trabajo utiliza
como variables de disefio: las densidades relativas de cada
elemento de la malla de elementos finitos con la que se
resuelve el calculo estructural. La funcion objetivo utilizada esta
basada en el peso de la estructura e incorpora una penalizacién
sobre los valores intermedios de las densidades relativas para
favorecer la obtencion de soluciones éptimas con distribuciones
de material esencialmente binarias. Las restricciones que se
imponen son condiciones en tensién que comparan y limitan el
valor de una cierta tensién de referencia, en la practica la
tension de Von Mises, a la maxima tensién admisible de fallo del
material. Para imponer estas restricciones en tensién se
plantean tres formulaciones diferentes que presentan ventajas
tanto desde un punto de vista computacional como desde un
punto de vista tedrico y numérico.

El articulo estd estructurado en 8 apartados. En este primer
apartado de introduccion se presenta el problema de
optimizacion topoldgica, que se desarrolla de forma mas
especifica en los siguientes apartados. Asi, en el apartado 2 se
presenta el modelo de disefio éptimo haciendo especial
hincapié en el planteamiento de la funcién objetivo y de las
restricciones del problema. El apartado 3 estd destinado a
abordar y analizar el modelo de calculo de estructuras utilizado
para obtener el comportamiento estructural de los disefios
propuestos. Una vez planteado el problema de disefio éptimo y
el modelo de célculo, en el apartado 4 se presenta el algoritmo
de optimizacién utilizado para obtener la solucién 6ptima. Los
algoritmos de optimizacion propuestos requieren el calculo de
derivadas de primer y segundo orden de la funcién objetivo y
las restricciones. Los algoritmos desarrollados para calcular
estas derivadas se analizan en el apartado 5. El apartado 6 se
dedica a establecer las técnicas de cdlculo en paralelo que se
pueden utilizar para reducir el tiempo de cdlculo necesario para
resolver el problema de optimizacion propuesto. Finalmente, en
los apartados 7 y 8 se presentan algunos ejemplos de aplicacién
de los problemas de optimizaciéon planteados y se indican las
conclusiones  mas  importantes  sobre este trabajo,
respectivamente.

2. Formulacién del problema de optimizacién
topoldgica de estructuras

Tal y como se ha comentado en el apartado de introduccién, el
modelo que se propone en este trabajo para el problema de
optimizacion  topolégica de estructuras se basa en un
planteamiento  que minimiza el peso y estd sujeto a
restricciones en tensién. Las variables de disefio de este
problema indican la densidad relativa de cada uno de los
elementos de la malla, en los cuales se asume que esta
propiedad es uniforme.

Asi, se puede plantear el problema de optimizacién topolégica
de estructuras de forma general como:
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hallar p ={p;},i=1,..,n M
que minimice F(p)
verificando gj(r]‘-’,p) <0,j=1,...,m,

Pmin SP;i S Pmaxi=1.,n.

donde p = {p;} es el vector de variables de disefio, F (p) es la
funcion objetivo a minimizar, g; son las restricciones en
desigualdad del problema, nes el nimero de variables de
disefio del problema y m es el nUmero de restricciones de
desigualdad. Los limites laterales de las variables de disefio se
definen como p,,i, Y Pmex Para el valor inferior y superior,
respectivamente. Para el problema que se plantea las
restricciones laterales toman el valor p,,4 = 1 (material sélido)
para el limite superior y un valor inferior p,,;, ligeramente
superior a 0 para evitar que la matriz de rigidez de la estructura
sea singular. El valor habitualmente utilizado en la practica es
Pmin = 0.001 @

Los aspectos fundamentales del planteamiento del problema de
optimizacién propuesto en (1) residen en la definicién de la
funcion objetivo a minimizar y de las restricciones que se
imponen. De estos aspectos depende el tipo de problema de
optimizacion que se obtiene asi como las técnicas que es
necesario utilizar para resolverlo. Por lo tanto, procedemos a
desarrollar y analizar la funciéon objetivo propuesta en (1)y,
posteriormente, al estudio de las restricciones en tension.

2.1 Planteamiento de la funcién objetivo

La funcién objetivo de la formulaciéon que se propone en este
trabajo se basa en la minimizacién del peso de la estructura, es

decir:
Ne
F:ZJgepe VYmat dQe
e=1

siendo N, el ndmero de elementos de la malla de elementos
finitos, Q, el dominio del elemento e, p, la densidad relativa
asociada al elemento ey y,,, el peso especifico del material
utilizado.

(2)

Sin embargo, como ya se ha comentado en el apartado de
introduccién, es muy habitual incluir factores de penalizacién en
la formulacién para evitar disposiciones de material con un
numero elevado de zonas con densidades relativas intermedias.
En este trabajo se incorpora una penalizacién de las densidades
intermedias en la funcién objetivo dado que se considera que la
obtencién de distribuciones esencialmente binarias debe
formar parte de la funcién objetivo del problema. Este
planteamiento no es el habitual en otros trabajos sobre
optimizaciéon topoldgica en los que la penalizacién de las
densidades intermedias se incorpora en el modelo de
microestructura que se utiliza. Estos planteamientos se
explicardn en detalle mas adelante en este articulo cuando se

presente el modelo calculo de estructuras por elementos finitos.

Por lo tanto, para incorporar esta penalizacién de las
densidades intermedias se plantea una funciéon objetivo
modificada, a partir de la propuesta en (2), como:

Ne (3)
FP:Z Qe(pe)l/p Ymat dQe

@=il

donde p es el factor de penalizacién de densidades intermedias.
Este factor introduce una penalizacién en la funcién para las
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densidades intermedias cuando p > 1. Si, por el contrario, p <1
se favorece la aparicibn de material con densidades
intermedias. En el caso de que p =1 se obtendrd la funcién
objetivo inicial propuesta (2) sin penalizacién alguna [24,31-34].

El efecto de este parametro de penalizacion p sobre la funcién
objetivo puede observarse facilmente en la figura 1.
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Figura 1. Exponente de la funcién objetivo para distintos valores de penalizacién.

Ademads, sila solucién 6ptima presenta una distribucion de
material fundamentalmente binaria (0-1) la funcién de minimo
coste coincide con la funcién de minimo peso dado que la
penalizacién se establece para las zonas con densidades
relativas intermedias. Por lo tanto, la formulacién de minimo
coste representa, sila solucién final es binaria, el peso de la
estructura y ademas impone penalizaciéon para los elementos
con densidad relativa intermedia.

Este planteamiento de la funcidon objetivo es el que se utiliza
habitualmente en la practica para el problema que se plantea
en este articulo. Sin embargo, en algunas aplicaciones es
posible que no se alcancen soluciones esencialmente binarias
debido a las restricciones en tensién que se imponen en el
modelo. Este fenémeno es facilmente explicable si se analiza la
funcién objetivo conjuntamente con las restricciones en
tension. Asi, las derivadas de la funcion objetivo F, propuesta en
(3) con respecto a cada una de las variables de disefio son
siempre positivas, lo que indica que una reduccién de la funcién
objetivo requiere necesariamente que se reduzca el valor de la
variable de disefio con respecto a la que se deriva. Si ademas se
tiene en cuenta que las restricciones en tensién limitan
inferiormente los valores de las densidades relativas para evitar
que se incumplan las restricciones, se puede observar
facilmente que las soluciones binarias pueden no alcanzarse en
la practica. Esta afirmacion se puede observar facilmente en la
figura 2, donde se analiza el efecto sobre una Unica variable de
disefio.
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Figura 2. Ejemplo de solucién éptima para distintos valores de penalizaciéon p cuando se
consideran restricciones en tensién.

En consecuencia, en algunas aplicaciones practicas es posible
que no se obtengan soluciones con la funcién objetivo
propuesta en (3). En estos casos, se puede forzar una solucién
binaria usando una funcién objetivo distinta destinada a este
fin. Para ello se propone la funcién objetivo:

Ne (4)
Fb(p) = Z jgelpb(pe) Vmatdg’
e=1
donde
i (5)
W, (p.) = pe P + Bexp P Pesin(p,),

siendo B un parametro que toma valores en el intervalo [0,260,
7,404]. Valores de 8 que no pertenezcan al intervalo no
conducen necesariamente a soluciones binarias dado que
lpb(pe)pezl >0 Ve-= 1, ..Ne.

En la figura 3 se muestran los valores del integrando ¥, (p,) de
la funcién objetivo propuesta en (4) para distintos valores del
parametro By de la densidad relativa p,.

2.2

2,04

1,64

o044y

Integrando de la funcidn objetiva ()

0,24

0,0 ; . . . . : v T .
o0 0.2 0.4 08 08 1.0

Densidad relativa

Figura 3. Integrando de la funcion objetivo (Wp (pe)) (4) para distintos valores de
penalizacion.

Esta modificaciéon introduce cambios muy agresivos en los
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planteamientos de minimo peso ya que las funciones
resultantes presentan derivadas con respecto a las variables de
disefio negativas para p, = 1. Por este motivo, las formulaciones
resultantes no se comportan como formulaciones de minimo
peso sino que su objetivo es proporcionar soluciones binarias
teniendo en cuenta el peso de la estructura. Es decir, las
soluciones obtenidas no corresponderdan a soluciones de
minimo peso (desde un punto de vista continuo de las variables
de disefio) pero presentaran distribuciones de material binarias,
lo que facilita en gran medida la utilizacion en la practica de los
disefios logrados. Para ello serd necesario incrementar los
valores de B de forma progresiva a lo largo del proceso de
optimizacion hasta el limite superior del intervalo
recomendado.

Por el contrario, estos planteamientos también introducen
minimos locales y otros efectos no deseados. Por este motivo, la
utilizacién de esta funcion objetivo se plantea como una
segunda fase en el proceso de optimizacién que se utilizara solo
en aquellos casos en los que las soluciones obtenidas con la
funcién objetivo propuesta en (3) no sean satisfactorias. Asi, una
vez alcanzada la solucién 6ptima de minimo peso utilizando la
funcién objetivo propuesta en (3) se puede plantear una
segunda fase del proceso en la que se busquen las soluciones
binarias utilizando la funcién objetivo modificada propuesta en
(4). Algunos ejemplos de aplicacién practica de este tipo de
formulaciones pueden encontrarse en [35].

Una vez planteadas y analizadas las diferentes formulaciones de
la funcién objetivo que se han planteado para el problema de
optimizacion topolégica de estructuras propuesto se analizan
las distintas alternativas para incorporar restricciones en
tension.

2.2 Planteamiento de las restricciones en

tension

La aplicacién de restricciones en tensién es el planteamiento
méas habitual en otras disciplinas del disefio 6ptimo de
estructuras como la optimizacion de formas y la optimizacién de
dimensiones. Sin embargo, en optimizacién topolégica de
estructuras el objetivo mas habitual es, como ya se ha
comentado, la maximizacién de la rigidez fijado un volumen de
material a emplear [3,5,8,10]. También hay que destacar
algunas contribuciones que minimizan el peso y establecen
como restricciéon un valor minimo de rigidez para la estructura
(por ejemplo, Liang et al. [36]). En otras aplicaciones la funcién
objetivo consiste en minimizar las tensiones dada una cantidad
de material a emplear (Allaire et al. [15]).

En este trabajo se pretende abordar esta problematica desde el
mismo punto de vista que en el resto de disciplinas de la
optimizacion de estructuras minimizando el coste y
estableciendo restricciones de tipo tensional. Con esta finalidad
se han desarrollado tres formulaciones diferentes de las
restricciones: una formulacién local, una formulacién global y
una formulacién agregada por bloques.

2.3 Restricciones en tensién de tipo local

Generalmente, la forma mas habitual de establecer
restricciones en tensién consiste en definirlas en unos puntos
predefinidos del dominio de la estructura desde un punto de
vista local. En el caso de la optimizacién topolégica de
estructuras lo mas habitual es introducir restricciones en
tension en el punto central de cada elemento finito

[16,18,21,22,24,25,29-34,37]. Para ello, es habitual utilizar un
criterio de rotura para plantear las restricciones en tension. De
este modo se pueden plantear las restricciones de tension en
cada punto como:
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_p o Ry (6) siendo ¢ el pardmetro de relajacién de la formulacién (fig. 4) y p.
8ea(p) (6" re,p)) - Omax <0, la densidad relativa del elemento e en el que se impone la
8o oP) =G pin - (6" (e, p)) <0, restriccion. El parametro & toma valores proximos a cero (€ €
’ [0,001, 0,1]) para evitar una excesiva relajacion de las
restricciones.
donde o°(6") es la tensién de comparacién empleada, d

representa el tensor de tensiones calculado, rg es el punto de
aplicaciéon de la restriccion en tensién y p es el vector de
variables de disefio.

Si el material que se utiliza presenta un comportamiento
analogo a traccién que a compresion, como por ejemplo el
acero o el aluminio, el criterio de rotura mas habitual es el de
Von Mises. En este caso, las dos restricciones en tension
propuestas en (6) se reducen a una Unica restriccion:

8e(P) = Tyare(@"(r8,p)) ~ Gy <0, (7)

siendo oy, (6" (rg, p)) la tension de comparacién de Von Mises
obtenida a partir del tensor de tensiones calculado (6 (r2,p)) y
0" ax €l valor maximo de la tensiéon de comparacion.

En este trabajo se ha utilizado este criterio de comparacién para
imponer restricciones en tensién dado que algunos de los
materiales utilizados habitualmente en ingenieria estructural se
rigen por esta tensiéon de referencia. Ademas, este mismo
método ha sido utilizado en otros trabajos sobre optimizacién
topoldgica de estructuras por autores como Burger y Stainko
[16], Duysinx y Bendsge [21], Duysinx y Sigmund [22] o Pereira
et al. [25]. Otros criterios de rotura similares y aplicables a
diferentes tipos de materiales pueden encontrarse por ejemplo
en [20].

Las formulaciones de las restricciones en tensién propuestas en
las ecs.(6) y (7) estan sujetas a fenémenos de singularidad
debido al caracter discontinuo de la tension cuando la densidad
relativa del material p, tiende a cero. A medida que el proceso
de optimizaciéon reduce el valor de la variable de disefio p, el
valor que toma la restriccion del elemento en el que se esta
reduciendo la densidad relativa va cambiando. Sin embargo,
cuando la densidad relativa de este elemento se aproxima a
cero es posible que la tensién a la que estd sometido el punto
central del mismo se incremente hasta llegar a incumplirse la
restricciéon en tensién. Sin embargo, si se elimina por completo
el material (p, = 0) la restriccién en tensiéon desaparece. En
consecuencia, los algoritmos de optimizacién son en este caso
incapaces de eliminar los elementos que presentan
restricciones en tensiéon llevando al minimo el valor de su
densidad relativa aunque las soluciones Optimas asi lo
requieran. Algunos de estos fendmenos de singularidad
aparecen reflejados en los trabajos de Cheng y Jiang [18], Cheng
y Guo [19]y Duysinx y Bendsge [21], asi como algunas de las
posibles soluciones utilizadas para evitar este problema.

En este trabajo se propone una relajacion de la formulacion de
las restricciones basada en los trabajos de Cheng y Guo [19]y
de Duysinx y Bendsge [21] que consiste en la incorporacion de
un nuevo término que modifica el valor maximo de la tensién
de rotura en funciéon de la densidad relativa del elemento en el
que se aplica la restriccion. Asi, la imposicion de las restricciones
en tensién incorporando este factor de relajacién se puede
escribir como:

8e = (GVM,e(og(p))_amizx(Pe) <0, (8)
donde g, es el factor de relajacién que se calcula como:

ge=1-e+K, )
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Figura 4. Factor de relajacion para diferentes valores de €.

Ademads, este planteamiento de las restricciones en tension se
puede modificar para que tenga en cuenta el uso de tensiones
reales o efectivas. Para ello se define una formulacién
alternativa a la propuesta en (8) como:

ge = (6VM,e(ag(P)) _6max(pe)pg = 0’ (10)

donde el exponente g es un parametro que toma los valores g =
0 cuando se impone la restriccion en tensiones reales o g =1
cuando se aplique la restriccion en tensiones efectivas. Las
ventajas e inconvenientes de estos planteamientos se han
estudiado con detalle en [24,31,32].

La ventaja mas importante de los planteamientos locales de las
restricciones es su robustez. Algunos ejemplos de aplicacién se
han analizado con esta formulacién obteniendo resultados
satisfactorios. Ademds, con esta formulaciéon se garantiza en
mayor medida la validez de la solucion estructural ya que se
comprueba el estado tensional en el punto central de cada
elemento de la estructura.

Sin embargo, la fiabilidad de la formulaciéon propuesta y de los
resultados obtenidos tiene como contrapartida el elevado coste
computacional que se requiere para resolver los problemas de
optimizacion resultantes. Los problemas de optimizacién
topolégica de estructuras utilizan en la practica un ndmero
elevado de variables de disefio, normalmente tantas como
elementos. Por otra parte, la formulacién local del problema
también obliga a imponer un nimero elevado de restricciones
altamente no lineales en nuestro modelo. En consecuencia, los
algoritmos de optimizacién desarrollados requieren un tiempo
de cdlculo muy elevado en la practica. Por este motivo se
plantean dos formulaciones adicionales para las restricciones
en tensién con la finalidad de reducir las necesidades
computaciones del problema de disefio Optimo: una
formulacion global y una formulacién agregada por bloques de
las restricciones.

2.4 Restricciones en tensién de tipo global

Tal y como se ha comentado en el apartado anterior la
formulacion local de las restricciones en tensién requiere unas
necesidades computacionales muy elevadas, motivo por el que
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se han propuesto nuevas formulaciones de las restricciones. La
metodologia mas habitual para conseguir este tipo de
planteamientos que requieren un menor coste computacional
consiste en establecer una funcibn que aproxime el
comportamiento de todas las restricciones locales en una Unica
restriccion que recibe, en la terminologia de optimizacion, el
nombre de funcién global o restriccion global. Esta funcién
global presenta ventajas computacionales muy claras ya que se
reduce considerablemente el nimero de restricciones del
modelo pero, por el contrario, no garantiza de forma estricta el
cumplimiento de las tensiones desde un punto de vista local, de
modo que es posible que algunas tensiones locales excedan su
valor méaximo permitido. A pesar de esto, la formulacién global
de las restricciones actia evitando que la violacion de las
restricciones locales sea excesivamente elevada de modo que
las tensiones a nivel local satisfagan de forma aproximada el
maximo valor permitido.

Como es obvio, la eleccion de esta funcién global es uno de los
puntos claves para el buen comportamiento de la formulacion.
En este trabajo se propone la utilizacién de la funcién global de
Kreisselmeier-Steinhauser como funcién de agregacién de las
restricciones locales. Esta funcién presenta un comportamiento
logaritmico-exponencial y ha sido aplicada con éxito en otras
disciplinas de la optimizacion de estructuras [38-40]. De acuerdo
con este planteamiento se puede establecer una restriccion
global de tensiones como:

m
Ggs = %ln ’Zexp”gj = %
j=1

donde m es el niUmero de restricciones locales de desigualdad
consideradas, g; es el valor que toma la restriccion local del
elemento jy y es el factor o parametro de agregacion.

(1)

In(m) <0,

Para el problema de optimizacién topolégica que se plantea, la
formulacién propuesta en la ec.(11) puede particularizarse de
modo que se eviten, por ejemplo, fendmenos de escala con las
unidades de medida de las restricciones asi como incorporar
factores de relajacion para evitar los fenémenos de singularidad
de las tensiones. Asi, la formulacién global propuesta en la ec.
(11) se reescribiria ahora como:

N (12)
e=1

donde

5(ah) {15)

&
P s
Omax Qe

o

siendo a? la aproximacion calculada del tensor de tensiones del
material en el punto central del elemento e, 0,4, la tension
maxima admisible y ¢, el coeficiente de relajacion de las
tensiones propuesto en (9).

El pardmetro py debe tomar el mayor valor posible dado que de
esta forma la formulacién global representara mas fielmente el
comportamiento de la formulacién con restricciones locales. De

hecho en el limite la restriccién global propuesta en (11) queda
como,

,,liIQGKs =max{g;}i-1, m <0 (14)

Sin embargo, valores muy elevados de este parametro generan
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una funcién muy no-lineal y dificil de resolver con los métodos
numéricos habituales. En la practica se recomienda utilizar
valores del parametro de agregacion en el intervalo y € [20, 401].
En [31] se puede encontrar un estudio detallado de los valores
mas adecuados para el parametro de agregacion.

La formulacién global propuesta en (12) consigue reducir
enormemente las necesidades computacionales del problema
de optimizacién topolégica. Sin embargo, cuando el nimero de
elementos y de restricciones locales es muy elevado la
formulacion global aglutina en una Unica funcién la informacion
que proporcionan un numero elevado de contribuciones
locales. Por este motivo, cuando el nimero de elementos
aumenta de forma importante, el cumplimiento aproximado de
las restricciones desde un punto de vista local no se puede
garantizar. Ademas, el agrupamiento de un nimero elevado de
restricciones provoca que los algoritmos de optimizacién
requieran de un numero de iteraciones mucho mayor que para
la formulacion local dado que el efecto de agrupar restricciones
hace que el algoritmo no disponga del mismo nivel de
informacién que en la formulacién local. En algunos casos, la
agrupacién de un ndmero muy elevado de restricciones locales
provoca que los éptimos obtenidos no sean adecuados. Por este
motivo, se plantea una tercera formulacion de las restricciones
del problema: la formulacién agregada por bloques.

2.5 Reduccién por bloques de restricciones de
tipo local

La formulacion global puede presentar algunos inconvenientes
cuando el nimero de restricciones aumenta de forma muy
importante. Para evitar este efecto, se plantea una formulacién
por grupos o bloques de elementos. La idea principal de esta
formulacién consiste en agrupar los elementos en un nimero
definido de bloques e imponer para cada bloque una restriccién
global similar ala propuesta en (12). En la figura 5 se puede
observar la composicién de un bloque de elementos sobre el
que se impondra una funcién global de restricciones.

| [
1 1
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§ TP NP TR PP S P 4
o | B DN NN, Dt MO Il AN [ |
|
1
t
1 i} 1 -
|
- -
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I I 1"
I | i | i
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Figura 5. Definicion de un bloque de elementos de la malla.

Con esta formulacién el nimero de restricciones totales de cada
problema es igual al nimero de bloques en que dividamos la
malla de elementos finitos. Es obvio que este modelo incluye
también a las formulaciones presentadas en los apartados 2.3y
2.4 si se define un nimero de bloques adecuado. En el caso de
la formulacién con restricciones locales propuesta en el
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apartado 2.3 bastara con tomar tantos bloques como elementos
tenga la malla. Si, por el contrario, definimos un Unico bloque
con todos los elementos de la malla estaremos utilizando la
formulaciéon global de las restricciones propuesta en el
apartado 2.4. Por lo tanto, un mayor numero de bloques
proporcionara soluciones mejores dado que el control sobre las
tensiones es mas estricto. Una vez fijado el nUmero de bloques
a utilizar en el problema, el nUmero de elementos de la malla se
distribuye de forma homogénea de modo que el nimero de
elementos por bloque sea, aproximadamente, el mismo para
todos.

Esta formulaciéon de las restricciones en tensién por bloques
presenta las ventajas que ofrece la formulacién local porque
establece un control mas efectivo sobre las restricciones en
tension. Por otra parte, debido al menor numero de
restricciones, también se consiguen reducir considerablemente
las necesidades computacionales del problema de optimizacién,
sobre todo en tiempo de ejecucién.

Cada restriccién agrupada por bloques se puede, por tanto,
escribir como:

% (15)
Zexp“(aefl) -in(\V3)] <0

eE€By

GKS,b = % In

siendo By, el conjunto de elementos de la malla que pertenecen

al bloque b , N2 el nimero de elementos de la malla que
pertenecen al bloque by py el pardmetro de agregacién
propuesto en (11)y (12).

Uno de los puntos claves de este planteamiento de las
restricciones radica en el modo de definir la distribucion vy
configuracién de los bloques de elementos. Parece razonable
suponer que la forma de generacion de los bloques de
elementos a partir de la malla original es un condicionante muy
importante a tener en cuenta en esta formulacién dado que
afecta a las funciones globales y, en consecuencia, a las
restricciones en tension que definen. Esta distribucién de los
bloques, o lo que es lo mismo, la configuracién de los
elementos de cada bloque, puede realizarse de muy diversas
formas: criterios de proximidad (por ejemplo, en la figura 5),
geométricos (forma del bloque) o incluso de aleatoriedad
(seleccionando los elementos de cada bloque de forma
aleatoria). En este trabajo se ha utilizado una metodologia para
definir los bloques de elementos basada en la numeracién de
los elementos de la malla utilizada, de modo que los elementos
de cada bloque se eligen de forma consecutiva siguiendo el
orden numérico establecido para realizar el calculo estructural.
Esta técnica genera bloques con formas alargadas para las
aplicaciones practicas en optimizacion topolégica. A pesar de
esto, este método proporciona  soluciones altamente
satisfactorias ya que se ha comprobado en la practica que la
distribucién de los bloques no supone un condicionante
importante para el disefio final de la estructura. De hecho, en
ningun ejemplo de los que se han estudiado se ha detectado
una incidencia perceptible de la distribucion de los bloques en
las soluciones éptimas obtenidas.

3. Calculo de estructuras mediante el método de
los elementos finitos

Una vez planteado el problema de optimizaciéon es necesario
desarrollar los puntos mas importantes de la formulacién. En
primer lugar, serd necesario realizar el calculo de estructuras
porque a partir de él se desarrollaran todas las fases
posteriores del proceso de optimizacion.

El problema de optimizacién topolégica de estructuras
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continuas que se propone requiere un método fiable de calculo
de estructuras para obtener el comportamiento resistente de
las distintas soluciones planteadas durante todo el proceso de
disefio. Esta técnica de cdlculo debe, ademds, permitir la
incorporacién de las variables de disefio, las densidades
relativas, en su formulacion.

Una formulacién del método de los elementos finitos sera el
modelo de calculo del comportamiento resistente utilizado en
este caso. El problema se estudiard bajo las hipdtesis de
elasticidad lineal, pequefios desplazamientos y pequefios
gradientes de desplazamientos. Ademas, esta formulaciéon nos
permitird obtener, ademdas de la respuesta estructural,
informacién acerca de otros aspectos vitales para el problema
de optimizacion tales como el peso de la estructura, el valor de
las restricciones e incluso el analisis de sensibilidad.

El modelo de célculo que se propone parte de un planteamiento
estandar del método [24,41,42,43] sobre el que se aplican las
modificaciones necesarias para incorporar el efecto de las
variables de disefio del problema de optimizacién.

A continuacién, se propone un desarrollo general del analisis
estructural sin considerar el efecto de la densidad relativa y el
modelo propuesto para este problema de optimizacién con la
finalidad de comparar ambas formulaciones y establecer las
modificaciones que es necesario incorporar en una formulaciéon
convencional del problema.

3.1 Planteamiento del problema estructural

Sea Q° un dominio del espacio material que estd ocupado por
un cuerpo que, bajo la accién de cargas exteriores aplicadas, se
deformard ocupando un dominio Q diferente. Entonces,
cualquier punto P° del dominio Q° pasard a ocupar un punto P
del dominio Q una vez que se ha deformado el cuerpo. Si
definimos como r’yra los vectores de posicion de P°y P
podemos calcular los desplazamientos de cada punto segin:

u@®)=r@°)-re. (16)

Una vez conocidos estos desplazamientos podemos obtener las
deformaciones £ (r°)y las tensiones & (r°) en cada punto P°
como:

o=De 17)

donde L es la matriz de deformacién-desplazamientos y D es la
matriz constitutiva del material. Los vectores g€y o son los
vectores de deformaciones y de tensiones respectivamente
para cada punto (Hughes [41]).

Para unas cargas externas aplicadas por unidad de volumen b (
r°) sobre el cuerpo en el dominio Q°y unas cargas por unidad
de superficie t(r°) en el contorno T3 el andlisis estructural
consiste en

Hallar u € Hy (18a)
tal que a(w,u)=w,b)yo +(w,t)rg Vw € Hy (18b)
(18¢)

siendo a(w,u) = _UIQO(LW)TD(Lu)dQ,
(18d)

W, b)go = _,I[QowadQ,
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(18e)
W, )0 = ffrngtdr,

donde las funciones de prueba uy las funciones de test w
satisfacen las condiciones contorno esenciales (desplazamientos
prescritos) y las correspondientes condiciones de contorno
homogéneas, respectivamente (Navarrina et al. [24]).

3.2 Modelo numérico de elementos finitos

La resoluciéon analitica del problema estructural planteado
anteriormente no es en general posible, lo que nos obliga a
aproximar la solucién exacta a través de una discretizacion
finita del dominio. Para ello serd necesario remplazar los
espacios  continuos de las funciones H,y Hy por los
correspondientes  espacios discretizados Hp y Hib y por las
respectivas funciones de prueba u' y de test w" de los mismos.
Sean, por tanto, {®;(r’)} y {w;r°)} unas bases
convenientemente elegidas de las funciones de pruebay de test
en los correspondientes subespacios Hi y Hf, , que verifican las
condiciones de contorno homogéneas del problema. La
solucién aproximada del problema estructural (3.1) se puede
plantear como

N (19a)
u(ro) = uf (r°) + Zq)i(ru)ai,
i=1
N (19b)
wh(rO) = Zm(ro)ﬁ]:
j=1
siendo
qu-(r") S (pi(ro)lg, M/j(ro) = W}(rO)I3; (20)

donde a;;., y es el vector de desplazamientos nodales para

cada nodo iy u" (r°) el vector de desplazamientos de un punto
de coordenadas r° .

La discretizacion espacial del dominio se realiza de modo que

Ne
QD:Uque’ Qﬁngez:d’ V e *e

donde Q, es el dominio ocupado por el elemento ey N, es el
numero de elementos finitos utilizados. Las bases de funciones
de prueba y de test se plantean habitualmente, en problemas
de calculo de estructuras, mediante formulaciones
isoparamétricas de tipo Galerkin, de modo que

21

w;(r°) = ¢;(r°). (22)
Consecuentemente el modelo de elementos finitos con

aproximacion de tipo Galerkin consiste en:
Hallar a={a;}, i=1,.,N (23a)
N (23b)

talque ZKﬁai =f;, j=1..N
i=1

siendo Kj; = a(®;, @), (230)
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f} = (CD]»,b)Qg + (q:’j, t)rg - a(q>j, u’). (23d)

donde los términos K;;y f; pueden obtenerse ensamblando las
contribuciones elementales de cada elemento como

Ne Ne (24)
= e=1
siendo
(25a)
K, = J:[ 0, L®)'DL®)AL,
(25b)

fi- ﬂfge@}b - (L ®)'DAU’)dQ.

Una vez obtenida la solucién al problema (3.2), se puede
calcular para cualquier punto r’ € Q° la aproximacién de los
desplazamientos, deformaciones y tensiones de acuerdo con la
ec. (17) y la Seccién 3.2 como:

N (26a)
u'(r°) = uP (r°) + Zcbi(r")ai,
i=1
eh(r°) = Lu(r°), (26b)
6" (r°) = De(re). (26¢)

3.3 Anadlisis estructural de material con

densidad relativa

Para realizar el andlisis estructural incorporando la densidad
relativa de cada elemento seguiremos un esquema similar al
planteado en el apartado anterior. Partimos de un dominio Q°
que ahora estara ocupado por un material poroso y definimos
la variable de disefio p (r°) como la densidad relativa del
material en un punto P° de coordenadas r°.

De acuerdo con (16), el analisis estructural pretendera obtener
el campo de desplazamientos asi como las deformaciones y
tensiones asociadas para una configuracién material dada.

Si definimos como d Q el volumen ocupado por una region
diferencial de material entorno al punto P°, el volumen de
material sélido existente en esta regién diferencial es p (r°) d Q
debido al efecto de la densidad relativa. De este modo, el
analisis realizado en (3.2) puede reescribirse en la forma:

Dado p(Q°) (27a)
hallar u € Hy (27b)

tal que a(w,u):(w,b)go+(w,t)rg VYw € Hy (27¢)

(27d)
siendo a(w,u) = ﬂ]‘Qo(Lw)TD(Lu)de,
(27e)
winy - [ wronie
(27f)
(W,t)rg = ffrgWTtdr,
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Como se puede observar, los cambios que se introducen en la
formulaciéon se reducen a tener en cuenta el efecto de la
porosidad en la integracion de los términos elementales
correspondientes. Una vez calculadas estas contribuciones
elementales, las deformaciones y tensiones se calculan del
mismo modo que en (3.3). Sin embargo, es importante destacar
que el anélisis anterior carece de sentido fisico cuando la
densidad  relativa es nula. Consecuentemente, los
desplazamientos, deformaciones y tensiones tampoco existen.

3.4 Modelo numérico de elementos finitos con
densidad relativa

El andlisis estructural por elementos finitos para un material
que incorpore el efecto de la densidad relativa se puede
plantear a partir de (3.2). Segun (3.3), una vez conocido el vector
p que contiene el valor de las variables de disefio, el problema a
resolver consiste en

Hallar a(p) (28)
N
talque ZKﬁ(p)ai(p):j;(p), j=1,..,N.
i1

Al'igual que en la formulacién sin densidad relativa los términos
necesarios para resolver (28) se pueden calcular ensamblando
las contribuciones de cada elemento de forma independiente
de modo que:

Ne (29a)

K;(p) = ZKfi(p),

e=1
Ne (29b)
AR (DR

e=1

siendo las contribuciones elementales
(30a)

Kj(p) = fffge(L®j)TD(L¢i)ped9,

(30b)

£ (pe) = ﬂ 0, @b - L®)' DL’ dQ.

Una vez que se ha obtenido la solucién a (p) del problema (28)
se pueden calcular para cualquier punto P° las aproximaciones
de los desplazamientos, de las deformaciones y de las tensiones
a partir de las expresiones propuestas en (3.2).

4. Algoritmo de optimizacién

La resolucién de los problemas de optimizaciéon topolégica de
estructuras es, en general, muy complicada debido al elevado
numero de variables de disefio que presentan asi como a la no-
linealidad de la funcién objetivo y/o de las restricciones.
Consecuentemente, los algoritmos y modelos que se utilizan
para resolver este tipo de planteamientos deben proporcionar
soluciones adecuadas con un coste computacional asumible.
Ambos aspectos son fundamentales en la practica.

Estos dos factores se acentan en mayor medida en el
problema que se presenta dado que, ademds de utilizar un
numero elevado de variables de disefio, incorpora una funcién
objetivo no-lineal y un nimero elevado de restricciones en
tensién altamente no-lineales.
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En este trabajo se ha utilizado un algoritmo basado en
programacion lineal secuencial (SLP) dado que este tipo de
métodos han demostrado ser eficaces en la resolucién de
problemas de disefio éptimo de estructuras con restricciones
como los que se proponen en [44-471.

4.1 Algoritmo SLP-QLS (programaciéon lineal
secuencial con bidsqueda unidireccional
cuadratica)

El algoritmo de programacién lineal secuencial basa su
funcionamiento en el aprovechamiento de las propiedades que
ofrecen los espacios linealizados de las restricciones y de la
funcioén objetivo, sobre los que se aplican algoritmos como por
ejemplo, el Simplex [48,49], para obtener la solucién 6ptima. De
forma general, la solucién se obtiene de forma iterativa
estudiando el comportamiento de la funcién objetivo y de las
restricciones mediante una aproximacién lineal. En cada
iteracion se pretende obtener una solucién mejorada en dos
fases. En primer lugar se obtiene mediante esta aproximacion
lineal la direccion de modificacion del disefio que produce un
mayor descenso en la funcién objetivo sin violar las
restricciones para, a continuacién en un segundo paso,
determinar el factor de avance mas adecuado para modificar el
disefio en la direccion obtenida previamente. Por lo tanto, el
vector de variables de disefio se actualiza en cada iteracion
como:

pKl = pk + oFsk, 31

donde pk es el vector de variables de disefio y 6" es el factor de

avance en la direccién de modificacién del disefio s* en la
iteracion k.

La direccién de avance (sk) se calcula a través de diferentes
métodos que utilizan la aproximacién lineal del problema. En
general, la obtencién de esta direccién de modificacién es la
parte mas importante y compleja del algoritmo y requiere de
técnicas especificas y complejas debido al elevado nimero de
variables de disefio y al elevado nUimero de restricciones en
tensiéon que pueden presentar los problemas de optimizacién
topolégica que se plantean. Para obtener esta direccién de
avance se utiliza el método de programacion lineal (Simplex)
porque ha demostrado ser adecuado para este tipo de
problemas. Sin embargo, este algoritmo debe ser
complementado con otros mas especificos. Asi, por ejemplo,
cuando el problema no presenta ninguna restriccién activa se
utilizard el método de maximo descenso y cuando existan
restricciones fuertemente violadas se utilizard un algoritmo de
entrada a la regién factible. Por lo tanto, el algoritmo completo
sigue un comportamiento diferente en funcién del disefio y del
estado tensional de la estructura en cada iteracion.

4.2. Algoritmo de maximo descenso

Tal y como se ha comentado anteriormente, si el problema no
presenta restricciones activas, el algoritmo Simplex no es
aplicable y es necesario utilizar temporalmente otro algoritmo
hasta que alguna restriccion se active.

Debido a la simplicidad del problema cuando no hay
restricciones en tensidon activas y a que, en general, esta
situacion de optimizaciéon incondicionada es temporal, se ha
optado por utilizar la direccion de maximo descenso de la
funcién objetivo:

2
ko = - AL pk, 2

= i=1,..,Ne,
ap; r; ¢
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donde s¥_ es la componente i de la direccién de modificaciéon
i0

del disefio sin normalizar (s¥) en la iteracion kyApk es el vector
que indica la maxima modificacién que puede experimentar el
vector de variables de disefio p en cada iteracién teniendo en
cuenta las restricciones laterales. La direccién de modificacion
del disefio s se obtiene como s = sk/ || sk | .

Este algoritmo debe ademas complementarse con las
correspondientes restricciones laterales para evitar que el
algoritmo se detenga (debido a factores de avance nulos) antes
de alcanzar el 6ptimo deseado.

4.3 Algoritmo de programacion lineal (Simplex)

El algoritmo de programacion lineal es el nucleo de todo el
proceso de optimizacién dado que debe proporcionar una
direccién de modificacion del disefio que minimice la funcion
objetivo pero que tenga en consideracién todas y cada una de
las restricciones en tension y de las restricciones laterales.

El algoritmo basa su funcionamiento en la aplicacién del
algoritmo Simplex sobre el espacio linealizado. Para ello
planteamos el desarrollo en serie de Taylor de primer orden de
la funcién objetivo y las restricciones en torno a la solucién

actual (pk) como:

33)
F k+1 =F k +£ eksk (
@Y =FE) 15

> dg; .
g =g O =1 m.

Ademads, también es necesario tener en cuenta las restricciones
laterales de las variables de disefio, tanto las inferiores como las
superiores. El algoritmo Simplex se aplica, por tanto, sobre este
problema linealizado. El desarrollo completo de este algoritmo
se recoge de forma detallada en [31,48].

4.4 Direccion de entrada a la regién factible

A pesar de la robustez del algoritmo de programacion lineal es
necesario recurrir en ocasiones a otros algoritmos. Asi, por
ejemplo cuando el disefio presenta restricciones fuertemente
violadas es necesario disponer de un algoritmo que
proporcione direcciones de avance que tiendan a devolver el
disefio actual a la regién factible de disefio.

Este algoritmo de direccién de entrada basa su funcionamiento
en la utilizacién de los gradientes de las restricciones mdas
violadas para obtener la direccién de avance mas adecuada,
que se obtiene como:

dg; (34)

dp; p¥ ,

sk, = - gj%m{g i=1,..Ne
g |5

P r

donde s¥, es la componente i del vector de direccion de
modificacién del disefio sin normalizar de la iteracién k, g, es el
conjunto de restricciones violadas del problema yAp" es el
vector que indica la maxima modificacibn que puede
experimentar el vector de variables de disefio p en cada
iteracién teniendo en cuenta las restricciones laterales. La
direccion de modificacién del disefio s* se obtiene como sk =
ss/1sé |l -
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4.5 Busqueda del factor de avance

Una vez calculada y normalizada la direccion de modificacion
del disefio (sk) es necesario calcular el factor de avance mas
adecuado (ek). Para ello realizaremos una busqueda
unidireccional cuadratica en la direccién obtenida previamente.
De este modo, se pretenden evitar los fenémenos oscilatorios
que se producen habitualmente en torno a la solucién cuando
se utilizan aproximaciones lineales [46].

Para llevar a cabo el calculo del factor de avance necesitamos
conocer, por tanto, las derivadas de segundo orden tanto de la
funcién objetivo como de las restricciones. Dado que la
direccién de modificacién del disefio es conocida podremos
evitar el calculo de las derivadas completas de segundo orden
realizando un calculo direccional de estas derivadas en la
direccién de modificacion del disefio. A partir de estas derivadas
planteamos el desarrollo en serie de Taylor de segundo orden
de la funcién objetivo y de las restricciones como:

k12 (35)
F(*) = F(p")+Ds F 0% +D% Ful&)

k+1y ~ K K, 2 0%, _
g](P )'“g](P ) + Dg ngkQ + Dss gjpk 2 ]—1,...,

m.

Una vez planteado el desarrollo en serie de Taylor de segundo
orden procedemos a calcular el factor de avance. Para ello, es
necesario calcular previamente el valor minimo y maximo que
puede tomar el factor de avance que hace que no se incumplan
las restricciones laterales de las variables de disefio. Una vez
definidos estos limites, el algoritmo comprueba el valor de la
funcién objetivo y de las restricciones en puntos equiespaciados
suficientemente  préximos dentro del rango admisible de
valores del factor de avance y selecciona el mas adecuado.

5. Analisis de sensibilidad de las restricciones

Tal y como se ha planteado anteriormente los algoritmos de
optimizacion propuestos requieren conocer las derivadas
completas de primer orden y las derivadas de primer y sequndo
orden direccionales de las restricciones en tension.

5.1 Analisis de sensibilidad de primer orden de
las restricciones

El analisis de sensibilidad de las restricciones se desarrolla de
forma analitica mediante el método de la variable adjunta. En
este trabajo se desarrolla de forma especifica este analisis para
la formulacion local de las restricciones en tensién. Un
desarrollo mas detallado de este analisis tanto para la
formulacion local como para las formulaciones global y
agregada por bloques puede encontrarse en [31,50].

La formulacién local de las restricciones en tensién establece,
de acuerdo con (10), una restriccién en el punto central de cada
elemento de la malla de elementos finitos utilizada. Esta
formulacion se puede plantear como:

ge(p) :ge(bVM,E’pe)avm,g(Ue)' (36)

o (a)

a(p)
donde oy, . es la tensién de comparacién de Von Mises y o, es

un vector que contiene las componentes del tensor de
tensiones, ambos calculados en el punto central del elemento e.
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El vector de desplazamientos nodales es a (p). Por simplicidad,
se omite para el analisis de sensibilidad el uso del superindice h
introducido en el apartado (3.2) para indicar que las variables
representan valores calculados mediante el método de
elementos finitos.

Las derivadas de primer orden de las restricciones en tensién
con respecto a las variables de disefio se pueden plantear
aplicando la regla de la cadena como:

dge . _OBe , oo 200Me, o, dO da, &7
d 00 ’ da a) dp:
Pi Vaits ge(a) ) pi
a(p)
0%
Sie a‘i’r) " Fvm,e (Gp),
! op(a)
a(p)
donde dg. = {%} i=1,..,Ne, siendo N, el nimero de
dp dap;

variables de disefio. La funcién §,, es la delta de Kronecker.

Una vez establecidas las derivadas de las restricciones de
acuerdo con (37) es necesario calcular las derivadas de los
desplazamientos nodales a (p) con respecto a la variable de
disefio p; . Estas derivadas también se pueden obtener de forma
analitica derivando el sistema de ecuaciones lineales, definido
en el calculo de estructuras por el método de elementos finitos,

propuesto en (3.3) como:

da _ df _dK, . €8

dp; dp; dp;

El calculo de las derivadas de los desplazamientos requiere que
se resuelva un sistema de ecuaciones para cada variable de
disefio y caso de carga aplicado cuyas incégnitas son las
derivadas buscadas. La matriz de coeficientes de este sistema
de ecuaciones es la matriz de rigidez obtenida en el calculo
estructural. Las contribuciones que definen el vector de
términos independientes del sistema de ecuaciones se pueden
obtener de forma directa a partir del modelo de elementos
finitos con densidad relativa. Si se tiene en cuenta que las
cargas externas puntuales y las cargas externas por unidad de
area no dependen para este problema de las variables de
disefio, sus derivadas serdn obviamente nulas. Por el contrario,
las fuerzas por unidad de volumen, como por ejemplo el peso,
presentan una dependencia lineal con respecto a las variables
de disefio. Asi, a nivel elemental las derivadas de las fuerzas por
unidad de volumen dependen de la densidad relativa del
elemento considerado [31,32,50]. Por tanto, las derivadas de las
fuerzas nodales (f,, k=1, ..., N) con respecto ala densidad
relativa del elemento e pueden obtenerse ensamblando las
contribuciones elementales de las fuerzas por unidad de
volumen considerando que la densidad relativa del elemento e
esp,=1yelrestosonnulas(p;=0Vize,i=1,.., N,).

Del mismo modo las derivadas de la matriz de rigidez K con
respecto a la variable de disefio p, se puede obtener
ensamblando las matrices elementales K;con p;=1sii=eyp;=
0 en cualquier otro caso [50]. En la practica este calculo se
puede realizar a nivel elemental y ensamblar los resultados en
el vector de términos independientes.

Una vez planteada la obtencién de los términos independientes
de acuerdo con los planteamientos anteriores, las derivadas de
los desplazamientos nodales se pueden calcular mediante dos
métodos  distintos:  diferenciacién  directa analitica o
diferenciacion por el método de la variable adjunta [31,50].

https://www.scipedia.com/public/Paris_et_al_2012a

El método de diferenciacion directa consiste en calcular las
derivadas de los desplazamientos nodales resolviendo los
sistemas de ecuaciones propuestos en (38)y sustituir estas
derivadas en (37), obteniendo asi las derivadas de las
restricciones. En la practica este método requiere resolver
tantos sistemas de ecuaciones adicionales como variables de
disefio tenga el problema de optimizacién para cada caso de
carga.

En este trabajo el método de derivacion utilizado es el método
de la variable adjunta. Este planteamiento consiste en
reemplazar las derivadas de los desplazamientos nodales
obtenidas de acuerdo con (38) en (37), con lo que se obtiene
que:

dg. _,r(9f _dK 3z, . (39)
dp; - dp; dpia) * Sie op; Gvmee(@e),
o (a)
alp)
siendo:
1. 98 , AGyme da. . @0
Ae = EE Tym,e (G¢) O, o, (a) Ta a0
A ) a(p)
a(p)

la variable adjunta, que se obtiene como resultado de resolver
el sistema de ecuaciones:

. : 41)
T, - g, . AGyye do. T (
= Ae BGVM,E Gvm,e (@) do'e %e(@) da alp)

g, (a) a(p)

a(p)

Todos los términos que se proponen en las expresiones
anteriores se pueden obtener de forma directa mediante
aplicaciéon de reglas de derivaciéon analiticas a partir de la
formulaciéon del problema estructural. Un desarrollo mas
extenso y detallado de las técnicas de andlisis de sensibilidad
que se proponen se puede encontrar en [31,50].

La variable adjunta se puede obtener resolviendo el sistema de
ecuaciones propuesto en (41). De acuerdo con este
planteamiento, con este método serd necesario resolver tantos
sistemas de ecuaciones como restricciones en tensién se
incorporen en el algoritmo de optimizacién. En la practica, este
numero es considerablemente mas reducido que el nimero de
variables de disefio ya que en el algoritmo de optimizacion solo
se incorporaran las restricciones activas en cada iteracion.
Ademas, a pesar de que la matriz de coeficientes de (41)
aparece traspuesta, el calculo de estos sistemas de ecuaciones
se puede implementar de forma muy eficiente debido a las
propiedades de simetria de la matriz de rigidez de la estructura.
De este modo, en la practica, la matriz de coeficientes de (41) es
la matriz de rigidez del andlisis estructural al igual que ocurre
en el método de diferenciacién directa analitica.

Una vez conocido el valor de la variable adjunta A, el calculo de
las derivadas de las restricciones se puede llevar a cabo a partir
de (39). Por lo tanto, el calculo de estas derivadas también se
realiza en dos pasos. En un primer paso se calcula el valor de la
variable adjunta para cada restriccién A, resolviendo el sistema
de ecuaciones propuesto en (41)y, a continuacién, en un
segundo paso se calculan las derivadas de las restricciones de
acuerdo con (39). Este método permite calcular las derivadas de
las restricciones de forma selectiva, seleccionando por ejemplo
aquellas restricciones que se encuentren activas en cada
iteracion, y de forma independiente para cada restriccién. Esto
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también supondrd una ventaja muy importante si se pretende
implementar este calculo en paralelo en ordenadores de altas
prestaciones.

5.2 Analisis de sensibilidad direccional de primer
y segundo orden de las restricciones

El analisis de sensibilidad de primer orden de las restricciones
permite calcular la direccién de modificacién del disefio mas
adecuada utilizando el algoritmo de programaciéon lineal
secuencial propuesto. Una vez calculada esta direccion se
necesitan conocer las derivadas direccionales de primer y
segundo orden de las restricciones con la finalidad de calcular el
factor de avance mas adecuado de acuerdo con (35).

Para calcular las derivadas direccionales se utilizard un
algoritmo de diferenciacion directa analitica. En este caso no se
utiliza el método de la variable adjunta ya que requeriria
almacenar y calcular todas las variables adjuntas de todas las
restricciones. El algoritmo de diferenciacién directa permite
calcular las derivadas de todas las restricciones, no solo de las
restricciones activas. Las derivadas direccionales de primer
orden de las restricciones en la direccién s se pueden calcular a
partir de (36) como:

d (42)
Ds g, = d%s’
y sustituyendo (‘2‘% ) de acuerdo con (37):
Ds g = (43)
3%, OvM.e do.
W ™% “dg, @ daae D At
o (a) a(p
ap)
%
% Tym,e(0e)Se
O (a)
a(p)

donde D; a se obtiene como:

K Ds a)=0Ds f)-Ds K) a. (44)
De un modo similar se pueden obtener las derivadas de
segundo orden direccionales. Los algoritmos se omiten en este
trabajo debido a su extension. Un desarrollo completo de los
métodos de andlisis de sensibilidad propuestos se puede
encontrar en [31,50]. Como se puede apreciar en (44) se
requiere resolver un sistema de ecuaciones adicional. De nuevo,
la matriz de coeficientes de este sistema de ecuaciones es la
matriz de rigidez del modelo de calculo de estructuras. Por lo
tanto, resolviendo solamente dos sistemas de ecuaciones
adicionales (uno para las derivadas direccionales de primer
orden y otro para las derivadas direccionales de segundo orden)
se pueden calcular las derivadas direccionales de todas las
restricciones del problema para cada caso de carga.

6. Calculo en paralelo en
topolégica de estructuras

optimizacién

Los modelos de disefio éptimo que se han propuesto involucran
un numero elevado de variables de disefio. En la préctica es facil
alcanzar varios miles de variables de disefio. Por otra parte, si se
utiliza la formulaciéon local el nimero de restricciones del
modelo sera igual o superior (si se aplican varios casos de
carga) al nimero de variables de disefio. Por lo tanto, el
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problema de optimizacién resultante es muy complejo y en
general el tiempo de cdlculo necesario para resolverlo es muy
elevado. Asimismo el analisis de sensibilidad de las restricciones
también requiere un coste computacional elevado. Por este
motivo se plantea incorporar las técnicas de calculo en paralelo
en el proceso de disefio éptimo.

Estas técnicas de calculo en paralelo se aplican en este trabajo
en los dos algoritmos que requieren la mayor parte del coste
computacional: el analisis de sensibilidad de primer orden de
las restricciones y el algoritmo de optimizacién basado en
programacion lineal secuencial.

Tal y como se ha comentado anteriormente en este trabajo el
analisis de sensibilidad de primer orden se calcula mediante el
método de la variable adjunta. Este método se desarrolla en dos
fases: el calculo de la variable adjunta y el céalculo de las
derivadas a partir de ésta. Ambas fases se pueden desarrollar
de forma independiente para cada restriccién. Por lo tanto, la
aplicaciéon de técnicas de calculo en paralelo en este caso es
directa y los rendimientos obtenidos son, en la practica, muy
cercanos a los tedricos. En lafigura 6 se muestran los
resultados de aceleracion de los calculos del andlisis de
sensibilidad de primer orden obtenidos en un equipo de calculo
de altas prestaciones.

Aceleracion

Mumero de procesadores

Aceleracidn
==ge= Tedrica Algoritmo PLS

—a— Andlisis de senaibfidad —s—  Algoritmo completo
de primer orden

Figura 6. Aceleracidn obtenida por iteracion en un problema con 7.200 variables de
disefio y 7.200 restricciones locales en tensién, de las cuales 1.940 estan activas. Equipo de
calculo formado por 4 procesadores Intel Xeon 7.120 M 3.0 GHz y 16 Gb de memoria.

El algoritmo de programacién lineal secuencial que se propone
también se desarrolla en dos fases. En la primera fase se calcula
la direccion mas adecuada de modificaciéon del disefio y en una
segunda fase se calcula el factor de avance. El célculo de la
direccién de avance es la parte que requiere la mayor parte del
tiempo CPU en la practica. El tiempo de calculo requerido para
obtener el factor de avance es despreciable frente al calculo de
la direccién de modificacién del disefio.

El calculo de la direcciéon de modificacion del disefio se lleva a
cabo habitualmente mediante el algoritmo Simplex [48] and
[49]. Este algoritmo basa su funcionamiento en la aplicacion
iterativa de un algoritmo que modifica la matriz del problema
linealizado. Esta transformacién de la matriz del problema
linealizado consiste en la aplicacion de combinaciones lineales
por filas de la misma [31]. Por lo tanto, estas combinaciones
lineales por filas también se pueden llevar a cabo de forma
independiente para cada fila, lo que permite desarrollar este
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calculo en paralelo de forma sencilla. La aceleracién obtenida en
este caso como resultado de la utilizacién del calculo en paralelo
no es tan eficiente como para el calculo del analisis de
sensibilidad ya que es necesario desarrollar una parte del
calculo de forma secuencial [31]. En la figura 6 se muestran los
resultados de aceleraciéon de los calculos obtenidos para este
algoritmo en un equipo de célculo de altas prestaciones.

En conjunto la aceleracién obtenida en cada iteracién
calculando en paralelo tanto el andlisis de sensibilidad como el
algoritmo Simplex se puede observar en la figura 6. Estos
calculos se han llevado a cabo utilizando directivas de
paralelizacion OpenMP [51] debido a su facilidad de
implementacién en un cédigo secuencial ya existente y a su
sencilla aplicaciéon en equipos de calculo de multiples nucleos,
que son los mas habituales en la actualidad.

7. Ejemplos de aplicacion

Como ejemplos de aplicacién de la formulacién de disefio
6ptimo asi como de la metodologia de optimizacién se analizan
tres estructuras bidimensionales bajo la hipotesis de tension
plana. Se presentan tanto la evolucion del proceso de
optimizaciéon desde la solucién inicial hasta la solucién final
como el estado tensional existente en la solucién éptima final
con el fin de verificar la validez de la formulacién. También se
tratan otros aspectos computacionales relacionados con el
proceso de calculo como por ejemplo, el tiempo de CPU total.

El modelo de elementos finitos propuesto para estos ejemplos
utiliza elementos cuadraticos de 8 nodos con la finalidad de
mejorar la aproximaciéon tanto de los movimientos de la
estructura como de las tensiones. Ademas, esta caracteristica
no supone un incremento de coste computacional relevante
debido a que no se modifica ni el nimero de variables de
disefio ni el nimero de restricciones del problema.

7.1 Optimizacién topolégica de una viga
biapoyada de gran canto con carga inferior

El primer ejemplo estudiado corresponde al problema de una
viga biapoyada de gran canto sobre la que se aplica una carga
vertical concentrada en la parte inferior de la misma. Un
esquema de la geometria y dimensiones del dominio de estudio
puede observarse en la figura 7. El peso propio de la estructura
también se ha considerado en este ejemplo como una carga
estructural. Por simetria solamente se analiza la mitad derecha
del dominio, aunque se muestran las soluciones sobre el
dominio completo.

P
1ﬂ ¥

‘d

1.00 »l

i
e

Figura 7. Esquema y dimensiones de la viga biapoyada de gran canto con carga inferior.

Unidades en metros.

El dominio de la viga se ha discretizado usando una malla de 60
x 60 = 3.600 elementos cuadraticos de 8 nodos. El espesor de la
viga analizada es de 1 cm.

La carga vertical se aplica sobre la cara inferior de los cuatro
elementos del borde inferior mas préximos al eje de simetria
con la finalidad de evitar los efectos de concentracion de
tensiones. La carga vertical aplicada sobre la mitad derecha
asciende a 50 k N, lo que supone un total de 100 k N si se
considera el dominio completo. Esta carga se aplica de forma
ligeramente  distribuida ya que si se aplicasen cargas
estrictamente puntuales los fendmenos de concentracion de
tensiones desvirtuarian los resultados del analisis estructural.
Los fenémenos de concentracién de tensiones conducirian a la
no existencia de soluciéon para este problema dado que no
existiria ningun disefio que cumpliese las restricciones en
tension en las zonas afectadas. Ademas, este planteamiento no
seria realista dado que en la practica tanto las zonas de apoyo
como las zonas de aplicacién de cargas no son puntuales sino
distribuidas.

El material que se utiliza para este problema es acero con

densidad y,,, = 7.850 kg/m? modulo de Young £=2, 1 x 10°
MPa, coeficiente de Poisson v =0, 3y limite elastico o°,,, =
230 MPa.

En la figura 8 se puede observar la evolucién de la solucién para
el problema propuesto desde la solucién inicial. Para ello se
muestran 6 soluciones intermedias correspondientes a
numeros de iteracion diferentes del proceso de optimizacion.
Finalmente, en la figura 9 se puede observar la solucién éptima
alcanzada. La solucién 6ptima obtenida corresponde con la
soluciéon esperada desde un punto de vista tedrico. Para
resolver este problema se ha utilizado la formulacién local de
las restricciones.

https://www.scipedia.com/public/Paris_et_al_2012a
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Salucidn inicial Iteracidn 20
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lteracion 250 Iteracidn 350

Figura 8. Evolucion de la solucién hacia el 6ptimo para diferente nimero de iteraciones en|
el problema de la viga biapoyada de gran canto.

Figura 9. Solucién 6ptima obtenida para el problema de la viga biapoyada de gran canto.

El nivel de tensiones que presenta la solucién final se muestra
en la figura 10. Se muestran tensiones normalizadas por
simplicidad. Como se puede observar el nivel de tensién de
todos los elementos es correcto y no se superan los valores
maximos permitidos para la tensién. Ello demuestra la validez
de la formulacién local de las restricciones para este problema.

Figura 10. Estado de tensiones normalizado para el problema de la viga biapoyada de

gran canto.

En la tabla 1 se pueden observar y analizar los parametros mas
importantes de este problema.

Tabla 1. Resumen de los parametros mas importantes del ejemplo de la viga
biapoyada de gran canto

Nuimero de Tiempo de CPU | Peso final
B £ |P|9 iteraciones (s) (%)
g‘)’rm”'ad"” local (fig: 16,01 40564 202.360 6,18%

7.2. Optimizacion topolégica de un gancho de
graa

El segundo ejemplo que se propone corresponde al disefio y
optimizacion de un gancho de grda. Un esquema de la
geometria y dimensiones del dominio de estudio puede
observarse en la figura 11. El peso propio de la estructura
también se ha considerado en este ejemplo como una carga
estructural.

750 3,00

0,50

18,00

10,60 | 516

L L) Ll

Figura 11. Esquema y dimensiones del gancho de grta (unidades en centimetros).

El dominio del gancho se ha discretizado mediante 6.260
elementos cuadraticos de 8 nodos de acuerdo con la figura 12.
El espesor del gancho es de 2 cm.

-_._,
i
i

F
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| Figura 12. Malla de elementos finitos del gancho de gruta. |

La carga vertical se aplica sobre el sector circular inferior
abarcando un &ngulo de 90°. Con el fin de simular el efecto las
cargas reales no se ha utilizado una carga uniformemente
distribuida. La carga aplicada sigue una ley senoidal que aplica
un valor maximo en el eje vertical del arco de circunferencia
sobre la que se aplican las cargas y un valor nulo en los
extremos de aplicacion de la carga, es decir a 45° a cada lado
del eje vertical del arco de circunferencia. La carga total
aplicada es de 30 k N.

El material utilizado en este problema es acero con densidad
Vmae = 7.850 kg/m®, médulo de Young E=2, 1 x 10° MPa,
coeficiente de Poisson v =0, 3y limite elastico o-,,, =
230 MPa.

En la figura 13 se muestra la evolucién de la solucién a lo largo
del proceso de optimizacion. Se muestran 6 soluciones
intermedias que corresponden a diferente nuUmero de
iteraciones del algoritmo de optimizacion desarrollado.

Solucidn inicial lteracion 10

leracian 20 Iteracidn 50

lteracidn 300

lteracian 150

Figura 13. Evolucién de la solucién hacia el dptimo para diferente nimero de iteraciones
en el problema del gancho de grda.

La solucion final obtenida se muestra en la figura 14. A juzgar
por la distribucién de material alcanzada, las soluciones que se
utilizan en la practica difieren sustancialmente de la solucién
6ptima. Sin embargo, es necesario tener en cuenta que el
modelo propuesto no incorpora restricciones por pandeo y este

https://www.scipedia.com/public/Paris_et_al_2012a

hecho puede afectar al disefio final propuesto. Por otra parte,
también se muestra el nivel tensional de los elementos de la
malla para la solucién final en la figura 15. Como se puede
observar el nivel de tensién de los elementos se satisface y no
se superan los valores maximos permitidos para la tension. En
este caso también se ha utilizado la formulacién local de las
restricciones con la finalidad de garantizar la validez resistente
de disefio final alcanzado.

Figura 14. Disefio 6ptimo obtenido para el problema del gancho de grda.

Figura 15. Estado de tensiones normalizado para el problema del gancho de grua.

En la tabla 2 se pueden observar y analizar los parametros mas
importantes de este problema. Es importante en este punto
destacar los elevados tiempos de calculo que se requieren
cuando se utiliza la formulacién local de las restricciones. Este
ejemplo se ha calculado en paralelo mediante directivas
OpenMP en un servidor con dos procesadores Intel Xeon X5355
a 2,66 GHz y con 16 Gb de memoria. Para analizar este ejemplo
se han utilizado los 8 nucleos de calculo disponibles.

Tabla 2. Resumen de los parametros mas importantes del ejemplo del gancho de gria

= Numero de Tiempo de CPU | Peso final
GANCHO DE GRUA € P9 iteraciones (s) (%)
Formulacién local (fig. 00140679 61.600 24.70%
14) = % : .
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7.3 Optimizacién topolégica de la estructura de
un puente colgante

Este ejemplo corresponde al problema de un puente de gran luz
con unas condiciones de apoyo que simulan las condiciones que
presentan los puentes colgantes. Un esquema de la geometriay
dimensiones del dominio de estudio puede observarse en la

figura 16. Se han prescrito los movimientos en una zona
localizada de la parte inferior del dominio que corresponderia a
un punto de apoyo (una pila). Asimismo también se fija la zona
del tablero en el borde vertical derecho y se imponen los
desplazamientos prescritos horizontales correspondientes en la
zona del tablero de la izquierda para simular la continuidad del
tablero en el centro de vano. El peso propio es muy importante
en este tipo de estructuras y también se ha considerado en este
ejemplo como una carga estructural. Solamente se analiza la
mitad derecha del dominio por simetria, aunque se muestran
las soluciones sobre el dominio completo.

1,60
F0,00

% EEEEEEEEEEEEEREEEN HHlHH% L

| 198,00 I | s2.00 I
ié.\']l]

Figura 16. Esquema y dimensiones de puente colgante. Unidades en metros.

El dominio de la viga se ha discretizado usando una malla de
6.030 elementos cuadraticos de 8 nodos. El espesor de la
estructuraesde 1 m.

La carga vertical se aplica de forma distribuida a lo largo del
tablero del puente, que se establece ala cota 30 my se
representa fijando como p =1 la densidad en una fila de
elementos a esa altura. La carga vertical total aplicada sobre la
mitad derecha asciende a 60.000 k N, lo que supone un total de
120.000 k N si se considera el dominio completo.

El material que se utiliza para este problema presenta una
densidad de y,,, = 2.400 kg/m> modulo de Young E =3 x 10°
MPa, coeficiente de Poisson v =0, 3y limite elastico o~ ,, =24
MPa.

En la figura 17 se muestra la evolucién de la solucién a lo largo
del proceso de optimizacion. Se muestran 6 soluciones
intermedias que corresponden a diferente numero de
iteraciones del algoritmo de optimizacién desarrollado.

Solucion inicial

Iteracicn 100

Iteraciin 500

Iteracidn 1.200

Iteracion 1.800

Iteraciin 2.500

Figura 17. Evolucién de la solucién hacia el dptimo para diferente nimero de iteraciones

en el problema del puente colgante.

https://www.scipedia.com/public/Paris_et_al_2012a

La solucién final obtenida se muestra en la figura 18. Como se
puede observar el disefio final alcanzado no es el que se utiliza
habitualmente en el disefio de puentes atirantados en
Ingenieria. Este tipo de estructuras se definen en la practica con
un unico mastil vertical (o pilona) que se establece como una
prolongacién de la pila que aparece desde el apoyo intermedio
hasta el tablero del puente. Sin embargo, el disefio que se
obtiene con la formulacién propuesta define dos mastiles (o
pilonas) colocadas de radialmente en forma de V desde la
interseccién del tablero con la pila situada sobre el apoyo
intermedio. Este disefio es mas eficiente, de acuerdo con la
formulacion propuesta, que el disefio con un Unico mastil
vertical; si bien el modelo de disefio 6ptimo propuesto no
incorpora restricciones por pandeo que podrian influir en la
soluciéon estructural alcanzada en este ejemplo. Por otra parte,
también es importante destacar que para la longitud de vano
que se analiza la solucién de puente atirantado aparece como la
solucion estructural mas adecuada frente a la disposicion de
una catenaria con péndolas verticales.

WY, ,
1 |

Figura 18. Disefio 6ptimo obtenido para el problema del puente colgante.

Por otra parte, también se muestra el nivel tensional de los
elementos de la malla para la solucién final en la figura 19.
Como se puede observar, el nivel de tensién en los elementos
se satisface si bien en algunos casos se superan ligeramente los
valores maximos permitidos para la tensién dado que en este
caso se utiliza una formulacién por bloques. El nimero de
bloques utilizado en este problema es de 603, lo que supone
que cada bloque contiene 10 elementos de la malla.
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Figura 19. Estado de tensiones normalizado para el problema del puente colgante.

En la tabla 3 se pueden observar y analizar los parametros mas
importantes de este problema. Es importante en este punto
destacar la reducciéon en tiempo de cdlculo obtenida con la
formulacion por bloques, incluso a pesar de que con esta
formulaciéon se necesitan en la practica un mayor ndmero de
iteraciones del algoritmo de optimizacién. El valor del
parametro de agregacion de las funciones globales utilizadas en
la formulacion por bloques también se puede observar en esta
tabla.

Tabla 3. Resumen de los parametros mas importantes del problema del puente
colgante.

Nuamero de Tiempo de CPU| Peso final

PUENTE COLGANTE g |p e et ©) %)

=

Formulacién por bloques (

fig. 18) 0,01 (4 40|3.139

199.300 8,74%

8. Conclusiones

En este trabajo se propone una formulacién de minimo peso
con restricciones en tensién para el problema de la
optimizacion  topolégica de estructuras continuas. La
formulacion que se propone ha demostrado ser robusta y
eficiente incluso cuando se resuelven modelos complejos con
un elevado nimero de variables de disefio y de restricciones en
tension. La formulacién propuesta ofrece ventajas importantes
frente a las formulaciones habituales de maxima rigidez ya que
se garantiza la validez de la solucion y se evitan inestabilidades
como disposiciones de material en damero. La metodologia de
disefio o6ptimo que se propone ha sido especialmente
desarrollada e implementada para este problema teniendo en
cuenta aspectos fundamentales como el tiempo de calculo o la
eficiencia de las operaciones. Asi se han desarrollado algoritmos
especificos para el calculo de estructuras, el analisis de
sensibilidad y la optimizaciéon de la solucion. El uso de estas
técnicas en los ejemplos de aplicacién practica ha demostrado
la validez de la formulacién y de la metodologia de resolucién
propuesta.
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