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настоящей статье проведен сравнительный анализ решений задачи нестационарной теп-
лопроводности в области с границей, движущейся по закону tβ , в условиях температурного 
нагрева. Решения получены с помощью метода разностных схем и аналитически. 
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Введение 
Изучение тепловой реакции областей, 

границы которых перемещаются во времени, 
относятся к числу труднейших разделов анали-
тической теории теплопроводности твердых тел 
[1]. Подобные задачи возникают в проблемах 
атомной энергетики и безопасности атомных 
реакторов; при изучении процесса горения в 
твердотопливных ракетных двигателях; при ис-
пользовании электрических разрядов, в явле-
ниях электрического взрыва проводников и дру-
гих процессах, характеризующихся высокой 
температурой (плавящиеся электрические кон-
такты, воздействие электрической дуги в кон-
тактах, эрозия электрических контактов); в ряде 
проблем экологии и медицины; при лазерном 
воздействии на твердые тела; при фазовых пре-
вращениях (задача Стефана и задача Веригина 
(в гидромеханике) с более сложными гранич-
ными условиями, а также более общая краевая 
задача для уравнения параболического типа со 
свободной границей), в том числе при замора-
живании грунта и твердении бетона, при про-
мерзании растворов и пористых тел; в про-
цессах сублимации при замораживании, плавле-
нии; в кинетической теории роста кристаллов; в 
ряде проблем термомеханики (при тепловом 
ударе, термическом разложении, тепловой за-
щите космических аппаратов; в теории опти-
мизации и вычислительном эксперименте; в 
плазмодинамике и при плазменном покрытии; в 
ряде вопросов гидромеханики, фильтрации, аб-
ляции прочности твердых тел, электродина-
мики, упругости и т.д. (ссылки в [1]). 

С математической точки зрения краевые 
задачи для уравнения параболического типа в 
области с движущейся границей принципиально 
отличны от классических (для областей цилинд-

рического вида). Вследствие зависимости гра-
ницы области от времени к этому классу задач в 
общем случае не применимы методы разделе-
ния переменных и интегральных преобразо-
ваний Фурье-Ханкеля-Лапласа [2], поскольку, 
оставаясь в рамках классических методов мате-
матической физики, не удается согласовать ре-
шение уравнения теплопроводности с движе-
нием границы области теплопереноса. 

Что касается математических моделей кра-
евых задач нестационарной теплопроводности в 
области с движущейся границей, то они прин-
ципиально не отличаются от соответствующих 
моделей для областей канонического типа и 
имеют следующий вид: 
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Здесь: tΩ  — нецилиндрическая область в 
фазовом пространстве ( )1+n  измерений, сече-
ние которой плоскостью-характеристикой 

0const 0 >≥= tt  есть выпуклая область 

( )n
tt RDD ∈  изменения ( )nxxxM ,...,, 21 , tS  — 

кусочно-гладкая поверхность, зависящая от 
времени 0≥t  и ограничивающая область tD , 

n — внешняя нормаль к tS , так что 

{ }0, ≥+=∈=Ω tSDDM tttt , ( )tMT ,  — 
температурная функция.  

Краевые функции в (1)—(3) принадлежат 
классу решений: 
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Искомое решение  
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В областях с движущимися границами, как 
и в случае цилиндрических областей, также 
можно говорить о первой ( 01 =β ), второй 
( 02 =β ) или третьей ( 2,1,0 => iiβ ) краевых 
задачах. Однако указанная эквивалентность в 
записи граничных условий сохраняется не всег-
да. Специфические особенности области с дви-
жущейся границей проявляются и в постановке 
краевых задач для соответствующих функций 
Грина. Здесь следует проявить особое внимание 
при нахождении функций Грина для второй и 
третьей краевых задач (см. ниже). 

 

1. Метод функций Грина является предпо-
чтительным перед другими подходами ввиду 
своей универсальности. Его можно применять 
для решения задач (1)—(3) в одно-, двух- и 
трехмерных случая, в ограниченных и частично 
ограниченных областях tΩ  при достаточно 
общих краевых функциях в (1)—(3) и функциях 
источника. Всякий случай нахождения функций 
Грина краевых задач (1)—(3) весьма важен, 
поскольку содержит в себе обширную инфор-
мацию, позволяя выписать интегральную форму 
большого числа аналитических решений в зави-
симости от неоднородностей в (1)—(3). 

Постановки задачи для отыскания функции 
Грина в областях с движущимися границами и 
неподвижными во времени границами принци-
пиально отличаются друг от друга, как показано 
в [2]. Так, в случае одномерной области в [2] 
установлено, что для задачи  
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соответствующая функция Грина ( )τ,',, xtxG  
как функция ( )tx,  находится из условий 
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а как функция ( )τ,'x  удовлетворяет условиям 
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и далее в случае первой краевой задачи в (17) 
( 1;0 321 === iii βββ ) 
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в случае второй краевой задачи в (17) 
( 1;0 312 === iii βββ ) 
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в случае третьей краевой задачи в (17) 
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Здесь ( )zδ – дельта-функция Дирака. 
Таким образом, функция ( )τ,',, xtxG  мо-

жет быть найдена как решение эквивалентных 
задач для уравнений (6) и (9) с краевыми 
условиями, приведенными выше. Главный вы-
вод состоит в том, что для областей с дви-
жущимися границами не сохраняется эквива-
лентность в записи граничных условий в поста-
новке задач по ( )tx,  и ( )τ,'x  в отличие от 

цилиндрических областей. Так, в случае второй 
и третьей краевых задач в (8)—(12) построение 
функций Грина по ( )τ,'x  связано с переменным 
во времени «относительным коэффициентом 
теплообмена» в граничных условиях (12)—(13). 
Это достаточно громоздкий класс задач, описанный 
в [1,2]. Интегральное представление анали-
тического решения задачи (3)—(5) имеет вид: 
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где  
( ) 1,1;0 1

1
221 =−=== −

i
i

iii γαγα  в случае 
первой краевой задачи; 

( ) 1,1;0 2112 =−=== i
i

iii γαγα  в случае 
второй краевой задачи; 

( ) 1,0,,1 2121 ===−= iiii
i

i h γγαα  в случае 
третьей краевой задачи. 

Из (14) нетрудно получить аналогичное 
представление и для области ( )[ ) 0,, ≥∞ tty , 
устремляя ( ) ∞→= τ2' yx  и учитывая, что при 
этом функции T  и G  и их производные по 'x  
стремятся к нулю. Далее рассмотрим эту об-
ласть при ( ) tty β= . Выбор такой области 
обусловлен большим интересом с точки зрения 
приложений [2]. Итак, найдем температурную 
функцию ( )txT ,  удовлетворяющую условиям: 
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Как видно из (14), для того, чтобы получить 
интегральное представление задачи (15)—(18), 
необходимо знать ее функцию Грина. Этому 
вопросу посвящен следующий раздел. 

 

2. Функции Грина первой и второй кра-
евой задачи в области [ ) 0,, ≥∞∈ ttx β .  

В [3] и [6] было показано, что функция 
Грина имеет следующий вид  
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либо в виде действительного ряда 
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где np  — нецелые корни уравнения (21) 
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в случае второй краевой задачи в интегральной форме 
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либо в виде действительного ряда 
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где np  — нецелые корни уравнения (24). 
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( ) 00 =β− pD , (25) 
 

Здесь 
a20

ββ = , ( )zDp  — функция парабо-

лического цилиндра [4], [5]. 

Интегральное представление аналитичес-
кого решения тепловой задачи (15)—(16) в 
области [ ) 0,, ≥∞∈ ttx β принимает вид:  
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в случае второй краевой задачи при ( ) 1,1;0 2112 =−=== i
i
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Нахождение корней в (21) и (24) пред-
ставляет собой самостоятельную задачу, рас-
смотренную в [7]. В этой работе также при-
ведена таблица этих корней при различных 
значениях аргумента 

0β . 
 

3. Тепловая реакция области при различ-
ных режимах теплового воздействия в об-
ласти [ ) 0,, ≥∞∈ ttx β .  

1. ( ) ( ) 0,,0, 320 ===≡ ββνAxxΦtxf . Как 
показано в [3] и [6], в безразмерных пере-
менных  
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решение задачи примет вид 
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3. Рассмотрим частный случай 
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где l  — масштабная единица длины. 

Перейдем к безразмерным переменным 
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Тогда задача (30)—(33) , как было показано 
в [3] и [6], примет вид 
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а ее решение 
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4. Метод конечных разностей для мате-
матического моделирования процессов не-
стационарной теплопроводности. При постро-
ении численного моделирования физических 
процессов часто используется метод конечных 
разностей. Для этого область, в которой реша-
ется задача, представляется в виде совокуп-
ности узлов. Как хорошо известно (см. [8]), 
частные производные в уравнении (30) заме-
няются на их конечноразностные аппрокси-
мации: 
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где ( )kj
k
j txTT ,=  — значение температурной 

функции ( )txTT ,=  в узле ( )kj, , h — шаг по 
пространственной переменной x , τ  — шаг по 
времени. Собственно говоря, такой подход и 
дает название методу. При решении задач часто 
используют явную, неявную схемы или схему 
Кранка-Николсона. При моделировании процес-
са нестационарной теплопроводности в области 

[ ) 0,, ≥∞∈ ttx β  мы выбрали неявную схему в 
силу ее абсолютной сходимости. Тогда урав-
нение (30) аппроксимируется, как известно [8], 
следующим образом: 
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Полученную схему (41) можно свести к 
виду: 
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Такая схема приводит к необходимости 
решать систему линейных алгебраических 
уравнений с трехдиагональной матрицей. 
Далее, предполагая, что существует такой набор 
чисел jα  и jβ , при которых 
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приведем (43) к виду 
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Из (43) и (44) следует, что 
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Коэффициенты jα  и jβ  в (45) называются 
прогоночными, а сам вышеописанный метод — 
методом прогонки. Особенность применения 
этого метода в случае областей с подвижными 
границами заключается в изменяющемся вре-
менном шаге.  

 

5. Сравнительный анализ полученных 
решений на примере температурного нагре-
ва. Сравним решения, полученные аналити-
чески и с помощью математического модели-
рования на основе метода разностных схем для 
задачи (30)—(33). Как было сказано выше, ана-
литическое решение этой задачи имеет вид (38). 

На рисунках 1 и 2 приведены графики реше-
ний задачи (30)—(33), полученных с помощью 
метода разностных схем и аналитически.  

 

 
Выводы 

Проведен сравнительный анализ решений 
задачи нестационарной теплопроводности для 
областей с движущейся границей и для цилин-
дрических областей. Приведены различные 
формы записи граничных условий для выше-
указанных задач при решении их методом 
функций Грина. Получены расчетные формулы 
в случае различных режимов теплового 
воздействия в области [ ) 0,, ≥∞∈ ttx β . Прове-
ден сравнительный анализ решений, получен-
ных аналитически и численными методами с 
применением неявных разностных схем на 
примере температурного нагрева. Анализ пока-
зал, что несмотря на полное совпадение харак-
теров поведения решений, значения максиму-
мов различны. Исследованию полученных рас-
хождений будут посвящены последующие 
работы.  
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Рис. 1. График решения задачи (30)—(33), 
полученного сеточным методом при 1=γ   

и значениях Фурье: 65,1=Fo ; 
21,2=Fo ; 57,3=Fo . 
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Рис. 2. График решения (38) при 1=γ  и 
значениях Фурье: 65,1=Fo ; 21,2=Fo ; 

57,3=Fo . 
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The article presents comparative analysis of the non-steady heat transfer problem solutions in the area of the 

border moving according to the law tβ  under the conditions of temperature heating. The solutions were 
obtained using the method of difference schemes and analytically. 
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