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Resumen

Los spline, dentro del campo de los polinomios, constituyen una herramienta podero-
sa que ha sido utilizada para la resolucion de problemas en diversos campos cientificos.
La parte central de este trabajo hace uso de dichos polinomios para generar unas fun-
ciones que se aplicaran a la formulacion de filtros, dentro del &mbito del procesado de
senales.

En primer lugar, se hace una revision general de la evolucién de las funciones spline,
asi como sus aplicaciones, desde sus origenes hasta nuestros dias. Inicialmente conce-
bidos para resolver problemas de interpolaciéon funcional de manera méas eficiente que
la lograda con otras técnicas polinémicas, los spline béasicos, cuyo orden es un nime-
ro natural pronto se aplicaron a temas relacionados con el anélisis numérico, el diseno
asistido por ordenador para la conformacion de estructuras utilizadas en diversos ambi-
tos de la arquitectura e ingenieria, o en 4reas como la estadistica y otras ramas de las
matematicas.

En el campo del procesado de senales irrumpe a partir de los trabajos pioneros de
Unser que contempla el proceso de interpolaciéon como un problema de filtrado digital
cuya obtenciéon es computacionalmente muy eficiente. A partir de ese momento, teniendo
en cuenta que los spline pueden generarse mediante procesos de convolucién de pulsos
rectangulares, estas funciones han ido incrementando sus campos de actuacion debido
a que, en el transcurso del tiempo, se han definido nuevas funciones spline en términos
del espacio, el tiempo o la frecuencia y a su vez se han desarrollado diversas variantes
con propositos especificos.

Una de estas lineas esta relacionada con la utilizacién de los spline de orden natural,
definidos en frecuencia, para modelar bandas de transicion en la formulacion de filtros.
Estas funciones spline de orden natural se ampliaron, de modo arbitrario, a funciones
spline de orden real (racional desde el punto de vista del calculo numérico) las cuales
presentaban ciertos problemas de definicion tanto en el dominio de la frecuencia, donde
dejaban de tener soporte compacto (caracteristica relevante de las funciones spline bé-
sicas), como en su representacion temporal, ya que las funciones dejaban de ser reales
para determinados valores del tiempo.

Con el fin de solucionar el problema mencionado, en este proyecto se generan funcio-
nes spline en el dominio de la frecuencia que constituyen transiciones continuas entre dos
funciones spline de orden natural, las cuales presentan soporte compacto en el dominio
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de la frecuencia y sus representaciones temporales forman familias de funciones reales
para cualquier valor del tiempo. A estas familias de funciones se las denomina a-spline
en el dominio de la frecuencia.

Construidas estas familias, se pasa a una fase de aplicacion donde se formulan res-
puestas en frecuencia de filtros ideales donde las diferentes bandas de frecuencias se unen
de manera suave por medio de bandas de transiciéon generadas con las funciones a-spline
y se estudian sus propiedades. En todos los casos, las diferentes funciones generadas se
definen en el dominio de la frecuencia asociada tanto al tiempo continuo como al tiempo
discreto, y ademés se obtienen también las representaciones de las mismas en el dominio
del tiempo.

La ultima parte, de caracter mas practico, estd dedicada al diseno de filtros FIR
generados por medio de truncamientos de las respuestas IIR de los filtros formulados en
la fase previa. Estos truncamientos se hacen a partir de razonamientos teérico-practicos
con base en determinados criterios de optimizacion, y han conducido a la elaboracion de
formulas practicas de diseno. También se ha aplicado una técnica alternativa de analisis
y comprobacion de resultados basada en algoritmos genéticos.

Finalmente, se han realizado simulaciones de filtros utilizando tanto las propuestas
aqui desarrolladas como las contempladas en trabajos previos, que utilizan funciones
spline de exponente real en el diseno, con el fin de comparar sus rendimientos. Para
realizar la comparacion se ha utilizado una combinacion de métricas tipicamente usadas
en la caracterizacion de filtros.

Se puede concluir que, ademés de la consistencia matematica de la totalidad de las
funciones construidas, en el sentido de que heredan las propiedades de las funciones
spline originales y toman valor real para todo valor de los argumentos, las técnicas
propuestas ofrecen mejores prestaciones que sus homoélogas, basadas en funciones spline
cuyo exponente es un valor real, en relacion a las propiedades de los filtros obtenidos
con una u otra técnica.



Abstract

The splines, within the field of polynomials, are a powerful tool that has been used
to solve problems in a variety of scientific fields. The main part of this work uses the
mentioned polynomials to generate functions that are applied to the formulation of filters
in the study of signal processing.

First, a general revision on the evolution of spline functions as well as their appli-
cations, from its origins to the present, is made. Initially designed to solve functional
interpolation problems more efficiently than those achieved with other polynomial tech-
niques, the basic or natural splines extended their field of application to subjects related
to numerical analysis, computer-aided design for the conformation of structures used in
the fields of architecture or engineering, statistics and other branches of mathematics.

Splines are first applied to the field of signal processing from the works by Unser
where the interpolation process is described as a digital filtering problem. Since then, and
taking into account that the splines can be formed by means of convolution operations of
rectangular pulses, the splines have widened their fields of application because, over time,
new spline functions have been defined in terms of space, time or frequency variables
and several variants have been developed for specific purposes.

One of these fields is related to the use of natural splines, defined in the frequency
domain, to model transition bands in the formulation of filters. The natural splines
were arbitrarily expanded to rational splines, which had some definition problems. In
the frequency domain, since they did not have compact support (as opposed to natural
splines), and in the time domain, the functions were not real for some time values.

In order to solve the mentioned problems, the main contribution of this work is
the generation of different spline families, in the frequency domain, which represent
continuous transitions between two natural splines defined in the same domain, which
have compact support in the frequency domain and their temporal representations are
real for any value of time. These families are called a-spline in the frequency domain.

Once these families of functions are generated, we formulate, in a subsequent step,
frequency responses of ideal filters where the different frequency bands are smoothly
joined by transition bands constructed with a-spline functions and their properties are
studied.
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In all cases, the functions are defined in the domain of the frequencies associated to
both continuous and discrete time domains. Temporal representations of the functions
of the different families are also obtained.

The last part of this present work, basically more practical, is dedicated to the design
of FIR filters generated by truncating of the IIR impulse responses corresponding to the
obtained frequency responses. The points or the areas of truncation are calculated by
means of designed equations, which are obtained from theoretical-practical reasonings
based on several optimization criteria.

Finally, we have performed filter simulations using both the approach developed in
this work and the approaches given in previous works (based on fS-spline functions of
rational exponent) in order to compare results. These, have been evaluated from the
values measured for a set of quality parameters.

It can be concluded that in addition to the mathematical consistency of all the built
functions, in the sense of inheriting the properties of the original splines and of being real
for any value of their arguments, the proposed filtering techniques, based on functions
a-spline functions, offer better performance (as inferred from the measured values of
the quality parameters) than their counterparts, based on rational exponent [S-spline
functions.



(Glosario de abreviaturas y acrénimos

= Ly(A)
= 1r(A)

= Li(A)
= 1(A)

= TFTC
= TFTD
= FIR

= [IR

= NURBS
n OV

= dB

= PF

= PB

= SB

s EIC

« OFDM
= FBMC
= MEICT
= MEICEP :

Conjunto de polinomios de grado n.

Espacio de funciones de cuadrado integrable en A.
Espacio de secuencias de cuadrado sumables en A.
Espacio de funciones absolutamente integrables en A.
Espacio de secuencias absolutamente sumables en A.
Transformada de Fourier de tiempo continuo.
Transformada de Fourier de tiempo discreto.
Respuesta al Impulso Finita.

Respuesta al Impulso Infinita.

Bases spline racionales no uniformes.

Conjunto de las funciones derivables hasta el orden j.
decibelio.

Principalmente plano (Filtro).

Banda de paso.

Banda eliminada.

Error integral cuadratico.

Multiplexacion por division en frecuencias ortogonales.
Multiportadora con bancos de filtros.

Minimizacién del error integral cuadratico total.

Minimizacion del error integral cuadréatico sobre PB y SB.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién de la investigacion

Este trabajo de investigacion se apoya en una herramiente matemaética que estudia
un tipo particular de funciones polinémicas, las llamadas funciones polinémicas spline
o funciones polinémicas definidas a tramos sobre diferentes intervalos de la variable de
la que dependen. Cualquier funcién spline se puede generar a partir de combinaciones
lineales de un sistema de funciones spline basicas. Estas funciones elementales consti-
tuyen las bases de ciertos espacios spline y, por lo tanto, se las suele llamar funciones
base B-spline o 3-spline. Son polinomios que se construyen sobre un conjunto de puntos
de partida, llamados nodos, de manera que la forma de dichas bases dependen de la
distribucién de nodos y del orden spline requerido. Las bases spline juegan un papel
central en teorfas de aproximacion y anélisis numérico y tuvieron un impacto importan-
te en el desarrollo de la teoria de la transformada wavelet. Se utilizan ampliamente en
diversas aplicaciones relacionadas con la interpolacion y aproximacion de funciones. Asi,
por ejemplo, si las bases estan definidas sobre variables espaciales, se usan en el diseno
de curvas y superficies para el trazado de diferentes perfiles en diversos campos de la
ingenieria. Por otro lado, cuando las bases spline se definen sobre nodos equidistantes,
de paso unidad, de una variable temporal, entonces se usan para reconstruir senales
temporales a partir de un conjunto de muestras tomadas en los nodos de partida.

Un modo alternativo de construir las diferentes bases spline es por medio de procesos
de convolucion repetidos de la base spline de orden 1, es decir, una funcién constante y
no nula en el intervalo comprendido entre dos nodos consecutivos, siendo nula fuera de
dicho intervalo. La constante es elegida de modo que el area encerrada sea la unidad, y si
el conjunto de nodos son los niimeros enteros, que es un caso habitual, entonces la cons-
tante debe ser exactamente la unidad. Desde esta perspectiva, se han ido construyendo
diversas variantes de las bases spline en el dominio del tiempo proporcionando nuevas
herramientas que presentan, en aplicaciones concretas, ciertas ventajas sobre las bases
B-spline originales. Ejemplos de ello son las bases spline, que podriamos denominar de
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base fraccionaria, propuestas en [1] y [2] que se definen mediante la convolucion de dos
tipos de pulsos rectangulares, uno de anchura fija y otro de anchura dependiente de un
parametro ajustable, de modo que se puede lograr una transiciéon continua entre dos
ordenes spline basicos o naturales.

M. Unser y T. Blu proponen en [3] otra variante de las bases B-spline sobre una
distribucién uniforme de nodos, a la que se puede nombrar como bases spline de expo-
nente fraccionario, ya que para su construccion parten de la transformada de Fourier de
funciones B-spline convencionales, que son potencias naturales de funciones tipo “sinc”,
cambiando el exponente natural por un exponente fraccionario. Por medio de estas fun-
ciones modificadas construyen nuevas familias de bases wavelet.

Una tercera variante de las bases spline se produce cuando se definen en el dominio de
la variable frecuencia, dando lugar a las bases B-spline en el dominio de la frecuencia. Las
bases de diferentes 6rdenes se construyen mediante un proceso de convolucion repetitivo
de la base spline en frecuencia de orden 1, que se define como un pulso rectangular de una
anchura dada y area 2m. Estas bases se utilizan para modelar bandas de transicion en
filtros. Diferentes autores [4], [5], han utilizado las funciones B-spline en frecuencia, para
el modelado de bandas de transicion sobre filtros FIR. En estos procesos de diseno se
trata de determinar el orden spline y el niimero de términos necesarios del filtro, teniendo
en cuenta aspectos restrictivos impuestos por determinados criterios de optimizacion,
con el fin de lograr determinados objetivos preestablecidos.

En muchas ocasiones, el 6ptimo se obtiene con 6rdenes spline que son valores reales,
en lugar de ser naturales como corresponde a un niimero determinado de pulsos. Esto les
lleva a expandir las bases B-spline en el dominio de la frecuencia a 6rdenes fraccionales,
dando lugar a una nueva familia de bases B-spline en frecuencia. Esta ampliacion, en
el caso general, presenta dos problemas, el primero es que estas funciones ampliadas
dejan de tener un soporte compacto (las funciones son no nulas solo sobre un deter-
minado intervalo cerrado) caracteristico de todas las bases spline originales, el segundo
estd relacionado con su representacion temporal a través de la transformada inversa de
Fourier, ya que en la misma aparece un factor de la forma sinc’[f(nT’)] donde f(nT)
representa una funcion que depende del parametro que define la anchura de los pulsos
en frecuencia y del nimero de ellos que se van a convolucionar, y b es, exactamente,
el niimero de pulsos que convolucionan. Este factor sinc’[f(nT)] no esta definido para
valores negativos de [f(nT')] cuando el exponente es un nimero racional.

Los problemas descritos en el anterior parrafo, relativo a las bases spline en el dominio
de la frecuencia de orden fraccionario, junto con el desarrollo propuesto en [2] que permite
hacer una transicion continua entre dos 6rdenes spline basicos o naturales, constituyen
los elementos clave a partir de los cuales se desarrolla el presente trabajo de investigacion.
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1.2. Objetivos de la investigaciéon

Las diferentes variaciones de las bases spline originales o B-spline, definidas tanto en
el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia, daban lugar a un continuo
de bases spline modificadas que presentaban unas caraceristicas intermedias entre dos
ordenes spline bésicos, pero que en ocasiones no heredaban todas las propiedades de las
bases spline naturales. La utilizacién de las nuevas variantes spline en la resolucion de
problemas, tiene como fin la mejora de las soluciones, medida por medio de un conjunto
de parametros, respecto a la obtenida usando las bases spline naturales. Con un proposito
similar, en este trabajo se pretende desarrollar variantes de bases spline que adquieran,
a ser posible, todas las propiedades atribuidas a las bases spline naturales y que su
aplicacion a determinados sistemas, dote a los mismos de unas mejores prestaciones que
las logradas mediante el uso de otras herramientas anteriores aplicadas con el mismo
fin. Las nuevas familias de funciones que se presentan, estan definidas en el dominio
de la frecuencia, y emulan a la familia de bases spline, definidas en el dominio del
tiempo, desarrollada por Ibanez, Santamaria, Pantaleén y Vielva en [2]. Los autores
hacen referencia a la familia que proponen como funciones a-spline en el dominio del
tiempo. Aqui, al igual que ellos, se nombran a las nuevas familias con el atributo de
funciones a-spline en el dominio de la frecuencia. Estas nuevas bases spline forman un
conjunto de funciones que permiten transicionar, de manera continua, entre dos bases
spline de 6rdenes naturales definidas en el dominio de la frecuencia, y presentan las
mismas propiedades que las bases B-spline originales. La introduccién de las mismas
pretende mejorar la formulacion de las bases spline citadas en [4] y [5], a las que se ha
llamado en esta memoria como bases spline, definidas en el dominio de la frecuencia, de
exponente fraccionario. En particular, se hace referencia a las propiedades del soporte
no compacto de estas tltimas y a su indefiniciéon, en la representacion temporal, para
valores negativos de la base, cuando el exponente no es un niimero natural.

Se utilizaran las nuevas familias spline para la formulacién, en el dominio de la
frecuencia, de bandas de transicién sobre filtros ideales, con el proposito de disenar
filtros analdgicos y digitales de longitud finita. Se desarrollan técnicas y procedimientos
que nos indican como truncar las respuestas al impulso de tiempo discreto de longitud
infinita, basados en restricciones impuestas por diversos criterios de optimizacién, para
la obtencion de filtros.

Mediante la medida de diversos parametros de calidad, se comprobaran las caracte-
risticas de los filtros disenados respecto a los filtros ideales. Por ultimo, para determinar
la bondad de los procedimientos descritos, se compararan las propiedades de los filtros
generados, con las de otros filtros disenados siguiendo la propuesta de diversos autores
y que estan basados en funciones spline, en el dominio de la frecuencia, ya sean bésicas
(de exponente natural) o de exponente fraccionario [4] y [5].
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1.3. Metodologia

En primer lugar se ha realizado una amplia recopilaciéon bibliogréfica relativa a las
diversas bases y funciones spline. Esta busqueda se ha focalizado en extractar informa-
cion relativa a definiciones, propiedades y caracteristicas mas relevantes de las diversas
variantes definidas, asi como a indagar en los diversos d&mbitos y campos de estudio
donde han sido usadas con éxito.

Teniendo en mente las ideas presentadas en los articulos que motivaron el inicio de
este trabajo [2], [4] v [5], y con la perspectiva general adquirida tras la revision bibliogra-
fica, se procede a la definicion de distintos tipos de pulsos rectangulares, dependientes
de la frecuencia, que seran los elementos constructivos para la elaboraciéon de las distin-
tas familias de bases a-spline que conforman un continuo de funciones que enlazan dos
bases spline de 6rdenes naturales. Se elaboran tres tipos de familias, tanto en el dominio
del tiempo continuo como en el discreto, y se estudian las propiedades relativas tanto a
continuidad y derivabilidad como al soporte compacto de definicién que presentan todas
ellas. Se dan representaciones de las mismas en forma cerrada, tanto en el dominio del
tiempo como en el dominio de la frecuencia.

Posteriormente, las distintas familias de funciones a-spline definidas se utilizan para
modelar bandas de transicion sobre filtros. En esta etapa se desarrollan las respuestas en
frecuencia y al impulso de los filtros analogicos y digitales paso-bajo formulados mediante
el citado procedimiento. De igual modo que en la etapa previa, se dan representaciones
en forma cerrada de los filtros modificados tanto en el dominio del tiempo como en
el de la frecuencia. Aqui, también, se pone de manifiesto que la formulacion analogica
muestreada, bajo las condiciones impuestas por el teorema del muestreo, conduce a las
mismas respuestas que la formulaciéon totalmente desarrollada en el tiempo discreto.

En tltimo lugar se estudian, tanto de forma tedrica como mediante simulaciones
numéricas, las consecuencias del truncamiento necesario para la implementacion de los
sistemas de filtrado de longitud finita, que conllevan deterioros de las prestaciones res-
pecto a la formulacion de los filtros ideales modificados, caracterizados por respuestas
al impulso infinitas. Se estudian y analizan diferentes supuestos de diseno, bajo ciertos
premisas restrictivas, y se presentan varios ejemplos donde se ponen de manifiesto las
propiedades alcanzadas por los filtros obtenidos.

1.4. Organizacién de la memoria

El documento se inicia con unas paginas, que forman un bloque al que hemos eti-
quetado como capitulo 1, donde se describen las lineas generales que han servido de
guia para la concepcion y el desarrollo de los diferentes componentes que forman este
proyecto de investigacion.



1.4. Organizacién de la memoria 5

El resto de la memoria esta dividida en capitulos; en cada uno de ellos se abordan
aspectos concretos que concatenados conducen a contemplar el trabajo como un todo
homogeneo. En el numerado como capitulo 2 se presenta una recopilacion historica de
las funciones spline desde sus origenes eminentemente practicos, como herramienta de
trazado de diferentes tipos de curvas por medio de cintas elasticas, pasando por sus dis-
tintas formulaciones matemaéticas y siguiendo con distintas variaciones sobre las mismas
que se han utilizado con determinados objetivos. En todos los casos, se citan diversos
articulos cientificos donde son aplicadas diferentes familias spline para la resolucion de
una amplia variedad de problemas inherentes a distintos campos tanto teéricos como
practicos. Algunas aplicaciones se refieren a problemas de interpolacion tanto generales
como particulares, asociados al campo del procesamiento de senales, como por ejemplo
el tratamiento de imagenes. Otras hacen referencia al diseno de sistemas de filtrado,
algunas més tratan de la simulacion y modelado de distintos perfiles de curvas y superfi-
cies, y finalmente podemos encontrarnos con un gran niimero de referencias que inciden
en la presentacion de algoritmos para la resolucion numérica de diferentes ecuaciones
que son de utilidad en distintos campos de la fisica y la ingenieria.

En el capitulo siguiente se introducen las diferentes familias de funciones spline,
definidas en el dominio de la frecuencia, que denominamos a-spline. En concreto se
definen 3 tipos de familias. Fundamentalmente las diferencias entre ellas estriban en el
tamano del soporte compacto de las mismas. Se formulan en el dominio de la frecuencia,
y como las funciones a-spline no son més que funciones polinémicas a tramos, muestran
sus buenas propiedades de continuidad y derivabilidad en el intervalo de definicion.
Se da, también, su representacion temporal a través de las transformadas inversas de
Fourier, y se describen tanto en el Aambito del tiempo continuo como en el discreto.

El capitulo cuarto se dedica a la formulacion de filtros paso-bajo que presentan ban-
das de transicion entre la banda de paso y la banda eliminada. Dichas bandas se generan
mediante la convolucion en frecuencia de la respuesta en frecuencia ideal y abrupta de
un filtro paso-bajo y las funciones a-spline introducidas en el capitulo anterior. Se pre-
sentan las formulaciones de los filtros utilizando cualquiera de las familias a-spline. Se
definen tanto filtros analogicos como filtros digitales, dando para cada uno de ellos su
respuesta en frecuencia y su respuesta al impulso.

Finalmente, en el tiltimo capitulo se presentan procedimientos y técnicas para el
diseno de filtros FIR que deben cumplir diversas restricciones. El consiguiente trunca-
miento de las respuestas al impulso de longitud infinita limita las propiedades teoricas.
Para medir el deterioro de las mismas, se hacen diferentes simulaciones con el fin de
evaluar los rendimientos de los filtros obtenidos empleando una serie de parametros que
caracterizan el comportamiento de los filtros disenados. Simultdneamente, se han me-
dido los mismos parametros sobre filtros disenados con técnicas similares, basadas en
bases spline en el dominio de la frecuencia, de exponente natural o fraccionario, descritos
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en los trabajos anteriormente citados, [4] y [5], y que fomentaron la iniciacion de esta
investigacion, con el objetivo de comparar los diferentes comportamientos.

La memoria concluye con una serie de diferentes apartados donde se detallan aspectos
tales como el conjunto de conclusiones que se desprenden del trabajo, las aportaciones
originales del mismo, y un conjunto de posibles lineas de investigacion futuras que pueden
continuar o ampliar este trabajo de investigacion.



Capitulo 2

Splines: Una retrospectiva

El término spline proviene de una herramienta del antiguo dibujo técnico la cual
consistia en una banda flexible, que podia ser de diferentes materiales, a la que se le
adosaban diferentes pesos en zonas concretas de la misma con el objetivo de hacerla
pasar por un conjunto de puntos dados (nodos); esto hacia que la banda adquiriese una
forma determinada representativa de la curva deseada.

En 1946, Schonberg [6] desarrollo una serie de funciones (funciones base), a partir
de las cuales y mediante combinaciones lineales de las mismas, podia simular las curvas
obtenidas mediante las bandas flexibles por medio de funciones polinémicas de bajo
grado y diferentes entre cada uno de los intervalos impuestos por el conjunto de los
puntos dados (nodos). Para representar la suavidad de la banda flexible se requiere
que en los puntos de unioén, de los diferentes tramos, las funciones polinémicas cumplan
determinados requisitos de continuidad y derivabilidad. El grado de los polinomios define
el orden del spline, de modo que se habla de splines de orden ¢ cuando los polinomios
utilizados en su construccion son, a lo sumo, de grado menor o igual que (¢ — 1). Los
mas utilizados, dependiendo de las restricciones impuestas en cada caso particular, son
los spline lineales (utilizan polinomios de grado 1), y los spline cabicos (polinomios de
grado 3). Este tipo de funciones ha sido tradicionalmente usado para el modelado de
funciones arbitrarias existiendo un amplio abanico de publicaciones [6], [7] v [8] que
tratan el tema.

2.1. Splines: Definiciones y propiedades

Existen varias formas de abordar el problema, pero en esencia las diferencias funda-
mentales entre ellas se deben a la distinta normalizacion de las funciones base. Nos cen-
traremos en dos de ellas. La primera, introducida tempranamente por Curry y Schoen-
berg en [9] y [10], puede describirse en los términos que aparecen a continuacion.
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2.1.1. Funciones spline: Definicién general 1

Dado un conjunto de niimeros reales no decrecientes {- - - < zg < xy <y <3 < ---}
llamados nodos, una funcién spline de orden n, sobre el conjunto especificado, es una
funcion S, (x) que en cada intervalo (z;, ;1) es un polinomio de grado menor o igual
que (n — 1), y que en las proximidades del nodo z;, pertenece a la clase C"~ '~ para
todo i, donde v; es la multiplicidad del i-ésimo nodo, es decir, el niimero de veces que
se repite un nodo en el conjunto de datos de partida. Con el término C? indicamos el
conjunto formado por todas las funciones derivables hasta el orden p; es decir

CP = {h(az) /3 hP(z) = & y h®(z) € CO}

©daP

siendo CY el conjunto de las funciones continuas.

La construccion de las diferentes funciones spline se realiza mediante una superpo-
sicion de unas funciones elementales o bésicas, denotadas B-spline, y que se describen
como sigue.

Funciones base: Definicion 1

Dado un conjunto de (n+1) valores reales no decrecientes {zg < 1 < 23 < - -+ <z, },
el B-spline de orden n sobre el conjunto de nodos especificado se define como

M, (x;{xg <z <29 <+ <p}) =M, (x) =[x, 21, T2, - -, xp| M (x,2;) . (2.1)

En la expresion (2.1) aparecen los siguientes elementos; en primer lugar la funcion

M (z,z;), definida como M (x,z;) = n (x; — :L’)fl, siendo
; 2/, si x>0,
xh = ,
0, si <0,

conocida en la literatura anglosajona como one-sided power function.

En segundo lugar aparece la expresion [zg, x1, s, - - -, 2] M (x, ;) denominada la n-
ésima diferencia dividida de la funcion M (z, z;), donde la n-ésima diferencia dividida de
una funciéon genérica g(t), sobre los nodos especificados {xg, z1, 22, - -, 2, }, expresada
como

[:L‘Oaxlax% T '7xn] g (t) ;

se calcula mediante las relaciones de recurrencia que siguen; asi, la diferencia dividida de
orden cero, para cualquier elemento, coincide con el valor de la funcién en dicho punto,
por tanto podemos escribir

[:L‘k]g:g(xk) k:0a172a"'an’
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y las sucesivas diferencias divididas se construyen sobre las anteriores. Las de primer
orden, que involucran a dos elementos consecutivos cualquiera, son

[xku karl] g = glre)glong) k= 07 17 27 Y (n o 1)7

Tp—Tk+1

y las de segundo orden, que actian sobre tres elementos, se forman

_ [xk,xk+1}g*[xk+17zk+2}g _
[Tk, Tpa1, Thaol g = pr—— k=0,1,2,--- (n—2),

y asi sucesivamente. En forma general, podemos poner

[kakH’ . ',$k+z] g= [ﬂfk’ - '7$k+171] g — [%H, - '7xk+l] g’ (2_2)
T — Tk+l

donde [ =0,1,2,-- -, n indica el orden de la diferencia divididay k =0,1,2,---,(n —1)
indica el elemento inicial de la diferencia dividida, para cada valor de [.

Teniendo en cuenta (2.2), la funciéon base spline de orden n, dada por (2.1), puede
expresarse de forma explicita [11] como

M, (z) = ()" S 2 <x;(;:)>+ : (2.3)
donde
Ay) = (zk — 20) - (@k — Th—1) - (T — Tpg1) -+ (T — ) -

Como se indica en [7], las nociones de diferencia dividida y de base spline pueden
ampliarse al caso en el que algunos de los nodos sean coincidentes.

Las bases spline, definidas de esta forma, presentan un conjunto de propiedades de
interés, como se recogen en [11], entre las cuales podemos citar las siguientes:

1.- Son funciones continuas, definidas positivas y tienen un soporte finito o compacto,
es decir,
>0 si x€ (o, ),

=0 si z¢ (xo,2,). (2.4)

Mn(:p;{x0<x1<x2<---<xn}){

2.- El area encerrada bajo las funciones base es la unidad,
/ M, (x)dr = / M, (z)dz = 1. (2.5)
xo

Estas dos propiedades las hacen candidatas idoneas para poder ser utilizadas como
funciones densidad de probabilidad, donde su esperanza y su varianza, que dependen
de la distribucién de nodos que intervienen en su definicién, se calculan mediante las
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expresiones

Elx] = ! Zxk, (2.6)

n+1

o’ = ! Z (2 — ;)7 (2.7)

(n+1)"(n+2) =

3.- Son el niicleo entre la n-ésima diferencia dividida y la n-ésima derivada de una
funcién real, resultado conocido como teorema de Peano y que se expresa en la forma

(@0, - -y 0] f () = % / "M, () £ () da (2.8)

2.1.2. Funciones spline: Definicién general 2

Una segunda definicion, mas intuitiva, puede enunciarse, de acuerdo con [12], del
modo que aparece a continuacion.

Dada una funciéon cualquiera g(z) definida en un intervalo [a, b] y una secuencia de
(n+1) puntos a = o < 1 < 23 < --- < x, = b, entonces S(x) es una funcion spline de
orden m > 1 si cumple las siguientes condiciones:

a) En cada subintervalo [zy_1, zx], parak = 1,2,--- (n — 1) ,n, S(z) es un polinomio
de grado (m — 1), y se escribe como Si(z).

b) S (zx) =g (zx) VE=0,1,---n—1,n.

c¢) Las primeras (m — 1) derivadas deben ser continuas en los puntos de unién de los
diferentes intervalos, es decir,

St (i) =S () VE=1,2,--(n—=1) y [=1,2-- (m—1). (29

En [6], I.J. Schoenberg puso de manifiesto que todo spline de orden m, definido
por el conjunto de (n + 1) nodos {z;},_,, especificados en el intervalo [a,b], y tal que
a=x9g< T <Ty<---<x,=0>, puede ser expresado como una combinacion lineal de
un conjunto de funciones base en la forma,

S(x) = | z_: ¢iNim (), (2.10)

donde N;,, (z) es la denominada funcion spline bésica, o simplemente funciéon B-spline,
de orden m asociada al conjunto de (m + 1) nodos dados por z;, T;1 1, - -, Tisrm.
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Funciones base: Definicion 2

La funcion spline basica que aparece en (2.10) viene definida como

Nign (2) = (Tigm — ) [T5, Tig1, -+ T (- — 7)1 71 (2.11)
donde [x;, xiv1, - Tivm) (- — x)Tﬁl, indica que la diferencia dividida debe calcularse,

para un x cualquiera, sustituyendo el punto por los diferentes nodos involucrados en la
definicion. La base spline anterior, de una forma mas compacta, puede escribirse

m m 1

— T
Ni,m (.T) 'Term - Z +J ) (212)

i "EH—])

siendo el denominador de la misma
Ai (Tivg) = (@ — @igg) (@1 — Ting) - (Tingo1 — Tisg) (Tingrr — Ting) oo (Tivm — Tinj) -

La base spline dada por (2.11) o (2.12) no es més que una renormalizacion de la base
dada por (2.1) y tiene como objetivo obtener relaciones de recurrencia entre bases de
distintos 6rdenes. En efecto, para la secuencia de (n 4 1) puntos xp < 1 < x5 < + -+ <
Zp_1 < Zn, la base de orden n, N,(x), donde se ha suprimido el subindice i en N;,, ya
que se ha escogido todo el conjunto de nodos, empezando en i = 0 y particularizando
en m = n para tomar el orden spline méaximo, se relaciona con el méximo orden spline
de la definicion previa M, (x), mediante la expresion

n

My(z) = mNn(SU%
y si los nodos son la secuencia de los niimeros enteros o estan distribuidos de manera que
la diferencia entre dos consecutivos cualesquiera sea la unidad, entonces las funciones
base coinciden, es decir, se cumple que M, (x) = N, (x). La notacion 3;,, (z) 6 5™ (z)
en lugar de IV, ,, () es bastante comiin.

En la figura 2.1 se muestran las diferencias entre las dos formas de bases spline en el
caso particular de bases de tercer orden, Ms(z) y N3(x), para la distribucion concreta
de nodos {zg = —1,z; = 0.5,25 = 0.75,23 = 1}. Por otro lado, si la distribucion de
nodos es tal que sus elementos estan equiespaciados, con separacion unitaria entre ellos,
entonces ambas representaciones coinciden y son simétricas. En la figura se muestran
las mismas bases anteriores para la distribucion de nodos {zg = —1.2,2; = —0.2, 29 =
0.8, z3 = 1.8}, que son coincidentes, como resulta evidente.

Si queremos que la representacion de S(z) dada por (2.10) sea unica hay que in-
troducir nodos extra tanto a la izquierda de xy como a la derecha de z,, siempre que
el orden sea mayor que 1. Esto se debe a que al valor de la funcion, en el intervalo de
partida, contribuyen funciones base que se extienden maés alla de dicho intervalo y que
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Bases spline de orden 3
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Figura 2.2 — Bases spline de tercer orden. Az, = 1.
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necesitan nodos adicionales para su definicién. En concreto, el nimero de nodos extra
depende del orden spline que se esté utilizando y viene dado por 2(m — 1) de los cuales
la mitad son menores que a y la otra mitad son mayores que b. Los nodos situados a
la izquierda del intervalo se nombran x_,,11, T 40, - - -, -1 < a, y los situados a la
derecha se nombran =, 1, T,49, - -+, Tpim_1 > b.

Algunas propiedades relevantes de las funciones base descritas por (2.11) o (2.12)
son:

1.- Son definidas positivas, es decir, N;,, (x) > 0 Vz.

2.- Presentan un soporte compacto, entendido como que la funcién es no nula, solo
en un intervalo cerrado, es decir,

Nim () =0, si x & [x;, xirm]

3.- Igualdad de la funcion y sus derivadas en los extremos de su soporte, que repre-
sentamos por
Ni(’lm (x;) = Ni(l (Zigm) =0, 1=0,1,---, (m—2).

,m

Implicitamente la expresion anterior nos dice, por ejemplo, que si m = 1 las funciones
base toman el mismo valor en los extremos de su soporte, pero no son continuas en los
mismos, y si m = 2 las funciones base toman el mismo valor en los extremos de su
soporte, siendo continuas pero no derivables en aquéllos.

4.- De la definicion (2.11) se puede establecer una relacion recursiva que obtiene una
base spline de orden m a partir de dos bases de un orden inferior (m — 1). De acuerdo
con [7], dicha relacion se puede escribir en la forma

r —I;
Nim (¥) = —————Nim—1(z) +

’ Titm—-1 — T4 Titm — Tiy1

LTitm — T
* Ni-l-l,m—l (IL‘), (213)

1, si x€ [Ii,l’prl] 5

Ny (2) = {O, si 2 ¢ [z, 2] (2.14)

. . . -1 .
5.- La secuencia de las funciones base spline {N;,,};_ " ., suman 1 en el intervalo
[a, b], 0 en términos matematicos, dicha secuencia proporciona una particion de la unidad
en dicho intervalo

ni Nim (2) =1, @ € [a,b]. (2.15)

i=—m+1

En general dada una distribuciéon de nodos, siempre podemos encontrar una secuencia
de bases spline de orden m que formen una particién de la unidad entre dos puntos
cualquiera de la citada distribucion. Asi, dada una distribucién de nodos cualquiera,

{' X1, X1, X2,y L1, Ly g1y 7 0 7ty Ls—1, Ly Ts41, " ° "a})
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se verifica que
s—1

> Nim(@)=1, Vze(z,z,). (2.16)

i=r+l—-m

En las secciones proximas, dados los principios constructivos de las funciones spline
iniciales, se van a describir distintos usos de las mismas y diferentes variantes de las
funciones spline basicas, que se han ido desarrollando a lo largo de la historia asi como
sus aplicaciones.

2.2. Splines: Aplicaciones

Sucesivas variaciones, ampliaciones e interpretaciones de los spline originales, han
hecho de ellos una herramienta poderosa que ha sido y es utilizada en amplios campos
de la ciencia y la tecnologia. Algunos campos de aplicacion son el estudio de curvas y
superficies generadas por ordenador para su aplicacion en diferentes sectores del diseno
[13] v [14], la interpolacion a partir de un conjunto de datos para predecir la evolucion
de una determinada variable de interés o para la reconstruccién de diversas senales en
ambitos diversos [15] y el diseno de caracteres en las imprentas actuales, asi, por ejem-
plo, las fuentes que usa TEX se generan mediante splines [16]. También se usan los spline
en el tratamiento o manipulacion de senales en el campo de las telecomunicaciones [17],
[18], en los problemas de resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales [19] con deter-
minadas condiciones en las fronteras y en otros diversos ambitos que se extienden desde
la simulacion de acelerometros MEMS (Sistemas Microelectromecanicos) [20], hasta la
compensacion de la caracteristica no lineal (debido a la temperatura o a fenémenos
de histéresis) de sensores basados en la propiedad de magnetoresistencia gigante que
limitan su uso en numerosas aplicaciones industriales [21].

De las funciones spline y de sus variaciones, asi como de alguna de las aplicaciones
citadas, se hace una recopilacion en las siguientes secciones.

2.3. Splines e interpolacién de funciones

El proceso de hacer pasar una curva por un conjunto de puntos dados se denomina
interpolacion. Debido a su estructura constructiva, los spline presentan un conjunto de
caracteristicas que los hacen més apropiados para el desarrollo de técnicas de inter-
polacién que la herramienta polinomica general. En primer lugar se va a describir el
planteamiento general del problema de interpolacion, para luego hacer uso de los spline
naturales como herramienta que resuelve el problema de manera eficaz.
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2.3.1. Consideraciones generales

Lo mas probable es que el conjunto inicial de puntos provenga de la toma de datos de
un fené6meno real determinado, en cuyo caso debemos tener un conocimiento previo sobre
el proceso y, en consecuencia, sabremos algo de la funcion que relaciona las variables que
describen el fendmeno. Esto nos permite optar por el método de interpolacién que mejor
nos detalle la realidad; en cambio, si no tenemos informacién previa sobre el fenémeno
que subyace a nuestros datos, entonces un método concreto de interpolacion no es mejor
ni peor que cualquier otro. En esencia el proceso se inicia con la disposicion de un
conjunto de N pares de valores (z;,y;) v busca una funcién F'(z) que puede escribirse
en la forma

F (.T) = ch\l’k (SL’) s

donde las funciones ¥y, (x) pertenecen a un conjunto cualquiera de funciones base, de los
diferentes que se pueden utilizar, y de las que dependera, en gran medida, la forma de la
funcién entre los distintos puntos. Los términos ¢ representan el conjunto de coeficientes
de ponderacién necesario para determinar la combinacion lineal que nos proporciona la
funcion buscada F(x). Esta debe verificar

F(l’j):yj, Vle,Q,,N

Lo que diferencia a los distintos métodos de interpolacion es la eleccion del conjunto
de funciones que forman la base de la representacion. Remontandonos atras en el tiempo,
el periodo final del siglo XVII fue clave para el desarrollo de diferentes técnicas de in-
terpolacion. Isaac Newton puede ser considerado el pionero de la interpolacion moderna
al tratar, en 1675, sobre el problema de una curva geométrica que debe pasar a través
de un conjunto de puntos dado, que representa la piedra angular del desarrollo de las
técnicas de interpolacion. Posteriormente, durante el siglo XVIII y principios del XIX
grandes cientificos, entre los que podemos destacar cronologicamente a Joseph Louis de
Lagrange, Karl Friedrich Gauss y Charles Hermite entre otros, fueron perfeccionando y
ampliando dichas técnicas. J. F. Encke, discipulo de Gauss, unas dos décadas mas tarde
de asistir a una conferencia sobre interpolacién impartida por su maestro, publicé un
trabajo donde se muestran diversas féormulas, una de las cuales es conocida, hoy en dia,
como la formula de Newton - Gauss, que representa la base de las posteriores teorias
sobre el muestreo y la reconstruccion de senales.

Es en esta misma época cuando se perfeccionan diferentes técnicas de interpolacion
basadas en el uso de polinomios. La utilizacién de polinomios tiene ventajas evidentes, su
facil manipulacion y su suave variacion, entre los diferentes puntos, debido a sus propie-
dades de continuidad y derivabilidad son algunas de ellas, pero pronto se descubri6 que
su aplicacion a los problemas de interpolacion era limitada, ya que también tienen in-



16 Splines: Una retrospectiva.

convenientes, sobre todo si el grado del polinomio es elevado. El principal inconveniente
es que presenta una lenta convergencia, entendida esta propiedad como que se necesitan
muchos pares de puntos para conseguir una buena aproximaciéon a una funciéon. El au-
mento de los pares de puntos hace que se incremente el grado del polinomio interpolador,
lo que provoca unas caracteristicas oscilatorias indeseables que conllevan desviaciones
excesivas en entornos cercanos a algunos de los puntos que forman el conjunto de partida
[22]. Este comportamiento oscilatorio se denomina fenémeno de Runge.

Todo lo expuesto, desde una perspectiva historica, viene recogido por F. Meijering en
[23]. En el articulo se describe, detalladamente, la evolucion y utilizacion de diferentes
técnicas interpolatorias.

2.3.2. Interpolacién spline frente a interpolacién polinémica

En esta seccion vamos a poner de manifiesto las ventajas, respecto al comportamiento
oscilatorio de los polinomios, de la interpolacion spline frente a la interpolacion poliné-
mica. Para ello vamos a presentar un ejemplo de aproximacion a una funciéon mediante
el procedimiento de interpolaciéon basado en el método clasico conocido como método
de Lagrange (parece ser que el método de aproximacion fue descrito por E. Waring,
16 anos antes de que lo hiciese Lagrange), el cual se puede formular en los siguientes
términos. Dada una funcion real g(x) definida en un cierto intervalo de la recta real [a, b]
y un conjunto de (n+ 1) puntos g, 1, - - -, T,,, pertenecientes a dicho intervalo, podemos
determinar un polinomio P, de grado n, es decir, P, € P,, donde P, es el conjunto de
los polinomios de grado n, que interpole el conjunto de datos y se aproxime a la funcién
dada. Dicho polinomio debe cumplir,

P,(z;)=g(z;), Vj=0,1,2,--n,
y se puede escribir como

B () = Zg (5) L. (%), (2.17)

donde el j-ésimo polinomio de Lagrange de grado n es

Ln,j (.I’) :Hj__zla Vj:(),l,?,,n, (218)
i=0 "7 v
i#]j

que verifica

Como se deduce de las expresiones anteriores, la aproximacion es mejor a medida
que el nimero de puntos elegido crece, pero a su vez, al aumentar el nimero de puntos
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Interpolacién de Lagrange
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Figura 2.3 — Interpolacién de Lagrange

el grado del polinomio crece del mismo modo, acentudndose asi el comportamiento
oscilatorio [24].

Como ejemplo ilustrativo, vamos a buscar el polinomio que nos aproxime la funcién

12

g(x)::p2+2x+5

mediante el método de interpolacion de Lagrange utilizando 4, 5 y 10 puntos, respecti-
vamente, pertenecientes al intervalo [—5.5,5.5]. Los resultados se muestran en la figura
2.3.

De la observacion de la figura 2.3 se pueden extraer las siguientes conclusiones:

a) Con cuatro puntos el ajuste es malo y el polinomio de tercer grado se limita a
pasar por los puntos dados.

b) Con cinco puntos se tiene un cierto parecido y el polinomio de cuarto grado se
parece a la funcién solo entre los dos primeros puntos.

¢) Con diez puntos, aunque el ajuste es aceptable, el polinomio de noveno grado
presenta el fen6meno oscilatorio, comentado anteriormente.

Podemos eliminar el comportamiento oscilatorio si realizamos la aproximacién a la
funcion anterior mediante la técnica de interpolacion spline [25], es decir, utilizando
polinomios distintos de bajo grado, entre cada dos puntos consecutivos del conjunto de
puntos de partida de la funcién de referencia. Utilizando los spline ctbicos (polinomios
de grado 3 entre nodos consecutivos), en idénticas condiciones, obtenemos los resultados
que se muestran en la figura 2.4. Como puede observarse en dicha grafica el ajuste es
casi perfecto cuando tomamos 10 nodos, habiendo desaparecido el fendmeno oscilatorio.
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Interpolacion spline
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Figura 2.4 — Interpolacién spline cibica

2.4. B-spline en el Ambito del procesado de senales

En el articulo [26] publicado en 1915, Whittaker puso de manifiesto que dados los
valores de una funcion genérica f(x), correspondientes a un conjunto infinito de valores
equidistantes de su argumento xg, zg = A, xg £ 2A, - - -, donde A representa la distancia
entre dos valores consecutivos cualesquiera, entonces, si a partir de los pares de valores
(g, f(x))) formamos una tabla con el propoésito de realizar una interpolacion, existen,
ademas de f(z), muchas otras funciones que conducen exactamente a la misma tabla
de valores. Whittaker, tomando como referencia la féormula de Newton - Gauss para
interpolacion, que aparece en el articulo de Encke [27] y que, actualmente podemos
decir, representa la base de las teorias posteriores sobre muestreo y reconstruccién de
senales, se dispuso a contestar a la pregunta de qué funciéon, de aquellas que daban lugar
a la misma tabla de valores, se escondia bajo el conjunto de datos. Demostrd que, si se
cumplen ciertas condiciones, la funcién que subyacia bajo la tabla esta representada por
la que él llamo la funcién cardinal

sen [5(z — xg — jA)]

T(r — 20 — jA)

Clx)= > flwo+ i\ , (2.19)

j=—o00

la cual verifica que C(zg + jA) = f(xg + jA) para cualquier j € Z. Algunas de las
conclusiones que se citan en el articulo se refieren a las propiedades destacables de di-
cha funcién; en concreto, la funcién no presenta singularidades y no tiene componentes
de periodos menores que 2\. Ademas, en contraste con el polinomio interpolador de
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Lagrange (2.17) que puede diverger en determinados supuestos, la funcion de interpo-
lacion resultante converge a la funcion original en cualquier punto del intervalo donde
la funcién sea continua y acotada. Shannon, poco tiempo después de la publicaciones
de Whittaker, [28] y [29] sobre las propiedades de las series cardinales, reconocio su
enorme importancia en el campo de las comunicaciones y formul6 el conocido teorema
del muestreo, que publicd pasados varios afios [30], y enunci6 de la forma siguiente:
“Si una funcion f(t) no contiene frecuencias superiores a v hercios, estd completamente
determinada dando sus valores en una serie de puntos separados por 1/(2v) sequndos”.

Al intervalo de muestreo critico 7' = 1/(2v) le denominé intervalo de Nyquist co-
rrespondiente a la banda v, en honor a Nyquist, debido a que éste habia reconocido la
importancia fundamental de dicho intervalo en los procesos relacionados con la telegra-
fia. Describiendo el proceso de reconstruccion de una senal observo que:
“ Hay una y solo una funcién cuyo espectro se limite a una banda de anchura v y que
pase por un conjunto de valores dados en puntos muestrales separados T = 1/(2v)
segundos”.

La funcién puede reconstruirse a partir de las muestras usando un pulso del tipo
sen(2mwvt)/(2wvt). Mateméaticamente, si ap = f(kT) es la k — ésima muestra, entonces
la funcion f(t) se representa por

[e.e]
sen7(2vt — k)
t) = a ) 2.20
f®) Z F m(2vt — k) (2:20)
k=—00
Como se desprende de lo mencionado en los parrafos previos, el teorema del muestreo
consta de dos partes bien diferenciadas; la primera establece que la funcién limitada
en banda estd totalmente determinada por sus muestras, y la segunda nos dice cémo

reconstruir la funcién utilizando dichas muestras.

2.4.1. Funciones sinc frente a funciones spline

Conocidos los valores de una funcion en un gran nimero de puntos (o dado un
conjunto equivalente de muestras), puede resultar prohibitivo considerar todos o un
gran nimero de dichos valores si queremos calcular el valor de la funcién en otro punto
desconocido, utilizando los métodos clasicos de interpolacion polindémica. Fijar el nimero
de valores a tener en cuenta en el proceso, conlleva fijar el grado del polinomio utilizado
en cada uno de los intervalos interpolados; ademas e independientemente del grado,
la funcion interpolante resultante no sera, en general, continuamente diferenciable en
los puntos de transicion. Para resolver este problema se propusieron diferentes formulas
practicas con el fin de disponer de funciones interpolantes que facilitasen la resolucion de
distintos y variados tipos de problemas; fue esta misma necesidad, de encontrar métodos
practicos de interpolacion, la motivacion que guié a Schoenberg para abordar el mismo
asunto. Observo, [6] v [31], que para cada una de las expresiones practicas propuestas,
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aplicadas a datos equidistantes, que sin pérdida de generalidad él supuso la unidad,
existia una funcién real y par, ® : R — R, en términos de la cual la féormula podia ser
escrita como

F6)=>"a®(t—k), (2.21)

keZ

donde @, llamada funcién base, determina las propiedades de la interpolacion resultante,
y cuyas propiedades se ponen de manifiesto cuando aplicamos la expresion a la secuencia
impulso, es decir ag = 1, ap = 0 Vk # 0. Por analogia con la serie cardinal de Whit-
taker, Schoenberg se refirié a la expresion general como una férmula de tipo cardinal,
pero observo que la funcion base del tipo ®(t) = sen(nt)/(7t) no era la adecuada para
propositos de calculo debido a su ritmo de decaimiento excesivamente lento. Buscando
una funcion sustitutiva, que fuese continuamente diferenciable hasta un orden determi-
nado, indago6 sobre el suavizado de las curvas obtenidas mediante el uso de funciones
spline en los campos de la ingenieria mecénica y de la arquitectura (en aquella época
esencialmente se utilizaban los spline ctibicos); a partir de esa idea introdujo la nocion de
spline matematico de cualquier orden, en un sentido similar al descrito en los diferentes
apartados de la seccion 2.1 que trata sobre la definicion genérica de funciones spline. A
continuacion demostro, teniendo en cuenta la necesidad de paridad de la funcién base,
que cualquier curva (funcion) spline de orden n > 1, puede ser representada de modo
inico en la forma

1) =S anM(t - k) (2.22)

keZ

para valores apropiados de los coeficientes ay, y siendo M, : R — R una funcién par de
grado (n — 1) llamada base spline (B-spline)' y que puede escribirse como

1

M (t) = =)

) (2.23)

donde " es el n—ésimo operador diferencia central definido por recurrencia, como se
describe a continuacion. Sea una funcién ¢ : R — R definida Vt real, entonces se define
el operador § de orden 1 como sigue:

S[@(t)] =@(t+1/2) — @t — 1/2), (2.24)
mientras que el de orden n > 1 verifica la siguiente ley:

SM@()] = " D(t 4 1/2)] — (- 1/2)]. (2.25)

'En diversos textos la base spline M/, que es un pulso rectangular de altura unidad y base unidad
localizada en el intervalo (—1/2,1/2), se nombra como 3y o 3°.
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Conviene recordar aqui que la funciéon B-spline, originalmente, se definié en forma
de integral de Fourier inversa en la forma

Mi(t) = ! /Oo (Senw(%))nemdw, (2.26)

=5 N

2

que es nula para [t| > n/2.

Citar, por tltimo, que la base spline, de orden n, dada mediante la expresion (2.23),
coincide con la base spline dada por (2.3) en el epigrafe 2.1.1 y por (2.12) en el epigrafe
2.1.2 si el conjunto de nodos sobre los que se construye viene dado por la secuencia
{—n/2,—n/2 +1,---,n/2 — 1,n/2}, que como puede observarse es un conjunto de
numeros reales donde la diferencia entre dos consecutivos cualesquiera es la unidad,
condicion bajo la cual se cumplia que M, (z) = N,(x).

2.4.2. Representacion de funciones basada en procesos de con-
volucién

Aunque existen diferencias significativas entre los teoremas de Shannon y Schoen-
berg, también presentan similitudes que conviene poner de manifiesto. Ambos teoremas
tratan con funciones f : R — R que cumplen una serie de propiedades y para su re-
presentacion utilizan una mezcla de convoluciéon entre un conjunto de coeficientes a; y
algtin tipo de funcién base o nicleo ¢ : R — R en la forma

fr(t) = Zak o(t/T — k), (2.27)

keZ

en la que el subindice T (intervalo de muestreo) indica que estamos tratando con las
muestras T'—equidistantes, s, de una funcién inicial f(¢). En el caso de Shannon, las
funciones f(¢) presentan un ancho espectral limitado, los coeficientes son las mismas
muestras, s, = ar = f(kT) y el nicleo es la funcion sinc(t) = sen(nt)/(7t), mientras
que en el teorema de Schoenberg, las funciones f(t) se representan mediante polinomios
a tramos de grado n que se unen suavemente en los diferentes intervalos, marcados por
los nodos de partida, y los coeficientes ay se determinan a partir de las muestras s; y el
ntcleo es la funcion B-spline de grado n.

La publicaciéon de ambos articulos tuvo mucho impacto en las decadas posteriores,
pero desafortunadamente en campos diferentes de aplicacion. El teorema de Shannon
tuvo amplio eco en ingenieria de comunicaciones, [32], [33], en aplicaciones de analisis y
procesamiento de senales, [34], [35], [36], y también, en menor grado, en anélisis numéri-
co, [37], [38], [19], mientras que el trabajo de Schoenberg, transcurrido un buen lapso de
tiempo desde su publicacion, encontrdé acomodo en teorias de aproximacion, [39], [40],
interpolacion en una o varias variables, [41], [42], anélisis numérico, [43], estadistica [44],
[45], y otras ramas de las matemaéticas, [46].
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2.4.3. Reconstrucciéon de senales mediante funciones spline

Es un hecho bien conocido de la teoria clasica de interpolacién que en determinados
supuestos es preferible o incluso necesario aplicar, en primer lugar, alguna transforma-
cion sobre el conjunto de datos originales antes de hacer uso de alguna herramienta
determinada de interpolacién. Tal transformacion debe proporcionar unos valores in-
termedios tales que el proceso de interpolacion subsiguiente sea lo mas simple posible.
Respecto a la interpolacion basada en la convolucion utilizando B-spline, la dificultad
no radica en la operacién de convolucion, sino que estd en la determinacion previa de
los coeficientes ay.

Para interpolar mediante una funciéon spline una serie de datos se necesitan dos
procedimientos. El primero, llamado directo, tiene como objetivo determinar los coefi-
cientes de la combinacion lineal dada por (2.10), mientras que el segundo, o indirecto,
tiene como fin calcular la funcion spline en los diferentes puntos. La evaluacion de la
funcion spline en un punto = € [z, xx41), debido al soporte finito de las bases spline se

determina mediante
k

S@) = Y iNim(x), (2.28)
i=k—m+1

que depende de m + 1 coeficientes y de m + 1 bases spline, que pueden ser calculados
de modo muy eficiente mediante el proceso recursivo de las distintas bases spline (2.13).
Para la obtencion de los coeficientes spline, aunque la aproximacion general no es nece-
sariamente compleja ni costosa computacionalmente hablando, se utilizaban algoritmos
eficientes para las operaciones matriciales requeridas, como por ejemplo las técnicas tipo
Toeplitz para la inversion matricial [47]. Este enfoque mateméatico fue una traba para
el uso de los spline en el campo del procesado de senales. En la década de los 90, los
trabajos de M. Unser [48], [49], [50], en los que se proponia aplicar la teoria spline sobre
un conjunto de nodos equiespaciados y el uso de filtrado digital para calcular los coefi-
cientes spline, promovieron la utilizaciéon de los mismos en el campo del procesamiento
de senales.

Asi, si se consideran nodos equiespaciados x; = [, VI € Z, y los valores de la funcion
a interpolar f[l] = f(x)|.—;, entonces, utilizando la notacion f3,, para un B-spline de
grado n, la representacion spline (2.10) se escribe

S(x) =Y afulz—1), (2.29)

leZ

donde 5, () es la misma en cualquier intervalo. La expresion (2.29) puede interpretarse
como la convolucion entre los coeficientes spline ¢; = ¢[l] y la funcion base spline 5, (x)
discretizada. En este contexto, conviene recordar que la funciéon base spline de orden n,
Bn(z), se puede construir mediante la convolucion de n + 1 pulsos rectangulares [Gy(x).
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De este modo, para los distintos datos de la funciéon a interpolar, podemos escribir

s[k] = sk = flax) =Y abulk —1),Vk € Z. (2.30)

leZ

Recordando que la transformada Z de una convolucion de dos secuencias discretas es
igual al producto de las transformadas individuales, la transformada Z de (2.30) resulta

C(2)Bn(2) = S(2), (2.31)

C(z) = S(2)[Bn(2)] " (2.32)

Teniendo en cuenta que
Bu(2) =Y Balk)z"", (2.33)
keZ

de la forma explicita de f3, se desprende que [B,(z)]™' =1,sin =0y n =1, lo que
conlleva que C(z) = S(z), y por tanto ¢, = s. Pero ¥Yn > 2, sin embargo, [B,(2)] ™!
representa un filtro digital de respuesta al impulso infinita. Aunque esto era bien cono-
cido por Hou y Andrews [17], y posteriormente por varios autores [51], [52], ninguno de
ellos se dio cuenta que el filtro podia ser implementado de forma recursiva.

Este esquema es el punto de partida para la definicion de las funciones llamadas
B-spline cardinales 7, (z) que se parecen a las funciones “sinc” asociados al teorema
del muestreo y cuyo parecido aumenta a medida que crece el orden de las funciones
B-spline. De (2.32), llamando e[k] a la transformada Z inversa de [B,(z)]™!, podemos
poner ¢; = c[l] = (s * e)[l], que sustituyendo en (2.29) nos da

S(x) = > slkle[l — K|Bu(x 1)

= Zs[k] Z ell = k|Bn(x —1) = Zs[k]nn(x — k), (2.34)

donde

() = el]Bu(z — 1), (2.35)

leZ

es la funcion llamada B-spline cardinal.

Con esta nueva interpretacion, debida a M. Unser que la aplico en el tratamiento de
imAagenes, la utilizacion de las funciones B-spline dentro del campo del procesamiento
de senal se increment6 notablemente. En particular, el autor cita en [53] que los spline
se utilizan en aplicaciones de transformaciones geométricas, ampliacion y compresion
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de imégenes, deteccion de contornos, etc. En otras areas del procesado de senal, la uti-
lizacion de los spline no ha sido tan fructifera; no obstante, se han hecho incursiones
importantes en campos tales como el muestreo spline en sistemas de adquisicién no idea-
les [54] y sistemas multicanal [55], disefio de filtros y/o sistemas de filtrado con diferentes
caracteristicas [56], [57], [58] y generacion de senales spline cuadraticas aplicadas a la
reproduccion de sonido de alta fidelidad [59].

En los anos posteriores, el enfoque del filtrado digital, basado en la interpolacion
spline, seria utilizado en el diseno de algoritmos muy eficientes con fines diversos, tales
como la rotacion de imégenes [60], la ampliacion o reduccion de imagenes [61], [62],
[63], registro de imagenes [64], [65], mapeado de texturas [66], interpolacion de senales
en tiempo real [67] y transformacion spline rapida [68]. Para mayor detalle, se pueden
consultar [53] y [69], donde se hace referencia a algunas de estas aplicaciones.

A continuacion se enumeran algunas de las ventajas [53] que presentan las combi-
naciones lineales de los B-spline para la representacion de funciones. La representacion
spline es computacionalmente més eficiente que la representacion basada en la funcién
“sinc”; siendo ésta un caso particular de la representacion spline de orden infinito [70]; el
soporte finito de los B-spline permite una evaluacion exacta de la senal, a partir de los
coeficientes de la expansion en serie, en contraste con el soporte infinito de la funcion
“sinc”. La principal desventaja es la no invarianza de la representacion spline ante despla-
zamientos no enteros de las senales; los errores asociados a este tipo de desplazamientos
han sido tratados por diversos autores, [71], [72].

Desarrollos matematicos sucesivos han ido ampliando el alcance de las funciones
spline bésicas. Teniendo en cuenta su construccion, las funciones B-spline representan
funciones de escala, con factores enteros de dilatacion cualesquiera, lo que las convier-
te en candidatos ideales (se conoce su expresion explicita) para crear una estructura
matemética de las wavelet por medio del analisis/aproximacion multiresolucion. La in-
formacion teorica puede encontrarse en [73] y en [74]. Las funciones spline-wavelet se
han aplicado en diferentes contextos, citar entre estos, la propuesta de un método ge-
neral para el calculo eficiente de la transformada wavelet continua usando un banco
de filtros basado en las funciones spline-wavelet [75], o el procesamiento multiescala de
imagenes [76], [77]. Entre otras aplicaciones enumerar la de un método basado en dichas
spline-wavelet para determinar numéricamente las transformadas inversas de Laplace y
de Fourier de funciones pertenecientes al espacio Ls(R) [78], la determinacion de filtros
diferenciadores aplicados a senales cardiacas, para la deteccion de enfermedades cardio-
vasculares [79], la aplicacion de la trasformada wavelet biortogonal basada en splines a
la compresion de imégenes [80], o la determinacion de filtros spline-wavelet de reducida
longitud para MRA (analisis multiresolucion) [81].
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2.5. Variaciones y generalizaciones de las funciones
spline

Con el fin de lograr una mayor versatilidad y flexibilidad en la utilizacién de las
funciones spline, tanto para mejorar aspectos concretos de las diferentes aplicaciones re-
lacionadas con la utilizacion de dicha herramienta como para su uso en nuevos campos,
se han realizado modificaciones sobre los splines tradicionales. En esta orientacion se
mueven diferentes trabajos como los presentados en [1] cuyos nicleos convolucionales
se obtienen mediante dos bases spline de 6rdenes ¢ y g2 v anchuras diferentes a; y ao,
o los descritos tanto en [82] donde se describe una familia spline de exponente fraccio-
nario, como en [2] donde se define una nueva familia de splines de base fraccionaria,
cuyo proceso constructivo se basa en la convolucion de dos tipos de pulsos rectangu-
lares de areas unidad, el primero de ellos es el pulso basico By que esta definido en el
intervalo [—1/2,1/2], mientras que el segundo esté definido en el intervalo [—a/2, /2],
donde « es cualquier ntimero real positivo menor o igual que la unidad. Posteriormen-
te, se introduce una nueva familia spline denominada exponencial-spline y se describen
sus propiedades, presentando ademés algoritmos eficientes [83] para su aplicacion en
operaciones de procesamiento de senales [84]. A continuacion se presentan algunas de
ellas.

2.5.1. Splines de exponente fraccionario

Como se comento en la tltima parte de la seccion 2.4.3, los spline tuvieron su im-
portancia en los desarrollos tempranos de la transformada wavelet [85], ya que a partir
de cualquier base spline de orden m se pueden generar funciones que tienen todas las
propiedades necesarias para realizar analisis multiresolucion [73]. Con el proposito de
desarrollar variantes de la transformada wavelet, Unser y Blu [3] amplian el concepto
de las funciones spline clasicas, permitiendo que el exponente de las funciones “sinc”,
correspondiente a la representacion en frecuencia (la representacion en el dominio de la
frecuencia de los B-spline clésicos tienen la forma de una potencia natural de una fun-
cion “sinc”), pueda ampliarse a niimeros fraccionarios con la condicion de que éstos sean
mayores que —1. En el articulo citado se demuestran las propiedades mas relevantes de
esta nueva familia de funciones spline de orden no entero. En particular se da una forma
explicita de dichas funciones, tanto simétricas como no simétricas. Las nuevas funciones
heredan, en ambos dominios, las propiedades de los B-spline de orden entero con las
excepciones de la positividad y el soporte compacto.

Posteriormente, con un objetivo ampliado, los mismos autores en [82] describen una
familia de funciones de escala, llamada («, 7)— fractional splines que se pueden usar
para hacer analisis multiresoluciéon. Dichas funciones se caracterizan por dos parametros
reales, el primero « controla la anchura de las funciones de escala, y el segundo T,
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denominado parametro de desplazamiento, la posicion de la funciéon de escala sobre el
soporte de definicion. Las funciones de esta familia se definen en el dominio de Fourier,
mediante la expresion:

jw 1 a+1_7_ 1 —j a+1+7_
~ e — 2 —e w 2
o = —_— 2.36

donde a@ > —1 y 7 son parametros reales. Esta definicién generaliza todo el conjunto de

bases spline previas; por ejemplo, cuando « es un entero positivo y 7 = (o + 1)/2, la
expresion (2.36) es la transformada de Fourier de la base B-spline no centrada, mientras
que si « es un entero positivo y 7 = (o — 1)/2 se obtiene la transformada de Fourier
de la base B-spline centrada y cuando a > —1 es un nimero real y 7 = (a + 1)/2,
entonces (2.36) resulta ser la base spline descrita en [3]. Los autores demuestran que una
funcion spline fraccional generalizada puede expresarse como una combinacion lineal de
versiones desplazadas de una base spline fracional generalizada, y también proporcionan
un algoritmo basado en la transformada rapida de Fourier para la implementacion de la
transformada spline-wavelet fraccional. Con esto concluyen que ajustando los parametros
libres de la funcion base spline fraccional, se puede obtener un procedimiento eficiente
para aplicar a situaciones que puedan resolverse por medio de wavelets, tales como
supresion ruido, compresion de datos y deconvolucion.

2.5.2. Splines de base fraccionaria

La base spline de orden ¢, f,(t), en el &mbito del procesado de senales, se entiende
como una funciéon temporal obtenida como resultado de la convoluciéon de ¢ + 1 pulsos
idénticos de area y duracion unidad [y(t), siendo los mas utilizados los de orden 1
(spline lineal) y los de orden 3 (spline cibico). Los spline se han utilizado con éxito en
problemas de reconstruccion de senales, principalmente en el tratamiento de imagenes
[53]. El orden del spline utilizado se elige dependiendo de la solucion requerida, asi los
splines lineales se usan en aplicaciones sencillas que no requieran continuidad en sus
derivadas, mientras que los splines ciibicos se usan en situaciones donde las soluciones
precisen méaxima suavidad [86]. En este contexto, las elecciones posibles de los 6rdenes
spline se reducen a ntumeros enteros y, debido al coste computacional requerido, este
orden debe ser bajo. Para dotar de mayor flexibilidad a la interpolacion spline, Ibanez et
al. en [2| plantean una nueva familia spline, que denominan «a-spline, dependiente de un
parametro « y que garantiza una transicion suave entre dos 6rdenes enteros cualesquiera
de bases spline; de este modo, si dos 6rdenes spline proporcionan propiedades diferentes a
un problema concreto, un determinado orden intermedio (fraccionario) puede ajustarse
para lograr un objetivo fijado de antemano. J. Ibanez, en su tesis [87|, afirma que la
interpolacion mediante splines ciibicos tiene caracteristicas diferenciadas y en ciertos
aspectos opuestas a la interpolaciéon mediante splines lineales. Asi, mientras la primera
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presenta las ventajas de la derivabilidad y la suavidad, la segunda otorga una solucién
muy simple y presenta un comportamiento robusto frente al ruido en los datos.

En el resto de la seccion, seguiremos la tesis citada [87]. La nueva familia es denotada
por & p=ptd (t) y supone una transicion suave entre la base spline de orden entero p y la
base spline de orden p+¢q y se define mediante la convolucion de p+1 pulsos rectangulares
de area unidad y simétricos, 5y(t), de altura unidad y base comprendida en el intervalo
[—1/2,1/2], es decir, tienen la forma

1, st <1/2,
t) =
fo(?) {o, si|t] > 1/2,

y ¢ pulsos rectangulares, también de area unidad y simétricos, p,(t), de altura 1/a 'y
base extendida al intervalo [—a/2,a/2]. A partir de la definicién obtiene la expresion
general en el dominio del tiempo; a continuaciéon utiliza la funcién a-spline obtenida
como funciéon base que puede ser utilizada en procesos de interpolaciéon, aproximacion
o modelado. Siguiendo cierto paralelismo con la teoria clasica del muestreo, que utiliza
como funcién base la funcion “sinc”, define un espacio de senal a-spline

e}

V(Berri() = {Sa(t) = > BTt —n) Ven] € lz},

n=—oo

demostrando que esta nueva familia verifica todas las propiedades de los spline clésicos
(incluidas las propiedades de positividad y soporte compacto, que no eran verificadas
por las funciones spline de orden o exponente fraccionario descritas en [82]). A estas
funciones base spline, definidas en el dominio temporal, que se generan mediante la
convoluciéon de dos tipos de pulsos, donde el primero de ellos es de anchura fija, mientras
que el segundo presenta una anchura variable pero inferior a la del primero, son a
las que aqui se referencian como splines de base fraccionaria. Definidas con caracter
general, el autor se centra en las funciones de transicion entre los spline lineal (p = 1) y
cibico (p+ g = 3), con las cuales realiza procesos de interpolacion, dando las soluciones
desarrolladas mediante un método matricial o bien mediante filtrado digital (donde
se describe qué propiedades debe tener el llamado filtro directo a-spline respecto a la
funcion a-spline discretizada utilizada en el proceso), del mismo modo que Unser y otros
autores describen en [50]. Seguidamente introduce el concepto de a-spline cardinal para
desarrollar un método de interpolacion equivalente al esquema clasico. Asi, el objetivo
perseguido es encontrar una formulacion similar al teorema del muestreo para el caso de
la interpolacion basada en la familia a-spline, es decir, poder expresar una senal como

x(t) =) alnlna(t —n),

nel



28 Splines: Una retrospectiva.

donde 7,(t) es el a-spline cardinal, que resulta ser

1a(t) = 3 dalnlBa(t — n).

nez

donde d,[n] representa la secuencia de coeficientes del filtro directo mencionado ante-
riormente. La funcion a-spline cardinal cumple las mismas condiciones que la funcion
clasica “sinc” utilizada en la reconstrucciéon de senales, esto es, toma el valor unidad en
el origen y el valor nulo en los miiltiplos enteros del intervalo temporal entre las mues-
tras. Finalmente, proporciona la respuesta en frecuencia, tanto del filtro directo a-spline
como del a-spline cardinal.

A partir de este bagaje tedrico, se dispone a utilizar las bases a-spline como funda-
mento para desarrollar técnicas de modelado para dispositivos de microondas y similares,
que mejoren algunos aspectos de los obtenidos con técnicas tradicionales. En este senti-
do cabe citar la utilizacion de la base a-spline como ntcleo del modelo canoénico lineal
a tramos para obtener el llamado modelo aPWL, en el cual la propiedad de suavidad
depende del parametro «. Las caracteristicas de dicho modelo son similares a las que
proporcionan diversas técnicas tradicionales como son la utilizacion de redes neuronales
[88] para modelar el comportamiento no lineal de circuitos y otros dispositivos activos,
o las del modelo CPWL (Canonical Piecewise-Linear) [89], que proporciona gran exac-
titud, con un niimero bajo de parametros y con requerimientos de computo aceptables.
Dicho modelo se aplica al modelado de amplificadores de potencia de radiofrecuencia,
comparando los resultados obtenidos con los de otros modelos no lineales como el mo-
delo de Volterra. También se estudia el comportamiento en gran senial de un transistor
HEMT (transistor con gran movilidad electronica) bajo iluminacion éptica. Por tltimo
se abordan aspectos de diseno de sistemas de comunicaciones digitales aprovechando
las ideas y conceptos de la teoria de la interpolacion, en particular se propone la uti-
lizacion de las bases a-spline para la realizacion de sistemas adaptados y libres de ISI
(Interferencia Intersimbolica).

2.6. Los spline como funciones ventana

En las secciones previas se ha incidido en el uso de los spline como funciones interpo-
lantes en el Ambito del procesado de senales. Una segunda aplicaciéon, con un desarrollo
bastante menor, esta relacionado con la utilizacion de los spline como funciones ventana
para el diseno de filtros digitales. El problema aparece formulado en [11] y se describe
a partir de la transformada de Fourier de la base spline de orden n, dada por la expre-
sion (2.3), y definida en un entorno de nodos simétricamente distribuidos alrededor de
cero. Se plantean funciones ventana desarrolladas sobre bases spline construidas sobre
un conjunto de nodos localizados en el intervalo [—1, 1], es decir, se eligen (n+ 1) nodos
(o, X1, T2, , Xy 1,2, de modo que zg = —1 y x, = 1. Como ejemplos, si n = 1,
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entonces [zg, x1] = [—1,1], si n = 2, entonces [xg, x1, 2] = [—1,0,1], si n = 3, entonces
[0, 1, T2, k3] = [—1,—1/3,1/3,1] y asi sucesivamente. Es facil ver que la base spline
de orden n = 1 se corresponde con la funcién rectdngulo cuya base se extiende entre
x = —1yx =1y altura 1/2, mientras que la base spline de orden n = 2 representa
la funcion tridngulo isosceles con la misma base y altura unidad. Las transformadas de
Fourier de estas funciones base vienen dadas por la relacién de recurrencia

W(w) = ky (M) (2.37)

w/n

donde los k, representan unas constantes que dependen del orden n de la base spline
considerada. De acuerdo con la ecuacion anterior, y para un nimero fijo de puntos, por
ejemplo 2M + 1 tal que —M < j < M, de la funcién base spline utilizada para definir la
funcion ventana, se desprende que a medida que se incrementa el orden de la base spline,
las amplitudes de los l6bulos laterales, relativa a la amplitud del 16bulo principal, van
disminuyendo, pero esta disminucién se hace a costa de aumentar la anchura del 16bulo
principal. Algunas de las funciones ventana que aparecen en la literatura se pueden
expresar por medio de algunas de las bases spline descritas; por ejemplo la ventana
rectangular puede ser construida sobre la base spline de orden n = 1 , mientras que la
ventana de Bartlett puede hacerse sobre la base spline de orden n = 2.

Cambiando la distribucion de nodos, dentro del soporte [—1,1], se pueden definir
una gran variedad de funciones spline susceptibles de ser utilizadas como funciones
ventana. En particular si todos los nodos de la distribucion son diferentes, todas las
funciones obtenidas (funciones polinémicas a trozos) pertenecen a la clase C" 2 y sus
transformadas de Fourier presentan envolventes que varian de la forma 1/w™ para valores
grandes de w, lo que da como resultado tasas de decaimiento de los 16bulos laterales
crecientes a medida que incrementamos el orden spline. De todas las posibilidades de
eleccion de nodos para la generacion de funciones ventanas, una de especial relevancia
es la que se corresponde con distribuciones nodales que aumenten su dispersion, ya que,
teniendo en cuenta el principio de incertidumbre, podemos obtener menores dispersiones
en el dominio de la frecuencia, incrementando la dispersion en el dominio del tiempo.
Este incremento se consigue desplazando los nodos hacia los extremos del intervalo
[—1, 1], lograndose la maxima varianza cuando todos los nodos estan tan proximos a £1
como se desee, manteniendo las distribuciones simétricas respecto del origen. Con estas
distribuciones de nodos se consigue, para un mismo orden, una menor anchura del 16bulo
principal pero el precio a pagar es que el ritmo de decaimiento de los l6bulos laterales
es menor que en los supuestos anteriores. En particular se tiene que si n es impar,
entonces la funcion ventana w,(t) € C"=3/2 y su transformada de Fourier presenta
una envolvente que varia segiin 1/w™ /2 lo que conduce a una tasa de decaimiento de
aproximadamente 3(n + 1) dB/octava; mientras que para n par se cumple que w,(t) €
C2~' y sus transformadas de Fourier tienen una envolvente que cambia de acuerdo a
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1/w2*! que conlleva un decaimiento de aproximadamente de 3(n + 2) dB/octava. En
particular el caso n = 3 corresponde a la ventana de Riesz [90].

En determinadas aplicaciones con propositos especificos, como pueden ser el diseno
de filtros con rizado constante, o la estimacion espectral de senales con componentes
sinusoidales proximas, se requieren funciones ventana con caracteristicas especiales ta-
les como que su respuesta en frecuencia presente un un lobulo principal angosto pero
diferentes ritmos de decaimiento de los l6bulos laterales. Las funciones spline que dan
lugar a este tipo de ventanas se construyen mediante distribuciones de nodos con de-
terminado grado de multiplicidad, dependiendo del ritmo deseado de decaimiento de
los 16bulos laterales, y situados todos ellos en los extremos del intervalo soporte [—1, 1].
Esto se basa en que si un spline de orden n tiene un nodo de multiplicidad o < n en x;,
entonces el spline generado pertenece a la clase C"~®~! en la vecindad de dicho punto y
su transformada de Fourier presentard una envolvente que varia en la forma 1/w" o+,
Combinaciones lineales de estas bases spline, construidas a partir de distribuciones no-
dales con diferentes 6rdenes de multiplicidad [86], generan una amplia gama de funciones
ventana con formas de lo més diversas y capaces de presentar respuestas en frecuencia
que pueden ajustarse a una gran variedad de caracteristicas.

Més atn, siguiendo a [91], una de las méas famosas familias de funciones ventana
puede escribirse en la forma,

w, (1) = (Lgﬁ)yh (Bﬂ) Cl<t<l, (2.38)

siendo [, la funcién de Bessel modificada de primera clase de orden v, y donde B y v
son parametros reales tales que B > 0 y v > —1. Se obtiene la ventana de Kaiser si
el orden de la funcion modificada de Bessel es cero, es decir, si v = 0. Si la funcion de
Bessel se representa en forma de serie infinita, entonces (2.38) se puede escribir

w(t) = (x/]—-ti)” > (BV1-12/2)" (2.30)

B KT(v+k+1)

k=0
donde los valores de dichas funciones se calculan mediante un truncamiento de la serie
anterior; ademaés, si v es un nimero natural, entonces la funcion w,(t) es una funcion
polinémica y en consecuencia podemos aproximarnos a la funciéon ventana, tanto como
queramos, construyendo una funciéon polinoémica mediante bases spline en el intervalo
[—1,1].

Resumiendo, debido a la facilidad y la exactitud de célculo de las bases spline, dis-
ponemos de una herramienta tutil para el diseno de funciones ventana. Dichas funciones
ventana presentan un rapido decaimiento de los 16bulos laterales y, para una determi-
nada distribucion de nodos, presentan una maxima varianza en el dominio temporal. Si
los nodos solo estan en los extremos del intervalo y presentan diferentes multiplicidades,
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entonces las diferentes combinaciones lineales de las bases spline generadas dan lugar a
una amplia variedad de formas de las funciones ventana (funciones polinomiales a tro-
z0s), cuyas transformadas de Fourier presentan diferentes caracteristicas en frecuencia
que pueden ser de interés. En particular, este conjunto de funciones ventana, generadas
mediante bases spline, incluye a algunos de los patrones basados en las funciones de
Bessel ponderadas, como puede ser la bien conocida ventana de Kaiser.

2.7. Modelado de curvas y superficies

En esta seccion se van a esbozar los principios generales en los que se fundamentan
los modelados de curvas y superficies mediante funciones spline.

Las trayectorias seguidas por particulas, elementos méviles o cualquier otro ente, asi
como las formas de los objetos que nos rodean tienen formas complejas. Con el proposito
de emular a la naturaleza con el mayor grado de aproximacion posible, o con el objetivo
de crear formas nuevas, es adecuado hacer representaciones que nos ayuden a entender
las diversas propiedades de los sistemas tratados.

Esta tarea era harto laboriosa antes de la llegada del potente céilculo automético
actual. La disponibilidad de maquinas de calculo, cada vez més potentes, ha hecho que el
diseno asistido por ordenador, empleando técnicas de interpolacion, se haya convertido
en la herramienta por excelencia para simular las formas de elementos o procesos de
fendbmenos naturales.

Desde programas de dibujo vectorial hasta disenos industriales, tales como prototipos
de cascos de embarcaciones, carrocerias de automoviles o zapatillas deportivas, pasando
por el modelado de objetos en tres dimensiones o el cilculo de trayectorias 6ptimas de
movimientos en robotica, utilizan curvas de interpolacion /aproximacion spline, B-spline,
NURBS (B-spline racionales no uniformes), u otras similares, para conseguir represen-
taciones adecuadas de los elementos disenados. Diferentes algoritmos de generacion de
distintos tipos de curvas pueden encontrarse en [92].

La diferencia entre interpolacién y aproximacion es que en la primera, la curva re-
sultante pasa por cada uno de los puntos de control (datos o nodos), mientras que
estamos ante una aproximacion cuando la curva resultante se cine al conjunto de puntos
de control sin pasar necesariamente por ninguno de ellos. A continuacion se describen
brevemente los métodos spline méas usuales para abordar el problema de la generaciéon
de curvas.

La representacion paramétrica es preferible a la representacion implicita para la
generacion de curvas y superficies mediante ordenador, debido a que la primera es mas
eficiente en términos de tiempos de calculo de procesamiento y de interpretacion de
soluciones (la representacion implicita puede tener varias soluciones). La representacion
paramétrica de una curva en el espacio se expresa como
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m(t) = (x ),y 1),z (1),

donde t es el pardmetro de definicion que, elegido convenientemente, en la mayoria de los
casos su rango de variacion puede limitarse al intervalo [0, 1]. Los polinomios de grado
3 ofrecen unas buenas prestaciones entre flexibilidad y velocidad de céalculo, por lo que
son los mas utilizados para la interpolacion entre dos puntos cualquiera, del conjunto de
nodos o puntos de control de la curva objetivo. El proceso se describe en los siguientes
términos.

Si tenemos un conjunto de (n 4 1) puntos de control, definidos por sus coordenadas
Pj = (xj7yj7zj) /.] = 071a27' AN L2

el polinomio de tercer grado que debe ajustarse entre cada uno de los n intervalos
(xj,241), del conjunto inicial de puntos, viene dado por las tres ecuaciones siguientes

A (t) = a,lth + bljt2 + Cljt + dl,
Yy (t) = agjt?’ —+ bgjtz —+ Cth + d2,
z (t) = agjt?’ + bgjtz + ngt -+ d3,

en las que hay que determinar los valores a, b, ¢ y d en cada uno de los ejes coordena-
dos. Esto se logra estableciendo condiciones frontera en las uniones de cada uno de los
intervalos de partida donde esté definida la funcién spline buscada.

Dependiendo de las condiciones frontera utilizadas, tendremos diferentes funciones
spline interpolatorias. En este contexto, se dice que estamos ante splines ciibicos natu-
rales, si para cada dos secciones curvas consecutivas tanto la primera como la segunda
derivada son iguales en la frontera comtin. Hay que determinar 4n coeficientes por coor-
denada, para ello disponemos de 4(n — 1) ecuaciones correspondientes a las condiciones
sobre los puntos interiores, y dos méas que corresponden a los puntos inicial y final (pun-
tos extremos de la curva). Las dos condiciones que faltan se consiguen considerando
que en los puntos extremos el spline cumpla que la segunda derivada sea nula. Un mejor
control sobre la curva buscada se logra mediante los spline de Hermite, los cuales definen
una primera derivada especifica en cada punto de control. Dentro de este contexto se
enmarca el articulo reciente [93] en el que los spline de Hermite se usan para la delimita-
cion clara de contornos especificos, representativos de elementos relevantes, que ayudan
a la interpretacion de imégenes biomédicas. Por tltimo, se puede hacer referencia a los
llamados spline modificados, que para especificar una seccién de la curva utilizan cuatro
puntos de control consecutivos (el anterior y el posterior a los que definen la seccion
en estudio) y un parametro de tension para modelar la mayor o menor curvatura de la
seccion.



2.7. Modelado de curvas y superficies 33

2.7.1. Diseno de curvas mediante B-spline

En ocasiones resulta de mayor interés realizar una aproximacion, en vez de una
interpolacion, a un conjunto de puntos dados. Con este propoésito se suelen emplear las
funciones base spline, definidas en (2.11) o (2.12), para buscar una curva que se asemeje
a un poligono de control, determinado por medio de un conjunto de puntos como se
especifica en [7]. El uso de estas funciones permite un mayor control local de la curva.
En el campo del diseno grafico, Reisenfeld en su tesis doctoral [94] fue el pionero en
proponer el uso de las curvas y superficies B-spline como herramienta de trabajo.

Definimos una curva spline de orden m asociada al conjunto de puntos del plano
o del espacio {Py, P, -, P,}, vy al conjunto de nodos {t; /i € I} , donde I es un
conjunto de indices que puede ser o no el conjunto de los nimeros enteros positivos,
como una combinacién lineal de las funciones B-spline de orden m cuyos coeficientes
son el conjunto de puntos, es decir,

donde t € (timfn7 timéx).

Teniendo en cuenta las propiedades de las bases spline, enumeradas en las secciones
iniciales de definiciones, concluimos que debido a que cada intervalo comprendido entre
dos nodos consecutivos [t,,t,,1] es parte del soporte de m funciones B-spline de orden m,
(Nim (t) / r+1—m <i<r),lacurva estara constituida por una sucesion de secciones
unidas en los nodos, de modo que en cada seccioén intervienen m puntos de control y
m funciones base. Reciprocamente, como el soporte de cada funciéon B-spline de orden
m se limita solamente a m intervalos, entonces cada punto de control interviene, como
méaximo en m intervalos.

Para poner de manifiesto esta idea vamos a considerar la sucesion de nodos {- - - , xy =
2,11 =—=3/2,x9 = =1, 23 = 0,204 = 1/2,25 = 1,26 = 3/2,27 = 2,--- } y las sucesivas
bases spline de tercer orden {---, Nys(x), Nis(x), Nas(z), Ns3(x), Nys(x),---}. En el
supuesto contemplado, solo hay tres bases de tercer orden que son no nulas en cada
intervalo comprendido entre dos nodos consecutivos. Por ejemplo, sobre el intervalo
[22, 23] = [—1,0] son no nulas solamente las bases spline Ny 3(z), Ni3(z) y Nas(z). En
la figura 2.5 se encuentra representado el proceso descrito.

Mas concretamente, el proceso de construcciéon es como sigue. Lo habitual es co-
nocer el rango de variacion del parametro que define la curva buscada; si este es [a, b]
se subdivide el mismo en (n — m + 2) subintervalos, donde los puntos en los cuales se
producen las divisiones forman parte del conjunto de nodos necesarios para la cons-
truccion de la curva, a los que se anaden m nodos coincidentes con los extremos del
intervalo [a, b], es decir, {t; /i € I} = {to,t1,ta,- - - Jnam}t,conty=---=t, 1 =a
YV tny1 = -+ - = tpom = b. La generacion de nodos miiltiples en los extremos tiene co-
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[
Conjunto de datos
{ v my==221=-3/2,z9=-103=0,24=1/2, 25 =1, 0= 3/2, 07 =2, -}

X:15
Y:-222-16  Y:0

02 I i i i i
=3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.5 — Contribuciones de bases spline de tercer orden

mo objetivo controlar el comportamiento de la curva en los limites del parametro de
definicion, dado en el conjunto de nodos.

Con esta eleccion la curva spline de orden m viene expresada por

S (1) =D Nigm (t)P; / t € [a,1]
=0
y satisface que S,, (a) = By y Sy, (b) = P,.

Si se desea que una curva spline de orden m pase por un punto de control interior,
distinto de los puntos de control inicial y final, bastara con repetirlo m veces. Si los
valores de los nodos son equidistantes se habla de B-spline y curvas uniformes.

Para ilustrar, de manera sencilla, el modo de proceder se eligen como valores no-
dales el conjunto de numeros enteros positivos. Al ser estos puntos equidistantes, el
supuesto contemplado es el de curvas uniformes. Con las restricciones impuestas, el
problema se enuncia como sigue. Dado un conjunto de puntos del plano o del espacio

{Py, P1,- -+, P,}, una curva spline de orden m, asociado al conjunto de (n + m + 1)
nodos {tg, t1, -, tptm} dados por
0, si 1< m;
t,i=<i—m+1, s m<i<n (2.40)

n—m+2, si 1> n,
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es una funcion polindémica a trozos, compuesta por (n — m + 2) secciones, generada
mediante la combinacion lineal

Sm (t) = Zn:Nm (t)P, / t€]0,n—m+ 2] (2.41)

=0

que satisface que S, (0) = By y Sy (n +m —2) = P,, y donde todas las funciones B-
spline, de orden m, que se utilizan en (2.41) son meras traslaciones de la primera de
ellas, lo que se expresa como

Nim (t) = Nom (t—1), Vi=0,1,2,---yVm=1,2,---

En particular, para ejemplificar el modo de trabajo, se va a suponer que se desea
construir una curva spline de orden m = 2 sobre el conjunto { Py, P;, P,, P3} formado por
cuatro puntos de control. En realidad, desde la perspectiva del diseno, la curva buscada
no tiene ninguna utilidad ya que como se vera una vez resuelto, la curva obtenida no
es mas que el poligono que une los puntos de partida. El conjunto de nodos asociados
tiene 6 elementos que de acuerdo con (2.40) son

{toztlzo, tzzl, t3:2, t4:3> t5:3}7

y, por tanto, la curva resultante viene dada por

3

Sy(t) =Y Nia ()P / t€[0,3],

i=0
donde necesitamos determinar las funciones B-spline necesarias para especificar total-
mente la combinacion lineal, siendo en este caso

Noo (t) con soporte [to,ts] = [0, 1];
Ny (t) con soporte [ti,ts] = [0,2];
Nyo (t) con soporte [to,t4] = [1,3];
N3 (t)  con soporte [ts,ts] = [2,3].

Como puede observarse, de la relacion anterior se desprende que a cada intervalo
[tr, tr11], contribuyen un maximo de dos funciones B-spline; por lo que se tiene

PONO,Q (t) + P1N172 (t) s Si 0 S t S 1,
SQ (t) = P1N1,2 (t) + P2N272 (t) y si 1<¢ S 2,
P2N272 (t) + P3N372 (t) s si 2 S t S 3.

De acuerdo con la relacion de recurrencia (2.13) y teniendo en cuenta que en el caso
de existencia de nodos multiples, como es el caso, se adopta el convenio de anular el
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término correspondiente cuando el denominador es cero, las funciones B-spline vienen
dadas por

(I =) N (1),
= tN1; () + (2 —t) Noy (¢
(t -

0.2 (
( )
( 1) N,y (t) (3 =1) N31 (1),

Nyo (T
Ng,g (t

y sustituyendo los valores de los B-spline de primer orden, resulta

So(t) = PL(2—t)+P(t—1), si 1<t<2;

que representa un conjunto de tres segmentos rectilineos; el primero de los cuales va
desde P, a P, el segundo conecta P, con P, v el tercero empieza en P, v acaba en Ps.

0 ) 3
Si Py = P3 entonces, la curva (en este caso la linea poligonal) es cerrada.

Para determinar los puntos de una curva B-spline, de orden arbitrario, de un modo
eficiente se han desarrollado diferentes algoritmos, siendo el mas utilizado el algoritmo
de De Boor - Cox que puede encontrarse en [95] o en el capitulo X de [7]. Puesto
que la derivada de una curva B-spline es, a su vez, otra curva B-spline, la reiterada
aplicacion del algoritmo nos permitird obtener cualquier punto de la curva derivada.
Mas recientemente, diversos autores presentan en [96] un algoritmo geométrico para la
generacion de curvas uniformes B-spline, donde se interpola una secuencia de puntos
dada, bajo un conjunto de restricciones representadas por valores preestablecidos de las
tangentes y las curvaturas asociadas a los puntos de partida. Para valorar su eficiencia, en
el referido articulo se comparan sus resultados con los obtenidos con métodos anteriores.

Generalizando, la determinaciéon de los pardmetros fundamentales que caracterizan
cualquier curva en el espacio como son la curvatura (que mide la tasa de cambio del
angulo formado por las tangentes a la curva entre dos puntos proximos, asi, la curvatura
de una recta es cero) y la torsion (que nos indica como rota o se retuerce una curva en
los alrededores de un punto de la misma, asi, la torsién de una curva que descansa en un
plano es nula), puede resultar de interés en determinadas aplicaciones. En este sentido,
se puede citar el trabajo [97] en el que se presenta un método, basado en los spline, para
estimar el valor de los parametros citados y se ilustra la utilidad de dichas estimaciones
en problemas biomecéanicos.

Para finalizar esta seccion se van a enumerar algunas situaciones donde se han uti-
lizado las curvas B-spline para resolver diversos problemas. Asi, en [98] se usan para
la determinacion del grado de curvamiento del eje de una guia-ondas que preserva de-
terminada potencia del modo fundamental en la trasmision y en [99] se presenta la
modelizacion de pulsos 6pticos, obtenidos mediante bases B-spline generadas sobre dis-
tribucciones no uniformes de nodos, para simular como se comportan al propagarse sobre
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fibras no lineales. Otros ejemplos de aplicacion de las curvas B-spline se pueden encon-
trar en [100], donde se emplean para el modelado, sobre tarjeta impresa, del contorno
de una antena para aplicaciones de comunicaciones inalambricas, o en [101], que hace
uso de las curvas spline para la delimitacion en imagenes de RADAR (radio detection
and ranging) aéreas, de diferentes regiones de interés.

2.7.2. Ampliaciéon al caso de superficies

El modelado geométrico de superficies comparte las mismas técnicas y los mismos
principios matemaéticos que el modelado de curvas, tratado en el apartado anterior. Una
superficie se describe matematicamente, en coordenadas paramétricas, mediante dos pa-
rametros que establecen un sistema de coordenadas sobre ella; si denominamos u y v
a los parametros, entonces los puntos de la superficie vendran expresados de la forma,
S(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). La modelizacion, en este caso, se lleva a cabo a par-
tir de una malla de puntos de control, P;; = (x;, ¥sj, %ij), que forman una distribucién
bidimensional y unas funciones de forma, Fj;(u,v), que en cada zona dependeran de
los dos parametros de definicion. Las funciones de forma se pueden elegir de diferentes
modos, siendo el més usual la generacion de las mismas mediante el producto de fun-
ciones de forma usadas para generar curvas, es decir, Fj;(u,v) = F1;(u) - F2;(v), donde
las funciones de forma en cada parametro pueden ser iguales o diferentes. Este proceso
puede interpretarse como la generacién de una superficie por medio de curvas, parame-
trizadas por u y con factor de forma F'1(u), que se unen mediante el factor de forma
dado por F2(v). Si las funciones de forma, en cada uno de los parametros, son funciones
B-spline de 6rdenes p y ¢ estamos ante superficies B-spline. Asi, si la malla inicial esta
formada por (n+ 1) x (m + 1) puntos de control P;; de modo que {¢ =0,1,2,--- ,n}y
{j=0,1,2,--- ,m}, los conjuntos de nodos, correspondientes a cada parametro, deben
tener (n+p+ 1)y (m+¢q+1) elementos respectivamente. Sean U = {ug, w1, - - - Unip} ¥
V' = {wo, v1, - - - U4} dichos conjuntos de elementos; si al igual que se mostré en el caso
de las curvas, los nodos inicial y final deben estar repetidos con grados de multiplicidad
respectivos p vy ¢, entonces los elementos de ambos conjuntos se enumeran como

U= {uozul"':up—laupaup-i-la"' y Upy Upy1 = Upt2 = "':un-i-p};

V:{'Uo:Ul"‘:Uq_l,?}q,Uq+1,"' » Umy Um41 = Um4-2 :"':'Um-i-q},

y las superficies parametrizadas se determinan mediante la expresion

S(u,v) =Y Y PyiNip(u)Nj(v).

i=0 j=0

La modelizacion de superficies mediante bases spline se ha utilizado para aplicaciones
tan dispares como el diseno del perfil de una antena de bocina para comunicaciones via
satélite [102], o el modelado de la superficie visible de una carretera, que esta delante
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de un vehiculo, mediante una parametrizaciéon de curvas B-spline, donde los parametros
de la superficie son evaluados en el tiempo empleando un filtro de Kalman [103].

Esta herramienta, también ha sido usada para representar la superficie de separacion
entre dos medios, con el fin de resolver problemas de magnetostatica (modelizando el
sistema mediante la técnica de elementos finitos para representar la region a estudiar),
sujetos a determinadas condiciones de contorno [104], o para para modelar los movi-
mientos de distintas partes del corazén a partir de imégenes ultrasonicas obtenidas del
mismo [105].

2.7.3. NURBS: Bases spline racionales no uniformes

El acronimo NURBS aparece citado por primera vez en la tesis doctoral elaborada
por Versprille [106], y representa una ampliacion de la desarrollada dos afios antes, y en
la misma universidad, por Riesenfeld [94|. A partir de dicho trabajo, varias industrias
desarrollaron sistemas modeladores con los cuales se podian crear y representar tanto
formas analiticas clasicas (conicas, superficies de revolucion o cuadricas) como curvas y
superficies de formas arbitrarias. Posteriormente se han desarrollado diferentes versiones
comerciales que permiten modelar trabajando por completo en un entorno de NURBS
[107|. La diferencia con las curvas y superficies parametrizadas mediante B-spline reside
en el uso de las funciones B-spline racionales y en la incorporacion de unos términos de
ponderacion, asociados a los puntos de control. Desde su creacion, las NURBS han proli-
ferado rapidamente debido a sus excelentes propiedades y sobre todo a la incorporaciéon
de normas internacionales [108]. Entre las caracteristicas de interés se pueden citar la
flexibilidad en el diseno, debido a la incorporaciéon de los términos de ponderacién que
dan distinta relevancia a los puntos de control y la evaluacion de las formas se hace de
una manera razonablemente rapida, siendo estable desde la perspectiva computacional
y teniendo una clara interpretacion geométrica. El inconveniente principal se centra en
la utilizacion de una gran cantidad de memoria para almacenar los datos necesarios para
la representacion [109).

Las definiciones matematicas de curvas y superficies NURBS son relativamente sim-
ples. En el caso de superficies, y con una terminologia idéntica a la de epigrafes previos,
podemos decir que una superficie NURBS es la generalizacion racional y ponderada de
una superficie B-spline, y se define, de acuerdo con [110], como sigue

n m

> > wij B Nip(u)Njg(v)

i=0j=0

S(u,v) = (2.42)

n m

> > wizNip(u)Njo(v)

i=0 j=0

donde w;; son los términos de ponderaciéon asociados a los puntos de control.
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Habitualmente la expresion (2.42) se reescribe en la forma
S(“’ U) = Z Z Pinivp;j7Q<u7 U)’ (243)
i=0 j=0

donde el término
w;j Py Ny p(w) N o(v)

i i w;; Ni p(u) Nj 4(v)

i=0 j=0

(2.44)

Rivp;j,q(ua v) =

representa las funciones B-spline racionales.

La aplicaciéon méas importante de la representacion NURBS esta relacionada con el
diseno de geometrias 3D arbitrarias. Algunos ejemplos repesentativos, en el caso de su-
perficies, son el diseno de geometrias de cavidades metéalicas, para simular determinados
comportamientos electromagnéticos [111] o la representacion de superficies de separa-
cion entre diferentes materiales, para resolver diferentes problemas magnéticos [112]. Su
utilizacion en el caso de las curvas puede encontrarse en la modelizacion de bordes de
difraccion mediante NURBS en el entorno de la teorfa geométrica de la difraccion [113]
o en la simulacion del control de los contornos en sistemas maoviles en varios ejes [114].

2.8. Otros campos de aplicacion de las funciones spline

En esta seccion, sin pretender ser exhaustivos, se van a enumerar otras aplicaciones
que hacen uso de las funciones spline. Se destaca, en primer lugar, la utilizacion de las
funciones B-spline como funciones base para el diseno de redes neuronales con objetivos
de control de determinados sistemas; asi, en [115] se propone este tipo de red neuronal
para el desarrollo de un algoritmo de control adaptativo en un sistema de generacion
eolica, o en [116] donde se utiliza una red neuronal para compensar la distorsién no
lineal introducida por el amplificador de alta potencia utilizado para la trasmision en
un sistema OFDM (Multiplexacion por Division Ortogonal en Frecuencia) inalambrico.
También se hace uso de las funciones spline en el ambito de la cristalografia, donde se
implementan nuevas metodologias de interpolaciéon para representar y procesar image-
nes, que se basan en la division del espacio mediante las celdas unidad correspondientes
a las simetrias basicas; en esta linea se puede citar el articulo [117] que se centra en la
red exagonal regular, o el articulo [118] basado en la celda cubica centrada en cuerpo
para la division del espacio de trabajo.

2.9. Funciones spline en el dominio de la frecuencia

Las funciones spline también han sido utilizadas en el diseno de filtros digitales, mas
concretamente, se utilizan las funciones spline como elementos generadores de funciones
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que modelan las bandas de transicion de la respuesta en frecuencia de diferentes filtros.
Con este proposito se han definido, sobre un conjunto de nodos equiespaciados, las
funciones spline clasicas en el dominio de la frecuencia.

Para ilustrar las ideas basicas del proceso de modelizacion utilizaremos el caso de un
filtro FIR ideal paso-bajo, cuya respuesta en frecuencia Hy(w), debe ser la unidad para
frecuencias por debajo de la frecuencia de corte, w,., y cero para frecuencias por encima
de la misma. Esto genera una respuesta al impulso de longitud infinita y simétrica, que
se obtiene mediante la inversa de la transformada de Fourier de tiempo discreto, y que

viene dada por _
hgln] = i/ Hy(w)e?* " dw = M. (2.45)
2 J_. ™

El truncamiento de la respuesta al impulso, para un filtro de longitud N = 2M + 1,

proporciona la respuesta
sen(w.n)
hqln]| = —— para — M <n < M. (2.46)
™

Este truncamiento provoca la conocida oscilacion de Gibbs o rizado en la respuesta
en frecuencia, que es maximo cerca de la discontinuidad y que no se reduce al aumentar
la longitud del filtro. Para atenuar dicha oscilacion se introduce una banda de transicion
en la respuesta en frecuencia ideal. Las funciones que modelan dichas bandas tienen
que conectar de manera continua el valor unidad de la banda de paso con el valor cero
de la banda eliminada. Este planteamiento no solo reduce el fenémeno de Gibbs sino
que hace que la respuesta al impulso decrezca rapidamente a medida que el nimero de
términos se incrementa; més ain, si las funciones que generan las bandas de transicion
se eligen de manera que exista la [-ésima derivada de la funcion representativa de la
respuesta en frecuencia para cualquier valor en el intervalo 0 < w < 7, entonces la
respuesta al impulso decrecera asintéticamente al menos tan réapido como 1/n'*1. Una
buena eleccion para este cometido son las funciones spline [86], [119] definidas en el
dominio de la frecuencia [120].

Las funciones B-spline clasicas de ordenes sucesivos se pueden generar mediante
operaciones de convolucién entre pulsos rectangulares bésicos 5y(f) (spline de orden
cero), que son pulsos de area unidad y simétricos tal como se describe en la seccion
2.5.2. Asi, se tiene que S1(t) = Bo(t) * Bo(t), Ba2(t) = Bi(t) = Bo(t) -+, Bu(t) = Bu-r(t) *
Bo(t). De manera totalmente similar se pueden generar funciones spline en el dominio
de la frecuencia y de diferentes 6rdenes, mediante la convoluciéon de pulsos rectangulares
bésicos, dependientes de la frecuencia, de areas 27w y anchuras que deben depender
del nimero de pulsos que han de ser convolucionados (obtencion de diferentes 6rdenes
spline), con el fin de mantener el soporte de la funcion resultante en un valor igual a la
anchura A, de la banda de transicion a la que va a representar. Esto da lugar a funciones
definidas positivas y con soporte compacto. Por ejemplo, si [ es el orden spline deseado,
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entonces la funcion rectangular bésica deber tener la forma

Aq

2ml :
si|w| <
W) = 4 Ao 2
i) { 0, si |w|> —A2ld,

y hemos de hacer con ella [ —1 operaciones de convolucion en el dominio de la frecuencia.
Si se realiza una nueva operacion de convolucion entre la funcion spline de orden [
obtenida y la respuesta en frecuencia del filtro ideal paso-bajo, se genera la respuesta en
frecuencia del filtro que presenta una banda de transiciéon que une las bandas de paso y
eliminada. Si [ = 1 (spline de primer orden) se obtiene una respuesta en frecuencia de
forma trapezoidal [121].

El proceso anterior, en el dominio del tiempo, se describe como una mera multiplica-
cion entre la representacion temporal de dichas funciones spline, definidas en frecuencia,
que tienen la forma,

[sen(Adn/(Ql))]l
(Agn/(2D)) |~
y la respuesta al impulso del filtro ideal (2.45), lo que proporciona la respuesta al impulso
del filtro que contiene una banda de transicion. Esta viene dada por

- sen(wen) (sen(Agn/(20))
haln] = —— ( <Ad§/<2m ) ' (247

Aunque en principio el orden spline [ debe ser un niimero natural, la funcién anterior
puede tener significado y ser evaluada para valores reales en determinados supuestos.
Para valores no naturales de [, los problemas surgen cuando la funcién “sinc”, que esté
elevada a la potencia [, toma valores negativos. Varios autores, [4] y [5], han hecho uso
de estos valores reales en determinados planteamientos de diseno de filtros debido a que
el truncamiento de la serie infinita, representativa de la respuesta al impulso, se hacia
de modo tal que la funciéon “sin¢” era positiva para todos los valores del recorrido de
definicion.

En los procedimientos de truncamiento, el problema se reduce a como elegir los NV
coeficientes del filtro truncado h[n| que hagan que su respuesta en frecuencia se aproxime
a la respuesta en frecuencia ideal. La soluciéon de este problema depende del criterio
utilizado para medir el grado relativo de la aproximacion.

De los criterios posibles, uno de los que més se ha utilizado para el diseno de filtros
FIR es el de minimizar el valor medio de la integral del error cuadratico ponderado
entre la respuesta en frecuencia deseada y la respuesta en frecuencia obtenida como
consecuencia del truncamiento de la serie infinita de coeficientes del filtro ideal [122]. La
evaluacion de esa integral puede hacerse sobre la totalidad de la respuesta en frecuen-
cia del filtro o simplemente sobre algunas bandas concretas de la misma. Si llamamos
Hy(w) y H(w) a la respuesta en frecuencia ideal y a la respuesta en frecuencia resultan-
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te del truncamiento de la respuesta al impulso respectivamente, entonces la funciéon a
minimizar se expresa

e== | W*w)|Hyw)— Hw)[*dw, (2.48)
m Qg
siendo W (w) una funcion de ponderacion y §2i cualquier subintervalo de interés incluido
en el intervalo total 0 < w < 7.

La solucion del problema consiste en determinar el valor del orden spline [ € R que
minimice la expresion del error de aproximacion dado en (2.48) y que sea compatible
con la positividad de la funcién “sinc”.

Burrus y otros autores, en [5], se plantean el problema del disefio de filtros FIR,
utilizando como funciéon de ponderacion una constante de valor la unidad, y encuentran
que el valor del orden spline [ depende de la longitud deseada del filtro y de la anchura
de la banda de transicion, pero afirman que es dificil de encontrar analiticamente el valor
preciso. De acuerdo con esto, se embarcan en la realizacion de una notable cantidad de
simulaciones numéricas con el objetivo de dar con una relacion que ligue los parame-
tros anteriores. Concluyen que los érdenes spline buscados son distintos dependiendo del
subintervalo Qr contemplado en (2.48). En el primer supuesto estudiado, 2 se extiende
al intervalo completo de frecuencias y encuentran que el orden spline 6ptimo l,,; es pro-
porcional al producto de la anchura de la banda de transicion y el niimero de coeficientes
del filtro. En el segundo caso, {2 es el intervalo que solo engloba las bandas de paso y
eliminada, desechando la zona de frecuencias correspondiente a la banda de transicion.
Los autores encuentran una relacion no tan sencilla entre el orden spline 6ptimo y el
producto de la anchura de la banda de transicion y el nimero de coeficientes del filtro.
Las diferentes relaciones vienen expresadas por la ecuacion (66) en el primer caso, y por
las ecuaciones (67) y (68) en el segundo supuesto del referido articulo [5]. Los ejemplos
que se describen en el mismo, cumplen muy bien las especificaciones sobre la anchura de
la banda de transicion, pero no predicen, ni tienen control, sobre la atenuaciéon alcanzada
por los filtros generados.

Posteriormente Roark y otros autores [4], vuelven a tratar una variante del mismo
problema. En esta aproximacion, los autores fijan su atenciéon en una notable caracte-
ristica que pueden presentar los fitros paso-bajo prototipo, formulados con bandas de
transicién basadas en funciones spline. La propiedad citada se refiere al hecho de que
sus respuestas en frecuencia son maximalmente planas [123] para todas las funciones
derivadas de ﬁd(w), con respecto a w, es decir, en el intervalo 0 < w < w. — Ay/2, las
respuestas en frecuencia valen la unidad, mientras que en el intervalo w.+A;/2 < w < T,
la respuestas en frecuencia son nulas. Ademas, las [ — 1 primeras derivadas son nulas en
los limites de las bandas. Como el orden spline [ puede interpretarse como el nimero de
operaciones de suavizado, parece l6gico pensar que tenga cierto control sobre el error en
la amplitud de la respuesta en frecuencia. Para conseguir el objetivo propone, mediante
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argumentos heuristicos, truncar la serie infinita justo en el primer cero de la funciéon
“sinc” correspondiente a la respuesta temporal de las funciones spline, definidas en fre-
cuencia, utilizadas para la formacion de las bandas de transicion. Esta propiedad (forma
plana de la respuesta en frecuencia), es muy interesante ya que en muchas aplicaciones
de filtrado es prioritaria sobre la atenuaciéon o la anchura de la banda de transicion;
en particular en las ciencias médicas, donde las amplitudes de determinadas frecuencias
presentes en las senales fisiologicas pueden dar informacion relevante sobre diferentes
patologias [124].

Para medir el grado de aproximacion de la version truncada se centran en la banda
de paso, valorando el error acumulado a medida que se desplazan desde la frecuencia
nula al limite de la banda de paso w. — Ay/2, es decir, miden los valores otorgados por
la expresion

w
ep(w) = ;/ [1— H(w)]Pdw para 0 < w < (we — Ag/2).
0

Asumiendo, al igual que Burrus, la posibilidad de que el grado spline [, pueda cam-
biarse por un niimero real positivo, y a partir de un amplio conjunto de simulaciones,
encuentran los valores de los 6rdenes spline 6ptimo [, y el semiorden del filtro M que
cumplen unas especificaciones concretas de anchura de la banda de transiciéon y atenua-
cion, generando unos filtros con grandes prestaciones respecto a la forma plana de su
respuesta en frecuencia. En la tabla I del citado articulo se muestran las expresiones que
proporcionan el orden spline en funcién de la atenuacion, y el semiorden de los filtros en
funcion de la anchura de la banda de transicion y la atenuacion. Se muestran diferentes
ejemplos donde se valora el cumplimiento de las tablas y, ademas, se comparan los re-
sultados obtenidos con otros procedimientos de diseno, fundamentalmente el basado en
la ventana de Kaiser.

Esta seccion 2.9 entronca directamente con las nuevas bases a-spline en el dominio de
la frecuencia, que se definen en el proximo capitulo y que desempenan un papel crucial
en la formulacion y el diseno de filtros que se proponen en esta, memoria.






Capitulo 3

Funciones a-spline en el dominio de la
frecuencia

La familia de funciones a-spline, introducidas por J. Ibanez en su tesis doctoral [87],
se compone de un conjunto de funciones, definidas en el dominio del tiempo, las cuales
se construyen por medio de funciones base a-spline. Las funciones base dependen de un
parametro real a que puede tomar cualquier valor en el intervalo (0, 1), y que ya fueron
citadas en la seccion 2.5.2. Se denotan por 5&”*”*‘”(75), y se definen como un proceso
de p + ¢ operaciones de convolucion entre p + 1 pulsos [Sy(t) y ¢ pulsos rectangulares
de duracién 0 < a < 1y altura 1/« y, por tanto, al igual que los pulsos fy(t), de area
unidad. Representan un cambio suave desde la base spline de orden p hasta la base spline
de orden p+ ¢ y, en consecuencia, son no nulas sobre un intervalo temporal, p 4+ 1 + aq,
que aumenta al incrementarse el nimero de pulsos que intervienen en su construccion.

En [2] se describe el proceso de construccion de las mismas y sus propiedades.

Los procesos de interpolacién son una de las aplicaciones més usuales de los spline y
la eleccion del orden spline utilizado depende del uso al que se destinen. En general los
diferentes 6rdenes spline confieren propiedades diferentes a los resultados obtenidos. Los
spline mas utilizados son el spline lineal y el spline ciibico que presentan caracteristicas
muy distintas, por tanto, de todas las posibilidades de transiciéon entre dos bases B-
spline, el autor se centra en las bases a-spline que cambian paulatinamente entre la
base spline lineal y base spline cubica, con el objetivo de realizar con ellas tareas de
interpolacion. La eleccion de la base a-spline, aproximandose a uno u otro orden entero,
dependera del problema concreto y tendrd como objetivo mejorar los resultados que
se obtendrian si se utilizasen el spline lineal o el spline ctbico. En la seccion 2.5.2 se
enumeran los buenos resultados obtenidos al aplicar esta técnica a diferentes problemas.

En la seccion 2.9 se ha hablado de las funciones spline definidas en frecuencia. A partir
de ellas y con la misma idea de transicion entre 6érdenes spline enteros, contemplada en el
dominio temporal y descrita en [2], en este trabajo se van a construir diferentes familias
de funciones mediante la convolucion en frecuencia de unos pulsos definidos en el mismo
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dominio. De igual manera se las llamara familia de funciones a-spline, definidas en el
dominio de la frecuencia, y representaran un cambio suave entre dos funciones spline en
frecuencia de 6rdenes enteros. Las funciones desarrolladas se aplicaran, posteriormente,
a la formulacion de filtros.

A lo largo de la memoria, se considerara que cuando se trabaje en el dominio del
tiempo continuo, las funciones f(¢) manejadas, reales o complejas, dependientes de la
variable real t, que representa el tiempo, pueden definir senales que pertenecen al espacio
de Hilbert de las funciones de energia finita Ly(R). En dicho espacio el producto interno
viene dado por

<ﬂmmm=[fﬂmﬂmm (3.1)

donde g*(t) es el complejo conjugado de g(t), mientras que la norma de la funcion f(t)
es

1F@z, = V@), F()) - (3:2)

Si f(t) € Ly(R) N Li(R), podemos determinar una representacion equivalente en el
dominio de la frecuencia, que se denota por F(), siendo € la pulsacion en rad/s aso-
ciada al tiempo continuo, por medio de la transformada de Fourier de tiempo continuo,

(TFTC). Se dice que estas dos representaciones equivalentes componen una pareja de

funciones en dominios transformados que escribimos como f(t) PN F(Q2) y que da-

da una de las dos formas, podemos determinar la otra por medio de una de las dos
expresiones siguientes:

F«n:sw@}sz@wﬂmw, (3.3)
FO =5 (F@) =5 [ P @ (3.4)

En estas expresiones los simbolos §H{F ()} v §{f(t)} representan, respectivamente
la transformada inversa de Fourier de la funcion en el dominio de la frecuencia F(Q)y
la transformada de Fourier de la funcion en el dominio del tiempo f(t).

Una de las operaciones con funciones que mas se utilizara a lo largo de la memoria
sera la operacion de convoluciéon, que puede definirse en el dominio del tiempo o en el
de la frecuencia. En el dominio temporal, el problema se enuncia como sigue.

Dadas las funciones en el dominio del tiempo continuo f(¢) y g(t) que llevan asociadas
las representaciones equivalentes en el dominio de la frecuencia, por medio de la TFTC,
F(Q) y G(2), entonces la convolucién en el tiempo continuo entre f(t) y g(t), que
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representamos como f(t) * g(t) se expresa como
ft)xg(t) = / f(r)g(t —r)dr =F{F(Q)G(Q)}, (3.5)

mientras que la convolucion en frecuencia entre F'(Q2) y G(£2), que representamos como
F(Q) x G(Q), viene dada por

F(O)+G(0) = o [ FEGQ - ds =5 {)g(0). (3.

En este capitulo se construiran diferentes familias de funciones a-spline en el dominio
de la frecuencia.

3.1. Funciones a-spline de tipo I en un entorno de
tiempo continuo

Asi como a las funciones a-spline en el tiempo se les asocia, por medio de la TFTC
(transformada de Fourier de tiempo continuo), unas funciones en frecuencia formadas
por productos de factores de la forma de funciones “sinc” normalizadas; entonces a
las funciones a-spline en frecuencia de tipo I se les podra asociar, a través de la TFTC
inversa, unas funciones en el dominio del tiempo que consistirdn en productos de factores
de la forma de funciones “sinc” normalizadas cada uno de ellos. Esto se pondra de
manifiesto en las secciones siguientes. La funcién “sinc” normalizada se define como
sinc(x) = sen(mx)/(7mx).

El proceso constructivo se hace por medio de dos tipos de pulsos rectangulares
de areas 2w, teniendo los primeros, pulsos A;;, una anchura espectral en el intervalo
(—Au/2,A,/2), siendo A, un parametro fijado a voluntad con dimensiones de rad/s,
mientras que los segundos, pulsos Ay, tienen una anchura espectral (—aA,/2, «A,/2),
siendo « un pardmetro real que varia en 0 < a < 1. Se va a generar una familia de
funciones a partir de un niimero determinado de operaciones de convolucién con los dos
tipos de pulsos descritos, de modo que las funciones resultantes son no nulas en unos
intervalos de frecuencia que aumentan con el nimero de pulsos de uno y otro tipo que
tiene que convolucionarse para su generacion. La familia construida tendra, en la varia-
ble frecuencia, idénticas propiedades que sus homologas en el tiempo. A esta familia de
funciones la denominaremos a-spline en el dominio de la frecuencia de tipo I.
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Figura 3.1 — Pulsos rectangulares para la generacién de funciones a-spline tipo I.

3.1.1. Definicién

Las diferentes funciones de la familia se van a caracterizar por el nimero de pulsos,
de cada tipo, que van a intervenir en su proceso de construcciéon. Si p y g representan,
respectivamente, el niumero de pulsos del tipo A;r y del tipo Ao que intervienen en
el proceso, entonces la funciéon a-spline, que se denota con el simbolo \I’[lp’q](Q), es el
resultado del proceso de convolucién descrito

(p —1)convoluciones (¢—1) convoluciones
" "

\If[lp’q} (Q) :ZO(Q) K e * cp(Q)\ % P (Q) * ....... % 0o (),

donde los dos tipos de pulsos estan representados por ¢(€) v ¢, (€2) y vienen definidos,
como se expuso en la introduccion de esta seccion, mediante las expresiones

2n 0 Ag
w(Q):{Aa’ 9 < %, (3.7)

0, en otras frecuencias,

2m 0 alg
@a(Q): {aAa7 | |< 2 (38)

0, en otras frecuencias.

De (3.6), la integral de convolucion entre ambos pulsos es

P+ 2@ =5 [ 9O val - €) . (3.9

En la figura 3.1 se representan ambos tipos de pulsos. Las funciones a-spline obte-



3.1. Funciones a-spline de tipo I en un entorno de tiempo continuo 49

nidas, \If[lp ’q}(Q), derivadas de la operacion de convolucién, son no nulas en el intervalo
frecuencial (—[p + aq]A./2, [p + aq]A./2), el cual es creciente con el niimero de opera-
ciones de convolucién que se realicen con los dos tipos de pulsos.

3.1.2. Funciones asociadas en el tiempo continuo

Se quiere expresar \Il[lp ’Q](Q) como una funcién polinémica, para lo cual conviene
determinar la funcion en el tiempo asociada mediante la TEFTC inversa. Sean fi(t),
fia(t) y FP9(¢), las TFTC inversas de los pulsos ¢(€) v ¢a(€) v de la funcién a-spline
de tipo I \I’[lp’q](ﬂ) respectivamente. Esta asociacidn se representa como sigue:

fi(t) <5 (),
Fia(t) <5 0a(9),
FPt) <5 o9,

de manera que dada una u otra representaciéon podemos determinar su pareja asociada
mediante las expresiones (3.3) o (3.4). Asi, para la primera de ellas (igual seria para la
segunda) tenemos

O =5 o@) =5 [ o) @™ an,

—00

o () =F (A1)} = / () eIt

Aplicando la TFTC inversa a la expresion (3.7), podemos escribir

Ag
1 . 1 Agt At
t)=— IO = —————— |eT72 — I || 1
f1(t) AaA/ e ) [e e ] (3.10)

2

Desarrollando las exponenciales complejas en (3.10), ésta adquiere la forma

ft) = % = sinc (%) . (3.11)

Procediendo de igual manera desde (3.8), se tiene

- alAgt - alAgt

1 1
fla(t)zg_l{SOa(Q)}:aA /GJQtdQ:m[‘f—] 2 =2, (3.12)
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que, de modo equivalente a (3.11), se transforma en

fra(t) = o (55%) _ Gine (O‘A“t> . (3.13)

(25) 2

De las propiedades de la convolucion (la convolucion de dos funciones en un dominio

se transforma en un producto en el dual), es decir fi(t) - fia(t) N ©(Q) * va (), se
infiere que la TFTC inversa F9(t) de la funcion a-spline de tipo I, U9(Q), se expresa
como

i) = 5 {er @)} = (OP 0]
1 e

p+q . . . —q°
QI AGT(—jt)pta [e—y—“%“t J—O‘%‘“}

(3.14)

— €

En términos de funciones sinusoidales y/o funciones “sinc”, la expresion (3.14) se
reescribe como

o= [ [ o (3] o (23]

que consiste, como puede verse, en un producto de funciones “sinc¢” normalizadas.

3.1.3. Forma polinémica en el dominio de la frecuencia

A continuacion vamos a expresar las funciones « - spline de tipo I en el dominio de la
frecuencia en forma de funciones polinémicas; para este objetivo conviene hacer uso de
la funcion gamma de Euler I'(x) y algunas de sus propiedades. Asi pues, consideremos
las funciones Wy(€2) y wy(t), de orden ¢, relacionadas por medio de la transformada
de Fourier, wy(t) PN Wy(S2), estando definida la funcion dependiente de la frecuencia
Wy (€2) por medio de la expresion

Qf si Q>0

)= = ’ ’

Wi (@) + 0, si Q<0.
Recordando la definicion de la funciéon gamma de Euler en su forma integral

oo

I'(z) = /tzletdt,

0
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y teniendo en cuenta que si x = ¢, donde ¢ € N, se verifica

o0

r@):/}“%%ﬁzﬁﬁ—nu

0

podemos introducir un parametro a y generalizar la funcién en la forma
o0
/#1“ﬁ (¢ —1)!/a".
0

Con este resultado podemos evaluar la funcién temporal wy(t):

w () = gl{wg(ﬂ)}:% / W, () €20

¢!

o (3.16)

Ll 1L
_ Q—/QzemtdQ = % _inl+1) =
0

™

A veces a la funcion gamma de Euler I'(x), donde z € R, se la llama funcion factorial
generalizada.

Desarrollando las potencias de los binomios que aparecen en (3.14) y teniendo en
cuenta (3.16) sin més que cambiar (¢ + 1) por (p + ¢), podemos sucesivamente escribir

[p.a] _ JNa,kila t
Fl (t) QQAg+q ]t (p+q Z Z Ckle

FPi(r) = Z 3 oot (1) (3.17)

p+q
A (p+q - D=5

donde los pardmetros Cy; ¥ 7a 1 que aparecen en (3.17) vienen dados por

O = (—1)+D ( g ) ( ? ) , (3.18)

Nkl = {(k‘ +al) — %(p + aq)} . (3.19)

Calculando la TFTC de (3.17), y haciendo uso de las propiedades de linealidad y de
desplazamiento en frecuencia, obtenemos
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v (@)
AEP#I]

Q
_ % 0 (17+012f1)Aa

Figura 3.2 — Funciéon a-spline en el dominio de la frecuencia (\If[lp ’q](Q)).

P q
2T

atAT(p+q—1)!

uPlQ) = F{FPY)} = CriWyig-1(Q — Do)

k=0 (=0
= Cri {Q = o Da T
anerq (p+q-— %; w { Mokl }
>y
= Chi {— - ’f]a,kl} : (3.20)
atlq( p+q_1'k0l0 +

En la figura 3.2 se muestra una funcién genérica de la familia a-spline donde se
ponen de manifiesto su forma, sus caracteristicas espectrales y su valor méximo que
dependen de los valores concretos de A,, p y ¢. El valor maximo de la convoluciéon se
obtiene cuando las funciones a convolucionar estan alineadas, y esto sucede en €2 = 0.
Dicho maximo se escribe

2T

APdo — — Alrd
o 0) alA,(p+q—1)!

1,max —

pt+q—1

ZZCM{ (p+ aq) — (k:+al)} . (3.21)

k=0 1=0 +

X
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3.2. Funciones a-spline de tipo I en un entorno de
tiempo discreto

Muchas senales de naturaleza analogica asi como todas las senales que proceden
directamente de un entorno discreto son tratadas mediante un procesado digital, por lo
que resulta conveniente definir herramientas dentro del propio contexto digital. Dentro
de éste, los conceptos de tiempo discreto y su frecuencia asociada (en contraposicion
al tiempo continuo y la frecuencia asociada) son claves para el desarrollo del procesado
digital. Recordando la idea de senales sinusoidales o exponenciales complejas en tiempo
discreto, z[n] = Acos(wn + 0) = 2e/@nt?) 4 4e=iWnt0) o0 < n < 0o, donde n es una
variable entera que representa el nimero de muestra, A es la amplitud, w es la pulsacién
medida en radianes por muestra y 6 es la fase expresada en radianes, y a partir de sus
propiedades de periodicidad, podemos deducir que todas las senales cuyas frecuencias
difieran en multiplos de 27 son idénticas. El espectro de todas las senales esta dentro de
cualquier intervalo w* < w < 27 + w*, o de modo equivalente, el rango de frecuencias
en tiempo discreto es de 27. Convencionalmente se suele elegir el rango 0 < w < 27
o el rango —m < w < 7, a los que se les denomina fundamentales. También es usual
hablar de la variable f expresada en ciclos por muestra y definida como w = 27 f; para
ésta, su rango fundamental es 0 < f < 1 o bien —1/2 < f < 1/2. En estos rangos
esta la principal diferencia del dominio discreto respecto al dominio continuo donde
sus variables homologas tienen rangos —oo < 2 < ooy —oo < F' = Q/(27) < oo si
entendemos, desde una 6ptica meramente matemaética, que las frecuencias negativas se
asocian a giros en sentido horario realizados por el fasor que representa la exponencial
compleja.

Teniendo en cuenta la idea del parrafo previo, se van a definir las funciones a-spline
en la frecuencia w asociada al tiempo discreto.

3.2.1. Definicién y desarrollo

El equivalente discreto del espacio Ly(R) se denota por k y es el espacio de Hilbert
de las secuencias, reales o complejas, de cuadrado sumable. La transformada de Fourier
en tiempo discreto (TFTD) de una de estas secuencias es, en general, una funcion
compleja de la variable real w que se ha descrito en la introduccion de la presente
seccion. Ademaés, es una funcion periodica de periodo 27, y se tomard como rango
fundamental, por simplicidad y por consistencia con la simetria en el caso del tiempo
continuo, el intervalo —m < w < 7. Se analizaran, por tanto, las funciones resultantes
en dicho periodo fundamental. Es conveniente, al igual que se hizo en el dominio del
tiempo continuo, explicitar las definiciones y representaciones que se usaran a lo largo del
trabajo siempre que nos movamos en un entorno de tiempo discreto. Dada una secuencia



54 Funciones a-spline en el dominio de la frecuencia.

x[k], podemos definir la transformada Z asociada, X (z), por medio de la relacion

keZ

La transformada de Fourier en tiempo discreto (TFTD), asociada a la secuencia, se
obtiene sin mas que hacer el cambio de variable z = €/“ en la expresiéon anterior; se
representa por X (e/*) y es

X(e) = wlkle 7", (3.22)
keZ

El par formado por la secuencia y su TE'TD se va a representar del mismo modo que
en el caso continuo, esto es, z[k] <> X (e/¥).

La inversa de la transformada de Fourier en tiempo discreto, viene dada por
1 " jw\ jwk
zlk] = o X ()’ dw. (3.23)
™ ™

Si una segunda secuencia h[k] tiene asociada la TFTD H(e?*), entonces la operacion
de convolucion entre dos secuencias z[k] y hlk], que se expresa como z[k] * h[k], es otra
secuencia y[k| que se determina mediante la expresion

ylk] = x[k] = b[k] = > a[lhlk — 1] = hll)z[k — 1. (3.24)

leZ leZ

La TFTD asociada a la convolucién de las secuencias es, simplemente, el producto
de las TFTD de cada una de las secuencias de partida, lo que se representa mediante el
esquema,

2[k] = h[k] <5 X () H (). (3.25)

Por otra parte, la convolucion en frecuencia entre las funciones X (e/*) y H(e/),
que se expresa como X (e/*) x H(e’*) es otra funcion G(e’*) que se define mediante la
relacion

. . ) 1 4 . . 1 4 . .
G(e’) = X(e°) « H(e'Y) = 2—/ X () H (7 “=9)dh = o X (@9 H(e%)do),
T J_x T J_x
de modo que la transformada de Fourier inversa en tiempo discreto resulta ser el producto
de las dos secuencias, lo que se representa como

z[n]hln] <25 X (/) « H(e™). (3.26)

Por comodidad, es usual escribir la relacion X (¢?*) = X (w). Cuando se encuentre
esta asociacion, hay que tener en mente que se esta analizando un periodo fundamental
de anchura 2.
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Asi pues, y como en el caso analogico, se van a considerar los siguientes dos tipos
de pulsos rectangulares, donde los subindices d nos van a indicar el &mbito discreto de
trabajo

2 Ay
= w < =_-a
Y4 (w) = Aa’ | | 27 3.27

4(w) {O, —A2d<\w\<7r, ( )

27 alyg
—=r (; < ==a
)Ca d’ | | 2 ’ :;.25;

7d ((' ) { 0’ a?d < |( y‘ < T R ( )

donde «, p y q representan los mismos parametros que se han usado en el caso analégico,
siendo A, un parametro con dimensiones de radianes por muestra; es decir, una pulsacion
w que nos indica la anchura espectral de las funciones a-spline en tiempo discreto,
resultante del proceso de (p+g—1) convoluciones en frecuencia que involucra p funciones
pulso ¢g(w) y ¢ funciones pulso ¢, 4(w) y que denotamos por \Il[le’q] (w), es decir,

(p—1) veces (g—1) veces
7\

A\

N

\If[le’q} (W) = grod (W) * ... % pg(w) *Zpa,d (W) *...%Qaq (w} (3.29)

El célculo de la DTFT inversa de (3.27), (3.28) y (3.29) puede hacerse de la misma
manera que en el caso analogico, resultando las siguientes secuencias de tiempo discreto;
para la primera

Jolr] = 5 {ulw)} = s [7F -] (3.30)

0, en términos de funciones sinusoidales y/o funciones “sinc”

faln] = % = sinc (A;:z) , (3.31)

y de modo similar para la segunda

1 LalAgn Lalgn
fadt] = F 7 {padw)} = Y [6—3 il e }
sen(alAgn)/2 . alAgn
Tabdmz sinc ( o ) . (3.32)

De las propiedades de la convolucion y teniendo en cuenta las expresiones (3.30) y
(3.32) obtenemos la TEFTD inversa de \I’[f;’q] (w),

Fl ) = 57 {98 w) } = (Jaln])? (Jaaln])*
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1

L Agn LAgn p
[6_3_5_ —-63_5_]

Fi[n] L )
oquZ I(—jn)p+a [Qﬁ.# _ ejaid"} q
[sen{A(dA;;lQ)/Q}]p [senng;;;)/g}]q. .

Desarrollando las potencias de los binomios que aparecen en (3.33) podemos reescri-
bir la funcion en la forma

p q
[pvq] _ 1 jna,klAdn
U S, 5

k=0 1=0

donde Cl; ¥ 1ok son los mismos que en (3.17).

3.2.2. Funciones a-spline de tipo I: Forma polinémica en el do-
minio de la frecuencia

Con el fin de obtener una expresion en forma polinémica de las funciones a-spline
de tipo I, en primer lugar se va a determinar la DTFT de (3.34) y para ello se ha de
considerar la funciéon de apoyo Y ,(w), dada por

wk, 0<w<m,

N
Y+,g(w)_w+_{ 0, —7m<w<0,

donde l e N, ({=p+q—1).

De las propiedades de diferenciacion en frecuencia sabemos que dada una secuencia
discreta y[n] cualquiera, a la que le corresponde una funcion Y (w) obtenida mediante la
TFTD, es decir y[n] PN Y (w), entonces se cumple

5 = F iyl

Aplicando recursivamente esta propiedad a nuestra funcion Y, ,(w) hasta los 6rdenes
'y €+ 1, se tienen los siguientes resultados

% — = g{(—jn)gyz[”]} ’
(+1 w
Tt () = § {(~m)* el

donde §(w) es la funcion delta de Dirac e y,[n] es la DTFT inversa de Y, ,(w).
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Tomando la DTFT inversa en la tltima expresion se obtiene
FHO6W) =F S { (=) yelnl} ) -

y como §Ho(w)} = 1/(27)
¢!

o = (=)l (3.35)
1
wlnl = o (3.36)

Si en la expresion anterior se hace £ + 1 = p + ¢, entonces el factor (—jn)P*? que
aparece en (3.34) se puede substituir por

1 _ 27Typ+q71[n]
(—gn)pre (p+q—1)V

(3.37)

v la secuencia temporal FI7%[n] dada por (3.34), se transforma en

Fn) = Z Z CrgelMekiBany o 1[n). (3.38)

p+q
alAg(p+q - k=0 =0

Calculando la DTFT de (3.38) y utilizando las propiedades de linealidad y despla-
zamiento en frecuencia, las funciones a-spline en tiempo discreto de tipo I, \Il[le’q] (w) =

5 {Fl[Z’q] [n]}, se pueden expresar como

‘I’[f:iq] (w) Z Z CraYs, prg-1(w — Na,uula)

P
atAg™(p+q— k=0 1=0
p+g—1
- p+q ZZCM{W naklAd}
atlAg(p+q—1)! k=0 1=0
ptg—1
_ Cud , 3.39
zz oagmaf, - om

para —7m < w < w. Estas funciones \Il[le’q] (w) son periddicas de periodo 27 y, como se
ha comentado con anterioridad, son distintas de cero en un intervalo espectral creciente
con el nimero de pulsos convolucionados y que viene dado por —[p + aq]A;/2 < w <

[P+ aqlAg/2.

La figura 3.2 también es representativa de las funciones dadas en (3.39) sin mas que
cambiar €2 por w y A, por Ay. El valor maximo de estas funciones, dependiente de los
valores de los parametros p, ¢, y «, se alcanza en w = 0 y se escribe, de modo equivalente
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% T T T

Ad: 017

—p=1(p=19q=19=0)
““““ p=15(p=1,q=13=05)
20 —————— | " "P=2(p=2,0=10=0) *
—p=25(p=2,q=1g=05)

ER I P p=325(p=3,q=1k=025)

Magnitud
T

=
=)
T

o v ::

‘7 S i i - .
-05 -04 -0.3 -02 -01 0 01 0.2 0.3 0.4 05
w (rad/muestra)

Figura 3.3 — Funciones a-spline de tipo I (\I'[lp’q] (w)).

a (3.21), como

2T
, , pt+q—1
1
y Zzgkl{§(p+aq) — (k+0zl)} . (3.40)
k=0 1=0 '

Por iltimo, en la figura 3.3 se muestran diferentes simulaciones de la respuesta en
frecuencia obtenida a partir de la ecuacion (3.33). Los diferentes perfiles de las funciones
a-spline de tipo I, en funcion de la frecuencia w, se han determinado para el valor
concreto Ay = 0.17 del ancho espectral, parametro que define la anchura de los pulsos
pq(w), diferentes valores del niumero de pulsos, p y ¢, de cada uno de los tipos que
intervienen en su construccion y distintos valores del pardmetro « que controla el ancho
del segundo tipo de pulsos ¢, 4(w). En la grafica aludida pueden observarse los cambios
de forma de las diferentes funciones a medida que pasamos de un orden entero p, con el
parametro o = 0, al siguiente (p+ 1), tomando ¢ = 1 y variando « en el intervalo (0, 1),
asi como el incremento del ancho espectral de las funciones a-spline de tipo I a medida
que crecen los valores de los parametros p, ¢ y a. Este tltimo aspecto se muestra con
mayor detalle en la figura 3.4.
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Figura 3.4 — Detalle de la anchura de las funciones a-spline de tipo I (\1;[11’ & (w)).

3.3. Funciones a-spline modificadas: Funciones a-spline
de tipo 11

La familia de funciones a-spline de tipo I se caracteriza porque el soporte compacto
donde estaban definidas dependia, ademas de los pardmetros constructivos de los pulsos
de partida (A, 0 Ay y «), del nimero de pulsos p y ¢ utilizados para su construccion.

La generacion de las funciones a-spline en el dominio de la frecuencia tenia como
principal finalidad la posibilidad de modelar bandas de transicién en la formulaciéon y
desarrollo de filtros. Pequenas diferencias en las formas de estas bandas de transicion
van a tener su influencia en las propiedades de los filtros resultantes. Con el proposito
de generar formas variadas de las bandas de transicion, se va a definir, con la misma
filosofia que para la familia de tipo I, una nueva familia de funciones, en el dominio
de la frecuencia, distinta a la de tipo I, a la que denominaremos a-spline modificada o
a-spline de tipo II, cuyos elementos van a estar caracterizados de modo que el rango de
valores donde las nuevas funciones a-spline son no nulas va a ser fijo y dependiente, ex-
clusivamente, del parametro A, o Ay utilizado en la definicion de los pulsos de partida,
con independencia del nimero de pulsos, de cada tipo, involucrados en su construccion.
El niimero de pulsos rectangulares utilizados tan solo afectaran a la forma de las compo-
nentes de la familia que vamos a explicitar a continuacién. Todo el proceso se desarrolla
de un modo similar al caso previamente desarrollado de las funciones a-spline de tipo I.
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Figura 3.5 — Funciones rectangulares para la generacion de funciones a-spline tipo II.

3.3.1. Funciones a-spline de tipo II en tiempo continuo: Defini-
cién

Estas funciones se generan mediante la convoluciéon en el dominio de la frecuencia
de dos tipos de pulsos rectangulares, definidos en la variable frecuencia angular, todos
ellos de area 27 , cuyas alturas y anchuras dependen de los mismos parametros definidos
para la familia de funciones previas, como son el niimero de elementos a convolucionar
y la anchura espectral total donde la funcion resultante es distinta de cero. Si €2 es la
variable frecuencia angular en el tiempo continuo, el primer tipo de pulsos, pulsos tipo
Ay, se escribe

21 (p+aq) Ql <
6 (Q) = Ay it 2(p+aq) (3.41)
0, en otras frecuencias,
y el segundo tipo de pulso, pulsos tipo Asy, se escribe
2m(p+aq) Q| < —28a
Pa () =9 Qe 9 < aivig (3.42)
0, en otras frecuencias,

donde p y g representan el nimero de pulsos de tipo Aiqp v de tipo Aspp respectivamente,
mientras que los parametros o , 0 < a < 1,y A, desempenan el mismo papel que
sus homologos definidos en la parte introductoria del presente capitulo. En la figura 3.5
estan representados los dos tipos de pulsos descritos.

Las funciones a-spline de tipo II en el dominio de la frecuencia, denotadas por
UP9(Q)), se definen como la convolucion en frecuencia de p > 0 pulsos de tipo Ay



3.3. Funciones «a-spline de tipo I1 61

y q > 1 pulsos de tipo Asp. La funciéon resultante en el dominio de la frecuencia se
expresa como

(p —1)convoluciones (g—1) convoluciones
" "

TPT(Q) =B(Q) % ook G (Q) % Do (Q) % oo x do (Q).

En oposicion a las funciones de la familia de tipo I, las funciones de esta segunda
familia, \II[QP & (€2), derivadas de las operaciones de convolucién, son no nulas en el intervalo
frecuencial (—A,/2,A,/2) que no depende del nimero de operaciones de convolucion
que se realicen con los dos tipos de pulsos.

3.3.2. Funciones asociadas en el tiempo continuo

Como paso previo para determinar la forma polinémica de las funciones a-spline de
tipo II, evaluamos las funciones en el tiempo mediante la TFTC inversa de un modo
totalmente idéntico al descrito en la subseccion 3.1.2. A las funciones que describen los
pulsos de tipo A, ¢(2), se les asocia, obtenidas mediante la transformada de Fourier
inversa, las funciones temporales f5(t), es decir, se forman las parejas fo(t) PN ()
de funciones transformadas.

De (3.4), aplicado a (3.41), podemos escribir

Q(PA‘F%CI)
p -+ oq it p —+ aq ___jAqt jAqt
fa(t) = / ePhd) = ——— = [e 2ptod) — e2ptad) | | (3.43)
A, J Ay (—jt)
2(P+aaq)

que desarrollando las exponenciales complejas en (3.43), adquiere la forma

Agt
sen (2(p+aq)>

: Ayt
HO ey ) (340

2(p+aq)

De igual forma, las funciones que describen los pulsos de tipo Asr, ¢o(€2), llevan

asociadas las funciones temporales fo, (), formando la pareja fo, () PN ?a(82), y cum-

pliéndose
alg
2(p+aq)
fult) = 57 {oul@) =221 [ g
al\,
—alg
2(p+aq)
p —+ oq _ jalAgt jalgt
m [e 2(ptaq)) — 62(P+aq)] , (345)
g\ —]
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que, de modo equivalente a (3.43), se transforma en

sen (52l At
foa (t) = % = sinc (Oéia)) : (3.46)
(2(p+aq) )

La construccion de las funciones a-spline de tipo II se lleva a cabo realizando (p—1)
operaciones de convolucion con p funciones ¢(£2), (¢ — 1) operaciones de convolucion con
q funciones ¢,(f2), y, posteriormente, las funciones obtenidas se vuelven a convolucio-
nar. Se hacen un total de (p + ¢ — 1) operaciones de convolucion, siendo el resultado
independiente del orden en que se realizan las operaciones. Si llamamos FQ[p’q} (t) a la
TFTC inversa de WP9(Q), simbolicamente FP"¥(t) «2 WP4(Q), de las propiedades de
la convolucién se infiere que

FPe) = 5 { b)) = 0P @)

_ _JAat jAat p
(p+agprs [T -]
. 3.47)
ptq . jaAqt jalgt 7 —4 (
ana (_]t)p+q [67 2J(;+§q) — ezﬁqu)]

En términos de funciones sinusoidales y/o funciones “sinc” la expresion (3.47) se
reescribe, finalmente, como

Agt p alAgt q
sen <2(p+ozq)) sen <2(p+a¢J)>
Agt algt
(2(p+aq) ) (2(p+aq) )
At b Ayt 1
[sinc (7)} [sinc (7(1 )] ) (3.48)
21 (p + aq) 27 (p + aq)

3.3.3. Forma polinémica de las funciones a-spline de tipo II en

B =

frecuencia

Con la misma filosofia utilizada con las funciones de la familia de tipo I, anterior-
mente definidas, conviene expresar las funciones a-spline de tipo II en el dominio de la
frecuencia en forma de funciones polindmicas; para lograrlo vamos a proceder de modo
totalmente equivalente a como se hizo en la subseccién 3.1.3 utilizando la definicion y
las propiedades de la funcion gamma de Euler I'(x). Con idéntica notacion, teniendo
en cuenta el resultado dado en (3.16) y desarrollando las potencias de los binomios que
aparecen en (3.47), podemos sucesivamente escribir
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7 (p_'_ aq)p-i-q p q ]
Fz[p Q}(t) _ YN ACTRYe Cye? Vo kiBat
alAg (—jt) k=0 1=0
21(p+ 2l RN 4
FP(t) = atAT (p+q—1)! Z Criel 718wy (t), (3.49)
k=0 1=0

donde los pardametros Cy; ¥ Yok que aparecen en (3.49) vienen dados por

Crt = (—1)*+D < i ) < (z] ) (3.50)

k+ al 1
k= ~ 2. 3.51
ool (p+aq 2) (3:51)

Calculando la transformada de Fourier de (3.49), y haciendo uso de las propiedades
de linealidad y de desplazamiento en frecuencia, se obtiene

p q
Cleerqfl(Q - fYa,klAa)
k=0 [=0

27 (p + ag)Pta

[p,q] _ [p,q] _
\112 (Q) - S{F2 <t>} - ang+Q(p+q _ 1)!

P

2m(p + agq)"t1 - +q-1
At AT (p+q — 1) 22 Ot = o}

k=0 1=0
21 (p + ag)Ptt < { }p+q_1
C ) (3.52)
- ,ZZ WA~ ek
an p+q 1 k=0 1=0 +

En la figura 3.6 se muestra una funciéon de la familia a-spline de tipo 1T donde se
ponen de manifiesto tanto su limitacion espectral, como su forma y valor méximo que
son dependientes de los valores p, ¢ y a.. El valor maximo se alcanza en {2 = 0 y toma
el valor

2 rte 2L 1 k+alP!
Abd m(p + aq) ' i {_ +a } | (353)
7 @Bq(p+q—1)! k=0 1=0

2 p+aq
3.4. Funciones «a-spline de tipo II en tiempo discreto

De idéntica manera a la expuesta en la seccion 3.2, pasamos a definir las funciones
a-spline de tipo II en la frecuencia w asociada al tiempo discreto.
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V2 El(9)

[p.a]
2,max

& 0 E
Figura 3.6 — Funcion a-spline en el dominio de la frecuencia (\Ifg’ ’q](Q)).

3.4.1. Definicién

Como en el caso analdgico, vamos a considerar aqui dos tipos de pulsos rectangulares,
donde los subindices d nos van a indicar el &mbito discreto de trabajo, definidos como

27 (p+aq) |w‘ < _Ad
¢a (W) :{ Aod A j(f’;ﬂ _ (3.54)
’ 2(p+aq) ’
27 (p+aq) ‘w‘ < ol
o (w)z{ W s 0 (3.55)
! 2(p+aq) ’

donde a, p y g son los mismos parametros que se han usado en el caso analogico, siendo
Ay un parametro con dimensiones de radianes por muestra, es decir, una pulsacién w que
nos indica la anchura espectral de las funciones a-spline en tiempo discreto, resultante
del proceso de (p + ¢ — 1) convoluciones en frecuencia que involucra p funciones pulso

¢4(w) y ¢ funciones pulso ¢, 4(w) y que se denota por \I’g;’q] (w); es decir,

(p—1) veces (g—1) veces

\Ilgzl’q] (W) = ¢g (w) * A * g (w) *Zba,d (w) * A * Pov.d (uﬁ (3.56)

Con la notacién empleada en la subseccion 3.2.1, el calculo de la DTFT inversa
de (3.54), (3.55) y (3.56) puede hacerse de la misma manera que en el caso analdgico,
resultando las siguientes secuencias de tiempo discreto; para la primera

de[n] — 31 {(bd(W)} _ % [672(jzﬁrd:q) — 62(ij+danq)] , (357)
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0, en términos de funciones sinusoidales y/o funciones “sinc”

_sen{(Aan)/2(p+aq)} _ [ A
Pl = — Aot ag) {271‘(;0 n aq)] ' (3.58)
De modo similar, para la segunda
fazaln] = F7 {Gaalw)} = % e dinty 2t ]
sen{(algn)/(2(p+aq))y _ . [ alan
algn/(2(p + aq)) B |:27T(p + aq)} ' (3.59)

De las propiedades de la convolucion y teniendo en cuenta las expresiones (3.57) y
(3.59) obtenemos la DTFT inversa de \Il[ff] (w), que resulta ser

Fim) = §7 { W)} = (faaln))? (faaln])*

(0 + ag?* [6—2&% _ ezﬁﬁda%]p
QAT [ odity]
[Sen{(Adn)/@(p + OMJ))}] P lsen{(aAdn)/@(p +aq))}]’ (3.60)
Agn/(2(p + aq)) algn/(2(p + aq)) '

Desarrollando las potencias de los binomios que aparecen en (3.60) podemos reescri-
bir la funcion en la forma

pap 1 (p+ag)ti wsidan
Fyg®ln] = QT AT )79 ZO;CMGW HS (3.61)

donde Cy; ¥ Yo,k son los mismos que en (3.49).

3.4.2. Forma polinémica de las funciones a-spline de tipo II

Con el fin de obtener una expresion en forma polinémica de las funciones a-spline
de tipo II, en primer lugar se va a determinar la TFTD de (3.61) y para ello se utiliza la
misma funcion de apoyo Y, s(w) que se tuvo en cuenta en la subseccion 3.2.2. Teniendo
en cuenta las propiedades y los resultados que en la misma se citan, entonces el factor
(—jn)PT9 que aparece en (3.61) se puede substituir por

1 _ 2T Ypsq—1[1]
(—gn)pte (p+q—1)V

(3.62)
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y la secuencia temporal F2[§’Q] [n] dada por (3.61), se transforma en

Ry = 2 00 i i R P ) (3.63)
2d M = : ke’ Ypt+q—1(T]- .
at A (p+q —1)! k=0 1=0 o

Calculando la TFTD de (3.63) y utilizando las propiedades de linealidad y despla-
zamiento en frecuencia, podemos expresar las funciones a-spline de tipo II en tiempo
discreto P9 (W) = § {Fl[Z’q] [n]} como

e (w) 27 (p + aq)”™* i i CuY- (W — YarAd)
2d = ' et e
atAY(p+q—1)! k=0 1=0
27(p + ag)Pte < p+q—1
S S A
A (p+q-1)! ==
2r(p+ o)™ v w e

. Crid — — 4 , 3.64

aiDg(p+q— 1] kZ:O; kl A, Ve, kl N ( )

que es una funciéon peridédica de periodo 27 y que por tanto restringiremos el estudio
al intervalo —m < w < 7. Estas funciones \If[;;@ (w) son distintas de cero en el intervalo

espectral —A;/2 < w < Ay/2, y donde se debe exigir que |w| < 7y |A4| < 7.

La figura 3.6 también es representativa de las funciones dadas en (3.64) sin mas que
cambiar € por w y A, por Ay. El valor maximo de estas funciones, dependiente de los
valores de los parametros p, ¢, y «, se alcanza en w = 0y, de modo equivalente a (3.53),
se escribe

2(p+ ag)Ptt & 1 k4o P!
APD (5 =0) = Crud = — . 3.65
2 ) quAdp+q—1'kz%zz; praq), (3.65)

En la figura 3.7 se muestran los diferentes perfiles de las funciones a-spline de tipo
IT en funcién de la pulsacién w para un valor concreto del ancho espectral, Ay = 0.17,
y diferentes valores de los pardmetros que definen las distintas funciones como son el
nimero de pulsos de cada uno de los tipos que intervienen en su construccion p y q, y
diferentes valores de o, elemento que controla el ancho del segundo tipo de pulsos. Estas
representaciones se han obtenido mediante simulaciones que calculan la respuesta en
frecuencia de F2[§’Q] [n] dada por la ecuacion (3.60). Se han usado los mismos valores de
los parametros que en la simulacion de las funciones a-spline de tipo I que aparecen en
la figura 3.3. En la misma se observa que las funciones van cambiando su forma con los
valores de los parametros de definicion p, ¢ y «; pero, con independencia de los valores
de los parametros anteriores, el ancho espectral de todas las funciones a-spline de tipo
IT se mantiene constante, e igual a A,. Esta propiedad puede apreciarse mejor en las
ampliaciones de las respuestas en frecuencia de las mismas, en las proximidades de los
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Figura 3.7 — Funciones a-spline de tipo II (\I'g”q] (w)).

puntos donde se anulan las funciones, que se muestran en la figura 3.8. Esta tltima
propiedad puede ser de utilidad en el control de la atenuacién de la banda eliminada en
el diseno de filtros.

3.5. Funciones a-spline modificadas: Funciones a-spline
de tipo III

En esta seccion se va a proponer una nueva familia de funciones a-spline, que preten-
de ser un compromiso intermedio entre las familias de funciones a-spline antes definidas.
Al igual que hicimos con las familias previas, definiremos esta tercera familia de fun-
ciones a-spline, a la que denotaremos como a-spline de tipo III, tanto en el tiempo
continuo como en el tiempo discreto. Estas funciones se van a caracterizar porque su
anchura espectral dependera tanto del parametro A, o Ay, como del pardmetro «, pero
serd independiente del nimero de pulsos que se convolucionen para su formacion.

Los desarrollos son totalmente andlogos a los de las secciones previas, por lo que
no entraremos en detalles de demostraciones, presentando solo las formas funcionales
finales de dichas funciones, tanto en el dominio del tiempo continuo como en el dominio
del tiempo discreto.
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Figura 3.8 — Detalle de las funciones a-spline de tipo II (\If[Qp’q} (w)).

3.5.1. Funciones a-spline de tipo III en tiempo continuo

Los dos tipos de pulsos, con idéntica notacién que en las subsecciones 3.1.1 o 3.3.1,
tienen la forma funcional

2mp 0 < Aq
0(92)=q %’ 9 < 35 . (3.66)
0, en otras frecuencias,
2mq O] < %Ba
0 () = { @2’ 0 < %5 : (3.67)
0, en otras frecuencias.

El soporte compacto asociado a las funciones a-spline de tipo III se extiente al
intervalo [—(1 + «@)A,/2, (1 + «)A,/2].

Por medio de la convolucion de p pulsos de la forma dada por (3.66) y ¢ pulsos de la
forma dada por (3.67) y siguiendo la metodologia desarrollada en las secciones 3.1 o0 3.3,
se obienen las funciones de la familia a-spline de tipo III en el dominio de la frecuencia,
UP9(Q). Su forma general es

2mpPqe P Q Pt
yPd) = — — 1, 3.68
5 (€) QA+ q—1) 22 Chi A, Kl L (3.68)

donde el parametro 9, j; viene dado por la expresion

k l 1+«
Doy = —+a—)—( ) 3.69
Kl (p p 5 (3.69)
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Figura 3.9 — Funciones a-spline de tipo III (\Ifgj’q} (w)).

Mediante la transformada de Fourier inversa de tiempo continuo se determinan sus

[p.q]

funciones asociadas en el dominio temporal F3 *(¢). Su forma general es

) (AN [adt\?
F?Ep,q}@) =3 1[\1!&”’(1](9)] = sinc (%) sinc ( o ) . (3.70)

3.5.2. Funciones a-spline de tipo III en tiempo discreto

Todo el proceso se repite como en las secciones 3.2 o 3.4, dando como resultado las
funciones a-spline de tipo III que adoptan la misma forma funcional que las obtenidas
en el dominio del tiempo continuo sin més que cambiar 2 por w y t por n. Sus formas
generales, en el dominio de la frecuencia y en el dominio del tiempo, respectivamente,

son
P p+q—1
i) - s s e
atBa(p+q - D= *
y
Jal q][ | =5 [\I,[p q]( )] = sinc % pSinC algn\? (3.72)
3d 3d 2mp 2rq ) -

En la figura 3.9 se muestran los diferentes perfiles de las funciones a-spline de tipo
ITT en funcién de la frecuencia w para unos valores concretos de los pardmetros que
aparecen en la definicion de los pulsos de partida, A; = 0.17 y a = 0.5, y diferentes
valores del niimero de pulsos de cada uno de los tipos que intervienen en su construccion
p v q. Estas representaciones se han obtenido mediante simulaciones que calculan la
respuesta en frecuencia de F:,Efl’q} [n] dada por la ecuacion (3.72). En la figura mencionada
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Figura 3.10 — Detalle de funciones a-spline de tipo III (\Ifgj’q} (w)).

se puede observar, al haber utilizado para todos los perfiles el mismo valor del parametro
a, que el ancho espectral de todas las funciones a-spline se mantiene constante, e igual
a (1+ a)Ay, con independencia del ntimero de pulsos p y ¢ utilizados, variando tan solo
su forma. Esta propiedad se visualiza con mayor detalle en la figura 3.10. Esta familia
de funciones puede ser de utilidad para conseguir una mayor flexibilidad en el ajuste de
la eleccion de la anchura teérica de la banda de transicion, debido a la manera de cémo
se define la anchura de la banda de transicién en la préctica.

3.6. Tiempo continuo - Tiempo discreto. Considera-
ciones y comentarios

La apariencia formal entre las formas funcionales de las ecuaciones (3.20) y (3.39),
entre (3.52) y (3.64), o entre (3.68) y (3.71) no debe hacernos perder la perspectiva de
las diferencias fundamentales que estan implicitas en ellas y que estan relacionadas con
el muestreo periddico de senales analogicas y la velocidad de dicho muestreo. En este
sentido si llamamos T al tiempo transcurrido entre dos muestras de la senal analogica
tomadas sucesivamente, y a su inversa F* = 1/T frecuencia (o velocidad) de muestreo,
entonces debe existir una relacion entre las variables ¢ en tiempo continuo y n en tiempo
discreto de la forma ¢t = nT = n/F*, y por tanto existird una correspondencia entre las
variables frecuencia Q (F') de las senales analogicas y sus equivalentes w (f) en tiempo
discreto que pueden escribirse como w = QT (f = F/F*). Este proceso de muestreo
nos conduce a una relacion entre dos rangos frecuenciales notablemente diferentes; asi
al rango finito en el dominio discreto, —m < w < 7 (—1/2 < f < 1/2), se le debe asociar
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un rango infinito en el dominio continuo, —oo < 2 < 0o (—o0 < F' = Q/(271) < 00),
y por tanto al valor maximo frecuencial en tiempo discreto wmax = ™ (fmax = 1/2) se
le debe asociar un valor méaximo de frecuencia de la senal analégica dado por O =
/T = mF*(Fnax = F*/2). Esto conduce a ambigiiedades en las frecuencias y nos fija un
limite en la frecuencia maxima, (Fi.x = F*/2), que puede determinarse univocamente
a partir de un muestreo realizado a una velocidad fijada de antemano. Todo esto esta
intimamente ligado con el concepto de senales de banda limitada y con el teorema del
muestreo [125], [30], [126]. En lo que sigue se supondra que siempre que aparezcan sefiales
analogicas, éstas verifican todas las limitaciones que impone el teorema del muestreo.

3.7. Familias de funciones «-spline: Recopilacion

Se muestran en esta seccion, con el fin de hacerlas més visibles, las formas funcionales,
en tiempo y frecuencia, de las distintas familias definidas, tanto en el Ambito del tiempo
continuo como en el del tiempo discreto.

La familia a-spline de tipo I en tiempo continuo viene dada por funciones que se
pueden expresar en los dominios del tiempo o de la frecuencia a través de la transformada
de Fourier de tiempo continuo, esto es FI"(t) «5 UP9(Q). Su forma general en el
dominio de la frecuencia adopta la forma

ptq—1
[p,q] _
Q) = alA,(p+q—1)! Z ZC“ { na,kz}+ ’ (3.73)

k=0 =0

mientras que en el dominio temporal se escribe

e (5] e (5]
- [ s 679

FP (1)

Con similares consideraciones en el dominio discreto, por medio de la transformada de
Fourier de tiempo discreto, F5%n] «2 w9 (), 1a forma general de la representacion
en frecuencia de las funciones a-spline de tipo I resulta ser

.l p+q—1
\I,pq E E C { — Na } y 3.75

k=0 1=0
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mientras que la representaciéon temporal es

A P A 1
FPim) = [sinc (2—d:)] {sine ((12;71)]

G il

donde los pardmetros Cy; ¥ 1o,k vienen dados por

o (1)(1)

Tkl = {(kﬁ +ol) - %(p + OzQ)] -

La familia a-spline de tipo II en tiempo continuo viene dada por funciones que se
pueden expresar en los dominios del tiempo o de la frecuencia a través de la transformada
de Fourier de tiempo continuo, es decir FP*%(t) +2» WP9(Q). Su forma general en el

dominio de la frecuencia adopta la forma

27(p+ aq)" 0 rre
o) = Cri § 7= = Yookt ; (3.77)
2 alA,(p+q—1)! P A, )

y su forma temporal es

o = o ()] e (2]

sen {(Aqt)/(2(p + aq))}” [sen {(Aut)/(2(p + aq))}]?
[ (Aat)/(2(p + o)) } { (A /2(p + aq)) } - (3.78)

En el dominio discreto, F5%n] «2» wP9(,), 1a forma general de la representacion
en frecuencia de las funciones a-spline de tipo II resulta ser

21 (p + aq)P™ L w pra-l
gl () = 2rpag)™ SN A~ e , (3.79)
: = +

y la forma temporal es

Fyiln] = { <ﬁ)} [ <%)}

[sen {Agn/(2(p + aq))}] P [sen {aAgn/(2(p + aq))}
Agn/(2(p + aq)) algn/(2(p + agq))

]q, (3.80)
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donde el parametro 7, j; viene dado por la expresiéon

_(k+al 1)
Yokl = rtag 2 .

La familia a-spline de tipo III en tiempo continuo viene dada por funciones que se

pueden expresar en los dominios del tiempo o de la frecuencia a través de la transformada
de Fourier de tiempo continuo, esto es FIP4() +2» WP9(Q). Su forma general en el
dominio de la frecuencia adopta la forma

2mpPql P 0 pa—1
yPdQ) = oy, 3.81
3 (Q) QAL (p+q—1) 2 OCkl Kkl , ( )

y su forma temporal es

FPig) = sinc( ) s1nc( )

R IE=

En el dominio discreto, F[p Palip] 5y \I/?[ff] (w), la forma general de la representacion
en frecuencia de las funciones a-spline de tipo III resulta ser

, 2mpPql L w pta—1
\I]i[’ilq} (w) = ( )‘ Z Z Ch A_d — ’190{7“ , (383)
’ = +

y su forma temporal es

Agn\? Agn\1?
Fs[gq] [n] = sinc (Q—Cm) sinc (o; dn)
p q

sen {Agn/(2p)}]7 [sen {aAgn/(2¢)}]°
el vl RECET

donde el parametro 9, j; viene dado por la expresion

(k: l) (1+a)
Vo == +a=) — :
P q 2







Capitulo 4

Formulacion de filtros mediante
funciones a-spline

En el capitulo 3 se han presentado varias familias de funciones a-spline, a las que
hemos denominado de tipo I, IT y III, y se han caracterizado en el dominio del tiempo
continuo o discreto y en el dominio de la frecuencia. Ambas pueden ser utilizadas para
el modelado de la banda de transicion de filtros analogicos y digitales, como se vera en
este capitulo.

4.1. Consideraciones generales

Con caracter general, el planteamiento de disefio se inicia dando la respuesta en
frecuencia del filtro que queremos obtener. Cinéndonos al entorno de tiempo discreto,
sea Hy(e’™) = Hy(w) la funcién representativa de la respuesta en frecuencia deseada.
Teniendo en cuenta que dichas funciones son periddicas, de periodo 27, entonces se
puede escribir como una serie de Fourier en la forma

Hy(e?¥) = Zhd[n]e_j“", (4.1)

neZ

donde los valores hy[n] son los coeficientes de la respuesta al impulso del sistema, que
vienen dados por

1 7r ) )
hq[n] = 2—/ Hy(e?*)e’"dw, —oo<n < 0. (4.2)
™ —T

En gran parte de las aplicaciones practicas, la respuesta en frecuencia que se pretende
obtener es constante en distintos intervalos de frecuencia con transiciones bruscas entre
cada intervalo, lo que provoca que la respuesta al impulso sea de longitud infinita y no
causal.
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Asi, si por ejemplo se desea obtener un filtro ideal paso-bajo con frecuencia de corte
we, su respuesta al impulso es hgy[n] = sen(w.n)/(mn). Los valores de esta secuencia
tienden a cero a medida que n — oo, pero este decaimiento lo hace como 1/n, por lo que
dicha secuencia, hy[n], no es absolutamente sumable. En consecuencia, la suma infinita
(4.1) no converge uniformemente para todo valor de w y el sistema es inestable. Para
obtener una respuesta al impulso de longitud finita (la secuencia es ahora de longitud
finita y por tanto absolutamente sumable), y poder implementar el sistema, hay que
truncar la respuesta al impulso de longitud infinita en algiin valor concreto.

El truncamiento de la respuesta al impulso de longitud infinita, derivada de las
especificaciones de una respuesta en frecuencia con discontinuidades, presenta la carac-
teristica indeseable de un comportamiento oscilatorio de la respuesta en frecuencia en
las proximidades de los puntos de discontinuidad, conocido como fenémeno de Gibbs.
La razon de esta oscilacion hay que encontrarla en que la serie que se utiliza para re-
presentar la funcién estd compuesta por funciones continuas y parece obvio que no se
puede aproximar bien una discontinuidad sumando funciones continuas.

Matematicamente esto quiere decir que la secuencia infinita no pertenece al espacio
l1, es decir, por mucho que aumentemos el namero de términos de la serie (suma parcial
de Fourier) que representa la funcion

M

Su(e™) = )" hg[n)e 7",

n=—M

el error |Hy(e’*) — Sy(e7*)] no se aproxima a cero cuando M — oo para la frecuencia
w = we, a pesar de que las oscilaciones convergen en posicion hacia dicho punto. En
ocasiones es de utilidad disponer de representaciones basadas en la transformada de
Fourier de secuencias que no son absolutamente sumables ni de cuadrado sumable,
para lo cual hay que recurrir a la teoria de funciones generalizada [127]. Usando esta
teoria, se puede extender de forma rigurosa el concepto de representacion mediante la
transformada de Fourier a la clase de secuencias que se pueden expresar como suma de
componentes discretas de frecuencia [128|.

Para ilustrar este comportamiento oscilatorio se va a intentar reproducir, mediante
un numero finito de términos de la serie de Fourier, la funciéon f(¢) peridédica dada por

2t/6, 0<t<0.6,

ﬂw:{%l—ﬂ,&6§t<L (4:3)

la cual es discontinua en ¢ = 0.6. La representacion de la aproximaciéon se muestra en
la figura 4.1, y como se desprende de la contemplacién de la misma el problema en
la discontinuidad permanece a pesar de aumentar el nimero de términos de la apro-
ximacion. La partes cercanas a la discontinuidad se aproximan mejor a medida que N
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aumenta, pero la fuerte oscilacion en torno a la discontinuidad se hace més angosta pero
se mantiene invariable.

Para ser méas precisos, basandose en un teorema debido a Bocher [129] que dice: Sea
f(x) una funcion real de variable real, con periodo 2w de modo que tanto ella, f(z), como
su derivada, f'(x), son continuas excepto para un nimero finito de discontinuidades de
tipo salto. Sea Sn(x) la suma parcial de Fourier de orden N. Entonces, se verifica que
en un punto de discontinuidad v = a, las grdficas de las funciones Sn(z) convergen al
segmento vertical de longitud

L= ;Intsinc(w)lf(cur) — fla-)l,

centrado en el punto
(a,0.5(f(a+) — f(a-))),

donde
“ sen(t)

Intsinc(x) :/ ——=dt.
0 t

La misma demostracion de este teorema puede encontrarse en [130] y [131].

La razon entre la longitud del segmento L (al que tienden las graficas de las sumas
parciales) y la longitud del salto de la discontinuidad, es decir, |f(ay) — f(a_)|, es a lo
que se denomina constante de Gibbs y su valor viene dado por

2
CG = —Intsinc (7).
™
La funciéon Intsinc(z) no tiene solucion analitica, por lo que para su evaluacion ha-
cemos uso de la funcion “sinint” implementada en MATLAB. Su valor es sinint(7) =
1.8519, por lo que

2
CG = —Intsinc(m) = 0.1790;
T

esto quiere decir que hay una oscilacion de aproximadamente el 9% a uno y otro lado
de la discontinuidad, del valor del salto, que en nuestro caso es la unidad.

Existen varias maneras de atenuar los valores de las oscilaciones, una de ellos es
ponderar la respuesta impulsiva de longitud infinita con una ventana apropiada cuya
respuesta impulsiva tienda suavemente a cero.

Una manera alternativa de reducir las oscilaciones debidas al fenémeno de Gibbs
fue abordada de manera temprana en [132]. En este caso el procedimiento consiste en
cambiar ligeramente las especificaciones de partida, consistentes en cambios abruptos
entre las distintas bandas de la respuesta en frecuencia, por medio de una pequena banda,
de transicién que una las diferentes bandas contempladas en la respuesta en frecuencia
de una manera continua. Los B-spline (o splines de 6rdenes naturales), consistentes en
funciones polinémicas a trozos, son buenos candidatos para realizar dicha transicion y
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Visualizacién del fenémeno de Gibbs

09 T T T T T T
f(t)=2t/6.% ((t >=0)&(t < 0.6)) + 2(1 —t). % ((t >= 0.6)&(t <=1))

—_
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Figura 4.1 — Aproximacién mediante serie de Fourier de una funciéon con discontinuidad.

han sido propuestos en [5] y [120] para lograr el objetivo anteriormente descrito. Para
ilustrar el planteamiento del proceso nos centramos en un filtro paso-bajo, en el que
unimos la banda de paso y la banda de rechazo del modo més sencillo, que consiste
en la utilizaciéon de una linea recta. En nuestro entorno, dicha linea recta puede verse
como un funcién B-spline de orden 1, y puede interpretrarse como la convolucién de
la respuesta en frecuencia ideal del filtro paso-bajo de frecuencia de corte w. con un
rectangulo de anchura espectral Aw << w.. En la figura 4.2 se representa la respuesta
en frecuencia modificada de un filtro paso-bajo H,,4(e’), donde se ha definido una
anchura de la banda de transicion Aw = ws; — w, en torno a la frecuencia de corte
abrupto w, = (ws + w,)/2.

Un modo sencillo y elegante de obtener la respuesta al impulso es, siguiendo a [133],
por medio de la transformada de Fourier inversa de la derivada de H,,4(w) respecto de
la frecuencia w. Efectivamente, la relacion entre la respuesta en frecuencia y la respuesta
al impulso viene dada por

Hypa(w) = Bpa[n)e 7" (4.4)

nez

y, por tanto, su derivada se escribe como

G(w) = ngii(w) = Z Pmaln] ded;w" = Z —jnhmaln]e " = Zg[n]e’j“”, (4.5)

nez nez nez
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Figura 4.2 — Respuesta en frecuencia modificada H,,q(w).

donde g[n] es la respuesta al impulso de la funcion derivada G(e’*) = G(w), y de acuerdo
con la relacion (4.5) se relaciona con los coeficientes de la respuesta al impulso mediante
la relacion hy,q[n] = jg[n]/n . El célculo de los coeficientes g[n] se hace facilmente, para
cualquier valor de n # 0, por medio de la transformada de Fourier inversa de tiempo
discreto

g[n] ! /ﬂ G(w)e’"dw. (4.6)

:% B

A la vista de la figura 4.3 podemos poner

1 —wp q ' ws 1
= — Jwn Jjwn
gln| o [/_ws " dw + /wp —e dw]

— 1 <6jwn|*wp_ejwn ws>
2w inAw T wp
1
= — sn)], 4.7
Trhwn [cos(wpn) — cos(wsn)] (4.7)
y tomando en consideracion la relacion trigonométrica cosa —cosb = —2sen[(a+b)/2] -

sen[(a — b)/2] la expresion anterior se transforma en

1
gln] = rhon [cos(wpn) — cos(wsn)]
2 Wp + Wy Ws — Wp
= sen [ ———n | sen [ ——Fn
jmAwn 2 2
2

= A 2 4.
jﬁAwnsen(wcn)sen( wn/2), (4.8)
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Ws =Wy

Figura 4.3 — Derivada de la respuesta en frecuencia modificada d(H,,q(w))/dw.

y, por tanto,
gl _ 2
hmaln] = = 7TACLmQsen(wcn)sen(Awn/Z)
_osen(wen) sen(Awn/2)  w. . (weny Awn
B ™ Awn/2 T smc( T )smc 2r ) (4.9)

Si n = 0, entonces es mas facil utilizar la respuesta en frecuencia modificada, asi

Bonal0] = % /_ " Hya(w)doo, (4.10)

representa el area bajo la curva dividido por el factor 27. De la contemplacion de la
forma de la figura 4.2, y teniendo en cuenta la expresion de la superficie de un trapecio,

se deduce que

1 2w, +2 )
R (4.11)

fima [O] - 2T 2 T

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, la respuesta al impulso del filtro

modificado es A
hmaln] = “esinc <wLn> sinc (%n) , (4.12)

™ ™ ™

que puede interpretarse también como la respuesta impulsiva de un filtro paso-bajo
ideal con frecuencia de corte w,. ponderada por una funciéon en el tiempo dada por

sinc(Awn)/(27).
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4.2. Modelado de bandas de transicion

Con la misma metodologia de la seccién previa, en este apartado se van a utilizar
las funciones a-spline, definidas en el capitulo 3, para el diseno de filtros digitales que
contengan una banda de transiciéon entre la banda de paso y la banda eliminada. La
forma y la anchura de dicha banda de transicion dependerd de la funcién concreta,
perteneciente a alguna de las tres familias a-spline propuestas, usada para tal fin.

La formulacién se inicia especificando la respuesta en frecuencia ideal deseada que,
para el caso de un filtro paso-bajo, es periddica con un periodo 27, y viene dada por

1 lw] < w
H = ’ “ 4.13
() {o, we < |w| <, (4.13)
donde w, es la frecuencia de corte. Su respuesta al impulso h4[n] resulta
] = S _ ey (S (4.14)
™m T T

4.2.1. Modelado mediante funciones a-spline de tipo II

Para modificar la respuesta en frecuencia dada en (4.13), con el fin de lograr una
transiciéon suave entre las bandas, se van a convolucionar en el dominio de la frecuencia
las funciones a-spline, con la respuesta deseada o ideal del filtro objetivo Hy(w). El
desarrollo es idéntico para cualquiera de los tres tipos de funciones a-spline definidos.

Para ilustrar el procedimiento se hace uso de las funciones a-spline de tipo 11, \Ifgzl’q} (w)
dadas por (3.64), las cuales se caracterizaban por tener una anchura espectral fija Ay,
que era uno de los parametros de definicion de los pulsos de partida. Para los otros
dos tipos, con un desarrollo similar, solo se dara el resultado final. El motivo de hacer
el desarrollo para las funciones a-spline de tipo II se debe a que las formulaciones de
los filtros obtenidos serén las utilizadas para el diseno de los filtros FIR en el capitulo
siguiente.

La operacion de convolucion, mostrada esqueméticamente en la figura 4.4, se expresa

como
1 s
Hyan(w) = Ha(w) » U3 (w) = - / Hy(§) V33" (w — €)de
1 s
= o [ Hilw—ug©ds,  (415)
donde
1, lw —¢] < we,

Hy(w =€) = {

0, we<lw=¢| <.
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Hq (8) ol (o — &)

—we 0— 8 +ws We wa Bttw, £

Figura 4.4 — Proceso de convolucion. Respuestas en frecuencia de un filtro paso-bajo ideal
y de una funcién a-spline.

Debido a que el integrando de (4.15) esta compuesto por funciones polindmicas cuyos
términos son de la forma (§/As—7a.1)? 797, el proceso de convolucion se realiza de forma
inmediata si se divide el rango frecuencial w en diferentes subintervalos que conducen
a intersecciones no nulas entre las funciones a convolucionar, y que seran diferentes en
cada zona contemplada.

Teniendo en cuenta que

ptg—1 p+q
A
/ (Aid - %,kz) d§ = » +dq (Aid — %,kl) ; (4.16)

los resultados que se obtienen, en cada uno de los diferentes subintervalos que se espe-

cifican a continuacién, son

1. Para —7 <w < — (w, + Ay/2), no hay interseccién y la solucion es

Hyin(w) = Hy(w — €)UH7(€) = 0.

2. Para —(w.+A4/2) < w < (—w.+A4/2), la interseccion no nula se produce para el
rango de valores —A;/2 < £ < (w+w,) de la variable de integracion, y la solucién

es
P q p+q
W+ We
Hmd2(w) =B E E Ckl{ A —’Ya,kl} )
d

k=0 1=0 +

donde
(p + aq)P*

(p+q)la?
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3. Para (—w.+ Ay/2) < w < (w. — Ay/2), la interseccion no nula se produce para el
rango de valores —A;/2 < £ < Ay/2 de la variable de integracion, y la solucion es

k+0zl p+q
H,, =B Ciidl— =1.
) =B Wit

k=0 1=0

4. Para (w. — Au/2) < w < (we + Ay/2), la interseccion no nula se produce para el
rango de valores (w — w,.) < £ < Ay/2 de la variable de integracion, y la solucion

ot
Hppao(w —1—BZZC’M{W e %kl} q-

k=0 1=0

€S

5. Para (w. + A4/2) < w < 7, nuevamente se tiene intersecciéon nula y la soluciéon es
o w) = Halw — ) W5;(€) = 0.

La solucion (respuesta en frecuencia del filtro) se puede expresar en la forma de una
tnica funcion polinémica que engloba las cinco zonas contempladas y que escribimos

|w| pt+q
Hypao(w —1_BZZCM{ —’Ya,kl} .

k=0 1=0 +

como

Sustituyendo los parametros que aparecen en la expresion anterior por sus valores,
resulta

B (p + aq)Pt1 & \w\ k+al 1))
Hpip(w) =1 — S — TR ZZCM ~3ae 2 ;o (47)

k=0 1=0 +

que representa la respuesta en frecuencia del filtro digital modificado mediante las fun-
ciones a-spline de tipo IT (FDII) y quees validaV—71 <w <7 ,0<a<1,p>0y
q=>1.

La respuesta en frecuencia del filtro, de acuerdo con (4.17), cumple que:

1. Si0< |w| < (we— Azd) : Hpp(w) =1.

2. Si (we+Ag/2) < |lw|<7m: Hpa(w)=0.
3. Si (wc — Ad/2) < |w\ < (wc+Ad/2) : Hmd2<W) € (O, 1)

Resumiendo, la forma de la respuesta en frecuencia del filtro modificado por las fun-
ciones a-spline de tipo II y dada por (4.17) se debe al caracter simétrico y de soporte
compacto en frecuencia que presentan dichas funciones \II[QP &l (w). La respuesta en frecuen-
cia, definida mediante el proceso de convolucion dado por (4.15), para cada frecuencia w,
viene dada por el area bajo la intersecciéon de las funciones que convolucionan. De este
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modo, mientras la frecuencia w pertenezca al intervalo —w. + Ay/2 < w < w. — Ay/2,
el proceso de convolucién nos da el mismo resultado y de valor unidad, en cambio, para
los valores de w en el intervalo —w, — Ay/2 < w < —w, + Ay/2, el area va aumentando
de manera continua desde cero en el extremo inferior de dicho intervalo hasta la unidad
en el extremo superior, pasando por el valor 0.5 para la frecuencia w = —w, definiendo,
por tanto, una funcién monoétona creciente en dicha region, mientras que en el intervalo
we — Ag/2 < w < we. + Ay/2, el area va disminuyendo paulatinamente y de manera
continua, desde un valor unitario en w = w, —A/2 hasta un valor nulo en w = w,+ A /2,
pasando por el valor 0.5 en la frecuencia de corte w = w,, resultando una funciéon mono-
tona decreciente en dicho intervalo. Para el conjunto de frecuencias dentro del intervalo
—m < w < 7 y no contempladas en los intervalos anteriores no hay interseccién, y en
consecuencia, el area y el valor del proceso de convolucion es nulo.

4.2.2. Respuesta al impulso del filtro digital

La respuesta al impulso, h,,42[n], del filtro se determina mediante la DTFT inversa
de (4.17), es decir,

hmaz[n] = § { Hpnaz (W)},

pero
Hopao(w) = Hy(w) x W29 (),

donde
Hy(w) = §{haln]} v W5 (w) = F{FL 0]},

y de las propiedades de la operacion de convolucion, se obtiene
honialn] = §{ Hmaa ()} = §{Ha(w)} - §{¢55" (@)} = haln] - Fy" ).
Teniendo en cuenta (3.60) y (4.14), podemos escribir

_ @e o (weny [sinf(Aan)/(2(p+ aq))} " [sin{(alan)/(2(p + aq))} |
Pl = ~sine (< >[ A/ (2(p + oq) ] [ D] (2p + ag) ] ’

o de modo equivalente

Las ecuaciones (4.18) y (4.17) representan, respectivamente, la respuesta al impulso
y la respuesta en frecuencia del filtro.

La expresion (4.18) puede ser interpretada de dos formas diferentes. En la primera de
ellas se puede afirmar que las funciones a-spline de tipo II se han utilizado para modelar
una banda de transicion entre la banda de paso y la banda de rechazo, mientras que una
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Figura 4.5 — Respuestas en frecuencia del filtro paso-bajo Hg2(w).

interpretacion alternativa sugiere que nuestras funciones sean contempladas como unas
funciones de enventanado w(n] en el sentido de poder expresar la respuesta al impulso
en la forma h,g2(n| = hg[n] - wyae[n], donde

En la figura 4.5 se muestran las respuestas en frecuencia obtenidas de (4.18) utili-
zando los valores w. = 0.47 para la frecuencia de corte y Ay = 0.37 para la anchura
de la banda de transicion. Se han representado cuatro respuestas para unos valores
concretos de los 6rdenes spline p = ¢ = 1, tomando cuatro valores distintos del para-
metro « = 0.15, 0.25, 0.55 y 0.95. El nimero de muestras escogidas en (4.18) ha sido
suficientemente elevado para lograr la simulacion ideal.

En la figura 4.6 se observan en detalle las bandas de transicion completas de los filtros
visualizados en la figura 4.5. En la misma estan marcados los tres puntos comunes a las
cuatro bandas de transicion, que se producen a las frecuencias w.—Ay/2, we y we+Ag/2.

4.2.3. Modelado mediante funciones a-spline de tipo I

Utilizando las funciones a-spline de tipo I, \Il[le’q] (w) dadas por (3.39), las cuales se

caracterizan por presentar un soporte compacto de anchura (p + aq)A, variable con el
nimero de pulsos p y ¢ que intervienen en su construccion, para realizar el proceso de
convolucion con la respuesta en frecuencia ideal, con el fin de modelar las bandas de
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Figura 4.6 — Bandas de transicion del filtro ideal modificado.

transicion, se obtienen las funciones representativas de las nuevas respuestas en frecuen-
cia. Procediendo de un modo similar al utilizado en la seccién previa, y denotando por
H,a1(w) a la respuesta en frecuencia modificada por medio de las funciones a-spline de
tipo I (FDI), se puede escribir

Hoan() = Hilw) « W) = oo [* Hi©uw - o)
1 ™
S ORGSR ED

cuya resolucion conduce a la expresion cerrada dada por

Hypar(w) =1 — m i i Ch {MT_dw - {(k: +al) -2 zo‘q] }p+q, (4.21)

k=0 1=0 +

que es valida para todo w tal que —7 < w < 7 y verifica que Hyg1(w) = 181 0 <
lw|< we — (p + aq)Ay/2, siendo nula en el intervalo w. + (p + aq)Ay/2 < |w|< 7. El
resto de frecuencias no contempladas en los intervalos anteriores forman la banda de
transicion que une de un modo continuo, con mayor o menor suavidad, las bandas de
paso y eliminada.
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Figura 4.7 — Respuestas en frecuencia del filtro paso-bajo H,q1(w).

De igual modo, la respuesta al impulso h,,q41[n] es

honat [1] = %sine (“ﬁ—") [sinc (%)r {sinc (O‘;‘f")] N (4.22)

y utilizando la descripcion hyg1[n] = hgn] - wpai[n], se tendria que
. Amn\1P T . alAn\ 1!
Wit [n] = |sinc | — sinc :
2 2T

En la figura 4.7 se muestran las respuestas en frecuencia de tres filtros modificados

mediante funciones a-spline de tipo I. Todos ellos tienen la misma frecuencia de corte
w. = 0.47 y el mismo parametro que define la anchura de los pulsos de partida Ay = 0.27.
El niimero de pulsos de ambos tipos también estan fijados y tienen unos valores p = 1,
q = 3. Los filtros solo difieren en el valor del pardmetro «, que ha tomado los valores
a; =02, ay =0.5y ag = 0.9. En la figura 4.8 se presentan las bandas de transiciéon de
los filtros anteriores. Las bandas de transicién estan centradas en la frecuencia de corte
del filtro y sus anchuras vienen dadas por (p + aq)A, y, por tanto, aumentan con el
valor de «, si el resto de los pardmetros se mantienen fijos, como sucede en el supuesto
planteado.
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Figura 4.8 — Bandas de transicion del filtro paso-bajo H,,q1 (w).

4.2.4. Modelado mediante funciones a-spline de tipo III

Sea H,,43(w) la respuesta en frecuencia modificada por medio de las funciones a-
spline de tipo III (FDIII), que se caracterizan por presentar un soporte compacto de
anchura (1 + a)A, que varia con el valor del parametro «, pero es independiente del
nimero de pulsos p y ¢ utilizados para su construcciéon. Entonces

Hypas(w) = Hy(w) x WP9(w) = / Hy(¢ (w—&)de
— o [ Hiw-guldow a2

y mediante el mismo proceso descrito para las funciones de tipo I1, se llega a la expresion
cerrada dada por

Hpaz(w) =1 = (p+q o ZZCM { lwl = (% +aé) + (IZO‘)}M, (4.24)

k=0 1=0 +

que es valida para todo w tal que —7 < w < 7 y verifica que Hyg3(w) = 151 0 < |w|<
— (1 + a)A4/2 mientras que Hg3(w) =0 si w, + (1 + a)Ay/2 < |w|< 7. El resto de
frecuencias no contempladas en los intervalos anteriores forman la banda de transicion
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que une de un modo continuo, con mayor o menor suavidad, las bandas de paso y de
rechazo.
De igual modo, la respuesta al impulso h,,43[n] es

p q
hmas[n] = %sine (%) [sinc (%)] [sinc (2?‘?)} ) (4.25)

y utilizando la descripcion hy,g3[n] = hgn] - wiaz[n], se tendria que

o (32 o (3]

En la figura 4.9 se muestran las respuestas en frecuencia de dos filtros modificados

mediante funciones a-spline de tipo III. Ambos tienen la misma frecuencia de corte w, =
0.457 y el mismo parametro que define la anchura de los pulsos de partida Ay = 0.157.
El nimero de pulsos de cada tipo también esté fijado y tienen unos valores p = 2, ¢ = 2.
Los filtros solo difieren en el valor del parametro «, que ha tomado los valores a; = 0.1
y as = 0.9.

En la figura 4.10 se presentan las bandas de transicion de los filtros anteriores. Las
bandas de transicion estan centradas en la frecuencia de corte del filtro y sus anchuras,
que son independientes del nimero de pulsos que intervienen en la formacion de las
funciones a-spline de tipo III, vienen dadas por (1 + a)A, y, por tanto, aumentan con
el valor de a, si el resto de los pardmetros se mantienen fijos, como se observa en el caso
descrito.

4.3. Modelado de bandas de transiciéon para filtros
analogicos paso-bajo

En esta seccion se va a tratar el caso de la formulacion de filtros analogicos. Se inicia
el diseno especificando la respuesta en frecuencia ideal deseada

1, 19| < Q.
H;(Q) = ’ ’ 4.2

en la cual se tiene un salto abrupto a la frecuencia de corte €2, del filtro entre las bandas
de paso y eliminada.

4.3.1. Modelado de la banda de transicién mediante funciones
a-spline de tipo II

Con el fin de suavizar la brusca caida entre las bandas de paso y eliminada, se va a
modelar la banda de transicion mediante una operacion de convolucion, en el dominio de
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la frecuencia, entre la respuesta ideal dada en (4.26) y las diferentes familias de funciones
a-spline definidas en frecuencia en el capitulo 3. Al igual que se hizo en el dominio del
tiempo discreto, se hara el desarrollo para las funciones a-spline de tipo II dadas por
(3.52), y tan solo daremos la respuesta en frecuencia y la respuesta al impulso de los
filtros obtenidos usando las funciones a-spline de tipos I y III.

La operacion de convolucion en frecuencia (3.6), mostrada esquematicamente en la
figura 4.11, entre (4.26) y (3.52) se expresa como

Hpa(@) = Hi(@) + W09(©Q) = = [ Hi()wh9(@ - )de

27 J_o

1 o
- 5 | me-owdee @

donde
1, |2 —¢&| < Q,

HI(Q_QI{ 0, Q<|Q—¢ <

Como las funciones del integrando de (4.27) son polinomios cuyos términos adoptan
la forma (£/A, — Yax)?T? !, la convolucion se lleva a cabo dividiendo el intervalo com-
pleto de la variable €) en diferentes subintervalos, cada uno de ellos caracterizado por el
grado de solapamiento entre las funciones que convolucionan. Con este criterio podemos
distinguir, en la integral de convolucién, varios subintervalos, dentro de los cuales los
resultados de la convolucién, teniendo en cuenta la relacién dada en (4.16), son

1. Para Q < — (©2. + A,/2), no hay interseccion y la solucion es

Hma?(Q) = HI(Q - g)mé)’q(é) = 0.

2. Para —(Q. 4+ A,/2) <Q < —(Q.+ A,/2), la intersecciéon no nula se produce para
el rango de valores —A,/2 < & < (2 + Q) de la variable de integracién, y la

p q Q + Qc p+q
Hma2(Q) =B Z Z Chi { A - ’Ya,kl} )

k=0 1=0 +

solucidén es

donde
(p + aq)Pt?

(p+q)lat

3. Para —(Q. — A,/2) < Q < (Q.—A,/2), la interseccion no nula se produce para el
rango de valores —A,/2 < £ < A,/2 de la variable de integracion, y la solucion es

p q +
E+al )P
Hma2<Q):B E E Ckl{l_p+aq} :1

k=0 1=0 +
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Hi(©) v -¢)

-0 0 —%+0, % Q 210, ¢

Figura 4.11 — Proceso de convoluciéon. Respuestas en frecuencia de un filtro paso-bajo
ideal y de una funcién a-spline.

4. Para (2. — A,/2) < Q < (2. + A,/2), la interseccion no nula se produce para el
rango de valores (2 — €2.) < £ < A,/2 de la variable de integracion, y la solucion

p+q
Hipna2 (2 —1_BZZCkl{Q fh ’Yakl} :

k=0 1=0

es

5. Para > (Q. 4+ A,/2), nuevamente tenemos interseccion nula y la soluciéon es
Hma2(Q) = HI(Q - é)mgq(g) =0.

El conjunto de todas las funciones obtenidas en los diferentes intervalos se puede
resumir en la siguiente expresion cerrada

|Q| pt+q
H a2 (2 —1_BZZCM{ —’Ya,kl} ;

k=0 (=0 +

y sustituyendo los valores de las constantes auxiliares por sus valores originales, resulta

P+ gt =y 0 k+al  1\)"
Hipa2(2) =1 - <(p+q'aq ZZCM | | “\ptag 2 , (4.28)

k=0 1=0 +

que representa la respuesta en frecuencia del filtro analégico obtenido utilizando las
funciones a-spline de tipo IT (FAII), y que es validaV —00 < 2 < 00,0 < a < 1,
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p >0y q > 1. La respuesta en frecuencia del filtro, de acuerdo con (4.28), presenta las
siguientes caracteristicas

1. Si0< |9 < (Q.—4) , tenemos que

Hipnao(2) = 1.

2. Si (2 + A,/2) < |Q| < 00, tenemos que

Hma2<Q) - 0

3. 51 (e —AL/2) < |Q] < (2 + A,/2), tenemos que

Hpa2(2) € (0,1).

4.3.2. Respuesta al impulso del filtro analégico

La respuesta al impulso del filtro ideal,
hr(t) =§ "{H(Q)}

se determina aplicando (3.4) a (4.26), obteniéndose:

hy(t) = SR e (Qt) . (4.29)

7t T T

De las propiedades de la convolucién, la respuesta al impulso del filtro modificado,
hma2(t), a partir de las expresiones (4.29) y (3.48), viene dada por:

9

™

_ Qe (9t [sin{(Aat)/(2(p + 0q))} " [sin{(aAdt)/(2(p + a9))}]*
rma2(t) = ( i ) [ Aut/(20p + aq) ] [ ot/ (2p + aq) ]

o de modo equivalente

Las ecuaciones (4.30) y (4.28) representan, respectivamente, la respuesta al impulso
y la respuesta en frecuencia del filtro modificado.
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4.3.3. Modelado de la banda de transicién mediante funciones
a-spline de tipo I

Si se realiza la convolucion en frecuencia entre la caracteristica ideal del filtro y
la familia de funciones a-spline en frecuencia de tipo I dada por (3.38), se obtiene la
respuesta en frecuencia modificada con una banda de transicién cuya forma es cambiante
con los valores de los parametros que la definen, p, ¢ y . Llamando H,;,41(2) ¥ Aar (t)
a las respuestas en frecuencia y al impulso del filtro modificado respectivamente, y
siguiendo el mismo argumento que para el caso de la familia a-spline en frecuencia de
tipo II, se obtiene

() = 1= s Z Z Cia { 1 = [(k +al)— L zo‘q} }p+q, (4.31)

k=0 1=0 +

que representa la respuesta en frecuencia del filtro analdgico obtenido utilizando las
funciones a-spline de tipo I (FAI), v que es vilida V—00 < Q < o0, 0 < a < 1,
p > 0y g > 1. Dicha respuesta en frecuencia se caracteriza por ser la unidad en
el intervalo frecuencial 0 < |Q]< Q. — (p + aq)A,/2 y por ser nula en el intervalo
Q.+ (p+ ag)Ay/2 < |Q]< oco. El intervalo de frecuencias no contemplado en los casos
previos forma la banda de transicion.

La respuesta al impulso resulta ser
(& Qct Aat P Aat a
Pona1 (t) = “esine =< ) [sine [ 22 sine | & : (4.32)
s s 27 2

4.3.4. Modelado de la banda de transicién mediante funciones

a-spline de tipo III

Denotando H,,43(€2) v hmaes(t) a las respuestas en frecuencia y al impulso del fil-
tro modificado por medio de la familia de funciones a-spline en frecuencia de tipo III
respectivamente, se obtienen los resultados que se muestran a continuacion. Asi,

S S S e (Bl s ()

k=0 1=0

Hma3<Q) == 1 —

representa la respuesta en frecuencia del filtro analdgico obtenido utilizando las funciones
a-spline de tipo ITT (FAIIT), y que es validaV—o00 < Q2 < 0, 0<a<1,p>0yq> 1.
Dicha respuesta en frecuencia se caracteriza por ser la unidad en el intervalo frecuencial
0<[92|< Q.—(14+a)A,/2 y por ser nula en el intervalo Q.+ (14 «a)A,/2 < |Q]< oo. El
intervalo de frecuencias no contemplado en los casos previos forma la banda de transicion.
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Finalmente, la respuesta al impulso viene dada por la expresion
QC Qct Aat P Aat a
hmas(t) = —sinc [ — | [sinc | — sine | 2 : (4.34)
s s 2mp 2mq

4.4. Consideraciones finales sobre la formulacién analo-

gica

Dada la forma funcional de las ecuaciones (4.28), (4.31) y (4.33), parece bastante
evidente la dificultad que entrana la implementaciéon de dichos filtros con elementos
analdgicos basicos, por lo que posteriormente no aplicaremos dicha formulacion al disefio
de filtros. Tan solo se debe indicar que, como se comentd anteriormente, con todas las
restricciones que impone el teorema del muestreo, podemos pasar de esta formulaciéon a
la del dominio del tiempo discreto haciendo los cambios de variable t = nT , w = QT y
Ay = AT, para finalmente, y sin pérdida de generalidad, tomar el periodo de muestreo
T = 1. Haciendo esta sustitucion en las ecuaciones analogicas (4.30), (4.32) y (4.34), que
representan las respuestas al impulso, se obtendrian idénticas ecuaciones a las obtenidas
directamente mediante el procedimiento desarrollado totalmente en el ambito digital,
(4.18), (4.22) y (4.25), representativas de las respuestas al impulso en el dominio discreto
(método de la invarianza al impulso).

4.5. Resumen de las respuestas de los filtros digitales

Se presentan en esta seccion, teniendo en cuenta los resultados expuestos en la seccion
4.2, a modo de recopilacion, las respuestas en frecuencia y al impulso de los filtros
digitales obtenidos mediante el procedimiento descrito en la memoria.

Para el modelo basado en las funciones a-spline de tipo I, las respuestas en fre-
cuencia y al impulso, que vienen dadas por las ecuaciones (4.21) y (4.22), se escriben a
continuacion

Hmdl (w) =1-

(p+q o ZZC’“{M [(k—l—ozl) - pgaq] }Ijq’

k=0 1=0

P q
= ) o () ()
e T T

- mtofmlseh i

I_I:}



96 Formulacion de filtros mediante funciones a-spline.

Utilizando las funciones a-spline de tipo II, las respuestas en frecuencia y al impulso,
contempladas en las ecuaciones (4.17) y (4.18), son

(p+aq Pt I & |w| k+al 1\)"™
H,, =1- _Z ’

k=0 1=0 +

i = 222 o 225 ]

_ sen(wen) lsen {Aqn/(2(p + OMJ))}] g lsen {aAqn/(2(p + QQ))}] !
™ Aan/(2(p + aq)) alqn/(2(p + aq))

Finalmente, reescribimos las respuestas en frecuencia y al impulso utilizando el mo-

delado con las funciones a-spline de tipo I11, dadas por las ecuaciones (4.24) y (4.25),

Pe ] AT SETARGE
H,paz(w )—1—mzzc’“{Td_(§+a§>+( 2 >} ’

k=0 1=0 +

We . Wen . A\ T . alAgn\ 1!
hmas[n] = —sinc (T) sinc o sinc o

- e el e

En el apéndice A se ofrece una representacion conjunta de todas las familias de

funciones a-spline y de los filtros formulados con ellas, por medio de un conjunto de dos
parametros constructivos.

4.6. Filtros FIR maximamente planos

Una caracteristica de interés que pueden presentar los filtros es la de ser maximamen-
te planos. Esta propiedad esta relacionada con la derivada de su respuesta en frecuencia
con respecto a la variable w, en el caso que nos ocupa dada por funciones del tipo
H,i(w). Sea H! ,(w) dicha derivada, entonces si para un valor concreto de la variable
w = w* la funcién derivada H! ,(w = w*) tiene B ceros, entonces se dice que el filtro, en
w = w*, es maximamente plano de grado B. Los valores mas usuales para definir esta
caracteristica de los filtros son w =0y w = 7.

Los prototipos de filtros paso-bajo definidos mediante las respuestas en frecuencia
(4.17), (4.21) o (4.24) son maximamente planos a lo largo de toda la banda de paso y
de toda la banda eliminada, al igual que en los puntos de unioén de dichas bandas con
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los extremos de la banda de transicion. Ademaés las primeras p + ¢ — 1 derivadas son
a su vez funciones maximamente planas; por lo tanto los filtros reales resultantes (tras
el truncamiento) pueden exhibir buenas propiedades respecto a la citada caracteristica.
En el apéndice B se ponen de manifiesto las propiedades de las respuestas en frecuencia
de los filtros formulados con bandas de transiciéon modeladas con las funciones a-spline
de la familia de tipo II. De igual modo se demostrarian las mismas propiedades de los
filtros con las otras dos familias de funciones a-spline.






Capitulo 5

Técnicas de diseno de filtros FIR

5.1. Terminologia

Para el diseno de un filtro digital se deben especificar las caracteristicas del mismo
a través de ciertas tolerancias permitidas en las diferentes bandas espectrales predefi-
nidas por medio de la respuesta en frecuencia, dando lugar a lo que se conoce como
especificaciones, plantilla de especificaciones o mascara espectral del filtro.

5.1.1. Parametros de diseno

Sin pérdida de generalidad, nos centraremos en el diseno de filtros paso-bajo. Del
mismo modo, como las funciones de diseno conducen a respuestas al impulso simétricas,
que proporcionan caracteristicas de fase lineal, se estudiaran tinicamente las descripcio-
nes del médulo de la respuesta en frecuencia. Teniendo en cuenta que los coeficientes
de los filtros presentados en las formulaciones del capitulo previo son reales, solo sera
necesario especificar la respuesta en frecuencia en el intervalo 0 < w < 7. En dicha
region, también hay que delimitar una banda de transicion que una de modo suave las
dos bandas de las que se componen las respuestas en frecuencia de los filtros paso-bajo.
La banda de paso abarcara la regiéon 0 < w < w,, la banda eliminada se extendera en la
region wy; < w < m, mientras que la banda de transiciéon ocupara la region w, < w < w;.
La caracterizacion de todos estos elementos estd bastante normalizada, pudiendo en-
contrarse en cualquier publicacion especializada sobre el tema; siguiendo en particular
a [133] se definen los siguientes parametros:

01 o desviacion de la banda de paso : diferencia entre el maximo valor del modulo
de la respuesta en frecuencia y la unidad,

02 0 desviacion de la banda eliminada : valor méaximo del modulo de la respuesta
en frecuencia en la banda eliminada,

As = —20log;, 02 : Atenuacion minima de la banda eliminada en dB,
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Figura 5.1 — Especificaciones de disenio de un filtro paso-bajo.

A, = —20log;y(1 — d1) : Maxima desviacion de la banda de paso en dB,

wp o limite de la banda de paso : Pulsaciéon méxima que le corresponde un valor
del modulo de la respuesta en frecuencia de (1 — dy),

ws o limite inferior de la banda eliminada : Pulsacién minima que le corresponde
un valor del modulo de la respuesta en frecuencia de 9o,

Aw = ws — w, : Anchura de la banda de transicion en radianes,
Af = Aw/(2m) : Anchura de la banda de transicion en Hz.

Las representaciones graficas de los modulos de las respuestas en frecuencia se suelen
hacer en funciéon de la variable w o de la variable f utilizando diferentes rangos de
variacion de las mismas, por ejemplo, 0 < w < 700 < f < 1/2. En la figura 5.1 se
indican los parametros previamente definidos que especifican las tolerancias permitidas.
En las figuras 5.2 y 5.3 se pueden ver detalles de la banda de paso y de la banda eliminada
respectivamente.

5.1.2. Meétodos de diseno de filtros

A lo largo del tiempo se han elaborado diferentes técnicas o procedimientos que
generan filtros digitales que cumplen con determinadas especificaciones definidas de an-
temano. En general se disenan filtros paso-bajo, también denominados filtros prototipo,
y a partir de ellos, mediante diversas trasformaciones, se puede obtener cualquier otro ti-
po de filtros. Para el diseno de los filtros prototipo se pueden utilizar técnicas que pueden
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Figura 5.3 — Detalle especificaciones en la banda eliminada.
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ser muy simples o pueden requerir procesos elaborados. Algunas de las técnicas estan ba-
sadas en la teoria de la aproximacion de funciones, con el objetivo de obtener respuestas
en frecuencia implementables que sean una buena aproximacion al filtro deseado. Otras
técnicas se abstraen de la aproximacion implicita y se basan directamente en determi-
nados criterios de optimizacion o restricciones que tienen como objetivo proporcionar
algunos ahorros, ya sean de coste computacional o de necesidades de almacenamiento. En
general, siguiendo a [134], las técnicas de optimizacion tienen como propésito la determi-
nacion de unos parametros de diseno, representados por un vector x = {xy, zo, -+ , T},
que se consideran los valores més adecuados para caracterizar el diseno en algtn sentido
previamente definido. El proceso se describe por medio de una funcién objetivo depen-
diente de la variable que representa los parametros buscados, fobj(x), la cual debe ser
maximizada o minimizada de acuerdo a un conjunto de restricciones, definidas mediante
un grupo de igualdades, por ejemplo R;(z) =0, (i =1,2,---,m*), o de desigualdades,
por ejemplo R;(z) <0, (i =m*+1,m*+2,--- ,m), o de limitaciones en los valores que
pueden tomar los parametros de diseno o variables de optimizacion. Las diversas téc-
nicas difieren, fundamentalmente, en que la busqueda del valor 6ptimo se realiza sobre
un conjunto mas o menos exhaustivo dentro del espacio total de soluciones. De acuer-
do con esta descripcion, cuando se habla de filtros 6ptimos, se debe entender que son
los mejores posibles en algin sentido predefinido valorado por un parametro o métrica
que cuantifique alguna prestacion o prestaciones del filtro. A continuacién se enumeran
algunas de las técnicas empleadas en el diseno de filtros.

1. Método de diseno por medio de funciones ventana. El diseno es simple y
robusto, sin embargo no es 6ptimo en ningin sentido cuando la ventana es diferente
a la ventana rectangular, la cual da lugar a filtros 6ptimos en el sentido del minimo
error integral cuadratico.

2. Método del muestreo en frecuencia. La respuesta en frecuencia es exacta
en las muestras consideradas, pero en cambio es dificil de controlar el valor del
modulo de la respuesta en frecuencia entre muestras consecutivas.

3. Método minimax. Consiste en que para unos valores fijos de N y Af asociados
al filtro se debe hacer minimo el valor maximo de las desviaciones en la banda de
paso 01 y en la banda eliminada d,. Esto se deriva del teorema de la alternancia
[135]. Basado en este teorema, se ha resuelto el problema de diseno de filtros de
fase lineal de rizado constante usando la técnica del algoritmo de la alternancia de
Remez. El algoritmo resultante [136] y [137] permite configurar valores de rizado
diferentes en cada una de las bandas del filtro. Ademaés, las soluciones dadas por el
algoritmo son tales que el error cometido, en cada una de las bandas espectrales,
esté distribuido uniformemente.

4. Método del minimo error cuadratico medio. Consiste en hacer minima la
integral, sobre una determinada banda de frecuencias, del cuadrado de la diferencia
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entre las respuestas en frecuencia ideal y real. Esto da lugar a los filtros ¢éptimos
en el sentido de minimos cuadrados. ElI cumplimiento de las especificaciones no
esta garantizado a priori, y a menudo se requieren intentos de prueba y error para
lograr el 6ptimo. El ejemplo més simple es el de los filtros FIR basados en la
funcién ventana rectangular, que es 6ptimo en este sentido cuando se contempla
sobre todo el conjunto de frecuencias (banda de paso, banda de transicién y banda
eliminada) [123].

5. Método de respuesta maximamente plana. Se especifica en términos del
niumero de ceros de la funcién derivada de la respuesta en frecuencia del filtro,
con respecto a w, a determinadas frecuencias, en particular en w = 0. Dan lugar a
filtros con respuestas en frecuencia muy planas en la banda de paso alrededor de
la frecuencia w = 0 [138], los cuales pueden ser de interés en ciertas aplicaciones
muy exigentes con las tolerancias permitidas en la banda de paso, por ejemplo,
algunas aplicaciones de audio profesional o aplicaciones médicas de diagnostico
[124] y [139].

Las técnicas para el diseno de filtros contemplados en esta memoria, que emergen
de respuestas al impulso de filtros formulados con bandas de transicion generadas con
funciones a-spline, se pueden interpretar como procedimientos de enventanado sujetos a
determinadas restricciones. A continuacion se da una vision de conjunto del método de
enventanado, asi como una breve introduccion de las funciones ventana mas comunmente
utilizadas.

5.2. Generalidades del diseno de filtros mediante ven-
tanas

Gracias a su simplicidad, el método de enventanado es uno de los procedimientos mas
comunes utilizados en el diseno de filtros FIR. Las propiedades de los filtros FIR dise-
nados dependen directamente de las caracteristicas de las funciones ventana utilizadas.
El esquema general se puede abordar, siguiendo por ejemplo a [128], bajo la perspecti-
va del diseno de un filtro paso-bajo ideal, cuya respuesta en frecuencia viene dada por
(4.13). La respuesta al impulso (4.14) tiene la forma de una funcion “sinc”, de duracion
infinita, no causal e inestable, y por tanto imposible de implementar en la préactica. Para
resolver esta situacion, la forma més directa que tenemos de actuar consiste en truncar
la serie infinita con la que se representa su respuesta en frecuencia y elegir un nimero
finito de términos de la respuesta al impulso, digamos N muestras tomadas de la forma
—M < n < M. Este proceso de simple truncamiento es equivalente a multiplicar la
respuesta al impulso infinita por una ventana de longitud N y de amplitud constante
e igual a la unidad en todas sus muestras. Como la respuesta al impulso y la funcion
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ventana rectangular son simétricas respecto a n = 0, tienen respuestas en frecuencia
de fase cero y vienen representadas por funciones reales y pares de w. De este modo la
respuesta al impulso del filtro truncado también presentara las mismas caracteristicas.

En efecto, si hy[n] representa la respuesta al impulso del filtro paso-bajo ideal y wg[n]
representa la ventana rectangular de longitud 2M + 1, tal que —M < n < M, entonces
la respuesta al impulso del filtro enventanado h[n| viene dado por

hin] = hy[n] - wg[n].

La respuesta en frecuencia del filtro resultante H (w) se obtiene mediante la convolu-
cion, en el dominio de la frecuencia, de las respuestas en frecuencia del filtro paso-bajo
ideal Hy(w) y de la ventana rectangular Wx(w), es decir,

H(w) = Hy(w) * Wa(w) = % /_ " Ha(0)Wa(w — 0)d6.

La respuesta en frecuencia de una ventana rectangular simétrica respecto an =0y
de longitud N = 2M + 1, viene dada por

_ sen(w(M +1/2))
Walw) = — @)

y presenta un lobulo principal y una serie de lobulos secundarios, que condicionan to-
talmente la respuesta en frecuencia del filtro resultante. En la figura 5.4 se puede ver la
respuesta en frecuencia del filtro ideal, la respuesta en frecuencia de la ventana rectangu-
lar, que se muestra centrada en cuatro pulsaciones distintas a medida que se desarrolla la
operacion de convolucion, y la respuesta en frecuencia del filtro truncado, para M = 7.
Como se observa en la citada figura, la respuesta en frecuencia resultante presenta on-
dulaciones en ambas bandas de frecuencia y una region de transiciéon no abrupta que
conecta las mismas, llamada banda o regién de transicion. Centrandose en la zona de
frecuencias correspondientes a la banda de transicion, algunas consideraciones de interés
que pueden extraerse del analisis de la grafica son:

1. La maxima contribucién a la integral de convolucion de la respuesta en frecuencia
de la ventana, que se corresponde con la pulsaciéon w; para la que se obtiene el
valor pico 14 4; en la banda de paso, se produce cuando la funcion Wr(w —0) esta
localizada de forma que su primer l6bulo lateral negativo, a la derecha del 16bulo
principal, comienza justamente en la frecuencia de corte w.. El l6bulo principal y
los 16bulos laterales a su izquierda son las zonas que contribuyen a la integral de
convolucion.

2. Sucesivos despazamientos a partir de la posicion anterior, hacen que la contribuciéon
de Wgr(w—0) a la integral de convoluciéon vaya disminuyendo, de modo que cuando
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Figura 5.4 — Convolucién entre las respuestas en frecuencia de una ventana rectangular
y del filtro ideal. Respuesta en frecuencia del filtro truncado.

esté centrada en la frecuencia de corte del filtro w,, la mitad del 16bulo principal y
los 16bulos laterales a su izquierda son las zonas que contribuyen a la integral de
convolucion.

3. Cuando Wg(w — 0) esta centrada en una pulsacion a la izquierda de la frecuencia
de corte w,, digamos en w,.— A, la zona que contribuye a la integral de convolucién
esta formada por los l6bulos laterales a la izquierda del 16bulo principal, la mitad
izquierda del l6bulo principal, méas una pequena parte de la mitad derecha del
l6bulo principal, y si estd centrada en una pulsacion a la derecha de w,, desplazada
el mismo valor A, es decir, centrada en w. + A, entonces la zona que contribuye
a la integral de convolucion estd formada por los l6bulos laterales a la izquierda
del l6bulo principal y la mitad izquierda del l6bulo principal menos una parte
del mismo que tiene un area idéntica a la parte derecha del l6bulo principal que
contribuia en el supuesto anterior.

4. Se produce la minima contribucion a la integral de convolucion de la respuesta en
frecuencia de la ventana, que se corresponde con la pulsacion wy (el maximo de
la funcion Wr(w — 6) que aparece méas a la izquierda en la mencionada gréfica se
corresponde con —wsy, siendo la situacion simétrica en —w,) para la que se obtiene
el valor pico negativo —dJ, en la banda eliminada, cuando la funcion Wx(w — 6)
estd localizada de forma que su primer l6bulo lateral negativo, a la izquierda del
l6bulo principal, comienza justamente en la frecuencia de corte w..
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5. De los puntos anteriores se infiere que a iguales variaciones de la pulsacién por
encima y por debajo de la pulsaciéon de corte w,, les corresponde iguales variaciones
en la respuesta en frecuencia. Esto quiere decir que si efectuamos un cambio del
origen de referencia, desde el punto (0,0) al punto (w., H(w.)), entonces la zona de
la respuesta en frecuencia representativa de la banda de transicion, descrita ahora
por las variables w’ = w —w, y H'(W') = H(w) — H(w,) resulta ser una funciéon
impar de w’, es decir se verifica que H'(w') = —H'(—w’). Asi, si desde la frecuencia
de corte nos acercamos hacia el valor pico en la banda de paso, los excesos sobre
la unidad de los valores de la respuesta en frecuencia, son los mismos que los
valores negativos que toma la respuesta en frecuencia segiin nos acercamos hacia
el valor pico negativo en la banda eliminada, por tanto d; =2 ds, y, en consecuencia,
H(wy) + H(wsg) = 1+ 6; —d2 = 1. En particular, para cualesquiera dos frecuencias
equidistantes de la frecuencia de corte se verifica que H(w, —w) + H(w, +w) = 1.

6. Las variaciones iguales de la respuesta en frecuencia a un lado y a otro de la
[a¥)

frecuencia de corte, nos dice que H(w, — w) — H(w,.) = H(w.) — H(w. + w) de lo
que se deduce que 2H (w,.) = H(w, —w) + H(w. +w) = 1, por tanto, H(w.) = 0.5.

De lo expuesto, podemos concluir que las caracteristicas de los rizados y de la region
de transicion dependen fuertemente de la forma de los 16bulos presentes en la respuesta
en frecuencia de la funcion ventana rectangular. Asi, los rizados estan relacionados con
el tamano de las areas de los l6bulos laterales, de modo que cuanto mayores sean las
areas bajo los mismos, mayores seran los rizados en la banda de paso y en la banda
eliminada, mientras que la anchura espectral de la regién de transicion esta relacionada
de forma directa con la anchura espectral del 16bulo principal del espectro de la ventana.

Se desearia poder disenar filtros reales utilizando pocos coeficientes, ya que el ni-
mero N de coeficientes esté directamente relacionado con la complejidad computacional
del filtro, y tal que su respuesta en frecuencia se aproxime lo maximo posible al filtro
paso-bajo ideal, para lo cual se necesitaria que la respuesta en frecuencia de la funciéon
ventana estuviese proxima a una funcion delta de Dirac definida en frecuencia. Desafor-
tunadamente estos dos supuestos son contradictorios. Para la ventana rectangular la
anchura del l6bulo principal disminuye a medida que aumenta el nimero de términos de
la ventana, pero el area bajo los 16bulos laterales permanece constante a medida que el
nimero de términos N aumenta, ya que esta caracteristica depende exclusivamente de
la forma de la ventana.

En esta descripcion cualitativa podemos encontrar las propiedades relevantes que se
han de tener en cuenta para el disefnio de filtros mediante la técnica basada en funciones
ventana. La simetria que presentan las funciones ventana utilizadas para el diseno de fil-
tros hace que los filtros disenados presenten una serie de caracteristicas que enumeramos
a continuacion. A saber,
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1. La anchura de la banda de transicion es igual a ambos lados de la frecuencia de
corte ideal, es decir w, — w, = ws; — we.

2. El pico del error de aproximacion ¢ en la banda de paso es igual al de la banda
eliminada, §; = 5.

3. La separacion espectral entre la pulsacion més alta a la que le corresponde un
valor 1 4+ 0; del médulo de la respuesta en frecuencia en la banda de paso y la
pulsacién mas baja a la que le corresponde un valor d, del médulo de la respuesta
en frecuencia de la banda eliminada es aproximadamente igual a la anchura del
l6bulo principal de la funcién ventana.

4. La anchura de la region de transicion esta directamente relacionada con la anchura
del 16bulo principal de la funcién ventana.

5. El pico del error de aproximacion estid determinado por la forma de la ventana, y
es independiente del orden del filtro.

Los rizados caracteristicos que se presentan en las bandas del filtro se conocen con
el nombre de fendémeno de Gibbs, y la razéon del mismo hay que buscarla en la brusca
transicion a cero de la ventana rectangular en sus dos extremos, o para ser mas precisos,
las oscilaciones se deben a la convergencia no uniforme de la serie de Fourier de la funcion
“sinc”.

5.3. Funciones ventana

Para solventar este problema se han propuesto diferentes soluciones, la mas inmedia-
ta es la utilizacion de funciones ventana cuyas formas en el dominio del tiempo decaigan
suavemente a cero a medida que nos acercamos a sus extremos, de este modo se elimi-
nan las discontinuidades abruptas en el dominio del tiempo (que son las responsables
de la aparicion de altas frecuencias en el espectro en forma de 16bulos laterales pronun-
ciados) lo que da lugar a respuestas en frecuencia con loébulos laterales reducidos y en
consecuencia se consigue que los rizados en las bandas sean menores. Esta reduccion se
hace a expensas de incrementar la anchura de la region de transicion, efecto que puede
compensarse aumentando la longitud del filtro.

Para ejemplificar esta idea, podemos hacer uso de una ventana de Hamming para
truncar la respuesta al impulso ideal. Si denominamos wg,,[n] a la ventana de Hamming,
entonces la respuesta al impulso del filtro enventanado h[n] viene dado por

hin] = hg[n] - wym[n)].

En la figura 5.5 se observan los valores de las funciones ventana rectangular y de
Hamming, asi como las respuestas al impulso del filtro ideal y de los filtros truncados
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Figura 5.5 — Multiplicacion de la respuesta al impulso del filtro ideal y funciones ventana
rectangular y Hamming.

por medio de las ventanas citadas, donde se pone de manifiesto el decaimiento hacia cero
de los valores de la ventana de Hamming segiin nos aproximamos a los extremos y, en
consecuencia, la menor amplitud de las muestras de las respuestas al impulso truncadas
mediante dicha ventana. La respuesta en frecuencia del filtro resultante H (w) se obtiene
mediante la convolucion, en el dominio de la frecuencia, de las respuestas en frecuencia
del filtro paso-bajo ideal Hy(w) y de la ventana rectangular Wy, (w), es decir,

H(w) = Hy(w) % Wi () — % /_  Ha(0) Wi — 0)do.

En la figura 5.6 se muestra el proceso de convolucion descrito. En la misma estan
representadas la respuesta en frecuencia de la funcién ventana correspondiente a una
ventana de longitud N = 15, la respuesta en frecuencia del filtro ideal y la respuesta
en frecuencia del filtro enventanado resultante. Comparando visualmente las figuras 5.4
y 5.6 se pueden observar las propiedades anteriormente descritas, es decir, la anchura
espectral del I6bulo principal es mayor en la ventana de Hamming que la correspondiente
a la ventana rectangular, pero las amplitudes de los l6bulos secundarios de la ventana de
Hamming son menores que las amplitudes de los de la ventana rectangular. Todo esto
conduce a que la respuesta en frecuencia del filtro enventanado mediante la ventana
de Hamming presente menores rizados en las bandas de paso y eliminada y una mayor
anchura espectral de la banda de transicion resultante que los valores correspondientes a
la respuesta en frecuencia del filtro truncado (uso de la ventana rectangular). Esto es, si
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Figura 5.6 — Convolucién entre las respuestas en frecuencia de una ventana Hamming y
del filtro ideal. Respuesta en frecuencia del filtro enventanado.

la complejidad del filtro es fija, la mejora en una propiedad (menores rizados) conlleva el
deterioro en alguna otra (aumentos en la anchura espectral de la banda de transicion).

5.3.1. Funciones ventana de parametros fijos

Las funciones ventana se pueden clasificar en dos grandes grupos, el primero de ellos
es el grupo de ventanas fijas que incluye, entre otras, la ventana de Hanning (también
conocida con el nombre de Hann), la ventana de Hamming y la ventana de Blackman
como las més comunes. Todas ellas pueden calcularse facilmente [128] ya que sus for-
mas funcionales pueden expresarse en funcién de la ventana rectangular modulada con
funciones de tipo cosenoidal. Para funciones ventana de longitud impar N = 2M + 1,
las formas funcionales de las distintas ventanas contempladas se pueden expresar [140]
como

2mn 4mn
_ _ _amn —M<n<
win] [C’l+C’gcos (2M+1)+C3cos (2M+1)] wgr[n], —M <n <M,

donde wg[n] representa la funcion ventana rectangular simétrica de longitud N = 2M +
1. Los distintos valores de los coeficientes {C}, Cy, C3} definen los diferentes tipos de

funciones ventana. Los valores correspondientes a cada una de las citadas funciones
ventana se detallan en la tabla 5.1.
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Tabla 5.1 — Coeficientes de las funciones ventana de parametros fijos

‘ Tipo de ventana ‘ Coeficiente C; ‘ Coeficiente Cy ‘ Coeficiente Cs ‘

Hann 0.50 0.50 0
Hamming 0.54 0.46 0
Blackman 0.42 0.50 0.08

Al igual que la funciéon ventana rectangular, todas estas ventanas son simétricas
respecto a n = 0, lo que conlleva que las caracteristicas de los filtros disenados con
estas ventanas presentaran las mismas caracteristicas generales que los desarrollados
mediante el truncamiento de la respuesta al impulso del filtro ideal. En particular, sus
respuestas en frecuencia son de fase cero y vienen representadas por funciones reales y
pares de w. Asimismo, la respuesta del filtro enventanado para la frecuencia de corte
es aproximadamente igual a 0.5 y los rizados son los mismos en ambas bandas. Los
tres tipos de funciones ventana descritos presentan la caracteristica deseable de que sus
transformadas de Fourier se concentran alredededor de w = 0, pudiéndose determinar
las mismas mediante operaciones bésicas con la transformada de Fourier de la ventana
rectangular. Del mismo modo que sucedia con el filtro obtenido mediante truncamiento,
para conseguir una rapida transiciéon entre bandas se necesitan pequenas anchuras del
l6bulo principal de la ventana, mientras que para reducir los rizados en las bandas se
requiere que el drea bajo los l6bulos laterales sea muy pequeno. Por desgracia, estos dos
requerimientos son contradictorios, por lo que el uso de ventanas de parametros fijos
hace que se pueda reducir la amplitud de los rizados en la banda de paso y atenuada,
manteniendo la caracteristica de que la amplitud del rizado en la banda de paso es la
misma que en la banda atenuada y no dependen de la longitud del filtro o de la frecuencia
de corte. Esto se traduce en que la atenuacién que presenta el filtro resultante sea fija,
mientras que la anchura de la banda de transicion del filtro sea inversamente proporcional
a su longitud, como en el caso del filtro obtenido por truncamiento. Los parametros més
representativos de las ventanas fijas enumeradas, asi como las caracteristicas de los
filtros paso-bajo obtenidos, utilizando el método de enventanado para su diseno, pueden
encontrarse en [140]. A modo de resumen, en la tabla 5.2 se muestran las relativas a las
ventanas anteriormente citadas.

5.3.2. Funciones ventana de parametros ajustables

Para tener control sobre las desviaciones de las bandas de paso y eliminada se ha
desarrollado un segundo grupo de funciones, cuya velocidad de transicion y su forma
general son ajustables. A continuacion se citan algunas de estas ventanas junto con las
ideas principales que contribuyen a su génesis.
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Tabla 5.2 — Propiedades de algunas funciones ventana de parametros fijos

Tipo de Anchura Nivel relativo Atenuaciéon Anchura de la
ventana del 16bulo del 16bulo minima de la la banda de
principal lateral banda eliminada transicion
Rectangular | 4w /(2M + 1) —13.3 20.9 0.927 /M
Hann 8r/(2M + 1) —31.5 43.9 3.11m/M
Hamming | 87/(2M + 1) —42.7 54.5 3.32n /M
Blackman | 127/(2M + 1) —58.1 75.3 5.56m /M

1.- Ventana basada en funciones de onda esferoidales

Todas estas funciones tienen como finalidad conseguir un grado de compatibilidad
aceptable entre esas dos caracteristicas contrapuestas. El objetivo fundamental es en-
contrar funciones cuya respuesta en frecuencia se concentre fundamentalmente alrededor
de la frecuencia nula, w = 0. Este tema fue abordado con mucho detalle, en la década
de los sesenta, por Slepian, Landau y Pollack en una serie de articulos clésicos [141]. La
solucién que encontraron estos autores se construia por medio de las llamadas funciones
de onda esferoidales. A partir de las mismas, se generan las secuencias de ondas esfe-
roidales (llamadas secuencias prolate en la literatura anglosajona), wg[n], [142] que son
secuencias reales de longitud finita y energia unidad, y verifican que la energia corres-
pondiente a una banda especificada que incluya las mas altas frecuencias ¢ < w < 7 sea,
minima. La longitud y ¥ forman el par de pardmetros de la familia de dichas secuencias.
Si Wi(2) es la transformada Z de la secuencia ws[n] con —M < n < M, se trata de

minimizar la cantidad .

™

teniendo en cuenta las consideraciones de energia unidad de la secuencia que puede
expresarse como
1 [" . al
—/ Wi(e)Pdw = 1 <= wl[n] = 1.
TJo n=0
Los elementos de las secuencias de onda esferoidales para valoresde M =1,2---10y
para diferentes valores del parametro ¢ se pueden encontrar en [143]. En MATLAB viene
implementada la funcién dpss.m que nos proporciona secuencias esferoidales elongadas
discretas. Los argumentos esenciales de la funcién son la longitud de las secuencias N y el
producto de la longitud de la secuencia y f; que representa el extremo superior del rango
de frecuencias [—f1, f1] normalizado, f; < 1/2, donde se desea que esté concentrada

principalmente la energia del espectro, es decir Nf = N - f1.
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2.- Ventana de Kaiser

La ventana ajustable mas usada es la ventana de Kaiser [144] que, para una longitud
N =2M + 1, viene dada [133] por

Iy (Bv/T= (n/MP)
1y(8) ’

donde Iy(z) es la funcion de Bessel modificada de orden cero, la cual puede calcularse

<n<M

wg[n] =

Y

mediante la serie de potencias

y que es positiva para todo nimero real x. A todos los efectos practicos, es suficiente

tomar los primeros veinte términos de la serie infinita de la funcion Iy(x). El filtro
obtenido, utilizando la ventana de Kaiser, tiene fase cero ya que tanto la respuesta al
impulso ideal hy[n], como la ventana de Kaiser wg[n| son funciones con simetria par en
el tiempo. El parametro [ es el factor de forma de la ventana, controla la transiciéon de
la ventana en el tiempo y por tanto, la atenuacion minima del filtro cuando se utiliza
en el proceso de enventanado; juega el mismo papel que el pardmetro ¢ en la ventana
optima generada por las secuencia de ondas esferoidales. La respuesta en frecuencia de
la ventana de Kaiser es una excelente aproximacion de la respuesta en frecuencia de la
secuencia prolate.

Dados los valores de la atenuaciéon A, y de la anchura de la banda de transicion
en hercios Af, Kaiser proporcion6 formulas empiricas que estiman los valores de los

parametros 8 y N necesarios para tales fines [144]; asi 5 puede encontrarse por medio
de

0, si Ay < 21,
B =4 0.5842(A, — 21)%4 4 0.07886(A, — 21), si 21 < A, < 50,
0.1102(A, — 8.7), si Ay > 50,

mientras que la longitud del filtro IV se encuentra a partir de la expresion

As —7.95

N 2T 2
14.36Af

(5.2)

Como en el resto de las ventanas anteriormente citadas, no tenemos ningtn control
sobre el rizado de la banda de paso d; una vez que hayamos determinado 5 y N; no
obstante, en la mayoria de los casos d; resulta ser aproximadamente igual a d5, que en
ultima instancia se determina mediante el valor de la atenuacion. Las propiedades de la
ventana van cambiando con los diferentes valores del factor de forma, en funciéon de este
factor, la ventana puede adoptar la forma de las ventanas fijas que se han considerado.
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3.- Ventana de Saramaiki

Saraméki en [145] introduce un nuevo tipo de funciones ventana ajustables a partir
de la funcién ventana rectangular haciendo una trasformacion en frecuencia. Esta trans-
formacion contiene un parametro ajustable con el que se controla la anchura del 16bulo
principal y, consecuentemente, la atenuacion minima de la banda eliminada del filtro
resultante. Como en el caso de la ventana de Kaiser, la ventana de Saraméki es una
muy buena aproximacion a las funciones esferoidales discretas que minimizan la energia
de los l6bulos laterales. Los filtros FIR que se obtienen por medio de esta ventana son
ligeramente superiores (menos de un dB, en términos de atenuaciéon minima) a los ob-
tenidos mediante la ventana de Kaiser. Respecto a la ventana de Kaiser, las principales
ventajas de la ventana de Saramaiki son que ésta posee expresiones cerradas y sencillas
de evaluar tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia y que no
se necesitan expansiones en series de potencias para determinar los valores de la funcion
ventana. Por otro lado y como sucede con el resto de las ventanas, la anchura de la
banda de transicion del filtro se controla por medio del orden del filtro.

La construccion de la ventana parte de la respuesta en frecuencia de una ventana
rectangular de longitud N = 2M + 1, que puede expresarse en términos de polinomios
de Chebyshev de diferente orden 7 (z) en la forma

Wgr(w) = _Z eI =142 ZTk<COS w) = sen[(SQelr\l/[(;—/;;w/Q]. (5.3)

A continuacion, sobre (5.3), el autor aplica la transformacion cosw — ycosw +

21 20T
=11 — 1 — 4
v ( +C082M+1)/< +C082M+1)’ (5.4)

y donde [ es un parametro ajustable que esta directamente relacionado con la anchura

(’Y - 1)7 con

del 16bulo principal, obteniendo

M

W(w) = Z Wnje " =1+ QZTj[fycosw + (y—1)].

n=—M 7j=1

Como w[0] no es igual a la unidad, Saraméiki realiza un proceso de normalizacion y
obtiene la expresion de la funcién ventana que se escribe como wg,.,,[n] = @W[n]/w[0] para
—M <n < M, mientras que su respuesta en frecuencia se expresa mediante la relacion
Werm(w) = W(w)/@(O) Los coeficientes w[n| para —M < n < M pueden determinarse

mediante la expresion
M

@ln] = voln] +2 3" vyln,

J=1
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donde los elementos v;[n] se pueden obtener de manera recursiva mediante las relaciones

1, si n=0,

”0[”]:{0, si n #0,

v—1, si n =0,
uln] =< /2, si[n| =1,
0, para cualquier otro valor den,

1 2(y — Dvj_q[n] — vj_a[n] + v[vj_1[n — 1] +vj_an + 1]], si |j| < n,
vl 0, si|j| > n,

Finalmente, en [145], se establece que mediante un conjunto de datos experimentales,
se obtienen unas expresiones empiricas que determinan el valor de § en funcion de la
atenuacion deseada del filtro realizado utilizando la ventana citada. La longitud nece-
saria del filtro, para una determinada anchura de la banda de transicion, se determina
mediante (5.2), que es la misma expresion que se utiliza con la ventana de Kaiser.

4.- Ventana de Dolph-Chebyshev

Otra funcion ventana ajustable es la de Dolph-Chebyshev, wg.[n], construida de
modo que se minimiza el nivel del mayor l6bulo secundario en una banda especificada
de frecuencias que incluye todas las frecuencias superiores a una dada, es decir, en el
intervalo ¥ < w < 7. La ventana de Dolph-Chebyshev de longitud N = 2M +1 se define
[146]

1
2M +1

Y — e )

Waen| =

M . .
1 g 25mn
5T ijl ]<BCOS2M+1)COSQM+1

donde
_ Amplitud del l6bulo lateral mas alto

/y_

Amplitud del 16bulo principal
1 1
= cosh [ — cosh™! —
b = cos <2Mcos M)’
v Tx(x) es el polinomio de Chebyshev de grado k-ésimo, definido como

cos(kcos™tz), silz| <1,
cosh(kcosh™' ), si|z| > 1.

Ty(z) = {

Al igual que sucede con las demas funciones ventana la anchura del 16bulo principal
disminuye al aumentar el nimero de términos de la misma. Algunas propiedades intere-



5.4. Funciones «a-spline en el diserio de filtros FIR 115

santes de estas ventanas es que todos los l6bulos secundarios tienen la misma altura y
en consecuencia los filtros disenados mediante estas ventanas tienen un comportamiento
de rizado constante en la banda eliminada, por otro lado comparada con otras ventanas
cualesquiera de la misma longitud, ésta tiene el l6bulo principal de anchura méas peque-
na, lo que se traduce en filtros que presentan la anchura de la banda de transiciéon méas
pequena [133].

En [147] se pueden encontrar las definiciones y propiedades méas relevantes de todas
las funciones ventana ajustables que se han citado, asi como una comparativa entre ellas.

Salvo la ventana rectangular que produce filtros 6ptimos en el sentido de minimizar el
error integral cuadratico, los filtros FIR basados en el método de la ventana en general no
son O6ptimos en ningtn sentido, atin cuando la propia ventana sea 6ptima en algin sentido
definido. Una excepcion lo constituyen un tipo de filtro paso-bajo llamado eigenfilters
[148| que son 6ptimos en un sentido de minimos cuadrados, pero definiendo la funcion
objetivo del error de aproximacién como una suma de errores asociados a las bandas
de paso y atenuada. Esta funcion de error se obtiene anadiendo un segundo sumando a
la funcion dada en (5.1) que fue usada para disenar una ventana 6ptima. Este segundo
sumando representa una desviacion, en el sentido cuadratico, de la respuesta en la banda
de paso respecto a la respuesta ideal. Esta formulacién permite obtener los coeficientes
del filtro 6ptimo por medio de un vector propio asociado a una matriz apropiada.

5.4. Funciones a-spline en el diseno de filtros FIR

Una segunda forma de reducir las oscilaciones asociadas al fenémeno de Gibbs, es
proporcionar una zona de transicién entre las bandas de paso y eliminada, en la cual la
amplitud de la respuesta en frecuencia decaiga suavemente y de manera continua desde
el valor unidad en la banda de paso al valor cero en la banda eliminada. Con este fin se
han usado funciones spline, definidas en frecuencia. En particular, en el capitulo 4 de esta,
memoria se han formulado filtros paso-bajo modificados, cuyas respuestas en frecuencia
vienen dadas por (4.17), (4.21) 6 (4.24), que presentan bandas de transicién generadas
mediante las funciones a-spline, definidas en frecuencia, pertenecientes a uno cualquiera
de los tres tipos de familias que se presentaron en el capitulo 3. Estas funciones, con
independencia de la familia a la que pertenecen, son positivas y son no nulas en un
intervalo cerrado de frecuencias cuyo tamano depende de los parametros de definicion
de las mismas, es decir, para cada funcion su energia esta distribuida sobre un intervalo
de frecuencias cerrado, como puede verse en la figura 5.7.

A las respuestas en frecuencia anteriormente citadas les corresponden respuestas al
impulso dadas, respectivamente, por las ecuaciones (4.18), (4.22) 6 (4.25) que dan lugar
a filtros no causales y de longitud infinita. Estas respuestas al impulso de los filtros
modificados, h,q[n], donde [ indica la familia a-spline utilizada para modelar la banda
de transicion, son simétricas alrededor de n = 0, ya que se obtienen mediante el producto
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L6bulos principal y secundarios normalizados de una funcion a-spline
12 T T T T T T T

---M=4

—Teobrica

Magnitud a—spline truncada

Figura 5.7 — Lobulos principal y secundario de una funcién a-spline.

de la representacion temporal de las funciones a-spline y la respuesta al impulso del filtro
ideal, que también lo son. En consecuencia, las respuestas en frecuencia de los filtros
modificados son de fase cero.

A partir de dichas respuestas al impulso de longitud infinita se pretenden disenar
filtros FIR, para lo cual se hace imprescindible la realizacién de un truncamiento de la
respuesta al impulso. Asi, si se desea disenar un filtro FIR de longitud N = 2M + 1,
los coeficientes del filtro resultante seran h,.[n| = h,q[n] donde —M < n < M. Este
truncamiento es equivalente, a todos los efectos practicos, al método de diseno basado
en funciones ventana, del que ya se han esbozado las lineas generales en 5.2.

La representacion temporal truncada de las funciones a-spline hace que su energia
no se concentre en un l6bulo tinico, sino que aparezca distribuida entre un l6bulo prin-
cipal centrado en la pulsaciéon w = 0 y varios l6bulos secundarios con amplitudes, y en
consecuencia energias, decrecientes.

En la figura 5.7, ademas de darse la respuesta en frecuencia correspondiente a la
respuesta al impulso infinita (no truncamiento), se muestran el l6bulo principal y varios
l6bulos secundarios de una funciéon que pertenece a la familia a-spline de tipo III, para
los supuestos de dos diferentes truncamientos.

Las caracteristicas de estos l6bulos influyen, de manera directa, en las propiedades
de los filtros FIR disenados. En particular, las bandas ya no son planas sino que pre-
sentan rizados cuyos tamanos dependen de las amplitudes de los l16bulos secundarios de
la respuesta en frecuencia correspondiente a la funcién a-spline temporal truncada. Por
otro lado, la anchura de la banda de transicion del filtro modificado resultante depende
de la anchura del 16bulo principal, intervalo frecuencial comprendido entre los dos pri-
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meros cruces por cero a la derecha e izquierda del origen, de la respuesta en frecuencia
correspondiente a la funciéon a-spline temporal truncada.

El truncamiento necesario para la obtencién del filtro realizable conduce a plantearse
una serie de preguntas previas, como pueden ser, ;donde realizar el truncamiento? o ;qué
grado! de las funciones spline es el mas idéneo? a las que debemos contestar antes de
proseguir.

Para responder a estas preguntas, es necesario comprender las relaciones entre los
parametros con los que se formulan los filtros, la frecuencia de corte w,, la anchura de
la banda de transicion Ay, el nimero de términos del filtro N y el grado a o 8 spline
(p+ aq o p), y su influencia sobre los filtros resultantes.

Salvo el grado a-spline que puede seleccionarse de manera totalmente libre, los de-
més parametros estan sujetos a ciertas limitaciones, por ejemplo la frecuencia de corte
w,. tipicamente viene determinada por la aplicacion y no puede ser cambiada por el
disenador, por otra parte, la anchura de la banda de transicion Ay, aunque fijada por
especificaciones de diseno, puede alterarse ligeramente en algunos supuestos, mientras
que la longitud del filtro N estara limitada en primera aproximacion por cuestiones ta-
les como la complejidad computacional, consideraciones de memoria o restricciones de
retardo en la velocidad de grupo; por tanto, en este procedimiento de diseno de filtros
se dan dos procesos separados y consecutivos. El primero, la utilizacién de funciones
spline para generar bandas de transicion, tiene por objetivo mitigar el fenémeno de
Gibbs, mientras que el segundo, el proceso de truncamiento basado en algin criterio de
optimizacion, pretende obtener un filtro realizable.

En la figura 5.8 se comparan los espectros de la ventana rectangular y de una fun-
cion a-spline de tipo III truncada, de la misma longitud que la ventana rectangular.
Como puede observarse, el comportamiento respecto a la anchura del 16bulo principal
es idéntico, es decir la anchura se reduce al aumentar la longitud de las funciones, sin
embargo, el comportamiento es muy diferente con respecto a las amplitudes de los 16bu-
los secundarios donde se producen comportamientos totalmente distintos. Al aumentar
la longitud, las amplitudes de los l6bulos laterales disminuyen para la funciéon a-spline,
pero se mantienen invariables para el caso de la ventana rectangular, lo que pone de
manifiesto que la convergencia de la serie basada en funciones a-spline es més rapida
que la debida a la ventana rectangular y, por lo tanto, las oscilaciones en las bandas de
los filtros basados en las funciones a-spline se reducen, respecto a las obtenidas a través
de la ventana rectangular.

En la figura 5.9 puede verse este efecto para M = 7, donde se muestran las respuestas
en frecuencia obtenidas a partir de la respuesta al impulso ideal y de la respuesta ideal
de un filtro modificado con funciones a-spline de tipo III truncadas, utilizando el valor
w. = 0.5m como pulsacion de corte del filtro paso-bajo.

1Utilizdbamos el término orden para referirnos a las distintas funciones spline. En este capitulo
usaremos el término grado para no confundir con el orden del filtro.
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Figura 5.8 — Espectros de una funciéon a-spline truncada y de la ventana rectangular.

Magnitud

Figura 5.9 — Espectros de los filtros ideal y basado en funcién a-spline truncados.
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Obtenida esta respuesta de longitud finita, se puede construir una respuesta causal
introduciendo un retardo de M muestras, con lo que la respuesta al impulso se convierte
en he[n] = h.[n — M], donde 0 < n < (N — 1), siendo el filtro obtenido de fase lineal.

En todo el proceso descrito se ha tratado de obtener un prototipo de filtro paso-
bajo, pero de manera totalmente similar se pueden obtener distintos tipos de filtros. Por
ejemplo, un filtro paso-alto se genera a partir del prototipo paso-bajo restando de la
unidad la respuesta en frecuencia del primero, mientras que un filtro paso-banda puede,
igualmente, ser construido a partir del prototipo paso-bajo por medio de substracciones
y/o modulaciones.

Las funciones (-spline, de exponente racional, presentan una fuerte limitacion, ya
que tienen que ser truncadas de modo que la base de la funcién no sea negativa, ya que
podrian producirse valores complejos segtin el exponente utilizado; el presente trabajo
se inici6 con el objetivo de superar esta limitacion del truncamiento a puntos donde las
bases de la representacion temporal de las funciones -spline fuesen positivas, generali-
zando el problema. Por ello se generaron las diferentes familias de funciones a-spline en
frecuencia, cuyas representaciones temporales, que se componen de funciones potenciales
al igual que las funciones g-spline, estan definidas para todo valor, positivo o negativo,
de sus bases y que mediante ellas se pudiesen obtener unos filtros de iguales o mejores
prestaciones que los definidos en los trabajos mencionados. A partir de los filtros ideales
modificados con bandas de transicion, construidas por medio de las funciones a-spline,
trataremos de obtener, con una eleccion concreta de los pardmetros de partida y de un
truncamiento adecuado de la respuesta al impulso, filtros de interés practico (realizables)
que cumplan ciertas especificaciones y que comparados con los filtros disenados median-
te las técnicas (-spline de exponente racional, presenten ciertas mejoras en algunas de
sus caracteristicas. En los siguientes epigrafes, se abordan dichos supuestos.

5.5. Aproximaciones del minimo error integral cuadra-
tico

La integral del cuadrado del error es un criterio de aproximacion usado a menudo en el
diseno de filtros ya que es una medida de la energia asociada a los términos desechados de
la repuesta al impulso infinita. Si h,,q[n] representa la respuesta al impulso de cualquiera
de los filtros formulados en el capitulo 4, el principal objetivo de diseno, atendiendo a
este criterio, es la obtencion de un filtro FIR de longitud N, cuya respuesta al impulso
hin| es una version truncada de h,,4[n], de manera que su respuesta en frecuencia H(w)
se aproxime a la respuesta en frecuencia teorica Hy(w), entendida en este contexto como
la respuesta en frecuencia de los filtros modificados con bandas de transicién basadas en
funciones a-spline dadas por (4.21), (4.17) o (4.24), esto es, Hy(w) = H,,a(w), sobre una
banda especificada de frecuencias, bajo el condicionante de que se minimice la integral
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del error cuadratico dada por

1 Wy 1 Wr
cusp =5 | |HW) = Hr(w)fdo=— [ |[Hw) = Hpa(w)] do,  (5.5)

—wy —wr

donde con el subindice LISFE se hace referencia al minimo error integral cuadratico.

Se ha de buscar una relacion entre el grado de las funciones a-spline, la longitud
del filtro y la anchura de la banda de transiciéon de modo que las propiedades del filtro
resultante se aproximen, en la banda de frecuencias especificada, lo maximo posible a
las propiedades del filtro teorico. Aunque el planteamineto es valido para las funciones
de cualquiera de las tres familias de funciones a-spline definidas, las conclusiones que se
extraen en este capitulo hacen referencia inicamente a las funciones pertenecientes a la
familia de tipo II, [149]. La razon de esto es que el nimero de combinaciones posibles de
los pardmetros que definen los dos tipos de familias restantes es demasiado amplio y, en
consecuencia, se hace complicado abordar un proceso de sistematizacion de resultados,
por tanto, en el resto del trabajo, para el desarrollo de técnicas de diseno de filtros
FIR se haré uso de la formulacion de filtros modificados basados en funciones a-spline
de tipo II, cuyas respuestas en frecuencia y al impulso vienen dadas por (4.17) y (4.18)
respectivamente, es decir, la respuesta al impulso h[n] donde —M < n < M es la version
truncada de la respuesta al impulso infinita h,,42[n] (4.18). Este procedimiento de diseno,
no proporciona ningin control sobre la atenuaciéon de la banda eliminada.

5.5.1. Minimizacion del error integral cuadratico total (MEICT)

Este problema puede plantearse como la minimizacion de

er = % _W |H(w) — Hpga(w)|* dw = Z \h[k] = honaa[K]|”
= > 1K Bk 42 V(B (5.6)

donde

= () o ()| o ()]

y hlk] es su version truncada
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El minimo global de la expresion (5.6) se obtiene cuando el primer sumando de
la segunda igualdad de la ecuacion (5.6) se anula, lo cual exige que las respuestas al
impulso teorica y truncada deben ser iguales en el intervalo —M < k < M, es decir,
se debe verificar que hlk] = hpa[k], donde —M < k < M; con esta eleccion, el error
de aproximacion se representa mediante la suma de los términos desechados del filtro
modificado que viene dado por

oo
e2=2 ) |hmalk]]. (5.8)
k=M+1

La pregunta que nos hacemos se puede formular como sigue. Dado el conjunto de
especificaciones del filtro, formado por la frecuencia de corte w,., la anchura de la banda
de transicion Ay, y una determinada longitud del filtro N, ;qué grado p = p+ aq de las
funciones a-spline es el més adecuado?

Para responder a la cuestion anterior, se han realizado abundantes pruebas, donde
se ha medido el error de aproximacion €5 en funciéon del orden del filtro, para distintos
valores del grado p de las funciones a-spline, para un conjunto de valores fijos tanto de
we, como de A,. Para limitar la amplia casuistica, todas las simulaciones, de las que se
han obtenido conclusiones, se han realizado haciendo ¢ = 1 en el grado de las funciones
a-spline, es decir, p = p + «.

Una de estas pruebas se muestra en la figura 5.10; en ella se representa el logaritmo
del error frente al semiorden del filtro M para distintos valores del grado de las funciones
a-spline, tomando como frecuencia de corte w, = 0.457, y como anchura de la banda de
transiciéon Ay = 0.17.

De las pruebas realizadas, de las cuales la mostrada en la figura 5.10 es un ejemplo
representativo, se pueden sacar las siguientes conclusiones:

1. El valor del logaritmo del error va decayendo continuamente a medida que M
aumenta, ya que el filtro disenado se aproxima cada vez mas al filtro tedrico.
Dentro de esta tendencia general, aparecen zonas donde el logaritmo del error se
mantiene constante para diferentes intervalos de M.

2. El valor de M donde comienzan las regiones planas, asi como la anchura de las
mismas, se incrementa al aumentar el grado de las funciones a-spline.

3. Cambiando los valores de la frecuencia de corte y la anchura de la banda de transi-
cion de los filtros disenados, se observa el mismo comportamiento del logaritmo del
error de aproximacion. Por otro lado, para un mismo valor del grado a-spline, los
valores iniciales de M, en las zonas donde el logaritmo del error de aproximacion
se mantiene constante, aumentan a medida que se exige una menor anchura de la
banda de transicion.

Con el fin de ajustar lo méas fielmente posible la anchura obtenida de la banda
de transicion a la anchura de la banda de transicion teorica hay que situarse en un
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Figura 5.10 — Logaritmo del error de aproximacion (log;,€2) frente al semiorden M del
filtro. Pardametro {p + aq(q = 1)}.

punto préoximo al inicio de alguna de las zonas planas que se ven en la figura 5.10.
Las zonas planas coinciden con puntos situados en las proximidades de los cruces por
cero de nuestras funciones a-spline; asi, si nos situamos en las cercanias del inicio de
cualquier zona que no sea la primera, estaremos alargando innecesariamente la longitud
del filtro ya que habra términos que practicamente no contribuyan a disminuir el error
de aproximacion, incrementando el nimero de operaciones necesarias para determinar la
salida del filtro. De la argumentacion anterior se aconseja la eleccion de un punto situado
justo a la derecha del primer codo de la curva donde se localiza la primera zona plana
de las curvas que se muestran en la figura 5.10; este punto se correspondera con algin
punto proximo al primer cero de la representacion temporal de las funciones a-spline,
pero no necesariamente coincidir con él.

El valor del grado a-spline buscado no es facil de localizar analiticamente. La razon
estd en la representacion temporal de las funciones a-spline, que modelan la banda de
transicion. En dicha representacion, el grado p + aq, aparece tanto en el argumento de
funciones tipo seno, que estan elevadas a distintas potencias p o ¢, como en las bases de
funciones potenciales de exponente p + ¢; debido a esto, es dificil evaluar su incidencia,
sobre todo a medida que el grado de las funciones a-spline se incrementa. Para hacernos
una idea aproximada del problema se va a considerar la forma que tienen nuestras
funciones a-spline en el dominio temporal, ya que las propiedades del filtro dependen
directamente de las caracteristicas de las funciones utilizadas para modelar las bandas
de transicion.
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Con el proposito de acotar la zona de bisqueda del valor 6ptimo, localizado en un
entorno del primer cruce por cero de las funciones a-spline, se inicia un procedimiento
que actia sobre las funciones a-spline en el dominio del tiempo continuo. La razon de
la eleccion de este ambito de actuacion se debe a que en dicho entorno la localizaciéon
de los puntos de interés se realiza de manera mas facil y de forma més precisa. Se
estd interesado en la delimitacion de una zona alrededor del primer cruce por cero de
las funciones a-spline, que se extendera a ambos lados de la misma. Las propiedades
o comportamientos de las funciones cambian en las distintas regiones comprendidas
entre puntos singulares de la funciéon como pueden ser maximos y minimos, inflexiones
y ceros, por tanto parece logico limitar la zona de bisqueda entre puntos notables que
se encuentren a la izquierda y a la derecha del cruce por cero.

Haciendo el cambio de variable

Agt

57(p + og) =, (5.9)

las funciones a-spline de tipo II se pueden escribir como

Fo(z) = sinc?(z) - sinc?(az) = {%} " {%} " (5.10)

Estas funciones son simétricas alrededor del origen, y para valores positivos de x
van decayendo suavemente a medida que x aumenta. En esta disminucion paulatina las
funciones pasan primero por un punto donde cambia la concavidad de la funciéon (punto
de inflexion), luego por otro punto donde se anulan, para finalmente llegar a un punto
donde la funciéon es minima (el primer minimo). Los puntos enumerados son importantes
ya que en ellos las funciones cambian su comportamiento. Los primeros puntos singulares
(inflexion, cruce por cero y minimo) de la funcion se corresponden con ciertos valores de
la variable independiente x y que delimitan la zona de bisqueda del valor 6ptimo. Para
todas las funciones el primer cero se sitia en x = 1. Para determinar la posicion de los
minimos de la funcion dada por (5.10), hay que igualar a cero su primera derivada. Si
q = 1, la primera derivada de la funcién resulta

Fol(z) = (W) . ﬁ - [=(p+ 1)sen(anz)sen(rx) +
+ prasen(amz) cos(nx) + anxsen(wx) cos(anr)]. (5.11)

La ecuacion F) (z) = dF,(x)/dx = 0 puede tener distintas soluciones, dependiendo de
los valores de p, que se pueden determinar a partir de alguna de las siguientes ecuaciones:

sen(mx) =0=>x=%k; keN (5.12)

tan(anz) = anr — Ty, = 4.4934/ (o) (5.13)



124 Técnicas de disenio de filtros FIR.

10— —

X:1.43
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Figura 5.11 — Funcién F, .t(2) - 2.

mx cot(mx) — 1 1
Foop() = — 5.14
cor(®) amz cot(amx) — 1 P (5.14)

Salvo para la ecuacion (5.14), es claro que el primer minimo solo puede localizarse
para valores > 1. Esto mismo sucede para la ecuacion (5.14), cuyas tinicas soluciones
(valores de z tales que la funcion sea exactamente igual a —1/p < 0) se localizan en
valores de x > 1, ya que la funcion

_yl  mrcot(mz) —1

v= y2  amxcot(amz) — 1

siempre es positiva en el intervalo [0,1] para cualquier valor 0 < « < 1. En dicho
intervalo se verifica que yl < 0, y2 < 0 e |yl| > |y2|, y, por tanto, la funciéon y(x)
es mayor que 1. Mas atn, la funcion es estrictamente creciente en dicho intervalo y se
verifica que

1
Ii = —.
limy(z) = —
En la figura 5.11 se muestra la representacion gréfica de la funcion y(x) en el intervalo
1 < x < 1.5, para diferentes valores del pardmetro «, donde la funcién puede tomar
valores negativos y es por tanto una zona de posibles soluciones de la ecuacion (5.14).

Para determinar las localizaciones de los puntos de inflexion de la funcion F,(x)
tenemos que igualar a cero su segunda derivada. De (5.10), la funcion derivada segunda
se puede escribir como
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—2
" _ (sen(rz) g 1 V2.2 2
Fl(x) = (77m ) iy {p(p — 1)7*z* cos”(mx) sen(amx)

— 2p(p + 1)mzsen (arx) sen (mx) cos(mx)
+ 2pan®z® cos(nx) sen (mx) cos(arx) — 2(p + 1)amw sen®(7x) cos(anz)

+ [(p+1D(p+2) — (p+ a®)n®2z?]sen (arx) sen’(7z)}, (5.15)

y para detectar las posiciones de los puntos de inflexion (en particular el primer punto), es
conveniente remitirse a la representacion grafica de las funciones primera derivada F/ (x)
y segunda derivada F/(x) de la funcion original F,(z), dadas por las ecuaciones (5.11),
(5.15) y (5.10) respectivamente. En la figura 5.12 se muestran la primera y segunda
derivada de las funciones F,(z), para distintos valores del grado de las funciones a-
spline. En la misma se observa como a medida que el grado de las funciones crece, el
primer punto de inflexion de la funciéon F,(x), que se corresponde con el primer minimo
de la primera derivada F(x) o con los ceros de la segunda derivada F(x), antes de
pasar por cero, se va desplazando hacia valores mas pequenos de x. El primer punto
de inflexién, en todos los casos, se encuentra para valores < 1, de modo que el méas
alejado del origen, que corresponde al menor grado de las funciones a-spline, se alcanza
en un valor que no va mas alla de x = 0.7.

Con las condiciones expuestas, el valor de la variable + = z,,, para unos valores
we, Ay y M, debe buscarse dentro del intervalo comprendido entre el primer punto de
inflexién y el minimo de la representacion temporal de la funciéon a-spline considerada.
En cada caso, el valor buscado indica el extremo superior que debe alcanzar la variable
x, y marcaré la relacion entre los parametros M, Ay y p+ aq. Si se tomasen valores algo
mayores al valor 6ptimo de x, el filtro resultante presentaria menores anchuras de las
bandas de transicion (mayores valores de M), mientras que valores menores conllevarian
mayores anchuras de las bandas de transicion (menores valores de M).

Con el fin de encontrar el valor z = z,,, se han realizado un nimero considerable
de pruebas con diferentes combinaciones de la anchura de la banda de transicion Ay, el
grado de las funciones a-spline y distintos valores del semiorden del filtro M, de modo
que a través del cambio de variable resultasen valores de x comprendidos entre los puntos
correspondientes al primer punto de inflexién y al primer minimo. De todo este proceso
empirico se pudo extraer la conclusion de que el valor buscado, con un grado aceptable de
aproximacion, es el mismo en cualquier circunstancia, resultando ser x,,; = 0.857, valor
que corresponde a un punto localizado entre el primer punto de inflexiéon y el primer
cruce por cero de la funcién a-spline. Este valor ha podido ser contrastado a través de
un algoritmo genético usado como herramienta ttil para la bisqueda del grado de las
funciones a-spline, y que se describe en la seccion 5.9, que ha ayudado a establecer el
procedimiento propuesto.
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X:0.857

Y:-0.01546

dF,(z)

Figura 5.12 — Derivada de F,(z) frente x {p + ag(q = 1)}, Ay = Constante.

Deshaciendo el cambio de variable (5.9) y pasando al dominio discreto, donde t = nT
y T' =1 sin pérdida de generalidad, y teniendo en cuenta que el valor x,,, = 0.857 se
corresponde con el t,,,., = MT, se puede escribir

A M
21 (p + aq)

y expresado en términos de la anchura de la banda de transiciéon en hercios, Af =

= 0.857,

Ay/(2m), se concluye que para minimizar el error, el grado a-spline, el semiorden del
filtro y la anchura de la banda de transicion, en hercios, deben relacionarse por medio

de la expresion
AfM = 0.857(p + aq). (5.16)

En consecuencia, podemos describir el algoritmo del diseno del filtro como un pro-
cedimiento de tres etapas como se indica a continuaciéon

Procedimiento de diseno MEICT

L. Seleccionar la longitud del filtro (N = 2M+1), la anchura de la banda de transicion
(Ay) y la frecuencia de corte (w.).

2. Calcular el orden de la funciéon a-spline a partir de (5.16).

3. Determinar los 2M + 1 coeficientes del filtro usando (5.7).

C. S. Burrus y otros autores han utilizado las funciones -spline, en el dominio de
la frecuencia, como instrumento modelizador de bandas de transicion. Los resultados
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obtenidos estan publicados en [5], y en un contexto méas amplio, en el libro [120] del
que es coautor, junto a T. W. Parks. En el trabajo citado, se puede encontrar que la
respuesta al impulso del filtro resultante viene dada por

sen(Agn/ (2,017))] P
Aan/(2ps)

y establece, como resultado de diversas experimentaciones numéricas, que el valor 6ptimo

~ sen(wen)

hsln] = [

™

, (5.17)

de p, que minimiza (5.6), sustituyendo las respectivas respuestas al impulso, para unos
valores determinados de la longitud del filtro y de la anchura de la banda de transicion,
se determina mediante la expresion

AgN
pp = 0.62 2‘; = 0.62AfN, (5.18)

donde Af es la anchura de la banda de transicion, expresada en hercios (Hz).

El hecho de que las funciones a-spline se han generado con los objetivos de soslayar
ciertas limitaciones que presentan las funciones [-spline de exponente racional y de
mejorar los rendimientos de los filtros disenados, hace pensar que aunque las expresiones
(5.16) y (5.18) son similares, los grados encontrados por medio de ellas generaran filtros
con propiedades ligeramente distintas como se veréd en la secciéon 5.11.

5.5.2. Minimizacién del error integral cuadratico sobre las ban-
das de paso y eliminada (MEICEP)

En otras ocasiones es de interés centrarse, con exclusividad, en la banda de paso,
con rango de frecuencias [0, w,] y en la banda atenuada, con rango de frecuencias [w;, 7],
donde Ay = ws — w, representa la anchura de la banda de transiciéon. En este supuesto
se trata de minimizar el error integral cuadratico sobre el conjunto de frecuencias que
componen tanto la banda de paso como la banda eliminada, que viene dado por

€ps = 1 /pr |H(w) — Hp(w)]? dw + % /7r |H(w) — Hp(w)]? dw, (5.19)

T
donde Hr(w) y H(w) representan, respectivamente, la respuesta en frecuencia teorica
y la respuesta en frecuencia del filtro truncado. Este problema también fue abordado
por Burrus en el articulo previamente citado [5], utilizando las funciones -spline en el
dominio de la frecuencia para el modelado de bandas de transicion en el diseno de filtros,
cuya respuesta al impulso viene dada por la ecuacion (5.17). En el mismo se afirma que,
fijadas la longitud y la anchura de la banda de transiciéon de un filtro deseado, los datos
acumulados, tras una exhaustiva experimentaciéon numérica, le han permitido elaborar
unas expresiones empiricas que permiten determinar el grado necesario de la funcion
[-spline que minimiza el error de aproximacion (5.19) sobre el conjunto de frecuencias
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pertenecientes a las bandas de paso y eliminida. En [5] se presenta un método para
obtener el valor 6ptimo que minimiza (5.19), dadas una longitud N y una anchura de
la banda de transicion A f, expresado en hercios, se puede calcular mediante la relacion
que se muestra a continuacion

Py = KNAT, (5.20)
donde
0.453 + 0.386/(NA,), NA; <1.25,
K= 0.774 — 0.0251NA;, 1.25 < NA; <5, (5.21)
0.648, 5 < NAy,

y Ay =1.12-Af, and Ay = 21A;.

Con el fin de comprobar como se comportan las funciones a-spline en este escenario,
se ha realizado una aproximacion empirica para intentar encontrar alguna relacion entre
los parametros del filtro N, A, v el grado 6ptimo de las funciones a-spline que modelan
la transicion, con el fin de minimizar (5.19). Para ello se han realizado varias simulaciones
analizando el comportamiento del error de aproximacion (5.8) en diferentes situaciones.

Un primer grupo se compone de simulaciones que miden el error de aproximacién en
funcion del grado spline, para diferentes valores del orden del filtro, para valores fijos de
la frecuencia de corte y de la anchura de la banda de transicion.

En la figura 5.13, donde se representa la funcion log,, €2 en funcion del grado a-spline,
utilizando M como parametro, se muestra un ejemplo representativo de una de estas
situaciones. En la misma se han utilizado unos valores fijos de w. = 0.457 y Ay = 0.17.

De la observacion de la figura, se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. Para cada semiorden de filtro M, hay un valor del grado de la funcién a-spline
que hace minimo el error de aproximacion.

2. Si el semiorden del filtro utilizado aumenta, manteniendo invariables los parame-
tros w. y Ay, estos minimos son mas pronunciados y se producen para un grado
mayor de las funciones a-spline.

En un segundo grupo de experimentos, se mide el error de aproximacion en funciéon
del grado a-spline, para diferentes valores de la anchura de la banda de transicion, fijando
valores tanto para la frecuencia de corte como para el orden del filtro. En la figura 5.14 se
plantea una de dichas situaciones, donde los parametros fijos son w. = 0.457 y M = 64,
y de la que se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. Al variar la anchura de la banda de transiciéon A, manteniendo fijos M y w,,
el error de aproximacion y el valor del grado a-spline donde ocurre el minimo
cambian apreciablemente.
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Figura 5.13 — Logaritmo del error de aproximacion (log;qe2) frente {p + ag(q = 1)}.
Pardmetro M.

2. Al aumentar la anchura de la banda de transicion A, la aproximacion es mejor y
el grado a-spline donde se produce el minimo crece, lo que a su vez da lugar a que
el filtro disenado presente una mayor atenuacion de la banda eliminada.

Un tercer grupo de pruebas ha consistido en medir el error de aproximacién en
funcion del grado de las funciones a-spline, para distintas combinaciones de la anchura
de la banda de transicion A, y del semiorden del filtro M, pero cumpliendo que el
producto de ambos sea constante.

En las figuras 5.15, 5.16 y 5.17 se representan tres ejemplos representativos con-
cretos, correspondientes a los valores Ay - M = 884, Ay-M = 6y Ay-M = 107
respectivamente. De las mismas, se pueden extraer algunas conclusiones:

1. Para cualquier combinaciéon de Ay y M tal que su producto AzM sea fijo, el
minimo error de aproximacion se consigue para un mismo valor del grado de las
funciones a-spline.

2. El error va disminuyendo, conforme M aumenta y, en consecuencia, Ay se reduce.

3. A medida que se hace mayor el producto AyM, el grado de las funciones a-spline
donde se produce el minimo error de aproximaciéon se hace més grande.

A partir de estas ideas previas, se realizaron un numero significativo de simulaciones
para obtener el grado de las funciones a-spline que minimiza el error de aproximaciéon
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Figura 5.14 — Logaritmo del error de aproximacion (log;qe2) frente {p + ag(q = 1)}.
M = 64 y parametro Ag.
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Figura 5.15 — Logaritmo del error de aproximacion (log;qez) frente {p + aq(q = 1)}.
Parametro Ay - M = 8.84.
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Figura 5.16 — Logaritmo del error de aproximacion (log;qe2) frente {p + ag(q = 1)}.

Pardmetro Ay - M = 6.
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Figura 5.17 — Logaritmo del error de aproximacion (log;qez) frente {p + aq(q = 1)}.

Parametro Ay - M = 107.
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Tabla 5.3 — Coeficientes para la obtencion de p por medio de (5.22)

‘ x=DM- Ay ‘ a ‘ b ‘ c ‘
1.75m < x < 4.00m | —0.0294 | 0.5394 | —1.1575
4.00m <z < 5.757 | —0.0178 | 0.5745 | —1.9071
5.75m <z < 7.50r | —0.0097 | 0.4256 | —0.9189
750 < x < 9.257 | —0.0103 | 0.5555 | —2.7449
9.257 < x < 10.757 | —0.0055 | 0.3542 | —0.0147

10.757m < x < 12.507 | —0.0056 | 0.4208 | —1.1893

12507 < x < 14.257 | —0.0061 | 0.5195 | —3.3449

sobre la banda de paso y la banda eliminada, dado por la expresion (5.19). En todas
las pruebas realizadas, fijados el semiorden del filtro M, la anchura de la banda de
transicion A, y la frecuencia de corte w, del filtro paso-bajo a disenar, se encuentra que
el grado 6ptimo de las funciones a-spline es aquel que minimiza la funcion log,, e2(p+aq),
contemplando el producto A, - M como parametro.

La informacion conseguida con las simulaciones previas tenian como objetivo el en-
contrar una relacion analitica entre el grado de la funcion a-spline p = p 4+ aq(q = 1),
necesario para minimizar el error de aproximacion, y una variable que represente el pro-
ducto del semiorden del filtro y la anchura de la banda de transicion, es decir, z = M -A,.
De la acumulacion heuristica de resultados experimentales se desprende que a medida
que la variable x crece, el grado necesario de la funciones a-spline también lo hace. Este
crecimiento no es uniforme, siendo mas acusado para valores pequenos del parametro o,
esto es, cuando estamos més cerca de un grado natural de la funcién spline. Debido a es-
to, se divide todo el rango de variacion (valores plausibles) de la variable x en intervalos
de modo que en cada uno de ellos a cada valor de la variable x le corresponde un grado
de la funcion a-spline cuya parte entera es la misma para todos los valores del intervalo
considerado. Con la division propuesta, en cada uno de los intervalos contemplados los
pares de valores (z, p) guardan una relacion que puede modelarse mediante una funcion
polinémica de segundo grado de la forma

p=az’+bx +c, (5.22)

y con diferentes coeficientes (a, b, ¢) en cada tramo contemplado. El valor de este conjunto
de coeficientes se ha determinado mediante el procedimiento de regresiéon polinémica
por minimos cuadrados, cuya forma béasica se da en el apéndice C. En la tabla 5.3 se
presentan los diferentes conjuntos de coeficientes que se deben utilizar en la expresion
(5.22).

En la figura 5.18 se muestra la funcion polindmica correspondiente al intervalo
925 < x < 10.757.
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p = —0.0055z% + 0.35422 + 0.0147

| 1 | 1 1 1 1
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x=A0A;-M

Figura 5.18 — Curva de regresién polindémica correspondiente al intervalo 9.257 < z <
10.75 7.

En relacion con el supuesto de minimizacion del error integral cuadratico sobre el
conjunto de frecuencias que componen la banda de paso y la banda eliminada, las consi-
deraciones previas nos conducen a describir el algoritmo de disenio de un filtro paso-bajo
(algoritmo MEICEP), mediante un proceso de tres etapas, como se muestra a continua-
cion

Procedimiento de diseno MEICEP

1. Seleccionar la longitud del filtro (N = 2M+1), la anchura de la banda de transicion
(Ay), v la frecuencia de corte (w,).

2. Calcular el grado de la funcion a-spline por medio de (5.22) usando los coeficientes
(a,b,c) dados en la tabla 5.3.

3. Determinar los 2M + 1 coeficientes del filtro utilizando (5.7).

5.6. La frecuencia de corte en el error de aproximacion

Se han realizado dos conjuntos de pruebas adicionales con el propodsito de indagar
si existen variaciones del error de aproximacién con la frecuencia de corte w,. del filtro
disenado. En el primero, se han mantenido fijos los valores de la longitud N del filtro
y del grado de la funcion a-spline usada para el diseno del filtro, y se ha buscado la
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Figura 5.19 — Logaritmo del error de aproximacion (log;, €2) frente w.. Parametro Ag.

dependencia del error de aproximacion con la pulsacion de corte del filtro w.. En la
figura 5.19 se muestran los resultados en el supuesto en el que la longitud es N = 129
y el grado a-spline es p + aq = 3.2, para distintos valores de la anchura de la banda de
transicion Ay. De la misma se pueden inferir las conclusiones siguientes:

1. Fijados N y (p+ aq), el logaritmo del error de aproximacion disminuye a medida
que se reduce la anchura de la banda de transicion Ag.

2. Para valores concretos de la anchura de la banda de transicion, el logaritmo del

error de aproximacion es aproximadamente independiente de la frecuencia de corte
del filtro.

En el segundo, fijadas la longitud del filtro IV, la anchura de la banda de transicion
A,y el grado a-spline p+agq, hemos buscado la relacion del error de aproximaciéon con la
frecuencia de corte w,, para diferentes combinaciones {p, o, ¢} tal que p+aq = constante.
En la figura 5.20 se muestra el logaritmo del error de aproximacion para el caso concreto
en el que N = 129, Ay = 0.6 v p 4+ ag = 3.2, para cuatro diferentes combinaciones
de {p,a,q}. Se observa que el logaritmo del error de aproximacion es independiente
de la frecuencia de corte para una combinacion de {p, o, ¢} dada, pero disminuye muy
ligeramente a medida que el valor de «, en cada combinacion, aumenta. Se concluye que
el error de aproximacion se puede considerar independiente de la frecuencia de corte del
filtro paso-bajo disenado.
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Figura 5.20 — Logaritmo del error de aproximacion (log;qez) frente w.. Parametro
{p, . q}).

5.7. Filtros principalmente planos (PF)

Como se ha podido observar en las secciones previas, los procedimientos de diseno
propuestos no proporcionan un control a priori de la atenuaciéon minima de la banda
eliminada, pudiendo afirmar tan solo que dicha atenuacion se incrementa a medida que
se utilizan funciones spline de mayor grado en el diseno.

En esta secciéon se aborda el problema del disefio de filtros, cuando la atenuacion
minima en la banda eliminada sea un parametro a contemplar en el diseno. Este asunto
ha sido contemplado por R. M. Roark y M. A. Escabi [4] para el disefio de filtros. Los
autores proponen filtros digitales FIR, para aplicaciones generales, con excelentes carac-
teristicas tanto en la banda de paso como en la banda eliminada, utilizando [-spline en
el dominio de la frecuencia, que modelan bandas de transicién que conectan suavemente
la banda de paso y la banda eliminada. Los coeficientes del filtro se determinan de forma
cerrada, a partir de la transformada inversa de Fourier toda vez que los -spline han sido
usados para reemplazar los bordes de transiciéon abruptos del médulo de la respuesta en
frecuencia del filtro paso-bajo ideal. Al igual que Burrus en [5], estos autores amplian la
representacion temporal de las funciones -spline al caso en el que el exponente pueda
tomar valores racionales positivos, en vez de niimeros naturales. La forma general es

 [sen(dan/(20) )
il = [F e
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donde p representa el nimero de pulsos (definidos en el dominio de la frecuencia) que
hay que convolucionar para generar una determinada funcién [-spline. Tal ampliacion,
si p se considera como el ntimero de pulsos a convolucionar para generar splines no es
consistente, ya que debe ser un ntimero natural. Los autores la fundamentan en el hecho
concreto de diseno de que tan solo se requieren valores de wg[n| en los cuales la base
de la funcién potencial inicamente toma valores positivos, ya que, como se ha dicho en
parrafos previos, si la base pudiera tomar valores negativos la funcién wg[n] no estaria
definida en el campo de los ntmeros reales. Estas funciones [-spline se utilizan para
generar filtros cuya respuesta al impulso toma la misma forma general que la dada por
Burrus (5.17), y que reescribimos para Roark cambiando el subindice B por el subindice
R y el grado de las funciones S-spline, p, por p simplemente; asi se tiene

sen(Aan/(29))]"
sv ol (523)

hR[n] = ng[n] _ Sen(wcn) |:

™ ™

Con el objetivo de superar la limitacion descrita, se van a utilizar las funciones
a-spline para el diseno de filtros FIR que tengan prescripciones de caracteristicas maxi-
mamente planas en las bandas de paso y eliminada.

Las respuestas en frecuencia (4.17) de los filtros formulados en el capitulo 4 tienen
respuestas en frecuencia cuyos modulos presentan la notable propiedad de que valen la
unidad sobre toda la banda de paso, siendo nulas sobre toda la banda eliminada por lo
que son maximalmente planos para todas las derivadas de H,,4(w) con respecto a w en
los intervalos 0 < w < w, — Ag/2 y we + Ag/2 < w < 7. Ademés, H,,go(w) es maximal-
mente plana en w = w. — Ayg/2 y en w = w. + Ay/2 en el sentido de que las primeras
(p+ g — 1) derivadas son nulas en dichos puntos. En consecuencia, se puede inferir que
las bandas de los filtros prototipos disenados, mediante las funciones a-spline, tengan
caracteristicas méaximamente planas, en el sentido de la técnica de optimizacion dada en
el criterio nimero 5 de la seccion 5.1.2. La necesidad del trucamiento de las respuestas al
impulso (4.18) para generar filtros FIR, limitara el alcance de las propiedades descritas
de los filtros modificados de ser maximalmente planos.

Una pregunta surge inmediatamente, ;jdonde o como realizar el truncamiento para
generar un filtro de N = 2M + 1 coeficientes, cuyas caracteristicas se aproximen a
las propiedades prescritas por el criterio de ser maximalmente planas? A los filtros
truncados obtenidos, atendiendo a este criterio, se les denomina filtros principalmente
planos (Principally Flat).

Para responder a esta pregunta hay que fijarse, nuevamente, en las propiedades de
la ventana rectangular. A través de ella se ha puesto de manifiesto que cambios bruscos
en la respuesta al impulso generan respuestas en frecuencia que presentan oscilaciones
amplias tanto en la banda de paso como en la banda eliminada; asi que si deseamos
disenar filtros que presenten respuestas en frecuencia con caracteristicas muy planas en
las bandas de interés conviene que el truncamiento de las respuestas al impulso de los
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filtros disenados con a-spline, se haga exactamente en alguno de los cruces por cero de
dichas respuestas. En la ecuacion (4.18), que se reproduce a continuacion

= (2o s ) o )]

se pueden identificar dos partes,

hg[n] = Y ginc (@) :

™ ™

5 n) = wa[n] = sinc? (i) it (M) |
27T(p + QQ) 27T(p + aq)

que puede ser interpretada como una funcién ventana.

En términos de funciones seno, esta ultima ecuacion se reescribe

p q
Agn alAgn
sen sen
<2(p+ozq)> <2(p+aq)>

Agn alAgn )
2(p+aq) 2(p+aq)

(5.24)

wo[n] =

y es la funcion donde debemos buscar los ceros. Los ceros de (5.24) se presentan en
puntos que verifiquen

Adn . Adn — b _
sen (m) =0,= ptog km; ke {Z —{0}}

al\gn al\gn
o (2(p+aq)) " 2prag M {2 =101,

pero como « < 1, los primeros ceros deben buscarse en la primera de las ecuaciones, es

decir,
AdTL

2(p + aq)
Los ceros estan localizados simétricamente a la derecha y a la izquierda del méximo
de la funcion (5.24) que se consigue en n = 0.

=km; ke {Z—{0}}. (5.25)

Las muestras —M < n < M tomadas, que daran lugar a los coeficientes del filtro,
deben estar equiespaciadas y distribuirse entre los puntos cero elegidos a la derecha e
izquierda del origen, el cual coincidira con n = 0. Por tanto se ha de cumplir que

AdM Ad km
———=km ke{Z-{0}} = —— = —; ke {Z - {0}}. 5.26
5 ran T = g s =g ke E- ). (620)
Con esta eleccion, las funciones ventana wg[n] y wq[n] se hacen cero en los puntos
finales de la serie de convolucion, por lo que, en realidad, la longitud del filtro es, de
hecho, N — 2, en lugar de N. Para tener en cuenta estos dos términos, con el fin de
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reducir el error cuadréatico medio de las serie de convolucién, vamos a forzar a que la
funcion ventana se haga cero no en n = £M, sino en n = £(M + 1), lo que ademas
conlleva una ligera disminuciéon de la anchura de la banda de transicion.

Estos mismos argumentos fueron esgrimidos por Roark en [4] y aplicados sobre wg[n];
por tanto, llevando (5.26) a (5.24), o de modo similar, llevando (5.26), con la equivalencia
p = p+agq, a (5.23), para posteriormente sustituir M por M+1, se obtienen las respuestas
al impulso finitas, de IV elementos, de las respectivas funciones ventana como

we[n] = sinc? b sinc? kan
M+1 M+1

wkn P makn q
sen sen
[ E,jg“)] [ Wiﬁl) M <n<M, (5.27)
M+T M+1
L sen kn P
wg[n] = sinc” (Mn ) = [ fé‘gﬂ)] —M<n<M,; (5.28)
+1 M+1

mientras que las respuestas al impulso finitas, de N elementos, de los respectivos filtros
PF paso-bajo disenados, que denotaremos con hpp,[n] para el filtro PF basado en a-
spline y con hppg[n| para el filtro basado S-spline, vienen dadas por

h n] = &sinc (ﬁ) sinc? kn sinc? kan
PFo - = M+1 M+1
Tkn p Takn q
_ sen(wen) lsen (]iuﬂ)] lsen (1]‘€4+1)] —M<n<M, (529
™m wkn TR
M41 M+1
0
h n] = Yesinc (@) sinc” il
PESIN] = p M+ 1
sen (=) 1"
_ sen(w.n) [ (M+1) M <n<M. (5.30)
™ wkn
M+1

Si la limitacion se centra en el ntimero de términos N, o de modo equivalente M =
(N—1)/2, entonces la mejor opcion es elegir k = 1 ya que asi se toman todas las muestras
en la zona donde se concentra la mayor parte de la energia asociada a la funciéon a-spline;
pero si no tenemos tal limitacién y esta permitido, por ejemplo, doblar el nimero de
muestras, entonces seria preferible hacer k£ = 2, pues esto permitiria reducir la anchura
de la banda de transicion resultante.

Este es un caso donde los filtros generados con las funciones [-spline modificadas,
descritas en [4] y [5], no cumplen con la predicion formulada en el parrafo anterior y que
si verifican los filtros formulados mediante las funciones a-spline propuestas. La razon
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de esta discrepancia se encuentra en que la base de la representacién temporal de la
funcion [-spline estd obligada a tomar valores negativos mas alla del primer cruce por
cero y en esos puntos la funcion wgln| no esta definida en el dominio real. No ocurre lo
mismo con las funciones a-spline que permiten mejorar la respuesta en frecuencia.

Para poner esto de manifiesto contemplemos el siguiente supuesto determinado por
we = 051, Ay =01lryp=250p+aqg =25 — {p=2a=054q¢=1}. Si
tomamos k = 1, las 2M + 1 muestras se encuentran distribuidas uniformemente entre los
primeros ceros, situados a la derecha y a la izquierda del valor méximo, de la funciéon a-
spline. Esto nos proporciona, aplicando la ecuacion (5.26), el valor M = 2kmwp/Ay = 50.
Las respuestas en frecuencia asociadas a (5.29) y (5.30) deben ser muy similares; en
cambio, si tomamos k£ = 2, las 2M’ + 1 muestras se toman entre el segundo cruce
por cero a la izquierda del origen, n = 0, y el segundo cruce a la derecha del mismo;
esto nos proporciona, aplicando la ecuacion (5.26), el valor M' = 2kwp/Ay = 100. En
este segundo caso, las respuestas en frecuencia dejan de ser similares, de modo que la
proporcionada por Roark segun (5.30) es incluso peor que la obtenida con M = 50.
La explicacion esta en que hay valores de su respuesta al impulso hg[n] que no estan
definidos, mientras que la respuesta al impulso propuesta en (5.29) esté definida para
cualquier valor y en consecuencia reduce la anchura de la banda de transiciéon resultante
(principio de indeterminacion).

En la figura 5.21 se muestran las respuestas en frecuencia de los filtros obtenidos en
cada uno de los supuestos contemplados, pudiendo apreciarse las similitudes y diferencias
de las propiedades conseguidas. En la misma figura, también se pone de manifiesto,
en los cuatro supuestos estudiados, las buenas caracteristicas, respecto al criterio de
prescripcion plana, que presentan las primeras zonas, correspondientes a las mas bajas
frecuencias, de las bandas de paso. A partir de ahora, debido al coste computacional que
supone aumentar el nimero de coeficientes del filtro, tomaremos el valor de £ = 1, los
primeros cruces por cero a la derecha e izquierda del origen, para efectuar el truncamiento
de las funciones a-spline.

5.8. Diseno de filtros principalmente planos

Las funciones ventana (-spline truncadas (5.28) o las funciones ventana a-spline
truncadas (5.27) conducen a filtros principalmente planos cuyas respuestas al impulso
vienen dadas por (5.30) y (5.29), respectivamente. Se quiere encontrar una relacion que
nos determine el grado necesario de la funciéon a-spline y el ntimero de coeficientes del
filtro necesarios para lograr una atenuacion de la banda eliminada y una determinada
anchura de la banda de transicién previamente definidas. El trabajo de Roark y Escabi
[4] es de especial relevancia, ya que después de un gran nimero de simulaciones, fueron
capaces de acumular una amplia coleccion de datos empiricos con los cuales pudieron
desarrollar expresiones explicitas que relacionaban el parametro M = (N — 1)/2 con la
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Figura 5.21 — Diferencia entre los filtros disenados mediante funciones @ y S-spline en los
supuestos de cruces por cero distintos, cambiando el niimero de términos del filtro.

Tabla 5.4 — Filtros PF. Diseno de férmulas para obtener la longitud (N = 2M + 1) del
filtro digital paso-bajo [4].

‘ Atenuacion en banda eliminada A, ‘ Length M |
T 24.3 o _
21 < A, < 120 dB M=% (W 0.085) 1
120 < A, < 150 dB M = Al [—0.00075 (200.3 — A,)* +14.74] — 1
d
A, > 150 dB M = £ [0.00001087 (A, + 245.6)° —3.1] — 1

anchura de la banda de transicion Ay, y el pardmetro p con la atenuacion de la banda
eliminada. Dichas expresiones se pueden encontar en [4, Table I] y permiten el disefio
explicito de filtros PF utilizando funciones (-spline modificadas para el modelado de la
banda de transicion.

Debido a la similitud entre las funciones o y 5-spline, y con el objetivo de comprobar
si las formulas de diseno citadas eran también validas para la aproximacién a-spline,
se han llevado a cabo un conjunto completo de experimentos haciendo variar a los
parametros, grado p = p + aq de las funciones a-spline y semiorden del filtro, sobre
intervalos de valores similares a los que se dan en [4]. En concreto los rangos de variacion
usados fueron 1 < (p+aq) <15y 4 < M < 250.

En las simulaciones numéricas realizadas se han empleado las formulas de diseno, que
determinan el valor del semiorden del filtro M = (N —1)/2 en funcién de la atenuacion
A, v de la anchura de la banda de transicion Ay, proporcionadas por Roark y Escabi en
[4] v que reproducimos en la tabla 5.4, adaptadas al diseno de filtros con a-spline.
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Tabla 5.5 — Formulas de disefio aproximadas para la obtenciéon dep > 1l and 0 < a <1
para el disenio de filtros FIR PF a-spline paso-bajo.

‘ Atenuacion en SB A, | P ‘ o |
21 < A, <120 dB p:\‘mfo-ﬁ*q a:((ﬁmf()ﬂw) q
A, > 120 dB p= Lm +0.063 (A, — 120) + 5A06J —qla= (W +0.063 (A, — 120) + 5.06 — p) q

Por otra parte, para la obtencién de las expresiones que proporcionan el grado de
las funciones a-spline (p + aq) en términos de la atenuacion de la banda eliminada
Ag, se ha asumido que p = |p| — ¢, p > 1, and @« = (p—p) /g, 0 < a < 1, donde
|p| representa la parte entera de p, y en consecuencia, se han adaptado también las
expresiones suministradas por Roark en la forma que se muestra en la tabla 5.5.

Después de ejecutar las pruebas heuristicas, se pudo comprobar que las expresiones
contempladas en las tablas 5.4 y 5.5 proporcionan una aproximaciéon razonable para
obtener los pardmetros necesarios para obtener filtros a-spline concretos, [150] y [151].
Conviene resaltar que las citadas expresiones deben manejarse con cuidado, ya que las
caracteristicas del filtro dependen de la seleccion que se haga de los parametros {p, o, ¢}
de manera que se mantenga constante el valor de p+aq. En las simulaciones realizadas, se
ha podido comprobar que en algunos supuestos la eleccién apropiada de los parametros
{p, @, ¢} pueden conducir a mejoras de diseno.

A continuacién se esquematiza el proceso de diseno de filtros PF paso-bajo basado
en funciones a-spline.

Procedimiento de diseno PF

1. Fijar la atenuacion en la banda atenuada (Ay), la anchura de la banda de transicion
(Ay) v la frecuencia de corte (w.).

2. Calcular los valores del semiorden del filtro (M) y el grado p = p + aq de las
funciones a—spline a partir de las tablas 5.4 y 5.5.

3. Determinar los 2M + 1 coeficientes del filtro utilizando la ecuacion (5.29).

5.9. Diseno de filtros con funciones a-spline mediante
algoritmo genético.

Los algoritmos genéticos tratan de resolver problemas basandose en las reglas de la
seleccion natural que guian la evolucion. Parten de una poblacion inicial aleatoria, de
la cual se derivan generaciones sucesivas que convergen después de un proceso iterativo,
normalmente largo, a una solucion.
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En todas las técnicas expuestas de diseno de filtros, se parte de un conjunto de
especificaciones definidas en términos de la frecuencia de corte w., la anchura de la
banda de transicion Ay y la longitud del filtro N; este ultimo parametro viene dado
explicitamente o puede obtenerse indirectamente, en términos de la atenuaciéon de la
banda eliminada y la anchura de la banda de transicion, a través de la tabla 5.4. En todos
los supuestos estudiados, se evaliia el grado necesario de las funciones a-spline, para
cumplir con los objetivos de disefio, mediante la ecuacion (5.16), o bien a través de (5.22)
usando los coeficientes (a, b, c) dados en la tabla 5.3, o finalmente con las expresiones
que aparecen en la tabla 5.5. En virtud de que los filtros modificados ya incorporan una
banda de transicién, generada mediante funciones a-spline, una propuesta alternativa,
vista mas como una técnica de anéalisis del problema de diseno de filtros que como una
técnica de diseno propiamente dicha, se centra en la bisqueda del grado de las funciones
a-spline, utilizando algoritmos genéticos. Los filtros obtenidos de este modo pueden
compararse con los filtros desarrollados con las técnicas propuestas en esta memoria con
el fin de apreciar el orden de similitud o discrepancia de sus respuestas en frecuencia.

Con este fin, a partir de la respuesta al impulso de los filtros modificados (4.18),
el problema se plantea en los siguientes términos. Dados unos valores concretos de los
pardametros w., Ay v IV, se trata de buscar el grado p de las funciones a-spline, es decir,
los valores de la terna {p, o, ¢}, que minimiza la funcion de coste €3, dada en (5.8), que
representa la energia desechada por el truncamiento de la respuesta al impulso h,,42[n]
(4.18). El planteamiento es como sigue

min(eg):min( > 2|hmd2[n]l2),

Dyqcx PO \ = +1
s.t. p,q €N, (5.31)
a € R,
a € [ 0, 1 } .

La preferencia de un algoritmo genético a la de otros algoritmos para la bisqueda
de una solucion, en este caso la bisqueda del grado de las funciones a-spline, se debe a
que a pesar de ser algoritmos ciegos tienen la ventaja de gestionar de manera natural las
restricciones correspondientes al rango de variacion de las variables que intervienen en
el problema, como son que dos de ellas son naturales y una tercera es real y acotada. La
utilidad del mismo queda constatada ya que ha permitido confirmar y por tanto validar
las soluciones obtenidas en las propuestas desarrolladas en la memoria.

Se utiliza MATLAB para implementar el algoritmo genético que nos determinara el
grado de las funciones a-spline, que nos minimice la funcién objetivo. Se ha evaluado
el grado de las funciones a-spline mediante esta herramienta en algunos de los ejemplos
que se muestran en la seccion 5.11.
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5.10. Parametros de calidad

Con el proposito de evaluar la calidad de los filtros obtenidos, ya sea mediante las
técnicas propuestas o mediante técnicas similares basadas en funciones S-spline, y poder
comparar los resultados, se van a definir una serie de parametros (parametros de calidad)
que, una vez medidos en situaciones concretas, pondran de manifiesto las bondades de
los disenos. Para poder comparar los diferentes filtros, los parametros de calidad se
definen respecto a un filtro ideal paso-bajo.

El primero de ellos es el error de aproximacién integral cuadratico promedio, definido
por

M 00
Caisae = O |haln] = h[n]*+2 > |haln]P, (5.32)
n=—M n=M+1

donde hy[n] es la respuesta al impulso ideal y h[n] la respuesta al impulso de los filtros
obtenidos en cada caso.

El segundo es el error en la banda de paso, dado por

1 [er
e =7 [ 1 (@) = Ha )l do (533

donde H,(w) es la respuesta en frecuencia ideal.

El tercero es el error en la banda eliminada, que se define
1 [7 9
Ecbe = — |H (w)|” dw. (5.34)
T S,

El cuarto es la desviacién maxima en la banda de paso, obtenida como

Edev = MaX |H (w) — Hy (w)], (5.35)
|w|<wp
y por tltimo, la atenuaciéon minima de la banda eliminada A;, siendo H(w) la respuesta
en frecuencia real de los filtros correspondientes, filtro a-spline, filtro g-spline u otro
obtenido por cualquier procedimiento.

5.11. Ejemplos de diseno de filtros

En esta seccion, se van a desarrollar diversos ejemplos de diseno de filtros con el
objetivo de comparar los resultados obtenidos mediante las técnicas descritas en esta
memoria, basadas en funciones a-spline, con los logrados con métodos previos basados
en funciones (-spline.



144 Técnicas de disenio de filtros FIR.

T
-~ B - spline:p, =4.526

—a - spline: p + q=4.2

o - Detalle de banda de paso

M=36;N=73;Ad=0.21'[

Magnitud (dB)

Ay

LN N,
A N

_1001- (TR R R YR SN ATANATAY |
AT PR LT

1101
-1201-

-130—

~140 I I I I I I I
0 025 05 075 1 125 15 175 2 225 25 275 3

w (rad/muestra)

Figura 5.22 — Fjemplo de diseno 1. Magnitud de las respuestas en frecuencia de filtros
paso-bajo disenados con funciones « y B-spline minimizando el error integral cuadrético
total

5.11.1. Diseno de filtros basado en el procedimiento MEICT

Para evaluar el procedimiento de diseno MEICT y poder comparar los resultados
de los filtros obtenidos utilizando un tipo u otro de funciones, a-spline o §-spline, se
presenta el siguiente ejemplo representativo. En el mismo, al que se denomina Ejemplo
de diseno 1, se pretende obtener un filtro paso-bajo de longitud N = 73 (M = 36), con
una anchura de la banda de transicion A; = 0.27 y una frecuencia de corte w. = 0.57.
Para las funciones f-spline, y a partir de (5.18) se obtiene el valor p, = 4.526, mientras
que para las funciones a-spline, y a partir de (5.16) se obtiene p+ aq = 4.2, que conduce
a la terna de valores (p =4, = 0.2,¢ = 1). En la figura 5.22 se representa la magnitud
de la respuesta en frecuencia de los filtros de fase lineal disenados.

La visualizacion de la misma nos permite inferir que las bandas de transicién son
practiamente idénticas, mientras que el filtro a-spline presenta un mejor rendimiento
tanto en la banda de paso como en la banda eliminada.

Con los mismos parametros de diseno, la utilizacion del algoritmo genético sobre la
funcion de coste, dada por (5.31), proporciona unos valores 6ptimos para los elementos
que determinan el grado de la funcién a-spline de p =2, o = 0.655 y ¢ = 3.

Para estimar la calidad de los filtros se han medido los parametros de calidad, defini-
dos en la seccion 5.10. En la tabla 5.6 se muestran los valores de dichos parametros. Los
mejores resultados obtenidos se indican con caracteres en negrita. Los valores de dichos
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Tabla 5.6 — Ejemplo de diseriol. Resultados de la simulacién para el error integral cua-
drético total (w. = 0.5m, Ay = 0.27, M = 36).

| Técnica de diseno | € gisae \ Epbe \ Eebe | Edev ‘ A, (dB) |
B-spline (p=4.526) (Ref. [5]) 6.506-10~% | 4215-10~11 | 4215-10~11 | 1.890-10~° | 945
a-spline Eq. (5.7) 6.643-107% | 6.970-107'2 | 6.970-10'2 | 1.626-10° | 95.8
con (p,q,a) = (4,1,0.2)
a-spline Ec. (5.31) 10-3 a1t -1 10-5
Optimizacion con (p,q,oz) _ (273,0.655) 6.345 - 10 2.135-10 2.135-10 1.206 - 10 98.4

parametros permiten comparar el filtro disenado por medio de (5.16) y el disenado a
través de (5.18).

Comentar, por ultimo, que debido a la manera de definir la anchura de la banda
de transicion practica, la anchura de la banda de transiciéon obtenida es menor que la
teorica, caracterizada por el parametro A, en el diseno del filtro.

5.11.2. Diseno de filtros basado en el procedimiento MEICEP

Procediendo de modo similar al supuesto de minimizacion del error integral cua-
dratico total, y con el objetivo de poder comparar el comportamiento de las funciones
a-spline y [-spline en el disenio de filtros de fase lineal, se plantea el siguiente ejemplo
representativo, al que se llama Ejemplo de diseno 2. En este caso, se pretenden dise-
nar filtros paso-bajo de longitud N = 115 (M = 57), con una anchura de la banda
de transicion A; = 0.1127 y una frecuencia de corte w. = 0.457. Para las funciones
[-spline, estos parametros de disefio dan lugar a que NA; = 115-0.112/2 = 6.44, y de
(5.21) y (5.20), se obtiene el valor del grado ¢ptimo de la funcién S-spline que resulta
ser p, = 4.17312, mientras que para las funciones a-spline, se tiene que M A, = 6.3847.
De la tabla 5.3 y de la relacion (5.22), se desprende que el grado 6ptimo de la funcion
a-spline es p = 3.7, que conduce a los valores (p =3, = 0.7, = 1).

En la figura 5.23 se muestran los modulos de las respuestas en frecuencia de los filtros
disenados. De nuevo podemos observar que las anchuras de la banda de transiciéon son
practicamente idénticas, mientras que el filtro a-spline propuesto presenta mejoras tanto
en la banda de paso como en la banda eliminada.

Con los mismos parametros de diseno, la utilizacion del algoritmo genético sobre la
funcion de coste, dada por (5.31), proporciona unos valores 6ptimos para los elementos
que determinan el grado de la funcién a-splinede p =2, a =0.73y ¢ = 2.

Se han medido los parametros de calidad dados por las ecuaciones (5.32), (5.33),(5.34)
y (5.35), asi como la atenuacion minima de la banda eliminada para los filtros de fase
lineal obtenidos. En la tabla 5.7 se muestran los valores de dichos parametros de calidad.

También en este caso, la aproximacion propuesta se comporta mejor que la técnica
basada en las funciones f—spline en casi todas las medidas de calidad, con la excepcion
del error de aproximacién integral cuadratico medio.
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Figura 5.23 — Ejemplo de diseno 2. Magnitudes de la respuesta en frecuencia de filtros
paso-bajo disenados con funciones « y B-spline minimizando el error integral cuadréatico

sobre la banda de paso y la banda eliminada.

Tabla 5.7 — Ejemplo de diseno 2. Resultados de la simulacién para el error integral cuadra-
tico, sobre la banda de paso y la banda eliminada, optimizado (w. = 0.457, Ay = 0.1127,

M = 57).
Técnica de diseno de filtro ‘ Eaisae ‘ Epbe ‘ Eebe ‘ Edev | A, (dB) |
B-spline (p—4.173) (Ref. [5]) 3.803-10°3 | 3.353-10"° | 1.423-101° | 7.706-10° | 83.8
_Q 3 =4
a-spline Eq. (5.7) 3.936-1073 | 2.880-1071 | 1.152-10711 | 4.402-107° | 88.0
con (p,g,a) = (3,1,0.7)
a-spline Ec. (5.31) R 011 ot 1n-5
Optimizacion con (p.g.0) = (2,2,0.73) | 5990107 | 1.418-10 1.197- 10 3.301 - 10 89.9
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5.11.3. Diseno de filtros basado en el procedimiento PF.

Respecto a este tltimo procedimiento, se van a mostrar tres ejemplos representativos,
donde se contemplan diferentes aspectos.

Procedimiento PF: Ejemplo de diseno 3.

En el primer ejemplo desarrollado mediante el procedimiento PF, que se nombra
Ejemplo de diseno 3, se va a poner de manifiesto el asunto citado al final de la seccion
5.8 sobre los diferentes rendimientos de los filtros disenados, en funcion de las diferentes
combinaciones de los parametros p, «, ¢ que definen las funciones a-spline.

En este ejemplo se desea disenar filtros digitales a y S-spline PF paso-bajo, deter-
minando, a partir de las tablas 5.4 y 5.5 para el caso a-spline o a partir de la tabla I
que se da en [4], los valores de M y p = p+ aq que deben usarse en (5.29) o (5.30), para
lograr las caracteristicas del filtro a disenar. Las especificaciones del filtro que deseamos
obtener son las siguientes:

» Atenuacion minima en la banda atenuada A, = 80 dB.
= Frecuencia de corte w, = 0.57.

= Anchura de la banda de transicion Ay = 0.257.

De la tabla I en [4], para el filtro digital basado en los S-spline, se obtienen unos
valores para el semiorden del filtro y el grado (-spline que son M = 25y p = 3.537.
Idénticos valores se obtienen a partir de las tablas 5.4 y 5.5, lo que permite utilizar
diferentes combinaciones de (p, «, ¢) para obtener p + aqg = p = 3.537. En particular, se
han probado tres combinaciones distintas (3,0.537,1), (2,0.768,2) y (1,0.846, 3) para el
método a-spline propuesto.

En la figura 5.24 se muestran las respuestas en frecuencia de los filtros digitales PF
[B-spline y a-spline paso-bajo de fase lineal.

En la tabla 5.8 se dan los parametros de calidad definidos mediante (5.32), (5.33),
(5.34) y (5.35), ademés de la atenuaciéon minima en SB. De acuerdo a los valores de
los mencionados parametros de calidad de la tabla 5.8 se pueden sacar las siguientes
conclusiones

1. La aproximacion propuesta, basada en las funciones a-spline, supera al diseno (-
spline en cuanto a la atenuaciéon minima en la banda eliminada y anchura de la
banda de transicion. También suministra valores inferiores para los errores inte-
grales cuadraticos, tanto en el total como en el que se limita a las bandas de paso
y atenuada.

2. El filtro a-spline disenado con el mayor valor de «, es decir, el asociado al conjun-
to de parametros (p,q,a) = (1,3,0.846) proporciona los mejores parametros de
calidad.



148

Técnicas de disenio de filtros FIR.

0 ]
—Roark : Ref. [4] (p = 3.537)
101 - - -a-spline (p=3,a=0537,q=1)| |
-201 ——a-spline(p=2,a=0.768,q=2) -
a0l a-spline(p=1,a=0.846,q=3) |
ol \ i
& . Detalle delabanda de paso 3

N 50Ty T T - T — M=25 —

g T PITTAN ‘\  =050m

; 60~ g 0 W&V@WW@@@@L@@%Q/{%&“ %;\ ‘ A=0257 7

3 2y ‘ ‘ ‘ ‘ L4 \ 8

E a0k > 09 0.95 1 1.05 11 115 12 i

> w (rad /muestra)

E -90— : : -
-100— -
-1101— . -
120}~ Ll ”‘f%"‘?‘&;@« A 4

j it 503
180 | | O‘L ! ‘L” NW?’ ”““?1 Pt ‘\,vﬁ\‘ﬂf
R ] A i A
140l | ' ‘H [ lf! i i
L SO
150 | \ \ \ \ \ \ \ L
0 0.25 05 0.75 1 125 15 175 2 2.25 25 2.75 3

Figura 5.24 — Ejemplo de diseno 3. Magnitud de las respuestas en frecuencia

w (rad/muestra)

digitales PF paso-bajo basados en « y (-spline.

de filtros

Tabla 5.8 — Ejemplo de diseno 3. Resultados de la simulacién para el disefio de filtros PF
optimizados (w. = 0.5, Ay = 0.257, M = 25, A, = 80 dB).

| Técnica de disefio de filtro \ Eaisae \ Epbe | Esbe \ Edev | A, (dB) ]

G-spline (p—3.537) (Ref. [4] o Ec. (5.30)) | 1.009-10 2 | L457-10 © | 145710 © | 1.009-10 ' | 79.9
a-spline Ec. (5.29) 10-3 10-10 C10-10 L10-5

con (p,q,a) = (3,1,0.537) 9.732 - 10 1.142- 10 1.142 - 10 8.546 - 10 81.4
a-spline Ec. (5.29) 10-3 411 C10-11 .10-5

con (p, g, ) — (2,2,0.768) 9.549 - 10 2.519-10 2.519-10 3.503 - 10 89.1
a-spline Ec. (5.29) 10-3 10-11 10-11 .10-5

con (p,q,a) — (1,3,0.846) 9.486 - 10 1.522-10 1.522-10 3.485 - 10 89.2
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Procedimiento PF: Ejemplo de diseno 4.

Con el siguiente ejemplo, Ejemplo de diseno 4, se pretende disenar un filtro PF
paso-bajo con las siguientes especificaciones

— Minima atenuacion en la banda atenuada A, = 60 dB.
— Frecuencia de corte w, = 0.257.
— Anchura de la banda de transicion A; = 0.057.

Para cumplir las especificaciones anteriores, de la tabla 5.4 se obtiene un valor para el
semiorden del filtro M = 90. Posteriormente, se determina el valor de p de las expresiones
dadas en la tabla I de [4, Table I], resultando un valor p = 2.339 para el disefio del filtro
PF basado en (-spline. Iguales valores resultan para el disefio del filtro PF basado en
las funciones a-spline, eligiendo cualquier combinacion {p,a, g} tal que p = p + agq.
Para comparar los rendimientos de ambas realizaciones, la aproximacion g-spline y la
aproximacion a-spline, tomamos para la terna de valores {p, o, ¢}, la combinacion dada
porp=1 a=0.6695y q=2.

En la figura 5.25 se muestran las magnitudes de la respuesta en frecuencia para los
filtros PF disenados.

Con los mismos parametros de diseno, la utilizacion del algoritmo genético sobre la
funcion de coste, dada por (5.31), proporciona unos valores 6ptimos para los elementos
que determinan el grado de la funcién a-splinede p =1, a =0.753 y ¢ = 2.

En la tabla 5.9 se presentan, para cada realizacion, los parametros de calidad dados
por las ecuaciones (5.32), (5.33), (5.34) y (5.35), asi como la atenuacion minima A y la
anchura de la banda de transicion A, realmente alcanzadas. Los mejores resultados, con
respecto a las medidas de calidad definidas, estan resaltados con caracteres en negrita.

A la vista de la figura 5.25 y de los datos proporcionados por la tabla 5.9 se pueden
extraer las siguientes conclusiones.

1. El filtro disenado mediante el procedimiento descrito en [4], basado en las funciones
[-spline, satisface las especificaciones del diseno.

2. En lo que se refiere al enfoque a-spline dado por (5.29), se puede comprobar que
la aproximacion propuesta supera al diseno [S-spline en cuanto a la atenuacion
minima en la banda eliminada y anchura de la banda de transicion. La aproxi-
macion propuesta, también suministra valores inferiores para los errores integrales
cuadraticos, tanto en el total como en el que se limita a las bandas de paso y
atenuada.

Resumiendo, la técnica propuesta, basada en las funciones a-spline, proporciona filtros
que tienen una mejor precision de aproximaciéon y supera a la técnica, basada en las
funciones (-spline, descrita en [4].
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Figura 5.25 — Ejemplo de disenno 4. Magnitud de las respuestas en frecuencia para filtros
PF spline paso-bajo (A5 = 60 dB, w, = 0.257, Ay = 0.057).

Tabla 5.9 — Ejemplo de diseno 4. Resultados de la simulacién para diferentes filtros digi-
tales PF paso-bajos (45 = 60 dB, w. = 0.257, Ay = 0.057).

\ Técnica de diseno del filtro | Eaisac | € pbe | Esbe | Edev | A, (dB) [ Ay(xm) |
Roark S-spline (p—2.339) 2.387-1073 | 4.696-107° | 4.696-1077 | 9.984-10~* | —60.01 | 4.951-1072
a-spline Ec. (5.29) 10-3 10-9 10-9 10-4 | _ 10-2
con (p, g, @) = (1,2, 0.6695) 2.146 - 10 3.193 - 10 3.093 - 10 6.069 - 10 64.38 | 4.479 - 10
a-spline Ec. (5.31) -3 109 109 Cined | B =2
Optimizacion con (p, g, ) = (1, 3,0.618) 2.260 - 10 1.388-10 1.354-10 9.971 - 10 60.00 | 5.000-10
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Procedimiento PF: Ejemplo de diseno 5.

Un dltimo ejemplo, al que se designa mediante Ejemplo de diseno 5, consiste en
el diseno de un filtro PF cuyas especificaciones vienen propuestas por Roark, en la
subseccion II1.D. de [4], donde se propone el uso de las funciones S-spline para el disefio
de filtros PF. El prototipo a disenar consiste en un filtro paso-bajo de longitud N = 257
(M = 128), con una atenuaciéon minima en la banda eliminada A; = 80 dB y una
frecuencia de corte localizada en w. = 0.47. En este caso, vamos a realizar el diseno por
medio de tres aproximaciones diferentes.

1. Por medio de una ventana de Kaiser. El parametro 4, de la ventana, con los
datos de partida, resulta ser 54, = 7.8573.

2. A través de la aproximacion de filtros PF de Roark, basada en las funciones (-
spline. De acuerdo con los datos, de la tabla I [4, Table I| se obtiene un valor para
el grado de la funcion S-spline p = 3.537.

3. El tercer filtro se obtiene de la aproximacion propuesta (5.29), basada en las fun-
ciones a-spline. De la tabla 5.5, teniendo en cuenta las especificaciones de partida,
se puede tomar cualquier terna de valores {p, ¢, a} tal que p+ ag = p = 3.537. La
eleccion seleccionada es p = 2, ¢ = 2, and a = 0.768.

Los modulos de las respuestas en frecuencia resultantes de los filtros disenados se
pueden ver en la figura 5.26.

Se han medido los parametros de calidad (5.32), (5.33), (5.34) y (5.35), asi como la
atenuacion minima A, y la anchura de la banda de transicion A, realmente alcanzadas,
para los tres disenos considerados. En la tabla 5.10 se muestran los valores obtenidos de
cada uno de los parametros considerados.

Tanto de la contemplacion de la figura 5.26, como del andlisis de los datos que se
ofrecen en la tabla 5.10, se infiere, en primer lugar, que la banda de transicion més
estrecha se obtiene con el enfoque basado en la ventana de Kaiser, pero el precio a pagar
es que este prototipo presenta peor comportamiento respecto a la propiedad de poseer
una banda de paso principalmente plana. Para visualizar mejor esta caracteristica, se
muestra en la figura un detalle ampliado de las respuestas en frecuencia de las bandas
de paso, que aparecian con menor detalle en la figura 5.26.

Una segunda conclusion es que la propuesta basada en las funciones a-spline supera
a la técnica basada en funciones §-spline considerando todos los parametros de calidad,
y también supera, si solo tenemos en consideraciéon los errores en las bandas de paso y
eliminada, a la aproximacion basada en la ventana de Kaiser.
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Figura 5.26 — Ejemplo de diserio 5. Magnitud de las respuestas en frecuencia para dife-

rentes filtros paso-bajo (M = 128, As = 80 dB, w. = 0.47).
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Figura 5.27 — Ejemplo de diserio 5. Detalle ampliado de la magnitud de las respuestas en
frecuencia para diferentes filtros paso-bajo (M = 128, A, = 80 dB, w, = 0.47).
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Tabla 5.10 — Ejemplo de disenno 5. Resultados de la simulaciéon para diferentes filtros
digitales PF paso-bajos (M = 128, A; = 80 dB, w, = 0.47).

| Técnica de diseno de filtro ‘ Eaisae ‘ Epbe | Esbe ‘ Edev | A (dB) | Ay(xm) ‘
Ventana de Kaiser (84, —7.8573) 1.636-1073 | 7.774-107 1 9.051- 1071 8.681-107° 81.60 |3.913-1072
Roark spline (Ref. [4]) 2.033-10% | 2.998 1011 | 2.999-10 7 | 1.009-107 | 79.921 | 5.008 102
a-spline Ec. (5.29) con (p,q,a) = (2,2,0.768) | 1.925-10% | 5.102-107*2 [ 5.102-10 12 [ 3.499-10°° | 89.12 | 4.858-102

5.12. Resumen

En este capitulo, se han desarrollado, después de determinados analisis teoricos y
amplios trabajos numéricos, diferentes herramientas empiricas que pueden ser usadas
para el diseno de filtros digitales, basados en una de las formulaciones de filtros que
se presentaron en el capitulo 4 y que contenian bandas de transicién creadas mediante
una de las familias de funciones a-spline que se desarrollaron en el capitulo 3, sujetos a
determinadas restricciones. En primer lugar se ha elaborado una técnica, con base en un
proceso de optimizacion, consistente en la minimizacion del error integral cuadratico en
distintas bandas de frecuencia, en este sentido, también se ha propuesto la utilizacion
de un algoritmo genético que opera minimizando las colas desechadas de las respues-
tas al impulso infinitas del filtro modificado mediante las funciones a-spline, para la
determinacién de los citados parametros.

Una segunda técnica se centra en el disenio de filtros basado en que las bandas de
frecuencia resultantes se aproximen a la condicién de ser maximamente planas (filtros
principalmente planos (PF)).

Las simulaciones realizadas con dichas herramientas, basadas en funciones a-spline,
generan filtros que pueden competir satisfactoriamente con técnicas de diseno previas,
basadas en funciones (-spline. Para poner de manifiesto los comportamientos y propie-
dades de los diferentes filtros disenados se han utilizado un conjunto de parametros de
calidad definidos en la seccién 5.10.






Capitulo 6

Conclusiones y lineas de estudio
futuras

Esta tesis se enmarca en la utilizaciéon de técnicas polinémicas, en particular en el
contexto de los polinomios spline, para la generacion de funciones definidas en el dominio
de la frecuencia que, con posterioridad, se emplearan en la modelizacion de bandas de
transicion para la formulacién de filtros FIR. En este capitulo se van a enumerar las
aportaciones, conclusiones principales y lineas futuras que se derivan de este trabajo de
investigacion de acuerdo con los objetivos iniciales planteados.

6.1. Conclusiones y aportaciones

En el capitulo 2 se ofrece una retrospectiva de las funciones spline incidiendo en
la evolucion de las mismas, que puede encontrarse en una amplia bibliografia, y sus
aplicaciones. En esta recapitulacion se muestran las diferentes variaciones desarrolladas
a partir de su formulaciéon original, contemplando los diferentes enfoques constructivos.
Aunque todos son equivalentes, el planteamiento de generacion basado en operaciones de
convolucién de pulsos rectangulares entronca directamente con sistemas cuyas respuestas
se obtienen a partir de sistemas lineales e invariantes en el tiempo en general. El trabajo
presentado descansa sobre dos pilares que se citan en dicho capitulo, el primero esté
relacionado con las denominadas funciones spline de base racional (seccion 2.5.2) y el
segundo con las funciones spline definidas en la variable frecuencia (seccion 2.9). De
acuerdo con estos dos elementos, en el capitulo 3 se han propuesto tres tipos de familias
spline, definidas en el dominio de la frecuencia, denominadas familias a-spline de tipos
I, IT y III. Las aportaciones de este capitulo se centran en las siguientes cuestiones:

= Definicion y construccion de las diferentes familias a-spline tanto en el dominio de
la frecuencia asociada a un entorno de tiempo continuo, como en el de la frecuencia
asociada a un dominio de tiempo discreto.
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= Desarrollo, en los dominios de la frecuencia, de las formas funcionales de las fun-
ciones pretenecientes a cualquiera de los tres tipos de familias a-spline.

= Obtenciéon de la forma explicita de las mismas funciones, producto de potencias
de exponentes naturales y cuyas bases son funciones “sinc¢”, en los dominios del
tiempo.

Los diferentes perfiles de las distintas funciones asi como la anchura del intervalo de
definicion donde son no nulas, delimitaran las hipotéticas aplicaciones de las diferentes
funciones a-spline. En particular los distintos perfiles dependen, para las tres familias,
de todos los parametros de definicién de las mismas, es decir, del nimero de pulsos de
uno y otro tipo p y ¢, de la anchura de los mismos, a través de a y A. Por otro lado, la
dependencia de la anchura del intervalo cerrado, donde son no nulas, es diferente para
las distintas familias. Asi,

= Para las funciones de la familia de tipo I, dicho intervalo depende de los mismos
parametros que su forma y viene dado por [—(p + aq)A/2, (p + ag)A/2] que es
creciente con el aumento de los susodichos pardmetros.

= Para las funciones de la familia de tipo II, el intervalo cerrado solo depende del
parametro A, la anchura de uno de los dos tipos de pulsos que intervienen en su
construccion, y viene dado por [-A/2, A/2], siendo independiente de p, a y .

= Para las funciones de la familia de tipo III, la anchura del intervalo depende tanto
de A como de a, viene dado por [—(14+ a)A/2, (14 «)A/2], pero es independiente

depyq.

En el capitulo 4 se estudian y formulan filtros paso-bajo modificados con bandas
de transicion generadas mediante las funciones a-spline en el dominio de la frecuencia.
Dentro de esta parte del trabajo, las contribuciones mas relevantes son:

= Formulacion de los filtros mediante operaciones de convolucion en el dominio de
la frecuencia entre la respuesta en frecuencia del filtro paso-bajo ideal con las fun-
ciones de las diferentes familias a-spline. Los desarrollos se han realizado en los
entornos de tiempo continuo (este desarrollo se puede entender como una herra-
mienta que ha servido de guia y de comprobacion para el desarrollo en el entorno
discreto) y de tiempo discreto.

= Construccion de las respuestas en frecuencia de los filtros mediante formas funcio-
nales cerradas que se componen de sumas de polinomios a tramos que dependen
de los tres tipos de familias a-spline.

= Obtencion de la forma explicita de las respuestas al impulso de longitud infinita
(ITR), producto de potencias de exponentes naturales y cuyas bases son funciones
“sinc”, en los dominios del tiempo.
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» Estudio de las propiedades de derivabilidad y continuidad de las respuestas en
frecuencia de los filtros formulados, que puede verse en el apéndice B.

En el capitulo 5, dedicado al disenio de filtros, solo se abordan filtros digitales FIR. En
el diseno de filtros FIR abordado en este capitulo se han contemplado diversos aspectos,
los cuales han sido tratados tanto desde una perspectiva teorica, para acotar el rango
de variacion de algunos parametros, como desde una aproximacion empirica debido a la
dificultad de dar una soluciéon analitica.

El truncamiento necesario de la respuesta al impulso infinita de los filtros modifica-
dos hace que la respuesta en frecuencia resultante se degrade respecto a la respuesta en
frecuencia teodrica, cuyas bandas de paso y eliminada no presentan errores de aproxima-
cion y su banda de transicion estd totalmente definida. Los objetivos de diseno persiguen
que dicha degradacion sea la més pequena posible.

En concreto se han explorado diferentes planteamientos de disenio basados en di-
versas técnicas de optimizacion, como es la minimizacion del error integral cuadratico
sobre diferentes bandas de frecuencia, o la basada en la condicién de obtener filtros que
presenten la caracteristica de ser maximamente plana o principalmente plana.

Desde la perspectiva del criterio de minimizacién del error integral cuadratico se
han desarrollado dos procesos de diseno diferenciados; en ambos supuestos no se tiene
control sobre la atenuacion de la banda eliminada. En el primero, la optimizacion se
ha realizado sobre todo el rango de frecuencias. En este sentido, las contribuciones del
trabajo se resumen en los siguientes puntos:

= Se ha llevado a cabo una aproximacion teérica para determinar el rango de varia-
cion del valor 6ptimo del grado de las funciones a-spline necesario para minimizar
el error de aproximaciéon. El mencionado grado se expresa en términos de los va-
lores deseados de los parametros de diseno, que en estos supuestos son la anchura
de la banda de transicion y la longitud del filtro.

= Se ha hecho un tratamiento empirico, para determinar el valor 6ptimo del gra-
do de las funciones a-spline, consistente en la realizaciéon de un gran nimero de
simulaciones con el fin de poder dar una solucién al problema.

= A partir de los dos aspectos previamente citados se ha obtenido la suficiente in-
formacion que ha contribuido a elaborar una relaciéon funcional que proporciona
el valor 6ptimo del grado de la funcién a-spline en términos de la anchura de la
banda de transicion y de la longitud deseada del filtro a disenar.

Otro aspecto estudiado, en relacion con el problema de la optimizacion, ha sido la
minimizaciéon del error de aproximaciéon sobre los rangos de frecuencia pertenecientes a
las bandas de paso y eliminada, excluyendo las frecuencias de la banda de transicién. En
este sentido, se ha abordado el problema desde un punto de vista empirico, estudiando
el comportamiento del error de aproximacion asociado a los términos desechados con
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el truncado. De las pruebas preliminares se obtuvieron algunas conclusiones relevantes
sobre esta funciéon que enumeramos a continuacion.

» Fijado el pardmetro A,, para cada semiorden del filtro M hay un valor del grado
de las funciones a-spline que hace minimo el error de aproximacién. A medida que
M crece, el minimo es mas pronunciado y el grado a-spline es mayor.

» Fijado el parametro M, al variar A, varia el grado a-spline donde se produce el
minimo error de aproximacion, de modo que si se aumenta A, el minimo es mas
pronunciado y ocurre para valores mayores del grado de las funciones a-spline
utilizadas para el modelado de la banda de transicion.

= Para diferentes combinaciones de los parametros M y A; de modo que M - Ay sea
constante, el minimo error de aproximacién se produce para el mismo valor del
grado de las funciones a-spline, de modo que el minimo es més acusado conforme
M aumenta; por otro lado, a medida que M - Ay crece, el grado a-spline donde se
produce el minimo aumenta.

= Con los datos obtenidos, se ha encontrado una relacion cuadratica que permite
determinar el grado p = p+aq (¢ = 1) 6ptimo de las funciones a-spline en términos
del producto M - A,.

Los filtros formulados mediante bandas de transicion generadas con funciones a-
spline son maximamente planos en ambas bandas. De esta caracteristica emana la ter-
cera técnica de disenio que se ha elaborado, la cual tiene como objetivo lograr que las
respuestas al impulso truncadas den respuestas en frecuencia con una forma suavizada
y con minimas oscilaciones en las bandas de paso y eliminada. A los filtros resultantes
se les denomina filtros principalmente planos. En este sentido, los aspectos principales
se centran en los siguientes puntos:

= Identificacion del punto de truncado de la representacion temporal de las funciones
a-spline. Las muestras seleccionadas con el proceso pueden identificarse como una
funciéon ventana.

= Definida la funciéon ventana, la segunda etapa tiene como finalidad encontrar los
valores de la longitud del filtro y el grado de las funciones a-spline que permiten
conseguir unas especificaciones de atenuacion A, de la banda eliminada y de an-
chura de la banda de transiciéon A, dadas de antemano. En este sentido se han
simulado gran cantidad de respuestas en frecuencia, para un amplio abanico de
valores del grado p + aq, donde se ha considerado ¢ = 1, de las funciones a-spline
y de M, y se han medido la atenuaciéon y la anchura de la banda de transicion
alcanzadas en cada supuesto.
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= A partir de los datos empiricos, se han elaborado formulas de diseno que, con
un grado razonable de aproximacién, permiten predecir por un lado el grado p +
aq(q = 1) en funcién de la atenuacion Ay, y por otro, el semiorden del filtro M
en términos de Ay y A,.

Para comprobar la bondad de los disenos, en todos los casos contemplados, se han
desarrollado ejemplos donde se comparan los resultados de los filtros obtenidos por
medio de las técnicas propuestas con los proporcionados a través de otras propuestas
formuladas por diversos autores, elaboradas con el mismo objetivo y basadas en funciones
[-spline de exponente racional. Para verificar las soluciones obtenidas, utilizando tanto
las propuestas planteadas en la memoria como las planteadas por otros autores, se ha
aplicado un método de diseno basado en algoritmos genéticos.

Como colofon, se puede decir que se han alcanzado los objetivos principales plantea-
dos al inicio del trabajo, a saber:

= Generar familias de funciones a-spline en el dominio de la frecuencia con consisten-
cia formal y que representen una ampliacion de las funciones S-spline de exponente
racional.

= Disenar filtros, formulados con bandas de transicién modeladas con funciones -
spline, que presentan propiedades que en el peor de los casos igualan y que en
general mejoran a los disenos previamente existentes.

Algunos de los resultados mas relevantes de este trabajo de investigacion se han
difundido en dos revistas y un congreso cientifico:

1. M. A. Raposo-Sanchez, J. Saez-Landete, F. Cruz-Roldan. “a-spline design of finite
impulse response digital filters”. En Signal Processing, Volumen 122, paginas 204-
212, mayo 2016.

2. M. A. Raposo-Sanchez, J. Saez-Landete, F. Cruz-Roldan. “Analog and Digital Fil-
ters with a-Splines”. En Digital Signal Processing (2017),10.1016/j.dsp.2017.03.003.

3. M. A. Raposo-Sanchez, J. Saez-Landete, F. Cruz-Roldan. “Modelado de Bandas
de Transicion mediante Funciones alfa Splines”. En Actas del XXX Simposium
Nacional de la URSI. Pamplona, septiembre 2015.

6.2. Lineas de estudio futuras

En todos los procedimientos de diseno de filtros que se han abordado en la memoria,
se han analizado los supuestos en los cuales las funciones utilizadas para la modelizacion
de las bandas de transicién pertenecian a la familia de tipo II.
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Se pueden abrir nuevas lineas de diseno de filtros partiendo de las formulaciones
de filtros modificados basados en las funciones a-spline de tipo I o de tipo III. Por
ejemplo, distintas combinaciones de los parametros A; v a que den lugar a la misma
anchura espectral de las funciones a-spline, para unos valores fijos de p y ¢, generan
funciones que presentan diferencias en sus perfiles; los distintos perfiles daran lugar a
variaciones en las propiedades de los filtros resultantes que pueden ser relevantes para
algunas aplicaciones.

Otra posible linea de trabajo puede plantearse teniendo en cuenta el conjunto de
pruebas exhaustivas realizadas para determinar el grado 6ptimo de las funciones a-
spline correspondiente al diseno de filtros principalmente planos. En dichas pruebas
el grado de las funciones a-spline p + aq, se restringié a valores de ¢ = 1. Con este
procedimiento de diseno, se han llevado a cabo algunas pruebas aisladas, realizadas con
valores de ¢ > 1 y de modo que p + aq se mantenga constante, las cuales sugieren que
las propiedades de los filtros obtenidos superan a las logradas con aquellos disenados
utilizando ¢ = 1 en el grado de las funciones a-spline. A partir de estos resultados
preliminares, se puede abordar un estudio sistematico, que seria bastante laborioso ya
que las combinaciones posibles son muy numerosas, sobre la influencia del grado p +
aq(q > 1) sobre los rendimientos de los filtros y obtener formulas de diseno en el
supuesto de que los resultados fuesen prometedores.

Por otro lado, una tematica de interés investigador en la que se podria profundizar
como futura linea de trabajo se centra en el diseno de filtros prototipo para bancos de
filtros y transmultiplexadores [123], denominados en la actualidad como sistemas mul-
tiportadora con bancos de filtros (filter bank multicarrier -FBMC systems)|[152], [153].
Dentro de las distintas clases de bancos de filtros que se pueden encontrar en la litera-
tura, los bancos de filtros modulados han recibido una especial atencién por dos razones
fundamentales: la facilidad de diseno, que se basa en la obtencién de los coeficientes de
un filtro prototipo, y la existencia de algoritmos rapidos de ejecucion, que dependen del
esquema de modulacion (trigonométrica o exponencial), algunos de los cuales se pueden
encontrar en [154], [155], y las referencias incluidas en estos trabajos. El interés hacia los
bancos de filtros es notable y estable desde la década de los 80, mientras que el diseno
de FBMC es un tema de gran actualidad investigadora, ya que se contemplan como
alternativa a OFDM en los sistemas de quinta generacion (5G) [153], [156], [157], [158]
y [159]. La linea que se propone explorar se basa en la obtencion de filtros prototipo
modificando la técnica propuesta en [160], en la cual se diseniaban los filtros mediante la
técnica [-spline. En dicho trabajo, se presentaba un analisis comparativo de los filtros
[-spline con otras técnicas de diseno de filtros prototipo, y se mostraban resultados de
simulacion en los que se encontraban mejoras atendiendo a la medida de diversos para-
metros de calidad del sistema, tanto en bancos de filtros como en transmultiplexadores.
Hemos corroborado mediante unas pruebas experimentales de caracter preliminar que
la calidad del sistema disenado se puede incrementar, atendiendo a diversos parametros,



6.2. Lineas de estudio futuras 161

introduciendo filtros a-spline en la técnica de diseno. La flexibilidad que permite el uso
de 6rdenes no enteros para el spline es a su vez una oportunidad que puede conducir a
disenos mas robustos para sistemas de codificaciéon subbanda, o bien para sistemas de
transmision de datos.






Apéndice A

Familias de funciones a-spline y filtros
paso-bajo asociados

Las diferentes familias de funciones a-spline, tanto en el dominio de la frecuencia
como en el dominio del tiempo, asi como en tiempo continuo como en tiempo discreto,
y los filtros generados por medio de ellas se pueden sistematizar de forma compacta
mediante dos parametros que intervienen en la definicion de los pulsos de partida y que
son diferentes para cada familia. Centrandonos en el dominio del tiempo discreto, se
consideran dos tipos de pulsos rectangulares, donde los subindices d nos van a indicar
el &mbito discreto de trabajo, dependientes de dos parametros k1 y ko, y definidos como

sigue:
ky 2T |w| < Ba
(bd,f w) = Aq 2k1 Al
@) 0, £%<lwl<m, (A1)
Foo 22 w| < alg
w) = alg’ 2k A2
(ba,dl( ) { O, C;ﬁ;z < |w| <, ( )

Los diferentes valores que toman los pardmetros k1 y ko dan lugar a las diferentes familias
de funciones a-spline, de acuerdo a la tabla A.1.

De acuerdo con la tabla anterior, las diferentes familias de funciones a-spline, defi-
nidas en frecuencia, resultantes de la convoluciéon de p pulsos del primer tipo y ¢ pulsos
del segundo tipo, es decir,

Tabla A.1 — Diferentes familias de funciones a-spline en frecuencia

Familia | Familia | Familia
Pardmetros | a-spline | a-spline | a-spline
TipoI | Tipo II | Tipo III
k1 1 P+ aq P
ko 1 P+ aq q
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(p—1) veces (g—1) veces
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se pueden representar por la expresion

\Il[p’q} (w) _ QWk{)k:g . . i (_1)k+l D q % (A 3)
at atAg(p+q—1)! - k l '
w kL al 1/p aq) }p+q_1
X — |+ +=| -+ ,
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Todas estas funciones son positivas y presentan simetria par. Son no nulas en un
intervalo finito [a,b] de la variable independiente w que depende de los parametros de
definicion de los pulsos y del nimero de pulsos, de uno y otro tipo, que convolucionan,
pudiendo expresarse en forma general para las diferentes familias como

A A
(P 04} B (2 aq) A
ki ko) 2 ki ke ) 2
La transformada inversa de Fourier de la funcién previa, da como resultado

i1 [sin{(Aan)/@R)}]” [sinf{(aAum)/(2ks)}]"
FCE”}[”]‘[ Ao 2 ] [ B (2] ]

(A.4)

La convolucion en el dominio de la frecuencia de una funciéon de cualquiera de las
familias a-spline definidas en frecuencia con la respuesta en frecuencia de un filtro ideal
paso-bajo, con frecuencia de corte w., da como resultado la respuesta en frecuencia de
un filtro paso-bajo con una determinada banda de transicion, que se expresa como

okl & q
W) = 1- ST )y v () (1)« @

k=0 =0
— W, k l 1 pt+q-—1
Wwlzwe (ko 1(p  og 7
Ay ki ko 2\k1 k) )},

estan definidas en el intervalo —m < w < 7. Dentro del intervalo 0 < w < m, las funciones

X

representativas de la respuesta en frecuencia valen la unidad en el intervalo dado por

p aq Ay
{0’% (k1+k2) 2]’
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son nulas en el intervalo dado por

p aq\ Ag
{wc+ <k1 " k2) 2 ’W}’

mientras que la banda de transicion, que conecta la banda de paso y la banda eliminada,
se extiende sobre el intervalo

paq) Ag p | aq) Ag
[wc (k‘1+k‘2) 2’wc+(k‘1+k‘2) 2]'

tomando un continuo de valores entre cero y la unidad.
La transformada inversa de Fourier de la expresiéon anterior, nos da la siguiente
respuesta al impulso

b _ We . WeT . A\ T . alAgn\ !
md.e[n] = ?smc <7> sinc o, sinc Sk )

El subindice ¢ puede tomar los valores 1,2 y 3, y hace referencia a los diferentes tipos
de familia a-spline, es decir, a las familias denominadas de tipo I, IT y III, respectiva-

mente.

Las expresiones para el caso analogico o de tiempo continuo tienen la misma forma
funcional que las expresiones de tiempo discreto sin mas que cambiar Ay por A,, w. por
Q. y n por t.






Apéndice B

Derivabilidad y continuidad de la
respuesta en frecuencia

Vamos a poner de manifiesto algunas de las propiedades generales que van implicitas
en cualquiera de las ecuaciones (4.17), (4.21), 6 (4.24), como son su suavidad y su
aproximacion a una funcion escalon. Esto nos dard informacion sobre las caracteristicas
de la banda de transicion de todos los filtros obtenidos. El desarrollo se realizara sobre
el modelo que utiliza las funciones a-spline de tipo II, (4.17), para el modelado de
dicha banda, obteniendo unos resultados generales vilidos para cualquiera que sean los
valores de los parametros que definen el filtro: la frecuencia de corte w,, la anchura de
la banda de transicion Ay, y el nimero de pulsos de uno u otro tipo que tengamos
que convolucionar. En esencia, vamos a estudiar las propiedades de derivabilidad y
continuidad de la respuesta en frecuencia de los filtros paso-bajo desarrollados en esta,
seccion. Idénticas conclusiones se derivarian con las otras dos familias de funciones a-
spline contempladas en la memoria, (4.21) 6 (4.24).

Para generalizar el procedimiento conviene realizar un cambio de variable que nos
trasladara la anchura de la banda de transicion, cualquiera que ésta sea, al intervalo [0, 1].
En lugar de trabajar con la respuesta en frecuencia del filtro paso-bajo dado por (4.17),
el analisis de las propiedades lo realizaremos sobre la funcion paso alto G(w) = 1— H(w)
asociada.

Debido a que la funcién es simétrica en la frecuencia nos centraremos en el intervalo
positivo de las mismas, es decir, 0 < w < 7. De (4.17) se obtiene

(p+ag)Pt1 & w— wc k+al 1\)7™
= C - — = B.1
Gw) = e ZZ il ptag 2 ; (B.1)

k=0 1=0 +
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cuya banda de transicion abarca el intervalo w. — Ay/2 < w < w, + Ay/2. Podemos
reescribir la expresion anterior en la forma

p+aq

y realizando el cambio de variable

W — We

A2

+ 1 =2z,

resulta una funcion que depende de la variable x, que llamaremos P(x), y que adquiere

Py = LSS 0 Lo - (K } (B.3)

k=0 1=0 ptaq

la forma

donde los extremos de la banda de transicion y la frecuencia de corte vienen ahora
definidos por los valores de la variable = siguientes

Ag

para w = w, — 5,

0
1 _
3, bhara w =uw,
1

A
para w = w.+ S

(B.4)

yvO<Plr)<lsi0<z<l.

A continuacion se demuestra que P(z) puede interpretarse como una funcién escaléon
suavizada que presenta unas excelentes propiedades de continuidad y derivabilidad.

En primer lugar nos centraremos en el estudio para valores x < 0. En este rango

de la variable independiente, para cualesquiera que sean los valores de los enteros k

k+al
ptaq

y [, se verifica que z — < 0y, por tanto, cada término del polinomio original

1p+4q

ktal = 0, lo que conlleva que P(z) = 0. Centrandonos en las propiedades de

L= praq

+
continuidad nos vamos a fijar en un entorno de z = 0 aproximandonos desde valores po-
s1t1v0s de la variable, es decir hacemos que © — 0T; en estas circunstancias los términos

ftal P19
p“l‘aq 14+

< 0 excepto para los valores de los indices £k = [ = 0, donde la funcion

€T —



169

resultante se reduce a la contribucion de un solo término y que puede expresarse como

_ (p+ag™ i

que obviamente es mayor que cero y tiende a cero si asi lo hace la variable z. Por lo
tanto, P(z) es un polinomio de grado p 4+ g en = y tiene p + g — 1 derivadas nulas en
xz = 0.

En segundo lugar, vamos a demostrar que P(x) = 1 Vz > 1; para ello vamos a
desarrollar la potencia del binomio que aparece en (B.3), obteniendo como resultado

(p+ ag)’ ! =~

!
(p + g)lo k=0 1=0

Px) = Ci :§:§<—1> (PH) gy (2120

p+aq

y reordenando factores, se llega a

P({p)_%;(pw) }p+anZh (;ijé)

k=0 1=0

-er(2)(1)

Si definimos el factor qu como

en la que

k+al
-3 (A )
k=0 (=0 p+ag
entonces podemos escribir P(z) en la forma

_ 0 ad (0t a )  yprgengn

Demostraremos a continuacioén que se verifica la relacion

(p+q)lad (B.8)

gn :{O, si n<(p+q),
ragrras S n=(p+q),

y para lograr este objetivo nos ayudaremos del método de induccién completa. En pri-
mer lugar vamos a comprobar si la relacion (B.8) es cierta para los primeros niimeros
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naturales. Si inicialmente tomamos p = 1 y ¢ = 0, entonces (B.6) se reduce a

1 n
k
Sio = E hi [I] , conn=0,1. (B.9)
k=0

Sustituyendo por los valores correspondientes

1
Sto = Z hikg [k]o = hoo + My =1-1=0, (B.10)
k=0
1
(1+0)la®
k=0

Elegimos ahora los valores p = 0 y ¢ = 1; en estas circunstancias la relacion (B.6) se
convierte en

1
So = Z he, [1]" con n =0, 1, (B.12)
1
St =Y _hi [[1° = hiy + hfy =1—1=0, (B.13)
1
1 1 1 1 (O + 1)!0[1
St = th [ =hp=1= 0 F al)iio (B.14)

Tomemos a continuaciéon la pareja de valoresp=1y q¢=1

k+ al
Sﬁ—ZZh < +a) ,conn=0,1,2 (B.15)

k=0 1=0

k+ al
S?l_ZZh< O‘) = hy +hS, + A +R, =1—-1-14+1=0, (B.16)

k=0 1=0 1+a
1
k4 al 1
5111222}%1( ) = htlnlJr +h%01+—a+hh
k=0 1=0
1
= 2 4 —1=0, (B.17)

l+a 14+«
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k+ al o 2 1 2
EE () - n () ()
11 01 10 11

P 1+« 1+«

o 2 1 2

= — — 1

(1+a) (1+0z)+

(1+ 1)t 2

= e = O e (B.18)

Por tanto, queda probado que la expresion (B.8) se verifica para los primeros niimeros
naturales, es decir en los supuestos p=1,¢g=0;p=0,g=1;yp=1,q= 1.

El segundo paso de la demostracion consiste en suponer que la relacion es cierta para
q = m, Vp; es decir, supondremos que se verifica

0, si n<(p+m),
s — { e (p+m) (B.19)
(pram)r¥m > S1. n = (p + m)

Para completar el proceso nos preguntamos por el valor de la expresion S (1))
Vn=0,1,2,------ ,(p+m), (p+m+1). Explicitamente el valor de S, ., viene dado
por

P m+l n

kE+al

Sh =
oy = 3 ()

p m+1 n

+1 k4 al
= —1)ktn p) —1l(m )(—).B.zo
S (D)X (") Grapn) - e

Dados dos niimeros naturales m y d, se verifican, entre otras, las siguientes relaciones
entre nimeros combinatorios

(")) (m) e
()-(2) - (21D)-(2) v

Teniendo en cuenta (B.21) y (B.22), la expresion (B.20) se puede poner como la

suma de dos términos Ay, v Ag,:

Sg(m+1) — Aln + Azn, (B23)
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Si en las bases de las funciones potenciales que aparecen en la expresion de Ay,
multiplicamos y dividimos por el término p + am, entonces se puede reescribir de la

s (0GR
Ay = |—————
' (p+am+1) kzo; l p+am

- (z% ) Som: (B.26)

forma

De (B.19), podemos decir que Ay, es nulo paran =0,1,2---,(p+ m — 1) mientras
que para n = (p +m) toma el valor

_ P+ am " (p+m)la (p +m)la™
Arn = <p + Oé(m + 1)) (p + Ozm)(p+m) [P + a(m + 1)](p+m) (B27)

Reordenando la expresion Ay, se consigue

k=0 =0

y procediendo sobre la expresion anterior, del mismo modo que se hizo con Aj,, se

obtiene
X z,,: Yt < ’ ) i<_1)l) ( 77 ) <pkjao‘rfl + pfam)n. (B.29)

k=0

Desarrollando la potencia del binomio

() T () () o

=0

g E (1) (1) ()" on

donde el indice s varia en el conjunto s =0,1,2,--- ,n.
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Manipulando la expresion (B.31) para que tome la forma de (B.19), podemos rees-
cribir Az, en la forma

p m (n—s)
k+ al
As, = (_1)5 (_1)k+l+(n—8) ( ]]Z ) ( 7;’ ) ( + o ) ) (B32)
k=0 1=0 p+am
Como el indice n puede variar en el conjunto n = 0,1,2,---,(p+m),(p+m + 1),

teniendo en cuenta (B.19) se desprende que si n < (p +m — 1), entonces (n — s) <
(p+m — 1), y en consecuencia As, es cero. Como As, interviene como factor de A,,,
este tltimo término es igualmente cero. De lo dicho en este parrafo y considerando (B.26)
y (B.27), podemos decir que si n < (p+m — 1), entonces Sg(mH) = A, + As, es cero.

Sin = (p+m), entonces (n —s) < (p+ m) excepto cuando s = 0. En este supuesto,
de (B.32) y (B.19), A3, {n=(p+m),s =0} es

Al = ot mys=0F = (P33 e () () (KL

k=0 1=0
B (p+m)la™
B (p + am)@t+m)’ (B.33)

Entonces Ay, {n = (p +m),s = 0} verifica que

am (p+m)
Apfn = (p+m)ys =0} — (%) Agnfn = (p+m), s = 0}

o p+m-+1 « 0
0 p+am

(p +m)la™
= Gramt 1)) (B-34)

(p+m)
Sp(erl) =0.

En el supuesto final n = (p + m + 1), se verifica que (n —s) < (p + m), excepto
cuando s =0y s = 1. El valor de Ay, {n =p+m+ 1} es

y de esta ultima expresion y de (B.27), se infiere que

(p+m+1)
p+am
A n = 1 = — -
w{n=p+m+1} (p+a(m+1))
P m
P m
« ZZ(_l)k—l—l-i-p-i—m ( ) ( )
k=0 1=0 k !
(p+m-+1)
X (;::i) , (B.35)

que hay que sumar con las contribuciones de As,{n =p+m+ 1,5 =0} y Ay {n =
p+m+1,s =1}; asi si s = 0, los valores de Az,{n =p+m+1,s =0}y Ay {n =
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p+m+1,s =0} son

Agafn=(p+m+1),s=0} = (=1)'> Y (~1)kwm

X
1
VR
~ s
N——
N
~ 3 L
N———
VR
SAES
T+
1o
SN
N——
S
+
3
+
L
s
(O8]
2

p+m-+1
0

y ( a )0 ( p+am )(p+m+U
p+am p+alm+1) ’

»+am )(p+m+1)
p+alm+1) ’

Ay {n=(p+m+1),s=0} = Agn{n:(p+m+1),s:()}<

Ayp{n=(p+m+1),s =0} =—Az,{n= (p+m+1),s:0}(

(p+m+1)
+am
Asp{in=(p+m+1),s=0} = ( P )

P+«
P m
k+l++m p m
x zz ()
0 I=
(p+m+1)
X ( o ) . (B.37)
p+am

La suma de (B.35) y (B.37) da cero, por lo que al resultado final solo contribuye el
término As,{n = p+m+1,s = 1}, cuyo valor depende del término Az, {n = p+m-+1,s =

1} que es
p m m
Aanfin = (pbm 1,5 =1) = (-1 3 S (2 ()
k=0 1=0
k+al )P -
<p+am) = S ™. (B.38)

Llevando el resultado de (B.38) a (B.30), se tiene que

1
@&n:@+m+nﬁ:u::<p+T+ )&dn:@+m+nﬁ:u

y ( o )1 < D +am )(p-l-m—l—l)
p+am p+alm+1)




175

Agp{n=(p+m+1),s=1} = ( < )(p+m+1)

p+am
(p+m+1)
X _ptam Sptm), (B.39)
pra(m+1) pm
(p+m+1)
+am
SEmil) A, I = Dos=1l—(_P2Tom
p(m+1) mi{n=(p+m+l)s=1} p+a(m+1)
o (p +m)la™
1
X (p+m+ )(p+am) (p+am)(p+m)

~ (p+m41)lalmty B0
= o+ afm+ D)FED (A0

Se procederia de un modo totalmente similar, suponiendo cierto el resultado para
p =m,Vq, y demostrando que se cumpliria para p = m + 1. Concluimos que se cumple

w )0 sion < (p+a),
S — { e G = (p ) (B.41)
(ptaq)Pta)” —\WwTa,
Vp € Ny Vq € N. Llevando este resultado a (B.7) se concluye
(p+ gt~ (p+a -
P - X 4 ptq ngn
o = S () e,
— (p+aq)™™ (p+tq {x}erququ(anq) -1 (B.42)
(P +g)lat \ p+q - ’ '

Vo > 1.

Finalmente nos vamos a centrar en el comportamiento de nuesta funcion P(z) en la
zona 0 < z < 1. Para ello vamos a escribir nuestra funcion, dada en (B.3), en la forma

P(z) = 220" i S Cu{r — N2, (B.43)

(p+q)lad
p+qoﬂk0[0

donde Ny, representa la serie de valores siguiente,

Ny — <k+al)’ (B.44)

conk=0,1,2,---,pyl=0,1,2,-- ,q.

Ordenando en sentido creciente, podemos escribir {d; = 0 < dy < d3 < --- <
dmax1 < dmax = 1}; estos puntos permiten dividir el intervalo (0,1) en los siguien-
tes subintervalos {(0,ds), (d2,ds),- -, (di—1,d;), -+, (dmax1, 1) }. Al valor de la funciéon
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12
—p=3,0=02,0q=2
1| == p=30=08q=2
0.8 B
5
E:O.G* B
0.4 B
0.2 B
0 I | | |
-1 -0.5 0 1 15 2

Figura B.1 — Funciones paso-alto (P(x)).

P(z), para cada x, contribuyen solo algunos de los términos que aparecen en su defini-
cion y que pueden escribirse Q) (z) = Cru{z — d,}7*?, donde el superindice (r) indica
el altimo término que contribuye al valor de la funcién en el subintervalo (x,., z,41). En
el primer intervalo solo contribuye el término Q(Tl)(x) = Coo{x}Sf+q) > 0, el cual esta
presente en el resto de los intervalos; al segundo de los subintervalos contribuyen Qgpl)(a:)
y Qg?) () = Cp{x— dQ}Serq), pudiendo ser esta tltima, en el peor de los casos, negativa;
pero como |Q¥)(ZL‘)| > |Q¥+1)(ZL‘)| para cualesquiera dos términos contribuyentes al valor
de la funcién en cualquier subintervalo, entonces podemos afirmar que nuestra funcién
objetivo P(z) es definida positiva en el intervalo (0,1). En la figura B.1, se observan
dos perfiles de la funcion dada por (B.3) para unos valores fijos del nimero de pulsos de
ambos tipos que convolucionan, p = 3y ¢ = 2, y dos valores diferentes del parametro
«, en concreto para o = 0.2y ag = 0.8.

De (B.43) podemos calcular la derivada P’(z) de P(z) con el resultado

(p + ag)Pta
(p+q)la?

P'(z) = (p+a)> > Cufe— Na}7 (B.45)

k=0 1=0

que como puede observarse mantiene la forma de nuestra funcion original P(z), y por
tanto es positiva en (0,1). Si la derivada es positiva, entonces P(z) es una funcion
positiva y estrictamente creciente en el intervalo (0,1). De manera iterativa podemos
afirmar que en (0, 1) existen (p + ¢ — 1) funciones derivadas de la original. En la figura
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Figura B.2 — Derivada de funciones paso-alto (dP(z)/dx).

B.2 se muestran los perfiles de las funciones derivadas (B.45) de las funciones (B.3)
representadas en la figura B.1.

A continuaciéon se demostrara que la funcion es continua en x = 1. De (B.42) se

infiere que tanto el valor de la funcién en z = 1, como el limite por la derecha lim+ son
z—1
iguales y de valor 1, por lo que solo tendremos que determinar el limite por la izquierda,

lim P(z). Viendo la forma funcional de P(x), se observa que la funciéon P(x — 17) solo
z—1-

difiere del valor P(x) = 1, Vx > 1, en el término correspondiente a los valores k = p y
[ = q, que toma la forma

(p+ ag)Pta

(p + agq)Pte
chq {z — Ny}t = ———Cpg {z — 1177 (B.46)

(p+ q)las
Claramente, dicho término tiende a cero cuando x — 1; por tanto:

lim P(z) = 1.

r—1—

Concluimos que la funcién es continua en z = 1, y por lo tanto es derivable, siendo
su derivada nula; esto ultimo lo podemos deducir de (B.45) en z = 1. Asi tenemos,

o (p+aqp+q _(k+al pra-l
Ple=1) =" @ +d ZZCM 1 R (B.47)

k=0 1=0 p+aq
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Procediendo con los términos que aparecen en (B.47) de un modo analogo (aplicando
el método de induccién completa) a como se hizo para la demostracion de la expresion
(B.8), se obtiene que

p

q k+ al p+q—j 0, si j 7& 0,
22 Cu {1 - (p + aq) } QS (B45)

k=0 =0 + (p+aq)(p+q)7 SL g = 07

que se verifica Vj = 0,1,2,---  (p + q).

Contemplando el resultado anterior podemos inferir que (B.47) es idénticamente
nulo, lo que asegura que si el dominio de nuestra funcion es el intervalo 0 < z < 1, su
imagen tiene un tamano idéntico, es decir 0 < P(x) < 1.

Aplicando reiteradamente este argumento podemos asegurar que sucede lo mismo en
todas las funciones derivadas hasta el orden (p 4+ ¢ — 1). Todas las funciones derivadas
cumplen la condicion de ser nulas en los extremos del intervalo, es decir P (x = 0) =
PPz =1)=0VYn=0,1,2,---,(p+q—1).

Todo lo anterior nos conduce a que, al igual que sucede con las funciones (-spline,
podamos obtener nuestra funcion P(z) en el intervalo (0, 1) a través de una funcion a-
spline modificada bien sea con p+ ¢ — 1 nodos igualmente espaciados en dicho intervalo
o por el contrario por medio de los nodos representados por la serie anteriormente citada
{d,} que no estan igualmente espaciados.



Apéndice C

Procedimiento de regresion polindmica
por minimos cuadrados

C.1. Problema general de minimos cuadrados

Un sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas, At = b, donde A es una matriz
de dimension n xm y t y b son vectores columna de dimensiones m y n respectivamente,
tiene solucion exacta si b pertenece al espacio de columnas de A, dado que el producto
At es una combinacion lineal de columnas de A. Si el vector b no cumple con la condi-
cion anterior,el sistema no tiene solucién exacta, pero siempre queda la posibilidad de
encontrar alguna solucion aproximada, de acuerdo a restricciones impuestas. FEn el sen-
tido de los minimos cuadrados, la solucién aproximada t* es la que minimiza la norma
del error E = ||At* — b||. La solucion t* verifica que At* es la proyeccion ortogonal de
b sobre el espacio de columnas de A; en consecuencia, b — At* debe ser ortogonal al
espacio de columnas de A y el producto escalar entre cualquier vector perteneciente al
espacio de columnas de A y el vector b — At* debe ser nulo. Esto conduce a que para
cualquier vector perteneciente al espacio de columnas v = Ad, donde d es un vector
columna de dimensién m, se debe cumplir que el producto escalar, que se representa
(v, (At* — b)), sea nulo, es decir,

(v,(At* = b)) =0 = v (At* = b) =0 — d" AT (b — At*) =0,
d'(ATb — ATAt) =0 — ATb = ATAt",
donde el superindice 7" indica el vector o la matriz traspuesta.

La solucion buscada t* viene dada por

t* = (ATA)'ATb. (C.1)
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C.2. Regresion poliné6mica

Se trata de encontrar los m coeficientes de una funciéon polinomica de grado (m —1),
que puede escribirse en la forma y = agz™ ' + a1 2™ 2+ - - -+ Qp_oT + ayp_1, que ajuste,
en el sentido de los minimos cuadrados, un conjunto de n pares de datos experimentales
{(zk, yr)}i_1- Con el conjunto de pares de datos, podemos construir un sistema de n
ecuaciones con m < n incognitas de la forma

ao,’L‘ZLil _|_ alxz’b*Q + e + A—1 Tk + Ay, = yka ]{; e 17 27 . .n’ (02)

o de manera equivalente, At = b, donde

N rp 1 o (1
w1 ay Y2
gt gme2 T, 1 Am—1 Yn

Haciendo las operaciones matriciales indicadas en (C.1), se obtiene la solucion bus-
cada.

C.3. Caso particular: Regresion cuadratica

En este caso se trata de encontrar los coeficientes (a, b, ¢) del polinomio de segundo
grado que toma la forma y = ax? + bx + c. En este supuesto se tiene el sistema de
ecuaciones siguiente:

ar; +brp +te=yp, k=12,---n, (C.4)

o de manera equivalente, At = b, donde

i ox 1 hn
ZL’% T2 1 ¢ Y2
A= 7 Tlt=|bo] ybp=|"] (C.5)
oo c :
xi Tn 1 Yn

Si se definen los elementos
wrza] = a, [pra] = 2, [w2] =) 2}, 2] =) (C.6)
k=1 k=1 k=1 k=1

entonces, la matriz a invertir, AT A, se escribe como
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3 a3 - 2P aom [
T 2 9 1 rrxx| [rxz] |xx]
ATA= oz - w0 . | = [was] faz] o] | (C.7)
11 -1 L, [zz] ] n
T, Tp 1

Si se definen los elementos

[wy] = Zxkyk, B Zxkyk, =D w, (C.8)
k=1

entonces la matriz ATb toma la forma

BN ()l
A= |2 z9 - x, |- = - (C.9)
1 1 --- 1 - [y]

Invirtiendo la matriz dada por (C.7) y multiplicando la matriz resultante por la
matriz dada en (C.9) se obtiene el vector solucion t* que esta formado por los coeficientes
(a,b,c) del polinomio buscado.
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