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Resumen

Los spline, dentro del 
ampo de los polinomios, 
onstituyen una herramienta podero-

sa que ha sido utilizada para la resolu
ión de problemas en diversos 
ampos 
ientí�
os.

La parte 
entral de este trabajo ha
e uso de di
hos polinomios para generar unas fun-


iones que se apli
arán a la formula
ión de �ltros, dentro del ámbito del pro
esado de

señales.

En primer lugar, se ha
e una revisión general de la evolu
ión de las fun
iones spline,

así 
omo sus apli
a
iones, desde sus orígenes hasta nuestros días. Ini
ialmente 
on
e-

bidos para resolver problemas de interpola
ión fun
ional de manera más e�
iente que

la lograda 
on otras té
ni
as polinómi
as, los spline bási
os, 
uyo orden es un núme-

ro natural pronto se apli
aron a temas rela
ionados 
on el análisis numéri
o, el diseño

asistido por ordenador para la 
onforma
ión de estru
turas utilizadas en diversos ámbi-

tos de la arquite
tura e ingeniería, o en áreas 
omo la estadísti
a y otras ramas de las

matemáti
as.

En el 
ampo del pro
esado de señales irrumpe a partir de los trabajos pioneros de

Unser que 
ontempla el pro
eso de interpola
ión 
omo un problema de �ltrado digital


uya obten
ión es 
omputa
ionalmente muy e�
iente. A partir de ese momento, teniendo

en 
uenta que los spline pueden generarse mediante pro
esos de 
onvolu
ión de pulsos

re
tangulares, estas fun
iones han ido in
rementando sus 
ampos de a
tua
ión debido

a que, en el trans
urso del tiempo, se han de�nido nuevas fun
iones spline en términos

del espa
io, el tiempo o la fre
uen
ia y a su vez se han desarrollado diversas variantes


on propósitos espe
í�
os.

Una de estas líneas está rela
ionada 
on la utiliza
ión de los spline de orden natural,

de�nidos en fre
uen
ia, para modelar bandas de transi
ión en la formula
ión de �ltros.

Estas fun
iones spline de orden natural se ampliaron, de modo arbitrario, a fun
iones

spline de orden real (ra
ional desde el punto de vista del 
ál
ulo numéri
o) las 
uales

presentaban 
iertos problemas de de�ni
ión tanto en el dominio de la fre
uen
ia, donde

dejaban de tener soporte 
ompa
to (
ara
terísti
a relevante de las fun
iones spline bá-

si
as), 
omo en su representa
ión temporal, ya que las fun
iones dejaban de ser reales

para determinados valores del tiempo.

Con el �n de solu
ionar el problema men
ionado, en este proye
to se generan fun
io-

nes spline en el dominio de la fre
uen
ia que 
onstituyen transi
iones 
ontinuas entre dos

fun
iones spline de orden natural, las 
uales presentan soporte 
ompa
to en el dominio
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de la fre
uen
ia y sus representa
iones temporales forman familias de fun
iones reales

para 
ualquier valor del tiempo. A estas familias de fun
iones se las denomina α-spline

en el dominio de la fre
uen
ia.

Construidas estas familias, se pasa a una fase de apli
a
ión donde se formulan res-

puestas en fre
uen
ia de �ltros ideales donde las diferentes bandas de fre
uen
ias se unen

de manera suave por medio de bandas de transi
ión generadas 
on las fun
iones α-spline

y se estudian sus propiedades. En todos los 
asos, las diferentes fun
iones generadas se

de�nen en el dominio de la fre
uen
ia aso
iada tanto al tiempo 
ontinuo 
omo al tiempo

dis
reto, y además se obtienen también las representa
iones de las mismas en el dominio

del tiempo.

La última parte, de 
ará
ter más prá
ti
o, está dedi
ada al diseño de �ltros FIR

generados por medio de trun
amientos de las respuestas IIR de los �ltros formulados en

la fase previa. Estos trun
amientos se ha
en a partir de razonamientos teóri
o-prá
ti
os


on base en determinados 
riterios de optimiza
ión, y han 
ondu
ido a la elabora
ión de

fórmulas prá
ti
as de diseño. También se ha apli
ado una té
ni
a alternativa de análisis

y 
omproba
ión de resultados basada en algoritmos genéti
os.

Finalmente, se han realizado simula
iones de �ltros utilizando tanto las propuestas

aquí desarrolladas 
omo las 
ontempladas en trabajos previos, que utilizan fun
iones

spline de exponente real en el diseño, 
on el �n de 
omparar sus rendimientos. Para

realizar la 
ompara
ión se ha utilizado una 
ombina
ión de métri
as típi
amente usadas

en la 
ara
teriza
ión de �ltros.

Se puede 
on
luir que, además de la 
onsisten
ia matemáti
a de la totalidad de las

fun
iones 
onstruidas, en el sentido de que heredan las propiedades de las fun
iones

spline originales y toman valor real para todo valor de los argumentos, las té
ni
as

propuestas ofre
en mejores presta
iones que sus homólogas, basadas en fun
iones spline


uyo exponente es un valor real, en rela
ión a las propiedades de los �ltros obtenidos


on una u otra té
ni
a.



Abstra
t

The splines, within the �eld of polynomials, are a powerful tool that has been used

to solve problems in a variety of s
ienti�
 �elds. The main part of this work uses the

mentioned polynomials to generate fun
tions that are applied to the formulation of �lters

in the study of signal pro
essing.

First, a general revision on the evolution of spline fun
tions as well as their appli-


ations, from its origins to the present, is made. Initially designed to solve fun
tional

interpolation problems more e�
iently than those a
hieved with other polynomial te
h-

niques, the basi
 or natural splines extended their �eld of appli
ation to subje
ts related

to numeri
al analysis, 
omputer-aided design for the 
onformation of stru
tures used in

the �elds of ar
hite
ture or engineering, statisti
s and other bran
hes of mathemati
s.

Splines are �rst applied to the �eld of signal pro
essing from the works by Unser

where the interpolation pro
ess is des
ribed as a digital �ltering problem. Sin
e then, and

taking into a

ount that the splines 
an be formed by means of 
onvolution operations of

re
tangular pulses, the splines have widened their �elds of appli
ation be
ause, over time,

new spline fun
tions have been de�ned in terms of spa
e, time or frequen
y variables

and several variants have been developed for spe
i�
 purposes.

One of these �elds is related to the use of natural splines, de�ned in the frequen
y

domain, to model transition bands in the formulation of �lters. The natural splines

were arbitrarily expanded to rational splines, whi
h had some de�nition problems. In

the frequen
y domain, sin
e they did not have 
ompa
t support (as opposed to natural

splines), and in the time domain, the fun
tions were not real for some time values.

In order to solve the mentioned problems, the main 
ontribution of this work is

the generation of di�erent spline families, in the frequen
y domain, whi
h represent


ontinuous transitions between two natural splines de�ned in the same domain, whi
h

have 
ompa
t support in the frequen
y domain and their temporal representations are

real for any value of time. These families are 
alled α-spline in the frequen
y domain.

On
e these families of fun
tions are generated, we formulate, in a subsequent step,

frequen
y responses of ideal �lters where the di�erent frequen
y bands are smoothly

joined by transition bands 
onstru
ted with α-spline fun
tions and their properties are

studied.
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In all 
ases, the fun
tions are de�ned in the domain of the frequen
ies asso
iated to

both 
ontinuous and dis
rete time domains. Temporal representations of the fun
tions

of the di�erent families are also obtained.

The last part of this present work, basi
ally more pra
ti
al, is dedi
ated to the design

of FIR �lters generated by trun
ating of the IIR impulse responses 
orresponding to the

obtained frequen
y responses. The points or the areas of trun
ation are 
al
ulated by

means of designed equations, whi
h are obtained from theoreti
al-pra
ti
al reasonings

based on several optimization 
riteria.

Finally, we have performed �lter simulations using both the approa
h developed in

this work and the approa
hes given in previous works (based on β-spline fun
tions of

rational exponent) in order to 
ompare results. These, have been evaluated from the

values measured for a set of quality parameters.

It 
an be 
on
luded that in addition to the mathemati
al 
onsisten
y of all the built

fun
tions, in the sense of inheriting the properties of the original splines and of being real

for any value of their arguments, the proposed �ltering te
hniques, based on fun
tions

α-spline fun
tions, o�er better performan
e (as inferred from the measured values of

the quality parameters) than their 
ounterparts, based on rational exponent β-spline

fun
tions.



Glosario de abreviaturas y a
rónimos

Pn : Conjunto de polinomios de grado n.

L2(A) : Espa
io de fun
iones de 
uadrado integrable en A.

l2(A) : Espa
io de se
uen
ias de 
uadrado sumables en A.

L1(A) : Espa
io de fun
iones absolutamente integrables en A.

l1(A) : Espa
io de se
uen
ias absolutamente sumables en A.

TFTC : Transformada de Fourier de tiempo 
ontinuo.

TFTD : Transformada de Fourier de tiempo dis
reto.

FIR : Respuesta al Impulso Finita.

IIR : Respuesta al Impulso In�nita.

NURBS : Bases spline ra
ionales no uniformes.

Cj
: Conjunto de las fun
iones derivables hasta el orden j.

dB : de
ibelio.

PF : Prin
ipalmente plano (Filtro).

PB : Banda de paso.

SB : Banda eliminada.

EIC : Error integral 
uadráti
o.

OFDM : Multiplexa
ión por división en fre
uen
ias ortogonales.

FBMC : Multiportadora 
on ban
os de �ltros.

MEICT : Minimiza
ión del error integral 
uadráti
o total.

MEICEP : Minimiza
ión del error integral 
uadráti
o sobre PB y SB.
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Capítulo 1

Introdu

ión

1.1. Motiva
ión de la investiga
ión

Este trabajo de investiga
ión se apoya en una herramiente matemáti
a que estudia

un tipo parti
ular de fun
iones polinómi
as, las llamadas fun
iones polinómi
as spline

o fun
iones polinómi
as de�nidas a tramos sobre diferentes intervalos de la variable de

la que dependen. Cualquier fun
ión spline se puede generar a partir de 
ombina
iones

lineales de un sistema de fun
iones spline bási
as. Estas fun
iones elementales 
onsti-

tuyen las bases de 
iertos espa
ios spline y, por lo tanto, se las suele llamar fun
iones

base B-spline o β-spline. Son polinomios que se 
onstruyen sobre un 
onjunto de puntos

de partida, llamados nodos, de manera que la forma de di
has bases dependen de la

distribu
ión de nodos y del orden spline requerido. Las bases spline juegan un papel


entral en teorías de aproxima
ión y análisis numéri
o y tuvieron un impa
to importan-

te en el desarrollo de la teoría de la transformada wavelet. Se utilizan ampliamente en

diversas apli
a
iones rela
ionadas 
on la interpola
ión y aproxima
ión de fun
iones. Así,

por ejemplo, si las bases están de�nidas sobre variables espa
iales, se usan en el diseño

de 
urvas y super�
ies para el trazado de diferentes per�les en diversos 
ampos de la

ingeniería. Por otro lado, 
uando las bases spline se de�nen sobre nodos equidistantes,

de paso unidad, de una variable temporal, enton
es se usan para re
onstruir señales

temporales a partir de un 
onjunto de muestras tomadas en los nodos de partida.

Un modo alternativo de 
onstruir las diferentes bases spline es por medio de pro
esos

de 
onvolu
ión repetidos de la base spline de orden 1, es de
ir, una fun
ión 
onstante y

no nula en el intervalo 
omprendido entre dos nodos 
onse
utivos, siendo nula fuera de

di
ho intervalo. La 
onstante es elegida de modo que el área en
errada sea la unidad, y si

el 
onjunto de nodos son los números enteros, que es un 
aso habitual, enton
es la 
ons-

tante debe ser exa
tamente la unidad. Desde esta perspe
tiva, se han ido 
onstruyendo

diversas variantes de las bases spline en el dominio del tiempo propor
ionando nuevas

herramientas que presentan, en apli
a
iones 
on
retas, 
iertas ventajas sobre las bases

B-spline originales. Ejemplos de ello son las bases spline, que podríamos denominar de
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base fra

ionaria, propuestas en [1℄ y [2℄ que se de�nen mediante la 
onvolu
ión de dos

tipos de pulsos re
tangulares, uno de an
hura �ja y otro de an
hura dependiente de un

parámetro ajustable, de modo que se puede lograr una transi
ión 
ontinua entre dos

órdenes spline bási
os o naturales.

M. Unser y T. Blu proponen en [3℄ otra variante de las bases B-spline sobre una

distribu
ión uniforme de nodos, a la que se puede nombrar 
omo bases spline de expo-

nente fra

ionario, ya que para su 
onstru

ión parten de la transformada de Fourier de

fun
iones B-spline 
onven
ionales, que son poten
ias naturales de fun
iones tipo �sin
�,


ambiando el exponente natural por un exponente fra

ionario. Por medio de estas fun-


iones modi�
adas 
onstruyen nuevas familias de bases wavelet.

Una ter
era variante de las bases spline se produ
e 
uando se de�nen en el dominio de

la variable fre
uen
ia, dando lugar a las bases B-spline en el dominio de la fre
uen
ia. Las

bases de diferentes órdenes se 
onstruyen mediante un pro
eso de 
onvolu
ión repetitivo

de la base spline en fre
uen
ia de orden 1, que se de�ne 
omo un pulso re
tangular de una

an
hura dada y área 2π. Estas bases se utilizan para modelar bandas de transi
ión en

�ltros. Diferentes autores [4℄, [5℄, han utilizado las fun
iones B-spline en fre
uen
ia, para

el modelado de bandas de transi
ión sobre �ltros FIR. En estos pro
esos de diseño se

trata de determinar el orden spline y el número de términos ne
esarios del �ltro, teniendo

en 
uenta aspe
tos restri
tivos impuestos por determinados 
riterios de optimiza
ión,


on el �n de lograr determinados objetivos preestable
idos.

En mu
has o
asiones, el óptimo se obtiene 
on órdenes spline que son valores reales,

en lugar de ser naturales 
omo 
orresponde a un número determinado de pulsos. Esto les

lleva a expandir las bases B-spline en el dominio de la fre
uen
ia a órdenes fra

ionales,

dando lugar a una nueva familia de bases B-spline en fre
uen
ia. Esta amplia
ión, en

el 
aso general, presenta dos problemas, el primero es que estas fun
iones ampliadas

dejan de tener un soporte 
ompa
to (las fun
iones son no nulas solo sobre un deter-

minado intervalo 
errado) 
ara
terísti
o de todas las bases spline originales, el segundo

está rela
ionado 
on su representa
ión temporal a través de la transformada inversa de

Fourier, ya que en la misma apare
e un fa
tor de la forma sin


b[f(nT )] donde f(nT )

representa una fun
ión que depende del parámetro que de�ne la an
hura de los pulsos

en fre
uen
ia y del número de ellos que se van a 
onvolu
ionar, y b es, exa
tamente,

el número de pulsos que 
onvolu
ionan. Este fa
tor sin


b[f(nT )] no está de�nido para

valores negativos de [f(nT )] 
uando el exponente es un número ra
ional.

Los problemas des
ritos en el anterior párrafo, relativo a las bases spline en el dominio

de la fre
uen
ia de orden fra

ionario, junto 
on el desarrollo propuesto en [2℄ que permite

ha
er una transi
ión 
ontinua entre dos órdenes spline bási
os o naturales, 
onstituyen

los elementos 
lave a partir de los 
uales se desarrolla el presente trabajo de investiga
ión.
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1.2. Objetivos de la investiga
ión

Las diferentes varia
iones de las bases spline originales o B-spline, de�nidas tanto en

el dominio del tiempo 
omo en el dominio de la fre
uen
ia, daban lugar a un 
ontinuo

de bases spline modi�
adas que presentaban unas 
ara
erísti
as intermedias entre dos

órdenes spline bási
os, pero que en o
asiones no heredaban todas las propiedades de las

bases spline naturales. La utiliza
ión de las nuevas variantes spline en la resolu
ión de

problemas, tiene 
omo �n la mejora de las solu
iones, medida por medio de un 
onjunto

de parámetros, respe
to a la obtenida usando las bases spline naturales. Con un propósito

similar, en este trabajo se pretende desarrollar variantes de bases spline que adquieran,

a ser posible, todas las propiedades atribuidas a las bases spline naturales y que su

apli
a
ión a determinados sistemas, dote a los mismos de unas mejores presta
iones que

las logradas mediante el uso de otras herramientas anteriores apli
adas 
on el mismo

�n. Las nuevas familias de fun
iones que se presentan, están de�nidas en el dominio

de la fre
uen
ia, y emulan a la familia de bases spline, de�nidas en el dominio del

tiempo, desarrollada por Ibáñez, Santamaría, Pantaleón y Vielva en [2℄. Los autores

ha
en referen
ia a la familia que proponen 
omo fun
iones α-spline en el dominio del

tiempo. Aquí, al igual que ellos, se nombran a las nuevas familias 
on el atributo de

fun
iones α-spline en el dominio de la fre
uen
ia. Estas nuevas bases spline forman un


onjunto de fun
iones que permiten transi
ionar, de manera 
ontinua, entre dos bases

spline de órdenes naturales de�nidas en el dominio de la fre
uen
ia, y presentan las

mismas propiedades que las bases B-spline originales. La introdu

ión de las mismas

pretende mejorar la formula
ión de las bases spline 
itadas en [4℄ y [5℄, a las que se ha

llamado en esta memoria 
omo bases spline, de�nidas en el dominio de la fre
uen
ia, de

exponente fra

ionario. En parti
ular, se ha
e referen
ia a las propiedades del soporte

no 
ompa
to de estas últimas y a su inde�ni
ión, en la representa
ión temporal, para

valores negativos de la base, 
uando el exponente no es un número natural.

Se utilizarán las nuevas familias spline para la formula
ión, en el dominio de la

fre
uen
ia, de bandas de transi
ión sobre �ltros ideales, 
on el propósito de diseñar

�ltros analógi
os y digitales de longitud �nita. Se desarrollan té
ni
as y pro
edimientos

que nos indi
an 
ómo trun
ar las respuestas al impulso de tiempo dis
reto de longitud

in�nita, basados en restri

iones impuestas por diversos 
riterios de optimiza
ión, para

la obten
ión de �ltros.

Mediante la medida de diversos parámetros de 
alidad, se 
omprobarán las 
ara
te-

rísti
as de los �ltros diseñados respe
to a los �ltros ideales. Por último, para determinar

la bondad de los pro
edimientos des
ritos, se 
ompararán las propiedades de los �ltros

generados, 
on las de otros �ltros diseñados siguiendo la propuesta de diversos autores

y que están basados en fun
iones spline, en el dominio de la fre
uen
ia, ya sean bási
as

(de exponente natural) o de exponente fra

ionario [4℄ y [5℄.
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1.3. Metodología

En primer lugar se ha realizado una amplia re
opila
ión bibliográ�
a relativa a las

diversas bases y fun
iones spline. Esta búsqueda se ha fo
alizado en extra
tar informa-


ión relativa a de�ni
iones, propiedades y 
ara
terísti
as más relevantes de las diversas

variantes de�nidas, así 
omo a indagar en los diversos ámbitos y 
ampos de estudio

donde han sido usadas 
on éxito.

Teniendo en mente las ideas presentadas en los artí
ulos que motivaron el ini
io de

este trabajo [2℄, [4℄ y [5℄, y 
on la perspe
tiva general adquirida tras la revisión bibliográ-

�
a, se pro
ede a la de�ni
ión de distintos tipos de pulsos re
tangulares, dependientes

de la fre
uen
ia, que serán los elementos 
onstru
tivos para la elabora
ión de las distin-

tas familias de bases α-spline que 
onforman un 
ontinuo de fun
iones que enlazan dos

bases spline de órdenes naturales. Se elaboran tres tipos de familias, tanto en el dominio

del tiempo 
ontinuo 
omo en el dis
reto, y se estudian las propiedades relativas tanto a


ontinuidad y derivabilidad 
omo al soporte 
ompa
to de de�ni
ión que presentan todas

ellas. Se dan representa
iones de las mismas en forma 
errada, tanto en el dominio del

tiempo 
omo en el dominio de la fre
uen
ia.

Posteriormente, las distintas familias de fun
iones α-spline de�nidas se utilizan para

modelar bandas de transi
ión sobre �ltros. En esta etapa se desarrollan las respuestas en

fre
uen
ia y al impulso de los �ltros analógi
os y digitales paso-bajo formulados mediante

el 
itado pro
edimiento. De igual modo que en la etapa previa, se dan representa
iones

en forma 
errada de los �ltros modi�
ados tanto en el dominio del tiempo 
omo en

el de la fre
uen
ia. Aquí, también, se pone de mani�esto que la formula
ión analógi
a

muestreada, bajo las 
ondi
iones impuestas por el teorema del muestreo, 
ondu
e a las

mismas respuestas que la formula
ión totalmente desarrollada en el tiempo dis
reto.

En último lugar se estudian, tanto de forma teóri
a 
omo mediante simula
iones

numéri
as, las 
onse
uen
ias del trun
amiento ne
esario para la implementa
ión de los

sistemas de �ltrado de longitud �nita, que 
onllevan deterioros de las presta
iones res-

pe
to a la formula
ión de los �ltros ideales modi�
ados, 
ara
terizados por respuestas

al impulso in�nitas. Se estudian y analizan diferentes supuestos de diseño, bajo 
iertos

premisas restri
tivas, y se presentan varios ejemplos donde se ponen de mani�esto las

propiedades al
anzadas por los �ltros obtenidos.

1.4. Organiza
ión de la memoria

El do
umento se ini
ia 
on unas páginas, que forman un bloque al que hemos eti-

quetado 
omo 
apítulo 1, donde se des
riben las líneas generales que han servido de

guía para la 
on
ep
ión y el desarrollo de los diferentes 
omponentes que forman este

proye
to de investiga
ión.
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El resto de la memoria está dividida en 
apítulos; en 
ada uno de ellos se abordan

aspe
tos 
on
retos que 
on
atenados 
ondu
en a 
ontemplar el trabajo 
omo un todo

homógeneo. En el numerado 
omo 
apítulo 2 se presenta una re
opila
ión históri
a de

las fun
iones spline desde sus orígenes eminentemente prá
ti
os, 
omo herramienta de

trazado de diferentes tipos de 
urvas por medio de 
intas elásti
as, pasando por sus dis-

tintas formula
iones matemáti
as y siguiendo 
on distintas varia
iones sobre las mismas

que se han utilizado 
on determinados objetivos. En todos los 
asos, se 
itan diversos

artí
ulos 
ientí�
os donde son apli
adas diferentes familias spline para la resolu
ión de

una amplia variedad de problemas inherentes a distintos 
ampos tanto teóri
os 
omo

prá
ti
os. Algunas apli
a
iones se re�eren a problemas de interpola
ión tanto generales


omo parti
ulares, aso
iados al 
ampo del pro
esamiento de señales, 
omo por ejemplo

el tratamiento de imágenes. Otras ha
en referen
ia al diseño de sistemas de �ltrado,

algunas más tratan de la simula
ión y modelado de distintos per�les de 
urvas y super�-


ies, y �nalmente podemos en
ontrarnos 
on un gran número de referen
ias que in
iden

en la presenta
ión de algoritmos para la resolu
ión numéri
a de diferentes e
ua
iones

que son de utilidad en distintos 
ampos de la físi
a y la ingeniería.

En el 
apítulo siguiente se introdu
en las diferentes familias de fun
iones spline,

de�nidas en el dominio de la fre
uen
ia, que denominamos α-spline. En 
on
reto se

de�nen 3 tipos de familias. Fundamentalmente las diferen
ias entre ellas estriban en el

tamaño del soporte 
ompa
to de las mismas. Se formulan en el dominio de la fre
uen
ia,

y 
omo las fun
iones α-spline no son más que fun
iones polinómi
as a tramos, muestran

sus buenas propiedades de 
ontinuidad y derivabilidad en el intervalo de de�ni
ión.

Se da, también, su representa
ión temporal a través de las transformadas inversas de

Fourier, y se des
riben tanto en el ámbito del tiempo 
ontinuo 
omo en el dis
reto.

El 
apítulo 
uarto se dedi
a a la formula
ión de �ltros paso-bajo que presentan ban-

das de transi
ión entre la banda de paso y la banda eliminada. Di
has bandas se generan

mediante la 
onvolu
ión en fre
uen
ia de la respuesta en fre
uen
ia ideal y abrupta de

un �ltro paso-bajo y las fun
iones α-spline introdu
idas en el 
apítulo anterior. Se pre-

sentan las formula
iones de los �ltros utilizando 
ualquiera de las familias α-spline. Se

de�nen tanto �ltros analógi
os 
omo �ltros digitales, dando para 
ada uno de ellos su

respuesta en fre
uen
ia y su respuesta al impulso.

Finalmente, en el último 
apítulo se presentan pro
edimientos y té
ni
as para el

diseño de �ltros FIR que deben 
umplir diversas restri

iones. El 
onsiguiente trun
a-

miento de las respuestas al impulso de longitud in�nita limita las propiedades teóri
as.

Para medir el deterioro de las mismas, se ha
en diferentes simula
iones 
on el �n de

evaluar los rendimientos de los �ltros obtenidos empleando una serie de parámetros que


ara
terizan el 
omportamiento de los �ltros diseñados. Simultáneamente, se han me-

dido los mismos parámetros sobre �ltros diseñados 
on té
ni
as similares, basadas en

bases spline en el dominio de la fre
uen
ia, de exponente natural o fra

ionario, des
ritos



6 Introdu

ión.

en los trabajos anteriormente 
itados, [4℄ y [5℄, y que fomentaron la ini
ia
ión de esta

investiga
ión, 
on el objetivo de 
omparar los diferentes 
omportamientos.

La memoria 
on
luye 
on una serie de diferentes apartados donde se detallan aspe
tos

tales 
omo el 
onjunto de 
on
lusiones que se desprenden del trabajo, las aporta
iones

originales del mismo, y un 
onjunto de posibles líneas de investiga
ión futuras que pueden


ontinuar o ampliar este trabajo de investiga
ión.



Capítulo 2

Splines: Una retrospe
tiva

El término spline proviene de una herramienta del antiguo dibujo té
ni
o la 
ual


onsistía en una banda �exible, que podía ser de diferentes materiales, a la que se le

adosaban diferentes pesos en zonas 
on
retas de la misma 
on el objetivo de ha
erla

pasar por un 
onjunto de puntos dados (nodos); esto ha
ía que la banda adquiriese una

forma determinada representativa de la 
urva deseada.

En 1946, S
honberg [6℄ desarrolló una serie de fun
iones (fun
iones base), a partir

de las 
uales y mediante 
ombina
iones lineales de las mismas, podía simular las 
urvas

obtenidas mediante las bandas �exibles por medio de fun
iones polinómi
as de bajo

grado y diferentes entre 
ada uno de los intervalos impuestos por el 
onjunto de los

puntos dados (nodos). Para representar la suavidad de la banda �exible se requiere

que en los puntos de unión, de los diferentes tramos, las fun
iones polinómi
as 
umplan

determinados requisitos de 
ontinuidad y derivabilidad. El grado de los polinomios de�ne

el orden del spline, de modo que se habla de splines de orden q 
uando los polinomios

utilizados en su 
onstru

ión son, a lo sumo, de grado menor o igual que (q − 1). Los

más utilizados, dependiendo de las restri

iones impuestas en 
ada 
aso parti
ular, son

los spline lineales (utilizan polinomios de grado 1), y los spline 
úbi
os (polinomios de

grado 3). Este tipo de fun
iones ha sido tradi
ionalmente usado para el modelado de

fun
iones arbitrarias existiendo un amplio abani
o de publi
a
iones [6℄, [7℄ y [8℄ que

tratan el tema.

2.1. Splines: De�ni
iones y propiedades

Existen varias formas de abordar el problema, pero en esen
ia las diferen
ias funda-

mentales entre ellas se deben a la distinta normaliza
ión de las fun
iones base. Nos 
en-

traremos en dos de ellas. La primera, introdu
ida tempranamente por Curry y S
hoen-

berg en [9℄ y [10℄, puede des
ribirse en los términos que apare
en a 
ontinua
ión.
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2.1.1. Fun
iones spline: De�ni
ión general 1

Dado un 
onjunto de números reales no de
re
ientes {· · · ≤ x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ · · ·}
llamados nodos, una fun
ión spline de orden n, sobre el 
onjunto espe
i�
ado, es una

fun
ión Sn (x) que en 
ada intervalo (xl , xl+1) es un polinomio de grado menor o igual

que (n − 1), y que en las proximidades del nodo xi, pertene
e a la 
lase Cn−1−νi
para

todo i, donde νi es la multipli
idad del i-ésimo nodo, es de
ir, el número de ve
es que

se repite un nodo en el 
onjunto de datos de partida. Con el término Cp
indi
amos el


onjunto formado por todas las fun
iones derivables hasta el orden p; es de
ir

Cp =

{
h (x) /∃ h(p(x) = dph

dxp
y h(p(x) ∈ C0

}

siendo C0
el 
onjunto de las fun
iones 
ontinuas.

La 
onstru

ión de las diferentes fun
iones spline se realiza mediante una superpo-

si
ión de unas fun
iones elementales o bási
as, denotadas B-spline, y que se des
riben


omo sigue.

Fun
iones base: De�ni
ión 1

Dado un 
onjunto de (n+1) valores reales no de
re
ientes {x0 < x1 < x2 < · · · < xn},
el B-spline de orden n sobre el 
onjunto de nodos espe
i�
ado se de�ne 
omo

Mn (x; {x0 < x1 < x2 < · · · < xn}) =Mn (x) = [x0, x1, x2, · · ·, xn]M (x, xi) . (2.1)

En la expresión (2.1) apare
en los siguientes elementos; en primer lugar la fun
ión

M (x, xi), de�nida 
omo M (x, xi) = n (xi − x)n−1
+ , siendo

xj+ =

{
xj , si x ≥ 0,

0, si x < 0,


ono
ida en la literatura anglosajona 
omo one-sided power fun
tion.

En segundo lugar apare
e la expresión [x0, x1, x2, · · ·, xn]M (x, xi) denominada la n-

ésima diferen
ia dividida de la fun
iónM (x, xi), donde la n-ésima diferen
ia dividida de

una fun
ión genéri
a g(t), sobre los nodos espe
i�
ados {x0, x1, x2, · · ·, xn}, expresada

omo

[x0, x1, x2, · · ·, xn] g (t) ,

se 
al
ula mediante las rela
iones de re
urren
ia que siguen; así, la diferen
ia dividida de

orden 
ero, para 
ualquier elemento, 
oin
ide 
on el valor de la fun
ión en di
ho punto,

por tanto podemos es
ribir

[xk] g = g (xk) k = 0, 1, 2, · · ·, n,
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y las su
esivas diferen
ias divididas se 
onstruyen sobre las anteriores. Las de primer

orden, que involu
ran a dos elementos 
onse
utivos 
ualquiera, son

[xk, xk+1] g =
g(xk)−g(xk+1)

xk−xk+1
k = 0, 1, 2, · · ·, (n− 1),

y las de segundo orden, que a
túan sobre tres elementos, se forman

[xk, xk+1, xk+2] g =
[xk,xk+1]g−[xk+1,xk+2]g

xk−xk+2
k = 0, 1, 2, · · ·, (n− 2),

y así su
esivamente. En forma general, podemos poner

[xk, xk+1, · · ·, xk+l] g =
[xk, · · ·, xk+l−1] g − [xk+1, · · ·, xk+l] g

xk − xk+l
, (2.2)

donde l = 0, 1, 2, · · ·, n indi
a el orden de la diferen
ia dividida y k = 0, 1, 2, · · ·, (n− l)
indi
a el elemento ini
ial de la diferen
ia dividida, para 
ada valor de l.

Teniendo en 
uenta (2.2), la fun
ión base spline de orden n, dada por (2.1), puede

expresarse de forma explí
ita [11℄ 
omo

Mn (x) = (−1)n
n∑

k=0

n (x− xk)n−1
+

λ (xk)
, (2.3)

donde

λ (xk) = (xk − x0) · · · · (xk − xk−1) · (xk − xk+1) · · · · (xk − xn) .

Como se indi
a en [7℄, las no
iones de diferen
ia dividida y de base spline pueden

ampliarse al 
aso en el que algunos de los nodos sean 
oin
identes.

Las bases spline, de�nidas de esta forma, presentan un 
onjunto de propiedades de

interés, 
omo se re
ogen en [11℄, entre las 
uales podemos 
itar las siguientes:

1.- Son fun
iones 
ontinuas, de�nidas positivas y tienen un soporte �nito o 
ompa
to,

es de
ir,

Mn (x; {x0 < x1 < x2 < · · · < xn})
{
> 0 si x ∈ (x0, xn) ,

= 0 si x /∈ (x0, xn) .
(2.4)

2.- El área en
errada bajo las fun
iones base es la unidad,

∫ xn

x0

Mn (x) dx =

∞∫

−∞

Mn (x) dx = 1. (2.5)

Estas dos propiedades las ha
en 
andidatas idóneas para poder ser utilizadas 
omo

fun
iones densidad de probabilidad, donde su esperanza y su varianza, que dependen

de la distribu
ión de nodos que intervienen en su de�ni
ión, se 
al
ulan mediante las
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expresiones

E [x] =
1

n + 1

n∑

k=0

xk, (2.6)

σ2 =
1

(n + 1)2 (n+ 2)

∑

k>j

(xk − xj)2. (2.7)

3.- Son el nú
leo entre la n-ésima diferen
ia dividida y la n-ésima derivada de una

fun
ión real, resultado 
ono
ido 
omo teorema de Peano y que se expresa en la forma

[x0, · · · · ··, xn] f (x) =
1

n!

∫ xn

x0

Mn (x) f
(n (x) dx. (2.8)

2.1.2. Fun
iones spline: De�ni
ión general 2

Una segunda de�ni
ión, más intuitiva, puede enun
iarse, de a
uerdo 
on [12℄, del

modo que apare
e a 
ontinua
ión.

Dada una fun
ión 
ualquiera g(x) de�nida en un intervalo [a, b℄ y una se
uen
ia de

(n+1) puntos a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b, enton
es S(x) es una fun
ión spline de

orden m > 1 si 
umple las siguientes 
ondi
iones:

a) En 
ada subintervalo [xk−1, xk], para k = 1, 2, · · ·, (n− 1) , n, S(x) es un polinomio

de grado (m− 1), y se es
ribe 
omo Sk(x).

b) S (xk) = g (xk) ∀k = 0, 1, · · ··, n− 1, n.


) Las primeras (m− 1) derivadas deben ser 
ontinuas en los puntos de unión de los

diferentes intervalos, es de
ir,

S
(l
k+1 (xk) = S

(l
k (xk) ∀k = 1, 2, · · ·, (n− 1) y l = 1, 2, · · ·, (m− 1). (2.9)

En [6℄, I.J. S
hoenberg puso de mani�esto que todo spline de orden m, de�nido

por el 
onjunto de (n + 1) nodos {xi}ni=0, espe
i�
ados en el intervalo [a, b], y tal que

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b, puede ser expresado 
omo una 
ombina
ión lineal de

un 
onjunto de fun
iones base en la forma

S (x) =
n−1∑

i=−m+1

ciNi,m (x) , (2.10)

donde Ni,m (x) es la denominada fun
ión spline bási
a, o simplemente fun
ión B-spline,

de orden m aso
iada al 
onjunto de (m+ 1) nodos dados por xi, xi+1, · · ·, xi+m.
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Fun
iones base: De�ni
ión 2

La fun
ión spline bási
a que apare
e en (2.10) viene de�nida 
omo

Ni,m (x) = (xi+m − xi) [xi, xi+1, · · ··, xi+m] (· − x)m−1
+ , (2.11)

donde [xi, xi+1, · · ··, xi+m] (· − x)m−1
+ , indi
a que la diferen
ia dividida debe 
al
ularse,

para un x 
ualquiera, sustituyendo el punto por los diferentes nodos involu
rados en la

de�ni
ión. La base spline anterior, de una forma más 
ompa
ta, puede es
ribirse

Ni,m (x) = (xi+m − xi)
m∑

j=0

(x− xi+j)
m−1
+

λi (xi+j)
, (2.12)

siendo el denominador de la misma

λi (xi+j) = (xi − xi+j)·(xi+1 − xi+j)···· (xi+j−1 − xi+j)·(xi+j+1 − xi+j)···· (xi+m − xi+j) .

La base spline dada por (2.11) o (2.12) no es más que una renormaliza
ión de la base

dada por (2.1) y tiene 
omo objetivo obtener rela
iones de re
urren
ia entre bases de

distintos órdenes. En efe
to, para la se
uen
ia de (n + 1) puntos x0 < x1 < x2 < · · · <
xn−1 < xn, la base de orden n, Nn(x), donde se ha suprimido el subíndi
e i en Ni,m ya

que se ha es
ogido todo el 
onjunto de nodos, empezando en i = 0 y parti
ularizando

en m = n para tomar el orden spline máximo, se rela
iona 
on el máximo orden spline

de la de�ni
ión previa Mn(x), mediante la expresión

Mn(x) =
n

xn − x0
Nn(x),

y si los nodos son la se
uen
ia de los números enteros o están distribuidos de manera que

la diferen
ia entre dos 
onse
utivos 
ualesquiera sea la unidad, enton
es las fun
iones

base 
oin
iden, es de
ir, se 
umple que Mn(x) = Nn(x). La nota
ión βi,m (x) ó βi,m (x)

en lugar de Ni,m (x) es bastante 
omún.

En la �gura 2.1 se muestran las diferen
ias entre las dos formas de bases spline en el


aso parti
ular de bases de ter
er orden, M3(x) y N3(x), para la distribu
ión 
on
reta

de nodos {x0 = −1, x1 = 0.5, x2 = 0.75, x3 = 1}. Por otro lado, si la distribu
ión de

nodos es tal que sus elementos están equiespa
iados, 
on separa
ión unitaria entre ellos,

enton
es ambas representa
iones 
oin
iden y son simétri
as. En la �gura se muestran

las mismas bases anteriores para la distribu
ión de nodos {x0 = −1.2, x1 = −0.2, x2 =

0.8, x3 = 1.8}, que son 
oin
identes, 
omo resulta evidente.

Si queremos que la representa
ión de S(x) dada por (2.10) sea úni
a hay que in-

trodu
ir nodos extra tanto a la izquierda de x0 
omo a la dere
ha de xn siempre que

el orden sea mayor que 1. Esto se debe a que al valor de la fun
ión, en el intervalo de

partida, 
ontribuyen fun
iones base que se extienden más allá de di
ho intervalo y que
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ne
esitan nodos adi
ionales para su de�ni
ión. En 
on
reto, el número de nodos extra

depende del orden spline que se esté utilizando y viene dado por 2(m− 1) de los 
uales

la mitad son menores que a y la otra mitad son mayores que b. Los nodos situados a

la izquierda del intervalo se nombran x−m+1, x−m+2, · · ·, x−1 < a, y los situados a la

dere
ha se nombran xn+1, xn+2, · · ·, xn+m−1 > b.

Algunas propiedades relevantes de las fun
iones base des
ritas por (2.11) o (2.12)

son:

1.- Son de�nidas positivas, es de
ir, Ni,m (x) ≥ 0 ∀x.
2.- Presentan un soporte 
ompa
to, entendido 
omo que la fun
ión es no nula, solo

en un intervalo 
errado, es de
ir,

Ni,m (x) = 0, si x /∈ [xi, xi+m].

3.- Igualdad de la fun
ión y sus derivadas en los extremos de su soporte, que repre-

sentamos por

N
(l
i,m (xi) = N

(l
i,m (xi+m) = 0, l = 0, 1, · · ·, (m− 2) .

Implí
itamente la expresión anterior nos di
e, por ejemplo, que sim = 1 las fun
iones

base toman el mismo valor en los extremos de su soporte, pero no son 
ontinuas en los

mismos, y si m = 2 las fun
iones base toman el mismo valor en los extremos de su

soporte, siendo 
ontinuas pero no derivables en aquéllos.

4.- De la de�ni
ión (2.11) se puede estable
er una rela
ión re
ursiva que obtiene una

base spline de orden m a partir de dos bases de un orden inferior (m− 1). De a
uerdo


on [7℄, di
ha rela
ión se puede es
ribir en la forma

Ni,m (x) =
x− xi

xi+m−1 − xi
Ni,m−1 (x) +

xi+m − x
xi+m − xi+1

Ni+1,m−1 (x) , (2.13)

Ni,1 (x) =

{
1, si x ∈ [xi, xi+1] ,

0, si x /∈ [xi, xi+1].
(2.14)

5.- La se
uen
ia de las fun
iones base spline {Ni,m}n−1
i=−m+1 suman 1 en el intervalo

[a, b], o en términos matemáti
os, di
ha se
uen
ia propor
iona una parti
ión de la unidad

en di
ho intervalo

n−1∑

i=−m+1

Ni,m (x) = 1, x ∈ [a, b] . (2.15)

En general dada una distribu
ión de nodos, siempre podemos en
ontrar una se
uen
ia

de bases spline de orden m que formen una parti
ión de la unidad entre dos puntos


ualquiera de la 
itada distribu
ión. Así, dada una distribu
ión de nodos 
ualquiera,

{· · · · x−1, x1, x2, · · ·, xr−1, xr, xr+1, · · ··, xs−1, xs, xs+1, · · ··,} ,
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se veri�
a que

s−1∑

i=r+1−m

Ni,m (x) = 1, ∀x ∈ (xr, xs) . (2.16)

En las se

iones próximas, dados los prin
ipios 
onstru
tivos de las fun
iones spline

ini
iales, se van a des
ribir distintos usos de las mismas y diferentes variantes de las

fun
iones spline bási
as, que se han ido desarrollando a lo largo de la historia así 
omo

sus apli
a
iones.

2.2. Splines: Apli
a
iones

Su
esivas varia
iones, amplia
iones e interpreta
iones de los spline originales, han

he
ho de ellos una herramienta poderosa que ha sido y es utilizada en amplios 
ampos

de la 
ien
ia y la te
nología. Algunos 
ampos de apli
a
ión son el estudio de 
urvas y

super�
ies generadas por ordenador para su apli
a
ión en diferentes se
tores del diseño

[13℄ y [14℄, la interpola
ión a partir de un 
onjunto de datos para prede
ir la evolu
ión

de una determinada variable de interés o para la re
onstru

ión de diversas señales en

ámbitos diversos [15℄ y el diseño de 
ara
teres en las imprentas a
tuales, así, por ejem-

plo, las fuentes que usa T

E

X se generan mediante splines [16℄. También se usan los spline

en el tratamiento o manipula
ión de señales en el 
ampo de las tele
omuni
a
iones [17℄,

[18℄, en los problemas de resolu
ión numéri
a de e
ua
iones diferen
iales [19℄ 
on deter-

minadas 
ondi
iones en las fronteras y en otros diversos ámbitos que se extienden desde

la simula
ión de a
elerómetros MEMS (Sistemas Mi
roele
trome
áni
os) [20℄, hasta la


ompensa
ión de la 
ara
terísti
a no lineal (debido a la temperatura o a fenómenos

de histéresis) de sensores basados en la propiedad de magnetoresisten
ia gigante que

limitan su uso en numerosas apli
a
iones industriales [21℄.

De las fun
iones spline y de sus varia
iones, así 
omo de alguna de las apli
a
iones


itadas, se ha
e una re
opila
ión en las siguientes se

iones.

2.3. Splines e interpola
ión de fun
iones

El pro
eso de ha
er pasar una 
urva por un 
onjunto de puntos dados se denomina

interpola
ión. Debido a su estru
tura 
onstru
tiva, los spline presentan un 
onjunto de


ara
terísti
as que los ha
en más apropiados para el desarrollo de té
ni
as de inter-

pola
ión que la herramienta polinómi
a general. En primer lugar se va a des
ribir el

planteamiento general del problema de interpola
ión, para luego ha
er uso de los spline

naturales 
omo herramienta que resuelve el problema de manera e�
az.
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2.3.1. Considera
iones generales

Lo más probable es que el 
onjunto ini
ial de puntos provenga de la toma de datos de

un fenómeno real determinado, en 
uyo 
aso debemos tener un 
ono
imiento previo sobre

el pro
eso y, en 
onse
uen
ia, sabremos algo de la fun
ión que rela
iona las variables que

des
riben el fenómeno. Esto nos permite optar por el método de interpola
ión que mejor

nos detalle la realidad; en 
ambio, si no tenemos informa
ión previa sobre el fenómeno

que subya
e a nuestros datos, enton
es un método 
on
reto de interpola
ión no es mejor

ni peor que 
ualquier otro. En esen
ia el pro
eso se ini
ia 
on la disposi
ión de un


onjunto de N pares de valores (xj , yj) y bus
a una fun
ión F (x) que puede es
ribirse

en la forma

F (x) =

n∑

k=0

ckΨk (x) ,

donde las fun
iones Ψk (x) pertene
en a un 
onjunto 
ualquiera de fun
iones base, de los

diferentes que se pueden utilizar, y de las que dependerá, en gran medida, la forma de la

fun
ión entre los distintos puntos. Los términos ck representan el 
onjunto de 
oe�
ientes

de pondera
ión ne
esario para determinar la 
ombina
ión lineal que nos propor
iona la

fun
ión bus
ada F (x). Ésta debe veri�
ar

F (xj) = yj, ∀ j = 1, 2, · · ·, N.

Lo que diferen
ia a los distintos métodos de interpola
ión es la ele

ión del 
onjunto

de fun
iones que forman la base de la representa
ión. Remontándonos atrás en el tiempo,

el periodo �nal del siglo XVII fue 
lave para el desarrollo de diferentes té
ni
as de in-

terpola
ión. Isaa
 Newton puede ser 
onsiderado el pionero de la interpola
ión moderna

al tratar, en 1675, sobre el problema de una 
urva geométri
a que debe pasar a través

de un 
onjunto de puntos dado, que representa la piedra angular del desarrollo de las

té
ni
as de interpola
ión. Posteriormente, durante el siglo XVIII y prin
ipios del XIX

grandes 
ientí�
os, entre los que podemos desta
ar 
ronológi
amente a Joseph Louis de

Lagrange, Karl Friedri
h Gauss y Charles Hermite entre otros, fueron perfe

ionando y

ampliando di
has té
ni
as. J. F. En
ke, dis
ípulo de Gauss, unas dos dé
adas más tarde

de asistir a una 
onferen
ia sobre interpola
ión impartida por su maestro, publi
ó un

trabajo donde se muestran diversas fórmulas, una de las 
uales es 
ono
ida, hoy en día,


omo la fórmula de Newton - Gauss, que representa la base de las posteriores teorías

sobre el muestreo y la re
onstru

ión de señales.

Es en esta misma épo
a 
uando se perfe

ionan diferentes té
ni
as de interpola
ión

basadas en el uso de polinomios. La utiliza
ión de polinomios tiene ventajas evidentes, su

fá
il manipula
ión y su suave varia
ión, entre los diferentes puntos, debido a sus propie-

dades de 
ontinuidad y derivabilidad son algunas de ellas, pero pronto se des
ubrió que

su apli
a
ión a los problemas de interpola
ión era limitada, ya que también tienen in-
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onvenientes, sobre todo si el grado del polinomio es elevado. El prin
ipal in
onveniente

es que presenta una lenta 
onvergen
ia, entendida esta propiedad 
omo que se ne
esitan

mu
hos pares de puntos para 
onseguir una buena aproxima
ión a una fun
ión. El au-

mento de los pares de puntos ha
e que se in
remente el grado del polinomio interpolador,

lo que provo
a unas 
ara
terísti
as os
ilatorias indeseables que 
onllevan desvia
iones

ex
esivas en entornos 
er
anos a algunos de los puntos que forman el 
onjunto de partida

[22℄. Este 
omportamiento os
ilatorio se denomina fenómeno de Runge.

Todo lo expuesto, desde una perspe
tiva históri
a, viene re
ogido por F. Meijering en

[23℄. En el artí
ulo se des
ribe, detalladamente, la evolu
ión y utiliza
ión de diferentes

té
ni
as interpolatorias.

2.3.2. Interpola
ión spline frente a interpola
ión polinómi
a

En esta se

ión vamos a poner de mani�esto las ventajas, respe
to al 
omportamiento

os
ilatorio de los polinomios, de la interpola
ión spline frente a la interpola
ión polinó-

mi
a. Para ello vamos a presentar un ejemplo de aproxima
ión a una fun
ión mediante

el pro
edimiento de interpola
ión basado en el método 
lási
o 
ono
ido 
omo método

de Lagrange (pare
e ser que el método de aproxima
ión fue des
rito por E. Waring,

16 años antes de que lo hi
iese Lagrange), el 
ual se puede formular en los siguientes

términos. Dada una fun
ión real g(x) de�nida en un 
ierto intervalo de la re
ta real [a, b]

y un 
onjunto de (n+1) puntos x0, x1, · · ·, xn, pertene
ientes a di
ho intervalo, podemos

determinar un polinomio Pn de grado n, es de
ir, Pn ∈ Pn, donde Pn es el 
onjunto de

los polinomios de grado n, que interpole el 
onjunto de datos y se aproxime a la fun
ión

dada. Di
ho polinomio debe 
umplir,

Pn (xj) = g (xj) , ∀ j = 0, 1, 2, · · ·n,

y se puede es
ribir 
omo

Pn (x) =

n∑

j=0

g (xj)Ln,j (x), (2.17)

donde el j-ésimo polinomio de Lagrange de grado n es

Ln,j (x) =

n∏

i=0
i 6=j

x− xi
xj − xi

, ∀ j = 0, 1, 2, · · ·, n, (2.18)

que veri�
a

Ln,j (xi) = δij =

{
1, si i = j,

0, si i 6= j.

Como se dedu
e de las expresiones anteriores, la aproxima
ión es mejor a medida

que el número de puntos elegido 
re
e, pero a su vez, al aumentar el número de puntos
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Figura 2.3 � Interpola
ión de Lagrange

el grado del polinomio 
re
e del mismo modo, a
entuándose así el 
omportamiento

os
ilatorio [24℄.

Como ejemplo ilustrativo, vamos a bus
ar el polinomio que nos aproxime la fun
ión

g (x) =
12

x2 + 2x+ 5

mediante el método de interpola
ión de Lagrange utilizando 4, 5 y 10 puntos, respe
ti-

vamente, pertene
ientes al intervalo [−5.5, 5.5]. Los resultados se muestran en la �gura

2.3.

De la observa
ión de la �gura 2.3 se pueden extraer las siguientes 
on
lusiones:

a) Con 
uatro puntos el ajuste es malo y el polinomio de ter
er grado se limita a

pasar por los puntos dados.

b) Con 
in
o puntos se tiene un 
ierto pare
ido y el polinomio de 
uarto grado se

pare
e a la fun
ión solo entre los dos primeros puntos.


) Con diez puntos, aunque el ajuste es a
eptable, el polinomio de noveno grado

presenta el fenómeno os
ilatorio, 
omentado anteriormente.

Podemos eliminar el 
omportamiento os
ilatorio si realizamos la aproxima
ión a la

fun
ión anterior mediante la té
ni
a de interpola
ión spline [25℄, es de
ir, utilizando

polinomios distintos de bajo grado, entre 
ada dos puntos 
onse
utivos del 
onjunto de

puntos de partida de la fun
ión de referen
ia. Utilizando los spline 
úbi
os (polinomios

de grado 3 entre nodos 
onse
utivos), en idénti
as 
ondi
iones, obtenemos los resultados

que se muestran en la �gura 2.4. Como puede observarse en di
ha grá�
a el ajuste es


asi perfe
to 
uando tomamos 10 nodos, habiendo desapare
ido el fenómeno os
ilatorio.
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2.4. B-spline en el ámbito del pro
esado de señales

En el artí
ulo [26℄ publi
ado en 1915, Whittaker puso de mani�esto que dados los

valores de una fun
ión genéri
a f(x), 
orrespondientes a un 
onjunto in�nito de valores

equidistantes de su argumento x0, x0 ± λ, x0 ± 2λ, · · · , donde λ representa la distan
ia

entre dos valores 
onse
utivos 
ualesquiera, enton
es, si a partir de los pares de valores

(xk, f(xk)) formamos una tabla 
on el propósito de realizar una interpola
ión, existen,

además de f(x), mu
has otras fun
iones que 
ondu
en exa
tamente a la misma tabla

de valores. Whittaker, tomando 
omo referen
ia la fórmula de Newton - Gauss para

interpola
ión, que apare
e en el artí
ulo de En
ke [27℄ y que, a
tualmente podemos

de
ir, representa la base de las teorías posteriores sobre muestreo y re
onstru

ión de

señales, se dispuso a 
ontestar a la pregunta de qué fun
ión, de aquellas que daban lugar

a la misma tabla de valores, se es
ondía bajo el 
onjunto de datos. Demostró que, si se


umplen 
iertas 
ondi
iones, la fun
ión que subya
ía bajo la tabla está representada por

la que él llamo la fun
ión 
ardinal

C(x) =
+∞∑

j=−∞

f(x0 + jλ)
sen

[
π
λ
(x− x0 − jλ)

]
π
λ
(x− x0 − jλ)

, (2.19)

la 
ual veri�
a que C(x0 + jλ) = f(x0 + jλ) para 
ualquier j ∈ Z. Algunas de las


on
lusiones que se 
itan en el artí
ulo se re�eren a las propiedades desta
ables de di-


ha fun
ión; en 
on
reto, la fun
ión no presenta singularidades y no tiene 
omponentes

de periodos menores que 2λ. Además, en 
ontraste 
on el polinomio interpolador de
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Lagrange (2.17) que puede diverger en determinados supuestos, la fun
ión de interpo-

la
ión resultante 
onverge a la fun
ión original en 
ualquier punto del intervalo donde

la fun
ión sea 
ontinua y a
otada. Shannon, po
o tiempo después de la publi
a
iones

de Whittaker, [28℄ y [29℄ sobre las propiedades de las series 
ardinales, re
ono
ió su

enorme importan
ia en el 
ampo de las 
omuni
a
iones y formuló el 
ono
ido teorema

del muestreo, que publi
ó pasados varios años [30℄, y enun
ió de la forma siguiente:

�Si una fun
ión f(t) no 
ontiene fre
uen
ias superiores a ν her
ios, está 
ompletamente

determinada dando sus valores en una serie de puntos separados por 1/(2ν) segundos�.

Al intervalo de muestreo 
ríti
o T = 1/(2ν) le denominó intervalo de Nyquist 
o-

rrespondiente a la banda ν, en honor a Nyquist, debido a que éste había re
ono
ido la

importan
ia fundamental de di
ho intervalo en los pro
esos rela
ionados 
on la telegra-

fía. Des
ribiendo el pro
eso de re
onstru

ión de una señal observó que:

� Hay una y solo una fun
ión 
uyo espe
tro se limite a una banda de an
hura ν y que

pase por un 
onjunto de valores dados en puntos muestrales separados T = 1/(2ν)

segundos�.

La fun
ión puede re
onstruirse a partir de las muestras usando un pulso del tipo

sen(2πνt)/(2πνt). Matemáti
amente, si ak = f(kT ) es la k − ésima muestra, enton
es

la fun
ión f(t) se representa por

f(t) =

∞∑

k=−∞

ak
sen π(2νt− k)
π(2νt− k) . (2.20)

Como se desprende de lo men
ionado en los párrafos previos, el teorema del muestreo


onsta de dos partes bien diferen
iadas; la primera estable
e que la fun
ión limitada

en banda está totalmente determinada por sus muestras, y la segunda nos di
e 
ómo

re
onstruir la fun
ión utilizando di
has muestras.

2.4.1. Fun
iones sin
 frente a fun
iones spline

Cono
idos los valores de una fun
ión en un gran número de puntos (o dado un


onjunto equivalente de muestras), puede resultar prohibitivo 
onsiderar todos o un

gran número de di
hos valores si queremos 
al
ular el valor de la fun
ión en otro punto

des
ono
ido, utilizando los métodos 
lási
os de interpola
ión polinómi
a. Fijar el número

de valores a tener en 
uenta en el pro
eso, 
onlleva �jar el grado del polinomio utilizado

en 
ada uno de los intervalos interpolados; además e independientemente del grado,

la fun
ión interpolante resultante no será, en general, 
ontinuamente diferen
iable en

los puntos de transi
ión. Para resolver este problema se propusieron diferentes fórmulas

prá
ti
as 
on el �n de disponer de fun
iones interpolantes que fa
ilitasen la resolu
ión de

distintos y variados tipos de problemas; fue esta misma ne
esidad, de en
ontrar métodos

prá
ti
os de interpola
ión, la motiva
ión que guió a S
hoenberg para abordar el mismo

asunto. Observó, [6℄ y [31℄, que para 
ada una de las expresiones prá
ti
as propuestas,
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apli
adas a datos equidistantes, que sin pérdida de generalidad él supuso la unidad,

existía una fun
ión real y par, Φ : R → R, en términos de la 
ual la fórmula podía ser

es
rita 
omo

f(t) =
∑

k∈Z

akΦ(t− k), (2.21)

donde Φ, llamada fun
ión base, determina las propiedades de la interpola
ión resultante,

y 
uyas propiedades se ponen de mani�esto 
uando apli
amos la expresión a la se
uen
ia

impulso, es de
ir a0 = 1, ak = 0 ∀ k 6= 0. Por analogía 
on la serie 
ardinal de Whit-

taker, S
hoenberg se re�rió a la expresión general 
omo una fórmula de tipo 
ardinal,

pero observó que la fun
ión base del tipo Φ(t) = sen(πt)/(πt) no era la ade
uada para

propósitos de 
ál
ulo debido a su ritmo de de
aimiento ex
esivamente lento. Bus
ando

una fun
ión sustitutiva, que fuese 
ontinuamente diferen
iable hasta un orden determi-

nado, indagó sobre el suavizado de las 
urvas obtenidas mediante el uso de fun
iones

spline en los 
ampos de la ingeniería me
áni
a y de la arquite
tura (en aquella épo
a

esen
ialmente se utilizaban los spline 
úbi
os); a partir de esa idea introdujo la no
ión de

spline matemáti
o de 
ualquier orden, en un sentido similar al des
rito en los diferentes

apartados de la se

ión 2.1 que trata sobre la de�ni
ión genéri
a de fun
iones spline. A


ontinua
ión demostró, teniendo en 
uenta la ne
esidad de paridad de la fun
ión base,

que 
ualquier 
urva (fun
ión) spline de orden n ≥ 1, puede ser representada de modo

úni
o en la forma

f(t) =
∑

k∈Z

akM
∗
n(t− k) (2.22)

para valores apropiados de los 
oe�
ientes ak, y siendo M∗
n : R→ R una fun
ión par de

grado (n− 1) llamada base spline (B-spline)

1

y que puede es
ribirse 
omo

M∗
n(t) =

1

(n− 1)!
δn(tn−1

+ ) (2.23)

donde δn es el n−ésimo operador diferen
ia 
entral de�nido por re
urren
ia, 
omo se

des
ribe a 
ontinua
ión. Sea una fun
ión Φ : R→ R de�nida ∀t real, enton
es se de�ne
el operador δ de orden 1 
omo sigue:

δ[Φ(t)] = Φ(t + 1/2)− Φ(t− 1/2), (2.24)

mientras que el de orden n > 1 veri�
a la siguiente ley:

δn[Φ(t)] = δn−1[Φ(t + 1/2)]− δn−1[Φ(t− 1/2)]. (2.25)

1

En diversos textos la base spline M∗

1
, que es un pulso re
tangular de altura unidad y base unidad

lo
alizada en el intervalo (−1/2, 1/2), se nombra 
omo β0 o β0
.
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Conviene re
ordar aquí que la fun
ión B-spline, originalmente, se de�nió en forma

de integral de Fourier inversa en la forma

M∗
n(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞

(
sen(ω

2
)

ω
2

)n

ejωtdω, (2.26)

que es nula para |t| > n/2.

Citar, por último, que la base spline, de orden n, dada mediante la expresión (2.23),


oin
ide 
on la base spline dada por (2.3) en el epígrafe 2.1.1 y por (2.12) en el epígrafe

2.1.2 si el 
onjunto de nodos sobre los que se 
onstruye viene dado por la se
uen
ia

{−n/2,−n/2 + 1, · · · , n/2 − 1, n/2}, que 
omo puede observarse es un 
onjunto de

números reales donde la diferen
ia entre dos 
onse
utivos 
ualesquiera es la unidad,


ondi
ión bajo la 
ual se 
umplía que Mn(x) = Nn(x).

2.4.2. Representa
ión de fun
iones basada en pro
esos de 
on-

volu
ión

Aunque existen diferen
ias signi�
ativas entre los teoremas de Shannon y S
hoen-

berg, también presentan similitudes que 
onviene poner de mani�esto. Ambos teoremas

tratan 
on fun
iones f : R → R que 
umplen una serie de propiedades y para su re-

presenta
ión utilizan una mez
la de 
onvolu
ión entre un 
onjunto de 
oe�
ientes ak y

algún tipo de fun
ión base o nú
leo ϕ : R→ R en la forma

fT (t) =
∑

k∈Z

ak ϕ(t/T − k), (2.27)

en la que el subíndi
e T (intervalo de muestreo) indi
a que estamos tratando 
on las

muestras T−equidistantes, sk de una fun
ión ini
ial f(t). En el 
aso de Shannon, las

fun
iones f(t) presentan un an
ho espe
tral limitado, los 
oe�
ientes son las mismas

muestras, sk = ak = f(kT ) y el nú
leo es la fun
ión sin
(t) = sen(πt)/(πt), mientras

que en el teorema de S
hoenberg, las fun
iones f(t) se representan mediante polinomios

a tramos de grado n que se unen suavemente en los diferentes intervalos, mar
ados por

los nodos de partida, y los 
oe�
ientes ak se determinan a partir de las muestras sk y el

nú
leo es la fun
ión B-spline de grado n.

La publi
a
ión de ambos artí
ulos tuvo mu
ho impa
to en las de
adas posteriores,

pero desafortunadamente en 
ampos diferentes de apli
a
ión. El teorema de Shannon

tuvo amplio e
o en ingeniería de 
omuni
a
iones, [32℄, [33℄, en apli
a
iones de análisis y

pro
esamiento de señales, [34℄, [35℄, [36℄, y también, en menor grado, en análisis numéri-


o, [37℄, [38℄, [19℄, mientras que el trabajo de S
hoenberg, trans
urrido un buen lapso de

tiempo desde su publi
a
ión, en
ontró a
omodo en teorías de aproxima
ión, [39℄, [40℄,

interpola
ión en una o varias variables, [41℄, [42℄, análisis numéri
o, [43℄, estadísti
a [44℄,

[45℄, y otras ramas de las matemáti
as, [46℄.
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2.4.3. Re
onstru

ión de señales mediante fun
iones spline

Es un he
ho bien 
ono
ido de la teoría 
lási
a de interpola
ión que en determinados

supuestos es preferible o in
luso ne
esario apli
ar, en primer lugar, alguna transforma-


ión sobre el 
onjunto de datos originales antes de ha
er uso de alguna herramienta

determinada de interpola
ión. Tal transforma
ión debe propor
ionar unos valores in-

termedios tales que el pro
eso de interpola
ión subsiguiente sea lo más simple posible.

Respe
to a la interpola
ión basada en la 
onvolu
ión utilizando B-spline, la di�
ultad

no radi
a en la opera
ión de 
onvolu
ión, sino que está en la determina
ión previa de

los 
oe�
ientes ak.

Para interpolar mediante una fun
ión spline una serie de datos se ne
esitan dos

pro
edimientos. El primero, llamado dire
to, tiene 
omo objetivo determinar los 
oe�-


ientes de la 
ombina
ión lineal dada por (2.10), mientras que el segundo, o indire
to,

tiene 
omo �n 
al
ular la fun
ión spline en los diferentes puntos. La evalua
ión de la

fun
ión spline en un punto x ∈ [xk, xk+1), debido al soporte �nito de las bases spline se

determina mediante

S(x) =

k∑

i=k−m+1

ciNi,m(x), (2.28)

que depende de m + 1 
oe�
ientes y de m + 1 bases spline, que pueden ser 
al
ulados

de modo muy e�
iente mediante el pro
eso re
ursivo de las distintas bases spline (2.13).

Para la obten
ión de los 
oe�
ientes spline, aunque la aproxima
ión general no es ne
e-

sariamente 
ompleja ni 
ostosa 
omputa
ionalmente hablando, se utilizaban algoritmos

e�
ientes para las opera
iones matri
iales requeridas, 
omo por ejemplo las té
ni
as tipo

Toeplitz para la inversión matri
ial [47℄. Este enfoque matemáti
o fue una traba para

el uso de los spline en el 
ampo del pro
esado de señales. En la dé
ada de los 90, los

trabajos de M. Unser [48℄, [49℄, [50℄, en los que se proponía apli
ar la teoría spline sobre

un 
onjunto de nodos equiespa
iados y el uso de �ltrado digital para 
al
ular los 
oe�-


ientes spline, promovieron la utiliza
ión de los mismos en el 
ampo del pro
esamiento

de señales.

Así, si se 
onsideran nodos equiespa
iados xl = l, ∀l ∈ Z, y los valores de la fun
ión

a interpolar f [l] = f(x)|x=l, enton
es, utilizando la nota
ión βn, para un B-spline de

grado n, la representa
ión spline (2.10) se es
ribe

S(x) =
∑

l∈Z

clβn(x− l), (2.29)

donde βn(x) es la misma en 
ualquier intervalo. La expresión (2.29) puede interpretarse


omo la 
onvolu
ión entre los 
oe�
ientes spline cl = c[l] y la fun
ión base spline βn(x)

dis
retizada. En este 
ontexto, 
onviene re
ordar que la fun
ión base spline de orden n,

βn(x), se puede 
onstruir mediante la 
onvolu
ión de n + 1 pulsos re
tangulares β0(x).
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De este modo, para los distintos datos de la fun
ión a interpolar, podemos es
ribir

s[k] = sk = f(xk) =
∑

l∈Z

clβn(k − l), ∀k ∈ Z. (2.30)

Re
ordando que la transformada Z de una 
onvolu
ión de dos se
uen
ias dis
retas es

igual al produ
to de las transformadas individuales, la transformada Z de (2.30) resulta

C(z)Bn(z) = S(z), (2.31)

y, 
onse
uentemente, los 
oe�
ientes B-spline se obtienen de

C(z) = S(z)[Bn(z)]
−1. (2.32)

Teniendo en 
uenta que

Bn(z) =
∑

k∈Z

βn(k)z
−k, (2.33)

de la forma explí
ita de βn se desprende que [Bn(z)]
−1 = 1, si n = 0 y n = 1, lo que


onlleva que C(z) = S(z), y por tanto ck = sk. Pero ∀n ≥ 2, sin embargo, [Bn(z)]
−1

representa un �ltro digital de respuesta al impulso in�nita. Aunque esto era bien 
ono-


ido por Hou y Andrews [17℄, y posteriormente por varios autores [51℄, [52℄, ninguno de

ellos se dio 
uenta que el �ltro podía ser implementado de forma re
ursiva.

Este esquema es el punto de partida para la de�ni
ión de las fun
iones llamadas

B-spline 
ardinales ηn(x) que se pare
en a las fun
iones �sin
� aso
iados al teorema

del muestreo y 
uyo pare
ido aumenta a medida que 
re
e el orden de las fun
iones

B-spline. De (2.32), llamando e[k] a la transformada Z inversa de [Bn(z)]
−1
, podemos

poner cl = c[l] = (s ∗ e)[l], que sustituyendo en (2.29) nos da

S(x) =
∑

l∈Z

∑

k∈Z

s[k]e[l − k]βn(x− l)

=
∑

k∈Z

s[k]
∑

l∈Z

e[l − k]βn(x− l) =
∑

k∈Z

s[k]ηn(x− k), (2.34)

donde

ηn(x) =
∑

l∈Z

e[l]βn(x− l), (2.35)

es la fun
ión llamada B-spline 
ardinal.

Con esta nueva interpreta
ión, debida a M. Unser que la apli
ó en el tratamiento de

imágenes, la utiliza
ión de las fun
iones B-spline dentro del 
ampo del pro
esamiento

de señal se in
rementó notablemente. En parti
ular, el autor 
ita en [53℄ que los spline

se utilizan en apli
a
iones de transforma
iones geométri
as, amplia
ión y 
ompresión
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de imágenes, dete

ión de 
ontornos, et
. En otras áreas del pro
esado de señal, la uti-

liza
ión de los spline no ha sido tan fru
tífera; no obstante, se han he
ho in
ursiones

importantes en 
ampos tales 
omo el muestreo spline en sistemas de adquisi
ión no idea-

les [54℄ y sistemas multi
anal [55℄, diseño de �ltros y/o sistemas de �ltrado 
on diferentes


ara
terísti
as [56℄, [57℄, [58℄ y genera
ión de señales spline 
uadráti
as apli
adas a la

reprodu

ión de sonido de alta �delidad [59℄.

En los años posteriores, el enfoque del �ltrado digital, basado en la interpola
ión

spline, sería utilizado en el diseño de algoritmos muy e�
ientes 
on �nes diversos, tales


omo la rota
ión de imágenes [60℄, la amplia
ión o redu

ión de imágenes [61℄, [62℄,

[63℄, registro de imágenes [64℄, [65℄, mapeado de texturas [66℄, interpola
ión de señales

en tiempo real [67℄ y transforma
ión spline rápida [68℄. Para mayor detalle, se pueden


onsultar [53℄ y [69℄, donde se ha
e referen
ia a algunas de estas apli
a
iones.

A 
ontinua
ión se enumeran algunas de las ventajas [53℄ que presentan las 
ombi-

na
iones lineales de los B-spline para la representa
ión de fun
iones. La representa
ión

spline es 
omputa
ionalmente más e�
iente que la representa
ión basada en la fun
ión

�sin
�, siendo ésta un 
aso parti
ular de la representa
ión spline de orden in�nito [70℄; el

soporte �nito de los B-spline permite una evalua
ión exa
ta de la señal, a partir de los


oe�
ientes de la expansión en serie, en 
ontraste 
on el soporte in�nito de la fun
ión

�sin
�. La prin
ipal desventaja es la no invarianza de la representa
ión spline ante despla-

zamientos no enteros de las señales; los errores aso
iados a este tipo de desplazamientos

han sido tratados por diversos autores, [71℄, [72℄.

Desarrollos matemáti
os su
esivos han ido ampliando el al
an
e de las fun
iones

spline bási
as. Teniendo en 
uenta su 
onstru

ión, las fun
iones B-spline representan

fun
iones de es
ala, 
on fa
tores enteros de dilata
ión 
ualesquiera, lo que las 
onvier-

te en 
andidatos ideales (se 
ono
e su expresión explí
ita) para 
rear una estru
tura

matemáti
a de las wavelet por medio del análisis/aproxima
ión multiresolu
ión. La in-

forma
ión teóri
a puede en
ontrarse en [73℄ y en [74℄. Las fun
iones spline-wavelet se

han apli
ado en diferentes 
ontextos, 
itar entre estos, la propuesta de un método ge-

neral para el 
ál
ulo e�
iente de la transformada wavelet 
ontinua usando un ban
o

de �ltros basado en las fun
iones spline-wavelet [75℄, o el pro
esamiento multies
ala de

imágenes [76℄, [77℄. Entre otras apli
a
iones enumerar la de un método basado en di
has

spline-wavelet para determinar numéri
amente las transformadas inversas de Lapla
e y

de Fourier de fun
iones pertene
ientes al espa
io L2(R) [78℄, la determina
ión de �ltros

diferen
iadores apli
ados a señales 
ardia
as, para la dete

ión de enfermedades 
ardio-

vas
ulares [79℄, la apli
a
ion de la trasformada wavelet biortogonal basada en splines a

la 
ompresión de imágenes [80℄, o la determina
ión de �ltros spline-wavelet de redu
ida

longitud para MRA (análisis multiresolu
ión) [81℄.
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2.5. Varia
iones y generaliza
iones de las fun
iones

spline

Con el �n de lograr una mayor versatilidad y �exibilidad en la utiliza
ión de las

fun
iones spline, tanto para mejorar aspe
tos 
on
retos de las diferentes apli
a
iones re-

la
ionadas 
on la utiliza
ión de di
ha herramienta 
omo para su uso en nuevos 
ampos,

se han realizado modi�
a
iones sobre los splines tradi
ionales. En esta orienta
ión se

mueven diferentes trabajos 
omo los presentados en [1℄ 
uyos nú
leos 
onvolu
ionales

se obtienen mediante dos bases spline de órdenes q1 y q2 y an
huras diferentes a1 y a2,

o los des
ritos tanto en [82℄ donde se des
ribe una familia spline de exponente fra

io-

nario, 
omo en [2℄ donde se de�ne una nueva familia de splines de base fra

ionaria,


uyo pro
eso 
onstru
tivo se basa en la 
onvolu
ión de dos tipos de pulsos re
tangu-

lares de áreas unidad, el primero de ellos es el pulso bási
o β0 que está de�nido en el

intervalo [−1/2, 1/2], mientras que el segundo está de�nido en el intervalo [−α/2, α/2],
donde α es 
ualquier número real positivo menor o igual que la unidad. Posteriormen-

te, se introdu
e una nueva familia spline denominada exponen
ial-spline y se des
riben

sus propiedades, presentando además algoritmos e�
ientes [83℄ para su apli
a
ión en

opera
iones de pro
esamiento de señales [84℄. A 
ontinua
ión se presentan algunas de

ellas.

2.5.1. Splines de exponente fra

ionario

Como se 
omentó en la última parte de la se

ión 2.4.3, los spline tuvieron su im-

portan
ia en los desarrollos tempranos de la transformada wavelet [85℄, ya que a partir

de 
ualquier base spline de orden m se pueden generar fun
iones que tienen todas las

propiedades ne
esarias para realizar análisis multiresolu
ión [73℄. Con el propósito de

desarrollar variantes de la transformada wavelet, Unser y Blu [3℄ amplian el 
on
epto

de las fun
iones spline 
lasi
as, permitiendo que el exponente de las fun
iones �sin
�,


orrespondiente a la representa
ión en fre
uen
ia (la representa
ión en el dominio de la

fre
uen
ia de los B-spline 
lási
os tienen la forma de una poten
ia natural de una fun-


ión �sin
�), pueda ampliarse a números fra

ionarios 
on la 
ondi
ión de que éstos sean

mayores que −1. En el artí
ulo 
itado se demuestran las propiedades más relevantes de

esta nueva familia de fun
iones spline de orden no entero. En parti
ular se da una forma

expli
ita de di
has fun
iones, tanto simétri
as 
omo no simétri
as. Las nuevas fun
iones

heredan, en ambos dominios, las propiedades de los B-spline de orden entero 
on las

ex
ep
iones de la positividad y el soporte 
ompa
to.

Posteriormente, 
on un objetivo ampliado, los mismos autores en [82℄ des
riben una

familia de fun
iones de es
ala, llamada (α, τ)− fra
tional splines que se pueden usar

para ha
er análisis multiresolu
ión. Di
has fun
iones se 
ara
terizan por dos parámetros

reales, el primero α 
ontrola la an
hura de las fun
iones de es
ala, y el segundo τ ,
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denominado parámetro de desplazamiento, la posi
ión de la fun
ión de es
ala sobre el

soporte de de�ni
ión. Las fun
iones de esta familia se de�nen en el dominio de Fourier,

mediante la expresión:

β̂α
τ (ω) =

(
ejω − 1

jω

)α+1
2

−τ (
1− e−jω

jω

)α+1
2

+τ

, (2.36)

donde α > −1 y τ son parámetros reales. Esta de�ni
ión generaliza todo el 
onjunto de

bases spline previas; por ejemplo, 
uando α es un entero positivo y τ = (α + 1)/2, la

expresión (2.36) es la transformada de Fourier de la base B-spline no 
entrada, mientras

que si α es un entero positivo y τ = (α − 1)/2 se obtiene la transformada de Fourier

de la base B-spline 
entrada y 
uando α > −1 es un número real y τ = (α + 1)/2,

enton
es (2.36) resulta ser la base spline des
rita en [3℄. Los autores demuestran que una

fun
ión spline fra

ional generalizada puede expresarse 
omo una 
ombina
ión lineal de

versiones desplazadas de una base spline fra
ional generalizada, y también propor
ionan

un algoritmo basado en la transformada rápida de Fourier para la implementa
ión de la

transformada spline-wavelet fra

ional. Con esto 
on
luyen que ajustando los parámetros

libres de la fun
ión base spline fra

ional, se puede obtener un pro
edimiento e�
iente

para apli
ar a situa
iones que puedan resolverse por medio de wavelets, tales 
omo

supresión ruido, 
ompresión de datos y de
onvolu
ión.

2.5.2. Splines de base fra

ionaria

La base spline de orden q, βq(t), en el ámbito del pro
esado de señales, se entiende


omo una fun
ión temporal obtenida 
omo resultado de la 
onvolu
ión de q + 1 pulsos

idénti
os de área y dura
ión unidad β0(t), siendo los más utilizados los de orden 1

(spline lineal) y los de orden 3 (spline 
úbi
o). Los spline se han utilizado 
on éxito en

problemas de re
onstru

ión de señales, prin
ipalmente en el tratamiento de imágenes

[53℄. El orden del spline utilizado se elige dependiendo de la solu
ión requerida, así los

splines lineales se usan en apli
a
iones sen
illas que no requieran 
ontinuidad en sus

derivadas, mientras que los splines 
úbi
os se usan en situa
iones donde las solu
iones

pre
isen máxima suavidad [86℄. En este 
ontexto, las ele

iones posibles de los órdenes

spline se redu
en a números enteros y, debido al 
oste 
omputa
ional requerido, este

orden debe ser bajo. Para dotar de mayor �exibilidad a la interpola
ión spline, Ibáñez et

al. en [2℄ plantean una nueva familia spline, que denominan α-spline, dependiente de un

parámetro α y que garantiza una transi
ión suave entre dos órdenes enteros 
ualesquiera

de bases spline; de este modo, si dos órdenes spline propor
ionan propiedades diferentes a

un problema 
on
reto, un determinado orden intermedio (fra

ionario) puede ajustarse

para lograr un objetivo �jado de antemano. J. Ibáñez, en su tesis [87℄, a�rma que la

interpola
ión mediante splines 
úbi
os tiene 
ara
terísti
as diferen
iadas y en 
iertos

aspe
tos opuestas a la interpola
ión mediante splines lineales. Así, mientras la primera
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presenta las ventajas de la derivabilidad y la suavidad, la segunda otorga una solu
ión

muy simple y presenta un 
omportamiento robusto frente al ruido en los datos.

En el resto de la se

ión, seguiremos la tesis 
itada [87℄. La nueva familia es denotada

por β
[p→p+q]
α (t) y supone una transi
ión suave entre la base spline de orden entero p y la

base spline de orden p+q y se de�ne mediante la 
onvolu
ión de p+1 pulsos re
tangulares

de área unidad y simétri
os, β0(t), de altura unidad y base 
omprendida en el intervalo

[−1/2, 1/2], es de
ir, tienen la forma

β0(t) =

{
1, si |t| < 1/2,

0, si |t| > 1/2,

y q pulsos re
tangulares, también de área unidad y simétri
os, pα(t), de altura 1/α y

base extendida al intervalo [−α/2, α/2]. A partir de la de�ni
ión obtiene la expresión

general en el dominio del tiempo; a 
ontinua
ión utiliza la fun
ión α-spline obtenida


omo fun
ión base que puede ser utilizada en pro
esos de interpola
ión, aproxima
ión

o modelado. Siguiendo 
ierto paralelismo 
on la teoría 
lási
a del muestreo, que utiliza


omo fun
ión base la fun
ión �sin
�, de�ne un espa
io de señal α-spline

V (β [p→p+q]
α (t)) =

{
sα(t) =

∞∑

n=−∞

c[n]β [p→p+q]
α (t− n) ∀c[n] ∈ l2

}
,

demostrando que esta nueva familia veri�
a todas las propiedades de los spline 
lási
os

(in
luídas las propiedades de positividad y soporte 
ompa
to, que no eran veri�
adas

por las fun
iones spline de orden o exponente fra

ionario des
ritas en [82℄). A estas

fun
iones base spline, de�nidas en el dominio temporal, que se generan mediante la


onvolu
ión de dos tipos de pulsos, donde el primero de ellos es de an
hura �ja, mientras

que el segundo presenta una an
hura variable pero inferior a la del primero, son a

las que aquí se referen
ian 
omo splines de base fra

ionaria. De�nidas 
on 
ará
ter

general, el autor se 
entra en las fun
iones de transi
ión entre los spline lineal (p = 1) y


úbi
o (p+ q = 3), 
on las 
uales realiza pro
esos de interpola
ión, dando las solu
iones

desarrolladas mediante un método matri
ial o bien mediante �ltrado digital (donde

se des
ribe qué propiedades debe tener el llamado �ltro dire
to α-spline respe
to a la

fun
ión α-spline dis
retizada utilizada en el pro
eso), del mismo modo que Unser y otros

autores des
riben en [50℄. Seguidamente introdu
e el 
on
epto de α-spline 
ardinal para

desarrollar un método de interpola
ión equivalente al esquema 
lási
o. Así, el objetivo

perseguido es en
ontrar una formula
ión similar al teorema del muestreo para el 
aso de

la interpola
ión basada en la familia α-spline, es de
ir, poder expresar una señal 
omo

x(t) =
∑

n∈Z

x[n]ηα(t− n),
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donde ηα(t) es el α-spline 
ardinal, que resulta ser

ηα(t) =
∑

n∈Z

dα[n]βα(t− n),

donde dα[n] representa la se
uen
ia de 
oe�
ientes del �ltro dire
to men
ionado ante-

riormente. La fun
ión α-spline 
ardinal 
umple las mismas 
ondi
iones que la fun
ión


lási
a �sin
� utilizada en la re
onstru

ión de señales, esto es, toma el valor unidad en

el origen y el valor nulo en los múltiplos enteros del intervalo temporal entre las mues-

tras. Finalmente, propor
iona la respuesta en fre
uen
ia, tanto del �ltro dire
to α-spline


omo del α-spline 
ardinal.

A partir de este bagaje teóri
o, se dispone a utilizar las bases α-spline 
omo funda-

mento para desarrollar té
ni
as de modelado para dispositivos de mi
roondas y similares,

que mejoren algunos aspe
tos de los obtenidos 
on té
ni
as tradi
ionales. En este senti-

do 
abe 
itar la utiliza
ión de la base α-spline 
omo nú
leo del modelo 
anóni
o lineal

a tramos para obtener el llamado modelo αPWL, en el 
ual la propiedad de suavidad

depende del parámetro α. Las 
ara
terísti
as de di
ho modelo son similares a las que

propor
ionan diversas té
ni
as tradi
ionales 
omo son la utiliza
ión de redes neuronales

[88℄ para modelar el 
omportamiento no lineal de 
ir
uitos y otros dispositivos a
tivos,

o las del modelo CPWL (Canoni
al Pie
ewise-Linear) [89℄, que propor
iona gran exa
-

titud, 
on un número bajo de parámetros y 
on requerimientos de 
ómputo a
eptables.

Di
ho modelo se apli
a al modelado de ampli�
adores de poten
ia de radiofre
uen
ia,


omparando los resultados obtenidos 
on los de otros modelos no lineales 
omo el mo-

delo de Volterra. También se estudia el 
omportamiento en gran señal de un transistor

HEMT (transistor 
on gran movilidad ele
tróni
a) bajo ilumina
ión ópti
a. Por último

se abordan aspe
tos de diseño de sistemas de 
omuni
a
iones digitales aprove
hando

las ideas y 
on
eptos de la teoría de la interpola
ión, en parti
ular se propone la uti-

liza
ión de las bases α-spline para la realiza
ión de sistemas adaptados y libres de ISI

(Interferen
ia Intersimbóli
a).

2.6. Los spline 
omo fun
iones ventana

En las se

iones previas se ha in
idido en el uso de los spline 
omo fun
iones interpo-

lantes en el ámbito del pro
esado de señales. Una segunda apli
a
ión, 
on un desarrollo

bastante menor, está rela
ionado 
on la utiliza
ión de los spline 
omo fun
iones ventana

para el diseño de �ltros digitales. El problema apare
e formulado en [11℄ y se des
ribe

a partir de la transformada de Fourier de la base spline de orden n, dada por la expre-

sión (2.3), y de�nida en un entorno de nodos simétri
amente distribuidos alrededor de


ero. Se plantean fun
iones ventana desarrolladas sobre bases spline 
onstruidas sobre

un 
onjunto de nodos lo
alizados en el intervalo [−1, 1], es de
ir, se eligen (n+1) nodos

[x0, x1, x2, · · · , xn−1, xn] de modo que x0 = −1 y xn = 1. Como ejemplos, si n = 1,
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enton
es [x0, x1] = [−1, 1], si n = 2, enton
es [x0, x1, x2] = [−1, 0, 1], si n = 3, enton
es

[x0, x1, x2, x3] = [−1,−1/3, 1/3, 1] y así su
esivamente. Es fá
il ver que la base spline

de orden n = 1 se 
orresponde 
on la fun
ión re
tángulo 
uya base se extiende entre

x = −1 y x = 1 y altura 1/2, mientras que la base spline de orden n = 2 representa

la fun
ión triángulo isós
eles 
on la misma base y altura unidad. Las transformadas de

Fourier de estas fun
iones base vienen dadas por la rela
ión de re
urren
ia

Wn(ω) = kn

(
sen(ω/n)

ω/n

)n

, (2.37)

donde los kn representan unas 
onstantes que dependen del orden n de la base spline


onsiderada. De a
uerdo 
on la e
ua
ión anterior, y para un número �jo de puntos, por

ejemplo 2M +1 tal que −M ≤ j ≤M , de la fun
ión base spline utilizada para de�nir la

fun
ión ventana, se desprende que a medida que se in
rementa el orden de la base spline,

las amplitudes de los lóbulos laterales, relativa a la amplitud del lóbulo prin
ipal, van

disminuyendo, pero esta disminu
ión se ha
e a 
osta de aumentar la an
hura del lóbulo

prin
ipal. Algunas de las fun
iones ventana que apare
en en la literatura se pueden

expresar por medio de algunas de las bases spline des
ritas; por ejemplo la ventana

re
tangular puede ser 
onstruida sobre la base spline de orden n = 1 , mientras que la

ventana de Bartlett puede ha
erse sobre la base spline de orden n = 2.

Cambiando la distribu
ión de nodos, dentro del soporte [−1, 1], se pueden de�nir

una gran variedad de fun
iones spline sus
eptibles de ser utilizadas 
omo fun
iones

ventana. En parti
ular si todos los nodos de la distribu
ión son diferentes, todas las

fun
iones obtenidas (fun
iones polinómi
as a trozos) pertene
en a la 
lase Cn−2
y sus

transformadas de Fourier presentan envolventes que varian de la forma 1/ωn
para valores

grandes de ω, lo que da 
omo resultado tasas de de
aimiento de los lóbulos laterales


re
ientes a medida que in
rementamos el orden spline. De todas las posibilidades de

ele

ión de nodos para la genera
ión de fun
iones ventanas, una de espe
ial relevan
ia

es la que se 
orresponde 
on distribu
iones nodales que aumenten su dispersión, ya que,

teniendo en 
uenta el prin
ipio de in
ertidumbre, podemos obtener menores dispersiones

en el dominio de la fre
uen
ia, in
rementando la dispersión en el dominio del tiempo.

Este in
remento se 
onsigue desplazando los nodos ha
ia los extremos del intervalo

[−1, 1], lográndose la máxima varianza 
uando todos los nodos están tan próximos a ±1

omo se desee, manteniendo las distribu
iones simétri
as respe
to del origen. Con estas

distribu
iones de nodos se 
onsigue, para un mismo orden, una menor an
hura del lóbulo

prin
ipal pero el pre
io a pagar es que el ritmo de de
aimiento de los lóbulos laterales

es menor que en los supuestos anteriores. En parti
ular se tiene que si n es impar,

enton
es la fun
ión ventana wn(t) ∈ C(n−3)/2
y su transformada de Fourier presenta

una envolvente que varía según 1/ω(n+1)/2
lo que 
ondu
e a una tasa de de
aimiento de

aproximadamente 3(n + 1) dB/o
tava; mientras que para n par se 
umple que wn(t) ∈
C

n
2
−1

y sus transformadas de Fourier tienen una envolvente que 
ambia de a
uerdo a
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1/ω
n
2
+1

que 
onlleva un de
aimiento de aproximadamente de 3(n + 2) dB/o
tava. En

parti
ular el 
aso n = 3 
orresponde a la ventana de Riesz [90℄.

En determinadas apli
a
iones 
on propósitos espe
í�
os, 
omo pueden ser el diseño

de �ltros 
on rizado 
onstante, o la estima
ión espe
tral de señales 
on 
omponentes

sinusoidales próximas, se requieren fun
iones ventana 
on 
ara
terísti
as espe
iales ta-

les 
omo que su respuesta en fre
uen
ia presente un un lóbulo prin
ipal angosto pero

diferentes ritmos de de
aimiento de los lóbulos laterales. Las fun
iones spline que dan

lugar a este tipo de ventanas se 
onstruyen mediante distribu
iones de nodos 
on de-

terminado grado de multipli
idad, dependiendo del ritmo deseado de de
aimiento de

los lóbulos laterales, y situados todos ellos en los extremos del intervalo soporte [−1, 1].
Esto se basa en que si un spline de orden n tiene un nodo de multipli
idad α ≤ n en xj,

enton
es el spline generado pertene
e a la 
lase Cn−α−1
en la ve
indad de di
ho punto y

su transformada de Fourier presentará una envolvente que varía en la forma 1/ωn−α+1
.

Combina
iones lineales de estas bases spline, 
onstruidas a partir de distribu
iones no-

dales 
on diferentes órdenes de multipli
idad [86℄, generan una amplia gama de fun
iones

ventana 
on formas de lo más diversas y 
apa
es de presentar respuestas en fre
uen
ia

que pueden ajustarse a una gran variedad de 
ara
terísti
as.

Más aún, siguiendo a [91℄, una de las más famosas familias de fun
iones ventana

puede es
ribirse en la forma

wν(t) =

(√
1− t2
B

)ν

Iν

(
B
√
1− t2

)
− 1 < t < 1, (2.38)

siendo Iν la fun
ión de Bessel modi�
ada de primera 
lase de orden ν, y donde B y ν

son parámetros reales tales que B > 0 y ν > −1. Se obtiene la ventana de Kaiser si

el orden de la fun
ión modi�
ada de Bessel es 
ero, es de
ir, si ν = 0. Si la fun
ión de

Bessel se representa en forma de serie in�nita, enton
es (2.38) se puede es
ribir

wν(t) =

(√
1− t2
B

)ν ∞∑

k=0

(
B
√
1− t2/2

)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)
, (2.39)

donde los valores de di
has fun
iones se 
al
ulan mediante un trun
amiento de la serie

anterior; además, si ν es un número natural, enton
es la fun
ión wν(t) es una fun
ión

polinómi
a y en 
onse
uen
ia podemos aproximarnos a la fun
ión ventana, tanto 
omo

queramos, 
onstruyendo una fun
ión polinómi
a mediante bases spline en el intervalo

[−1, 1].
Resumiendo, debido a la fa
ilidad y la exa
titud de 
ál
ulo de las bases spline, dis-

ponemos de una herramienta útil para el diseño de fun
iones ventana. Di
has fun
iones

ventana presentan un rápido de
aimiento de los lóbulos laterales y, para una determi-

nada distribu
ión de nodos, presentan una máxima varianza en el dominio temporal. Si

los nodos solo están en los extremos del intervalo y presentan diferentes multipli
idades,
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enton
es las diferentes 
ombina
iones lineales de las bases spline generadas dan lugar a

una amplia variedad de formas de las fun
iones ventana (fun
iones polinomiales a tro-

zos), 
uyas transformadas de Fourier presentan diferentes 
ara
terísti
as en fre
uen
ia

que pueden ser de interés. En parti
ular, este 
onjunto de fun
iones ventana, generadas

mediante bases spline, in
luye a algunos de los patrones basados en las fun
iones de

Bessel ponderadas, 
omo puede ser la bien 
ono
ida ventana de Kaiser.

2.7. Modelado de 
urvas y super�
ies

En esta se

ión se van a esbozar los prin
ipios generales en los que se fundamentan

los modelados de 
urvas y super�
ies mediante fun
iones spline.

Las traye
torias seguidas por partí
ulas, elementos móviles o 
ualquier otro ente, así


omo las formas de los objetos que nos rodean tienen formas 
omplejas. Con el propósito

de emular a la naturaleza 
on el mayor grado de aproxima
ión posible, o 
on el objetivo

de 
rear formas nuevas, es ade
uado ha
er representa
iones que nos ayuden a entender

las diversas propiedades de los sistemas tratados.

Esta tarea era harto laboriosa antes de la llegada del potente 
ál
ulo automáti
o

a
tual. La disponibilidad de máquinas de 
ál
ulo, 
ada vez más potentes, ha he
ho que el

diseño asistido por ordenador, empleando té
ni
as de interpola
ión, se haya 
onvertido

en la herramienta por ex
elen
ia para simular las formas de elementos o pro
esos de

fenómenos naturales.

Desde programas de dibujo ve
torial hasta diseños industriales, tales 
omo prototipos

de 
as
os de embar
a
iones, 
arro
erías de automóviles o zapatillas deportivas, pasando

por el modelado de objetos en tres dimensiones o el 
ál
ulo de traye
torias óptimas de

movimientos en robóti
a, utilizan 
urvas de interpola
ión/aproxima
ión spline, B-spline,

NURBS (B-spline ra
ionales no uniformes), u otras similares, para 
onseguir represen-

ta
iones ade
uadas de los elementos diseñados. Diferentes algoritmos de genera
ión de

distintos tipos de 
urvas pueden en
ontrarse en [92℄.

La diferen
ia entre interpola
ión y aproxima
ión es que en la primera, la 
urva re-

sultante pasa por 
ada uno de los puntos de 
ontrol (datos o nodos), mientras que

estamos ante una aproxima
ión 
uando la 
urva resultante se 
iñe al 
onjunto de puntos

de 
ontrol sin pasar ne
esariamente por ninguno de ellos. A 
ontinua
ión se des
riben

brevemente los métodos spline más usuales para abordar el problema de la genera
ión

de 
urvas.

La representa
ión paramétri
a es preferible a la representa
ión implí
ita para la

genera
ión de 
urvas y super�
ies mediante ordenador, debido a que la primera es más

e�
iente en términos de tiempos de 
ál
ulo de pro
esamiento y de interpreta
ión de

solu
iones (la representa
ión implí
ita puede tener varias solu
iones). La representa
ión

paramétri
a de una 
urva en el espa
io se expresa 
omo
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~r (t) = (x (t) , y (t) , z (t)) ,

donde t es el parámetro de de�ni
ión que, elegido 
onvenientemente, en la mayoría de los


asos su rango de varia
ión puede limitarse al intervalo [0, 1]. Los polinomios de grado

3 ofre
en unas buenas presta
iones entre �exibilidad y velo
idad de 
ál
ulo, por lo que

son los más utilizados para la interpola
ión entre dos puntos 
ualquiera, del 
onjunto de

nodos o puntos de 
ontrol de la 
urva objetivo. El pro
eso se des
ribe en los siguientes

términos.

Si tenemos un 
onjunto de (n+ 1) puntos de 
ontrol, de�nidos por sus 
oordenadas

Pj = (xj , yj, zj) / j = 0, 1, 2, · · ··, n ;

el polinomio de ter
er grado que debe ajustarse entre 
ada uno de los n intervalos

(xj , xj+1), del 
onjunto ini
ial de puntos, viene dado por las tres e
ua
iones siguientes

x (t) = a1jt
3 + b1jt

2 + c1jt + d1,

y (t) = a2jt
3 + b2jt

2 + c2jt+ d2,

z (t) = a3jt
3 + b3jt

2 + c3jt + d3,

en las que hay que determinar los valores a, b, c y d en 
ada uno de los ejes 
oordena-

dos. Esto se logra estable
iendo 
ondi
iones frontera en las uniones de 
ada uno de los

intervalos de partida donde está de�nida la fun
ión spline bus
ada.

Dependiendo de las 
ondi
iones frontera utilizadas, tendremos diferentes fun
iones

spline interpolatorias. En este 
ontexto, se di
e que estamos ante splines 
úbi
os natu-

rales, si para 
ada dos se

iones 
urvas 
onse
utivas tanto la primera 
omo la segunda

derivada son iguales en la frontera 
omún. Hay que determinar 4n 
oe�
ientes por 
oor-

denada, para ello disponemos de 4(n− 1) e
ua
iones 
orrespondientes a las 
ondi
iones

sobre los puntos interiores, y dos más que 
orresponden a los puntos ini
ial y �nal (pun-

tos extremos de la 
urva). Las dos 
ondi
iones que faltan se 
onsiguen 
onsiderando

que en los puntos extremos el spline 
umpla que la segunda derivada sea nula. Un mejor


ontrol sobre la 
urva bus
ada se logra mediante los spline de Hermite, los 
uales de�nen

una primera derivada espe
í�
a en 
ada punto de 
ontrol. Dentro de este 
ontexto se

enmar
a el artí
ulo re
iente [93℄ en el que los spline de Hermite se usan para la delimita-


ión 
lara de 
ontornos espe
í�
os, representativos de elementos relevantes, que ayudan

a la interpreta
ión de imágenes biomédi
as. Por último, se puede ha
er referen
ia a los

llamados spline modi�
ados, que para espe
i�
ar una se

ión de la 
urva utilizan 
uatro

puntos de 
ontrol 
onse
utivos (el anterior y el posterior a los que de�nen la se

ión

en estudio) y un parámetro de tensión para modelar la mayor o menor 
urvatura de la

se

ión.
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2.7.1. Diseño de 
urvas mediante B-spline

En o
asiones resulta de mayor interés realizar una aproxima
ión, en vez de una

interpola
ión, a un 
onjunto de puntos dados. Con este propósito se suelen emplear las

fun
iones base spline, de�nidas en (2.11) o (2.12), para bus
ar una 
urva que se asemeje

a un polígono de 
ontrol, determinado por medio de un 
onjunto de puntos 
omo se

espe
i�
a en [7℄. El uso de estas fun
iones permite un mayor 
ontrol lo
al de la 
urva.

En el 
ampo del diseño grá�
o, Reisenfeld en su tesis do
toral [94℄ fue el pionero en

proponer el uso de las 
urvas y super�
ies B-spline 
omo herramienta de trabajo.

De�nimos una 
urva spline de orden m aso
iada al 
onjunto de puntos del plano

o del espa
io {P0, P1, · · ··, Pn} , y al 
onjunto de nodos {ti / i ∈ I} , donde I es un


onjunto de índi
es que puede ser o no el 
onjunto de los números enteros positivos,


omo una 
ombina
ión lineal de las fun
iones B-spline de orden m 
uyos 
oe�
ientes

son el 
onjunto de puntos, es de
ir,

Cm (t) =
n∑

i=0

Ni,m (t)Pi,

donde t ∈ (timı́n, timáx).

Teniendo en 
uenta las propiedades de las bases spline, enumeradas en las se

iones

ini
iales de de�ni
iones, 
on
luimos que debido a que 
ada intervalo 
omprendido entre

dos nodos 
onse
utivos [tr, tr+1] es parte del soporte de m fun
iones B-spline de ordenm,

(Ni,m (t) / r + 1−m < i < r), la 
urva estará 
onstituida por una su
esión de se

iones

unidas en los nodos, de modo que en 
ada se

ión intervienen m puntos de 
ontrol y

m fun
iones base. Re
ípro
amente, 
omo el soporte de 
ada fun
ión B-spline de orden

m se limita solamente a m intervalos, enton
es 
ada punto de 
ontrol interviene, 
omo

máximo en m intervalos.

Para poner de mani�esto esta idea vamos a 
onsiderar la su
esión de nodos {· · · , x0 =
−2, x1 = −3/2, x2 = −1, x3 = 0, x4 = 1/2, x5 = 1, x6 = 3/2, x7 = 2, · · · } y las su
esivas

bases spline de ter
er orden {· · · , N0,3(x), N1,3(x), N2,3(x), N3,3(x), N4,3(x), · · · }. En el

supuesto 
ontemplado, solo hay tres bases de ter
er orden que son no nulas en 
ada

intervalo 
omprendido entre dos nodos 
onse
utivos. Por ejemplo, sobre el intervalo

[x2, x3] = [−1, 0] son no nulas solamente las bases spline N0,3(x), N1,3(x) y N2,3(x). En

la �gura 2.5 se en
uentra representado el pro
eso des
rito.

Más 
on
retamente, el pro
eso de 
onstru

ión es 
omo sigue. Lo habitual es 
o-

no
er el rango de varia
ión del parámetro que de�ne la 
urva bus
ada; si este es [a, b]

se subdivide el mismo en (n −m + 2) subintervalos, donde los puntos en los 
uales se

produ
en las divisiones forman parte del 
onjunto de nodos ne
esarios para la 
ons-

tru

ión de la 
urva, a los que se añaden m nodos 
oin
identes 
on los extremos del

intervalo [a, b], es de
ir, {ti / i ∈ I} ≡ {t0, t1, t2, · · · · ·, tn+m} , 
on t0 = · · · = tm−1 = a

y tn+1 = · · · = tn+m = b. La genera
ión de nodos múltiples en los extremos tiene 
o-
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Figura 2.5 � Contribu
iones de bases spline de ter
er orden

mo objetivo 
ontrolar el 
omportamiento de la 
urva en los límites del parámetro de

de�ni
ión, dado en el 
onjunto de nodos.

Con esta ele

ión la 
urva spline de orden m viene expresada por

Sm (t) =
n∑

i=0

Ni,m (t)Pi / t ∈ [a, b]

y satisfa
e que Sm (a) = P0 y Sm (b) = Pn.

Si se desea que una 
urva spline de orden m pase por un punto de 
ontrol interior,

distinto de los puntos de 
ontrol ini
ial y �nal, bastará 
on repetirlo m ve
es. Si los

valores de los nodos son equidistantes se habla de B-spline y 
urvas uniformes.

Para ilustrar, de manera sen
illa, el modo de pro
eder se eligen 
omo valores no-

dales el 
onjunto de números enteros positivos. Al ser estos puntos equidistantes, el

supuesto 
ontemplado es el de 
urvas uniformes. Con las restri

iones impuestas, el

problema se enun
ia 
omo sigue. Dado un 
onjunto de puntos del plano o del espa
io

{P0, P1, · · ··, Pn} , una 
urva spline de orden m, aso
iado al 
onjunto de (n + m + 1)

nodos {t0, t1, · · · ·, tn+m} dados por

ti =





0, si i < m;

i−m+ 1, si m 6 i 6 n;

n−m+ 2, si i > n,

(2.40)
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es una fun
ión polinómi
a a trozos, 
ompuesta por (n − m + 2) se

iones, generada

mediante la 
ombina
ión lineal

Sm (t) =
n∑

i=0

Ni,m (t)Pi / t ∈ [0, n−m+ 2] (2.41)

que satisfa
e que Sm (0) = P0 y Sm (n +m− 2) = Pn, y donde todas las fun
iones B-

spline, de orden m, que se utilizan en (2.41) son meras trasla
iones de la primera de

ellas, lo que se expresa 
omo

Ni,m (t) = N0,m (t− i) , ∀i = 0, 1, 2, · · · y ∀m = 1, 2, · · ·

En parti
ular, para ejempli�
ar el modo de trabajo, se va a suponer que se desea


onstruir una 
urva spline de orden m = 2 sobre el 
onjunto {P0, P1, P2, P3} formado por


uatro puntos de 
ontrol. En realidad, desde la perspe
tiva del diseño, la 
urva bus
ada

no tiene ninguna utilidad ya que 
omo se verá una vez resuelto, la 
urva obtenida no

es más que el polígono que une los puntos de partida. El 
onjunto de nodos aso
iados

tiene 6 elementos que de a
uerdo 
on (2.40) son

{t0 = t1 = 0, t2 = 1, t3 = 2, t4 = 3, t5 = 3} ,

y, por tanto, la 
urva resultante viene dada por

S2 (t) =
3∑

i=0

Ni,2 (t)Pi / t ∈ [0, 3] ,

donde ne
esitamos determinar las fun
iones B-spline ne
esarias para espe
i�
ar total-

mente la 
ombina
ión lineal, siendo en este 
aso

N0,2 (t) con soporte [t0, t2] = [0, 1];

N1,2 (t) con soporte [t1, t3] = [0, 2];

N2,2 (t) con soporte [t2, t4] = [1, 3];

N3,2 (t) con soporte [t3, t5] = [2, 3].

Como puede observarse, de la rela
ión anterior se desprende que a 
ada intervalo

[tr, tr+1], 
ontribuyen un máximo de dos fun
iones B-spline; por lo que se tiene

S2 (t) =





P0N0,2 (t) + P1N1,2 (t) , si 0 ≤ t ≤ 1;

P1N1,2 (t) + P2N2,2 (t) , si 1 ≤ t ≤ 2;

P2N2,2 (t) + P3N3,2 (t) , si 2 ≤ t ≤ 3.

De a
uerdo 
on la rela
ión de re
urren
ia (2.13) y teniendo en 
uenta que en el 
aso

de existen
ia de nodos múltiples, 
omo es el 
aso, se adopta el 
onvenio de anular el
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término 
orrespondiente 
uando el denominador es 
ero, las fun
iones B-spline vienen

dadas por

N0,2 (t) = (1− t)N1,1 (t) ,

N1,2 (t) = tN1,1 (t) + (2− t)N2,1 (t) ,

N2,2 (t) = (t− 1)N2,1 (t) + (3− t)N3,1 (t) ,

N3,2 (t) = (t− 2)N3,1 (t) ,

y sustituyendo los valores de los B-spline de primer orden, resulta

S2 (t) =





P0 (1− t) + tP1, si 0 ≤ t ≤ 1;

P1 (2− t) + P2 (t− 1) , si 1 ≤ t ≤ 2;

P2 (3− t) + P3 (t− 2) , si 2 ≤ t ≤ 3,

que representa un 
onjunto de tres segmentos re
tilíneos; el primero de los 
uales va

desde P0 a P1, el segundo 
one
ta P1 
on P2 y el ter
ero empieza en P2 y a
aba en P3.

Si P0 ≡ P3 enton
es, la 
urva (en este 
aso la línea poligonal) es 
errada.

Para determinar los puntos de una 
urva B-spline, de orden arbitrario, de un modo

e�
iente se han desarrollado diferentes algoritmos, siendo el más utilizado el algoritmo

de De Boor - Cox que puede en
ontrarse en [95℄ o en el 
apitulo X de [7℄. Puesto

que la derivada de una 
urva B-spline es, a su vez, otra 
urva B-spline, la reiterada

apli
a
ión del algoritmo nos permitirá obtener 
ualquier punto de la 
urva derivada.

Más re
ientemente, diversos autores presentan en [96℄ un algoritmo geométri
o para la

genera
ión de 
urvas uniformes B-spline, donde se interpola una se
uen
ia de puntos

dada, bajo un 
onjunto de restri

iones representadas por valores preestable
idos de las

tangentes y las 
urvaturas aso
iadas a los puntos de partida. Para valorar su e�
ien
ia, en

el referido artí
ulo se 
omparan sus resultados 
on los obtenidos 
on métodos anteriores.

Generalizando, la determina
ión de los parámetros fundamentales que 
ara
terizan


ualquier 
urva en el espa
io 
omo son la 
urvatura (que mide la tasa de 
ambio del

ángulo formado por las tangentes a la 
urva entre dos puntos próximos, así, la 
urvatura

de una re
ta es 
ero) y la torsión (que nos indi
a 
omo rota o se retuer
e una 
urva en

los alrededores de un punto de la misma, así, la torsión de una 
urva que des
ansa en un

plano es nula), puede resultar de interés en determinadas apli
a
iones. En este sentido,

se puede 
itar el trabajo [97℄ en el que se presenta un método, basado en los spline, para

estimar el valor de los parámetros 
itados y se ilustra la utilidad de di
has estima
iones

en problemas biome
áni
os.

Para �nalizar esta se

ión se van a enumerar algunas situa
iones donde se han uti-

lizado las 
urvas B-spline para resolver diversos problemas. Así, en [98℄ se usan para

la determina
ión del grado de 
urvamiento del eje de una guía-ondas que preserva de-

terminada poten
ia del modo fundamental en la trasmisión y en [99℄ se presenta la

modeliza
ión de pulsos ópti
os, obtenidos mediante bases B-spline generadas sobre dis-

tribu

iones no uniformes de nodos, para simular 
ómo se 
omportan al propagarse sobre
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�bras no lineales. Otros ejemplos de apli
a
ión de las 
urvas B-spline se pueden en
on-

trar en [100℄, donde se emplean para el modelado, sobre tarjeta impresa, del 
ontorno

de una antena para apli
a
iones de 
omuni
a
iones inalámbri
as, o en [101℄, que ha
e

uso de las 
urvas spline para la delimita
ión en imágenes de RADAR (radio dete
tion

and ranging) aéreas, de diferentes regiones de interés.

2.7.2. Amplia
ión al 
aso de super�
ies

El modelado geométri
o de super�
ies 
omparte las mismas té
ni
as y los mismos

prin
ipios matemáti
os que el modelado de 
urvas, tratado en el apartado anterior. Una

super�
ie se des
ribe matemáti
amente, en 
oordenadas paramétri
as, mediante dos pa-

rámetros que estable
en un sistema de 
oordenadas sobre ella; si denominamos u y v

a los parámetros, enton
es los puntos de la super�
ie vendrán expresados de la forma

S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). La modeliza
ión, en este 
aso, se lleva a 
abo a par-

tir de una malla de puntos de 
ontrol, Pij = (xij , yij, zij), que forman una distribu
ión

bidimensional y unas fun
iones de forma, Fij(u, v), que en 
ada zona dependerán de

los dos parámetros de de�ni
ión. Las fun
iones de forma se pueden elegir de diferentes

modos, siendo el más usual la genera
ión de las mismas mediante el produ
to de fun-


iones de forma usadas para generar 
urvas, es de
ir, Fij(u, v) = F1i(u) · F2j(v), donde
las fun
iones de forma en 
ada parámetro pueden ser iguales o diferentes. Este pro
eso

puede interpretarse 
omo la genera
ión de una super�
ie por medio de 
urvas, parame-

trizadas por u y 
on fa
tor de forma F1(u), que se unen mediante el fa
tor de forma

dado por F2(v). Si las fun
iones de forma, en 
ada uno de los parámetros, son fun
iones

B-spline de órdenes p y q estamos ante super�
ies B-spline. Así, si la malla ini
ial está

formada por (n+ 1)× (m+ 1) puntos de 
ontrol Pij de modo que {i = 0, 1, 2, · · · , n} y
{j = 0, 1, 2, · · · , m}, los 
onjuntos de nodos, 
orrespondientes a 
ada parámetro, deben

tener (n+ p+1) y (m+ q+1) elementos respe
tivamente. Sean U = {u0, u1, · · ·un+p} y
V = {v0, v1, · · · vm+q} di
hos 
onjuntos de elementos; si al igual que se mostró en el 
aso

de las 
urvas, los nodos ini
ial y �nal deben estar repetidos 
on grados de multipli
idad

respe
tivos p y q, enton
es los elementos de ambos 
onjuntos se enumeran 
omo

U = {u0 = u1 · · · = up−1, up, up+1, · · · , un, un+1 = un+2 = · · · = un+p} ;
V = {v0 = v1 · · · = vq−1, vq, vq+1, · · · , vm, vm+1 = vm+2 = · · · = vm+q} ,

y las super�
ies parametrizadas se determinan mediante la expresión

S(u, v) =

n∑

i=0

m∑

j=0

PijNi,p(u)Nj,q(v).

La modeliza
ión de super�
ies mediante bases spline se ha utilizado para apli
a
iones

tan dispares 
omo el diseño del per�l de una antena de bo
ina para 
omuni
a
iones vía

satélite [102℄, o el modelado de la super�
ie visible de una 
arretera, que está delante
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de un vehí
ulo, mediante una parametriza
ión de 
urvas B-spline, donde los parámetros

de la super�
ie son evaluados en el tiempo empleando un �ltro de Kalman [103℄.

Esta herramienta, también ha sido usada para representar la super�
ie de separa
ión

entre dos medios, 
on el �n de resolver problemas de magnetostáti
a (modelizando el

sistema mediante la té
ni
a de elementos �nitos para representar la región a estudiar),

sujetos a determinadas 
ondi
iones de 
ontorno [104℄, o para para modelar los movi-

mientos de distintas partes del 
orazón a partir de imágenes ultrasóni
as obtenidas del

mismo [105℄.

2.7.3. NURBS: Bases spline ra
ionales no uniformes

El a
rónimo NURBS apare
e 
itado por primera vez en la tesis do
toral elaborada

por Versprille [106℄, y representa una amplia
ión de la desarrollada dos años antes, y en

la misma universidad, por Riesenfeld [94℄. A partir de di
ho trabajo, varias industrias

desarrollaron sistemas modeladores 
on los 
uales se podían 
rear y representar tanto

formas analíti
as 
lási
as (
óni
as, super�
ies de revolu
ión o 
uádri
as) 
omo 
urvas y

super�
ies de formas arbitrarias. Posteriormente se han desarrollado diferentes versiones


omer
iales que permiten modelar trabajando por 
ompleto en un entorno de NURBS

[107℄. La diferen
ia 
on las 
urvas y super�
ies parametrizadas mediante B-spline reside

en el uso de las fun
iones B-spline ra
ionales y en la in
orpora
ión de unos términos de

pondera
ión, aso
iados a los puntos de 
ontrol. Desde su 
rea
ión, las NURBS han proli-

ferado rápidamente debido a sus ex
elentes propiedades y sobre todo a la in
orpora
ión

de normas interna
ionales [108℄. Entre las 
ara
terísti
as de interés se pueden 
itar la

�exibilidad en el diseño, debido a la in
orpora
ión de los términos de pondera
ión que

dan distinta relevan
ia a los puntos de 
ontrol y la evalua
ión de las formas se ha
e de

una manera razonablemente rápida, siendo estable desde la perspe
tiva 
omputa
ional

y teniendo una 
lara interpreta
ión geométri
a. El in
onveniente prin
ipal se 
entra en

la utiliza
ión de una gran 
antidad de memoria para alma
enar los datos ne
esarios para

la representa
ión [109℄.

Las de�ni
iones matemáti
as de 
urvas y super�
ies NURBS son relativamente sim-

ples. En el 
aso de super�
ies, y 
on una terminología idénti
a a la de epígrafes previos,

podemos de
ir que una super�
ie NURBS es la generaliza
ión ra
ional y ponderada de

una super�
ie B-spline, y se de�ne, de a
uerdo 
on [110℄, 
omo sigue

S(u, v) =

n∑
i=0

m∑
j=0

wijPijNi,p(u)Nj,q(v)

n∑
i=0

m∑
j=0

wijNi,p(u)Nj,q(v)
(2.42)

donde wij son los términos de pondera
ión aso
iados a los puntos de 
ontrol.
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Habitualmente la expresión (2.42) se rees
ribe en la forma

S(u, v) =

n∑

i=0

m∑

j=0

PijRi,p;j,q(u, v), (2.43)

donde el término

Ri,p;j,q(u, v) =
wijPijNi,p(u)Nj,q(v)

n∑
i=0

m∑
j=0

wijNi,p(u)Nj,q(v)
(2.44)

representa las fun
iones B-spline ra
ionales.

La apli
a
ión más importante de la representa
ión NURBS está rela
ionada 
on el

diseño de geometrías 3D arbitrarias. Algunos ejemplos repesentativos, en el 
aso de su-

per�
ies, son el diseño de geometrías de 
avidades metáli
as, para simular determinados


omportamientos ele
tromagnéti
os [111℄ o la representa
ión de super�
ies de separa-


ión entre diferentes materiales, para resolver diferentes problemas magnéti
os [112℄. Su

utiliza
ión en el 
aso de las 
urvas puede en
ontrarse en la modeliza
ión de bordes de

difra

ión mediante NURBS en el entorno de la teoría geométri
a de la difra

ión [113℄

o en la simula
ión del 
ontrol de los 
ontornos en sistemas móviles en varios ejes [114℄.

2.8. Otros 
ampos de apli
a
ión de las fun
iones spline

En esta se

ión, sin pretender ser exhaustivos, se van a enumerar otras apli
a
iones

que ha
en uso de las fun
iones spline. Se desta
a, en primer lugar, la utiliza
ión de las

fun
iones B-spline 
omo fun
iones base para el diseño de redes neuronales 
on objetivos

de 
ontrol de determinados sistemas; así, en [115℄ se propone este tipo de red neuronal

para el desarrollo de un algoritmo de 
ontrol adaptativo en un sistema de genera
ión

eóli
a, o en [116℄ donde se utiliza una red neuronal para 
ompensar la distorsión no

lineal introdu
ida por el ampli�
ador de alta poten
ia utilizado para la trasmisión en

un sistema OFDM (Multiplexa
ión por División Ortogonal en Fre
uen
ia) inalámbri
o.

También se ha
e uso de las fun
iones spline en el ámbito de la 
ristalografía, donde se

implementan nuevas metodologías de interpola
ión para representar y pro
esar imáge-

nes, que se basan en la división del espa
io mediante las 
eldas unidad 
orrespondientes

a las simetrías bási
as; en esta línea se puede 
itar el artí
ulo [117℄ que se 
entra en la

red exagonal regular, o el artí
ulo [118℄ basado en la 
elda 
úbi
a 
entrada en 
uerpo

para la división del espa
io de trabajo.

2.9. Fun
iones spline en el dominio de la fre
uen
ia

Las fun
iones spline también han sido utilizadas en el diseño de �ltros digitales, más


on
retamente, se utilizan las fun
iones spline 
omo elementos generadores de fun
iones
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que modelan las bandas de transi
ión de la respuesta en fre
uen
ia de diferentes �ltros.

Con este propósito se han de�nido, sobre un 
onjunto de nodos equiespa
iados, las

fun
iones spline 
lási
as en el dominio de la fre
uen
ia.

Para ilustrar las ideas bási
as del pro
eso de modeliza
ión utilizaremos el 
aso de un

�ltro FIR ideal paso-bajo, 
uya respuesta en fre
uen
ia Hd(ω), debe ser la unidad para

fre
uen
ias por debajo de la fre
uen
ia de 
orte, ωc, y 
ero para fre
uen
ias por en
ima

de la misma. Esto genera una respuesta al impulso de longitud in�nita y simétri
a, que

se obtiene mediante la inversa de la transformada de Fourier de tiempo dis
reto, y que

viene dada por

hd[n] =
1

2π

∫ π

−π

Hd(ω)e
jωndω =

sen(ωcn)

πn
. (2.45)

El trun
amiento de la respuesta al impulso, para un �ltro de longitud N = 2M + 1,

propor
iona la respuesta

hd[n] =
sen(ωcn)

πn
para −M ≤ n ≤M. (2.46)

Este trun
amiento provo
a la 
ono
ida os
ila
ión de Gibbs o rizado en la respuesta

en fre
uen
ia, que es máximo 
er
a de la dis
ontinuidad y que no se redu
e al aumentar

la longitud del �ltro. Para atenuar di
ha os
ila
ión se introdu
e una banda de transi
ión

en la respuesta en fre
uen
ia ideal. Las fun
iones que modelan di
has bandas tienen

que 
one
tar de manera 
ontinua el valor unidad de la banda de paso 
on el valor 
ero

de la banda eliminada. Este planteamiento no solo redu
e el fenómeno de Gibbs sino

que ha
e que la respuesta al impulso de
rez
a rápidamente a medida que el número de

términos se in
rementa; más aún, si las fun
iones que generan las bandas de transi
ión

se eligen de manera que exista la l-ésima derivada de la fun
ión representativa de la

respuesta en fre
uen
ia para 
ualquier valor en el intervalo 0 ≤ ω ≤ π, enton
es la

respuesta al impulso de
re
erá asintóti
amente al menos tan rápido 
omo 1/nl+1
. Una

buena ele

ión para este 
ometido son las fun
iones spline [86℄, [119℄ de�nidas en el

dominio de la fre
uen
ia [120℄.

Las fun
iones B-spline 
lási
as de órdenes su
esivos se pueden generar mediante

opera
iones de 
onvolu
ión entre pulsos re
tangulares bási
os β0(t) (spline de orden


ero), que son pulsos de área unidad y simétri
os tal 
omo se des
ribe en la se

ión

2.5.2. Así, se tiene que β1(t) = β0(t) ∗ β0(t), β2(t) = β1(t) ∗ β0(t) · · · , βn(t) = βn−1(t) ∗
β0(t). De manera totalmente similar se pueden generar fun
iones spline en el dominio

de la fre
uen
ia y de diferentes órdenes, mediante la 
onvolu
ión de pulsos re
tangulares

bási
os, dependientes de la fre
uen
ia, de áreas 2π y an
huras que deben depender

del número de pulsos que han de ser 
onvolu
ionados (obten
ión de diferentes órdenes

spline), 
on el �n de mantener el soporte de la fun
ión resultante en un valor igual a la

an
hura ∆d de la banda de transi
ión a la que va a representar. Esto da lugar a fun
iones

de�nidas positivas y 
on soporte 
ompa
to. Por ejemplo, si l es el orden spline deseado,
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enton
es la fun
ión re
tangular bási
a deber tener la forma

ϕl(ω) =

{
2πl
∆d
, si |ω| < ∆d

2l
,

0, si |ω| > ∆d

2l
,

y hemos de ha
er 
on ella l−1 opera
iones de 
onvolu
ión en el dominio de la fre
uen
ia.

Si se realiza una nueva opera
ión de 
onvolu
ión entre la fun
ión spline de orden l

obtenida y la respuesta en fre
uen
ia del �ltro ideal paso-bajo, se genera la respuesta en

fre
uen
ia del �ltro que presenta una banda de transi
ión que une las bandas de paso y

eliminada. Si l = 1 (spline de primer orden) se obtiene una respuesta en fre
uen
ia de

forma trapezoidal [121℄.

El pro
eso anterior, en el dominio del tiempo, se des
ribe 
omo una mera multipli
a-


ión entre la representa
ión temporal de di
has fun
iones spline, de�nidas en fre
uen
ia,

que tienen la forma [
sen(∆dn/(2l))

(∆dn/(2l))

]l
,

y la respuesta al impulso del �ltro ideal (2.45), lo que propor
iona la respuesta al impulso

del �ltro que 
ontiene una banda de transi
ión. Ésta viene dada por

ĥd[n] =
sen(ωcn)

πn

(
sen(∆dn/(2l))

(∆dn/(2l))

)l

. (2.47)

Aunque en prin
ipio el orden spline l debe ser un número natural, la fun
ión anterior

puede tener signi�
ado y ser evaluada para valores reales en determinados supuestos.

Para valores no naturales de l, los problemas surgen 
uando la fun
ión �sin
�, que está

elevada a la poten
ia l, toma valores negativos. Varios autores, [4℄ y [5℄, han he
ho uso

de estos valores reales en determinados planteamientos de diseño de �ltros debido a que

el trun
amiento de la serie in�nita, representativa de la respuesta al impulso, se ha
ía

de modo tal que la fun
ión �sin
� era positiva para todos los valores del re
orrido de

de�ni
ión.

En los pro
edimientos de trun
amiento, el problema se redu
e a 
ómo elegir los N


oe�
ientes del �ltro trun
ado h[n] que hagan que su respuesta en fre
uen
ia se aproxime

a la respuesta en fre
uen
ia ideal. La solu
ión de este problema depende del 
riterio

utilizado para medir el grado relativo de la aproxima
ión.

De los 
riterios posibles, uno de los que más se ha utilizado para el diseño de �ltros

FIR es el de minimizar el valor medio de la integral del error 
uadráti
o ponderado

entre la respuesta en fre
uen
ia deseada y la respuesta en fre
uen
ia obtenida 
omo


onse
uen
ia del trun
amiento de la serie in�nita de 
oe�
ientes del �ltro ideal [122℄. La

evalua
ión de esa integral puede ha
erse sobre la totalidad de la respuesta en fre
uen-


ia del �ltro o simplemente sobre algunas bandas 
on
retas de la misma. Si llamamos

Ĥd(ω) y Ĥ(ω) a la respuesta en fre
uen
ia ideal y a la respuesta en fre
uen
ia resultan-
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te del trun
amiento de la respuesta al impulso respe
tivamente, enton
es la fun
ión a

minimizar se expresa

ǫ =
1

π

∫

ΩR

W 2(ω)|Ĥd(ω)− Ĥ(ω)|2dω, (2.48)

siendoW (ω) una fun
ión de pondera
ión y ΩR 
ualquier subintervalo de interés in
luido

en el intervalo total 0 ≤ ω ≤ π.

La solu
ión del problema 
onsiste en determinar el valor del orden spline l ∈ R que

minimi
e la expresión del error de aproxima
ión dado en (2.48) y que sea 
ompatible


on la positividad de la fun
ión �sin
�.

Burrus y otros autores, en [5℄, se plantean el problema del diseño de �ltros FIR,

utilizando 
omo fun
ión de pondera
ión una 
onstante de valor la unidad, y en
uentran

que el valor del orden spline l depende de la longitud deseada del �ltro y de la an
hura

de la banda de transi
ión, pero a�rman que es difí
il de en
ontrar analíti
amente el valor

pre
iso. De a
uerdo 
on esto, se embar
an en la realiza
ión de una notable 
antidad de

simula
iones numéri
as 
on el objetivo de dar 
on una rela
ión que ligue los paráme-

tros anteriores. Con
luyen que los órdenes spline bus
ados son distintos dependiendo del

subintervalo ΩR 
ontemplado en (2.48). En el primer supuesto estudiado, ΩR se extiende

al intervalo 
ompleto de fre
uen
ias y en
uentran que el orden spline óptimo lopt es pro-

por
ional al produ
to de la an
hura de la banda de transi
ión y el número de 
oe�
ientes

del �ltro. En el segundo 
aso, ΩR es el intervalo que solo engloba las bandas de paso y

eliminada, dese
hando la zona de fre
uen
ias 
orrespondiente a la banda de transi
ión.

Los autores en
uentran una rela
ión no tan sen
illa entre el orden spline óptimo y el

produ
to de la an
hura de la banda de transi
ión y el número de 
oe�
ientes del �ltro.

Las diferentes rela
iones vienen expresadas por la e
ua
ión (66) en el primer 
aso, y por

las e
ua
iones (67) y (68) en el segundo supuesto del referido artí
ulo [5℄. Los ejemplos

que se des
riben en el mismo, 
umplen muy bien las espe
i�
a
iones sobre la an
hura de

la banda de transi
ión, pero no predi
en, ni tienen 
ontrol, sobre la atenua
ión al
anzada

por los �ltros generados.

Posteriormente Roark y otros autores [4℄, vuelven a tratar una variante del mismo

problema. En esta aproxima
ión, los autores �jan su aten
ión en una notable 
ara
te-

rísti
a que pueden presentar los �tros paso-bajo prototipo, formulados 
on bandas de

transi
ión basadas en fun
iones spline. La propiedad 
itada se re�ere al he
ho de que

sus respuestas en fre
uen
ia son maximalmente planas [123℄ para todas las fun
iones

derivadas de Ĥd(ω), 
on respe
to a ω, es de
ir, en el intervalo 0 ≤ ω < ωc − ∆d/2, las

respuestas en fre
uen
ia valen la unidad, mientras que en el intervalo ωc+∆d/2 ≤ ω < π,

la respuestas en fre
uen
ia son nulas. Además, las l− 1 primeras derivadas son nulas en

los límites de las bandas. Como el orden spline l puede interpretarse 
omo el número de

opera
iones de suavizado, pare
e lógi
o pensar que tenga 
ierto 
ontrol sobre el error en

la amplitud de la respuesta en fre
uen
ia. Para 
onseguir el objetivo propone, mediante
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argumentos heurísti
os, trun
ar la serie in�nita justo en el primer 
ero de la fun
ión

�sin
� 
orrespondiente a la respuesta temporal de las fun
iones spline, de�nidas en fre-


uen
ia, utilizadas para la forma
ión de las bandas de transi
ión. Esta propiedad (forma

plana de la respuesta en fre
uen
ia), es muy interesante ya que en mu
has apli
a
iones

de �ltrado es prioritaria sobre la atenua
ión o la an
hura de la banda de transi
ión;

en parti
ular en las 
ien
ias médi
as, donde las amplitudes de determinadas fre
uen
ias

presentes en las señales �siológi
as pueden dar informa
ión relevante sobre diferentes

patologías [124℄.

Para medir el grado de aproxima
ión de la versión trun
ada se 
entran en la banda

de paso, valorando el error a
umulado a medida que se desplazan desde la fre
uen
ia

nula al límite de la banda de paso ωc −∆d/2, es de
ir, miden los valores otorgados por

la expresión

ep(ω) =
1

ω

∫ ω

0

[1− Ĥ(ω)]2dω para 0 < ω ≤ (ωc −∆d/2).

Asumiendo, al igual que Burrus, la posibilidad de que el grado spline l, pueda 
am-

biarse por un número real positivo, y a partir de un amplio 
onjunto de simula
iones,

en
uentran los valores de los órdenes spline óptimo lopt y el semiorden del �ltro M que


umplen unas espe
i�
a
iones 
on
retas de an
hura de la banda de transi
ión y atenua-


ión, generando unos �ltros 
on grandes presta
iones respe
to a la forma plana de su

respuesta en fre
uen
ia. En la tabla I del 
itado artí
ulo se muestran las expresiones que

propor
ionan el orden spline en fun
ión de la atenua
ión, y el semiorden de los �ltros en

fun
ión de la an
hura de la banda de transi
ión y la atenua
ión. Se muestran diferentes

ejemplos donde se valora el 
umplimiento de las tablas y, además, se 
omparan los re-

sultados obtenidos 
on otros pro
edimientos de diseño, fundamentalmente el basado en

la ventana de Kaiser.

Esta se

ión 2.9 entron
a dire
tamente 
on las nuevas bases α-spline en el dominio de

la fre
uen
ia, que se de�nen en el próximo 
apítulo y que desempeñan un papel 
ru
ial

en la formula
ión y el diseño de �ltros que se proponen en esta memoria.





Capítulo 3

Fun
iones α-spline en el dominio de la

fre
uen
ia

La familia de fun
iones α-spline, introdu
idas por J. Ibáñez en su tesis do
toral [87℄,

se 
ompone de un 
onjunto de fun
iones, de�nidas en el dominio del tiempo, las 
uales

se 
onstruyen por medio de fun
iones base α-spline. Las fun
iones base dependen de un

parámetro real α que puede tomar 
ualquier valor en el intervalo (0, 1), y que ya fueron


itadas en la se

ión 2.5.2. Se denotan por β
[p→p+q]
α (t), y se de�nen 
omo un pro
eso

de p + q opera
iones de 
onvolu
ión entre p + 1 pulsos β0(t) y q pulsos re
tangulares

de dura
ión 0 < α < 1 y altura 1/α y, por tanto, al igual que los pulsos β0(t), de área

unidad. Representan un 
ambio suave desde la base spline de orden p hasta la base spline

de orden p+ q y, en 
onse
uen
ia, son no nulas sobre un intervalo temporal, p+1+αq,

que aumenta al in
rementarse el número de pulsos que intervienen en su 
onstru

ión.

En [2℄ se des
ribe el pro
eso de 
onstru

ión de las mismas y sus propiedades.

Los pro
esos de interpola
ión son una de las apli
a
iones más usuales de los spline y

la ele

ión del orden spline utilizado depende del uso al que se destinen. En general los

diferentes órdenes spline 
on�eren propiedades diferentes a los resultados obtenidos. Los

spline más utilizados son el spline lineal y el spline 
úbi
o que presentan 
ara
terísti
as

muy distintas, por tanto, de todas las posibilidades de transi
ión entre dos bases B-

spline, el autor se 
entra en las bases α-spline que 
ambian paulatinamente entre la

base spline lineal y base spline 
úbi
a, 
on el objetivo de realizar 
on ellas tareas de

interpola
ión. La ele

ión de la base α-spline, aproximándose a uno u otro orden entero,

dependerá del problema 
on
reto y tendrá 
omo objetivo mejorar los resultados que

se obtendrían si se utilizasen el spline lineal o el spline 
úbi
o. En la se

ión 2.5.2 se

enumeran los buenos resultados obtenidos al apli
ar esta té
ni
a a diferentes problemas.

En la se

ión 2.9 se ha hablado de las fun
iones spline de�nidas en fre
uen
ia. A partir

de ellas y 
on la misma idea de transi
ión entre órdenes spline enteros, 
ontemplada en el

dominio temporal y des
rita en [2℄, en este trabajo se van a 
onstruir diferentes familias

de fun
iones mediante la 
onvolu
ión en fre
uen
ia de unos pulsos de�nidos en el mismo
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dominio. De igual manera se las llamará familia de fun
iones α-spline, de�nidas en el

dominio de la fre
uen
ia, y representarán un 
ambio suave entre dos fun
iones spline en

fre
uen
ia de órdenes enteros. Las fun
iones desarrolladas se apli
arán, posteriormente,

a la formula
ión de �ltros.

A lo largo de la memoria, se 
onsiderará que 
uando se trabaje en el dominio del

tiempo 
ontinuo, las fun
iones f(t) manejadas, reales o 
omplejas, dependientes de la

variable real t, que representa el tiempo, pueden de�nir señales que pertene
en al espa
io

de Hilbert de las fun
iones de energía �nita L2(R). En di
ho espa
io el produ
to interno

viene dado por

〈f(t), g(t)〉 =
∫ ∞

−∞

f(t)g∗(t)dt, (3.1)

donde g∗(t) es el 
omplejo 
onjugado de g(t), mientras que la norma de la fun
ión f(t)

es

‖f(t)‖L2
=

√
〈f(t), f(t)〉 . (3.2)

Si f(t) ∈ L2(R) ∩ L1(R), podemos determinar una representa
ión equivalente en el

dominio de la fre
uen
ia, que se denota por F (Ω), siendo Ω la pulsa
ión en rad/s aso-


iada al tiempo 
ontinuo, por medio de la transformada de Fourier de tiempo 
ontinuo,

(TFTC). Se di
e que estas dos representa
iones equivalentes 
omponen una pareja de

fun
iones en dominios transformados que es
ribimos 
omo f(t)
F←→ F (Ω) y que da-

da una de las dos formas, podemos determinar la otra por medio de una de las dos

expresiones siguientes:

F (Ω) = F {f(t)} =
∞∫

−∞

f (t) e−j Ω t dt, (3.3)

f (t) = F−1 {F (Ω)} = 1

2π

∞∫

−∞

F (Ω) ej Ω t dΩ. (3.4)

En estas expresiones los símbolos F−1{F (Ω)} y F{f(t)} representan, respe
tivamente

la transformada inversa de Fourier de la fun
ión en el dominio de la fre
uen
ia F (Ω) y

la transformada de Fourier de la fun
ión en el dominio del tiempo f(t).

Una de las opera
iones 
on fun
iones que más se utilizará a lo largo de la memoria

será la opera
ión de 
onvolu
ión, que puede de�nirse en el dominio del tiempo o en el

de la fre
uen
ia. En el dominio temporal, el problema se enun
ia 
omo sigue.

Dadas las fun
iones en el dominio del tiempo 
ontinuo f(t) y g(t) que llevan aso
iadas

las representa
iones equivalentes en el dominio de la fre
uen
ia, por medio de la TFTC,

F (Ω) y G(Ω), enton
es la 
onvolu
ión en el tiempo 
ontinuo entre f(t) y g(t), que



3.1. Fun
iones α-spline de tipo I en un entorno de tiempo 
ontinuo 47

representamos 
omo f(t) ∗ g(t) se expresa 
omo

f(t) ∗ g(t) =
∞∫

−∞

f(τ)g(t− τ) dτ = F
−1 {F (Ω)G(Ω)} , (3.5)

mientras que la 
onvolu
ión en fre
uen
ia entre F (Ω) y G(Ω), que representamos 
omo

F (Ω) ∗G(Ω), viene dada por

F (Ω) ∗G(Ω) = 1

2π

∞∫

−∞

F (ξ)G(Ω− ξ) dξ = F {f(t)g(t)} . (3.6)

En este 
apítulo se 
onstruirán diferentes familias de fun
iones α-spline en el dominio

de la fre
uen
ia.

3.1. Fun
iones α-spline de tipo I en un entorno de

tiempo 
ontinuo

Así 
omo a las fun
iones α-spline en el tiempo se les aso
ia, por medio de la TFTC

(transformada de Fourier de tiempo 
ontinuo), unas fun
iones en fre
uen
ia formadas

por produ
tos de fa
tores de la forma de fun
iones �sin
� normalizadas; enton
es a

las fun
iones α-spline en fre
uen
ia de tipo I se les podrá aso
iar, a través de la TFTC

inversa, unas fun
iones en el dominio del tiempo que 
onsistirán en produ
tos de fa
tores

de la forma de fun
iones �sin
� normalizadas 
ada uno de ellos. Esto se pondrá de

mani�esto en las se

iones siguientes. La fun
ión �sin
� normalizada se de�ne 
omo

sin
(x) = sen(πx)/(πx).

El pro
eso 
onstru
tivo se ha
e por medio de dos tipos de pulsos re
tangulares

de áreas 2π, teniendo los primeros, pulsos A
1I

, una an
hura espe
tral en el intervalo

(−∆a/2,∆a/2), siendo ∆a un parámetro �jado a voluntad 
on dimensiones de rad/s,

mientras que los segundos, pulsos A
2I

, tienen una an
hura espe
tral (−α∆a/2, α∆a/2),

siendo α un parámetro real que varía en 0 < α < 1. Se va a generar una familia de

fun
iones a partir de un número determinado de opera
iones de 
onvolu
ión 
on los dos

tipos de pulsos des
ritos, de modo que las fun
iones resultantes son no nulas en unos

intervalos de fre
uen
ia que aumentan 
on el número de pulsos de uno y otro tipo que

tiene que 
onvolu
ionarse para su genera
ión. La familia 
onstruida tendrá, en la varia-

ble fre
uen
ia, idénti
as propiedades que sus homólogas en el tiempo. A esta familia de

fun
iones la denominaremos α-spline en el dominio de la fre
uen
ia de tipo I.
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∆a

2

Figura 3.1 � Pulsos re
tangulares para la genera
ión de fun
iones α-spline tipo I.

3.1.1. De�ni
ión

Las diferentes fun
iones de la familia se van a 
ara
terizar por el número de pulsos,

de 
ada tipo, que van a intervenir en su pro
eso de 
onstru

ión. Si p y q representan,

respe
tivamente, el número de pulsos del tipo A
1I

y del tipo A
2I

que intervienen en

el pro
eso, enton
es la fun
ión α-spline, que se denota 
on el símbolo Ψ
[p,q]
1 (Ω), es el

resultado del pro
eso de 
onvolu
ión des
rito

Ψ
[p,q]
1 (Ω) =

(p−1)convoluciones︷ ︸︸ ︷
ϕ (Ω) ∗ ...... ∗ ϕ (Ω) ∗

(q−1) convoluciones︷ ︸︸ ︷
ϕα (Ω) ∗ ....... ∗ ϕα (Ω),

donde los dos tipos de pulsos están representados por ϕ(Ω) y ϕα(Ω) y vienen de�nidos,


omo se expuso en la introdu

ión de esta se

ión, mediante las expresiones

ϕ (Ω) =

{
2π
∆a
, |Ω| < ∆a

2
,

0, en otras fre
uen
ias,

(3.7)

ϕα (Ω) =

{
2π
α∆a

, |Ω| < α∆a

2
,

0, en otras fre
uen
ias.

(3.8)

De (3.6), la integral de 
onvolu
ión entre ambos pulsos es

ϕ(Ω) ∗ ϕα(Ω) =
1

2π

∞∫

−∞

ϕ(ξ)ϕα(Ω− ξ) dξ. (3.9)

En la �gura 3.1 se representan ambos tipos de pulsos. Las fun
iones α-spline obte-
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nidas, Ψ
[p,q]
1 (Ω), derivadas de la opera
ión de 
onvolu
ión, son no nulas en el intervalo

fre
uen
ial (−[p + αq]∆a/2, [p+ αq]∆a/2), el 
ual es 
re
iente 
on el número de opera-


iones de 
onvolu
ión que se reali
en 
on los dos tipos de pulsos.

3.1.2. Fun
iones aso
iadas en el tiempo 
ontinuo

Se quiere expresar Ψ
[p,q]
1 (Ω) 
omo una fun
ión polinómi
a, para lo 
ual 
onviene

determinar la fun
ión en el tiempo aso
iada mediante la TFTC inversa. Sean f1(t),

f1α(t) y F
[p,q]
1 (t), las TFTC inversas de los pulsos ϕ(Ω) y ϕα(Ω) y de la fun
ión α-spline

de tipo I Ψ
[p,q]
1 (Ω) respe
tivamente. Esta aso
ia
ión se representa 
omo sigue:

f1(t)
F←→ ϕ(Ω),

f1α(t)
F←→ ϕα(Ω),

F
[p,q]
1 (t)

F←→ Ψ
[p,q]
1 (Ω),

de manera que dada una u otra representa
ión podemos determinar su pareja aso
iada

mediante las expresiones (3.3) o (3.4). Así, para la primera de ellas (igual sería para la

segunda) tenemos

f1 (t) = F−1 {ϕ(Ω)} = 1

2π

∞∫

−∞

ϕ (Ω) ej Ω t dΩ,

ϕ (Ω) = F {f1(t)} =
∞∫

−∞

f1 (t) e
−j Ω t dt.

Apli
ando la TFTC inversa a la expresión (3.7), podemos es
ribir

f1(t) =
1

∆a

∆a
2∫

−∆a
2

ejΩtdΩ =
1

∆a(−jt)
[
e−j∆at

2 − ej∆at

2

]
. (3.10)

Desarrollando las exponen
iales 
omplejas en (3.10), ésta adquiere la forma

f1(t) =
sen

(
∆at
2

)
(
∆at
2

) = sin


(
∆at

2π

)
. (3.11)

Pro
ediendo de igual manera desde (3.8), se tiene

f1α (t) = F−1 {ϕα(Ω)} =
1

α∆a

α∆a
2∫

−α∆a
2

ejΩtdΩ =
1

α∆a(−jt)
[
e−j α∆at

2 − ej α∆at
2

]
, (3.12)
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que, de modo equivalente a (3.11), se transforma en

f1α(t) =
sen

(
α∆at
2

)
(
α∆at
2

) = sin


(
α∆at

2π

)
. (3.13)

De las propiedades de la 
onvolu
ión (la 
onvolu
ión de dos fun
iones en un dominio

se transforma en un produ
to en el dual), es de
ir f1(t) · f1α(t) F←→ ϕ(Ω) ∗ ϕα(Ω), se

in�ere que la TFTC inversa F
[p,q]
1 (t) de la fun
ión α-spline de tipo I, Ψ

[p,q]
1 (Ω), se expresa


omo

F
[p,q]
1 (t) = F−1

{
Ψ

[p,q]
1 (Ω)

}
= [f1(t)]

p[f1α(t)]
q

=
1

αq∆p+q
a (−jt)p+q

[
e−j∆at

2 − ej∆at
2

]p

[
e−j α∆at

2 − ej α∆at
2

]−q . (3.14)

En términos de fun
iones sinusoidales y/o fun
iones �sin
�, la expresión (3.14) se

rees
ribe 
omo

F
[p,q]
1 (t) =

[
sen

(
∆at
2

)
(
∆at
2

)
]p [

sen

(
α∆at
2

)
(
α∆at
2

)
]q

=

[
sin


(
∆at

2π

)]p [
sin


(
α∆at

2π

)]q
, (3.15)

que 
onsiste, 
omo puede verse, en un produ
to de fun
iones �sin
� normalizadas.

3.1.3. Forma polinómi
a en el dominio de la fre
uen
ia

A 
ontinua
ión vamos a expresar las fun
iones α - spline de tipo I en el dominio de la

fre
uen
ia en forma de fun
iones polinómi
as; para este objetivo 
onviene ha
er uso de

la fun
ión gamma de Euler Γ(x) y algunas de sus propiedades. Así pues, 
onsideremos

las fun
iones Wℓ(Ω) y wℓ(t), de orden ℓ, rela
ionadas por medio de la transformada

de Fourier, wℓ(t)
F←→ Wℓ(Ω), estando de�nida la fun
ión dependiente de la fre
uen
ia

Wℓ(Ω) por medio de la expresión

W ℓ
+ (Ω) ≡ Ωℓ

+ =

{
Ωℓ, si Ω > 0,

0, si Ω ≤ 0.

Re
ordando la de�ni
ión de la fun
ión gamma de Euler en su forma integral

Γ (x) =

∞∫

0

tx−1e−tdt,
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y teniendo en 
uenta que si x = ℓ, donde ℓ ∈ N, se veri�
a

Γ (ℓ) =

∞∫

0

tℓ−1e−tdt = (ℓ− 1)!,

podemos introdu
ir un parámetro a y generalizar la fun
ión en la forma

Γa (ℓ) =

∞∫

0

tℓ−1e−atdt = (ℓ− 1)!/aℓ.

Con este resultado podemos evaluar la fun
ión temporal wℓ(t):

wℓ (t) = F−1{Wℓ(Ω)} =
1

2π

∞∫

−∞

Wℓ (Ω) e
jΩtdΩ

=
1

2π

∞∫

0

ΩℓejΩtdΩ =
1

2π
Γ(−jt)(ℓ+ 1) =

1

2π

ℓ!

(−jt)ℓ+1
. (3.16)

A ve
es a la fun
ión gamma de Euler Γ(x), donde x ∈ R, se la llama fun
ión fa
torial

generalizada.

Desarrollando las poten
ias de los binomios que apare
en en (3.14) y teniendo en


uenta (3.16) sin más que 
ambiar (ℓ+ 1) por (p+ q), podemos su
esivamente es
ribir

F
[p,q]
1 (t) =

1

αq∆p+q
a (−jt)(p+q)

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckle
jηα,kl∆at,

F
[p,q]
1 (t) =

2π

αq∆p+q
a (p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckle
jηα,kl∆atwp+q−1(t), (3.17)

donde los parámetros Ckl y ηα,kl que apare
en en (3.17) vienen dados por

Ckl = (−1)(k+l)

(
p

k

)(
q

l

)
, (3.18)

y

ηα,kl =

[
(k + αl)− 1

2
(p+ αq)

]
. (3.19)

Cal
ulando la TFTC de (3.17), y ha
iendo uso de las propiedades de linealidad y de

desplazamiento en fre
uen
ia, obtenemos
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Ω0

A
[p,q]
1

Ψ
[p,q]
1 (Ω)

(p+αq)∆a

2−

(p+αq)∆a

2

Figura 3.2 � Fun
ión α-spline en el dominio de la fre
uen
ia (Ψ
[p,q]
1 (Ω)).

Ψ
[p,q]
1 (Ω) = F{F [p,q]

1 (t)} = 2π

αq∆p+q
a (p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

CklWp+q−1(Ω− ηα,kl∆a)

=
2π

αq∆p+q
a (p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl {Ω− ηα,kl∆a}p+q−1
+

=
2π

αq∆a(p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
Ω

∆a
− ηα,kl

}p+q−1

+

. (3.20)

En la �gura 3.2 se muestra una fun
ión genéri
a de la familia α-spline donde se

ponen de mani�esto su forma, sus 
ara
terísti
as espe
trales y su valor máximo que

dependen de los valores 
on
retos de ∆a, p y q. El valor máximo de la 
onvolu
ión se

obtiene 
uando las fun
iones a 
onvolu
ionar están alineadas, y esto su
ede en Ω = 0.

Di
ho máximo se es
ribe

A
[p,q]
1 (Ω = 0) = A

[p,q]
1,max

=
2π

αq∆a(p+ q − 1)!

×
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1

2
(p+ αq)− (k + αl)

}p+q−1

+

. (3.21)
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3.2. Fun
iones α-spline de tipo I en un entorno de

tiempo dis
reto

Mu
has señales de naturaleza analógi
a así 
omo todas las señales que pro
eden

dire
tamente de un entorno dis
reto son tratadas mediante un pro
esado digital, por lo

que resulta 
onveniente de�nir herramientas dentro del propio 
ontexto digital. Dentro

de éste, los 
on
eptos de tiempo dis
reto y su fre
uen
ia aso
iada (en 
ontraposi
ión

al tiempo 
ontinuo y la fre
uen
ia aso
iada) son 
laves para el desarrollo del pro
esado

digital. Re
ordando la idea de señales sinusoidales o exponen
iales 
omplejas en tiempo

dis
reto, x[n] = A cos(ωn+ θ) = A
2
ej(ωn+θ) + A

2
e−j(ωn+θ),−∞ < n <∞, donde n es una

variable entera que representa el número de muestra, A es la amplitud, ω es la pulsa
ión

medida en radianes por muestra y θ es la fase expresada en radianes, y a partir de sus

propiedades de periodi
idad, podemos dedu
ir que todas las señales 
uyas fre
uen
ias

di�eran en múltiplos de 2π son idénti
as. El espe
tro de todas las señales está dentro de


ualquier intervalo ω∗ ≤ ω ≤ 2π + ω∗
, o de modo equivalente, el rango de fre
uen
ias

en tiempo dis
reto es de 2π. Conven
ionalmente se suele elegir el rango 0 ≤ ω ≤ 2π

o el rango −π ≤ ω ≤ π, a los que se les denomina fundamentales. También es usual

hablar de la variable f expresada en 
i
los por muestra y de�nida 
omo ω = 2πf ; para

ésta, su rango fundamental es 0 ≤ f ≤ 1 o bien −1/2 ≤ f ≤ 1/2. En estos rangos

está la prin
ipal diferen
ia del dominio dis
reto respe
to al dominio 
ontinuo donde

sus variables homólogas tienen rangos −∞ < Ω < ∞ y −∞ < F = Ω/(2π) < ∞ si

entendemos, desde una ópti
a meramente matemáti
a, que las fre
uen
ias negativas se

aso
ian a giros en sentido horario realizados por el fasor que representa la exponen
ial


ompleja.

Teniendo en 
uenta la idea del párrafo previo, se van a de�nir las fun
iones α-spline

en la fre
uen
ia ω aso
iada al tiempo dis
reto.

3.2.1. De�ni
ión y desarrollo

El equivalente dis
reto del espa
io L2(R) se denota por l2 y es el espa
io de Hilbert

de las se
uen
ias, reales o 
omplejas, de 
uadrado sumable. La transformada de Fourier

en tiempo dis
reto (TFTD) de una de estas se
uen
ias es, en general, una fun
ión


ompleja de la variable real ω que se ha des
rito en la introdu

ión de la presente

se

ión. Además, es una fun
ión periódi
a de periodo 2π, y se tomará 
omo rango

fundamental, por simpli
idad y por 
onsisten
ia 
on la simetría en el 
aso del tiempo


ontinuo, el intervalo −π ≤ ω ≤ π. Se analizarán, por tanto, las fun
iones resultantes

en di
ho periodo fundamental. Es 
onveniente, al igual que se hizo en el dominio del

tiempo 
ontinuo, expli
itar las de�ni
iones y representa
iones que se usarán a lo largo del

trabajo siempre que nos movamos en un entorno de tiempo dis
reto. Dada una se
uen
ia
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x[k], podemos de�nir la transformada Z aso
iada, X(z), por medio de la rela
ión

X(z) =
∑

k∈Z

x[k]z−k.

La transformada de Fourier en tiempo dis
reto (TFTD), aso
iada a la se
uen
ia, se

obtiene sin mas que ha
er el 
ambio de variable z = ejω en la expresión anterior; se

representa por X(ejω) y es

X(ejω) =
∑

k∈Z

x[k]e−jωk. (3.22)

El par formado por la se
uen
ia y su TFTD se va a representar del mismo modo que

en el 
aso 
ontinuo, esto es, x[k]
F←→ X(ejω).

La inversa de la transformada de Fourier en tiempo dis
reto, viene dada por

x[k] =
1

2π

∫ π

π

X(ejω)ejωkdω. (3.23)

Si una segunda se
uen
ia h[k] tiene aso
iada la TFTD H(ejω), enton
es la opera
ión

de 
onvolu
ión entre dos se
uen
ias x[k] y h[k], que se expresa 
omo x[k] ∗ h[k], es otra
se
uen
ia y[k] que se determina mediante la expresión

y[k] = x[k] ∗ h[k] =
∑

l∈Z

x[l]h[k − l] =
∑

l∈Z

h[l]x[k − l]. (3.24)

La TFTD aso
iada a la 
onvolu
ión de las se
uen
ias es, simplemente, el produ
to

de las TFTD de 
ada una de las se
uen
ias de partida, lo que se representa mediante el

esquema

x[k] ∗ h[k] F←→ X(ejω)H(ejω). (3.25)

Por otra parte, la 
onvolu
ión en fre
uen
ia entre las fun
iones X(ejω) y H(ejω),

que se expresa 
omo X(ejω) ∗H(ejω) es otra fun
ión G(ejω) que se de�ne mediante la

rela
ión

G(ejω) = X(ejω) ∗H(ejω) =
1

2π

∫ π

−π

X(ejθ)H(ej(ω−θ))dθ =
1

2π

∫ π

−π

X(ej(ω−θ))H(ejθ)dθ,

de modo que la transformada de Fourier inversa en tiempo dis
reto resulta ser el produ
to

de las dos se
uen
ias, lo que se representa 
omo

x[n]h[n]
F←→ X(ejω) ∗H(ejω). (3.26)

Por 
omodidad, es usual es
ribir la rela
ión X(ejω) ≡ X(ω). Cuando se en
uentre

esta aso
ia
ión, hay que tener en mente que se está analizando un periodo fundamental

de an
hura 2π.
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Así pues, y 
omo en el 
aso analógi
o, se van a 
onsiderar los siguientes dos tipos

de pulsos re
tangulares, donde los subíndi
es d nos van a indi
ar el ámbito dis
reto de

trabajo

ϕd (ω) =

{
2π
∆d
, |ω| < ∆d

2
,

0, ∆d

2
< |ω| < π,

(3.27)

ϕα,d (ω) =

{
2π
α∆d

, |ω| < α∆d

2
,

0, α∆d

2
< |ω| < π,

(3.28)

donde α, p y q representan los mismos parámetros que se han usado en el 
aso analógi
o,

siendo∆d un parámetro 
on dimensiones de radianes por muestra; es de
ir, una pulsa
ión

ω que nos indi
a la an
hura espe
tral de las fun
iones α-spline en tiempo dis
reto,

resultante del pro
eso de (p+q−1) 
onvolu
iones en fre
uen
ia que involu
ra p fun
iones
pulso ϕd(ω) y q fun
iones pulso ϕα,d(ω) y que denotamos por Ψ

[p,q]
1d (ω), es de
ir,

Ψ
[p,q]
1d (ω) =

(p−1) veces︷ ︸︸ ︷
ϕd (ω) ∗ . . . ∗ ϕd (ω) ∗

(q−1) veces︷ ︸︸ ︷
ϕα,d (ω) ∗ . . . ∗ ϕα,d (ω) . (3.29)

El 
ál
ulo de la DTFT inversa de (3.27), (3.28) y (3.29) puede ha
erse de la misma

manera que en el 
aso analógi
o, resultando las siguientes se
uen
ias de tiempo dis
reto;

para la primera

fd[n] = F−1 {ϕd(ω)} =
1

∆d(−jn)
[
e−j

∆dn

2 − ej
∆dn

2

]
, (3.30)

o, en términos de fun
iones sinusoidales y/o fun
iones �sin
�

fd[n] =
sen(∆d n)/2

∆d n/2
= sin


(
∆d n

2π

)
, (3.31)

y de modo similar para la segunda

fα,d[n] = F−1 {ϕα,d(ω)} =
1

α∆d(−jn)
[
e−j

α∆dn

2 − ej
α∆dn

2

]

=
sen(α∆dn)/2

α∆dn/2
= sin


(
α∆dn

2π

)
. (3.32)

De las propiedades de la 
onvolu
ión y teniendo en 
uenta las expresiones (3.30) y

(3.32) obtenemos la TFTD inversa de Ψ
[p,q]
1d (ω),

F
[p,q]
1d [n] = F

−1
{
Ψ

[p,q]
1d (ω)

}
= (fd[n])

p (fα,d[n])
q



56 Fun
iones α-spline en el dominio de la fre
uen
ia.

F
[p,q]
1d [n] =

1

αq∆p+q
d (−jn)p+q

[
e−j

∆dn

2 − ej
∆dn

2

]p

[
e−j

α∆dn

2 − ej
α∆dn

2

]−q

=

[
sen{(∆dn)/2}

∆dn/2

]p [
sen{(α∆dn)/2}

α∆dn/2

]q
. (3.33)

Desarrollando las poten
ias de los binomios que apare
en en (3.33) podemos rees
ri-

bir la fun
ión en la forma

F
[p,q]
1d [n] =

1

αq∆p+q
d (−jn)(p+q)

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckle
jηα,kl∆dn, (3.34)

donde Ckl y ηα,kl son los mismos que en (3.17).

3.2.2. Fun
iones α-spline de tipo I: Forma polinómi
a en el do-

minio de la fre
uen
ia

Con el �n de obtener una expresión en forma polinómi
a de las fun
iones α-spline

de tipo I, en primer lugar se va a determinar la DTFT de (3.34) y para ello se ha de


onsiderar la fun
ión de apoyo Y+,ℓ(ω), dada por

Y+,ℓ(ω) = ωℓ
+ =

{
ωℓ, 0 ≤ ω ≤ π,

0, −π ≤ ω < 0,

donde ℓ ∈ N, (ℓ = p+ q − 1).

De las propiedades de diferen
ia
ión en fre
uen
ia sabemos que dada una se
uen
ia

dis
reta y[n] 
ualquiera, a la que le 
orresponde una fun
ión Y (ω) obtenida mediante la

TFTD, es de
ir y[n]
F←→ Y (ω), enton
es se 
umple

j
dY

dω
= F{ny[n]}.

Apli
ando re
ursivamente esta propiedad a nuestra fun
ión Y+,ℓ(ω) hasta los órdenes

ℓ y ℓ+ 1, se tienen los siguientes resultados

d(ℓY+,ℓ(ω)

dω(ℓ
= ℓ! = F

{
(−jn)ℓyℓ[n]

}
,

d(ℓ+1Y+,ℓ(ω)

dω(ℓ+1
= ℓ!δ(ω) = F

{
(−jn)ℓ+1yℓ[n]

}
,

donde δ(ω) es la fun
ión delta de Dira
 e yℓ[n] es la DTFT inversa de Y+,ℓ(ω).
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Tomando la DTFT inversa en la última expresión se obtiene

F−1{ℓ!δ(ω)} = F−1
{
F
{
(−jn)ℓ+1yℓ[n]

}}
.

y 
omo F−1{δ(ω)} = 1/(2π)
ℓ!

2π
= (−jn)ℓ+1yℓ[n], (3.35)

yℓ[n] =
ℓ!

2π(−jn)ℓ+1
. (3.36)

Si en la expresión anterior se ha
e ℓ + 1 = p + q, enton
es el fa
tor (−jn)p+q
que

apare
e en (3.34) se puede substituir por

1

(−jn)p+q
=

2πyp+q−1[n]

(p + q − 1)!
, (3.37)

y la se
uen
ia temporal F
[p,q]
1d [n] dada por (3.34), se transforma en

F
[p,q]
1d [n] =

2π

αq∆p+q
d (p+ q − 1)!

·
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckle
jηα,kl∆dnyp+q−1[n]. (3.38)

Cal
ulando la DTFT de (3.38) y utilizando las propiedades de linealidad y despla-

zamiento en fre
uen
ia, las fun
iones α-spline en tiempo dis
reto de tipo I, Ψ
[p,q]
1d (ω) =

F

{
F

[p,q]
1d [n]

}
, se pueden expresar 
omo

Ψ
[p,q]
1d (ω) =

2π

αq∆p+q
d (p+ q − 1)!

·
p∑

k=0

q∑

l=0

CklY+, p+q−1(ω − ηα,kl∆d)

=
2π

αq∆p+q
d (p+ q − 1)!

·
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl {ω − ηα,kl∆d}p+q−1
+

=
2π

αq∆d(p+ q − 1)!
·

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω

∆d
− ηα,kl

}p+q−1

+

, (3.39)

para −π < ω ≤ π. Estas fun
iones Ψ
[p,q]
1d (ω) son periódi
as de periodo 2π y, 
omo se

ha 
omentado 
on anterioridad, son distintas de 
ero en un intervalo espe
tral 
re
iente


on el número de pulsos 
onvolu
ionados y que viene dado por −[p + αq]∆d/2 < ω <

[p+ αq]∆d/2.

La �gura 3.2 también es representativa de las fun
iones dadas en (3.39) sin mas que


ambiar Ω por ω y ∆a por ∆d. El valor máximo de estas fun
iones, dependiente de los

valores de los parámetros p, q, y α, se al
anza en ω = 0 y se es
ribe, de modo equivalente
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Figura 3.3 � Fun
iones α-spline de tipo I (Ψ
[p,q]
1 (ω)).

a (3.21), 
omo

A
[p,q]
1d (ω = 0) = A

[p,q]
1d,max

=
2π

αq∆a(p+ q − 1)!
×

×
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1

2
(p+ αq)− (k + αl)

}p+q−1

+

. (3.40)

Por último, en la �gura 3.3 se muestran diferentes simula
iones de la respuesta en

fre
uen
ia obtenida a partir de la e
ua
ión (3.33). Los diferentes per�les de las fun
iones

α-spline de tipo I, en fun
ión de la fre
uen
ia ω, se han determinado para el valor


on
reto ∆d = 0.1π del an
ho espe
tral, parámetro que de�ne la an
hura de los pulsos

ϕd(ω), diferentes valores del número de pulsos, p y q, de 
ada uno de los tipos que

intervienen en su 
onstru

ión y distintos valores del parámetro α que 
ontrola el an
ho

del segundo tipo de pulsos ϕα,d(ω). En la grá�
a aludida pueden observarse los 
ambios

de forma de las diferentes fun
iones a medida que pasamos de un orden entero p, 
on el

parámetro α = 0, al siguiente (p+1), tomando q = 1 y variando α en el intervalo (0, 1),

así 
omo el in
remento del an
ho espe
tral de las fun
iones α-spline de tipo I a medida

que 
re
en los valores de los parámetros p, q y α. Este último aspe
to se muestra 
on

mayor detalle en la �gura 3.4.
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hura de las fun
iones α-spline de tipo I (Ψ
[p,q]
1 (ω)).

3.3. Fun
iones α-spline modi�
adas: Fun
iones α-spline

de tipo II

La familia de fun
iones α-spline de tipo I se 
ara
teriza porque el soporte 
ompa
to

donde estaban de�nidas dependía, además de los parámetros 
onstru
tivos de los pulsos

de partida (∆a o ∆d y α), del número de pulsos p y q utilizados para su 
onstru

ión.

La genera
ión de las fun
iones α-spline en el dominio de la fre
uen
ia tenía 
omo

prin
ipal �nalidad la posibilidad de modelar bandas de transi
ión en la formula
ión y

desarrollo de �ltros. Pequeñas diferen
ias en las formas de estas bandas de transi
ión

van a tener su in�uen
ia en las propiedades de los �ltros resultantes. Con el propósito

de generar formas variadas de las bandas de transi
ión, se va a de�nir, 
on la misma

�losofía que para la familia de tipo I, una nueva familia de fun
iones, en el dominio

de la fre
uen
ia, distinta a la de tipo I, a la que denominaremos α-spline modi�
ada o

α-spline de tipo II, 
uyos elementos van a estar 
ara
terizados de modo que el rango de

valores donde las nuevas fun
iones α-spline son no nulas va a ser �jo y dependiente, ex-


lusivamente, del parámetro ∆a o ∆d utilizado en la de�ni
ión de los pulsos de partida,


on independen
ia del número de pulsos, de 
ada tipo, involu
rados en su 
onstru

ión.

El número de pulsos re
tangulares utilizados tan solo afe
tarán a la forma de las 
ompo-

nentes de la familia que vamos a expli
itar a 
ontinua
ión. Todo el pro
eso se desarrolla

de un modo similar al 
aso previamente desarrollado de las fun
iones α-spline de tipo I.
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Figura 3.5 � Fun
iones re
tangulares para la genera
ión de fun
iones α-spline tipo II.

3.3.1. Fun
iones α-spline de tipo II en tiempo 
ontinuo: De�ni-


ión

Estas fun
iones se generan mediante la 
onvolu
ión en el dominio de la fre
uen
ia

de dos tipos de pulsos re
tangulares, de�nidos en la variable fre
uen
ia angular, todos

ellos de área 2π , 
uyas alturas y an
huras dependen de los mismos parámetros de�nidos

para la familia de fun
iones previas, 
omo son el número de elementos a 
onvolu
ionar

y la an
hura espe
tral total donde la fun
ión resultante es distinta de 
ero. Si Ω es la

variable fre
uen
ia angular en el tiempo 
ontinuo, el primer tipo de pulsos, pulsos tipo

A
1II

, se es
ribe

φ (Ω) =

{
2π(p+αq)

∆a
, |Ω| < ∆a

2(p+αq)
,

0, en otras fre
uen
ias,

(3.41)

y el segundo tipo de pulso, pulsos tipo A
2II

, se es
ribe

φα (Ω) =

{
2π(p+αq)

α∆a
, |Ω| < α∆a

2(p+αq)
,

0, en otras fre
uen
ias,

(3.42)

donde p y q representan el número de pulsos de tipo A
1II

y de tipo A
2II

respe
tivamente,

mientras que los parámetros α , 0 < α < 1 , y ∆a desempeñan el mismo papel que

sus homólogos de�nidos en la parte introdu
toria del presente 
apítulo. En la �gura 3.5

están representados los dos tipos de pulsos des
ritos.

Las fun
iones α-spline de tipo II en el dominio de la fre
uen
ia, denotadas por

Ψ
[p,q]
2 (Ω), se de�nen 
omo la 
onvolu
ión en fre
uen
ia de p > 0 pulsos de tipo A

1II
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y q ≥ 1 pulsos de tipo A
2II

. La fun
ión resultante en el dominio de la fre
uen
ia se

expresa 
omo

Ψ
[p,q]
2 (Ω) =

(p−1)convoluciones︷ ︸︸ ︷
φ (Ω) ∗ ...... ∗ φ (Ω) ∗

(q−1) convoluciones︷ ︸︸ ︷
φα (Ω) ∗ ....... ∗ φα (Ω) .

En oposi
ión a las fun
iones de la familia de tipo I, las fun
iones de esta segunda

familia,Ψ
[p,q]
2 (Ω), derivadas de las opera
iones de 
onvolu
ión, son no nulas en el intervalo

fre
uen
ial (−∆a/2,∆a/2) que no depende del número de opera
iones de 
onvolu
ión

que se reali
en 
on los dos tipos de pulsos.

3.3.2. Fun
iones aso
iadas en el tiempo 
ontinuo

Como paso previo para determinar la forma polinómi
a de las fun
iones α-spline de

tipo II, evaluamos las fun
iones en el tiempo mediante la TFTC inversa de un modo

totalmente idénti
o al des
rito en la subse

ión 3.1.2. A las fun
iones que des
riben los

pulsos de tipo A
1II

, φ(Ω), se les aso
ia, obtenidas mediante la transformada de Fourier

inversa, las fun
iones temporales f2(t), es de
ir, se forman las parejas f2(t)
F←→ φ(Ω)

de fun
iones transformadas.

De (3.4), apli
ado a (3.41), podemos es
ribir

f2(t) =
p+ αq

∆a

∆a
2(p+αq)∫

−∆a
2(p+αq)

ejΩtdΩ =
p + αq

∆a(−jt)
[
e−

j∆at

2(p+αq)) − e
j∆at

2(p+αq)

]
, (3.43)

que desarrollando las exponen
iales 
omplejas en (3.43), adquiere la forma

f2 (t) =
sen

(
∆at

2(p+αq)

)

(
∆at

2(p+αq)

) = sin


(
∆at

2π (p+ αq)

)
. (3.44)

De igual forma, las fun
iones que des
riben los pulsos de tipo A
2II

, φα(Ω), llevan

aso
iadas las fun
iones temporales f2α(t), formando la pareja f2α(t)
F←→ φα(Ω), y 
um-

pliéndose

f2α (t) = F−1 {φα(Ω)} =
p+ αq

α∆a

α∆a
2(p+αq)∫

−α∆a
2(p+αq)

ejΩtdΩ

=
p+ αq

α∆a(−jt)
[
e−

jα∆at

2(p+αq)) − e
jα∆at

2(p+αq)

]
, (3.45)
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que, de modo equivalente a (3.43), se transforma en

f2α (t) =
sen

(
α∆at

2(p+αq)

)

(
α∆at

2(p+αq)

) = sin


(
α∆at

2π (p+ αq)

)
. (3.46)

La 
onstru

ión de las fun
iones α-spline de tipo II se lleva a 
abo realizando (p−1)

opera
iones de 
onvolu
ión 
on p fun
iones φ(Ω), (q−1) opera
iones de 
onvolu
ión 
on

q fun
iones φα(Ω), y, posteriormente, las fun
iones obtenidas se vuelven a 
onvolu
io-

nar. Se ha
en un total de (p + q − 1) opera
iones de 
onvolu
ión, siendo el resultado

independiente del orden en que se realizan las opera
iones. Si llamamos F
[p,q]
2 (t) a la

TFTC inversa de Ψ
[p,q]
2 (Ω), simbóli
amente F

[p,q]
2 (t)

F←→ Ψ
[p,q]
2 (Ω), de las propiedades de

la 
onvolu
ión se in�ere que

F
[p,q]
2 (t) = F−1

{
Ψ

[p,q]
2 (Ω)

}
= [f2(t)]

p[f2α(t)]
q

=
(p+ αq)p+q

αq∆p+q
a (−jt)p+q

[
e−

j∆at

2(p+αq) − e
j∆at

2(p+αq)

]p

[
e−

jα∆at

2(p+αq) − e
jα∆at

2(p+αq)

]−q . (3.47)

En términos de fun
iones sinusoidales y/o fun
iones �sin
� la expresión (3.47) se

rees
ribe, �nalmente, 
omo

F
[p,q]
2 (t) =



sen

(
∆at

2(p+αq)

)

(
∆at

2(p+αq)

)




p 

sen

(
α∆at

2(p+αq)

)

(
α∆at

2(p+αq)

)



q

=

[
sin


(
∆at

2π (p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆at

2π (p + αq)

)]q
. (3.48)

3.3.3. Forma polinómi
a de las fun
iones α-spline de tipo II en

fre
uen
ia

Con la misma �losofía utilizada 
on las fun
iones de la familia de tipo I, anterior-

mente de�nidas, 
onviene expresar las fun
iones α-spline de tipo II en el dominio de la

fre
uen
ia en forma de fun
iones polinómi
as; para lograrlo vamos a pro
eder de modo

totalmente equivalente a 
omo se hizo en la subse

ión 3.1.3 utilizando la de�ni
ión y

las propiedades de la fun
ión gamma de Euler Γ(x). Con idénti
a nota
ión, teniendo

en 
uenta el resultado dado en (3.16) y desarrollando las poten
ias de los binomios que

apare
en en (3.47), podemos su
esivamente es
ribir
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F
[p,q]
2 (t) =

(p+ αq)p+q

αq∆p+q
a (−jt)(p+q)

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckle
jγα,kl∆at,

F
[p,q]
2 (t) =

2π(p+ αq)p+q

αq∆p+q
a (p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckle
jγα,kl∆atwp+q−1(t), (3.49)

donde los parámetros Ckl y γα,kl que apare
en en (3.49) vienen dados por

Ckl = (−1)(k+l)

(
p

k

)(
q

l

)
(3.50)

y

γα,kl =

(
k + αl

p + αq
− 1

2

)
. (3.51)

Cal
ulando la transformada de Fourier de (3.49), y ha
iendo uso de las propiedades

de linealidad y de desplazamiento en fre
uen
ia, se obtiene

Ψ
[p,q]
2 (Ω) = F{F [p,q]

2 (t)} = 2π(p+ αq)p+q

αq∆p+q
a (p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

CklWp+q−1(Ω− γα,kl∆a)

=
2π(p+ αq)p+q

αq∆p+q
a (p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl {Ω− γα,kl∆a}p+q−1
+

=
2π(p+ αq)p+q

αq∆a(p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
Ω

∆a
− γα,kl

}p+q−1

+

. (3.52)

En la �gura 3.6 se muestra una fun
ión de la familia α-spline de tipo II donde se

ponen de mani�esto tanto su limita
ión espe
tral, 
omo su forma y valor máximo que

son dependientes de los valores p, q y α. El valor máximo se al
anza en Ω = 0 y toma

el valor

A
[p,q]
2,max

=
2π(p+ αq)p+q

αq∆a(p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1

2
− k + αl

p+ αq

}p+q−1

+

. (3.53)

3.4. Fun
iones α-spline de tipo II en tiempo dis
reto

De idénti
a manera a la expuesta en la se

ión 3.2, pasamos a de�nir las fun
iones

α-spline de tipo II en la fre
uen
ia ω aso
iada al tiempo dis
reto.
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2 0 Ω

Ψ
[p,q]
2 (Ω)

A
[p,q]
2,max

Figura 3.6 � Fun
ión α-spline en el dominio de la fre
uen
ia (Ψ
[p,q]
2 (Ω)).

3.4.1. De�ni
ión

Como en el 
aso analógi
o, vamos a 
onsiderar aquí dos tipos de pulsos re
tangulares,

donde los subíndi
es d nos van a indi
ar el ámbito dis
reto de trabajo, de�nidos 
omo

φd (ω) =

{
2π(p+αq)

∆d
, |ω| < ∆d

2(p+αq)
,

0, ∆d

2(p+αq)
< |ω| < π,

(3.54)

φα,d (ω) =

{
2π(p+αq)

α∆d
, |ω| < α∆d

2(p+αq)
,

0, α∆d

2(p+αq)
< |ω| < π,

(3.55)

donde α, p y q son los mismos parámetros que se han usado en el 
aso analógi
o, siendo

∆d un parámetro 
on dimensiones de radianes por muestra, es de
ir, una pulsa
ión ω que

nos indi
a la an
hura espe
tral de las fun
iones α-spline en tiempo dis
reto, resultante

del pro
eso de (p + q − 1) 
onvolu
iones en fre
uen
ia que involu
ra p fun
iones pulso

φd(ω) y q fun
iones pulso φα,d(ω) y que se denota por Ψ
[p,q]
2d (ω); es de
ir,

Ψ
[p,q]
2d (ω) =

(p−1) veces︷ ︸︸ ︷
φd (ω) ∗ . . . ∗ φd (ω) ∗

(q−1) veces︷ ︸︸ ︷
φα,d (ω) ∗ . . . ∗ φα,d (ω) . (3.56)

Con la nota
ión empleada en la subse

ión 3.2.1, el 
ál
ulo de la DTFT inversa

de (3.54), (3.55) y (3.56) puede ha
erse de la misma manera que en el 
aso analógi
o,

resultando las siguientes se
uen
ias de tiempo dis
reto; para la primera

f2d[n] = F−1 {φd(ω)} =
p+ αq

∆d(−jn)
[
e−

j∆dn

2(p+αq) − e
j∆dn

2(p+αq)

]
, (3.57)
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o, en términos de fun
iones sinusoidales y/o fun
iones �sin
�

f2d[n] =
sen{(∆dn)/(2(p+ αq))}

∆dn/(2(p+ αq))
= sin


[
∆dn

2π(p+ αq)

]
. (3.58)

De modo similar, para la segunda

fα,2d[n] = F−1 {φα,d(ω)} =
p+ αq

α∆d(−jn)
[
e−

jα∆dn

2(p+αq) − e
jα∆dn

2(p+αq)

]

=
sen{(α∆dn)/(2(p+ αq))}

α∆dn/(2(p+ αq))
= sin


[
α∆dn

2π(p+ αq)

]
. (3.59)

De las propiedades de la 
onvolu
ión y teniendo en 
uenta las expresiones (3.57) y

(3.59) obtenemos la DTFT inversa de Ψ
[p,q]
2d (ω), que resulta ser

F
[p,q]
2d [n] = F−1

{
Ψ

[p,q]
2d (ω)

}
= (f2d[n])

p (fα,2d[n])
q

=
(p+ αq)p+q

αq∆p+q
d (−jn)p+q

[
e−

j∆dn

2(p+αq) − e
j∆dn

2(p+αq)

]p

[
e−

jα∆dn

2(p+αq) − e
jα∆dn

2(p+αq)

]−q

=

[
sen{(∆dn)/(2(p+ αq))}

∆dn/(2(p+ αq))

]p [
sen{(α∆dn)/(2(p+ αq))}

α∆dn/(2(p+ αq))

]q
. (3.60)

Desarrollando las poten
ias de los binomios que apare
en en (3.60) podemos rees
ri-

bir la fun
ión en la forma

F
[p,q]
2d [n] =

(p+ αq)p+q

αq∆p+q
d (−jn)(p+q)

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckle
jγα,kl∆dn, (3.61)

donde Ckl y γα,kl son los mismos que en (3.49).

3.4.2. Forma polinómi
a de las fun
iones α-spline de tipo II

Con el �n de obtener una expresión en forma polinómi
a de las fun
iones α-spline

de tipo II, en primer lugar se va a determinar la TFTD de (3.61) y para ello se utiliza la

misma fun
ión de apoyo Y+,ℓ(ω) que se tuvo en 
uenta en la subse

ión 3.2.2. Teniendo

en 
uenta las propiedades y los resultados que en la misma se 
itan, enton
es el fa
tor

(−jn)p+q
que apare
e en (3.61) se puede substituir por

1

(−jn)p+q
=

2πyp+q−1[n]

(p + q − 1)!
, (3.62)
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y la se
uen
ia temporal F
[p,q]
2d [n] dada por (3.61), se transforma en

F
[p,q]
2d [n] =

2π(p+ αq)p+q

αq∆p+q
d (p+ q − 1)!

·
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckle
jγα,kl∆dnyp+q−1[n]. (3.63)

Cal
ulando la TFTD de (3.63) y utilizando las propiedades de linealidad y despla-

zamiento en fre
uen
ia, podemos expresar las fun
iones α-spline de tipo II en tiempo

dis
reto Ψ
[p,q]
2d (ω) = F

{
F

[p,q]
1d [n]

}

omo

Ψ
[p,q]
2d (ω) =

2π(p+ αq)p+q

αq∆p+q
d (p+ q − 1)!

·
p∑

k=0

q∑

l=0

CklY+,p+q+1(ω − γα,kl∆d)

=
2π(p+ αq)p+q

αq∆p+q
d (p+ q − 1)!

·
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl {ω − γα,kl∆d}p+q−1
+

=
2π(p+ αq)p+q

αq∆d(p+ q − 1)!
·

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω

∆d
− γα,kl

}p+q−1

+

, (3.64)

que es una fun
ión periódi
a de periodo 2π y que por tanto restringiremos el estudio

al intervalo −π < ω ≤ π. Estas fun
iones Ψ
[p,q]
2d (ω) son distintas de 
ero en el intervalo

espe
tral −∆d/2 < ω < ∆d/2, y donde se debe exigir que |ω| < π y |∆d| < π.

La �gura 3.6 también es representativa de las fun
iones dadas en (3.64) sin mas que


ambiar Ω por ω y ∆a por ∆d. El valor máximo de estas fun
iones, dependiente de los

valores de los parámetros p, q, y α, se al
anza en ω = 0 y, de modo equivalente a (3.53),

se es
ribe

A
[p,q]
2d,max(ω = 0) =

2π(p+ αq)p+q

αq∆d(p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1

2
− k + αl

p+ αq

}p+q−1

+

. (3.65)

En la �gura 3.7 se muestran los diferentes per�les de las fun
iones α-spline de tipo

II en fun
ión de la pulsa
ión ω para un valor 
on
reto del an
ho espe
tral, ∆d = 0.1π,

y diferentes valores de los parámetros que de�nen las distintas fun
iones 
omo son el

número de pulsos de 
ada uno de los tipos que intervienen en su 
onstru

ión p y q, y

diferentes valores de α, elemento que 
ontrola el an
ho del segundo tipo de pulsos. Estas

representa
iones se han obtenido mediante simula
iones que 
al
ulan la respuesta en

fre
uen
ia de F
[p,q]
2d [n] dada por la e
ua
ión (3.60). Se han usado los mismos valores de

los parámetros que en la simula
ión de las fun
iones α-spline de tipo I que apare
en en

la �gura 3.3. En la misma se observa que las fun
iones van 
ambiando su forma 
on los

valores de los parámetros de de�ni
ión p, q y α; pero, 
on independen
ia de los valores

de los parámetros anteriores, el an
ho espe
tral de todas las fun
iones α-spline de tipo

II se mantiene 
onstante, e igual a ∆d. Esta propiedad puede apre
iarse mejor en las

amplia
iones de las respuestas en fre
uen
ia de las mismas, en las proximidades de los
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Figura 3.7 � Fun
iones α-spline de tipo II (Ψ
[p,q]
2 (ω)).

puntos donde se anulan las fun
iones, que se muestran en la �gura 3.8. Esta última

propiedad puede ser de utilidad en el 
ontrol de la atenua
ión de la banda eliminada en

el diseño de �ltros.

3.5. Fun
iones α-spline modi�
adas: Fun
iones α-spline

de tipo III

En esta se

ión se va a proponer una nueva familia de fun
iones α-spline, que preten-

de ser un 
ompromiso intermedio entre las familias de fun
iones α-spline antes de�nidas.

Al igual que hi
imos 
on las familias previas, de�niremos esta ter
era familia de fun-


iones α-spline, a la que denotaremos 
omo α-spline de tipo III, tanto en el tiempo


ontinuo 
omo en el tiempo dis
reto. Estas fun
iones se van a 
ara
terizar porque su

an
hura espe
tral dependerá tanto del parámetro ∆a o ∆d, 
omo del parámetro α, pero

será independiente del número de pulsos que se 
onvolu
ionen para su forma
ión.

Los desarrollos son totalmente análogos a los de las se

iones previas, por lo que

no entraremos en detalles de demostra
iones, presentando solo las formas fun
ionales

�nales de di
has fun
iones, tanto en el dominio del tiempo 
ontinuo 
omo en el dominio

del tiempo dis
reto.
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3.5.1. Fun
iones α-spline de tipo III en tiempo 
ontinuo

Los dos tipos de pulsos, 
on idénti
a nota
ión que en las subse

iones 3.1.1 o 3.3.1,

tienen la forma fun
ional

̺ (Ω) =

{
2πp
∆a
, |Ω| < ∆a

2p
,

0, en otras fre
uen
ias,

(3.66)

̺α (Ω) =

{
2πq
α∆a

, |Ω| < α∆a

2q
,

0, en otras fre
uen
ias.

(3.67)

El soporte 
ompa
to aso
iado a las fun
iones α-spline de tipo III se extiente al

intervalo [−(1 + α)∆a/2, (1 + α)∆a/2].

Por medio de la 
onvolu
ión de p pulsos de la forma dada por (3.66) y q pulsos de la

forma dada por (3.67) y siguiendo la metodología desarrollada en las se

iones 3.1 o 3.3,

se obienen las fun
iones de la familia α-spline de tipo III en el dominio de la fre
uen
ia,

Ψ
[p,q]
3 (Ω). Su forma general es

Ψ
[p,q]
3 (Ω) =

2πppqq

αq∆a(p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
Ω

∆a
− ϑα,kl

}p+q−1

+

, (3.68)

donde el parámetro ϑα,kl viene dado por la expresión

ϑα,kl =

(
k

p
+ α

l

q

)
−

(
1 + α

2

)
. (3.69)
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Figura 3.9 � Fun
iones α-spline de tipo III (Ψ
[p,q]
3 (ω)).

Mediante la transformada de Fourier inversa de tiempo 
ontinuo se determinan sus

fun
iones aso
iadas en el dominio temporal F
[p,q]
3 (t). Su forma general es

F
[p,q]
3 (t) = F

−1[Ψ
[p,q]
3 (Ω)] = sin


(
∆at

2πp

)p

sin


(
α∆at

2πq

)q

. (3.70)

3.5.2. Fun
iones α-spline de tipo III en tiempo dis
reto

Todo el pro
eso se repite 
omo en las se

iones 3.2 o 3.4, dando 
omo resultado las

fun
iones α-spline de tipo III que adoptan la misma forma fun
ional que las obtenidas

en el dominio del tiempo 
ontinuo sin más que 
ambiar Ω por ω y t por n. Sus formas

generales, en el dominio de la fre
uen
ia y en el dominio del tiempo, respe
tivamente,

son

Ψ
[p,q]
3d (ω) =

2πppqq

αq∆d(p + q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω

∆d

− ϑα,kl
}p+q−1

+

, (3.71)

y

F
[p,q]
3d [n] = F−1[Ψ

[p,q]
3d (ω)] = sin


(
∆dn

2πp

)p

sin


(
α∆dn

2πq

)q

. (3.72)

En la �gura 3.9 se muestran los diferentes per�les de las fun
iones α-spline de tipo

III en fun
ión de la fre
uen
ia ω para unos valores 
on
retos de los parámetros que

apare
en en la de�ni
ión de los pulsos de partida, ∆d = 0.1π y α = 0.5, y diferentes

valores del número de pulsos de 
ada uno de los tipos que intervienen en su 
onstru

ión

p y q. Estas representa
iones se han obtenido mediante simula
iones que 
al
ulan la

respuesta en fre
uen
ia de F
[p,q]
3d [n] dada por la e
ua
ión (3.72). En la �gura men
ionada
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iones α-spline de tipo III (Ψ
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se puede observar, al haber utilizado para todos los per�les el mismo valor del parámetro

α, que el an
ho espe
tral de todas las fun
iones α-spline se mantiene 
onstante, e igual

a (1+α)∆d, 
on independen
ia del número de pulsos p y q utilizados, variando tan solo

su forma. Esta propiedad se visualiza 
on mayor detalle en la �gura 3.10. Esta familia

de fun
iones puede ser de utilidad para 
onseguir una mayor �exibilidad en el ajuste de

la ele

ión de la an
hura teóri
a de la banda de transi
ión, debido a la manera de 
ómo

se de�ne la an
hura de la banda de transi
ión en la prá
ti
a.

3.6. Tiempo 
ontinuo - Tiempo dis
reto. Considera-


iones y 
omentarios

La aparien
ia formal entre las formas fun
ionales de las e
ua
iones (3.20) y (3.39),

entre (3.52) y (3.64), o entre (3.68) y (3.71) no debe ha
ernos perder la perspe
tiva de

las diferen
ias fundamentales que están implí
itas en ellas y que están rela
ionadas 
on

el muestreo periódi
o de señales analógi
as y la velo
idad de di
ho muestreo. En este

sentido si llamamos T al tiempo trans
urrido entre dos muestras de la señal analógi
a

tomadas su
esivamente, y a su inversa F ∗ = 1/T fre
uen
ia (o velo
idad) de muestreo,

enton
es debe existir una rela
ión entre las variables t en tiempo 
ontinuo y n en tiempo

dis
reto de la forma t = nT = n/F ∗
, y por tanto existirá una 
orresponden
ia entre las

variables fre
uen
ia Ω (F ) de las señales analógi
as y sus equivalentes ω (f) en tiempo

dis
reto que pueden es
ribirse 
omo ω = ΩT (f = F/F ∗). Este pro
eso de muestreo

nos 
ondu
e a una rela
ión entre dos rangos fre
uen
iales notablemente diferentes; así

al rango �nito en el dominio dis
reto, −π < ω < π (−1/2 < f < 1/2), se le debe aso
iar
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un rango in�nito en el dominio 
ontinuo, −∞ < Ω < ∞ (−∞ < F = Ω/(2π) < ∞),

y por tanto al valor máximo fre
uen
ial en tiempo dis
reto ω
max

= π (f
max

= 1/2) se

le debe aso
iar un valor máximo de fre
uen
ia de la señal analógi
a dado por Ω
max

=

π/T = πF ∗(F
max

= F ∗/2). Esto 
ondu
e a ambigüedades en las fre
uen
ias y nos �ja un

límite en la fre
uen
ia máxima, (F
max

= F ∗/2), que puede determinarse univo
amente

a partir de un muestreo realizado a una velo
idad �jada de antemano. Todo esto está

intimamente ligado 
on el 
on
epto de señales de banda limitada y 
on el teorema del

muestreo [125℄, [30℄, [126℄. En lo que sigue se supondrá que siempre que aparez
an señales

analógi
as, éstas veri�
an todas las limita
iones que impone el teorema del muestreo.

3.7. Familias de fun
iones α-spline: Re
opila
ión

Se muestran en esta se

ión, 
on el �n de ha
erlas más visibles, las formas fun
ionales,

en tiempo y fre
uen
ia, de las distintas familias de�nidas, tanto en el ámbito del tiempo


ontinuo 
omo en el del tiempo dis
reto.

La familia α-spline de tipo I en tiempo 
ontinuo viene dada por fun
iones que se

pueden expresar en los dominios del tiempo o de la fre
uen
ia a través de la transformada

de Fourier de tiempo 
ontinuo, esto es F
[p,q]
1 (t)

F←→ Ψ
[p,q]
1 (Ω). Su forma general en el

dominio de la fre
uen
ia adopta la forma

Ψ
[p,q]
1 (Ω) =

2π

αq∆a(p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
Ω

∆a

− ηα,kl
}p+q−1

+

, (3.73)

mientras que en el dominio temporal se es
ribe

F
[p,q]
1 (t) =

[
sin


(
∆at

2π

)]p [
sin


(
α∆at

2π

)]q

=

[
sen (∆at/2)

(∆at/2)

]p [
sen (α∆at/2)

(α∆at/2)

]q
. (3.74)

Con similares 
onsidera
iones en el dominio dis
reto, por medio de la transformada de

Fourier de tiempo dis
reto, F
[p,q]
1d [n]

F←→ Ψ
[p,q]
1d (ω), la forma general de la representa
ión

en fre
uen
ia de las fun
iones α-spline de tipo I resulta ser

Ψ
[p,q]
1d (ω) =

2π

αq∆d(p + q − 1)!
·

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω

∆d
− ηα,kl

}p+q−1

+

, (3.75)
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mientras que la representa
ión temporal es

F
[p,q]
1d [n] =

[
sin


(
∆dn

2π

)]p [
sin


(
α∆dn

2π

)]q

=

[
sen (∆dn/2)

(∆dn/2)

]p [
sen (α∆dn/2)

(α∆dn/2)

]q
, (3.76)

donde los parámetros Ckl y ηα,kl vienen dados por

Ckl = (−1)(k+l)

(
p

k

)(
q

l

)
,

y

ηα,kl =

[
(k + αl)− 1

2
(p+ αq)

]
.

La familia α-spline de tipo II en tiempo 
ontinuo viene dada por fun
iones que se

pueden expresar en los dominios del tiempo o de la fre
uen
ia a través de la transformada

de Fourier de tiempo 
ontinuo, es de
ir F
[p,q]
2 (t)

F←→ Ψ
[p,q]
2 (Ω). Su forma general en el

dominio de la fre
uen
ia adopta la forma

Ψ
[p,q]
2 (Ω) =

2π(p+ αq)p+q

αq∆a(p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
Ω

∆a
− γα,kl

}p+q−1

+

, (3.77)

y su forma temporal es

F
[p,q]
2 (t) =

[
sin


(
∆at

2π (p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆at

2π (p+ αq)

)]q

=

[
sen {(∆at)/(2(p+ αq))}

(∆at)/(2(p+ αq))

]p [
sen {(∆at)/(2(p+ αq))}

(∆at)/(2(p+ αq))

]q
. (3.78)

En el dominio dis
reto, F
[p,q]
2d [n]

F←→ Ψ
[p,q]
2d (ω), la forma general de la representa
ión

en fre
uen
ia de las fun
iones α-spline de tipo II resulta ser

Ψ
[p,q]
2d (ω) =

2π(p+ αq)p+q

αq∆d(p+ q − 1)!
×

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω

∆d
− γα,kl

}p+q−1

+

, (3.79)

y la forma temporal es

F
[p,q]
2d [n] =

[
sin


(
∆dn

2π(p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆dn

2π(p+ αq)

)]q

=

[
sen {∆dn/(2(p+ αq))}

∆dn/(2(p+ αq))

]p [
sen {α∆dn/(2(p+ αq))}
α∆dn/(2(p+ αq))

]q
, (3.80)
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donde el parámetro γα,kl viene dado por la expresión

γα,kl =

(
k + αl

p + αq
− 1

2

)
.

La familia α-spline de tipo III en tiempo 
ontinuo viene dada por fun
iones que se

pueden expresar en los dominios del tiempo o de la fre
uen
ia a través de la transformada

de Fourier de tiempo 
ontinuo, esto es F
[p,q]
3 (t)

F←→ Ψ
[p,q]
3 (Ω). Su forma general en el

dominio de la fre
uen
ia adopta la forma

Ψ
[p,q]
3 (Ω) =

2πppqq

αq∆a(p+ q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
Ω

∆a
− ϑα,kl

}p+q−1

+

, (3.81)

y su forma temporal es

F
[p,q]
3 (t) = sin


(
∆at

2πp

)p

sin


(
α∆at

2πq

)q

=

[
sen {∆at/(2p)}

∆at/(2p)

]p [
sen {α∆at/(2q)}

α∆at/(2q)

]q
, (3.82)

En el dominio dis
reto, F
[p,q]
3d [n]

F←→ Ψ
[p,q]
3d (ω), la forma general de la representa
ión

en fre
uen
ia de las fun
iones α-spline de tipo III resulta ser

Ψ
[p,q]
3d (ω) =

2πppqq

αq∆d(p + q − 1)!

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω

∆d
− ϑα,kl

}p+q−1

+

, (3.83)

y su forma temporal es

F
[p,q]
3d [n] = sin


(
∆dn

2πp

)p

sin


(
α∆dn

2πq

)q

=

[
sen {∆dn/(2p)}

∆dn/(2p)

]p [
sen {α∆dn/(2q)}

α∆dn/(2q)

]q
, (3.84)

donde el parámetro ϑα,kl viene dado por la expresión

ϑα,kl =

(
k

p
+ α

l

q

)
−
(
1 + α

2

)
.





Capítulo 4

Formula
ión de �ltros mediante

fun
iones α-spline

En el 
apítulo 3 se han presentado varias familias de fun
iones α-spline, a las que

hemos denominado de tipo I, II y III, y se han 
ara
terizado en el dominio del tiempo


ontinuo o dis
reto y en el dominio de la fre
uen
ia. Ambas pueden ser utilizadas para

el modelado de la banda de transi
ión de �ltros analógi
os y digitales, 
omo se verá en

este 
apítulo.

4.1. Considera
iones generales

Con 
ará
ter general, el planteamiento de diseño se ini
ia dando la respuesta en

fre
uen
ia del �ltro que queremos obtener. Ciñéndonos al entorno de tiempo dis
reto,

sea Hd(e
jω) = Hd(ω) la fun
ión representativa de la respuesta en fre
uen
ia deseada.

Teniendo en 
uenta que di
has fun
iones son periódi
as, de periodo 2π, enton
es se

puede es
ribir 
omo una serie de Fourier en la forma

Hd(e
jω) =

∑

n∈Z

hd[n]e
−jωn, (4.1)

donde los valores hd[n] son los 
oe�
ientes de la respuesta al impulso del sistema, que

vienen dados por

hd[n] =
1

2π

∫ π

−π

Hd(e
jω)ejωndω, −∞ < n <∞. (4.2)

En gran parte de las apli
a
iones prá
ti
as, la respuesta en fre
uen
ia que se pretende

obtener es 
onstante en distintos intervalos de fre
uen
ia 
on transi
iones brus
as entre


ada intervalo, lo que provo
a que la respuesta al impulso sea de longitud in�nita y no


ausal.
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Así, si por ejemplo se desea obtener un �ltro ideal paso-bajo 
on fre
uen
ia de 
orte

ωc, su respuesta al impulso es hd[n] = sen(ωcn)/(πn). Los valores de esta se
uen
ia

tienden a 
ero a medida que n→∞, pero este de
aimiento lo ha
e 
omo 1/n, por lo que

di
ha se
uen
ia, hd[n], no es absolutamente sumable. En 
onse
uen
ia, la suma in�nita

(4.1) no 
onverge uniformemente para todo valor de ω y el sistema es inestable. Para

obtener una respuesta al impulso de longitud �nita (la se
uen
ia es ahora de longitud

�nita y por tanto absolutamente sumable), y poder implementar el sistema, hay que

trun
ar la respuesta al impulso de longitud in�nita en algún valor 
on
reto.

El trun
amiento de la respuesta al impulso de longitud in�nita, derivada de las

espe
i�
a
iones de una respuesta en fre
uen
ia 
on dis
ontinuidades, presenta la 
ara
-

terísti
a indeseable de un 
omportamiento os
ilatorio de la respuesta en fre
uen
ia en

las proximidades de los puntos de dis
ontinuidad, 
ono
ido 
omo fenómeno de Gibbs.

La razón de esta os
ila
ión hay que en
ontrarla en que la serie que se utiliza para re-

presentar la fun
ión está 
ompuesta por fun
iones 
ontinuas y pare
e obvio que no se

puede aproximar bien una dis
ontinuidad sumando fun
iones 
ontinuas.

Matemáti
amente esto quiere de
ir que la se
uen
ia in�nita no pertene
e al espa
io

l1, es de
ir, por mu
ho que aumentemos el número de términos de la serie (suma par
ial

de Fourier) que representa la fun
ión

SM(ejω) =
M∑

n=−M

hd[n]e
−jωn,

el error |Hd(e
jω)− SM(ejω)| no se aproxima a 
ero 
uando M → ∞ para la fre
uen
ia

ω = ωc, a pesar de que las os
ila
iones 
onvergen en posi
ión ha
ia di
ho punto. En

o
asiones es de utilidad disponer de representa
iones basadas en la transformada de

Fourier de se
uen
ias que no son absolutamente sumables ni de 
uadrado sumable,

para lo 
ual hay que re
urrir a la teoría de fun
iones generalizada [127℄. Usando esta

teoría, se puede extender de forma rigurosa el 
on
epto de representa
ión mediante la

transformada de Fourier a la 
lase de se
uen
ias que se pueden expresar 
omo suma de


omponentes dis
retas de fre
uen
ia [128℄.

Para ilustrar este 
omportamiento os
ilatorio se va a intentar reprodu
ir, mediante

un número �nito de términos de la serie de Fourier, la fun
ión f(t) periódi
a dada por

f(t) =

{
2t/6, 0 ≤ t < 0.6,

2(1− t), 0.6 ≤ t < 1,
(4.3)

la 
ual es dis
ontinua en t = 0.6. La representa
ión de la aproxima
ión se muestra en

la �gura 4.1, y 
omo se desprende de la 
ontempla
ión de la misma el problema en

la dis
ontinuidad permane
e a pesar de aumentar el número de términos de la apro-

xima
ión. La partes 
er
anas a la dis
ontinuidad se aproximan mejor a medida que N
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aumenta, pero la fuerte os
ila
ión en torno a la dis
ontinuidad se ha
e más angosta pero

se mantiene invariable.

Para ser más pre
isos, basándose en un teorema debido a B�
her [129℄ que di
e: Sea

f(x) una fun
ión real de variable real, 
on período 2π de modo que tanto ella, f(x), 
omo

su derivada, f ′(x), son 
ontinuas ex
epto para un número �nito de dis
ontinuidades de

tipo salto. Sea SN(x) la suma par
ial de Fourier de orden N . Enton
es, se veri�
a que

en un punto de dis
ontinuidad x = a, las grá�
as de las fun
iones SN(x) 
onvergen al

segmento verti
al de longitud

L =
2

π
Intsin
(π)|f(a+)− f(a−)|,


entrado en el punto

(a, 0.5(f(a+)− f(a−))),

donde

Intsin
(x) =

∫ x

0

sen(t)

t
dt.

La misma demostra
ión de este teorema puede en
ontrarse en [130℄ y [131℄.

La razón entre la longitud del segmento L (al que tienden las grá�
as de las sumas

par
iales) y la longitud del salto de la dis
ontinuidad, es de
ir, |f(a+)− f(a−)|, es a lo

que se denomina 
onstante de Gibbs y su valor viene dado por

CG =
2

π
Intsin
(π).

La fun
ión Intsin
(x) no tiene solu
ión analíti
a, por lo que para su evalua
ión ha-


emos uso de la fun
ión �sinint� implementada en MATLAB. Su valor es sinint(π) =

1.8519, por lo que

CG =
2

π
Intsin
(π) = 0.1790;

esto quiere de
ir que hay una os
ila
ión de aproximadamente el 9% a uno y otro lado

de la dis
ontinuidad, del valor del salto, que en nuestro 
aso es la unidad.

Existen varias maneras de atenuar los valores de las os
ila
iones, una de ellos es

ponderar la respuesta impulsiva de longitud in�nita 
on una ventana apropiada 
uya

respuesta impulsiva tienda suavemente a 
ero.

Una manera alternativa de redu
ir las os
ila
iones debidas al fenómeno de Gibbs

fue abordada de manera temprana en [132℄. En este 
aso el pro
edimiento 
onsiste en


ambiar ligeramente las espe
i�
a
iones de partida, 
onsistentes en 
ambios abruptos

entre las distintas bandas de la respuesta en fre
uen
ia, por medio de una pequeña banda

de transi
ión que una las diferentes bandas 
ontempladas en la respuesta en fre
uen
ia

de una manera 
ontinua. Los B-spline (o splines de órdenes naturales), 
onsistentes en

fun
iones polinómi
as a trozos, son buenos 
andidatos para realizar di
ha transi
ión y
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Visualización del fenómeno de Gibbs
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N = 17
N = 26
N = 33
N = 6

f(t) = 2t/6. ∗ ((t >= 0)&(t < 0.6)) + 2(1 − t). ∗ ((t >= 0.6)&(t <= 1))

Figura 4.1 � Aproxima
ión mediante serie de Fourier de una fun
ión 
on dis
ontinuidad.

han sido propuestos en [5℄ y [120℄ para lograr el objetivo anteriormente des
rito. Para

ilustrar el planteamiento del pro
eso nos 
entramos en un �ltro paso-bajo, en el que

unimos la banda de paso y la banda de re
hazo del modo más sen
illo, que 
onsiste

en la utiliza
ión de una línea re
ta. En nuestro entorno, di
ha línea re
ta puede verse


omo un fun
ión B-spline de orden 1, y puede interpretrarse 
omo la 
onvolu
ión de

la respuesta en fre
uen
ia ideal del �ltro paso-bajo de fre
uen
ia de 
orte ωc 
on un

re
tángulo de an
hura espe
tral ∆ω << ωc. En la �gura 4.2 se representa la respuesta

en fre
uen
ia modi�
ada de un �ltro paso-bajo Hmd(e
jω), donde se ha de�nido una

an
hura de la banda de transi
ión ∆ω = ωs − ωp en torno a la fre
uen
ia de 
orte

abrupto ωc = (ωs + ωp)/2.

Un modo sen
illo y elegante de obtener la respuesta al impulso es, siguiendo a [133℄,

por medio de la transformada de Fourier inversa de la derivada de Hmd(ω) respe
to de

la fre
uen
ia ω. Efe
tivamente, la rela
ión entre la respuesta en fre
uen
ia y la respuesta

al impulso viene dada por

Hmd(ω) =
∑

n∈Z

hmd[n]e
−jωn

(4.4)

y, por tanto, su derivada se es
ribe 
omo

G(ω) =
dHmd(ω)

dω
=

∑

n∈Z

hmd[n]
de−jωn

dω
=

∑

n∈Z

−jnhmd[n]e
−jωn =

∑

n∈Z

g[n]e−jωn, (4.5)
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0

Hd(ω)

1

ωπωp ωs−ωp−ωs−π

Figura 4.2 � Respuesta en fre
uen
ia modi�
ada Hmd(ω).

donde g[n] es la respuesta al impulso de la fun
ión derivada G(ejω) = G(ω), y de a
uerdo


on la rela
ión (4.5) se rela
iona 
on los 
oe�
ientes de la respuesta al impulso mediante

la rela
ión hmd[n] = jg[n]/n . El 
ál
ulo de los 
oe�
ientes g[n] se ha
e fá
ilmente, para


ualquier valor de n 6= 0, por medio de la transformada de Fourier inversa de tiempo

dis
reto

g[n] =
1

2π

∫ π

−π

G(ω)ejωndω. (4.6)

A la vista de la �gura 4.3 podemos poner

g[n] =
1

2π

[∫ −ωp

−ωs

1

∆ω
ejωndω +

∫ ωs

ωp

−1
∆ω

ejωndω

]

=
1

2πjn∆ω

(
ejωn|−ωp

−ωs
−ejωn|ωs

ωp

)

=
1

jπ∆ωn
[cos(ωpn)− cos(ωsn)], (4.7)

y tomando en 
onsidera
ión la rela
ión trigonométri
a cos a− cos b = −2 sen[(a+ b)/2] ·
sen[(a− b)/2] la expresión anterior se transforma en

g[n] =
1

jπ∆ωn
[cos(ωpn)− cos(ωsn)]

=
2

jπ∆ωn
sen

(
ωp + ωs

2
n

)
sen

(
ωs − ωp

2
n

)

=
2

jπ∆ωn
sen(ωcn)sen(∆ωn/2), (4.8)
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G(ω) = dHmd(ω)
dω

0

−
1

ωs−ωp

ωωp ωs π

1
ωs−ωp

−ωp−ωs−π

Figura 4.3 � Derivada de la respuesta en fre
uen
ia modi�
ada d(Hmd(ω))/dω.

y, por tanto,

hmd[n] = j
g[n]

n
=

2

π∆ωn2
sen(ωcn)sen(∆ωn/2)

=
sen(ωcn)

πn

sen(∆ωn/2)

∆ωn/2
=
ωc

π
sin


(ωcn

π

)
sin


(
∆ωn

2π

)
. (4.9)

Si n = 0, enton
es es más fá
il utilizar la respuesta en fre
uen
ia modi�
ada, así

hmd[0] =
1

2π

∫ π

−π

Hmd(ω)dω, (4.10)

representa el área bajo la 
urva dividido por el fa
tor 2π. De la 
ontempla
ión de la

forma de la �gura 4.2, y teniendo en 
uenta la expresión de la super�
ie de un trape
io,

se dedu
e que

hmd[0] =
1

2π

2ωs + 2ωp

2
=
ωc

π
. (4.11)

Teniendo en 
uenta las 
onsidera
iones anteriores, la respuesta al impulso del �ltro

modi�
ado es

hmd[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)
sin


(
∆ωn

2π

)
, (4.12)

que puede interpretarse también 
omo la respuesta impulsiva de un �ltro paso-bajo

ideal 
on fre
uen
ia de 
orte ωc ponderada por una fun
ión en el tiempo dada por

sin
(∆ωn)/(2π).
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4.2. Modelado de bandas de transi
ión

Con la misma metodología de la se

ión previa, en este apartado se van a utilizar

las fun
iones α-spline, de�nidas en el 
apítulo 3, para el diseño de �ltros digitales que


ontengan una banda de transi
ión entre la banda de paso y la banda eliminada. La

forma y la an
hura de di
ha banda de transi
ión dependerá de la fun
ión 
on
reta,

pertene
iente a alguna de las tres familias α-spline propuestas, usada para tal �n.

La formula
ión se ini
ia espe
i�
ando la respuesta en fre
uen
ia ideal deseada que,

para el 
aso de un �ltro paso-bajo, es periódi
a 
on un periodo 2π, y viene dada por

Hd(ω) =

{
1, |ω| < ωc,

0, ωc < |ω| < π,
(4.13)

donde ωc es la fre
uen
ia de 
orte. Su respuesta al impulso hd[n] resulta

hd[n] =
sin(ωcn)

πn
=
ωc

π
sin


(ωcn

π

)
. (4.14)

4.2.1. Modelado mediante fun
iones α-spline de tipo II

Para modi�
ar la respuesta en fre
uen
ia dada en (4.13), 
on el �n de lograr una

transi
ión suave entre las bandas, se van a 
onvolu
ionar en el dominio de la fre
uen
ia

las fun
iones α-spline, 
on la respuesta deseada o ideal del �ltro objetivo Hd(ω). El

desarrollo es idénti
o para 
ualquiera de los tres tipos de fun
iones α-spline de�nidos.

Para ilustrar el pro
edimiento se ha
e uso de las fun
iones α-spline de tipo II,Ψ
[p,q]
2d (ω)

dadas por (3.64), las 
uales se 
ara
terizaban por tener una an
hura espe
tral �ja ∆d,

que era uno de los parámetros de de�ni
ión de los pulsos de partida. Para los otros

dos tipos, 
on un desarrollo similar, solo se dará el resultado �nal. El motivo de ha
er

el desarrollo para las fun
iones α-spline de tipo II se debe a que las formula
iones de

los �ltros obtenidos serán las utilizadas para el diseño de los �ltros FIR en el 
apítulo

siguiente.

La opera
ión de 
onvolu
ión, mostrada esquemáti
amente en la �gura 4.4, se expresa


omo

Hmd2(ω) = Hd(ω) ∗Ψ[p,q]
2d (ω) =

1

2π

∫ π

−π

Hd(ξ)Ψ
[p,q]
2d (ω − ξ)dξ

=
1

2π

∫ π

−π

Hd(ω − ξ)Ψ[p,q]
2d (ξ)dξ, (4.15)

donde

Hd(ω − ξ) =
{

1, |ω − ξ| < ωc,

0, ωc < |ω − ξ| < π.
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ξ−ωc 0− ∆d

2 + ωa
ωc ωa

∆d

2 + ωa

1

Ψ
[p,q]
2d (ω − ξ)Hd (ξ)

Figura 4.4 � Pro
eso de 
onvolu
ión. Respuestas en fre
uen
ia de un �ltro paso-bajo ideal

y de una fun
ión α-spline.

Debido a que el integrando de (4.15) está 
ompuesto por fun
iones polinómi
as 
uyos

términos son de la forma (ξ/∆d−γα,kl)p+q−1
, el pro
eso de 
onvolu
ión se realiza de forma

inmediata si se divide el rango fre
uen
ial ω en diferentes subintervalos que 
ondu
en

a interse

iones no nulas entre las fun
iones a 
onvolu
ionar, y que serán diferentes en


ada zona 
ontemplada.

Teniendo en 
uenta que

∫ (
ξ

∆d
− γα,kl

)p+q−1

dξ =
∆d

p+ q

(
ξ

∆d
− γα,kl

)p+q

, (4.16)

los resultados que se obtienen, en 
ada uno de los diferentes subintervalos que se espe-


i�
an a 
ontinua
ión, son

1. Para −π ≤ ω < − (ωc +∆d/2), no hay interse

ión y la solu
ión es

Hmd2(ω) = Hd(ω − ξ)Ψ[p,q]
2d (ξ) = 0.

2. Para −(ωc+∆d/2) ≤ ω < (−ωc+∆d/2), la interse

ión no nula se produ
e para el

rango de valores −∆d/2 < ξ < (ω+ωc) de la variable de integra
ión, y la solu
ión

es

Hmd2(ω) = B

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω + ωc

∆d

− γα,kl
}p+q

+

,

donde

B =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq
.
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3. Para (−ωc +∆d/2) ≤ ω ≤ (ωc −∆d/2), la interse

ión no nula se produ
e para el

rango de valores −∆d/2 < ξ < ∆d/2 de la variable de integra
ión, y la solu
ión es

Hmd2(ω) = B

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1− k + αl

p+ αq

}p+q

+

= 1.

4. Para (ωc − ∆a/2) < ω ≤ (ωc + ∆d/2), la interse

ión no nula se produ
e para el

rango de valores (ω − ωc) < ξ < ∆d/2 de la variable de integra
ión, y la solu
ión

es

Hmd2(ω) = 1− B
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω − ωc

∆d
− γα,kl

}p+q

+

.

5. Para (ωc +∆d/2) < ω ≤ π, nuevamente se tiene interse

ión nula y la solu
ión es

Hmd2(ω) = Hd(ω − ξ)Ψ[p,q]
2d (ξ) = 0.

La solu
ión (respuesta en fre
uen
ia del �ltro) se puede expresar en la forma de una

úni
a fun
ión polinómi
a que engloba las 
in
o zonas 
ontempladas y que es
ribimos


omo

Hmd2(ω) = 1− B
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |ω| − ωc

∆d

− γα,kl
}p+q

+

.

Sustituyendo los parámetros que apare
en en la expresión anterior por sus valores,

resulta

Hmd2(ω) = 1− (p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |ω| − ωc

∆d
−
(
k + αl

p+ αq
− 1

2

)}p+q

+

, (4.17)

que representa la respuesta en fre
uen
ia del �ltro digital modi�
ado mediante las fun-


iones α-spline de tipo II (FDII) y que es válida ∀ − π ≤ ω < π , 0 < α < 1 , p > 0 y

q ≥ 1.

La respuesta en fre
uen
ia del �ltro, de a
uerdo 
on (4.17), 
umple que:

1. Si 0 < |ω| <
(
ωc − ∆d

2

)
: Hmd2(ω) = 1.

2. Si (ωc +∆d/2) < |ω| < π : Hmd2(ω) = 0.

3. Si (ωc −∆d/2) < |ω| < (ωc +∆d/2) : Hmd2(ω) ∈ (0, 1).

Resumiendo, la forma de la respuesta en fre
uen
ia del �ltro modi�
ado por las fun-


iones α-spline de tipo II y dada por (4.17) se debe al 
ará
ter simétri
o y de soporte


ompa
to en fre
uen
ia que presentan di
has fun
iones Ψ
[p,q]
2 (ω). La respuesta en fre
uen-


ia, de�nida mediante el pro
eso de 
onvolu
ión dado por (4.15), para 
ada fre
uen
ia ω,

viene dada por el área bajo la interse

ión de las fun
iones que 
onvolu
ionan. De este
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modo, mientras la fre
uen
ia ω pertenez
a al intervalo −ωc + ∆d/2 ≤ ω ≤ ωc − ∆d/2,

el pro
eso de 
onvolu
ión nos da el mismo resultado y de valor unidad, en 
ambio, para

los valores de ω en el intervalo −ωc −∆d/2 ≤ ω ≤ −ωc +∆d/2, el área va aumentando

de manera 
ontinua desde 
ero en el extremo inferior de di
ho intervalo hasta la unidad

en el extremo superior, pasando por el valor 0.5 para la fre
uen
ia ω = −ωc de�niendo,

por tanto, una fun
ión monótona 
re
iente en di
ha región, mientras que en el intervalo

ωc − ∆d/2 ≤ ω ≤ ωc + ∆d/2, el área va disminuyendo paulatinamente y de manera


ontinua, desde un valor unitario en ω = ωc−∆/2 hasta un valor nulo en ω = ωc+∆/2,

pasando por el valor 0.5 en la fre
uen
ia de 
orte ω = ωc, resultando una fun
ión monó-

tona de
re
iente en di
ho intervalo. Para el 
onjunto de fre
uen
ias dentro del intervalo

−π < ω ≤ π y no 
ontempladas en los intervalos anteriores no hay interse

ión, y en


onse
uen
ia, el área y el valor del pro
eso de 
onvolu
ión es nulo.

4.2.2. Respuesta al impulso del �ltro digital

La respuesta al impulso, hmd2[n], del �ltro se determina mediante la DTFT inversa

de (4.17), es de
ir,

hmd2[n] = F−1{Hmd2(ω)},

pero

Hmd2(ω) = Hd(ω) ∗Ψ[p,q]
2d (ω),

donde

Hd(ω) = F{hd[n]} y Ψ
[p,q]
2d (ω) = F{F [p,q]

2d [n]},

y de las propiedades de la opera
ión de 
onvolu
ión, se obtiene

hmd2[n] = F−1{Hmd2(ω)} = F−1{Hd(ω)} · F−1{ψ[p,q]
2d (ω)} = hd[n] · F [p,q]

2d [n].

Teniendo en 
uenta (3.60) y (4.14), podemos es
ribir

hmd2[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)[
sin{(∆dn)/(2(p+ αq))}

∆dn/(2(p+ αq))

]p [
sin{(α∆dn)/(2(p+ αq))}

α∆dn/(2(p+ αq))

]q
,

o de modo equivalente

hmd2[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)[
sin


(
∆dn

2π(p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆dn

2π(p+ αq)

)]q
. (4.18)

Las e
ua
iones (4.18) y (4.17) representan, respe
tivamente, la respuesta al impulso

y la respuesta en fre
uen
ia del �ltro.

La expresión (4.18) puede ser interpretada de dos formas diferentes. En la primera de

ellas se puede a�rmar que las fun
iones α-spline de tipo II se han utilizado para modelar

una banda de transi
ión entre la banda de paso y la banda de re
hazo, mientras que una
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Figura 4.5 � Respuestas en fre
uen
ia del �ltro paso-bajo Hmd2(ω).

interpreta
ión alternativa sugiere que nuestras fun
iones sean 
ontempladas 
omo unas

fun
iones de enventanado w[n] en el sentido de poder expresar la respuesta al impulso

en la forma hmd2[n] = hd[n] · wmd2[n], donde

wmd2[n] =

[
sin


(
∆dn

2π(p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆dn

2π(p+ αq)

)]q
. (4.19)

En la �gura 4.5 se muestran las respuestas en fre
uen
ia obtenidas de (4.18) utili-

zando los valores ωc = 0.4π para la fre
uen
ia de 
orte y ∆d = 0.3π para la an
hura

de la banda de transi
ión. Se han representado 
uatro respuestas para unos valores


on
retos de los órdenes spline p = q = 1, tomando 
uatro valores distintos del pará-

metro α = 0.15, 0.25, 0.55 y 0.95. El número de muestras es
ogidas en (4.18) ha sido

su�
ientemente elevado para lograr la simula
ión ideal.

En la �gura 4.6 se observan en detalle las bandas de transi
ión 
ompletas de los �ltros

visualizados en la �gura 4.5. En la misma están mar
ados los tres puntos 
omunes a las


uatro bandas de transi
ión, que se produ
en a las fre
uen
ias ωc−∆d/2, ωc y ωc+∆d/2.

4.2.3. Modelado mediante fun
iones α-spline de tipo I

Utilizando las fun
iones α-spline de tipo I, Ψ
[p,q]
1d (ω) dadas por (3.39), las 
uales se


ara
terizan por presentar un soporte 
ompa
to de an
hura (p + αq)∆d variable 
on el

número de pulsos p y q que intervienen en su 
onstru

ión, para realizar el pro
eso de


onvolu
ión 
on la respuesta en fre
uen
ia ideal, 
on el �n de modelar las bandas de
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Figura 4.6 � Bandas de transi
ión del �ltro ideal modi�
ado.

transi
ión, se obtienen las fun
iones representativas de las nuevas respuestas en fre
uen-


ia. Pro
ediendo de un modo similar al utilizado en la se

ión previa, y denotando por

Hmd1(ω) a la respuesta en fre
uen
ia modi�
ada por medio de las fun
iones α-spline de

tipo I (FDI), se puede es
ribir

Hmd1(ω) = Hd(ω) ∗Ψ[p,q]
1d (ω) =

1

2π

∫ π

−π

Hd(ξ)Ψ
[p,q]
1d (ω − ξ)dξ

=
1

2π

∫ π

−π

Hd(ω − ξ)Ψ[p,q]
1d (ξ)dξ, (4.20)


uya resolu
ión 
ondu
e a la expresión 
errada dada por

Hmd1(ω) = 1− 1

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |ω| − ωc

∆d
−

[
(k + αl)− p + αq

2

]}p+q

+

, (4.21)

que es válida para todo ω tal que −π < ω ≤ π y veri�
a que Hmd1(ω) = 1 si 0 ≤
|ω|< ωc − (p + αq)∆d/2, siendo nula en el intervalo ωc + (p + αq)∆d/2 ≤ |ω|< π. El

resto de fre
uen
ias no 
ontempladas en los intervalos anteriores forman la banda de

transi
ión que une de un modo 
ontinuo, 
on mayor o menor suavidad, las bandas de

paso y eliminada.
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Figura 4.7 � Respuestas en fre
uen
ia del �ltro paso-bajo Hmd1(ω).

De igual modo, la respuesta al impulso hmd1[n] es

hmd1[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

) [
sin


(
∆dn

2π

)]p [
sin


(
α∆dn

2π

)]q
, (4.22)

y utilizando la des
rip
ión hmd1[n] = hd[n] · wmd1[n], se tendría que

wmd1[n] =

[
sin


(
∆dn

2π

)]p [
sin


(
α∆dn

2π

)]q
.

En la �gura 4.7 se muestran las respuestas en fre
uen
ia de tres �ltros modi�
ados

mediante fun
iones α-spline de tipo I. Todos ellos tienen la misma fre
uen
ia de 
orte

ωc = 0.4π y el mismo parámetro que de�ne la an
hura de los pulsos de partida∆d = 0.2π.

El número de pulsos de ambos tipos también están �jados y tienen unos valores p = 1,

q = 3. Los �ltros solo di�eren en el valor del parámetro α, que ha tomado los valores

α1 = 0.2, α2 = 0.5 y α3 = 0.9. En la �gura 4.8 se presentan las bandas de transi
ión de

los �ltros anteriores. Las bandas de transi
ión están 
entradas en la fre
uen
ia de 
orte

del �ltro y sus an
huras vienen dadas por (p + αq)∆d y, por tanto, aumentan 
on el

valor de α, si el resto de los parámetros se mantienen �jos, 
omo su
ede en el supuesto

planteado.
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Figura 4.8 � Bandas de transi
ión del �ltro paso-bajo Hmd1(ω).

4.2.4. Modelado mediante fun
iones α-spline de tipo III

Sea Hmd3(ω) la respuesta en fre
uen
ia modi�
ada por medio de las fun
iones α-

spline de tipo III (FDIII), que se 
ara
terizan por presentar un soporte 
ompa
to de

an
hura (1 + α)∆d que varía 
on el valor del parámetro α, pero es independiente del

número de pulsos p y q utilizados para su 
onstru

ión. Enton
es

Hmd3(ω) = Hd(ω) ∗Ψ[p,q]
3d (ω) =

1

2π

∫ π

−π

Hd(ξ)Ψ
[p,q]
3d (ω − ξ)dξ

=
1

2π

∫ π

−π

Hd(ω − ξ)Ψ[p,q]
3d (ξ)dξ, (4.23)

y mediante el mismo pro
eso des
rito para las fun
iones de tipo II, se llega a la expresión


errada dada por

Hmd3(ω) = 1− ppqq

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |ω| − ωc

∆d
−

(
k

p
+ α

l

q

)
+

(
1 + α

2

)}p+q

+

, (4.24)

que es válida para todo ω tal que −π < ω ≤ π y veri�
a que Hmd3(ω) = 1 si 0 ≤ |ω|<
ωc − (1 + α)∆d/2 mientras que Hmd3(ω) = 0 si ωc + (1 + α)∆d/2 ≤ |ω|< π. El resto de

fre
uen
ias no 
ontempladas en los intervalos anteriores forman la banda de transi
ión
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que une de un modo 
ontinuo, 
on mayor o menor suavidad, las bandas de paso y de

re
hazo.

De igual modo, la respuesta al impulso hmd3[n] es

hmd3[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

) [
sin


(
∆dn

2πp

)]p [
sin


(
α∆dn

2πq

)]q
, (4.25)

y utilizando la des
rip
ión hmd3[n] = hd[n] · wmd3[n], se tendría que

wmd3[n] =

[
sin


(
∆dn

2πp

)]p [
sin


(
α∆dn

2πq

)]q
.

En la �gura 4.9 se muestran las respuestas en fre
uen
ia de dos �ltros modi�
ados

mediante fun
iones α-spline de tipo III. Ambos tienen la misma fre
uen
ia de 
orte ωc =

0.45π y el mismo parámetro que de�ne la an
hura de los pulsos de partida ∆d = 0.15π.

El número de pulsos de 
ada tipo también está �jado y tienen unos valores p = 2, q = 2.

Los �ltros solo di�eren en el valor del parámetro α, que ha tomado los valores α1 = 0.1

y α2 = 0.9.

En la �gura 4.10 se presentan las bandas de transi
ión de los �ltros anteriores. Las

bandas de transi
ión están 
entradas en la fre
uen
ia de 
orte del �ltro y sus an
huras,

que son independientes del número de pulsos que intervienen en la forma
ión de las

fun
iones α-spline de tipo III, vienen dadas por (1 + α)∆d y, por tanto, aumentan 
on

el valor de α, si el resto de los parámetros se mantienen �jos, 
omo se observa en el 
aso

des
rito.

4.3. Modelado de bandas de transi
ión para �ltros

analógi
os paso-bajo

En esta se

ión se va a tratar el 
aso de la formula
ión de �ltros analógi
os. Se ini
ia

el diseño espe
i�
ando la respuesta en fre
uen
ia ideal deseada

HI(Ω) =

{
1, |Ω| < Ωc,

0, |Ω| > Ωc,
(4.26)

en la 
ual se tiene un salto abrupto a la fre
uen
ia de 
orte Ωc del �ltro entre las bandas

de paso y eliminada.

4.3.1. Modelado de la banda de transi
ión mediante fun
iones

α-spline de tipo II

Con el �n de suavizar la brus
a 
aída entre las bandas de paso y eliminada, se va a

modelar la banda de transi
ión mediante una opera
ión de 
onvolu
ión, en el dominio de
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Figura 4.9 � Respuestas en fre
uen
ia del �ltro paso-bajo Hmd3(ω).
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ión del �ltro paso-bajo Hmd3(ω).
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la fre
uen
ia, entre la respuesta ideal dada en (4.26) y las diferentes familias de fun
iones

α-spline de�nidas en fre
uen
ia en el 
apítulo 3. Al igual que se hizo en el dominio del

tiempo dis
reto, se hará el desarrollo para las fun
iones α-spline de tipo II dadas por

(3.52), y tan solo daremos la respuesta en fre
uen
ia y la respuesta al impulso de los

�ltros obtenidos usando las fun
iones α-spline de tipos I y III.

La opera
ión de 
onvolu
ión en fre
uen
ia (3.6), mostrada esquemáti
amente en la

�gura 4.11, entre (4.26) y (3.52) se expresa 
omo

Hma2(Ω) = HI(Ω) ∗Ψ[p,q]
2 (Ω) =

1

2π

∫ ∞

−∞

HI(ξ)Ψ
[p,q]
2 (Ω− ξ)dξ

=
1

2π

∫ ∞

−∞

HI(Ω− ξ)Ψ[p,q]
2 (ξ)dξ, (4.27)

donde

HI(Ω− ξ) =
{

1, |Ω− ξ| < Ωc,

0, Ωc < |Ω− ξ| < π.

Como las fun
iones del integrando de (4.27) son polinomios 
uyos términos adoptan

la forma (ξ/∆a− γα,kl)p+q−1
, la 
onvolu
ión se lleva a 
abo dividiendo el intervalo 
om-

pleto de la variable Ω en diferentes subintervalos, 
ada uno de ellos 
ara
terizado por el

grado de solapamiento entre las fun
iones que 
onvolu
ionan. Con este 
riterio podemos

distinguir, en la integral de 
onvolu
ión, varios subintervalos, dentro de los 
uales los

resultados de la 
onvolu
ión, teniendo en 
uenta la rela
ión dada en (4.16), son

1. Para Ω < − (Ωc +∆a/2), no hay interse

ión y la solu
ión es

Hma2(Ω) = HI(Ω− ξ)Ψp,q
2 (ξ) = 0.

2. Para −(Ωc +∆a/2) ≤ Ω < −(Ωc +∆a/2), la interse

ión no nula se produ
e para

el rango de valores −∆a/2 < ξ < (Ω + Ωc) de la variable de integra
ión, y la

solu
ión es

Hma2(Ω) = B

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
Ω + Ωc

∆a

− γα,kl
}p+q

+

,

donde

B =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq
.

3. Para −(Ωc−∆a/2) ≤ Ω ≤ (Ωc−∆a/2), la interse

ión no nula se produ
e para el

rango de valores −∆a/2 < ξ < ∆a/2 de la variable de integra
ión, y la solu
ión es

Hma2(Ω) = B

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1− k + αl

p+ αq

}p+q

+

= 1.
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ξΩa0

1

HI(ξ) Ψ
[p,q]
2 (Ω− ξ)

−Ωc Ωc−
∆a

2 + Ωa
∆a

2 + Ωa

Figura 4.11 � Pro
eso de 
onvolu
ión. Respuestas en fre
uen
ia de un �ltro paso-bajo

ideal y de una fun
ión α-spline.

4. Para (Ωc −∆a/2) < Ω ≤ (Ωc +∆a/2), la interse

ión no nula se produ
e para el

rango de valores (Ω− Ωc) < ξ < ∆a/2 de la variable de integra
ión, y la solu
ión

es

Hma2(Ω) = 1− B
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
Ω− Ωc

∆a

− γα,kl
}p+q

+

.

5. Para Ω > (Ωc +∆a/2), nuevamente tenemos interse

ión nula y la solu
ión es

Hma2(Ω) = HI(Ω− ξ)Ψp,q
2 (ξ) = 0.

El 
onjunto de todas las fun
iones obtenidas en los diferentes intervalos se puede

resumir en la siguiente expresión 
errada

Hma2(Ω) = 1− B
p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |Ω| − Ωc

∆a
− γα,kl

}p+q

+

,

y sustituyendo los valores de las 
onstantes auxiliares por sus valores originales, resulta

Hma2(Ω) = 1− (p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |Ω| − Ωc

∆a
−
(
k + αl

p+ αq
− 1

2

)}p+q

+

, (4.28)

que representa la respuesta en fre
uen
ia del �ltro analógi
o obtenido utilizando las

fun
iones α-spline de tipo II (FAII), y que es válida ∀ − ∞ < Ω < ∞ , 0 < α < 1 ,
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p > 0 y q ≥ 1. La respuesta en fre
uen
ia del �ltro, de a
uerdo 
on (4.28), presenta las

siguientes 
ara
terísti
as

1. Si 0 < |Ω| <
(
Ωc − ∆a

2

)
, tenemos que

Hma2(Ω) = 1.

2. Si (Ωc +∆a/2) < |Ω| <∞ , tenemos que

Hma2(Ω) = 0.

3. Si (Ωc −∆a/2) < |Ω| < (Ωc +∆a/2), tenemos que

Hma2(Ω) ∈ (0, 1).

4.3.2. Respuesta al impulso del �ltro analógi
o

La respuesta al impulso del �ltro ideal,

hI(t) = F−1{HI(Ω)}

se determina apli
ando (3.4) a (4.26), obteniéndose:

hI(t) =
sin(Ωct)

πt
=

Ωc

π
sin


(
Ωct

π

)
. (4.29)

De las propiedades de la 
onvolu
ión, la respuesta al impulso del �ltro modi�
ado,

hma2(t), a partir de las expresiones (4.29) y (3.48), viene dada por:

hma2(t) =
Ωc

π
sin


(
Ωct

π

)[
sin{(∆at)/(2(p+ αq))}

∆at/(2(p+ αq))

]p [
sin{(α∆at)/(2(p+ αq))}

α∆at/(2(p+ αq))

]q
,

o de modo equivalente

hma2(t) =
Ωc

π
sin


(
Ωct

π

)[
sin


(
∆at

2π(p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆at

2π(p+ αq)

)]q
. (4.30)

Las e
ua
iones (4.30) y (4.28) representan, respe
tivamente, la respuesta al impulso

y la respuesta en fre
uen
ia del �ltro modi�
ado.
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4.3.3. Modelado de la banda de transi
ión mediante fun
iones

α-spline de tipo I

Si se realiza la 
onvolu
ión en fre
uen
ia entre la 
ara
terísti
a ideal del �ltro y

la familia de fun
iones α-spline en fre
uen
ia de tipo I dada por (3.38), se obtiene la

respuesta en fre
uen
ia modi�
ada 
on una banda de transi
ión 
uya forma es 
ambiante


on los valores de los parámetros que la de�nen, p, q y α. Llamando Hma1(Ω) y hma1(t)

a las respuestas en fre
uen
ia y al impulso del �ltro modi�
ado respe
tivamente, y

siguiendo el mismo argumento que para el 
aso de la familia α-spline en fre
uen
ia de

tipo II, se obtiene

Hma1(Ω) = 1− 1

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |Ω| − Ωc

∆a

−
[
(k + αl)− p+ αq

2

]}p+q

+

, (4.31)

que representa la respuesta en fre
uen
ia del �ltro analógi
o obtenido utilizando las

fun
iones α-spline de tipo I (FAI), y que es válida ∀ − ∞ < Ω < ∞, 0 < α < 1,

p ≥ 0 y q ≥ 1. Di
ha respuesta en fre
uen
ia se 
ara
teriza por ser la unidad en

el intervalo fre
uen
ial 0 ≤ |Ω|< Ωc − (p + αq)∆a/2 y por ser nula en el intervalo

Ωc + (p + αq)∆a/2 ≤ |Ω|< ∞. El intervalo de fre
uen
ias no 
ontemplado en los 
asos

previos forma la banda de transi
ión.

La respuesta al impulso resulta ser

hma1(t) =
ωc

π
sin


(
Ωct

π

)[
sin


(
∆at

2π

)]p [
sin


(
α∆at

2π

)]q
. (4.32)

4.3.4. Modelado de la banda de transi
ión mediante fun
iones

α-spline de tipo III

Denotando Hma3(Ω) y hma3(t) a las respuestas en fre
uen
ia y al impulso del �l-

tro modi�
ado por medio de la familia de fun
iones α-spline en fre
uen
ia de tipo III

respe
tivamente, se obtienen los resultados que se muestran a 
ontinua
ión. Así,

Hma3(Ω) = 1− ppqq

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |Ω| − Ωc

∆a
−

(
k

p
+ α

l

q

)
+

(
1 + α

2

)}p+q

+

, (4.33)

representa la respuesta en fre
uen
ia del �ltro analógi
o obtenido utilizando las fun
iones

α-spline de tipo III (FAIII), y que es válida ∀−∞ < Ω <∞ , 0 < α < 1 , p ≥ 0 y q ≥ 1.

Di
ha respuesta en fre
uen
ia se 
ara
teriza por ser la unidad en el intervalo fre
uen
ial

0 ≤ |Ω|< Ωc− (1+α)∆a/2 y por ser nula en el intervalo Ωc+(1+α)∆a/2 ≤ |Ω|<∞. El

intervalo de fre
uen
ias no 
ontemplado en los 
asos previos forma la banda de transi
ión.
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Finalmente, la respuesta al impulso viene dada por la expresión

hmd3(t) =
Ωc

π
sin


(
Ωct

π

)[
sin


(
∆at

2πp

)]p [
sin


(
α∆at

2πq

)]q
. (4.34)

4.4. Considera
iones �nales sobre la formula
ión analó-

gi
a

Dada la forma fun
ional de las e
ua
iones (4.28), (4.31) y (4.33), pare
e bastante

evidente la di�
ultad que entraña la implementa
ión de di
hos �ltros 
on elementos

analógi
os bási
os, por lo que posteriormente no apli
aremos di
ha formula
ión al diseño

de �ltros. Tan solo se debe indi
ar que, 
omo se 
omentó anteriormente, 
on todas las

restri

iones que impone el teorema del muestreo, podemos pasar de esta formula
ión a

la del dominio del tiempo dis
reto ha
iendo los 
ambios de variable t = nT , ω = ΩT y

∆d = ∆aT , para �nalmente, y sin pérdida de generalidad, tomar el periodo de muestreo

T = 1. Ha
iendo esta sustitu
ión en las e
ua
iones analógi
as (4.30), (4.32) y (4.34), que

representan las respuestas al impulso, se obtendrían idénti
as e
ua
iones a las obtenidas

dire
tamente mediante el pro
edimiento desarrollado totalmente en el ámbito digital,

(4.18), (4.22) y (4.25), representativas de las respuestas al impulso en el dominio dis
reto

(método de la invarianza al impulso).

4.5. Resumen de las respuestas de los �ltros digitales

Se presentan en esta se

ión, teniendo en 
uenta los resultados expuestos en la se

ión

4.2, a modo de re
opila
ión, las respuestas en fre
uen
ia y al impulso de los �ltros

digitales obtenidos mediante el pro
edimiento des
rito en la memoria.

Para el modelo basado en las fun
iones α-spline de tipo I, las respuestas en fre-


uen
ia y al impulso, que vienen dadas por las e
ua
iones (4.21) y (4.22), se es
riben a


ontinua
ión

Hmd1(ω) = 1− 1

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |ω| − ωc

∆d
−
[
(k + αl)− p+ αq

2

]}p+q

+

,

y

hmd1[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)[
sin


(
∆dn

2π

)]p [
sin


(
α∆dn

2π

)]q

=
sen(ωcn)

πn

[
sen (∆dn/2)

∆dn/2

]p [
sen (α∆dn/2)

α∆dn/2

]q
.
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Utilizando las fun
iones α-spline de tipo II, las respuestas en fre
uen
ia y al impulso,


ontempladas en las e
ua
iones (4.17) y (4.18), son

Hmd2(ω) = 1− (p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |ω| − ωc

∆d
−
(
k + αl

p+ αq
− 1

2

)}p+q

+

,

y

hmd2[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)[
sin


(
∆dn

2π(p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆dn

2π(p+ αq)

)]q

=
sen(ωcn)

πn

[
sen {∆dn/(2(p+ αq))}

∆dn/(2(p+ αq))

]p [
sen {α∆dn/(2(p+ αq))}
α∆dn/(2(p+ αq))

]q
.

Finalmente, rees
ribimos las respuestas en fre
uen
ia y al impulso utilizando el mo-

delado 
on las fun
iones α-spline de tipo III, dadas por las e
ua
iones (4.24) y (4.25),

Hmd3(ω) = 1− ppqq

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{ |ω| − ωc

∆d
−
(
k

p
+ α

l

q

)
+

(
1 + α

2

)}p+q

+

,

y

hmd3[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)[
sin


(
∆dn

2πp

)]p [
sin


(
α∆dn

2πq

)]q

=
sen(ωcn)

πn

[
sen {∆dn/(2p)}

∆dn/(2p)

]p [
sen {α∆dn/(2p)}
α∆dn/(2p)

]q
.

En el apéndi
e A se ofre
e una representa
ión 
onjunta de todas las familias de

fun
iones α-spline y de los �ltros formulados 
on ellas, por medio de un 
onjunto de dos

parámetros 
onstru
tivos.

4.6. Filtros FIR máximamente planos

Una 
ara
terísti
a de interés que pueden presentar los �ltros es la de ser máximamen-

te planos. Esta propiedad está rela
ionada 
on la derivada de su respuesta en fre
uen
ia


on respe
to a la variable ω, en el 
aso que nos o
upa dada por fun
iones del tipo

Hmd(ω). Sea H
′
md(ω) di
ha derivada, enton
es si para un valor 
on
reto de la variable

ω = ω∗
la fun
ión derivada H ′

md(ω = ω∗) tiene B 
eros, enton
es se di
e que el �ltro, en

ω = ω∗
, es máximamente plano de grado B. Los valores más usuales para de�nir esta


ara
terísti
a de los �ltros son ω = 0 y ω = π.

Los prototipos de �ltros paso-bajo de�nidos mediante las respuestas en fre
uen
ia

(4.17), (4.21) o (4.24) son máximamente planos a lo largo de toda la banda de paso y

de toda la banda eliminada, al igual que en los puntos de unión de di
has bandas 
on
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los extremos de la banda de transi
ión. Además las primeras p + q − 1 derivadas son

a su vez fun
iones máximamente planas; por lo tanto los �ltros reales resultantes (tras

el trun
amiento) pueden exhibir buenas propiedades respe
to a la 
itada 
ara
terísti
a.

En el apéndi
e B se ponen de mani�esto las propiedades de las respuestas en fre
uen
ia

de los �ltros formulados 
on bandas de transi
ión modeladas 
on las fun
iones α-spline

de la familia de tipo II. De igual modo se demostrarían las mismas propiedades de los

�ltros 
on las otras dos familias de fun
iones α-spline.





Capítulo 5

Té
ni
as de diseño de �ltros FIR

5.1. Terminología

Para el diseño de un �ltro digital se deben espe
i�
ar las 
ara
terísti
as del mismo

a través de 
iertas toleran
ias permitidas en las diferentes bandas espe
trales prede�-

nidas por medio de la respuesta en fre
uen
ia, dando lugar a lo que se 
ono
e 
omo

espe
i�
a
iones, plantilla de espe
i�
a
iones o más
ara espe
tral del �ltro.

5.1.1. Parámetros de diseño

Sin pérdida de generalidad, nos 
entraremos en el diseño de �ltros paso-bajo. Del

mismo modo, 
omo las fun
iones de diseño 
ondu
en a respuestas al impulso simétri
as,

que propor
ionan 
ara
terísti
as de fase lineal, se estudiarán úni
amente las des
rip
io-

nes del módulo de la respuesta en fre
uen
ia. Teniendo en 
uenta que los 
oe�
ientes

de los �ltros presentados en las formula
iones del 
apítulo previo son reales, solo será

ne
esario espe
i�
ar la respuesta en fre
uen
ia en el intervalo 0 ≤ ω ≤ π. En di
ha

región, también hay que delimitar una banda de transi
ión que una de modo suave las

dos bandas de las que se 
omponen las respuestas en fre
uen
ia de los �ltros paso-bajo.

La banda de paso abar
ará la región 0 ≤ ω ≤ ωp, la banda eliminada se extenderá en la

región ωs ≤ ω ≤ π, mientras que la banda de transi
ión o
upará la región ωp ≤ ω ≤ ωs.

La 
ara
teriza
ión de todos estos elementos está bastante normalizada, pudiendo en-


ontrarse en 
ualquier publi
a
ión espe
ializada sobre el tema; siguiendo en parti
ular

a [133℄ se de�nen los siguientes parámetros:

δ1 o desvia
ión de la banda de paso : diferen
ia entre el máximo valor del módulo

de la respuesta en fre
uen
ia y la unidad,

δ2 o desvia
ión de la banda eliminada : valor máximo del módulo de la respuesta

en fre
uen
ia en la banda eliminada,

As = −20 log10 δ2 : Atenua
ión mínima de la banda eliminada en dB,
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Figura 5.1 � Espe
i�
a
iones de diseño de un �ltro paso-bajo.

Ap = −20 log10(1− δ1) : Maxima desvia
ión de la banda de paso en dB,

ωp o límite de la banda de paso : Pulsa
ión máxima que le 
orresponde un valor

del módulo de la respuesta en fre
uen
ia de (1− δ1),

ωs o límite inferior de la banda eliminada : Pulsa
ión mínima que le 
orresponde

un valor del módulo de la respuesta en fre
uen
ia de δ2,

∆ω = ωs − ωp : An
hura de la banda de transi
ión en radianes,

∆f = ∆ω/(2π) : An
hura de la banda de transi
ión en Hz.

Las representa
iones grá�
as de los módulos de las respuestas en fre
uen
ia se suelen

ha
er en fun
ión de la variable ω o de la variable f utilizando diferentes rangos de

varia
ión de las mismas, por ejemplo, 0 ≤ ω ≤ π o 0 ≤ f ≤ 1/2. En la �gura 5.1 se

indi
an los parámetros previamente de�nidos que espe
i�
an las toleran
ias permitidas.

En las �guras 5.2 y 5.3 se pueden ver detalles de la banda de paso y de la banda eliminada

respe
tivamente.

5.1.2. Métodos de diseño de �ltros

A lo largo del tiempo se han elaborado diferentes té
ni
as o pro
edimientos que

generan �ltros digitales que 
umplen 
on determinadas espe
i�
a
iones de�nidas de an-

temano. En general se diseñan �ltros paso-bajo, también denominados �ltros prototipo,

y a partir de ellos, mediante diversas trasforma
iones, se puede obtener 
ualquier otro ti-

po de �ltros. Para el diseño de los �ltros prototipo se pueden utilizar té
ni
as que pueden
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ser muy simples o pueden requerir pro
esos elaborados. Algunas de las té
ni
as están ba-

sadas en la teoría de la aproxima
ión de fun
iones, 
on el objetivo de obtener respuestas

en fre
uen
ia implementables que sean una buena aproxima
ión al �ltro deseado. Otras

té
ni
as se abstraen de la aproxima
ión implí
ita y se basan dire
tamente en determi-

nados 
riterios de optimiza
ión o restri

iones que tienen 
omo objetivo propor
ionar

algunos ahorros, ya sean de 
oste 
omputa
ional o de ne
esidades de alma
enamiento. En

general, siguiendo a [134℄, las té
ni
as de optimiza
ión tienen 
omo propósito la determi-

na
ión de unos parámetros de diseño, representados por un ve
tor x = {x1, x2, · · · , xn},
que se 
onsideran los valores más ade
uados para 
ara
terizar el diseño en algún sentido

previamente de�nido. El pro
eso se des
ribe por medio de una fun
ión objetivo depen-

diente de la variable que representa los parámetros bus
ados, f
obj

(x), la 
ual debe ser

maximizada o minimizada de a
uerdo a un 
onjunto de restri

iones, de�nidas mediante

un grupo de igualdades, por ejemplo Ri(x) = 0, (i = 1, 2, · · · , m∗), o de desigualdades,

por ejemplo Ri(x) < 0, (i = m∗+1, m∗+2, · · · , m), o de limita
iones en los valores que

pueden tomar los parámetros de diseño o variables de optimiza
ión. Las diversas té
-

ni
as di�eren, fundamentalmente, en que la búsqueda del valor óptimo se realiza sobre

un 
onjunto más o menos exhaustivo dentro del espa
io total de solu
iones. De a
uer-

do 
on esta des
rip
ión, 
uando se habla de �ltros óptimos, se debe entender que son

los mejores posibles en algún sentido prede�nido valorado por un parámetro o métri
a

que 
uanti�que alguna presta
ión o presta
iones del �ltro. A 
ontinua
ión se enumeran

algunas de las té
ni
as empleadas en el diseño de �ltros.

1. Método de diseño por medio de fun
iones ventana. El diseño es simple y

robusto, sin embargo no es óptimo en ningún sentido 
uando la ventana es diferente

a la ventana re
tangular, la 
ual da lugar a �ltros óptimos en el sentido del mínimo

error integral 
uadráti
o.

2. Método del muestreo en fre
uen
ia. La respuesta en fre
uen
ia es exa
ta

en las muestras 
onsideradas, pero en 
ambio es difí
il de 
ontrolar el valor del

módulo de la respuesta en fre
uen
ia entre muestras 
onse
utivas.

3. Método minimax. Consiste en que para unos valores �jos de N y ∆f aso
iados

al �ltro se debe ha
er mínimo el valor máximo de las desvia
iones en la banda de

paso δ1 y en la banda eliminada δ2. Esto se deriva del teorema de la alternan
ia

[135℄. Basado en este teorema, se ha resuelto el problema de diseño de �ltros de

fase lineal de rizado 
onstante usando la té
ni
a del algoritmo de la alternan
ia de

Remez. El algoritmo resultante [136℄ y [137℄ permite 
on�gurar valores de rizado

diferentes en 
ada una de las bandas del �ltro. Además, las solu
iones dadas por el

algoritmo son tales que el error 
ometido, en 
ada una de las bandas espe
trales,

está distribuido uniformemente.

4. Método del mínimo error 
uadráti
o medio. Consiste en ha
er mínima la

integral, sobre una determinada banda de fre
uen
ias, del 
uadrado de la diferen
ia
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entre las respuestas en fre
uen
ia ideal y real. Esto da lugar a los �ltros óptimos

en el sentido de mínimos 
uadrados. El 
umplimiento de las espe
i�
a
iones no

está garantizado a priori, y a menudo se requieren intentos de prueba y error para

lograr el óptimo. El ejemplo más simple es el de los �ltros FIR basados en la

fun
ión ventana re
tangular, que es óptimo en este sentido 
uando se 
ontempla

sobre todo el 
onjunto de fre
uen
ias (banda de paso, banda de transi
ión y banda

eliminada) [123℄.

5. Método de respuesta máximamente plana. Se espe
i�
a en términos del

número de 
eros de la fun
ión derivada de la respuesta en fre
uen
ia del �ltro,


on respe
to a ω, a determinadas fre
uen
ias, en parti
ular en ω = 0. Dan lugar a

�ltros 
on respuestas en fre
uen
ia muy planas en la banda de paso alrededor de

la fre
uen
ia ω = 0 [138℄, los 
uales pueden ser de interés en 
iertas apli
a
iones

muy exigentes 
on las toleran
ias permitidas en la banda de paso, por ejemplo,

algunas apli
a
iones de audio profesional o apli
a
iones médi
as de diagnósti
o

[124℄ y [139℄.

Las té
ni
as para el diseño de �ltros 
ontemplados en esta memoria, que emergen

de respuestas al impulso de �ltros formulados 
on bandas de transi
ión generadas 
on

fun
iones α-spline, se pueden interpretar 
omo pro
edimientos de enventanado sujetos a

determinadas restri

iones. A 
ontinua
ión se da una visión de 
onjunto del método de

enventanado, así 
omo una breve introdu

ión de las fun
iones ventana más 
omunmente

utilizadas.

5.2. Generalidades del diseño de �ltros mediante ven-

tanas

Gra
ias a su simpli
idad, el método de enventanado es uno de los pro
edimientos más


omunes utilizados en el diseño de �ltros FIR. Las propiedades de los �ltros FIR dise-

ñados dependen dire
tamente de las 
ara
terísti
as de las fun
iones ventana utilizadas.

El esquema general se puede abordar, siguiendo por ejemplo a [128℄, bajo la perspe
ti-

va del diseño de un �ltro paso-bajo ideal, 
uya respuesta en fre
uen
ia viene dada por

(4.13). La respuesta al impulso (4.14) tiene la forma de una fun
ión �sin
�, de dura
ión

in�nita, no 
ausal e inestable, y por tanto imposible de implementar en la prá
ti
a. Para

resolver esta situa
ión, la forma más dire
ta que tenemos de a
tuar 
onsiste en trun
ar

la serie in�nita 
on la que se representa su respuesta en fre
uen
ia y elegir un número

�nito de términos de la respuesta al impulso, digamos N muestras tomadas de la forma

−M ≤ n ≤ M . Este pro
eso de simple trun
amiento es equivalente a multipli
ar la

respuesta al impulso in�nita por una ventana de longitud N y de amplitud 
onstante

e igual a la unidad en todas sus muestras. Como la respuesta al impulso y la fun
ión
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ventana re
tangular son simétri
as respe
to a n = 0, tienen respuestas en fre
uen
ia

de fase 
ero y vienen representadas por fun
iones reales y pares de ω. De este modo la

respuesta al impulso del �ltro trun
ado también presentará las mismas 
ara
terísti
as.

En efe
to, si hd[n] representa la respuesta al impulso del �ltro paso-bajo ideal y wR[n]

representa la ventana re
tangular de longitud 2M + 1, tal que −M ≤ n ≤ M , enton
es

la respuesta al impulso del �ltro enventanado h[n] viene dado por

h[n] = hd[n] · wR[n].

La respuesta en fre
uen
ia del �ltro resultante H(ω) se obtiene mediante la 
onvolu-


ión, en el dominio de la fre
uen
ia, de las respuestas en fre
uen
ia del �ltro paso-bajo

ideal Hd(ω) y de la ventana re
tangular WR(ω), es de
ir,

H(ω) = Hd(ω) ∗WR(ω) =
1

2π

∫ π

−π

Hd(θ)WR(ω − θ)dθ.

La respuesta en fre
uen
ia de una ventana re
tangular simétri
a respe
to a n = 0 y

de longitud N = 2M + 1, viene dada por

WR(ω) =
sen(ω(M + 1/2))

sen(ω/2)

y presenta un lóbulo prin
ipal y una serie de lóbulos se
undarios, que 
ondi
ionan to-

talmente la respuesta en fre
uen
ia del �ltro resultante. En la �gura 5.4 se puede ver la

respuesta en fre
uen
ia del �ltro ideal, la respuesta en fre
uen
ia de la ventana re
tangu-

lar, que se muestra 
entrada en 
uatro pulsa
iones distintas a medida que se desarrolla la

opera
ión de 
onvolu
ión, y la respuesta en fre
uen
ia del �ltro trun
ado, para M = 7.

Como se observa en la 
itada �gura, la respuesta en fre
uen
ia resultante presenta on-

dula
iones en ambas bandas de fre
uen
ia y una región de transi
ión no abrupta que


one
ta las mismas, llamada banda o región de transi
ión. Centrándose en la zona de

fre
uen
ias 
orrespondientes a la banda de transi
ión, algunas 
onsidera
iones de interés

que pueden extraerse del análisis de la grá�
a son:

1. La máxima 
ontribu
ión a la integral de 
onvolu
ión de la respuesta en fre
uen
ia

de la ventana, que se 
orresponde 
on la pulsa
ión ω1 para la que se obtiene el

valor pi
o 1+δ1 en la banda de paso, se produ
e 
uando la fun
iónWR(ω−θ) está
lo
alizada de forma que su primer lóbulo lateral negativo, a la dere
ha del lóbulo

prin
ipal, 
omienza justamente en la fre
uen
ia de 
orte ωc. El lóbulo prin
ipal y

los lóbulos laterales a su izquierda son las zonas que 
ontribuyen a la integral de


onvolu
ión.

2. Su
esivos despazamientos a partir de la posi
ión anterior, ha
en que la 
ontribu
ión

deWR(ω−θ) a la integral de 
onvolu
ión vaya disminuyendo, de modo que 
uando
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Figura 5.4 � Convolu
ión entre las respuestas en fre
uen
ia de una ventana re
tangular

y del �ltro ideal. Respuesta en fre
uen
ia del �ltro trun
ado.

esté 
entrada en la fre
uen
ia de 
orte del �ltro ωc, la mitad del lóbulo prin
ipal y

los lóbulos laterales a su izquierda son las zonas que 
ontribuyen a la integral de


onvolu
ión.

3. Cuando WR(ω − θ) está 
entrada en una pulsa
ión a la izquierda de la fre
uen
ia

de 
orte ωc, digamos en ωc−∆, la zona que 
ontribuye a la integral de 
onvolu
ión

está formada por los lóbulos laterales a la izquierda del lóbulo prin
ipal, la mitad

izquierda del lóbulo prin
ipal, más una pequeña parte de la mitad dere
ha del

lóbulo prin
ipal, y si está 
entrada en una pulsa
ión a la dere
ha de ωc, desplazada

el mismo valor ∆, es de
ir, 
entrada en ωc + ∆, enton
es la zona que 
ontribuye

a la integral de 
onvolu
ión está formada por los lóbulos laterales a la izquierda

del lóbulo prin
ipal y la mitad izquierda del lóbulo prin
ipal menos una parte

del mismo que tiene un área idénti
a a la parte dere
ha del lóbulo prin
ipal que


ontribuía en el supuesto anterior.

4. Se produ
e la mínima 
ontribu
ión a la integral de 
onvolu
ión de la respuesta en

fre
uen
ia de la ventana, que se 
orresponde 
on la pulsa
ión ω2 (el máximo de

la fun
ión WR(ω − θ) que apare
e más a la izquierda en la men
ionada grá�
a se


orresponde 
on −ω2, siendo la situa
ión simétri
a en −ωc) para la que se obtiene

el valor pi
o negativo −δ2 en la banda eliminada, 
uando la fun
ión WR(ω − θ)
está lo
alizada de forma que su primer lóbulo lateral negativo, a la izquierda del

lóbulo prin
ipal, 
omienza justamente en la fre
uen
ia de 
orte ωc.
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5. De los puntos anteriores se in�ere que a iguales varia
iones de la pulsa
ión por

en
ima y por debajo de la pulsa
ión de 
orte ωc, les 
orresponde iguales varia
iones

en la respuesta en fre
uen
ia. Esto quiere de
ir que si efe
tuamos un 
ambio del

origen de referen
ia, desde el punto (0, 0) al punto (ωc, H(ωc)), enton
es la zona de

la respuesta en fre
uen
ia representativa de la banda de transi
ión, des
rita ahora

por las variables ω′ = ω − ωc y H
′(ω′) = H(ω) − H(ωc) resulta ser una fun
ión

impar de ω′
, es de
ir se veri�
a que H ′(ω′) = −H ′(−ω′). Así, si desde la fre
uen
ia

de 
orte nos a
er
amos ha
ia el valor pi
o en la banda de paso, los ex
esos sobre

la unidad de los valores de la respuesta en fre
uen
ia, son los mismos que los

valores negativos que toma la respuesta en fre
uen
ia según nos a
er
amos ha
ia

el valor pi
o negativo en la banda eliminada, por tanto δ1 ∼= δ2, y, en 
onse
uen
ia,

H(ω1)+H(ω2) = 1+ δ1− δ2 ∼= 1. En parti
ular, para 
ualesquiera dos fre
uen
ias

equidistantes de la fre
uen
ia de 
orte se veri�
a que H(ωc− ω) +H(ωc +ω) ∼= 1.

6. Las varia
iones iguales de la respuesta en fre
uen
ia a un lado y a otro de la

fre
uen
ia de 
orte, nos di
e que H(ωc − ω)−H(ωc) ∼= H(ωc)−H(ωc + ω) de lo

que se dedu
e que 2H(ωc) ∼= H(ωc− ω) +H(ωc +ω) ∼= 1, por tanto, H(ωc) ∼= 0.5.

De lo expuesto, podemos 
on
luir que las 
ara
terísti
as de los rizados y de la región

de transi
ión dependen fuertemente de la forma de los lóbulos presentes en la respuesta

en fre
uen
ia de la fun
ión ventana re
tangular. Así, los rizados están rela
ionados 
on

el tamaño de las áreas de los lóbulos laterales, de modo que 
uanto mayores sean las

áreas bajo los mismos, mayores serán los rizados en la banda de paso y en la banda

eliminada, mientras que la an
hura espe
tral de la región de transi
ión está rela
ionada

de forma dire
ta 
on la an
hura espe
tral del lóbulo prin
ipal del espe
tro de la ventana.

Se desearía poder diseñar �ltros reales utilizando po
os 
oe�
ientes, ya que el nú-

mero N de 
oe�
ientes está dire
tamente rela
ionado 
on la 
omplejidad 
omputa
ional

del �ltro, y tal que su respuesta en fre
uen
ia se aproxime lo máximo posible al �ltro

paso-bajo ideal, para lo 
ual se ne
esitaría que la respuesta en fre
uen
ia de la fun
ión

ventana estuviese próxima a una fun
ión delta de Dira
 de�nida en fre
uen
ia. Desafor-

tunadamente estos dos supuestos son 
ontradi
torios. Para la ventana re
tangular la

an
hura del lóbulo prin
ipal disminuye a medida que aumenta el número de términos de

la ventana, pero el área bajo los lóbulos laterales permane
e 
onstante a medida que el

número de términos N aumenta, ya que esta 
ara
terísti
a depende ex
lusivamente de

la forma de la ventana.

En esta des
rip
ión 
ualitativa podemos en
ontrar las propiedades relevantes que se

han de tener en 
uenta para el diseño de �ltros mediante la té
ni
a basada en fun
iones

ventana. La simetría que presentan las fun
iones ventana utilizadas para el diseño de �l-

tros ha
e que los �ltros diseñados presenten una serie de 
ara
terísti
as que enumeramos

a 
ontinua
ión. A saber,
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1. La an
hura de la banda de transi
ión es igual a ambos lados de la fre
uen
ia de


orte ideal, es de
ir ωc − ωp = ωs − ωc.

2. El pi
o del error de aproxima
ión δ en la banda de paso es igual al de la banda

eliminada, δ1 = δ2.

3. La separa
ión espe
tral entre la pulsa
ion más alta a la que le 
orresponde un

valor 1 + δ1 del módulo de la respuesta en fre
uen
ia en la banda de paso y la

pulsa
ión más baja a la que le 
orresponde un valor δ2 del módulo de la respuesta

en fre
uen
ia de la banda eliminada es aproximadamente igual a la an
hura del

lóbulo prin
ipal de la fun
ión ventana.

4. La an
hura de la región de transi
ión está dire
tamente rela
ionada 
on la an
hura

del lóbulo prin
ipal de la fun
ión ventana.

5. El pi
o del error de aproxima
ión está determinado por la forma de la ventana, y

es independiente del orden del �ltro.

Los rizados 
ara
terísti
os que se presentan en las bandas del �ltro se 
ono
en 
on

el nombre de fenómeno de Gibbs, y la razón del mismo hay que bus
arla en la brus
a

transi
ión a 
ero de la ventana re
tangular en sus dos extremos, o para ser más pre
isos,

las os
ila
iones se deben a la 
onvergen
ia no uniforme de la serie de Fourier de la fun
ión

�sin
�.

5.3. Fun
iones ventana

Para solventar este problema se han propuesto diferentes solu
iones, la más inmedia-

ta es la utiliza
ión de fun
iones ventana 
uyas formas en el dominio del tiempo de
aigan

suavemente a 
ero a medida que nos a
er
amos a sus extremos, de este modo se elimi-

nan las dis
ontinuidades abruptas en el dominio del tiempo (que son las responsables

de la apari
ión de altas fre
uen
ias en el espe
tro en forma de lóbulos laterales pronun-


iados) lo que da lugar a respuestas en fre
uen
ia 
on lóbulos laterales redu
idos y en


onse
uen
ia se 
onsigue que los rizados en las bandas sean menores. Esta redu

ión se

ha
e a expensas de in
rementar la an
hura de la región de transi
ión, efe
to que puede


ompensarse aumentando la longitud del �ltro.

Para ejempli�
ar esta idea, podemos ha
er uso de una ventana de Hamming para

trun
ar la respuesta al impulso ideal. Si denominamos wHm[n] a la ventana de Hamming,

enton
es la respuesta al impulso del �ltro enventanado h[n] viene dado por

h[n] = hd[n] · wHm[n].

En la �gura 5.5 se observan los valores de las fun
iones ventana re
tangular y de

Hamming, así 
omo las respuestas al impulso del �ltro ideal y de los �ltros trun
ados
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Figura 5.5 � Multipli
a
ión de la respuesta al impulso del �ltro ideal y fun
iones ventana

re
tangular y Hamming.

por medio de las ventanas 
itadas, donde se pone de mani�esto el de
aimiento ha
ia 
ero

de los valores de la ventana de Hamming según nos aproximamos a los extremos y, en


onse
uen
ia, la menor amplitud de las muestras de las respuestas al impulso trun
adas

mediante di
ha ventana. La respuesta en fre
uen
ia del �ltro resultante H(ω) se obtiene

mediante la 
onvolu
ión, en el dominio de la fre
uen
ia, de las respuestas en fre
uen
ia

del �ltro paso-bajo ideal Hd(ω) y de la ventana re
tangular WHm(ω), es de
ir,

H(ω) = Hd(ω) ∗WHm(ω) =
1

2π

∫ π

−π

Hd(θ)WHm(ω − θ)dθ.

En la �gura 5.6 se muestra el pro
eso de 
onvolu
ión des
rito. En la misma están

representadas la respuesta en fre
uen
ia de la fun
ión ventana 
orrespondiente a una

ventana de longitud N = 15, la respuesta en fre
uen
ia del �ltro ideal y la respuesta

en fre
uen
ia del �ltro enventanado resultante. Comparando visualmente las �guras 5.4

y 5.6 se pueden observar las propiedades anteriormente des
ritas, es de
ir, la an
hura

espe
tral del lóbulo prin
ipal es mayor en la ventana de Hamming que la 
orrespondiente

a la ventana re
tangular, pero las amplitudes de los lóbulos se
undarios de la ventana de

Hamming son menores que las amplitudes de los de la ventana re
tangular. Todo esto


ondu
e a que la respuesta en fre
uen
ia del �ltro enventanado mediante la ventana

de Hamming presente menores rizados en las bandas de paso y eliminada y una mayor

an
hura espe
tral de la banda de transi
ión resultante que los valores 
orrespondientes a

la respuesta en fre
uen
ia del �ltro trun
ado (uso de la ventana re
tangular). Esto es, si
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Figura 5.6 � Convolu
ión entre las respuestas en fre
uen
ia de una ventana Hamming y

del �ltro ideal. Respuesta en fre
uen
ia del �ltro enventanado.

la 
omplejidad del �ltro es �ja, la mejora en una propiedad (menores rizados) 
onlleva el

deterioro en alguna otra (aumentos en la an
hura espe
tral de la banda de transi
ión).

5.3.1. Fun
iones ventana de parámetros �jos

Las fun
iones ventana se pueden 
lasi�
ar en dos grandes grupos, el primero de ellos

es el grupo de ventanas �jas que in
luye, entre otras, la ventana de Hanning (también


ono
ida 
on el nombre de Hann), la ventana de Hamming y la ventana de Bla
kman


omo las más 
omunes. Todas ellas pueden 
al
ularse fá
ilmente [128℄ ya que sus for-

mas fun
ionales pueden expresarse en fun
ión de la ventana re
tangular modulada 
on

fun
iones de tipo 
osenoidal. Para fun
iones ventana de longitud impar N = 2M + 1,

las formas fun
ionales de las distintas ventanas 
ontempladas se pueden expresar [140℄


omo

w[n] =

[
C1 + C2 cos

(
2πn

2M + 1

)
+ C3 cos

(
4πn

2M + 1

)]
wR[n], −M ≤ n ≤M,

donde wR[n] representa la fun
ión ventana re
tangular simétri
a de longitud N = 2M+

1. Los distintos valores de los 
oe�
ientes {C1, C2, C3} de�nen los diferentes tipos de

fun
iones ventana. Los valores 
orrespondientes a 
ada una de las 
itadas fun
iones

ventana se detallan en la tabla 5.1.
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Tabla 5.1 � Coe�
ientes de las fun
iones ventana de parámetros �jos

Tipo de ventana Coe�
iente C1 Coe�
iente C2 Coe�
iente C3

Hann 0.50 0.50 0
Hamming 0.54 0.46 0
Bla
kman 0.42 0.50 0.08

Al igual que la fun
ión ventana re
tangular, todas estas ventanas son simétri
as

respe
to a n = 0, lo que 
onlleva que las 
ara
terísti
as de los �ltros diseñados 
on

estas ventanas presentarán las mismas 
ara
terísti
as generales que los desarrollados

mediante el trun
amiento de la respuesta al impulso del �ltro ideal. En parti
ular, sus

respuestas en fre
uen
ia son de fase 
ero y vienen representadas por fun
iones reales y

pares de ω. Asimismo, la respuesta del �ltro enventanado para la fre
uen
ia de 
orte

es aproximadamente igual a 0.5 y los rizados son los mismos en ambas bandas. Los

tres tipos de fun
iones ventana des
ritos presentan la 
ara
terísti
a deseable de que sus

transformadas de Fourier se 
on
entran alredededor de ω = 0, pudiéndose determinar

las mismas mediante opera
iones bási
as 
on la transformada de Fourier de la ventana

re
tangular. Del mismo modo que su
edía 
on el �ltro obtenido mediante trun
amiento,

para 
onseguir una rápida transi
ión entre bandas se ne
esitan pequeñas an
huras del

lóbulo prin
ipal de la ventana, mientras que para redu
ir los rizados en las bandas se

requiere que el área bajo los lóbulos laterales sea muy pequeño. Por desgra
ia, estos dos

requerimientos son 
ontradi
torios, por lo que el uso de ventanas de parámetros �jos

ha
e que se pueda redu
ir la amplitud de los rizados en la banda de paso y atenuada,

manteniendo la 
ara
terísti
a de que la amplitud del rizado en la banda de paso es la

misma que en la banda atenuada y no dependen de la longitud del �ltro o de la fre
uen
ia

de 
orte. Esto se tradu
e en que la atenua
ión que presenta el �ltro resultante sea �ja,

mientras que la an
hura de la banda de transi
ión del �ltro sea inversamente propor
ional

a su longitud, 
omo en el 
aso del �ltro obtenido por trun
amiento. Los parámetros más

representativos de las ventanas �jas enumeradas, así 
omo las 
ara
terísti
as de los

�ltros paso-bajo obtenidos, utilizando el método de enventanado para su diseño, pueden

en
ontrarse en [140℄. A modo de resumen, en la tabla 5.2 se muestran las relativas a las

ventanas anteriormente 
itadas.

5.3.2. Fun
iones ventana de parámetros ajustables

Para tener 
ontrol sobre las desvia
iones de las bandas de paso y eliminada se ha

desarrollado un segundo grupo de fun
iones, 
uya velo
idad de transi
ión y su forma

general son ajustables. A 
ontinua
ión se 
itan algunas de estas ventanas junto 
on las

ideas prin
ipales que 
ontribuyen a su génesis.
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Tabla 5.2 � Propiedades de algunas fun
iones ventana de parámetros �jos

Tipo de

ventana

An
hura

del lóbulo

prin
ipal

Nivel relativo

del lóbulo

lateral

Atenua
ión

mínima de la

banda eliminada

An
hura de la

la banda de

transi
ión

Re
tangular 4π/(2M + 1) −13.3 20.9 0.92π/M
Hann 8π/(2M + 1) −31.5 43.9 3.11π/M

Hamming 8π/(2M + 1) −42.7 54.5 3.32π/M
Bla
kman 12π/(2M + 1) −58.1 75.3 5.56π/M

1.- Ventana basada en fun
iones de onda esferoidales

Todas estas fun
iones tienen 
omo �nalidad 
onseguir un grado de 
ompatibilidad

a
eptable entre esas dos 
ara
terísti
as 
ontrapuestas. El objetivo fundamental es en-


ontrar fun
iones 
uya respuesta en fre
uen
ia se 
on
entre fundamentalmente alrededor

de la fre
uen
ia nula, ω = 0. Este tema fue abordado 
on mu
ho detalle, en la dé
ada

de los sesenta, por Slepian, Landau y Polla
k en una serie de artí
ulos 
lási
os [141℄. La

solu
ión que en
ontraron estos autores se 
onstruía por medio de las llamadas fun
iones

de onda esferoidales. A partir de las mismas, se generan las se
uen
ias de ondas esfe-

roidales (llamadas se
uen
ias prolate en la literatura anglosajona), ws[n], [142℄ que son

se
uen
ias reales de longitud �nita y energía unidad, y veri�
an que la energía 
orres-

pondiente a una banda espe
i�
ada que in
luya las más altas fre
uen
ias ϑ ≤ ω ≤ π sea

mínima. La longitud y ϑ forman el par de parámetros de la familia de di
has se
uen
ias.

Si Ws(z) es la transformada Z de la se
uen
ia ws[n] 
on −M ≤ n ≤ M , se trata de

minimizar la 
antidad

1

π

∫ π

ϑ

|Ws(e
jω)|2dω, (5.1)

teniendo en 
uenta las 
onsidera
iones de energía unidad de la se
uen
ia que puede

expresarse 
omo

1

π

∫ π

0

|Ws(e
jω)|2dω = 1⇐⇒

N∑

n=0

w2
s [n] = 1.

Los elementos de las se
uen
ias de onda esferoidales para valores deM = 1, 2 · · ·10 y
para diferentes valores del parámetro ϑ se pueden en
ontrar en [143℄. En MATLAB viene

implementada la fun
ión dpss.m que nos propor
iona se
uen
ias esferoidales elongadas

dis
retas. Los argumentos esen
iales de la fun
ión son la longitud de las se
uen
ias N y el

produ
to de la longitud de la se
uen
ia y f1 que representa el extremo superior del rango

de fre
uen
ias [−f1, f1] normalizado, f1 < 1/2, donde se desea que esté 
on
entrada

prin
ipalmente la energía del espe
tro, es de
ir Nf = N · f1.
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2.- Ventana de Kaiser

La ventana ajustable más usada es la ventana de Kaiser [144℄ que, para una longitud

N = 2M + 1, viene dada [133℄ por

wk[n] =
I0

(
β
√
1− (n/M)2

)

I0(β)
, −M ≤ n ≤M,

donde I0(x) es la fun
ión de Bessel modi�
ada de orden 
ero, la 
ual puede 
al
ularse

mediante la serie de poten
ias

I0(x) = 1 +

∞∑

l=1

(
(x/2)l

l!

)2

,

y que es positiva para todo número real x. A todos los efe
tos prá
ti
os, es su�
iente

tomar los primeros veinte términos de la serie in�nita de la fun
ión I0(x). El �ltro

obtenido, utilizando la ventana de Kaiser, tiene fase 
ero ya que tanto la respuesta al

impulso ideal hd[n], 
omo la ventana de Kaiser wk[n] son fun
iones 
on simetría par en

el tiempo. El parámetro β es el fa
tor de forma de la ventana, 
ontrola la transi
ión de

la ventana en el tiempo y por tanto, la atenua
ión mínima del �ltro 
uando se utiliza

en el pro
eso de enventanado; juega el mismo papel que el parámetro ϑ en la ventana

óptima generada por las se
uen
ia de ondas esferoidales. La respuesta en fre
uen
ia de

la ventana de Kaiser es una ex
elente aproxima
ión de la respuesta en fre
uen
ia de la

se
uen
ia prolate.

Dados los valores de la atenua
ión As y de la an
hura de la banda de transi
ión

en her
ios ∆f , Kaiser propor
ionó fórmulas empíri
as que estiman los valores de los

parámetros β y N ne
esarios para tales �nes [144℄; así β puede en
ontrarse por medio

de

β =





0, si As < 21,

0.5842(As − 21)0.4 + 0.07886(As − 21), si 21 < As < 50,

0.1102(As − 8.7), si As > 50,

mientras que la longitud del �ltro N se en
uentra a partir de la expresión

N ≈ As − 7.95

14.36∆f
. (5.2)

Como en el resto de las ventanas anteriormente 
itadas, no tenemos ningún 
ontrol

sobre el rizado de la banda de paso δ1 una vez que hayamos determinado β y N ; no

obstante, en la mayoría de los 
asos δ1 resulta ser aproximadamente igual a δ2, que en

última instan
ia se determina mediante el valor de la atenua
ión. Las propiedades de la

ventana van 
ambiando 
on los diferentes valores del fa
tor de forma, en fun
ión de este

fa
tor, la ventana puede adoptar la forma de las ventanas �jas que se han 
onsiderado.
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3.- Ventana de Saramäki

Saramäki en [145℄ introdu
e un nuevo tipo de fun
iones ventana ajustables a partir

de la fun
ión ventana re
tangular ha
iendo una trasforma
ión en fre
uen
ia. Esta trans-

forma
ión 
ontiene un parámetro ajustable 
on el que se 
ontrola la an
hura del lóbulo

prin
ipal y, 
onse
uentemente, la atenua
ión mínima de la banda eliminada del �ltro

resultante. Como en el 
aso de la ventana de Kaiser, la ventana de Saramäki es una

muy buena aproxima
ión a las fun
iones esferoidales dis
retas que minimizan la energía

de los lóbulos laterales. Los �ltros FIR que se obtienen por medio de esta ventana son

ligeramente superiores (menos de un dB, en términos de atenua
ión mínima) a los ob-

tenidos mediante la ventana de Kaiser. Respe
to a la ventana de Kaiser, las prin
ipales

ventajas de la ventana de Saramäki son que ésta posee expresiones 
erradas y sen
illas

de evaluar tanto en el dominio del tiempo 
omo en el dominio de la fre
uen
ia y que no

se ne
esitan expansiones en series de poten
ias para determinar los valores de la fun
ión

ventana. Por otro lado y 
omo su
ede 
on el resto de las ventanas, la an
hura de la

banda de transi
ión del �ltro se 
ontrola por medio del orden del �ltro.

La 
onstru

ión de la ventana parte de la respuesta en fre
uen
ia de una ventana

re
tangular de longitud N = 2M + 1, que puede expresarse en términos de polinomios

de Chebyshev de diferente orden Tk(x) en la forma

WR(ω) =

n=M∑

n=−M

e−jωn = 1 + 2

M∑

k=1

Tk(cosω) =
sen[(2M + 1)ω/2]

sen(ω/2)
. (5.3)

A 
ontinua
ión, sobre (5.3), el autor apli
a la transforma
ión cosω −→ γ cosω +

(γ − 1), 
on

γ =

(
1 + cos

2π

2M + 1

)/(
1 + cos

2βπ

2M + 1

)
, (5.4)

y donde β es un parámetro ajustable que está dire
tamente rela
ionado 
on la an
hura

del lóbulo prin
ipal, obteniendo

Ŵ (ω) =
M∑

n=−M

ŵ[n]e−jωn = 1 + 2
M∑

j=1

Tj [γ cosω + (γ − 1)].

Como ŵ[0] no es igual a la unidad, Saramäki realiza un pro
eso de normaliza
ión y

obtiene la expresión de la fun
ión ventana que se es
ribe 
omo wsrm[n] = ŵ[n]/ŵ[0] para

−M ≤ n ≤M , mientras que su respuesta en fre
uen
ia se expresa mediante la rela
ión

Wsrm(ω) = Ŵ (ω)/ŵ(0). Los 
oe�
ientes ŵ[n] para −M ≤ n ≤ M pueden determinarse

mediante la expresión

ŵ[n] = v0[n] + 2
M∑

j=1

vj [n],
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donde los elementos vj [n] se pueden obtener de manera re
ursiva mediante las rela
iones

v0[n] =

{
1, si n = 0,

0, si n 6= 0,

v1[n] =





γ − 1, si n = 0,

γ/2, si |n| = 1,

0, para 
ualquier otro valor den,

y

vj[n] =

{
2(γ − 1)vj−1[n]− vj−2[n] + γ[vj−1[n− 1] + vj−1[n + 1]], si |j| ≤ n,

0, si |j| > n,

Finalmente, en [145℄, se estable
e que mediante un 
onjunto de datos experimentales,

se obtienen unas expresiones empíri
as que determinan el valor de β en fun
ión de la

atenua
ión deseada del �ltro realizado utilizando la ventana 
itada. La longitud ne
e-

saria del �ltro, para una determinada an
hura de la banda de transi
ión, se determina

mediante (5.2), que es la misma expresión que se utiliza 
on la ventana de Kaiser.

4.- Ventana de Dolph-Chebyshev

Otra fun
ión ventana ajustable es la de Dolph-Chebyshev, wdc[n], 
onstruida de

modo que se minimiza el nivel del mayor lóbulo se
undario en una banda espe
i�
ada

de fre
uen
ias que in
luye todas las fre
uen
ias superiores a una dada, es de
ir, en el

intervalo ϑ ≤ ω ≤ π. La ventana de Dolph-Chebyshev de longitud N = 2M+1 se de�ne

[146℄

wdc[n] =
1

2M + 1

[
1

γ
+ 2

M∑

j=1

Tj

(
β cos

jπ

2M + 1

)
cos

2jπn

2M + 1

]
, −M ≤ n ≤M,

donde

γ =
Amplitud del lóbulo lateral más alto

Amplitud del lóbulo prin
ipal

,

β = cosh

(
1

2M
cosh−1 1

M

)
,

y Tk(x) es el polinomio de Chebyshev de grado k-ésimo, de�nido 
omo

Tk(x) =

{
cos(k cos−1 x), si |x| ≤ 1,

cosh(k cosh−1 x), si |x| > 1.

Al igual que su
ede 
on las demás fun
iones ventana la an
hura del lóbulo prin
ipal

disminuye al aumentar el número de términos de la misma. Algunas propiedades intere-
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santes de estas ventanas es que todos los lóbulos se
undarios tienen la misma altura y

en 
onse
uen
ia los �ltros diseñados mediante estas ventanas tienen un 
omportamiento

de rizado 
onstante en la banda eliminada, por otro lado 
omparada 
on otras ventanas


ualesquiera de la misma longitud, ésta tiene el lóbulo prin
ipal de an
hura más peque-

ña, lo que se tradu
e en �ltros que presentan la an
hura de la banda de transi
ión más

pequeña [133℄.

En [147℄ se pueden en
ontrar las de�ni
iones y propiedades más relevantes de todas

las fun
iones ventana ajustables que se han 
itado, así 
omo una 
omparativa entre ellas.

Salvo la ventana re
tangular que produ
e �ltros óptimos en el sentido de minimizar el

error integral 
uadráti
o, los �ltros FIR basados en el método de la ventana en general no

son óptimos en ningún sentido, aún 
uando la propia ventana sea óptima en algún sentido

de�nido. Una ex
ep
ión lo 
onstituyen un tipo de �ltro paso-bajo llamado eigen�lters

[148℄ que son óptimos en un sentido de mínimos 
uadrados, pero de�niendo la fun
ión

objetivo del error de aproxima
ión 
omo una suma de errores aso
iados a las bandas

de paso y atenuada. Esta fun
ión de error se obtiene añadiendo un segundo sumando a

la fun
ión dada en (5.1) que fue usada para diseñar una ventana óptima. Este segundo

sumando representa una desvia
ión, en el sentido 
uadráti
o, de la respuesta en la banda

de paso respe
to a la respuesta ideal. Esta formula
ión permite obtener los 
oe�
ientes

del �ltro óptimo por medio de un ve
tor propio aso
iado a una matriz apropiada.

5.4. Fun
iones α-spline en el diseño de �ltros FIR

Una segunda forma de redu
ir las os
ila
iones aso
iadas al fenómeno de Gibbs, es

propor
ionar una zona de transi
ión entre las bandas de paso y eliminada, en la 
ual la

amplitud de la respuesta en fre
uen
ia de
aiga suavemente y de manera 
ontinua desde

el valor unidad en la banda de paso al valor 
ero en la banda eliminada. Con este �n se

han usado fun
iones spline, de�nidas en fre
uen
ia. En parti
ular, en el 
apítulo 4 de esta

memoria se han formulado �ltros paso-bajo modi�
ados, 
uyas respuestas en fre
uen
ia

vienen dadas por (4.17), (4.21) ó (4.24), que presentan bandas de transi
ión generadas

mediante las fun
iones α-spline, de�nidas en fre
uen
ia, pertene
ientes a uno 
ualquiera

de los tres tipos de familias que se presentaron en el 
apítulo 3. Estas fun
iones, 
on

independen
ia de la familia a la que pertene
en, son positivas y son no nulas en un

intervalo 
errado de fre
uen
ias 
uyo tamaño depende de los parámetros de de�ni
ión

de las mismas, es de
ir, para 
ada fun
ión su energía está distribuida sobre un intervalo

de fre
uen
ias 
errado, 
omo puede verse en la �gura 5.7.

A las respuestas en fre
uen
ia anteriormente 
itadas les 
orresponden respuestas al

impulso dadas, respe
tivamente, por las e
ua
iones (4.18), (4.22) ó (4.25) que dan lugar

a �ltros no 
ausales y de longitud in�nita. Estas respuestas al impulso de los �ltros

modi�
ados, hmdl[n], donde l indi
a la familia α-spline utilizada para modelar la banda

de transi
ión, son simétri
as alrededor de n = 0, ya que se obtienen mediante el produ
to
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Figura 5.7 � Lóbulos prin
ipal y se
undario de una fun
ión α-spline.

de la representa
ión temporal de las fun
iones α-spline y la respuesta al impulso del �ltro

ideal, que también lo son. En 
onse
uen
ia, las respuestas en fre
uen
ia de los �ltros

modi�
ados son de fase 
ero.

A partir de di
has respuestas al impulso de longitud in�nita se pretenden diseñar

�ltros FIR, para lo 
ual se ha
e impres
indible la realiza
ión de un trun
amiento de la

respuesta al impulso. Así, si se desea diseñar un �ltro FIR de longitud N = 2M + 1,

los 
oe�
ientes del �ltro resultante serán hr[n] = hmdl[n] donde −M ≤ n ≤ M . Este

trun
amiento es equivalente, a todos los efe
tos prá
ti
os, al método de diseño basado

en fun
iones ventana, del que ya se han esbozado las líneas generales en 5.2.

La representa
ión temporal trun
ada de las fun
iones α-spline ha
e que su energía

no se 
on
entre en un lóbulo úni
o, sino que aparez
a distribuida entre un lóbulo prin-


ipal 
entrado en la pulsa
ión ω = 0 y varios lóbulos se
undarios 
on amplitudes, y en


onse
uen
ia energías, de
re
ientes.

En la �gura 5.7, además de darse la respuesta en fre
uen
ia 
orrespondiente a la

respuesta al impulso in�nita (no trun
amiento), se muestran el lóbulo prin
ipal y varios

lóbulos se
undarios de una fun
ión que pertene
e a la familia α-spline de tipo III, para

los supuestos de dos diferentes trun
amientos.

Las 
ara
terísti
as de estos lóbulos in�uyen, de manera dire
ta, en las propiedades

de los �ltros FIR diseñados. En parti
ular, las bandas ya no son planas sino que pre-

sentan rizados 
uyos tamaños dependen de las amplitudes de los lóbulos se
undarios de

la respuesta en fre
uen
ia 
orrespondiente a la fun
ión α-spline temporal trun
ada. Por

otro lado, la an
hura de la banda de transi
ión del �ltro modi�
ado resultante depende

de la an
hura del lóbulo prin
ipal, intervalo fre
uen
ial 
omprendido entre los dos pri-
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meros 
ru
es por 
ero a la dere
ha e izquierda del origen, de la respuesta en fre
uen
ia


orrespondiente a la fun
ión α-spline temporal trun
ada.

El trun
amiento ne
esario para la obten
ión del �ltro realizable 
ondu
e a plantearse

una serie de preguntas previas, 
omo pueden ser, ¾dónde realizar el trun
amiento? o ¾qué

grado

1

de las fun
iones spline es el más idóneo? a las que debemos 
ontestar antes de

proseguir.

Para responder a estas preguntas, es ne
esario 
omprender las rela
iones entre los

parámetros 
on los que se formulan los �ltros, la fre
uen
ia de 
orte ωc, la an
hura de

la banda de transi
ión ∆d, el número de términos del �ltro N y el grado α o β spline

(p+ αq o ρ), y su in�uen
ia sobre los �ltros resultantes.

Salvo el grado α-spline que puede sele

ionarse de manera totalmente libre, los de-

más parámetros están sujetos a 
iertas limita
iones, por ejemplo la fre
uen
ia de 
orte

ωc típi
amente viene determinada por la apli
a
ión y no puede ser 
ambiada por el

diseñador, por otra parte, la an
hura de la banda de transi
ión ∆d, aunque �jada por

espe
i�
a
iones de diseño, puede alterarse ligeramente en algunos supuestos, mientras

que la longitud del �ltro N estará limitada en primera aproxima
ión por 
uestiones ta-

les 
omo la 
omplejidad 
omputa
ional, 
onsidera
iones de memoria o restri

iones de

retardo en la velo
idad de grupo; por tanto, en este pro
edimiento de diseño de �ltros

se dan dos pro
esos separados y 
onse
utivos. El primero, la utiliza
ión de fun
iones

spline para generar bandas de transi
ión, tiene por objetivo mitigar el fenómeno de

Gibbs, mientras que el segundo, el pro
eso de trun
amiento basado en algún 
riterio de

optimiza
ión, pretende obtener un �ltro realizable.

En la �gura 5.8 se 
omparan los espe
tros de la ventana re
tangular y de una fun-


ión α-spline de tipo III trun
ada, de la misma longitud que la ventana re
tangular.

Como puede observarse, el 
omportamiento respe
to a la an
hura del lóbulo prin
ipal

es idénti
o, es de
ir la an
hura se redu
e al aumentar la longitud de las fun
iones, sin

embargo, el 
omportamiento es muy diferente 
on respe
to a las amplitudes de los lóbu-

los se
undarios donde se produ
en 
omportamientos totalmente distintos. Al aumentar

la longitud, las amplitudes de los lóbulos laterales disminuyen para la fun
ión α-spline,

pero se mantienen invariables para el 
aso de la ventana re
tangular, lo que pone de

mani�esto que la 
onvergen
ia de la serie basada en fun
iones α-spline es más rápida

que la debida a la ventana re
tangular y, por lo tanto, las os
ila
iones en las bandas de

los �ltros basados en las fun
iones α-spline se redu
en, respe
to a las obtenidas a través

de la ventana re
tangular.

En la �gura 5.9 puede verse este efe
to paraM = 7, donde se muestran las respuestas

en fre
uen
ia obtenidas a partir de la respuesta al impulso ideal y de la respuesta ideal

de un �ltro modi�
ado 
on fun
iones α-spline de tipo III trun
adas, utilizando el valor

ωc = 0.5π 
omo pulsa
ión de 
orte del �ltro paso-bajo.

1

Utilizábamos el término orden para referirnos a las distintas fun
iones spline. En este 
apítulo

usaremos el término grado para no 
onfundir 
on el orden del �ltro.
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Obtenida esta respuesta de longitud �nita, se puede 
onstruir una respuesta 
ausal

introdu
iendo un retardo deM muestras, 
on lo que la respuesta al impulso se 
onvierte

en hc[n] = hr[n−M ], donde 0 ≤ n ≤ (N − 1), siendo el �ltro obtenido de fase lineal.

En todo el pro
eso des
rito se ha tratado de obtener un prototipo de �ltro paso-

bajo, pero de manera totalmente similar se pueden obtener distintos tipos de �ltros. Por

ejemplo, un �ltro paso-alto se genera a partir del prototipo paso-bajo restando de la

unidad la respuesta en fre
uen
ia del primero, mientras que un �ltro paso-banda puede,

igualmente, ser 
onstruido a partir del prototipo paso-bajo por medio de substra

iones

y/o modula
iones.

Las fun
iones β-spline, de exponente ra
ional, presentan una fuerte limita
ión, ya

que tienen que ser trun
adas de modo que la base de la fun
ión no sea negativa, ya que

podrían produ
irse valores 
omplejos según el exponente utilizado; el presente trabajo

se ini
ió 
on el objetivo de superar esta limita
ión del trun
amiento a puntos donde las

bases de la representa
ión temporal de las fun
iones β-spline fuesen positivas, generali-

zando el problema. Por ello se generaron las diferentes familias de fun
iones α-spline en

fre
uen
ia, 
uyas representa
iones temporales, que se 
omponen de fun
iones poten
iales

al igual que las fun
iones β-spline, están de�nidas para todo valor, positivo o negativo,

de sus bases y que mediante ellas se pudiesen obtener unos �ltros de iguales o mejores

presta
iones que los de�nidos en los trabajos men
ionados. A partir de los �ltros ideales

modi�
ados 
on bandas de transi
ión, 
onstruidas por medio de las fun
iones α-spline,

trataremos de obtener, 
on una ele

ión 
on
reta de los parámetros de partida y de un

trun
amiento ade
uado de la respuesta al impulso, �ltros de interés prá
ti
o (realizables)

que 
umplan 
iertas espe
i�
a
iones y que 
omparados 
on los �ltros diseñados median-

te las té
ni
as β-spline de exponente ra
ional, presenten 
iertas mejoras en algunas de

sus 
ara
terísti
as. En los siguientes epígrafes, se abordan di
hos supuestos.

5.5. Aproxima
iones del mínimo error integral 
uadrá-

ti
o

La integral del 
uadrado del error es un 
riterio de aproxima
ión usado a menudo en el

diseño de �ltros ya que es una medida de la energía aso
iada a los términos dese
hados de

la repuesta al impulso in�nita. Si hmdl[n] representa la respuesta al impulso de 
ualquiera

de los �ltros formulados en el 
apítulo 4, el prin
ipal objetivo de diseño, atendiendo a

este 
riterio, es la obten
ión de un �ltro FIR de longitud N , 
uya respuesta al impulso

h[n] es una versión trun
ada de hmdl[n], de manera que su respuesta en fre
uen
ia H(ω)

se aproxime a la respuesta en fre
uen
ia teóri
a HT (ω), entendida en este 
ontexto 
omo

la respuesta en fre
uen
ia de los �ltros modi�
ados 
on bandas de transi
ión basadas en

fun
iones α-spline dadas por (4.21), (4.17) o (4.24), esto es, HT (ω) = Hmdl(ω), sobre una

banda espe
i�
ada de fre
uen
ias, bajo el 
ondi
ionante de que se minimi
e la integral
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del error 
uadráti
o dada por

ǫLISE =
1

2π

∫ ωr

−ωr

|H(ω)−HT (ω)|2 dω =
1

2π

∫ ωr

−ωr

|H(ω)−Hmdl(ω)|2 dω, (5.5)

donde 
on el subíndi
e LISE se ha
e referen
ia al mínimo error integral 
uadráti
o.

Se ha de bus
ar una rela
ión entre el grado de las fun
iones α-spline, la longitud

del �ltro y la an
hura de la banda de transi
ión de modo que las propiedades del �ltro

resultante se aproximen, en la banda de fre
uen
ias espe
i�
ada, lo máximo posible a

las propiedades del �ltro teóri
o. Aunque el planteamineto es válido para las fun
iones

de 
ualquiera de las tres familias de fun
iones α-spline de�nidas, las 
on
lusiones que se

extraen en este 
apítulo ha
en referen
ia úni
amente a las fun
iones pertene
ientes a la

familia de tipo II, [149℄. La razón de esto es que el número de 
ombina
iones posibles de

los parámetros que de�nen los dos tipos de familias restantes es demasiado amplio y, en


onse
uen
ia, se ha
e 
ompli
ado abordar un pro
eso de sistematiza
ión de resultados,

por tanto, en el resto del trabajo, para el desarrollo de té
ni
as de diseño de �ltros

FIR se hará uso de la formula
ión de �ltros modi�
ados basados en fun
iones α-spline

de tipo II, 
uyas respuestas en fre
uen
ia y al impulso vienen dadas por (4.17) y (4.18)

respe
tivamente, es de
ir, la respuesta al impulso h[n] donde −M ≤ n ≤M es la versión

trun
ada de la respuesta al impulso in�nita hmd2[n] (4.18). Este pro
edimiento de diseño,

no propor
iona ningún 
ontrol sobre la atenua
ión de la banda eliminada.

5.5.1. Minimiza
ión del error integral 
uadráti
o total (MEICT)

Este problema puede plantearse 
omo la minimiza
ión de

ǫT =
1

2π

∫ π

−π

|H(ω)−Hmd2(ω)|2 dω =
∞∑

k=−∞

|h[k]− hmd2[k]|2

=

M∑

k=−M

|h[k]− hmd2[k]|2 + 2

∞∑

k=M+1

|hmd2(k)|2, (5.6)

donde

hmd2[k] =
ωc

π
sin


(
ωck

π

)[
sin


(
∆dk

2π(p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆dk

2π(p+ αq)

)]q
,

y h[k] es su versión trun
ada

h[k] =
ωc

π
sin


(
ωck

π

)[
sin


(
∆dk

2π(p+ αq)

)]p
·

[
sin


(
α∆dk

2π(p+ αq)

)]q
−M ≤ k ≤ M. (5.7)
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El mínimo global de la expresión (5.6) se obtiene 
uando el primer sumando de

la segunda igualdad de la e
ua
ión (5.6) se anula, lo 
ual exige que las respuestas al

impulso teóri
a y trun
ada deben ser iguales en el intervalo −M ≤ k ≤ M , es de
ir,

se debe veri�
ar que h[k] = hmd2[k], donde −M ≤ k ≤ M ; 
on esta ele

ión, el error

de aproxima
ión se representa mediante la suma de los términos dese
hados del �ltro

modi�
ado que viene dado por

ǫ2 = 2

∞∑

k=M+1

|hmd2[k]|2. (5.8)

La pregunta que nos ha
emos se puede formular 
omo sigue. Dado el 
onjunto de

espe
i�
a
iones del �ltro, formado por la fre
uen
ia de 
orte ωc, la an
hura de la banda

de transi
ión ∆d, y una determinada longitud del �ltro N , ¾qué grado ρ = p+αq de las

fun
iones α-spline es el más ade
uado?

Para responder a la 
uestión anterior, se han realizado abundantes pruebas, donde

se ha medido el error de aproxima
ión ǫ2 en fun
ión del orden del �ltro, para distintos

valores del grado ρ de las fun
iones α-spline, para un 
onjunto de valores �jos tanto de

ωc, 
omo de ∆d. Para limitar la amplía 
asuísti
a, todas las simula
iones, de las que se

han obtenido 
on
lusiones, se han realizado ha
iendo q = 1 en el grado de las fun
iones

α-spline, es de
ir, ρ = p+ α.

Una de estas pruebas se muestra en la �gura 5.10; en ella se representa el logaritmo

del error frente al semiorden del �ltroM para distintos valores del grado de las fun
iones

α-spline, tomando 
omo fre
uen
ia de 
orte ωc = 0.45π, y 
omo an
hura de la banda de

transi
ión ∆d = 0.1π.

De las pruebas realizadas, de las 
uales la mostrada en la �gura 5.10 es un ejemplo

representativo, se pueden sa
ar las siguientes 
on
lusiones:

1. El valor del logaritmo del error va de
ayendo 
ontinuamente a medida que M

aumenta, ya que el �ltro diseñado se aproxima 
ada vez más al �ltro teóri
o.

Dentro de esta tenden
ia general, apare
en zonas donde el logaritmo del error se

mantiene 
onstante para diferentes intervalos de M .

2. El valor de M donde 
omienzan las regiones planas, así 
omo la an
hura de las

mismas, se in
rementa al aumentar el grado de las fun
iones α-spline.

3. Cambiando los valores de la fre
uen
ia de 
orte y la an
hura de la banda de transi-


ión de los �ltros diseñados, se observa el mismo 
omportamiento del logaritmo del

error de aproxima
ión. Por otro lado, para un mismo valor del grado α-spline, los

valores ini
iales de M , en las zonas donde el logaritmo del error de aproxima
ión

se mantiene 
onstante, aumentan a medida que se exige una menor an
hura de la

banda de transi
ión.

Con el �n de ajustar lo más �elmente posible la an
hura obtenida de la banda

de transi
ión a la an
hura de la banda de transi
ión teóri
a hay que situarse en un
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Figura 5.10 � Logaritmo del error de aproxima
ión (log10 ǫ2) frente al semiorden M del

�ltro. Parámetro {p + αq(q = 1)}.

punto próximo al ini
io de alguna de las zonas planas que se ven en la �gura 5.10.

Las zonas planas 
oin
iden 
on puntos situados en las proximidades de los 
ru
es por


ero de nuestras fun
iones α-spline; así, si nos situamos en las 
er
anías del ini
io de


ualquier zona que no sea la primera, estaremos alargando inne
esariamente la longitud

del �ltro ya que habrá términos que prá
ti
amente no 
ontribuyan a disminuir el error

de aproxima
ión, in
rementando el número de opera
iones ne
esarias para determinar la

salida del �ltro. De la argumenta
ión anterior se a
onseja la ele

ión de un punto situado

justo a la dere
ha del primer 
odo de la 
urva donde se lo
aliza la primera zona plana

de las 
urvas que se muestran en la �gura 5.10; este punto se 
orresponderá 
on algún

punto próximo al primer 
ero de la representa
ión temporal de las fun
iones α-spline,

pero no ne
esariamente 
oin
idir 
on él.

El valor del grado α-spline bus
ado no es fá
il de lo
alizar analíti
amente. La razón

está en la representa
ión temporal de las fun
iones α-spline, que modelan la banda de

transi
ión. En di
ha representa
ión, el grado p + αq, apare
e tanto en el argumento de

fun
iones tipo seno, que están elevadas a distintas poten
ias p o q, 
omo en las bases de

fun
iones poten
iales de exponente p+ q; debido a esto, es difí
il evaluar su in
iden
ia,

sobre todo a medida que el grado de las fun
iones α-spline se in
rementa. Para ha
ernos

una idea aproximada del problema se va a 
onsiderar la forma que tienen nuestras

fun
iones α-spline en el dominio temporal, ya que las propiedades del �ltro dependen

dire
tamente de las 
ara
terísti
as de las fun
iones utilizadas para modelar las bandas

de transi
ión.
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Con el propósito de a
otar la zona de búsqueda del valor óptimo, lo
alizado en un

entorno del primer 
ru
e por 
ero de las fun
iones α-spline, se ini
ia un pro
edimiento

que a
túa sobre las fun
iones α-spline en el dominio del tiempo 
ontinuo. La razón de

la ele

ión de este ámbito de a
tua
ión se debe a que en di
ho entorno la lo
aliza
ión

de los puntos de interés se realiza de manera más fá
il y de forma más pre
isa. Se

está interesado en la delimita
ión de una zona alrededor del primer 
ru
e por 
ero de

las fun
iones α-spline, que se extenderá a ambos lados de la misma. Las propiedades

o 
omportamientos de las fun
iones 
ambian en las distintas regiones 
omprendidas

entre puntos singulares de la fun
ión 
omo pueden ser máximos y mínimos, in�exiones

y 
eros, por tanto pare
e lógi
o limitar la zona de búsqueda entre puntos notables que

se en
uentren a la izquierda y a la dere
ha del 
ru
e por 
ero.

Ha
iendo el 
ambio de variable

∆dt

2π(p+ αq)
= x, (5.9)

las fun
iones α-spline de tipo II se pueden es
ribir 
omo

Fα(x) = sin


p(x) · sin
q(αx) =
[
sen(πx)

πx

]p
·
[
sen(απx)

απx

]q
. (5.10)

Estas fun
iones son simétri
as alrededor del origen, y para valores positivos de x

van de
ayendo suavemente a medida que x aumenta. En esta disminu
ión paulatina las

fun
iones pasan primero por un punto donde 
ambia la 
on
avidad de la fun
ión (punto

de in�exión), luego por otro punto donde se anulan, para �nalmente llegar a un punto

donde la fun
ión es mínima (el primer mínimo). Los puntos enumerados son importantes

ya que en ellos las fun
iones 
ambian su 
omportamiento. Los primeros puntos singulares

(in�exión, 
ru
e por 
ero y mínimo) de la fun
ión se 
orresponden 
on 
iertos valores de

la variable independiente x y que delimitan la zona de búsqueda del valor óptimo. Para

todas las fun
iones el primer 
ero se sitúa en x = 1. Para determinar la posi
ión de los

mínimos de la fun
ión dada por (5.10), hay que igualar a 
ero su primera derivada. Si

q = 1, la primera derivada de la fun
ión resulta

F ′
α(x) =

(
sen(πx)

πx

)p−1

· 1

απ2x3
· [−(p + 1)sen(απx)sen(πx) +

+ pπxsen(απx) cos(πx) + απxsen(πx) cos(απx)]. (5.11)

La e
ua
ión F ′
α(x) = dFα(x)/dx = 0 puede tener distintas solu
iones, dependiendo de

los valores de p, que se pueden determinar a partir de alguna de las siguientes e
ua
iones:

sen(πx) = 0⇒ x = k ; k ∈ N (5.12)

tan(απx) = απx→ xmin = 4.4934/(απ) (5.13)
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Figura 5.11 � Fun
ión Fm,cot(x) - x.

Fm,cot(x) =
πx cot(πx)− 1

απx cot(απx)− 1
= −1

p
(5.14)

Salvo para la e
ua
ión (5.14), es 
laro que el primer mínimo solo puede lo
alizarse

para valores x ≥ 1. Esto mismo su
ede para la e
ua
ión (5.14), 
uyas úni
as solu
iones

(valores de x tales que la fun
ión sea exa
tamente igual a −1/p < 0) se lo
alizan en

valores de x > 1, ya que la fun
ión

y =
y1

y2
=

πx cot(πx)− 1

απx cot(απx)− 1

siempre es positiva en el intervalo [0, 1] para 
ualquier valor 0 < α < 1. En di
ho

intervalo se veri�
a que y1 < 0, y2 < 0 e |y1| > |y2|, y, por tanto, la fun
ión y(x)

es mayor que 1. Más aún, la fun
ión es estri
tamente 
re
iente en di
ho intervalo y se

veri�
a que

ĺım
x→0

y(x) =
1

α2
.

En la �gura 5.11 se muestra la representa
ión grá�
a de la fun
ión y(x) en el intervalo

1 < x < 1.5, para diferentes valores del parámetro α, donde la fun
ión puede tomar

valores negativos y es por tanto una zona de posibles solu
iones de la e
ua
ión (5.14).

Para determinar las lo
aliza
iones de los puntos de in�exión de la fun
ión Fα(x)

tenemos que igualar a 
ero su segunda derivada. De (5.10), la fun
ión derivada segunda

se puede es
ribir 
omo
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F ′′
α(x) =

(
sen(πx)

πx

)p−2

· 1

απ3x5
× {p(p− 1)π2x2 cos2(πx) sen(απx)

− 2p(p+ 1)πx sen (απx) sen (πx) cos(πx)

+ 2pαπ2x2 cos(πx) sen (πx) cos(απx)− 2(p+ 1)απx sen2(πx) cos(απx)

+ [(p+ 1)(p+ 2)− (p+ α2)π2x2] sen (απx) sen2(πx)}, (5.15)

y para dete
tar las posi
iones de los puntos de in�exión (en parti
ular el primer punto), es


onveniente remitirse a la representa
ión grá�
a de las fun
iones primera derivada F ′
α(x)

y segunda derivada F ′′
α(x) de la fun
ión original Fα(x), dadas por las e
ua
iones (5.11),

(5.15) y (5.10) respe
tivamente. En la �gura 5.12 se muestran la primera y segunda

derivada de las fun
iones Fα(x), para distintos valores del grado de las fun
iones α-

spline. En la misma se observa 
omo a medida que el grado de las fun
iones 
re
e, el

primer punto de in�exión de la fun
ión Fα(x), que se 
orresponde 
on el primer mínimo

de la primera derivada F ′
α(x) o 
on los 
eros de la segunda derivada F ′′

α(x), antes de

pasar por 
ero, se va desplazando ha
ia valores más pequeños de x. El primer punto

de in�exión, en todos los 
asos, se en
uentra para valores x < 1, de modo que el más

alejado del origen, que 
orresponde al menor grado de las fun
iones α-spline, se al
anza

en un valor que no va más allá de x = 0.7.

Con las 
ondi
iones expuestas, el valor de la variable x = xopt, para unos valores

ωc, ∆d y M , debe bus
arse dentro del intervalo 
omprendido entre el primer punto de

in�exión y el mínimo de la representa
ión temporal de la fun
ión α-spline 
onsiderada.

En 
ada 
aso, el valor bus
ado indi
a el extremo superior que debe al
anzar la variable

x, y mar
ará la rela
ión entre los parámetrosM , ∆d y p+αq. Si se tomasen valores algo

mayores al valor óptimo de x, el �ltro resultante presentaría menores an
huras de las

bandas de transi
ión (mayores valores deM), mientras que valores menores 
onllevarían

mayores an
huras de las bandas de transi
ión (menores valores de M).

Con el �n de en
ontrar el valor x = xopt, se han realizado un número 
onsiderable

de pruebas 
on diferentes 
ombina
iones de la an
hura de la banda de transi
ión ∆d, el

grado de las fun
iones α-spline y distintos valores del semiorden del �ltro M , de modo

que a través del 
ambio de variable resultasen valores de x 
omprendidos entre los puntos


orrespondientes al primer punto de in�exión y al primer mínimo. De todo este pro
eso

empíri
o se pudo extraer la 
on
lusión de que el valor bus
ado, 
on un grado a
eptable de

aproxima
ión, es el mismo en 
ualquier 
ir
unstan
ia, resultando ser xopt = 0.857, valor

que 
orresponde a un punto lo
alizado entre el primer punto de in�exión y el primer


ru
e por 
ero de la fun
ión α-spline. Este valor ha podido ser 
ontrastado a través de

un algoritmo genéti
o usado 
omo herramienta útil para la búsqueda del grado de las

fun
iones α-spline, y que se des
ribe en la se

ión 5.9, que ha ayudado a estable
er el

pro
edimiento propuesto.
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Figura 5.12 � Derivada de Fα(x) frente x {p + αq(q = 1)}, ∆d = Constante.

Desha
iendo el 
ambio de variable (5.9) y pasando al dominio dis
reto, donde t = nT

y T = 1 sin pérdida de generalidad, y teniendo en 
uenta que el valor xopt = 0.857 se


orresponde 
on el tmax =MT , se puede es
ribir

∆dM

2π(p+ αq)
= 0.857,

y expresado en términos de la an
hura de la banda de transi
ión en her
ios, ∆f =

∆d/(2π), se 
on
luye que para minimizar el error, el grado α-spline, el semiorden del

�ltro y la an
hura de la banda de transi
ión, en her
ios, deben rela
ionarse por medio

de la expresión

∆fM = 0.857(p+ αq). (5.16)

En 
onse
uen
ia, podemos des
ribir el algoritmo del diseño del �ltro 
omo un pro-


edimiento de tres etapas 
omo se indi
a a 
ontinua
ión

Pro
edimiento de diseño MEICT

1. Sele

ionar la longitud del �ltro (N = 2M+1), la an
hura de la banda de transi
ión

(∆d) y la fre
uen
ia de 
orte (ωc).

2. Cal
ular el orden de la fun
ión α-spline a partir de (5.16).

3. Determinar los 2M + 1 
oe�
ientes del �ltro usando (5.7).

C. S. Burrus y otros autores han utilizado las fun
iones β-spline, en el dominio de

la fre
uen
ia, 
omo instrumento modelizador de bandas de transi
ión. Los resultados
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obtenidos están publi
ados en [5℄, y en un 
ontexto más amplio, en el libro [120℄ del

que es 
oautor, junto a T. W. Parks. En el trabajo 
itado, se puede en
ontrar que la

respuesta al impulso del �ltro resultante viene dada por

hB[n] =
sen(ωcn)

πn

[
sen(∆dn/(2ρb))

∆dn/(2ρb)

]ρb
, (5.17)

y estable
e, 
omo resultado de diversas experimenta
iones numéri
as, que el valor óptimo

de ρb que minimiza (5.6), sustituyendo las respe
tivas respuestas al impulso, para unos

valores determinados de la longitud del �ltro y de la an
hura de la banda de transi
ión,

se determina mediante la expresión

ρb = 0.62
∆dN

2π
= 0.62∆fN, (5.18)

donde ∆f es la an
hura de la banda de transi
ión, expresada en her
ios (Hz).

El he
ho de que las fun
iones α-spline se han generado 
on los objetivos de soslayar


iertas limita
iones que presentan las fun
iones β-spline de exponente ra
ional y de

mejorar los rendimientos de los �ltros diseñados, ha
e pensar que aunque las expresiones

(5.16) y (5.18) son similares, los grados en
ontrados por medio de ellas generarán �ltros


on propiedades ligeramente distintas 
omo se verá en la se

ión 5.11.

5.5.2. Minimiza
ión del error integral 
uadráti
o sobre las ban-

das de paso y eliminada (MEICEP)

En otras o
asiones es de interés 
entrarse, 
on ex
lusividad, en la banda de paso,


on rango de fre
uen
ias [0, ωp] y en la banda atenuada, 
on rango de fre
uen
ias [ωs, π],

donde ∆d = ωs − ωp representa la an
hura de la banda de transi
ión. En este supuesto

se trata de minimizar el error integral 
uadráti
o sobre el 
onjunto de fre
uen
ias que


omponen tanto la banda de paso 
omo la banda eliminada, que viene dado por

ǫps =
1

π

∫ ωp

0

|H(ω)−HT (ω)|2 dω +
1

π

∫ π

ωs

|H(ω)−HT (ω)|2 dω, (5.19)

donde HT (ω) y H(ω) representan, respe
tivamente, la respuesta en fre
uen
ia teóri
a

y la respuesta en fre
uen
ia del �ltro trun
ado. Este problema también fue abordado

por Burrus en el artí
ulo previamente 
itado [5℄, utilizando las fun
iones β-spline en el

dominio de la fre
uen
ia para el modelado de bandas de transi
ión en el diseño de �ltros,


uya respuesta al impulso viene dada por la e
ua
ión (5.17). En el mismo se a�rma que,

�jadas la longitud y la an
hura de la banda de transi
ión de un �ltro deseado, los datos

a
umulados, tras una exhaustiva experimenta
ión numéri
a, le han permitido elaborar

unas expresiones empíri
as que permiten determinar el grado ne
esario de la fun
ión

β-spline que minimiza el error de aproxima
ión (5.19) sobre el 
onjunto de fre
uen
ias
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pertene
ientes a las bandas de paso y eliminida. En [5℄ se presenta un método para

obtener el valor óptimo que minimiza (5.19), dadas una longitud N y una an
hura de

la banda de transi
ión ∆f , expresado en her
ios, se puede 
al
ular mediante la rela
ión

que se muestra a 
ontinua
ión

ρb = KN∆1, (5.20)

donde

K =





0.453 + 0.386/(N∆1), N∆1 ≤ 1.25,

0.774− 0.0251N∆1, 1.25 < N∆1 < 5,

0.648, 5 < N∆1,

(5.21)

y ∆1 = 1.12 ·∆f , and ∆d = 2π∆1.

Con el �n de 
omprobar 
ómo se 
omportan las fun
iones α-spline en este es
enario,

se ha realizado una aproxima
ión empíri
a para intentar en
ontrar alguna rela
ión entre

los parámetros del �ltro N , ∆d y el grado óptimo de las fun
iones α-spline que modelan

la transi
ión, 
on el �n de minimizar (5.19). Para ello se han realizado varias simula
iones

analizando el 
omportamiento del error de aproxima
ión (5.8) en diferentes situa
iones.

Un primer grupo se 
ompone de simula
iones que miden el error de aproxima
ión en

fun
ión del grado spline, para diferentes valores del orden del �ltro, para valores �jos de

la fre
uen
ia de 
orte y de la an
hura de la banda de transi
ión.

En la �gura 5.13, donde se representa la fun
ión log10 ǫ2 en fun
ión del grado α-spline,

utilizando M 
omo parámetro, se muestra un ejemplo representativo de una de estas

situa
iones. En la misma se han utilizado unos valores �jos de ωc = 0.45π y ∆d = 0.1π.

De la observa
ión de la �gura, se pueden extraer las siguientes 
on
lusiones:

1. Para 
ada semiorden de �ltro M , hay un valor del grado de la fun
ión α-spline

que ha
e mínimo el error de aproxima
ión.

2. Si el semiorden del �ltro utilizado aumenta, manteniendo invariables los paráme-

tros ωc y ∆d, estos mínimos son más pronun
iados y se produ
en para un grado

mayor de las fun
iones α-spline.

En un segundo grupo de experimentos, se mide el error de aproxima
ión en fun
ión

del grado α-spline, para diferentes valores de la an
hura de la banda de transi
ión, �jando

valores tanto para la fre
uen
ia de 
orte 
omo para el orden del �ltro. En la �gura 5.14 se

plantea una de di
has situa
iones, donde los parámetros �jos son ωc = 0.45π y M = 64,

y de la que se pueden extraer las siguientes 
on
lusiones:

1. Al variar la an
hura de la banda de transi
ión ∆d, manteniendo �jos M y ωc,

el error de aproxima
ión y el valor del grado α-spline donde o
urre el mínimo


ambian apre
iablemente.



5.5. Aproxima
iones del mínimo error integral 
uadráti
o 129

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

 

 

X: 15.64
Y: −26.07

p+ αq(q = 1)

lo
g 10

 ε 2

X: 9.64
Y: −18.16

X: 12.64
Y: −22.36

X: 6.64
Y: −13.85

X: 3.64
Y: −9.317

X: 1.8
Y: −6.002

M = 256
M = 64
M = 32
M = 240
M = 214
M = 190
M = 164
M = 140
M = 114
M = 90
M = 40
M = 10
M = 16

ω
c
 = 0.45 π

∆
d
 = 0.1 π

Figura 5.13 � Logaritmo del error de aproxima
ión (log10 ǫ2) frente {p + αq(q = 1)}.
Parámetro M .

2. Al aumentar la an
hura de la banda de transi
ión ∆d, la aproxima
ión es mejor y

el grado α-spline donde se produ
e el mínimo 
re
e, lo que a su vez da lugar a que

el �ltro diseñado presente una mayor atenua
ión de la banda eliminada.

Un ter
er grupo de pruebas ha 
onsistido en medir el error de aproxima
ión en

fun
ión del grado de las fun
iones α-spline, para distintas 
ombina
iones de la an
hura

de la banda de transi
ión ∆d y del semiorden del �ltro M , pero 
umpliendo que el

produ
to de ambos sea 
onstante.

En las �guras 5.15, 5.16 y 5.17 se representan tres ejemplos representativos 
on-


retos, 
orrespondientes a los valores ∆d · M = 8.84, ∆d · M = 6π y ∆d · M = 10π

respe
tivamente. De las mismas, se pueden extraer algunas 
on
lusiones:

1. Para 
ualquier 
ombina
ión de ∆d y M tal que su produ
to ∆dM sea �jo, el

mínimo error de aproxima
ión se 
onsigue para un mismo valor del grado de las

fun
iones α-spline.

2. El error va disminuyendo, 
onforme M aumenta y, en 
onse
uen
ia, ∆d se redu
e.

3. A medida que se ha
e mayor el produ
to ∆dM , el grado de las fun
iones α-spline

donde se produ
e el mínimo error de aproxima
ión se ha
e más grande.

A partir de estas ideas previas, se realizaron un número signi�
ativo de simula
iones

para obtener el grado de las fun
iones α-spline que minimiza el error de aproxima
ión
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Figura 5.14 � Logaritmo del error de aproxima
ión (log10 ǫ2) frente {p + αq(q = 1)}.
M = 64 y parámetro ∆d.
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Figura 5.15 � Logaritmo del error de aproxima
ión (log10 ǫ2) frente {p + αq(q = 1)}.
Parámetro ∆d ·M = 8.84.
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Figura 5.16 � Logaritmo del error de aproxima
ión (log10 ǫ2) frente {p + αq(q = 1)}.
Parámetro ∆d ·M = 6π.

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−14

−13

−12

−11

−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

 

 

X: 5.7
Y: −13.23

p+ αq(q = 1)

lo
g 10

 ε 2

∆
d
 = 0.2 π ; M = 50

∆
d
 = 0.1 π ; M = 100

∆
d
 = 0.05 π ; M = 200

∆d · M = 10π

Figura 5.17 � Logaritmo del error de aproxima
ión (log10 ǫ2) frente {p + αq(q = 1)}.
Parámetro ∆d ·M = 10π.
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Tabla 5.3 � Coe�
ientes para la obten
ión de ρ por medio de (5.22)

x =M ·∆d a b c

1.75π ≤ x < 4.00π −0.0294 0.5394 −1.1575
4.00π ≤ x < 5.75π −0.0178 0.5745 −1.9071
5.75π ≤ x < 7.50π −0.0097 0.4256 −0.9189
7.50π ≤ x < 9.25π −0.0103 0.5555 −2.7449
9.25π ≤ x < 10.75π −0.0055 0.3542 −0.0147
10.75π ≤ x < 12.50π −0.0056 0.4208 −1.1893
12.50π ≤ x < 14.25π −0.0061 0.5195 −3.3449

sobre la banda de paso y la banda eliminada, dado por la expresión (5.19). En todas

las pruebas realizadas, �jados el semiorden del �ltro M , la an
hura de la banda de

transi
ión ∆d y la fre
uen
ia de 
orte ωc del �ltro paso-bajo a diseñar, se en
uentra que

el grado óptimo de las fun
iones α-spline es aquel que minimiza la fun
ión log10 ǫ2(p+αq),


ontemplando el produ
to ∆d ·M 
omo parámetro.

La informa
ión 
onseguida 
on las simula
iones previas tenían 
omo objetivo el en-


ontrar una rela
ión analíti
a entre el grado de la fun
ión α-spline ρ = p + αq (q = 1),

ne
esario para minimizar el error de aproxima
ión, y una variable que represente el pro-

du
to del semiorden del �ltro y la an
hura de la banda de transi
ión, es de
ir, x =M ·∆d.

De la a
umula
ión heurísti
a de resultados experimentales se desprende que a medida

que la variable x 
re
e, el grado ne
esario de la fun
iones α-spline también lo ha
e. Este


re
imiento no es uniforme, siendo más a
usado para valores pequeños del parámetro α,

esto es, 
uando estamos más 
er
a de un grado natural de la fun
ión spline. Debido a es-

to, se divide todo el rango de varia
ión (valores plausibles) de la variable x en intervalos

de modo que en 
ada uno de ellos a 
ada valor de la variable x le 
orresponde un grado

de la fun
ión α-spline 
uya parte entera es la misma para todos los valores del intervalo


onsiderado. Con la división propuesta, en 
ada uno de los intervalos 
ontemplados los

pares de valores (x, ρ) guardan una rela
ión que puede modelarse mediante una fun
ión

polinómi
a de segundo grado de la forma

ρ = ax2 + bx+ c, (5.22)

y 
on diferentes 
oe�
ientes (a, b, c) en 
ada tramo 
ontemplado. El valor de este 
onjunto

de 
oe�
ientes se ha determinado mediante el pro
edimiento de regresión polinómi
a

por mínimos 
uadrados, 
uya forma bási
a se da en el apéndi
e C. En la tabla 5.3 se

presentan los diferentes 
onjuntos de 
oe�
ientes que se deben utilizar en la expresión

(5.22).

En la �gura 5.18 se muestra la fun
ión polinómi
a 
orrespondiente al intervalo

9.25 π ≤ x < 10.75 π.
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Figura 5.18 � Curva de regresión polinómi
a 
orrespondiente al intervalo 9.25π ≤ x <
10.75π.

En rela
ión 
on el supuesto de minimiza
ión del error integral 
uadráti
o sobre el


onjunto de fre
uen
ias que 
omponen la banda de paso y la banda eliminada, las 
onsi-

dera
iones previas nos 
ondu
en a des
ribir el algoritmo de diseño de un �ltro paso-bajo

(algoritmo MEICEP), mediante un pro
eso de tres etapas, 
omo se muestra a 
ontinua-


ión

Pro
edimiento de diseño MEICEP

1. Sele

ionar la longitud del �ltro (N = 2M+1), la an
hura de la banda de transi
ión

(∆d), y la fre
uen
ia de 
orte (ωc).

2. Cal
ular el grado de la fun
ión α-spline por medio de (5.22) usando los 
oe�
ientes

(a, b, c) dados en la tabla 5.3.

3. Determinar los 2M + 1 
oe�
ientes del �ltro utilizando (5.7).

5.6. La fre
uen
ia de 
orte en el error de aproxima
ión

Se han realizado dos 
onjuntos de pruebas adi
ionales 
on el propósito de indagar

si existen varia
iones del error de aproxima
ión 
on la fre
uen
ia de 
orte ωc del �ltro

diseñado. En el primero, se han mantenido �jos los valores de la longitud N del �ltro

y del grado de la fun
ión α-spline usada para el diseño del �ltro, y se ha bus
ado la
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Figura 5.19 � Logaritmo del error de aproxima
ión (log10 ǫ2) frente ωc. Parámetro ∆d.

dependen
ia del error de aproxima
ión 
on la pulsa
ión de 
orte del �ltro ωc. En la

�gura 5.19 se muestran los resultados en el supuesto en el que la longitud es N = 129

y el grado α-spline es p+ αq = 3.2, para distintos valores de la an
hura de la banda de

transi
ión ∆d. De la misma se pueden inferir las 
on
lusiones siguientes:

1. Fijados N y (p+ αq), el logaritmo del error de aproxima
ión disminuye a medida

que se redu
e la an
hura de la banda de transi
ión ∆d.

2. Para valores 
on
retos de la an
hura de la banda de transi
ión, el logaritmo del

error de aproxima
ión es aproximadamente independiente de la fre
uen
ia de 
orte

del �ltro.

En el segundo, �jadas la longitud del �ltro N , la an
hura de la banda de transi
ión

∆d y el grado α-spline p+αq, hemos bus
ado la rela
ión del error de aproxima
ión 
on la

fre
uen
ia de 
orte ωc, para diferentes 
ombina
iones {p, α, q} tal que p+αq = 
onstante.

En la �gura 5.20 se muestra el logaritmo del error de aproxima
ión para el 
aso 
on
reto

en el que N = 129, ∆d = 0.6π y p + αq = 3.2, para 
uatro diferentes 
ombina
iones

de {p, α, q}. Se observa que el logaritmo del error de aproxima
ión es independiente

de la fre
uen
ia de 
orte para una 
ombina
ión de {p, α, q} dada, pero disminuye muy

ligeramente a medida que el valor de α, en 
ada 
ombina
ión, aumenta. Se 
on
luye que

el error de aproxima
ión se puede 
onsiderar independiente de la fre
uen
ia de 
orte del

�ltro paso-bajo diseñado.
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Figura 5.20 � Logaritmo del error de aproxima
ión (log10 ǫ2) frente ωc. Parámetro

{p, α, q}).

5.7. Filtros prin
ipalmente planos (PF)

Como se ha podido observar en las se

iones previas, los pro
edimientos de diseño

propuestos no propor
ionan un 
ontrol a priori de la atenua
ión mínima de la banda

eliminada, pudiendo a�rmar tan solo que di
ha atenua
ión se in
rementa a medida que

se utilizan fun
iones spline de mayor grado en el diseño.

En esta se

ión se aborda el problema del diseño de �ltros, 
uando la atenua
ión

mínima en la banda eliminada sea un parámetro a 
ontemplar en el diseño. Este asunto

ha sido 
ontemplado por R. M. Roark y M. A. Es
abí [4℄ para el diseño de �ltros. Los

autores proponen �ltros digitales FIR, para apli
a
iones generales, 
on ex
elentes 
ara
-

terísti
as tanto en la banda de paso 
omo en la banda eliminada, utilizando β-spline en

el dominio de la fre
uen
ia, que modelan bandas de transi
ión que 
one
tan suavemente

la banda de paso y la banda eliminada. Los 
oe�
ientes del �ltro se determinan de forma


errada, a partir de la transformada inversa de Fourier toda vez que los β-spline han sido

usados para reemplazar los bordes de transi
ión abruptos del módulo de la respuesta en

fre
uen
ia del �ltro paso-bajo ideal. Al igual que Burrus en [5℄, estos autores amplian la

representa
ión temporal de las fun
iones β-spline al 
aso en el que el exponente pueda

tomar valores ra
ionales positivos, en vez de números naturales. La forma general es

wβ[n] =

[
sen(∆dn/(2ρ))

∆dn/(2ρ)

]ρ
,
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donde ρ representa el número de pulsos (de�nidos en el dominio de la fre
uen
ia) que

hay que 
onvolu
ionar para generar una determinada fun
ión β-spline. Tal amplia
ión,

si p se 
onsidera 
omo el número de pulsos a 
onvolu
ionar para generar splines no es


onsistente, ya que debe ser un número natural. Los autores la fundamentan en el he
ho


on
reto de diseño de que tan solo se requieren valores de wβ[n] en los 
uales la base

de la fun
ión poten
ial úni
amente toma valores positivos, ya que, 
omo se ha di
ho en

párrafos previos, si la base pudiera tomar valores negativos la fun
ión wβ[n] no estaría

de�nida en el 
ampo de los números reales. Estas fun
iones β-spline se utilizan para

generar �ltros 
uya respuesta al impulso toma la misma forma general que la dada por

Burrus (5.17), y que rees
ribimos para Roark 
ambiando el subíndi
e B por el subíndi
e

R y el grado de las fun
iones β-spline, ρb por ρ simplemente; así se tiene

hR[n] =
sen(ωcn)

πn
wβ[n] =

sen(ωcn)

πn

[
sen(∆dn/(2ρ))

∆dn/(2ρ)

]ρ
. (5.23)

Con el objetivo de superar la limita
ión des
rita, se van a utilizar las fun
iones

α-spline para el diseño de �ltros FIR que tengan pres
rip
iones de 
ara
terísti
as máxi-

mamente planas en las bandas de paso y eliminada.

Las respuestas en fre
uen
ia (4.17) de los �ltros formulados en el 
apítulo 4 tienen

respuestas en fre
uen
ia 
uyos módulos presentan la notable propiedad de que valen la

unidad sobre toda la banda de paso, siendo nulas sobre toda la banda eliminada por lo

que son maximalmente planos para todas las derivadas de Hmd2(ω) 
on respe
to a ω en

los intervalos 0 ≤ ω < ωc −∆d/2 y ωc +∆d/2 < ω ≤ π. Además, Hmd2(ω) es maximal-

mente plana en ω = ωc − ∆d/2 y en ω = ωc + ∆d/2 en el sentido de que las primeras

(p+ q − 1) derivadas son nulas en di
hos puntos. En 
onse
uen
ia, se puede inferir que

las bandas de los �ltros prototipos diseñados, mediante las fun
iones α-spline, tengan


ara
terísti
as máximamente planas, en el sentido de la té
ni
a de optimiza
ión dada en

el 
riterio número 5 de la se

ión 5.1.2. La ne
esidad del tru
amiento de las respuestas al

impulso (4.18) para generar �ltros FIR, limitará el al
an
e de las propiedades des
ritas

de los �ltros modi�
ados de ser maximalmente planos.

Una pregunta surge inmediatamente, ¾dónde o 
ómo realizar el trun
amiento para

generar un �ltro de N = 2M + 1 
oe�
ientes, 
uyas 
ara
terísti
as se aproximen a

las propiedades pres
ritas por el 
riterio de ser maximalmente planas? A los �ltros

trun
ados obtenidos, atendiendo a este 
riterio, se les denomina �ltros prin
ipalmente

planos (Prin
ipally Flat).

Para responder a esta pregunta hay que �jarse, nuevamente, en las propiedades de

la ventana re
tangular. A través de ella se ha puesto de mani�esto que 
ambios brus
os

en la respuesta al impulso generan respuestas en fre
uen
ia que presentan os
ila
iones

amplias tanto en la banda de paso 
omo en la banda eliminada; así que si deseamos

diseñar �ltros que presenten respuestas en fre
uen
ia 
on 
ara
terísti
as muy planas en

las bandas de interés 
onviene que el trun
amiento de las respuestas al impulso de los
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�ltros diseñados 
on α-spline, se haga exa
tamente en alguno de los 
ru
es por 
ero de

di
has respuestas. En la e
ua
ión (4.18), que se reprodu
e a 
ontinua
ión

hmd2[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)[
sin


(
∆dn

2π(p+ αq)

)]p [
sin


(
α∆dn

2π(p+ αq)

)]q
,

se pueden identi�
ar dos partes,

hd[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)
,

y

F
[p,q]
2d [n] = wα[n] = sin


p

(
∆dn

2π(p+ αq)

)
sin


q

(
α∆dn

2π(p+ αq)

)
,

que puede ser interpretada 
omo una fun
ión ventana.

En términos de fun
iones seno, esta última e
ua
ión se rees
ribe

wα[n] =



sen

(
∆dn

2(p+αq)

)

∆dn
2(p+αq)




p 

sen

(
α∆dn

2(p+αq)

)

α∆dn
2(p+αq)



q

, (5.24)

y es la fun
ión donde debemos bus
ar los 
eros. Los 
eros de (5.24) se presentan en

puntos que veri�quen

sen

(
∆dn

2(p+ αq)

)
= 0,⇒ ∆dn

2(p+ αq)
= kπ; k ∈ {Z − {0}}

o

sen

(
α∆dn

2(p+ αq)

)
= 0,⇒ α∆dn

2(p+ αq)
= k1π; k1 ∈ {Z − {0}},

pero 
omo α < 1, los primeros 
eros deben bus
arse en la primera de las e
ua
iones, es

de
ir,

∆dn

2(p+ αq)
= kπ; k ∈ {Z − {0}}. (5.25)

Los 
eros están lo
alizados simétri
amente a la dere
ha y a la izquierda del máximo

de la fun
ión (5.24) que se 
onsigue en n = 0.

Las muestras −M ≤ n ≤ M tomadas, que darán lugar a los 
oe�
ientes del �ltro,

deben estar equiespa
iadas y distribuirse entre los puntos 
ero elegidos a la dere
ha e

izquierda del origen, el 
ual 
oin
idirá 
on n = 0. Por tanto se ha de 
umplir que

∆dM

2(p+ αq)
= kπ; k ∈ {Z− {0}} ⇒ ∆d

2(p+ αq)
=
kπ

M
; k ∈ {Z− {0}}. (5.26)

Con esta ele

ión, las fun
iones ventana wβ[n] y wα[n] se ha
en 
ero en los puntos

�nales de la serie de 
onvolu
ión, por lo que, en realidad, la longitud del �ltro es, de

he
ho, N − 2, en lugar de N . Para tener en 
uenta estos dos términos, 
on el �n de
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redu
ir el error 
uadráti
o medio de las serie de 
onvolu
ión, vamos a forzar a que la

fun
ión ventana se haga 
ero no en n = ±M , sino en n = ±(M + 1), lo que además


onlleva una ligera disminu
ión de la an
hura de la banda de transi
ión.

Estos mismos argumentos fueron esgrimidos por Roark en [4℄ y apli
ados sobre wβ[n];

por tanto, llevando (5.26) a (5.24), o de modo similar, llevando (5.26), 
on la equivalen
ia

ρ = p+αq, a (5.23), para posteriormente sustituirM porM+1, se obtienen las respuestas

al impulso �nitas, de N elementos, de las respe
tivas fun
iones ventana 
omo

wα[n] = sin


p

(
kn

M + 1

)
sin


q

(
kαn

M + 1

)

=

[
sen

(
πkn
M+1

)

πkn
M+1

]p [
sen

(
παkn
M+1

)

παkn
M+1

]q

−M ≤ n ≤M, (5.27)

o

wβ[n] = sin


ρ

(
kn

M + 1

)
=

[
sen

(
πkn
M+1

)

πkn
M+1

]ρ

−M ≤ n ≤ M ; (5.28)

mientras que las respuestas al impulso �nitas, de N elementos, de los respe
tivos �ltros

PF paso-bajo diseñados, que denotaremos 
on hPF,α[n] para el �ltro PF basado en α-

spline y 
on hPF,β[n] para el �ltro basado β-spline, vienen dadas por

hPF,α[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)
sin


p

(
kn

M + 1

)
sin


q

(
kαn

M + 1

)

=
sen(ωcn)

πn

[
sen

(
πkn
M+1

)

πkn
M+1

]p [
sen

(
παkn
M+1

)

παkn
M+1

]q

−M ≤ n ≤M, (5.29)

o

hPF,β[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)
sin


ρ

(
kn

M + 1

)

=
sen(ωcn)

πn

[
sen

(
πkn
M+1

)

πkn
M+1

]ρ

−M ≤ n ≤ M. (5.30)

Si la limita
ión se 
entra en el número de términos N , o de modo equivalente M =

(N−1)/2, enton
es la mejor op
ión es elegir k = 1 ya que así se toman todas las muestras

en la zona donde se 
on
entra la mayor parte de la energía aso
iada a la fun
ión α-spline;

pero si no tenemos tal limita
ión y está permitido, por ejemplo, doblar el número de

muestras, enton
es sería preferible ha
er k = 2, pues esto permitiría redu
ir la an
hura

de la banda de transi
ión resultante.

Este es un 
aso donde los �ltros generados 
on las fun
iones β-spline modi�
adas,

des
ritas en [4℄ y [5℄, no 
umplen 
on la predi
ión formulada en el párrafo anterior y que

sí veri�
an los �ltros formulados mediante las fun
iones α-spline propuestas. La razón
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de esta dis
repan
ia se en
uentra en que la base de la representa
ión temporal de la

fun
ión β-spline está obligada a tomar valores negativos más allá del primer 
ru
e por


ero y en esos puntos la fun
ión wβ[n] no está de�nida en el dominio real. No o
urre lo

mismo 
on las fun
iones α-spline que permiten mejorar la respuesta en fre
uen
ia.

Para poner esto de mani�esto 
ontemplemos el siguiente supuesto determinado por

ωc = 0.5π, ∆d = 0.1π y ρ = 2.5 o p + αq = 2.5 → {p = 2, α = 0.5, q = 1}. Si
tomamos k = 1, las 2M+1 muestras se en
uentran distribuidas uniformemente entre los

primeros 
eros, situados a la dere
ha y a la izquierda del valor máximo, de la fun
ión α-

spline. Esto nos propor
iona, apli
ando la e
ua
ión (5.26), el valorM = 2kπρ/∆d = 50.

Las respuestas en fre
uen
ia aso
iadas a (5.29) y (5.30) deben ser muy similares; en


ambio, si tomamos k = 2, las 2M ′ + 1 muestras se toman entre el segundo 
ru
e

por 
ero a la izquierda del origen, n = 0, y el segundo 
ru
e a la dere
ha del mismo;

esto nos propor
iona, apli
ando la e
ua
ión (5.26), el valor M ′ = 2kπρ/∆d = 100. En

este segundo 
aso, las respuestas en fre
uen
ia dejan de ser similares, de modo que la

propor
ionada por Roark según (5.30) es in
luso peor que la obtenida 
on M = 50.

La expli
a
ión está en que hay valores de su respuesta al impulso hR[n] que no están

de�nidos, mientras que la respuesta al impulso propuesta en (5.29) está de�nida para


ualquier valor y en 
onse
uen
ia redu
e la an
hura de la banda de transi
ión resultante

(prin
ipio de indetermina
ión).

En la �gura 5.21 se muestran las respuestas en fre
uen
ia de los �ltros obtenidos en


ada uno de los supuestos 
ontemplados, pudiendo apre
iarse las similitudes y diferen
ias

de las propiedades 
onseguidas. En la misma �gura, también se pone de mani�esto,

en los 
uatro supuestos estudiados, las buenas 
ara
terísti
as, respe
to al 
riterio de

pres
rip
ión plana, que presentan las primeras zonas, 
orrespondientes a las más bajas

fre
uen
ias, de las bandas de paso. A partir de ahora, debido al 
oste 
omputa
ional que

supone aumentar el número de 
oe�
ientes del �ltro, tomaremos el valor de k = 1, los

primeros 
ru
es por 
ero a la dere
ha e izquierda del origen, para efe
tuar el trun
amiento

de las fun
iones α-spline.

5.8. Diseño de �ltros prin
ipalmente planos

Las fun
iones ventana β-spline trun
adas (5.28) o las fun
iones ventana α-spline

trun
adas (5.27) 
ondu
en a �ltros prin
ipalmente planos 
uyas respuestas al impulso

vienen dadas por (5.30) y (5.29), respe
tivamente. Se quiere en
ontrar una rela
ión que

nos determine el grado ne
esario de la fun
ión α-spline y el número de 
oe�
ientes del

�ltro ne
esarios para lograr una atenua
ión de la banda eliminada y una determinada

an
hura de la banda de transi
ión previamente de�nidas. El trabajo de Roark y Es
abí

[4℄ es de espe
ial relevan
ia, ya que después de un gran número de simula
iones, fueron


apa
es de a
umular una amplia 
ole

ión de datos empíri
os 
on los 
uales pudieron

desarrollar expresiones explí
itas que rela
ionaban el parámetro M = (N − 1)/2 
on la



140 Té
ni
as de diseño de �ltros FIR.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

ω (rad/muestra)

M
a

g
n

it
u

d
 (

d
B

)

 

 

M = 50; ρ
R
 = 2.5

M = 50; {p, α, q} = {2, 0.5, 1}

M = 100; ρ
R
 = 2.5

M = 100; {p, α, q} = {2, 0.5, 1}

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
−4
−2

0
2
4
6
8

x 10
−3 Detalle de la banda de paso

ω (rad/muestra)

M
a

g
n

it
u

d
 (

d
B

)

 

 

ω
c
 = 0.5 π; ∆

d
 = 0.1 π

Figura 5.21 � Diferen
ia entre los �ltros diseñados mediante fun
iones α y β-spline en los

supuestos de 
ru
es por 
ero distintos, 
ambiando el número de términos del �ltro.

Tabla 5.4 � Filtros PF. Diseño de fórmulas para obtener la longitud (N = 2M + 1) del
�ltro digital paso-bajo [4℄.

Atenua
ión en banda eliminada As Length M

21 ≤ As < 120 dB M =
π

∆d

(
24.3

1+(149/As)
1.6 − 0.085

)
− 1

120 ≤ As < 150 dB M =
π

∆d

[
−0.00075 (200.3−As)

2 + 14.74
]
− 1

As ≥ 150 dB M = π
∆d

[
0.00001087 (As + 245.6)2 − 3.1

]
− 1

an
hura de la banda de transi
ión ∆d, y el parámetro ρ 
on la atenua
ión de la banda

eliminada. Di
has expresiones se pueden en
ontar en [4, Table I℄ y permiten el diseño

explí
ito de �ltros PF utilizando fun
iones β-spline modi�
adas para el modelado de la

banda de transi
ión.

Debido a la similitud entre las fun
iones α y β-spline, y 
on el objetivo de 
omprobar

si las fórmulas de diseño 
itadas eran también válidas para la aproxima
ión α-spline,

se han llevado a 
abo un 
onjunto 
ompleto de experimentos ha
iendo variar a los

parámetros, grado ρ = p + αq de las fun
iones α-spline y semiorden del �ltro, sobre

intervalos de valores similares a los que se dan en [4℄. En 
on
reto los rangos de varia
ión

usados fueron 1 ≤ (p+ αq) ≤ 15 y 4 ≤M ≤ 250.

En las simula
iones numéri
as realizadas se han empleado las fórmulas de diseño, que

determinan el valor del semiorden del �ltro M = (N − 1)/2 en fun
ión de la atenua
ión

As y de la an
hura de la banda de transi
ión ∆d, propor
ionadas por Roark y Es
abí en

[4℄ y que reprodu
imos en la tabla 5.4, adaptadas al diseño de �ltros 
on α-spline.
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Tabla 5.5 � Fórmulas de diseño aproximadas para la obten
ión de p ≥ 1 and 0 ≤ α ≤ 1
para el diseño de �ltros FIR PF α-spline paso-bajo.

Atenua
ión en SB As p α

21 ≤ As < 120 dB p =
⌊

13
1+(126/As)

1.6 − 0.7
⌋
− q α =

((
13

1+(126/As)
1.6 − 0.7

)
− p

)/
q

As ≥ 120 dB p =
⌊

0.5
1+[(As−120)/20]1.6

+ 0.063 (As − 120) + 5.06
⌋
− q α =

(
0.5

1+[(As−120)/20]1.6
+ 0.063 (As − 120) + 5.06− p

)/
q

Por otra parte, para la obten
ión de las expresiones que propor
ionan el grado de

las fun
iones α-spline (p + αq) en términos de la atenua
ión de la banda eliminada

As, se ha asumido que p = ⌊ρ⌋ − q, p ≥ 1, and α = (ρ− p) /q, 0 ≤ α ≤ 1, donde

⌊ρ⌋ representa la parte entera de ρ, y en 
onse
uen
ia, se han adaptado también las

expresiones suministradas por Roark en la forma que se muestra en la tabla 5.5.

Después de eje
utar las pruebas heurísti
as, se pudo 
omprobar que las expresiones


ontempladas en las tablas 5.4 y 5.5 propor
ionan una aproxima
ión razonable para

obtener los parámetros ne
esarios para obtener �ltros α-spline 
on
retos, [150℄ y [151℄.

Conviene resaltar que las 
itadas expresiones deben manejarse 
on 
uidado, ya que las


ara
terísti
as del �ltro dependen de la sele

ión que se haga de los parámetros {p, α, q}
de manera que se mantenga 
onstante el valor de p+αq. En las simula
iones realizadas, se

ha podido 
omprobar que en algunos supuestos la ele

ión apropiada de los parámetros

{p, α, q} pueden 
ondu
ir a mejoras de diseño.

A 
ontinua
ión se esquematiza el pro
eso de diseño de �ltros PF paso-bajo basado

en fun
iones α-spline.

Pro
edimiento de diseño PF

1. Fijar la atenua
ión en la banda atenuada (As), la an
hura de la banda de transi
ión

(∆d) y la fre
uen
ia de 
orte (ωc).

2. Cal
ular los valores del semiorden del �ltro (M) y el grado ρ = p + αq de las

fun
iones α−spline a partir de las tablas 5.4 y 5.5.

3. Determinar los 2M + 1 
oe�
ientes del �ltro utilizando la e
ua
ión (5.29).

5.9. Diseño de �ltros 
on fun
iones α-spline mediante

algoritmo genéti
o.

Los algoritmos genéti
os tratan de resolver problemas basándose en las reglas de la

sele

ión natural que guían la evolu
ión. Parten de una pobla
ión ini
ial aleatoria, de

la 
ual se derivan genera
iones su
esivas que 
onvergen después de un pro
eso iterativo,

normalmente largo, a una solu
ión.
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En todas las té
ni
as expuestas de diseño de �ltros, se parte de un 
onjunto de

espe
i�
a
iones de�nidas en términos de la fre
uen
ia de 
orte ωc, la an
hura de la

banda de transi
ión ∆d y la longitud del �ltro N ; este último parámetro viene dado

explí
itamente o puede obtenerse indire
tamente, en términos de la atenua
ión de la

banda eliminada y la an
hura de la banda de transi
ión, a través de la tabla 5.4. En todos

los supuestos estudiados, se evalúa el grado ne
esario de las fun
iones α-spline, para


umplir 
on los objetivos de diseño, mediante la e
ua
ión (5.16), o bien a través de (5.22)

usando los 
oe�
ientes (a, b, c) dados en la tabla 5.3, o �nalmente 
on las expresiones

que apare
en en la tabla 5.5. En virtud de que los �ltros modi�
ados ya in
orporan una

banda de transi
ión, generada mediante fun
iones α-spline, una propuesta alternativa,

vista mas 
omo una té
ni
a de análisis del problema de diseño de �ltros que 
omo una

té
ni
a de diseño propiamente di
ha, se 
entra en la búsqueda del grado de las fun
iones

α-spline, utilizando algoritmos genéti
os. Los �ltros obtenidos de este modo pueden


ompararse 
on los �ltros desarrollados 
on las té
ni
as propuestas en esta memoria 
on

el �n de apre
iar el orden de similitud o dis
repan
ia de sus respuestas en fre
uen
ia.

Con este �n, a partir de la respuesta al impulso de los �ltros modi�
ados (4.18),

el problema se plantea en los siguientes términos. Dados unos valores 
on
retos de los

parámetros ωc, ∆d y N , se trata de bus
ar el grado ρ de las fun
iones α-spline, es de
ir,

los valores de la terna {p, α, q}, que minimiza la fun
ión de 
oste ǫ2, dada en (5.8), que

representa la energía dese
hada por el trun
amiento de la respuesta al impulso hmd2[n]

(4.18). El planteamiento es 
omo sigue

mı́n
p,q,α

(ǫ2) = mı́n
p,q,α

(
∞∑

n=M+1

2|hmd2[n]|2
)
,

s.t. p, q ∈ N,

α ∈ R,

α ∈
[
0, 1

]
.

(5.31)

La preferen
ia de un algoritmo genéti
o a la de otros algoritmos para la búsqueda

de una solu
ión, en este 
aso la búsqueda del grado de las fun
iones α-spline, se debe a

que a pesar de ser algoritmos 
iegos tienen la ventaja de gestionar de manera natural las

restri

iones 
orrespondientes al rango de varia
ión de las variables que intervienen en

el problema, 
omo son que dos de ellas son naturales y una ter
era es real y a
otada. La

utilidad del mismo queda 
onstatada ya que ha permitido 
on�rmar y por tanto validar

las solu
iones obtenidas en las propuestas desarrolladas en la memoria.

Se utiliza MATLAB para implementar el algoritmo genéti
o que nos determinará el

grado de las fun
iones α-spline, que nos minimi
e la fun
ión objetivo. Se ha evaluado

el grado de las fun
iones α-spline mediante esta herramienta en algunos de los ejemplos

que se muestran en la se

ión 5.11.
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5.10. Parámetros de 
alidad

Con el propósito de evaluar la 
alidad de los �ltros obtenidos, ya sea mediante las

té
ni
as propuestas o mediante té
ni
as similares basadas en fun
iones β-spline, y poder


omparar los resultados, se van a de�nir una serie de parámetros (parámetros de 
alidad)

que, una vez medidos en situa
iones 
on
retas, pondrán de mani�esto las bondades de

los diseños. Para poder 
omparar los diferentes �ltros, los parámetros de 
alidad se

de�nen respe
to a un �ltro ideal paso-bajo.

El primero de ellos es el error de aproxima
ión integral 
uadráti
o promedio, de�nido

por

εaisae =

M∑

n=−M

|hd [n]− h [n]|2 + 2

∞∑

n=M+1

|hd [n]|2, (5.32)

donde hd[n] es la respuesta al impulso ideal y h[n] la respuesta al impulso de los �ltros

obtenidos en 
ada 
aso.

El segundo es el error en la banda de paso, dado por

εpbe =
1

π

∫ ωp

0

|H (ω)−Hd (ω)|2 dω, (5.33)

donde Hd(ω) es la respuesta en fre
uen
ia ideal.

El ter
ero es el error en la banda eliminada, que se de�ne

εebe =
1

π

∫ π

ωs

|H (ω)|2 dω. (5.34)

El 
uarto es la desvia
ión máxima en la banda de paso, obtenida 
omo

εdev = máx
|ω|<ωp

|H (ω)−Hd (ω)| , (5.35)

y por último, la atenua
ión mínima de la banda eliminada As, siendo H(ω) la respuesta

en fre
uen
ia real de los �ltros 
orrespondientes, �ltro α-spline, �ltro β-spline u otro

obtenido por 
ualquier pro
edimiento.

5.11. Ejemplos de diseño de �ltros

En esta se

ión, se van a desarrollar diversos ejemplos de diseño de �ltros 
on el

objetivo de 
omparar los resultados obtenidos mediante las té
ni
as des
ritas en esta

memoria, basadas en fun
iones α-spline, 
on los logrados 
on métodos previos basados

en fun
iones β-spline.
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Figura 5.22 � Ejemplo de diseño 1. Magnitud de las respuestas en fre
uen
ia de �ltros

paso-bajo diseñados 
on fun
iones α y β-spline minimizando el error integral 
uadráti
o

total

5.11.1. Diseño de �ltros basado en el pro
edimiento MEICT

Para evaluar el pro
edimiento de diseño MEICT y poder 
omparar los resultados

de los �ltros obtenidos utilizando un tipo u otro de fun
iones, α-spline o β-spline, se

presenta el siguiente ejemplo representativo. En el mismo, al que se denomina Ejemplo

de diseño 1, se pretende obtener un �ltro paso-bajo de longitud N = 73 (M = 36), 
on

una an
hura de la banda de transi
ión ∆d = 0.2π y una fre
uen
ia de 
orte ωc = 0.5π.

Para las fun
iones β-spline, y a partir de (5.18) se obtiene el valor ρb = 4.526, mientras

que para las fun
iones α-spline, y a partir de (5.16) se obtiene p+αq = 4.2, que 
ondu
e

a la terna de valores (p = 4, α = 0.2, q = 1). En la �gura 5.22 se representa la magnitud

de la respuesta en fre
uen
ia de los �ltros de fase lineal diseñados.

La visualiza
ión de la misma nos permite inferir que las bandas de transi
ión son

prá
tiamente idénti
as, mientras que el �ltro α-spline presenta un mejor rendimiento

tanto en la banda de paso 
omo en la banda eliminada.

Con los mismos parámetros de diseño, la utiliza
ión del algoritmo genéti
o sobre la

fun
ión de 
oste, dada por (5.31), propor
iona unos valores óptimos para los elementos

que determinan el grado de la fun
ión α-spline de p = 2, α = 0.655 y q = 3.

Para estimar la 
alidad de los �ltros se han medido los parámetros de 
alidad, de�ni-

dos en la se

ión 5.10. En la tabla 5.6 se muestran los valores de di
hos parámetros. Los

mejores resultados obtenidos se indi
an 
on 
ara
teres en negrita. Los valores de di
hos
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Tabla 5.6 � Ejemplo de diseño1. Resultados de la simula
ión para el error integral 
ua-

dráti
o total (ωc = 0.5π, ∆d = 0.2π, M = 36).

Té
ni
a de diseño εaisae εpbe εebe εdev As (dB)

β-spline (ρ=4.526) (Ref. [5℄) 6.506 · 10−3 4.215 · 10−11 4.215 · 10−11 1.890 · 10−5 94.5
α-spline Eq. (5.7)

6.643 · 10−3
6.970 · 10−12

6.970 · 10−12 1.626 · 10−5 95.8

on (p, q, α) = (4, 1, 0.2)
α-spline E
. (5.31)

6.345 · 10−3 2.135 · 10−11 2.135 · 10−11
1.206 · 10−5

98.4
Optimiza
ión 
on (p, q, α) = (2, 3, 0.655)

parámetros permiten 
omparar el �ltro diseñado por medio de (5.16) y el diseñado a

través de (5.18).

Comentar, por último, que debido a la manera de de�nir la an
hura de la banda

de transi
ión prá
ti
a, la an
hura de la banda de transi
ión obtenida es menor que la

teóri
a, 
ara
terizada por el parámetro ∆d en el diseño del �ltro.

5.11.2. Diseño de �ltros basado en el pro
edimiento MEICEP

Pro
ediendo de modo similar al supuesto de minimiza
ión del error integral 
ua-

dráti
o total, y 
on el objetivo de poder 
omparar el 
omportamiento de las fun
iones

α-spline y β-spline en el diseño de �ltros de fase lineal, se plantea el siguiente ejemplo

representativo, al que se llama Ejemplo de diseño 2. En este 
aso, se pretenden dise-

ñar �ltros paso-bajo de longitud N = 115 (M = 57), 
on una an
hura de la banda

de transi
ión ∆d = 0.112π y una fre
uen
ia de 
orte ωc = 0.45π. Para las fun
iones

β-spline, estos parámetros de diseño dan lugar a que N∆1 = 115 · 0.112/2 = 6.44, y de

(5.21) y (5.20), se obtiene el valor del grado óptimo de la fun
ión β-spline que resulta

ser ρb = 4.17312, mientras que para las fun
iones α-spline, se tiene que M∆d = 6.384π.

De la tabla 5.3 y de la rela
ión (5.22), se desprende que el grado óptimo de la fun
ión

α-spline es ρ = 3.7, que 
ondu
e a los valores (p = 3, α = 0.7, q = 1).

En la �gura 5.23 se muestran los módulos de las respuestas en fre
uen
ia de los �ltros

diseñados. De nuevo podemos observar que las an
huras de la banda de transi
ión son

prá
ti
amente idénti
as, mientras que el �ltro α-spline propuesto presenta mejoras tanto

en la banda de paso 
omo en la banda eliminada.

Con los mismos parámetros de diseño, la utiliza
ión del algoritmo genéti
o sobre la

fun
ión de 
oste, dada por (5.31), propor
iona unos valores óptimos para los elementos

que determinan el grado de la fun
ión α-spline de p = 2, α = 0.73 y q = 2.

Se han medido los parámetros de 
alidad dados por las e
ua
iones (5.32), (5.33),(5.34)

y (5.35), así 
omo la atenua
ión mínima de la banda eliminada para los �ltros de fase

lineal obtenidos. En la tabla 5.7 se muestran los valores de di
hos parámetros de 
alidad.

También en este 
aso, la aproxima
ión propuesta se 
omporta mejor que la té
ni
a

basada en las fun
iones β−spline en 
asi todas las medidas de 
alidad, 
on la ex
ep
ión

del error de aproxima
ión integral 
uadráti
o medio.
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Burrus ; M = 57;  ρ = 4.17312

α − spline ; M = 57 ; p + α q (q = 1) = 3.7

∆
d, Burrus

 = 0.112 π
∆

d, α − spl
 = 0.112 π

Figura 5.23 � Ejemplo de diseño 2. Magnitudes de la respuesta en fre
uen
ia de �ltros

paso-bajo diseñados 
on fun
iones α y β-spline minimizando el error integral 
uadráti
o

sobre la banda de paso y la banda eliminada.

Tabla 5.7 � Ejemplo de diseño 2. Resultados de la simula
ión para el error integral 
uadrá-

ti
o, sobre la banda de paso y la banda eliminada, optimizado (ωc = 0.45π, ∆d = 0.112π,
M = 57).

Té
ni
a de diseño de �ltro εaisae εpbe εebe εdev As (dB)

β-spline (ρ=4.173) (Ref. [5℄) 3.803 · 10−3 3.353 · 10−10 1.423 · 10−10 7.706 · 10−5 83.8
α-spline Eq. (5.7)

3.936 · 10−3 2.880 · 10−11
1.152 · 10−11 4.402 · 10−5 88.0


on (p, q, α) = (3, 1, 0.7)
α-spline E
. (5.31)

3.950 · 10−3
1.418 · 10−11 1.197 · 10−11

3.301 · 10−5
89.9

Optimiza
ión 
on (p, q, α) = (2, 2, 0.73)
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5.11.3. Diseño de �ltros basado en el pro
edimiento PF.

Respe
to a este último pro
edimiento, se van a mostrar tres ejemplos representativos,

donde se 
ontemplan diferentes aspe
tos.

Pro
edimiento PF: Ejemplo de diseño 3.

En el primer ejemplo desarrollado mediante el pro
edimiento PF, que se nombra

Ejemplo de diseño 3, se va a poner de mani�esto el asunto 
itado al �nal de la se

ión

5.8 sobre los diferentes rendimientos de los �ltros diseñados, en fun
ión de las diferentes


ombina
iones de los parámetros p, α, q que de�nen las fun
iones α-spline.

En este ejemplo se desea diseñar �ltros digitales α y β-spline PF paso-bajo, deter-

minando, a partir de las tablas 5.4 y 5.5 para el 
aso α-spline o a partir de la tabla I

que se da en [4℄, los valores de M y ρ = p+αq que deben usarse en (5.29) o (5.30), para

lograr las 
ara
terísti
as del �ltro a diseñar. Las espe
i�
a
iones del �ltro que deseamos

obtener son las siguientes:

Atenua
ión mínima en la banda atenuada As = 80 dB.

Fre
uen
ia de 
orte ωc = 0.5π.

An
hura de la banda de transi
ión ∆d = 0.25π.

De la tabla I en [4℄, para el �ltro digital basado en los β-spline, se obtienen unos

valores para el semiorden del �ltro y el grado β-spline que son M = 25 y ρ = 3.537.

Idénti
os valores se obtienen a partir de las tablas 5.4 y 5.5, lo que permite utilizar

diferentes 
ombina
iones de (p, α, q) para obtener p+ αq = ρ = 3.537. En parti
ular, se

han probado tres 
ombina
iones distintas (3, 0.537, 1), (2, 0.768, 2) y (1, 0.846, 3) para el

método α-spline propuesto.

En la �gura 5.24 se muestran las respuestas en fre
uen
ia de los �ltros digitales PF

β-spline y α-spline paso-bajo de fase lineal.

En la tabla 5.8 se dan los parámetros de 
alidad de�nidos mediante (5.32), (5.33),

(5.34) y (5.35), además de la atenua
ión mínima en SB. De a
uerdo a los valores de

los men
ionados parámetros de 
alidad de la tabla 5.8 se pueden sa
ar las siguientes


on
lusiones

1. La aproxima
ión propuesta, basada en las fun
iones α-spline, supera al diseño β-

spline en 
uanto a la atenua
ión mínima en la banda eliminada y an
hura de la

banda de transi
ión. También suministra valores inferiores para los errores inte-

grales 
uadráti
os, tanto en el total 
omo en el que se limita a las bandas de paso

y atenuada.

2. El �ltro α-spline diseñado 
on el mayor valor de α, es de
ir, el aso
iado al 
onjun-

to de parámetros (p, q, α) = (1, 3, 0.846) propor
iona los mejores parámetros de


alidad.
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Detalle de la banda de paso

Roark : Ref. [4] (ρ = 3.537)
α − spline (p = 3, α = 0.537, q = 1)
α − spline (p = 2, α = 0.768, q = 2)
α − spline (p = 1, α = 0.846, q = 3)

M = 25
ω

c
 = 0.50 π

∆
d
 = 0.25 π

Figura 5.24 � Ejemplo de diseño 3. Magnitud de las respuestas en fre
uen
ia de �ltros

digitales PF paso-bajo basados en α y β-spline.

Tabla 5.8 � Ejemplo de diseño 3. Resultados de la simula
ión para el diseño de �ltros PF

optimizados (ωc = 0.5π, ∆d = 0.25π, M = 25, As = 80 dB).

Té
ni
a de diseño de �ltro εaisae εpbe εsbe εdev As (dB)

β-spline (ρ=3.537) (Ref. [4℄ o E
. (5.30)) 1.009 · 10−2 1.457 · 10−10 1.457 · 10−10 1.009 · 10−4 79.9
α-spline E
. (5.29)

9.732 · 10−3 1.142 · 10−10 1.142 · 10−10 8.546 · 10−5 81.4

on (p, q, α) = (3, 1, 0.537)

α-spline E
. (5.29)
9.549 · 10−3 2.519 · 10−11 2.519 · 10−11 3.503 · 10−5 89.1


on (p, q, α) = (2, 2, 0.768)
α-spline E
. (5.29)

9.486 · 10−3
1.522 · 10−11

1.522 · 10−11
3.485 · 10−5

89.2

on (p, q, α) = (1, 3, 0.846)
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Pro
edimiento PF: Ejemplo de diseño 4.

Con el siguiente ejemplo, Ejemplo de diseño 4, se pretende diseñar un �ltro PF

paso-bajo 
on las siguientes espe
i�
a
iones

� Mínima atenua
ión en la banda atenuada As = 60 dB.

� Fre
uen
ia de 
orte ωc = 0.25π.

� An
hura de la banda de transi
ión ∆d = 0.05π.

Para 
umplir las espe
i�
a
iones anteriores, de la tabla 5.4 se obtiene un valor para el

semiorden del �ltroM = 90. Posteriormente, se determina el valor de ρ de las expresiones

dadas en la tabla I de [4, Table I℄, resultando un valor ρ = 2.339 para el diseño del �ltro

PF basado en β-spline. Iguales valores resultan para el diseño del �ltro PF basado en

las fun
iones α-spline, eligiendo 
ualquier 
ombina
ión {p, α, q} tal que ρ = p + αq.

Para 
omparar los rendimientos de ambas realiza
iones, la aproxima
ión β-spline y la

aproxima
ión α-spline, tomamos para la terna de valores {p, α, q}, la 
ombina
ión dada

por p = 1, α = 0.6695 y q = 2.

En la �gura 5.25 se muestran las magnitudes de la respuesta en fre
uen
ia para los

�ltros PF diseñados.

Con los mismos parámetros de diseño, la utiliza
ión del algoritmo genéti
o sobre la

fun
ión de 
oste, dada por (5.31), propor
iona unos valores óptimos para los elementos

que determinan el grado de la fun
ión α-spline de p = 1, α = 0.753 y q = 2.

En la tabla 5.9 se presentan, para 
ada realiza
ión, los parámetros de 
alidad dados

por las e
ua
iones (5.32), (5.33), (5.34) y (5.35), así 
omo la atenua
ión mínima As y la

an
hura de la banda de transi
ión ∆d realmente al
anzadas. Los mejores resultados, 
on

respe
to a las medidas de 
alidad de�nidas, están resaltados 
on 
ará
teres en negrita.

A la vista de la �gura 5.25 y de los datos propor
ionados por la tabla 5.9 se pueden

extraer las siguientes 
on
lusiones.

1. El �ltro diseñado mediante el pro
edimiento des
rito en [4℄, basado en las fun
iones

β-spline, satisfa
e las espe
i�
a
iones del diseño.

2. En lo que se re�ere al enfoque α-spline dado por (5.29), se puede 
omprobar que

la aproxima
ión propuesta supera al diseño β-spline en 
uanto a la atenua
ión

mínima en la banda eliminada y an
hura de la banda de transi
ión. La aproxi-

ma
ión propuesta, también suministra valores inferiores para los errores integrales


uadráti
os, tanto en el total 
omo en el que se limita a las bandas de paso y

atenuada.

Resumiendo, la té
ni
a propuesta, basada en las fun
iones α-spline, propor
iona �ltros

que tienen una mejor pre
isión de aproxima
ión y supera a la té
ni
a, basada en las

fun
iones β-spline, des
rita en [4℄.
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Figura 5.25 � Ejemplo de diseño 4. Magnitud de las respuestas en fre
uen
ia para �ltros

PF spline paso-bajo (As = 60 dB, ωc = 0.25π, ∆d = 0.05π).

Tabla 5.9 � Ejemplo de diseño 4. Resultados de la simula
ión para diferentes �ltros digi-

tales PF paso-bajos (As = 60 dB, ωc = 0.25π, ∆d = 0.05π).

Té
ni
a de diseño del �ltro εaisae εpbe εsbe εdev As (dB) ∆d(×π)
Roark β-spline (ρ=2.339) 2.387 · 10−3 4.696 · 10−9 4.696 · 10−9 9.984 · 10−4 −60.01 4.951 · 10−2

α-spline E
. (5.29)
2.146 · 10−3 3.193 · 10−9 3.093 · 10−9

6.069 · 10−4 −64.38 4.479 · 10−2


on (p, q, α) = (1, 2, 0.6695)
α-spline E
. (5.31)

2.260 · 10−3
1.388 · 10−9

1.354 · 10−9 9.971 · 10−4 −60.00 5.000 · 10−2

Optimiza
ión 
on (p, q, α) = (1, 3, 0.618)
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Pro
edimiento PF: Ejemplo de diseño 5.

Un último ejemplo, al que se designa mediante Ejemplo de diseño 5, 
onsiste en

el diseño de un �ltro PF 
uyas espe
i�
a
iones vienen propuestas por Roark, en la

subse

ión III.D. de [4℄, donde se propone el uso de las fun
iones β-spline para el diseño

de �ltros PF. El prototipo a diseñar 
onsiste en un �ltro paso-bajo de longitud N = 257

(M = 128), 
on una atenua
ión mínima en la banda eliminada As = 80 dB y una

fre
uen
ia de 
orte lo
alizada en ωc = 0.4π. En este 
aso, vamos a realizar el diseño por

medio de tres aproxima
iones diferentes.

1. Por medio de una ventana de Kaiser. El parámetro βAs
de la ventana, 
on los

datos de partida, resulta ser βAs
= 7.8573.

2. A través de la aproxima
ión de �ltros PF de Roark, basada en las fun
iones β-

spline. De a
uerdo 
on los datos, de la tabla I [4, Table I℄ se obtiene un valor para

el grado de la fun
ión β-spline ρ = 3.537.

3. El ter
er �ltro se obtiene de la aproxima
ión propuesta (5.29), basada en las fun-


iones α-spline. De la tabla 5.5, teniendo en 
uenta las espe
i�
a
iones de partida,

se puede tomar 
ualquier terna de valores {p, q, α} tal que p+αq = ρ = 3.537. La

ele

ión sele

ionada es p = 2, q = 2, and α = 0.768.

Los módulos de las respuestas en fre
uen
ia resultantes de los �ltros diseñados se

pueden ver en la �gura 5.26.

Se han medido los parámetros de 
alidad (5.32), (5.33), (5.34) y (5.35), así 
omo la

atenua
ión mínima As y la an
hura de la banda de transi
ión ∆d realmente al
anzadas,

para los tres diseños 
onsiderados. En la tabla 5.10 se muestran los valores obtenidos de


ada uno de los parámetros 
onsiderados.

Tanto de la 
ontempla
ión de la �gura 5.26, 
omo del análisis de los datos que se

ofre
en en la tabla 5.10, se in�ere, en primer lugar, que la banda de transi
ión más

estre
ha se obtiene 
on el enfoque basado en la ventana de Kaiser, pero el pre
io a pagar

es que este prototipo presenta peor 
omportamiento respe
to a la propiedad de poseer

una banda de paso prin
ipalmente plana. Para visualizar mejor esta 
ara
terísti
a, se

muestra en la �gura un detalle ampliado de las respuestas en fre
uen
ia de las bandas

de paso, que apare
ían 
on menor detalle en la �gura 5.26.

Una segunda 
on
lusión es que la propuesta basada en las fun
iones α-spline supera

a la té
ni
a basada en fun
iones β-spline 
onsiderando todos los parámetros de 
alidad,

y también supera, si solo tenemos en 
onsidera
ión los errores en las bandas de paso y

eliminada, a la aproxima
ión basada en la ventana de Kaiser.
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Figura 5.26 � Ejemplo de diseño 5. Magnitud de las respuestas en fre
uen
ia para dife-

rentes �ltros paso-bajo (M = 128, As = 80 dB, ωc = 0.4π).
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Kaiser (β = 7.8573)

Roark (ρ = 3.537)

α−spline (ρ = 3.537; p = 2, α = 0.768, q = 2)

Figura 5.27 � Ejemplo de diseño 5. Detalle ampliado de la magnitud de las respuestas en

fre
uen
ia para diferentes �ltros paso-bajo (M = 128, As = 80 dB, ωc = 0.4π).
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Tabla 5.10 � Ejemplo de diseño 5. Resultados de la simula
ión para diferentes �ltros

digitales PF paso-bajos (M = 128, As = 80 dB, ωc = 0.4π).

Té
ni
a de diseño de �ltro εaisae εpbe εsbe εdev As (dB) ∆d(×π)
Ventana de Kaiser (βAs

=7.8573) 1.636 · 10−3 7.774 · 10−11 9.051 · 10−11 8.681 · 10−5 81.60 3.913 · 10−2

Roark-spline (Ref. [4℄) 2.033 · 10−3 2.998 · 10−11 2.999 · 10−11 1.009 · 10−4 79.921 5.008 · 10−2

α-spline E
. (5.29) 
on (p, q, α) = (2, 2, 0.768) 1.925 · 10−3
5.102 · 10−12

5.102 · 10−12
3.499 · 10−5

89.12 4.858 · 10−2

5.12. Resumen

En este 
apítulo, se han desarrollado, después de determinados análisis teóri
os y

amplios trabajos numéri
os, diferentes herramientas empíri
as que pueden ser usadas

para el diseño de �ltros digitales, basados en una de las formula
iones de �ltros que

se presentaron en el 
apítulo 4 y que 
ontenían bandas de transi
ión 
readas mediante

una de las familias de fun
iones α-spline que se desarrollaron en el 
apítulo 3, sujetos a

determinadas restri

iones. En primer lugar se ha elaborado una té
ni
a, 
on base en un

pro
eso de optimiza
ión, 
onsistente en la minimiza
ión del error integral 
uadráti
o en

distintas bandas de fre
uen
ia, en este sentido, también se ha propuesto la utiliza
ión

de un algoritmo genéti
o que opera minimizando las 
olas dese
hadas de las respues-

tas al impulso in�nitas del �ltro modi�
ado mediante las fun
iones α-spline, para la

determina
ión de los 
itados parámetros.

Una segunda té
ni
a se 
entra en el diseño de �ltros basado en que las bandas de

fre
uen
ia resultantes se aproximen a la 
ondi
ión de ser máximamente planas (�ltros

prin
ipalmente planos (PF)).

Las simula
iones realizadas 
on di
has herramientas, basadas en fun
iones α-spline,

generan �ltros que pueden 
ompetir satisfa
toriamente 
on té
ni
as de diseño previas,

basadas en fun
iones β-spline. Para poner de mani�esto los 
omportamientos y propie-

dades de los diferentes �ltros diseñados se han utilizado un 
onjunto de parámetros de


alidad de�nidos en la se

ión 5.10.





Capítulo 6

Con
lusiones y líneas de estudio

futuras

Esta tesis se enmar
a en la utiliza
ión de té
ni
as polinómi
as, en parti
ular en el


ontexto de los polinomios spline, para la genera
ión de fun
iones de�nidas en el dominio

de la fre
uen
ia que, 
on posterioridad, se emplearán en la modeliza
ión de bandas de

transi
ión para la formula
ión de �ltros FIR. En este 
apítulo se van a enumerar las

aporta
iones, 
on
lusiones prin
ipales y líneas futuras que se derivan de este trabajo de

investiga
ión de a
uerdo 
on los objetivos ini
iales planteados.

6.1. Con
lusiones y aporta
iones

En el 
apítulo 2 se ofre
e una retrospe
tiva de las fun
iones spline in
idiendo en

la evolu
ión de las mismas, que puede en
ontrarse en una amplia bibliografía, y sus

apli
a
iones. En esta re
apitula
ión se muestran las diferentes varia
iones desarrolladas

a partir de su formula
ión original, 
ontemplando los diferentes enfoques 
onstru
tivos.

Aunque todos son equivalentes, el planteamiento de genera
ión basado en opera
iones de


onvolu
ión de pulsos re
tangulares entron
a dire
tamente 
on sistemas 
uyas respuestas

se obtienen a partir de sistemas lineales e invariantes en el tiempo en general. El trabajo

presentado des
ansa sobre dos pilares que se 
itan en di
ho 
apítulo, el primero está

rela
ionado 
on las denominadas fun
iones spline de base ra
ional (se

ión 2.5.2) y el

segundo 
on las fun
iones spline de�nidas en la variable fre
uen
ia (se

ión 2.9). De

a
uerdo 
on estos dos elementos, en el 
apítulo 3 se han propuesto tres tipos de familias

spline, de�nidas en el dominio de la fre
uen
ia, denominadas familias α-spline de tipos

I, II y III. Las aporta
iones de este 
apítulo se 
entran en las siguientes 
uestiones:

De�ni
ión y 
onstru

ión de las diferentes familias α-spline tanto en el dominio de

la fre
uen
ia aso
iada a un entorno de tiempo 
ontinuo, 
omo en el de la fre
uen
ia

aso
iada a un dominio de tiempo dis
reto.
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Desarrollo, en los dominios de la fre
uen
ia, de las formas fun
ionales de las fun-


iones pretene
ientes a 
ualquiera de los tres tipos de familias α-spline.

Obten
ión de la forma explí
ita de las mismas fun
iones, produ
to de poten
ias

de exponentes naturales y 
uyas bases son fun
iones �sin
�, en los dominios del

tiempo.

Los diferentes per�les de las distintas fun
iones así 
omo la an
hura del intervalo de

de�ni
ión donde son no nulas, delimitarán las hipotéti
as apli
a
iones de las diferentes

fun
iones α-spline. En parti
ular los distintos per�les dependen, para las tres familias,

de todos los parámetros de de�ni
ión de las mismas, es de
ir, del número de pulsos de

uno y otro tipo p y q, de la an
hura de los mismos, a través de α y ∆. Por otro lado, la

dependen
ia de la an
hura del intervalo 
errado, donde son no nulas, es diferente para

las distintas familias. Así,

Para las fun
iones de la familia de tipo I, di
ho intervalo depende de los mismos

parámetros que su forma y viene dado por [−(p + αq)∆/2, (p + αq)∆/2] que es


re
iente 
on el aumento de los susodi
hos parámetros.

Para las fun
iones de la familia de tipo II, el intervalo 
errado solo depende del

parámetro ∆, la an
hura de uno de los dos tipos de pulsos que intervienen en su


onstru

ión, y viene dado por [−∆/2,∆/2], siendo independiente de p, α y q.

Para las fun
iones de la familia de tipo III, la an
hura del intervalo depende tanto

de ∆ 
omo de α, viene dado por [−(1+α)∆/2, (1+α)∆/2], pero es independiente
de p y q.

En el 
apítulo 4 se estudian y formulan �ltros paso-bajo modi�
ados 
on bandas

de transi
ión generadas mediante las fun
iones α-spline en el dominio de la fre
uen
ia.

Dentro de esta parte del trabajo, las 
ontribu
iones más relevantes son:

Formula
ión de los �ltros mediante opera
iones de 
onvolu
ión en el dominio de

la fre
uen
ia entre la respuesta en fre
uen
ia del �ltro paso-bajo ideal 
on las fun-


iones de las diferentes familias α-spline. Los desarrollos se han realizado en los

entornos de tiempo 
ontinuo (este desarrollo se puede entender 
omo una herra-

mienta que ha servido de guía y de 
omproba
ión para el desarrollo en el entorno

dis
reto) y de tiempo dis
reto.

Constru

ión de las respuestas en fre
uen
ia de los �ltros mediante formas fun
io-

nales 
erradas que se 
omponen de sumas de polinomios a tramos que dependen

de los tres tipos de familias α-spline.

Obten
ión de la forma explí
ita de las respuestas al impulso de longitud in�nita

(IIR), produ
to de poten
ias de exponentes naturales y 
uyas bases son fun
iones

�sin
�, en los dominios del tiempo.
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Estudio de las propiedades de derivabilidad y 
ontinuidad de las respuestas en

fre
uen
ia de los �ltros formulados, que puede verse en el apéndi
e B.

En el 
apítulo 5, dedi
ado al diseño de �ltros, solo se abordan �ltros digitales FIR. En

el diseño de �ltros FIR abordado en este 
apítulo se han 
ontemplado diversos aspe
tos,

los 
uales han sido tratados tanto desde una perspe
tiva teóri
a, para a
otar el rango

de varia
ión de algunos parámetros, 
omo desde una aproxima
ión empíri
a debido a la

di�
ultad de dar una solu
ión analíti
a.

El trun
amiento ne
esario de la respuesta al impulso in�nita de los �ltros modi�
a-

dos ha
e que la respuesta en fre
uen
ia resultante se degrade respe
to a la respuesta en

fre
uen
ia teóri
a, 
uyas bandas de paso y eliminada no presentan errores de aproxima-


ión y su banda de transi
ión está totalmente de�nida. Los objetivos de diseño persiguen

que di
ha degrada
ión sea la más pequeña posible.

En 
on
reto se han explorado diferentes planteamientos de diseño basados en di-

versas té
ni
as de optimiza
ión, 
omo es la minimiza
ión del error integral 
uadráti
o

sobre diferentes bandas de fre
uen
ia, o la basada en la 
ondi
ión de obtener �ltros que

presenten la 
ara
terísti
a de ser máximamente plana o prin
ipalmente plana.

Desde la perspe
tiva del 
riterio de minimiza
ión del error integral 
uadráti
o se

han desarrollado dos pro
esos de diseño diferen
iados; en ambos supuestos no se tiene


ontrol sobre la atenua
ión de la banda eliminada. En el primero, la optimiza
ión se

ha realizado sobre todo el rango de fre
uen
ias. En este sentido, las 
ontribu
iones del

trabajo se resumen en los siguientes puntos:

Se ha llevado a 
abo una aproxima
ión teóri
a para determinar el rango de varia-


ión del valor óptimo del grado de las fun
iones α-spline ne
esario para minimizar

el error de aproxima
ión. El men
ionado grado se expresa en términos de los va-

lores deseados de los parámetros de diseño, que en estos supuestos son la an
hura

de la banda de transi
ión y la longitud del �ltro.

Se ha he
ho un tratamiento empíri
o, para determinar el valor óptimo del gra-

do de las fun
iones α-spline, 
onsistente en la realiza
ión de un gran número de

simula
iones 
on el �n de poder dar una solu
ión al problema.

A partir de los dos aspe
tos previamente 
itados se ha obtenido la su�
iente in-

forma
ión que ha 
ontribuido a elaborar una rela
ión fun
ional que propor
iona

el valor óptimo del grado de la fun
ión α-spline en términos de la an
hura de la

banda de transi
ión y de la longitud deseada del �ltro a diseñar.

Otro aspe
to estudiado, en rela
ión 
on el problema de la optimiza
ión, ha sido la

minimiza
ión del error de aproxima
ión sobre los rangos de fre
uen
ia pertene
ientes a

las bandas de paso y eliminada, ex
luyendo las fre
uen
ias de la banda de transi
ión. En

este sentido, se ha abordado el problema desde un punto de vista empíri
o, estudiando

el 
omportamiento del error de aproxima
ión aso
iado a los términos dese
hados 
on
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el trun
ado. De las pruebas preliminares se obtuvieron algunas 
on
lusiones relevantes

sobre esta fun
ión que enumeramos a 
ontinua
ión.

Fijado el parámetro ∆d, para 
ada semiorden del �ltro M hay un valor del grado

de las fun
iones α-spline que ha
e mínimo el error de aproxima
ión. A medida que

M 
re
e, el mínimo es más pronun
iado y el grado α-spline es mayor.

Fijado el parámetro M , al variar ∆d varia el grado α-spline donde se produ
e el

mínimo error de aproxima
ión, de modo que si se aumenta ∆d el mínimo es más

pronun
iado y o
urre para valores mayores del grado de las fun
iones α-spline

utilizadas para el modelado de la banda de transi
ión.

Para diferentes 
ombina
iones de los parámetros M y ∆d de modo que M ·∆d sea


onstante, el mínimo error de aproxima
ión se produ
e para el mismo valor del

grado de las fun
iones α-spline, de modo que el mínimo es más a
usado 
onforme

M aumenta; por otro lado, a medida que M ·∆d 
re
e, el grado α-spline donde se

produ
e el mínimo aumenta.

Con los datos obtenidos, se ha en
ontrado una rela
ión 
uadráti
a que permite

determinar el grado ρ = p+αq (q = 1) óptimo de las fun
iones α-spline en términos

del produ
to M ·∆d.

Los �ltros formulados mediante bandas de transi
ión generadas 
on fun
iones α-

spline son máximamente planos en ambas bandas. De esta 
ara
terísti
a emana la ter-


era té
ni
a de diseño que se ha elaborado, la 
ual tiene 
omo objetivo lograr que las

respuestas al impulso trun
adas den respuestas en fre
uen
ia 
on una forma suavizada

y 
on mínimas os
ila
iones en las bandas de paso y eliminada. A los �ltros resultantes

se les denomina �ltros prin
ipalmente planos. En este sentido, los aspe
tos prin
ipales

se 
entran en los siguientes puntos:

Identi�
a
ión del punto de trun
ado de la representa
ión temporal de las fun
iones

α-spline. Las muestras sele

ionadas 
on el pro
eso pueden identi�
arse 
omo una

fun
ión ventana.

De�nida la fun
ión ventana, la segunda etapa tiene 
omo �nalidad en
ontrar los

valores de la longitud del �ltro y el grado de las fun
iones α-spline que permiten


onseguir unas espe
i�
a
iones de atenua
ión As de la banda eliminada y de an-


hura de la banda de transi
ión ∆d, dadas de antemano. En este sentido se han

simulado gran 
antidad de respuestas en fre
uen
ia, para un amplio abani
o de

valores del grado p+ αq, donde se ha 
onsiderado q = 1, de las fun
iones α-spline

y de M , y se han medido la atenua
ión y la an
hura de la banda de transi
ión

al
anzadas en 
ada supuesto.
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A partir de los datos empíri
os, se han elaborado fórmulas de diseño que, 
on

un grado razonable de aproxima
ión, permiten prede
ir por un lado el grado p +

αq (q = 1) en fun
ión de la atenua
ión As, y por otro, el semiorden del �ltro M

en términos de ∆d y As.

Para 
omprobar la bondad de los diseños, en todos los 
asos 
ontemplados, se han

desarrollado ejemplos donde se 
omparan los resultados de los �ltros obtenidos por

medio de las té
ni
as propuestas 
on los propor
ionados a través de otras propuestas

formuladas por diversos autores, elaboradas 
on el mismo objetivo y basadas en fun
iones

β-spline de exponente ra
ional. Para veri�
ar las solu
iones obtenidas, utilizando tanto

las propuestas planteadas en la memoria 
omo las planteadas por otros autores, se ha

apli
ado un método de diseño basado en algoritmos genéti
os.

Como 
olofón, se puede de
ir que se han al
anzado los objetivos prin
ipales plantea-

dos al ini
io del trabajo, a saber:

Generar familias de fun
iones α-spline en el dominio de la fre
uen
ia 
on 
onsisten-


ia formal y que representen una amplia
ión de las fun
iones β-spline de exponente

ra
ional.

Diseñar �ltros, formulados 
on bandas de transi
ión modeladas 
on fun
iones α-

spline, que presentan propiedades que en el peor de los 
asos igualan y que en

general mejoran a los diseños previamente existentes.

Algunos de los resultados más relevantes de este trabajo de investiga
ión se han

difundido en dos revistas y un 
ongreso 
ientí�
o:

1. M. Á. Raposo-Sán
hez, J. Sáez-Landete, F. Cruz-Roldán. �α-spline design of �nite

impulse response digital �lters�. En Signal Pro
essing, Volumen 122, páginas 204-

212, mayo 2016.

2. M. Á. Raposo-Sán
hez, J. Sáez-Landete, F. Cruz-Roldán. �Analog and Digital Fil-

ters with α-Splines�. EnDigital Signal Pro
essing (2017), 10.1016/j.dsp.2017.03.003.

3. M. Á. Raposo-Sán
hez, J. Sáez-Landete, F. Cruz-Roldán. �Modelado de Bandas

de Transi
ión mediante Fun
iones alfa Splines�. En A
tas del XXX Simposium

Na
ional de la URSI. Pamplona, septiembre 2015.

6.2. Líneas de estudio futuras

En todos los pro
edimientos de diseño de �ltros que se han abordado en la memoria,

se han analizado los supuestos en los 
uales las fun
iones utilizadas para la modeliza
ión

de las bandas de transi
ión pertene
ían a la familia de tipo II.
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Se pueden abrir nuevas líneas de diseño de �ltros partiendo de las formula
iones

de �ltros modi�
ados basados en las fun
iones α-spline de tipo I o de tipo III. Por

ejemplo, distintas 
ombina
iones de los parámetros ∆d y α que den lugar a la misma

an
hura espe
tral de las fun
iones α-spline, para unos valores �jos de p y q, generan

fun
iones que presentan diferen
ias en sus per�les; los distintos per�les darán lugar a

varia
iones en las propiedades de los �ltros resultantes que pueden ser relevantes para

algunas apli
a
iones.

Otra posible línea de trabajo puede plantearse teniendo en 
uenta el 
onjunto de

pruebas exhaustivas realizadas para determinar el grado óptimo de las fun
iones α-

spline 
orrespondiente al diseño de �ltros prin
ipalmente planos. En di
has pruebas

el grado de las fun
iones α-spline p + αq, se restringió a valores de q = 1. Con este

pro
edimiento de diseño, se han llevado a 
abo algunas pruebas aisladas, realizadas 
on

valores de q > 1 y de modo que p + αq se mantenga 
onstante, las 
uales sugieren que

las propiedades de los �ltros obtenidos superan a las logradas 
on aquellos diseñados

utilizando q = 1 en el grado de las fun
iones α-spline. A partir de estos resultados

preliminares, se puede abordar un estudio sistemáti
o, que sería bastante laborioso ya

que las 
ombina
iones posibles son muy numerosas, sobre la in�uen
ia del grado p +

αq (q > 1) sobre los rendimientos de los �ltros y obtener fórmulas de diseño en el

supuesto de que los resultados fuesen prometedores.

Por otro lado, una temáti
a de interés investigador en la que se podría profundizar


omo futura línea de trabajo se 
entra en el diseño de �ltros prototipo para ban
os de

�ltros y transmultiplexadores [123℄, denominados en la a
tualidad 
omo sistemas mul-

tiportadora 
on ban
os de �ltros (�lter bank multi
arrier -FBMC systems)[152℄, [153℄.

Dentro de las distintas 
lases de ban
os de �ltros que se pueden en
ontrar en la litera-

tura, los ban
os de �ltros modulados han re
ibido una espe
ial aten
ión por dos razones

fundamentales: la fa
ilidad de diseño, que se basa en la obten
ión de los 
oe�
ientes de

un �ltro prototipo, y la existen
ia de algoritmos rápidos de eje
u
ión, que dependen del

esquema de modula
ión (trigonométri
a o exponen
ial), algunos de los 
uales se pueden

en
ontrar en [154℄, [155℄, y las referen
ias in
luidas en estos trabajos. El interés ha
ia los

ban
os de �ltros es notable y estable desde la dé
ada de los 80, mientras que el diseño

de FBMC es un tema de gran a
tualidad investigadora, ya que se 
ontemplan 
omo

alternativa a OFDM en los sistemas de quinta genera
ión (5G) [153℄, [156℄, [157℄, [158℄

y [159℄. La línea que se propone explorar se basa en la obten
ión de �ltros prototipo

modi�
ando la té
ni
a propuesta en [160℄, en la 
ual se diseñaban los �ltros mediante la

té
ni
a β-spline. En di
ho trabajo, se presentaba un análisis 
omparativo de los �ltros

β-spline 
on otras té
ni
as de diseño de �ltros prototipo, y se mostraban resultados de

simula
ión en los que se en
ontraban mejoras atendiendo a la medida de diversos pará-

metros de 
alidad del sistema, tanto en ban
os de �ltros 
omo en transmultiplexadores.

Hemos 
orroborado mediante unas pruebas experimentales de 
ará
ter preliminar que

la 
alidad del sistema diseñado se puede in
rementar, atendiendo a diversos parámetros,
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introdu
iendo �ltros α-spline en la té
ni
a de diseño. La �exibilidad que permite el uso

de órdenes no enteros para el spline es a su vez una oportunidad que puede 
ondu
ir a

diseños más robustos para sistemas de 
odi�
a
ión subbanda, o bien para sistemas de

transmisión de datos.





Apéndi
e A

Familias de fun
iones α-spline y �ltros

paso-bajo aso
iados

Las diferentes familias de fun
iones α-spline, tanto en el dominio de la fre
uen
ia


omo en el dominio del tiempo, así 
omo en tiempo 
ontinuo 
omo en tiempo dis
reto,

y los �ltros generados por medio de ellas se pueden sistematizar de forma 
ompa
ta

mediante dos parámetros que intervienen en la de�ni
ion de los pulsos de partida y que

son diferentes para 
ada familia. Centrándonos en el dominio del tiempo dis
reto, se


onsideran dos tipos de pulsos re
tangulares, donde los subíndi
es d nos van a indi
ar

el ámbito dis
reto de trabajo, dependientes de dos parámetros k1 y k2, y de�nidos 
omo

sigue:

φd,ℓ (ω) =

{
k1

2π
∆d
, |ω| < ∆d

2k1
,

0, ∆d

2k1
< |ω| < π,

(A.1)

φα,d,ℓ (ω) =

{
k2

2π
α∆d

, |ω| < α∆d

2k2
,

0, α∆d

2k2
< |ω| < π,

(A.2)

Los diferentes valores que toman los parámetros k1 y k2 dan lugar a las diferentes familias

de fun
iones α-spline, de a
uerdo a la tabla A.1.

De a
uerdo 
on la tabla anterior, las diferentes familias de fun
iones α-spline, de�-

nidas en fre
uen
ia, resultantes de la 
onvolu
ión de p pulsos del primer tipo y q pulsos

del segundo tipo, es de
ir,

Tabla A.1 � Diferentes familias de fun
iones α-spline en fre
uen
ia

Parámetros

Familia

α-spline
Tipo I

Familia

α-spline
Tipo II

Familia

α-spline
Tipo III

k1 1 p+ αq p
k2 1 p+ αq q



164 Familias de fun
iones α-spline y �ltros paso-bajo aso
iados.

Ψ
[p,q]
d,ℓ (ω) =

(p−1) veces︷ ︸︸ ︷
φd,ℓ (ω) ∗ . . . ∗ φd,ℓ (ω) ∗

(q−1) veces︷ ︸︸ ︷
φα,d,ℓ (ω) ∗ . . . ∗ φα,d,ℓ (ω) .

se pueden representar por la expresión

Ψ
[p,q]
d,ℓ (ω) =

2πkp1k
q
2

αq∆d(p+ q − 1)!
·

p∑

k=0

q∑

l=0

(−1)k+l

(
p

k

)(
q

l

)
× (A.3)

×
{
ω

∆d
−

(
k

k1
+
αl

k2

)
+

1

2

(
p

k1
+
αq

k2

)}p+q−1

+

,

Todas estas fun
iones son positivas y presentan simetría par. Son no nulas en un

intervalo �nito [a, b] de la variable independiente ω que depende de los parámetros de

de�ni
ión de los pulsos y del número de pulsos, de uno y otro tipo, que 
onvolu
ionan,

pudiendo expresarse en forma general para las diferentes familias 
omo

[
−
(
p

k1
+
αq

k2

)
∆d

2
,

(
p

k1
+
αq

k2

)
∆d

2

]

La transformada inversa de Fourier de la fun
ión previa, da 
omo resultado

F
[p,q]
d,ℓ [n] =

[
sin{(∆dn)/(2k1)}

∆dn/(2k1)

]p [
sin{(α∆dn)/(2k2)}

α∆dn/(2k2)

]q
. (A.4)

La 
onvolu
ión en el dominio de la fre
uen
ia de una fun
ión de 
ualquiera de las

familias α-spline de�nidas en fre
uen
ia 
on la respuesta en fre
uen
ia de un �ltro ideal

paso-bajo, 
on fre
uen
ia de 
orte ωc, da 
omo resultado la respuesta en fre
uen
ia de

un �ltro paso-bajo 
on una determinada banda de transi
ión, que se expresa 
omo

H
[p,q]
md,ℓ (ω) = 1− 2πkp1k

q
2

αq(p+ q)!
·

p∑

k=0

q∑

l=0

(−1)k+l

(
p

k

)(
q

l

)
× (A.5)

×
{ |ω| − ωc

∆d

−
(
k

k1
+
αl

k2

)
+

1

2

(
p

k1
+
αq

k2

)}p+q−1

+

,

están de�nidas en el intervalo−π < ω ≤ π. Dentro del intervalo 0 ≤ ω ≤ π, las fun
iones

representativas de la respuesta en fre
uen
ia valen la unidad en el intervalo dado por

[
0, ωc −

(
p

k1
+
αq

k2

)
∆d

2

]
,
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son nulas en el intervalo dado por

[
ωc +

(
p

k1
+
αq

k2

)
∆d

2
, π

]
,

mientras que la banda de transi
ión, que 
one
ta la banda de paso y la banda eliminada,

se extiende sobre el intervalo

[
ωc −

(
p

k1
+
αq

k2

)
∆d

2
, ωc +

(
p

k1
+
αq

k2

)
∆d

2

]
.

tomando un 
ontinuo de valores entre 
ero y la unidad.

La transformada inversa de Fourier de la expresión anterior, nos da la siguiente

respuesta al impulso

hmd,ℓ[n] =
ωc

π
sin


(ωcn

π

)[
sin


(
∆dn

2πk1

)]p [
sin


(
α∆dn

2πk2

)]q
.

El subíndi
e ℓ puede tomar los valores 1, 2 y 3, y ha
e referen
ia a los diferentes tipos

de familia α-spline, es de
ir, a las familias denominadas de tipo I, II y III, respe
tiva-

mente.

Las expresiones para el 
aso analógi
o o de tiempo 
ontinuo tienen la misma forma

fun
ional que las expresiones de tiempo dis
reto sin más que 
ambiar ∆d por ∆a, ωc por

Ωc y n por t.





Apéndi
e B

Derivabilidad y 
ontinuidad de la

respuesta en fre
uen
ia

Vamos a poner de mani�esto algunas de las propiedades generales que van implí
itas

en 
ualquiera de las e
ua
iones (4.17), (4.21), ó (4.24), 
omo son su suavidad y su

aproxima
ión a una fun
ión es
alón. Esto nos dará informa
ión sobre las 
ara
terísti
as

de la banda de transi
ión de todos los �ltros obtenidos. El desarrollo se realizará sobre

el modelo que utiliza las fun
iones α-spline de tipo II, (4.17), para el modelado de

di
ha banda, obteniendo unos resultados generales válidos para 
ualquiera que sean los

valores de los parámetros que de�nen el �ltro: la fre
uen
ia de 
orte ωc, la an
hura de

la banda de transi
ión ∆d, y el número de pulsos de uno u otro tipo que tengamos

que 
onvolu
ionar. En esen
ia, vamos a estudiar las propiedades de derivabilidad y


ontinuidad de la respuesta en fre
uen
ia de los �ltros paso-bajo desarrollados en esta

se

ión. Idénti
as 
on
lusiones se derivarían 
on las otras dos familias de fun
iones α-

spline 
ontempladas en la memoria, (4.21) ó (4.24).

Para generalizar el pro
edimiento 
onviene realizar un 
ambio de variable que nos

trasladará la an
hura de la banda de transi
ión, 
ualquiera que ésta sea, al intervalo [0, 1].

En lugar de trabajar 
on la respuesta en fre
uen
ia del �ltro paso-bajo dado por (4.17),

el análisis de las propiedades lo realizaremos sobre la fun
ión paso alto G(ω) = 1−H(ω)

aso
iada.

Debido a que la fun
ión es simétri
a en la fre
uen
ia nos 
entraremos en el intervalo

positivo de las mismas, es de
ir, 0 ≤ ω ≤ π. De (4.17) se obtiene

G(ω) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
ω − ωc

∆d
−

(
k + αl

p+ αq
− 1

2

)}p+q

+

, (B.1)
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uya banda de transi
ión abar
a el intervalo ωc − ∆d/2 ≤ ω ≤ ωc + ∆d/2. Podemos

rees
ribir la expresión anterior en la forma

G(ω) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1

2

[
ω − ωc

∆d/2
+ 1

]
−

(
k + αl

p+ αq

)}p+q

+

, (B.2)

y realizando el 
ambio de variable

ω − ωc

∆d/2
+ 1 = 2x,

resulta una fun
ión que depende de la variable x, que llamaremos P (x), y que adquiere

la forma

P (x) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
x−

(
k + αl

p+ αq

)}p+q

+

, (B.3)

donde los extremos de la banda de transi
ión y la fre
uen
ia de 
orte vienen ahora

de�nidos por los valores de la variable x siguientes

x =





0, para ω = ωc − ∆d

2
,

1
2
, para ω = ωc,

1, para ω = ωc +
∆d

2
.

La fun
ión P (x) de�nida en (B.3) veri�
a

P (x) = 0, si x ≤ 0,

P (x) = 1, si x ≥ 1,

(B.4)

y 0 < P (x) < 1 si 0 < x < 1.

A 
ontinua
ión se demuestra que P (x) puede interpretarse 
omo una fun
ión es
alón

suavizada que presenta unas ex
elentes propiedades de 
ontinuidad y derivabilidad.

En primer lugar nos 
entraremos en el estudio para valores x < 0. En este rango

de la variable independiente, para 
ualesquiera que sean los valores de los enteros k

y l, se veri�
a que x −
(

k+αl
p+αq

)
≤ 0 y, por tanto, 
ada término del polinomio original

[
x− k+αl

p+αq

]p+q

+
= 0, lo que 
onlleva que P (x) = 0. Centrándonos en las propiedades de


ontinuidad nos vamos a �jar en un entorno de x = 0 aproximándonos desde valores po-

sitivos de la variable, es de
ir ha
emos que x→ 0+; en estas 
ir
unstan
ias los términos[
x− k+αl

p+αq

]p+q

+
< 0 ex
epto para los valores de los índi
es k = l = 0, donde la fun
ión
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resultante se redu
e a la 
ontribu
ión de un solo término y que puede expresarse 
omo

P (x) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq
{x}p+q , (B.5)

que obviamente es mayor que 
ero y tiende a 
ero si así lo ha
e la variable x. Por lo

tanto, P (x) es un polinomio de grado p + q en x y tiene p + q − 1 derivadas nulas en

x = 0.

En segundo lugar, vamos a demostrar que P (x) = 1 ∀x ≥ 1; para ello vamos a

desarrollar la poten
ia del binomio que apare
e en (B.3), obteniendo 
omo resultado

P (x) =
(p+ αq)p+q

(p + q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

p+q∑

n=0

(−1)n
(
p+ q

n

)
{x}p+q−n

(
k + αl

p + αq

)n

,

y reordenando fa
tores, se llega a

P (x) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p+q∑

n=0

(
p+ q

n

)
{x}p+q−n

p∑

k=0

q∑

l=0

hnkl

(
k + αl

p + αq

)n

,

en la que

hnkl = (−1)k+l+n

(
p

k

)(
q

l

)
.

Si de�nimos el fa
tor Sn
pq 
omo

Sn
pq =

p∑

k=0

q∑

l=0

hnkl

(
k + αl

p+ αq

)n

, (B.6)

enton
es podemos es
ribir P (x) en la forma

P (x) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p+q∑

n=0

(
p + q

n

)
{x}p+q−nSn

pq. (B.7)

Demostraremos a 
ontinua
ión que se veri�
a la rela
ión

Sn
pq =

{
0, si n < (p+ q),
(p+q)!αq

(p+αq)p+q , si n = (p+ q),
(B.8)

y para lograr este objetivo nos ayudaremos del método de indu

ión 
ompleta. En pri-

mer lugar vamos a 
omprobar si la rela
ión (B.8) es 
ierta para los primeros números



170 Derivabilidad y 
ontinuidad de la respuesta en fre
uen
ia.

naturales. Si ini
ialmente tomamos p = 1 y q = 0, enton
es (B.6) se redu
e a

Sn
10 =

1∑

k=0

hnk0

[
k

1

]n
, 
on n = 0, 1. (B.9)

Sustituyendo por los valores 
orrespondientes

S0
10 =

1∑

k=0

h0k0 [k]
0 = h000 + h010 = 1− 1 = 0, (B.10)

S1
10 =

1∑

k=0

h1k0 [k]
1 = h110 = 1 =

(1 + 0)!α0

(1 + α0)1+0
. (B.11)

Elegimos ahora los valores p = 0 y q = 1; en estas 
ir
unstan
ias la rela
ión (B.6) se


onvierte en

Sn
01 =

1∑

l=0

hn0l [l]
n

on n = 0, 1, (B.12)

S0
01 =

1∑

l=0

h00l [l]
0 = h000 + h001 = 1− 1 = 0, (B.13)

S1
10 =

1∑

l=0

h10l [l]
1 = h110 = 1 =

(0 + 1)!α1

(0 + α1)1+0
. (B.14)

Tomemos a 
ontinua
ión la pareja de valores p = 1 y q = 1

Sn
11 =

1∑

k=0

1∑

l=0

hnkl

(
k + αl

1 + α

)n

, 
on n = 0, 1, 2, (B.15)

S0
11 =

1∑

k=0

1∑

l=0

h0kl

(
k + αl

1 + α

)0

= h000 + h001 + h010 + h011 = 1− 1− 1 + 1 = 0, (B.16)

S1
11 =

1∑

k=0

1∑

l=0

h1kl

(
k + αl

1 + α

)1

= h101
α

1 + α
+ h110

1

1 + α
+ h111

=
α

1 + α
+

1

1 + α
− 1 = 0, (B.17)
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S2
11 =

1∑

k=0

1∑

l=0

h2kl

(
k + αl

1 + α

)2

= h201

(
α

1 + α

)2

+ h210

(
1

1 + α

)2

+ h211

= −
(

α

1 + α

)2

−
(

1

1 + α

)2

+ 1

=
(1 + 1)!α1

(1 + α)1+1
=

2α

(1 + α)2
. (B.18)

Por tanto, queda probado que la expresión (B.8) se veri�
a para los primeros números

naturales, es de
ir en los supuestos p = 1, q = 0; p = 0, q = 1; y p = 1, q = 1.

El segundo paso de la demostra
ión 
onsiste en suponer que la rela
ión es 
ierta para

q = m, ∀p; es de
ir, supondremos que se veri�
a

Sn
pm =

{
0, si n < (p+m),
(p+m)!αm

(p+αm)p+m , si n = (p+m).
(B.19)

Para 
ompletar el pro
eso nos preguntamos por el valor de la expresión Sn
p(m+1),

∀n = 0, 1, 2, · · · · · · , (p+m), (p+m+ 1). Expli
itamente el valor de Sn
p(m+1) viene dado

por

Sn
p(m+1) =

p∑

k=0

m+1∑

l=0

hnkl

(
k + αl

p+ α(m+ 1)

)n

=

p∑

k=0

(−1)k+n

(
p

k

)m+1∑

l=0

(−1)l
(
m+ 1

l

)(
k + αl

p+ α(m+ 1)

)n

. (B.20)

Dados dos números naturalesm y d, se veri�
an, entre otras, las siguientes rela
iones

entre números 
ombinatorios

(
m+ 1

d

)
=

(
m

d

)
+

(
m

d− 1

)
, (B.21)

y (
m+ 1

0

)
=

(
m

0

)
,

(
m+ 1

m+ 1

)
=

(
m

m

)
. (B.22)

Teniendo en 
uenta (B.21) y (B.22), la expresión (B.20) se puede poner 
omo la

suma de dos términos A1n y A2n:

Sn
p (m+1) = A1n + A2n, (B.23)
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donde

A1n =

p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)k+l+n

(
p

k

)(
m

l

)(
k + αl

p+ α(m+ 1)

)n

, (B.24)

A2n =

p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)k+l+n+1

(
p

k

)(
m

l

)(
k + α(l + 1)

p+ α(m+ 1)

)n

. (B.25)

Si en las bases de las fun
iones poten
iales que apare
en en la expresión de A1n

multipli
amos y dividimos por el término p + αm, enton
es se puede rees
ribir de la

forma

A1n =

(
p+ αm

p+ α(m+ 1)

)n p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)k+l+n

(
p

k

)(
m

l

)(
k + αl

p+ αm

)n

=

(
p+ αm

p+ α(m+ 1)

)n

Sn
pm. (B.26)

De (B.19), podemos de
ir que A1n es nulo para n = 0, 1, 2 · · · , (p+m− 1) mientras

que para n = (p+m) toma el valor

A1n =

(
p+ αm

p+ α(m+ 1)

)n
(p+m)!αm

(p+ αm)(p+m)
=

(p+m)!αm

[p + α(m+ 1)](p+m)
. (B.27)

Reordenando la expresión A2n se 
onsigue

A2n = (−1)1
p∑

k=0

(−1)k+n

(
p

k

) m∑

l=0

(−1)l)
(
m

l

)(
k + α(l + 1)

p+ α(m+ 1)

)n

, (B.28)

y pro
ediendo sobre la expresión anterior, del mismo modo que se hizo 
on A1n, se

obtiene

A2n = (−1)1
(

p+ αm

p+ α(m+ 1)

)n

×
p∑

k=0

(−1)k+n

(
p

k

) m∑

l=0

(−1)l)
(
m

l

)(
k + αl

p+ αm
+

α

p+ αm

)n

. (B.29)

Desarrollando la poten
ia del binomio

A2n = −
(

p+ αm

p+ α(m+ 1)

)n n∑

s=0

A3n

(
n

s

)(
α

p+ αm

)s

, (B.30)

A3n =

p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)k+l+n

(
p

k

)(
m

l

)(
k + αl

p+ αm

)(n−s)

, (B.31)

donde el índi
e s varía en el 
onjunto s = 0, 1, 2, · · · , n.
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Manipulando la expresión (B.31) para que tome la forma de (B.19), podemos rees-


ribir A3n en la forma

A3n = (−1)s
p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)k+l+(n−s)

(
p

k

)(
m

l

)(
k + αl

p+ αm

)(n−s)

. (B.32)

Como el índi
e n puede variar en el 
onjunto n = 0, 1, 2, · · · , (p +m), (p +m + 1),

teniendo en 
uenta (B.19) se desprende que si n ≤ (p + m − 1), enton
es (n − s) <

(p +m − 1), y en 
onse
uen
ia A3n es 
ero. Como A3n interviene 
omo fa
tor de A2n,

este último término es igualmente 
ero. De lo di
ho en este párrafo y 
onsiderando (B.26)

y (B.27), podemos de
ir que si n ≤ (p+m− 1), enton
es Sn
p (m+1) = A1n + A2n es 
ero.

Si n = (p+m), enton
es (n− s) < (p+m) ex
epto 
uando s = 0. En este supuesto,

de (B.32) y (B.19), A3n{n = (p+m), s = 0} es

A3n{n = (p+m), s = 0} = (−1)0
p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)k+l+n

(
p

k

)(
m

l

)(
k + αl

p+ αm

)n

=
(p+m)!αm

(p+ αm)(p+m)
. (B.33)

Enton
es A2n{n = (p+m), s = 0} veri�
a que

−A2n{n = (p+m), s = 0} =

(
p+ αm

p + α(m+ 1)

)(p+m)

A3n{n = (p+m), s = 0}

×
(
p+m+ 1

0

)(
α

p+ αm

)0

=
(p+m)!αm

(p+ α(m+ 1))(p+m)
, (B.34)

y de esta última expresión y de (B.27), se in�ere que S
(p+m)
p(m+1) = 0.

En el supuesto �nal n = (p + m + 1), se veri�
a que (n − s) < (p + m), ex
epto


uando s = 0 y s = 1. El valor de A1n{n = p+m+ 1} es

A1n{n = p+m+ 1} = −
(

p+ αm

p+ α(m+ 1)

)(p+m+1)

×
p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)k+l+p+m

(
p

k

)(
m

l

)

×
(
k + αl

p+ αm

)(p+m+1)

, (B.35)

que hay que sumar 
on las 
ontribu
iones de A2n{n = p + m + 1, s = 0} y A2n{n =

p +m + 1, s = 1}; así si s = 0, los valores de A3n{n = p + m + 1, s = 0} y A2n{n =
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p+m+ 1, s = 0} son

A3n{n = (p+m+ 1), s = 0} = (−1)1
p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)(k+l+p+m)

×
[(

p

k

)(
m

l

)(
k + αl

p + αm

)(p+m+1)
]
, (B.36)

−A2n{n = (p+m+ 1), s = 0} = A3n{n = (p+m+ 1), s = 0}
(
p+m+ 1

0

)

×
(

α

p+ αm

)0(
p+ αm

p+ α(m+ 1)

)(p+m+1)

,

A2n{n = (p+m+ 1), s = 0} = −A3n{n = (p+m+ 1), s = 0}
(

p+ αm

p+ α(m+ 1)

)(p+m+1)

,

A2n{n = (p+m+ 1), s = 0} =

(
p+ αm

p+ α(m+ 1)

)(p+m+1)

×
p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)k+l+p+m

(
p

k

)(
m

l

)

×
(
k + αl

p+ αm

)(p+m+1)

. (B.37)

La suma de (B.35) y (B.37) da 
ero, por lo que al resultado �nal solo 
ontribuye el

términoA2n{n = p+m+1, s = 1}, 
uyo valor depende del término A3n{n = p+m+1, s =

1} que es

A3n{n = (p+m+ 1), s = 1} = (−1)1
p∑

k=0

m∑

l=0

(−1)(k+l+p+m)

(
p

k

)(
m

l

)

×
(
k + αl

p + αm

)(p+m)

= −S(p+m)
pm . (B.38)

Llevando el resultado de (B.38) a (B.30), se tiene que

A2n{n = (p+m+ 1), s = 1} =

(
p+m+ 1

1

)
A3n{n = (p+m+ 1), s = 1}

×
(

α

p+ αm

)1(
p+ αm

p + α(m+ 1)

)(p+m+1)
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A2n{n = (p+m+ 1), s = 1} =

(
α

p+ αm

)
(p+m+ 1)

×
(

p+ αm

p+ α(m+ 1)

)(p+m+1)

S(p+m)
pm , (B.39)

S
(p+m+1)
p(m+1) = A2n{n = (p+m+ 1), s = 1} =

(
p+ αm

p+ α(m+ 1)

)(p+m+1)

× (p+m+ 1)

(
α

p+ αm

)
(p+m)!αm

(p+ αm)(p+m)

=
(p+m+ 1)!α(m+1)

((p+ α(m+ 1))(p+m+1)
. (B.40)

Se pro
edería de un modo totalmente similar, suponiendo 
ierto el resultado para

p = m, ∀q, y demostrando que se 
umpliría para p = m+ 1. Con
luimos que se 
umple

Sn
pq =

{
0, si n < (p+ q),
(p+q)!αq

(p+αq)(p+q) , si n = (p+ q),
(B.41)

∀p ∈ N y ∀q ∈ N. Llevando este resultado a (B.7) se 
on
luye

P (x) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p+q∑

n=0

(
p+ q

n

)
{x}p+q−nSn

pq

=
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

(
p+ q

p+ q

)
{x}p+q−p−qS(p+q)

pq = 1, (B.42)

∀x ≥ 1.

Finalmente nos vamos a 
entrar en el 
omportamiento de nuesta fun
ión P (x) en la

zona 0 < x < 1. Para ello vamos a es
ribir nuestra fun
ión, dada en (B.3), en la forma

P (x) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl {x−Nkl}p+q
+ , (B.43)

donde Nkl representa la serie de valores siguiente,

Nkl =

(
k + αl

p+ αq

)
, (B.44)


on k = 0, 1, 2, · · · , p y l = 0, 1, 2, · · · , q.
Ordenando en sentido 
re
iente, podemos es
ribir {d1 = 0 < d2 < d3 < · · · <

d
max-1

< d
max

= 1}; estos puntos permiten dividir el intervalo (0, 1) en los siguien-

tes subintervalos {(0, d2), (d2, d3), · · · , (di−1, di), · · · , (dmax-1

, 1)}. Al valor de la fun
ión
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Figura B.1 � Fun
iones paso-alto (P (x)).

P (x), para 
ada x, 
ontribuyen solo algunos de los términos que apare
en en su de�ni-


ión y que pueden es
ribirse Q
(r)
T (x) = Ckl{x− dr}(p+q)

+ , donde el superíndi
e (r) indi
a

el último término que 
ontribuye al valor de la fun
ión en el subintervalo (xr, xr+1). En

el primer intervalo solo 
ontribuye el término Q
(1)
T (x) = C00{x}(p+q)

+ > 0, el 
ual está

presente en el resto de los intervalos; al segundo de los subintervalos 
ontribuyen Q
(1)
T (x)

y Q
(2)
T (x) = Ckl{x−d2}(p+q)

+ , pudiendo ser esta última, en el peor de los 
asos, negativa;

pero 
omo |Q(r)
T (x)| > |Q(r+1)

T (x)| para 
ualesquiera dos términos 
ontribuyentes al valor

de la fun
ión en 
ualquier subintervalo, enton
es podemos a�rmar que nuestra fun
ión

objetivo P (x) es de�nida positiva en el intervalo (0, 1). En la �gura B.1, se observan

dos per�les de la fun
ión dada por (B.3) para unos valores �jos del número de pulsos de

ambos tipos que 
onvolu
ionan, p = 3 y q = 2, y dos valores diferentes del parámetro

α, en 
on
reto para α1 = 0.2 y α2 = 0.8.

De (B.43) podemos 
al
ular la derivada P ′(x) de P (x) 
on el resultado

P ′(x) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq
(p+ q)

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl {x−Nkl}p+q−1
+ , (B.45)

que 
omo puede observarse mantiene la forma de nuestra fun
ión original P (x), y por

tanto es positiva en (0, 1). Si la derivada es positiva, enton
es P (x) es una fun
ión

positiva y estri
tamente 
re
iente en el intervalo (0, 1). De manera iterativa podemos

a�rmar que en (0, 1) existen (p+ q − 1) fun
iones derivadas de la original. En la �gura
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Figura B.2 � Derivada de fun
iones paso-alto (dP (x)/dx).

B.2 se muestran los per�les de las fun
iones derivadas (B.45) de las fun
iones (B.3)

representadas en la �gura B.1.

A 
ontinua
ión se demostrará que la fun
ión es 
ontinua en x = 1. De (B.42) se

in�ere que tanto el valor de la fun
ión en x = 1, 
omo el límite por la dere
ha lim

x→1+
son

iguales y de valor 1, por lo que solo tendremos que determinar el límite por la izquierda,

lim

x→1−
P (x). Viendo la forma fun
ional de P (x), se observa que la fun
ión P (x→ 1−) solo

di�ere del valor P (x) = 1, ∀x ≥ 1, en el término 
orrespondiente a los valores k = p y

l = q, que toma la forma

(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq
Cpq {x−Npq}p+q

+ =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq
Cpq {x− 1}p+q

+ . (B.46)

Claramente, di
ho término tiende a 
ero 
uando x→ 1; por tanto:

lim

x→1−
P (x) = 1.

Con
luimos que la fun
ión es 
ontinua en x = 1, y por lo tanto es derivable, siendo

su derivada nula; esto último lo podemos dedu
ir de (B.45) en x = 1. Así tenemos,

P ′(x = 1) =
(p+ αq)p+q

(p+ q)!αq
(p+ q)

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1−

(
k + αl

p+ αq

)}p+q−1

+

. (B.47)
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Pro
ediendo 
on los términos que apare
en en (B.47) de un modo análogo (apli
ando

el método de indu

ión 
ompleta) a 
omo se hizo para la demostra
ión de la expresión

(B.8), se obtiene que

p∑

k=0

q∑

l=0

Ckl

{
1−

(
k + αl

p+ αq

)}p+q−j

+

=

{
0, si j 6= 0,
(p+q)!αq

(p+αq)(p+q) , si j = 0,
(B.48)

que se veri�
a ∀j = 0, 1, 2, · · · , (p+ q).

Contemplando el resultado anterior podemos inferir que (B.47) es idénti
amente

nulo, lo que asegura que si el dominio de nuestra fun
ión es el intervalo 0 ≤ x ≤ 1, su

imagen tiene un tamaño idénti
o, es de
ir 0 ≤ P (x) ≤ 1.

Apli
ando reiteradamente este argumento podemos asegurar que su
ede lo mismo en

todas las fun
iones derivadas hasta el orden (p + q − 1). Todas las fun
iones derivadas


umplen la 
ondi
ión de ser nulas en los extremos del intervalo, es de
ir P (n(x = 0) =

P (n(x = 1) = 0 ∀n = 0, 1, 2, · · · , (p+ q − 1).

Todo lo anterior nos 
ondu
e a que, al igual que su
ede 
on las fun
iones β-spline,

podamos obtener nuestra fun
ión P (x) en el intervalo (0, 1) a través de una fun
ión α-

spline modi�
ada bien sea 
on p+ q− 1 nodos igualmente espa
iados en di
ho intervalo

o por el 
ontrario por medio de los nodos representados por la serie anteriormente 
itada

{dr} que no están igualmente espa
iados.



Apéndi
e C

Pro
edimiento de regresión polinómi
a

por mínimos 
uadrados

C.1. Problema general de mínimos 
uadrados

Un sistema de n e
ua
iones lineales 
onm in
ógnitas,At = b, dondeA es una matriz

de dimensión n×m y t y b son ve
tores 
olumna de dimensionesm y n respe
tivamente,

tiene solu
ión exa
ta si b pertene
e al espa
io de 
olumnas de A, dado que el produ
to

At es una 
ombina
ión lineal de 
olumnas de A. Si el ve
tor b no 
umple 
on la 
ondi-


ión anterior,el sistema no tiene solu
ión exa
ta, pero siempre queda la posibilidad de

en
ontrar alguna solu
ión aproximada, de a
uerdo a restri

iones impuestas. En el sen-

tido de los mínimos 
uadrados, la solu
ión aproximada t
∗
es la que minimiza la norma

del error E = ||At
∗ − b||. La solu
ión t

∗
veri�
a que At

∗
es la proye

ión ortogonal de

b sobre el espa
io de 
olumnas de A; en 
onse
uen
ia, b − At
∗
debe ser ortogonal al

espa
io de 
olumnas de A y el produ
to es
alar entre 
ualquier ve
tor pertene
iente al

espa
io de 
olumnas de A y el ve
tor b −At
∗
debe ser nulo. Esto 
ondu
e a que para


ualquier ve
tor pertene
iente al espa
io de 
olumnas v = Ad, donde d es un ve
tor


olumna de dimensión m, se debe 
umplir que el produ
to es
alar, que se representa

〈v, (At
∗ − b)〉, sea nulo, es de
ir,

〈v, (At
∗ − b)〉 = 0→ v

T (At
∗ − b) = 0→ d

T
A

T (b−At
∗) = 0,

d
T (AT

b−A
T
At

∗) = 0→ A
T
b = A

T
At

∗,

donde el superíndi
e T indi
a el ve
tor o la matriz traspuesta.

La solu
ión bus
ada t
∗
viene dada por

t
∗ = (AT

A)−1
A

T
b. (C.1)
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C.2. Regresión polinómi
a

Se trata de en
ontrar los m 
oe�
ientes de una fun
ión polinomi
a de grado (m−1),

que puede es
ribirse en la forma y = a0x
m−1+ a1x

m−2+ · · ·+ am−2x+ am−1, que ajuste,

en el sentido de los mínimos 
uadrados, un 
onjunto de n pares de datos experimentales

{(xk, yk)}nk=1. Con el 
onjunto de pares de datos, podemos 
onstruir un sistema de n

e
ua
iones 
on m < n in
ógnitas de la forma

a0x
m−1
k + a1x

m−2
k + · · ·+ am−1xk + am = yk, k = 1, 2, · · ·n, (C.2)

o de manera equivalente, At = b, donde

A =




xm−1
1 xm−2

1 · · · x1 1

xm−1
2 xm−2

2 · · · x2 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xm−1
n xm−2

n · · · xn 1


 , t =




a0
a1
.

.

.

am−1


 y b =




y1
y2
.

.

.

yn


. (C.3)

Ha
iendo las opera
iones matri
iales indi
adas en (C.1), se obtiene la solu
ión bus-


ada.

C.3. Caso parti
ular: Regresión 
uadráti
a

En este 
aso se trata de en
ontrar los 
oe�
ientes (a, b, c) del polinomio de segundo

grado que toma la forma y = ax2 + bx + c. En este supuesto se tiene el sistema de

e
ua
iones siguiente:

ax2k + bxk + c = yk, k = 1, 2, · · ·n, (C.4)

o de manera equivalente, At = b, donde

A =




x21 x1 1

x22 x2 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

x2n xn 1


 , t =



a

b

c




y b =




y1
y2
.

.

.

yn


. (C.5)

Si se de�nen los elementos

[xxxx] =

n∑

k=1

x4k, [xxx] =

n∑

k=1

x3k, [xx] =

n∑

k=1

x2k, [x] =

n∑

k=1

xk, (C.6)

enton
es, la matriz a invertir, A
T
A, se es
ribe 
omo
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A
T
A =



x21 x22 · · · x2n
x1 x2 · · · xn
1 1 · · · 1


 ·




x21 x1 1

x22 x2 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

x2n xn 1


 =



[xxxx] [xxx] [xx]

[xxx] [xx] [x]

[xx] [x] n


 . (C.7)

Si se de�nen los elementos

[xxy] =

n∑

k=1

x2kyk, [xy] =

n∑

k=1

xkyk, [y] =

n∑

k=1

yk, (C.8)

enton
es la matriz A
T
b toma la forma

A
T
b =



x21 x22 · · · x2n
x1 x2 · · · xn
1 1 · · · 1


 ·




y1
y2
.

.

.

yn


 =



[xxy]

[xy]

[y]


 . (C.9)

Invirtiendo la matriz dada por (C.7) y multipli
ando la matriz resultante por la

matriz dada en (C.9) se obtiene el ve
tor solu
ión t
∗
que está formado por los 
oe�
ientes

(a, b, c) del polinomio bus
ado.
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