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Resumen

El presente trabajo se enmarca en una
investigacion mayor, la cual se propone atender
la problematica subyacente de las dificultades
y obstaculos en el aprendizaje y ensefanza
del concepto de limite que merodean la
dicotomia descrita por la concepcion dinamica,
entendiendo ésta en el sentido de Tall vy
Vinner (1981), y la definicién formal de limite.
Particularmente, en esta primera etapa de la
investigacion, se abordd la interpretacion de
la concepcién dindmica de limite en términos
de construcciones y mecanismos mentales,
conceptos proporcionados por el marco teorico
APOE.Estoseharealizadomediante laindagacion,
complementandose con antecedentes de
investigaciones en didactica de la matematica y
entrevistas semiestructuradas. Primeramente, se
hadescritolanociéndinamica de limite comouna
organizacién compuesta de dos acercamientos,
uno en el dominio y el otro en el recorrido,
conectados mediante el concepto de imagen,
a través de una implicancia. Posteriormente, se
precisa progresivamente la ambigua idea de
acercamiento, determinando caracteristicas vy
asociando figuras en un principio, para luego
identificarla con objetos matematicos concretos.
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En definitiva, el acercamiento de una variable a
un valor, se ha considerado posible de concebir
como una sucesion finita o infinita de valores.
También ha surgido la nocién de acercamiento
por vecindades a cierto valor. A su vez, los
acercamientos pueden ser laterales, izquierdo
o derecho, o bilaterales. Finalmente, se ha
concebido la nocién dinamica de limite como
una organizacion susceptible a constituir un
proceso, conformado por la coordinacion de dos
procesos de acercamiento de igual naturaleza,
en el dominio y el recorrido de la funcion. La
coordinacion se efectia mediante el concepto
de imageny el conectivo logico condicional.

Palabras clave: Teoria APOE, limite de funciones,
concepcion dindmica

Introduccion

El campo de investigacidon en Didactica de la
Matematica que se ha constituido en torno
concepto de limite ha sido ampliamente
desarrollado por numerosos investigadores,
abordando tanto cuestiones relacionadas con el
aprendizaje y cognicion de esta nocion, como lo
que concierne a su ensefanza.

En particular, en la investigacion por parte de
Tall y Vinner (1981) sobre algunos problemas
causados por lafaltade coherenciay consistencia
entre la imagen conceptual relativa a la nocidon
limite. Esto es, toda la estructura cognitiva
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del individuo asociada a este concepto, vy la
definicion formal del concepto, afirma que el
limite de una funcion es a menudo considerado
como un proceso dinamico, donde X se acerca
a Xo y, como consecuencia, ) se acerca a ¢
, concepcion que es acompafnada con una clara
sensacion de movimiento. Los investigadores
afirman que esta concepcion, que forma parte
de la imagen conceptual del limite, podria entrar
en conflicto con la definicién formal de limite.
De ahi que la concepcion dinamica asociada al
limite haya constituido una cuestion relevante
de considerar al momento de investigar sobre
el aprendizaje de esta nocidn. Cottril, Dubinsky,
Nichols, Schwinngendorf, Thomas y Vidakovic
(1996) convienen dicha concepcién dindmica
como un componente del esquema asociado al
concepto de limite, considerandola como parte
necesaria para la construccion del limite.

No obstante el desarrollo de la discusién en
torno a la concepcién dinamicay suincidenciaen
el aprendizaje del concepto de limite, se estima
que, en consideracion de la perdurabilidad de
la concepcion dindmica, se podria indagar con
mayor profundidad en la potencialidad de ésta,
en cuanto a la posibilidad de constituir ella
una llave en el engendramiento de una nocién
rigurosa matematicamente y permanente en el
transcurso del tiempo.

Marco Teorico

El marco que sustenta la interpretacion de la
concepcidon dinamica de limite es la teoria APOE,
disefada por Ed Dubinsky (1996) sobre la base
de la teoria de Piaget sobre la construccion del
conocimiento. Posteriormente se ha desarrollado
con los aportes de varios investigadores del
grupo RUMEC (Research in Undergraduate
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Mathematics Education Community). La sigla
APOE alude a conceptos propios de la teoria,
que son Accion, Proceso, Objeto y Esquema. La
teoria se ubica en el dmbito de entendimiento
de conceptos matematicos, sosteniendo que el
conocimiento matematico de un individuo es su
tendenciaaresponder asituaciones matematicas
problematicas en un contexto social, mediante
construcciones mentales (accion, proceso,
objeto y esquema), y mecanismos mentales
(interiorizacién coordinacién, encapsulacion,
descencapsulacién y tematizacion). Las acciones
se relacionan con operaciones efectuadas sobre
objetos que obedecen a estimulos externos. En la
reflexion, una accion puede interiorizarse en un
proceso, el cual no precisa de estimulos externos
para su evocacion. A su vez, dos procesos se
pueden coordinar en otro proceso. En la medida
que el individuo realiza transformaciones sobre
el proceso considerandolo como un todo, se
entiende como la encapsulacion de un proceso
en un objeto, la cual, a diferencia de las dos
anteriores, corresponde a una estructura estatica.
Asimismo, un objeto se puede descencapsular
en un proceso, permitiendo regresar a la
construccion que le dio origen. Por otra parte,
los esquemas comprometen construcciones
mas amplias, correspondiendo a una coleccion
coherente de construcciones y mecanismos
mentales. Cuando un esquema se concibe como
un objeto, éste se ha tematizado.

La teoria APOE provee un ciclo de investigacion
compuesto por tres elementos: analisis tedrico
0 descomposicion genética, diseno y aplicacion
de instrumentos, y analisis y verificacion
de los datos. El objetivo principal de la
descomposicion genética es proveer un modelo
para el aprendizaje de un determinado concepto
matematico, esta se prueba, se analiza y en caso
de ser necesario se vuelve a la descomposicidon
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genética y se refina. Se sigue este ciclo en una
investigacion las veces que sea necesario.

Problematica y objetivo de investigacion

En la descripcion de dificultades con respecto al
aprendizaje del concepto de limite de funciones,
Sanchez (2012) alude a lo investigado por Vinner
(1991), quien senala que la concepciéon dinamica
prevalece sobre la definicion formal, tanto en
la resolucion de problemas, comprension de
propiedades y explicitacion de la definicién
de limite. En efecto, la alusion a la concepcion
dinamica, de modo independiente a la definicion
formal de limite, eventualmente permita el
abordaje de tales tareas de manera satisfactoria.
Sin embargo, en su carencia de rigurosidad, a
saber, pudiera también conducir a errores. De
hecho, en una medicion inicial, se ha constatado
tal situacion. La totalidad de los estudiantes
aludidos respondieron erréneamente a la
pregunta que se enuncia a continuacion.

siolmf@-y ) jim gl gof estd

bien definida, ;es verdad que L@Og(f(x))d ?
Justifique brevemente.

La totalidad de encuestados que justificaron
la respuesta, hicieron referencia a la nocion
dinamica de limite. Este fendmeno forma
parte de las dificultades y obstaculos que ha
contemplado una investigacion mas amplia,
en la cual se ha planteado el objetivo de
disenar una descomposicion genética asociada
al limite, en la cual se acople la concepcidn
dindmica de limite como una elaboracion
mental, vinculdndose de este modo, mediante
construcciones y mecanismos mentales, dos
nociones que en principio pudieran resultar
distantes. No obstante, no es posible concebir
directamente la concepcién dinamica de limite
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como una construccion mental, debido a que no
corresponde a una nocién matematica formal.

De este modo, esta investigacién se propone
interpretar la concepcion dinamica de limite en
la teoria APOE. En esta direccién, se contempla
desglosar elementos fundamentales de éstay la
relacion entre ellos como organizacion. Debido a
que la teoria se propone modelar construcciones
asociadas a conceptos matematicos, se plantea
el objetivo de establecer formalizaciones de
los elementos identificados, para finalmente
otorgarles estatus de construccion mental.

Metodologia

Se relaciona la investigacion con la descripcidon
de la nocion dinamica de limite como
organizacion, en la cual la idea de acercamiento
se vislumbra como el Unico elemento no formal
matematicamente. Considerando que la idea de
acercamiento es utilizada ordinariamente, se
estima pertinente complementar la reflexion con
unaindagacionenlainterpretaciondeestudiantes
de ésta, tanto previa como posteriormente a su
utilizacion en el contexto del analisis elemental,
para que asiellas sean reflejadas en una posterior
formalizacién. Tal indagacién de materializo
en entrevistas semiestructuradas aplicadas a
un grupo constituido por 5 alumnos que ya
cursaron asignaturas de analisis elemental (caso
1) y un grupo de 5 alumnos que no (caso 2),
apuntando a la dilucidacion de caracteristicas
y clasificaciones de la idea de acercarse y a la
asociacion de ésta a figuras.

Finalmente, una vez realizada la asociacién
de conceptos matematicos a la nocién de
acercamiento, se contemplaron antecedentes
para la interpretacion de la concepcién dinamica
en la teoria.
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Antecedentes

La idea de nocion dinamica de limite ya ha
sido abordada por Cottril et al. (1996). En dicha
investigacion se disefia una descomposicion
de limite de funciones reales y de variable real,
concepto que obedece a la tradicional % | la
cual esencialmente establece que el limite de

flabl>R cyando * tiende a Xo €labl es ¢ si

ve>0, 3050, vx € |ab|, 0 <|xx,|< d =] {{x)-£|<¢

En especifico, describen la concepcion dindmica
de limite como un esquema que contempla, entre
otras construcciones, la accion de la evaluacion
de la funcien f en unos pocos puntos, cada
punto sucesivamente mas cerca de *o que el
punto anterior. El esquema se construye con la
coordinacion, a través de JC de dos procesos.
El primero consiste en la interiorizacién de la
accion mencionada, construyendo un proceso
en el dominio de la funcién, en el cual * se
aproxima a *Xo. El segundo, en un proceso en
el recorrido de la funcién, en el cual la variable
independiente se acerca a £.

Organizacion preliminar de la concepcion
dindmica de limite

Sehanconsideradocomoelementosconstitutivos
de la nocion dindmica de limite, por un lado, el
acercamiento de la variable independiente a o,
y por otro, el acercamiento de las imagenes, por la
funcion, de la variable independiente a £. Estos
elementos se han denotado simbolicamente
x—>Xo y f{x)>£ respectivamente.La conexion
de estos acercamientos se efectia por medio del
concepto de funcién, especificamente mediante
el de imagen, obedeciendo a una implicancia.
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Hemos dispuesto graficamente en la Figura 1 la
organizaciéon de los elementos fundamentales de
la concepcidn dindmica de limite, anteriormente
descritos.

f‘

X->xo wp f{x)-¢

Figura 1: Organizacion de los elementos de la concepcion
dinamica de limite.

Delmodoenquesehaestablecidolaorganizacion
de la concepcion dindmica de limite, se advierte
que para alcanzar el objetivo fundamental de
la investigacion, se hace necesaria la precision
de la idea de acercamiento de una variable a
otra. El resto de los elementos involucrados
en la organizacion establecida, los cuales
corresponden al concepto de imagen de funcidon
y el conectivo logico condicional, son nociones
matematicas formales.

Formalizacion de la idea de acercamiento de
una variable a un valor

Ordinariamente, el vocablo acercar se interpreta
como poner mas cerca o menos lejos, donde
la cercania o lejania se entiende, en general,
en términos métricos. Como el acercamiento
es efectuado sobre una variable, esto es, una
cantidad susceptible de tomar distintos valores
numéricos, es pertinente identificar esta idea con
un conjunto que contenga tales valores. A su vez,
se advierte que ésta, en general, compromete
connotaciones temporales o variaciones, lo que
sugiere la contemplacion de algun elemento
que refleje tal matiz. De este modo, se establece
que el acercamiento de una variable a un valor
constante debe concernir a un subconjunto del
producto cartesiano entre el conjunto de los
valores susceptibles a tomar por la variable y
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un conjunto asociado a una medida de tiempo,
de modo que a cada elemento del conjunto que
comprende el acercamiento, se asocie a una
componente métrica y una temporal.

Ademds, se ha reportado la posibilidad de
concebir el acercamiento de una variable a una
constante considerando sélo los valores a un
lado de la constante, o bien la derecha o bien
a la izquierda, a los que se han denominado

Sucesion finita de puntos
000000

Lateral izquierdo Lateral derecho

Sucesidon convergente de puntos
00 0e e e

Lateral izquierdo Lateral derecho

Punto movil

> <
o
Lateral izquierdo Lateral derecho

Sucesion de intervalos
1 1 11

i

Lateral izquierdo

nmir 1 I

Finalmente, en las formalizaciones determinadas
han intervenido las nociones métricas aludidas
por los sujetos de estudio. De considerarse una
cantidad contable de valores en el acercamiento,
éste puede formalizarse en una sucesion finita
de puntos, donde cada punto involucrado es
mas cercano a la constante que el anterior, o
bien en sucesidén infinita convergente a la
constante en cuestién. Si la variable es continua
y existe una cantidad no numerable de valores
involucrados, resultaria natural asociar la nocidn
de funcidén. No obstante, para formalizar la idea
de acercamientose deberiarecurrirala definicién
de limite de funciones. Por tanto, en tal caso, se
estima conveniente considerar un acercamiento

aa

Lateral derecho-
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acercamientos laterales. En cambio, los que
involucren valores a ambos lados de la constante,
se han nombrado acercamientos bilaterales.
Por otro lado, se han establecido categorias
de analisis respecto a las figuras evocadas
mentalmente en los dos casos de estudio en
cuanto a la nocién de acercamiento, las cuales se

cotejan en la Tabla 1.
Tabla 1: Figuras asociadas a la nocion de
acercamiento de una variable a un valor.

000000 O00OCGCOCGOCGO
Bilateral

Bilateral
> £
o o
Bilateral
||||||||1I'I'I'I'I'I'I
milr 1 1 11
Bilateral

mediante vecindades de la constante C,
conformadas por puntos susceptibles a ser
tomados por a variable. Tal nocidn se identifica
con una sucesion de intervalos encajonados.

Interpretacion de la nocién dindamica en el
marco teérico APOE

En consideracion de los antecedentes vy
los resultados, en esta investigacion se ha
concebido la concepcion dinamica de limite
como una estructura susceptible a constituir un
proceso construido por la coordinacién de dos
construcciones mentales vinculadas a la nocidon
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de acercamiento de una variable a un elemento,
pudiendo ésta referirse a una sucesion finita,
3 una sucesion infinita 0 a una sucesion de
intervalos. De este modo, identificando la
concepcion dinamica de limite con la frase
“cuando * se acerca a *o, f) se acerca a e,
entendemos que ésta se trata de todo proceso
construido por la coordinaciéon de un proceso

de acercamiento de * a %o, en el dominio de
la funcién, con un proceso de acercamiento de
f&) 3 €, en el recorrido de la funcion, siendo
la coordinacién mediada por el concepto de
imagen y el conectivo logico condicional.

Conclusiones y Comentarios

A modo de comentario, se advierte que la
perdurabilidad y persistencia de la concepcion
dindmica de limite por sobre la definicion
formal se vislumbra en su relativa sencillez
y versatilidad. El esquema que constituye la
nocién dinamica de limite se compone de sélo
dos procesos, los cuales parecieran construirse
espontaneamente por el individuo que los
evoca, eventualmente, luego de ser enunciados
por su profesor. Del mismo modo, pareciera
ser que la coordinacion no ostenta de mayor
complejidad en el nivel superior. Si bien es
cierto que el conectivo logico condicional se
caracteriza por ser un conectivo légico bastante
complejo de entender, la implicancia que esta
involucrada en la concepcién dindmica de limite
es solo estudiada en caso de que el antecedente
es una proposicion verdadera, lo cual se
traduce en examinar una relacion de causalidad
ordinaria. Por otro lado, el alcance de la nocion
de acercarse se vislumbra mas amplio que el
que solo incluye referencias a nimeros reales,
ostentando caracterizar también acercamientos
que no involucren necesariamente numeros,
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sino que figuras, superficies, cuerpos, colores y
sonidos, entre otras variables.

Sin embargo, como ya se ha indicado, la alusion
a la concepcion dindmica de limite puede
llevar a errores en algunos casos. En primer
lugar, podemos atribuir estos desaciertos a la
utilizacion del mismo vocablo para referirse
tanto al acercamiento de las preimagenes
como el de las imagenes, de modo que no se
advierte en absoluto que pudieran comprometer
procedimientos distintos.

Este estudio sugiere disenar un modelo de
construcciéon que consista en la formalizaciéon
de la nocién de acercamiento, la cual se ha
configurado como una pieza fundamental de
la concepcién dindmica. En tal formalizacion,
se debiese diferenciar el acercamiento en
el dominio y el recorrido, contemplando
ademas construcciones de apoyo, las cuales
se anuncian como estructuras analogas a las
nociones dindmicas, de modo que la nocién
formal de limite pueda construirse mediante la
generalizacion de estos procesos, finalizando
con la encapsulacion en el objeto limite de
funciones, el cual, por ende, no serd entendido
en términos de la habitual definicion €0
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