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1. El6zmények

Geometriai alakzatok szimmetridja tjra és wjra visszatéré targya a tudomanyos
kutatdsnak az 6kortél napjainkig. Ezek kozott is kiilonleges helyet toltenek be
a szabdlyos poliéderek, illetve tetsz6leges dimenziés analogonjaik, a szabdlyos
politépok. Fontos példaként elegendé itt arra utalni, hogy ide nyitilnak vissza a
Coxeter-csoportok elméletének gyckerei, egy olyan elméleté, amely ma mar sok
szalon keresztiil kot6dik a matematika kiilonbozé teriileteihez.

A szabalyos politépokat definialé szoros szimmetriafeltételek sokféleképpen
gyengithetok, aminek eredményeként véltozatos politéposztalyokhoz jutunk. Ha-
rom dimenziéban a legrégebbi példa szintén az ékorbdl szarmazik: az arkhimé-
deszi testeké. Tetszoleges dimenziéban ezeknek az uniform politépok felelnek
meg, amelyek egységes targyaldsa Coxeter nevéhez fiizédik [12, 15, 17].

Keplernél megjelenik a tokéletes test fogalma. Az altala felfedezett romb-
dodekaédert és rombikus triakontaédert az Gt szabélyos testtel egyiitt a ,leg-
tokéletesebb testek” osztdlydba sorolta [20]. Egy fiiggetlen fejlddési vonalat
képviselnek azok a 3-politépok, amelyek szimmetriacsoportja tranzitiv a lapo-
kon; ezek teljes leirasa a 19. szdzadban mar rendelkezésre allt, a geometriai
krisztallografidban jatszott szerepiiknek koszonhetéen (t6bbségiik a természetben
kristélyformaként megjelenik) [24, 55].

A konvexitdst elvetve, de a regularitas feltételét az eredeti geometriai érte-
lemben megtartva jutunk a Kepler—Poinsot-féle csillagpoliéderekhez; ezek ana-
logonjainak leirdsét tetszéleges dimenziéban szintén Coxeter tette teljessé [13].
Az &ltalanositds tovabbi lehetéségét taldlta ebben az irdnyban Griinbaum az
1970-es években [45].

Még mindig geometriai objektumoknél maradva, de a geometriai szimmetridt
kombinatorikus szimmetridra cserélve, a regularitds kombinatorikus véltozatat
megérzd alakzatok is sokfélék. Igy az 1980-as években Bokowski, McMullen,
Schulte és Wills egész sor publikaciét kozolt 3-dimenziés kombinatorikusan regu-
l4ris poliéderekrél [76].

Egy politép lapjai (részbenrendezett) halmazanak bizonyos kombinatorikus
tulajdonsdgait — és a kombinatorikus regularitdst — megérizve tovabbi &ltals-
nosités lehetséges. fgy nyerjiik a ,szabélyos incidencia-komplexusokat”. Ezt a
kutatési irdnyt Danzer és Schulte kezdeményezték a 80-as évek elején publikélt
munkéikkal. Ennek folytatdasaként az azéta eltelt két évtized alatt McMullen és
Schulte az absztrakt szabalyos politépok gazdag elméletét épitették ki, aminek
Gsszefoglalasat egy éppen mostandban megjelent terjedelmes monografidban
adték kozre [63].
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Ebbe a fogalmi és elméleti hattérbe illeszkedik S. A. Robertson kezdemé-
nyezése, aki a a 80-as évek elsd felében vezette be a szabélyos politépok jabb
altaldnositasaként a perfekt politépok fogalmat [72, 73]. Szemléletesen szdlva,
egy politop perfekt, ha geometriai alakja nem valtoztathaté meg anélkiil, hogy
szimmetriacsoportjanak a hatdsa meg ne véltozna rajta. A pontos definicié a
szimmetria-ekvivalencia fogalmén alapszik. Jelolje egy P politép szimmetria-
csoportjit G(P), laphaléjat L(P). Ekkor a P és Q d-politépokat szimmetria-
ekvivalensnek mondjuk, ha létezik olyan ¢ : E¢ — E? izometria és \: L(P) —
L(Q) hélé-izomorfizmus, hogy minden g € G(P) és F € L(P) esetén teljesiil a
Ag(F)) = (pge 1) (A(F)) egyenléség. A P politép perfekt, ha minden P-vel
szimmetria-ekvivalens politép hasonlé P-hez.

A két- és haromdimenzids perfekt politépok teljes leirdsa Robertsontol szar-
mazik [73]. Nevezetesen, a perfekt 2-politépok egybeesnek a szabalyos (konvex)
sokszogekkel, a perfekt 3-politépoknak pedig a kovetkezs 9 tipusa létezik: a fent
mar emlitett 7 tipus, amelyeket mar Kepler is ,,tokéletesnek” nevezett, valamint a
kuboktaéder és az ikozidodekaéder (vagyis a rombdodekaéder, illetve a rombikus
triakontaéder polarisa).

Héromnal t6bb dimenziéban azonban mindmdig nem rendelkeziink teljes
attekintéssel. Rostami 1987-bél szdrmazé sejtése szerint [59, 60] barmely per-
fekt 4-politép vagy a polarisa olyan, hogy kombinatorikusan ekvivalens valamely
Q szabdlyos sokszog onmagaval vett szorzatdval, vagy pedig eléallithaté olyan
Wythoff-konstrukciéval, ahol a csoport egy W irreducibilis Coxeter-csoport, a
kezd8pont pedig W alaptartomanyanak valamely csicsa. A sejtés els6 fele nem
bir kiilonosebb jelentéséggel (ilyen perfekt politépok létezése barmely n-szog
(n = 3,4,...) esetén egyszertien igazolhaté); a kritikus a masodik rész, amelyben
prim, azaz szorzat alakban nem megadhaté politépokrél van sz6. Hangstilyozzuk,
hogy ez utdbbi, bar késébb tévesnek bizonyult, eredetileg meglehetésen plauzi-
bilis allitdsnak latszott — olyannyira, hogy folmeriilt tetszoleges dimenziéra valé
kiterjesztése is [60] (két, illetve harom dimenziéban egyébként teljesiil is). Ros-
tami sejtésére Madden 1995-ben kozolt egy bizonyitést [59), és ezzel gy latszott,
hogy a perfekt politépok osztélyozésa 4 dimenziéban megoldott.

Munkank ezen a ponton csatlakozik a perfekt 4-politépok vizsgalatédhoz.
Kideriilt ugyanis, hogy az 1991-ben bevezetett Kepler-politépok (Gévay, [31])
4 dimenziéban pontosan egybeesnek a Rostami-sejtés masodik felében szerepld
perfekt politépokkal. Masrészt kideriilt az is, hogy egész sor olyan Wythoff-
politép konstrudlhaté, ami a sejtéssel szemben ellenpéldat képvisel (Gévay, [35]);
ugyanebben a cikkben ramutattunk egyittal a Madden-féle bizonyitdsban 1évé
néhany hibéra is.

Az alédbbiakban latni fogjuk, hogy a Rostami-sejtés, ha tévesnek is bizo-
nyult, a tovdbbi munkankhoz jol megragadhaté fogalmi kiindulépontot nytjtott.
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2. Vazlatos attekintés és fogalmi hattér

Az értekezés 1. fejezete egy rovid bevezetés, a 2. fejezetben pedig a sziikséges
elGismereteket tekintjiik 4t 8 szakaszban.

A 3. fejezetben a perfekt Wythoff-politépokat targyaljuk. A Wythoff-poli-
tépok Coxeter értelmezésében olyan uniform politépok, amelyek eld&llithaték
Wythoff-konstrukciéval. Egy politépot uniformnak neveziink, ha szimmetria-
csoportja tranzitiv a csiicsain és hiperlapjai uniform politépok. Két dimenziéban
a szabdlyos és uniform politép fogalma definicié szerint egybeesik. Legyen W
egy véges Coxeter-csoport, és jelolje ennek (szférikus szimplex) alaptartomanyat
D, 2 indexfi forgési részcsoportjat pedig W*. Legyen v € D egy alkalmasan
vélasztott pont. Ekkor a v pont W vagy W szerinti orbitjanak konvex burka
egy politép, amelyet Wythoff-politdpnak neveziink. A konstrukei6 v kezd6pontjat
olyan feltétel mellett vélasztjuk, hogy a kapott politép uniform legyen. Magét a
konstrukciét Wythoff-konstrukcidnak nevezziik. (4 dimenziéban egy Conway-tél
szdrmaz6 kivételtdl eltekintve az Gsszes ismert uniform politép Wythoff-politép. )

A perfekt Wythoff-politépoknak 3 alosztalyat kiilonboztettiik meg, ame-
lyekre az els6, masodik, illetve harmadik fajta perfekt Wythoff-polit6p elnevezést
vezettiik be.

3.1. Definicié. Egy d-politépot elsé fajta perfekt Wythoff-politdpnak neveziink,
ha elééllithaté olyan Wythoff-konstrukciéval, amelyben a kezd6pont valamely
Coxeter-csoport alaptartoméanyanak a csiicsa.

A Rostami-sejtés dltal megengedett prim perfekt pontosan a 4-dimenziés
elsd fajta perfekt Wythoff-politépok. Mivel ezek uniform politépok, (elsésorban)
Coxeter munk4ibél jél ismerjiik 6ket; gy ezekkel csak réviden foglalkozunk a 3.1.
szakaszban.

A 3.2. szakaszban a Kepler-politépokkal foglalkozunk, amelyek 4 dimen-
zi6ban megegyeznek az els6 fajta perfekt Wythoff-politépok polarisaival. Az el-
nevezés alapja az, hogy az 6t szabalyos 3-polit6p, valamint a rombdodekaéder és
rombikus triakontaéder (ezeket nevezte Kepler ,legtokéletesebb poliédereknek”)
egyiittesen karakterizdlhat6 az alabbi két tulajdonsdggal:

(K 1) szimmetriacsoportja megegyezik egy szabélyos politép szimmetriacso-
portjéval és tranzitiv a hiperlapokon;
(K 2) perfekt.

3.3. Definicié. Egy d-politépot Kepler-politdpnak neveziink, ha teljesiil r4 a
(K 1) és (K 2) feltétel.
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A Rostami-sejtéssel szembeni elsé négy ellenpéldankat a 3.3. szakaszban irjuk

le (polérisaikat pedig a 3.4. szakaszban). Ezek mdr a masodik alosztélyba tar-
toznak:

3.7. Definicié. Egy perfekt Wythoff-politépot mdsodik fajta perfekt Wythoff-
politdpnak neveziink, ha nem elsé fajta, de el8allithaté olyan Wythoff-konst-

rukciéval, melyben a kezdépont egy Coxeter-csoport alaptartoménya valamely
lapjénak relativ belsé pontja.

A Wythoff-politépok egy tovabbi alosztélya mar csak vigy allhat eld, hogy
olyan Wythoff-konstrukciét alkalmazunk, amelyben a csoport egy Coxeter-
csoport 2 indexii forgasi részcsoportja. A harmadik alosztaly definicidja ekkor
a kovetkezo egyszerti alakban adédik:

3.9. Definicié. Egy perfekt Wythoff-politépot harmadik fajta perfekt Wythoff-
politépnak neveziink, ha nein elsé és nem masodik fajta.

A 3.5. szakaszban ilyen 4-politépok egy végtelen sorozatét konstrudljuk meg és
irjuk le.

Az els6 fajta perfekt Wythoff-politépoktél tehat mér két — kisebb — lépéssel
tavolodtunk el. Kideriilt azonban, hogy a perfekt politépok koére fogalmilag job-

ban is kiszélesithet6: elvetheto a feltétel, hogy politépunk Wythoff-politép legyen
(Gévay, [36, 37]).

4.1. Definicié. Egy P politépot nem-Wythoff politépnak neveziink, ha sem P,
sem a poldris P* politép nem allithaté elé6 Wythoff-konstrukciéval.

Az eddig ismert perfekt Wythoff-politépok egy fontos tulajdonséga azonban
tovabbra is megmarad. Ehhez az aldbbi (a Gévay, [35] dolgozatbél szarmazd, és
az elokészito 2.8, szakaszban bevezetett) definiciékon keresztiil juthatunk el:

2.11. Definicié. Legyen G az R? tér egy véges izometriacsoportja, és jelolje e a
csoport egységelemét. A G csoport szimmetriadllvdinyzatdn az osszes g € G\{e}
transzformacié fixponthalmazanak egyesitését értjiik és scaf G-vel jeloljiik:

scafG = U {z € R¢| gz = z}.
9€G\{e}

Megjegyzés: Az itt definidlt szimmetriadllvanyzatnak a konkrét munka soran az
5% gombbel vett metszetét hasznaljuk, amit szférikus szimmetriadllvinyzatnak
neveziink. Ugyancsak sziikségiink van politépok gombi képére is, ami egy P 4-
politép esetén tigy &ll el, hogy P-t az S* gmbbel koncentrikusan pozicionaljuk,
majd vesszik a hatdranak a gombon radidlis vetitéssel nyert képét.
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2.12. Definicié. Legyen G az R® tér egy rogzitett véges izometriacsoportja
és a € scaf G egy pont. Az a pont fizponthalmazdin, melyet fix,-val jeloliink, a

kovetkez8 halmazt értjiik:
ﬁxaz{:z c R¢ |g(z) ==z, Vg € G.},

ahol G, az a pont stabilizdtora G-ben. A fix, halmaz dimenzi6jit az a pont (G-re
vonatkoz6) szabadsdgi fokdnak nevezzik. G szférikus szimmetriaallvanyzatanak
egy pontjat nédusnak nevezziik, ha szabadsagi foka nulla.

2.13. Definicié. Egy P politép valamely V csticsét noddlis csicsnak nevezziik,
ha V a P szférikus képében egybeesik egy nédussal. P-t noddlis politdpnak nevez-
ziik, ha minden csticsa nodélis. P-t poldrisan noddlisnak nevezziik, ha P* nodélis.

Az eddig ismert perfekt Wythoff-politépok mindegyike nodalis. A 4. fejezet
olyan perfekt politépokrél szél, amelyek nem-Wythoff politépok, 4m még mindig
nodalisak. Az els szakaszban egy olyan alosztélyt adunk meg, amely a (Gévay,
[36]) dolgozatbél szarmazik. A 4.2., illetve 4.3. szakaszban (Gévay, [37] alapjén)
egymastol fiiggetleniil konstrudlunk meg egy-egy alosztalyt, amelyek azonban
egymassal poléris politépokat tartalmaznak. Végiil, a 4.4. szakaszban egy egyedi
politéptipust &llitunk els és frunk le.

A perfektséggel kapcesolatos intuitiv képnek kissé ellentmondé azt feltételezni,
hogy egy P polit6p tigy is perfekt lehet, hogy P és a polaris P* politép egyarant
tartalmaz nulldnél nagyobb szabadsagi foki csticsokat:

5.1. Definicié. (Gévay, [35]) Egy P politépot szeminoddlis politépnak neve-
ziink, ha mind P, mind P* csiicshalmazéban el6fordul olyan cstics, amely nem
nodalis.

Az idézett dolgozatban még csak problémaként vetettiik fel, hogy létezik-
e szeminodalis perfekt politép. Hamarosan sikeriilt azonban konstrudlni ilyen
politépok egy egyedi tipusit (Gévay, [36]). Az 5. fejezet 1. szakaszdban ezt a
konstrukciét, illetve tipust ismertetjiik, a 2. szakaszban pedig egy analég egyedi
tipust adunk meg. A fejezet tovabbi részében két tijabb, viszonylag Gsszetettebb
konstrukeiét frunk le Gévay és Miyazaki [39] nyoman, melyekkel, egy-egy sza-
kaszban, szeminodélis perfekt 4-politépok hérom tjabb egyedi tipusat allitjuk
el6. Egytttal ismertetjiik ezek szerkezetét is.

Az Gsszes eddig megismert perfekt politdp birtokdban a 6. fejezetben egy
egyszer(i sémat javasolunk ezeknek az osztélyozdsdra. Ez azon a két dichotémisdn
alapszik, hogy egy politép (vagy a poldrisa) Wythoff (W), vagy nem-Wythoff
(NW), illetve, hogy nodélis (N), vagy szeminodalis (SN). Az &sszes ismert
perfekt politépok a kévetkezé hdrom, paronként diszjunkt osztalyba sorolhaték:
(1) W & N; (2) NW & N; (3) NW & SN. A séma tetszéleges dimenziéban is
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alkalmazhat6, 2 és 3 dimenzidban példaul az Gsszes perfekt politép az (1) osz-
talyba tartozik.

Hangsuilyozzuk azonban, hogy 4 dimenziéban egyik osztalyunkrél sem tudjuk
még, hogy teljes dttekintésiink van-e réla.

A 7. fejezetben néhdny olyan eredményt emlitiink, amelyek, bar az elébbiek-

ben leirt perfekt politépokkal kapcsolatosak, de azoktl fiiggetleniil, Snmagukban
is érdekesek.

3. Konstrukciés médszerek és fobb eredmények

A konstrukcidinkkal kapott politépok perfektségének bizonyitésédban jol haszno-
sithat6 a kovetkezd ltaldnos

2.14. Tétel. (Gévay, [35]) Minden csicstranzitiv nodalis politdp perfekt.

A Coxeter-csoportok alaptulajdonsagaibél kovetkezik, hogy egy szférikus szimp-
lex alaptartomany csiicsa minden esetben nédus. Ha a Wythoff-konstrukeié6 kez-
ddpontja egy ilyen csiics, a tételbdl kozvetleniil adédik, hogy perfekt politépokat
kapunk (els6 fajta perfekt Wythoff-politépok), koztiik a szabalyos politépokat.
Ha a kezd6pont az alaptartomany valamely egyéb pontja, gondos vizsgélattal
megallapithaté, hogy milyen pozicié esetén 1ép fel bizonyos extra szimmetria az
eredeti W Coxeter-csoport éltal képviselt szimmetridhoz képest. Ilyenkor W egy
felhasad6 bévitése (szemidirekt szorzat) 4ll eld, és ennek a bdvebb csoportnak a
szimmetriadllvanyzataban a vélasztott pont nédussa vélik. Ez az észrevétel tette
lehetévé a Rostami-sejtéssel szembeni elsé ellenpélddk megtaldldsat [35):

3.8. Tétel. A

o tipoy =X,

e to,304,

o t12{3,4,3} =Y

) t0’3{3,4,3} és

o O —®
politépok masodik fajta perfekt Wythoff-politépok, és 4 dimenziéban ezeken ki-
viil nincs is mas ilyen politép. Ezek koziil az els6 négy tipus prim és a Rostami-
sejtéssel szemben ellenpéldat jelent.
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(TItt a Coxetertél szarmazé jeldlésrendszert [15] alkalmazzuk. Egyttal, az uni-
form perfekt 10-cella jelolésére bevezettiik az egyszertibb X szimbélumot; Y pedig
az X politép kozeli analogonjat, az uniform perfekt 48-cellat jeloli.)

Ugyanezzel a médszerrel éltiink a 3. alosztélyba tartozé végtelen sorozat
konstrukciéjandl. Az elézéektél eltérden, amelyek uniform politépként jél ismer-
tek Coxeter munkaibdl, itt teljesen 1ij politéptipusokrél van szé, igy meg kellett
hatéroznunk néhéany fontosabb tulajdonségukat. Péld4ul, a hiperlapok egyik, jel-
lemz3 tipusa: szabélyos p-szog alapt antiprizma. Az orbit vektor szintén fontos
adat; ezt Robertson [73] nyomén egy P d-politépra olyan (6o(P),... ,0a-1(P))
szdm-d-esként definidljuk, ahol 6;(P), (i = 0,...,d — 1) az i-dimenziés lapok
orbitjainak szdmat jeloli a G(P) szimmetriacsoportra vonatkozéan. A geomet-
riai vizsgdlat egyik eredményeként adédott a [p,2,p]t x Dag = [[2p,2F,2p]]
csoportizomorfizmus is. A legfontosabb tulajdonsagok osszefoglaldsa a

3.11. Tétel. [35] A p-gondlis (p > 3) antiprizmatikus 4-politépok végtelen soro-
zata harmadik fajta perfekt Wythoff-politépokbal &ll. Csiicshalmazuk megad-
haté mind a [p,2,p]|t csoportra, mind pedig a [p,2%,p] csoportra vonatkozé
orbitként. Szimmetriacsoportjuk izomorf a [p,2,p]* x Dag = [[2p, 27, 2p]] cso-
porttal. f-vektoruk: f(P*) = (2p? 8p? 8p® + 4p,2p® + 4p). Orbit vektoruk:
9(P*) = (1,2,2,2).

A 3.2. szakaszban térgyalt Kepler-politépokat egy a Wythoff-konstrukci6tél
fliggetlen konstrukciéval allitjuk el, amely egy W (véges) Coxeter-csoporthoz
tartozé fundamentdlis tesszeldci6 faktorizdciéjan alapul (Gévay, [31]). A konst-
rukeié 4 dimenziéban lehetévé teszi, hogy kozvetlen megfigyeléssel, szemléletes
titon meghatdrozzuk a kapott politép lapstruktiirdjat. Ezt a szemléletes médszert
alkalmaztuk a 3.4. szakaszban is arra, hogy mdsodik fajta perfekt Wythoff-
politépjaink poldrisanak a szerkezetérdl informéciét nyerjiink.

A 4. fejezetben alkalmazott 4.1.1. Konstrukei6 lényege, hogy egy hiperlap-
tranzitfv 4-politép hiperlapjaiba meghatarozott szimmetriafeltételek mellett per-
fekt 3-politépokat foglalunk, majd vessziik ezek halmazénak konvex burkat. Ezzel
a moédszerrel tudtunk el8szor elééllitani nem-Wythoff perfekt 4-politépokat:

4.3. Tétel. (Gévay, [36]) A {p,q,r} szabdlyos politépbél a 4.1.1. Konstrukciéval
kapott W 4(i, j, k) politép ésszes tipusa perfekt, poldrisan nodélis és B4(0,1,3)
kivételével nem-Wythoff. Szimmetriacsoportja [p, q,7], és a nem-Wythoff tipusok
esetében az orbit vektor: O(Wa4(%,7,k)) = (2,2,3,3).

A munka kritikus része itt a lapstruktiira meghatdrozdsa, illetve a perfektség
megéllapitdsa. Az el6bbihez bizonyos konvex geometriai, illetve a szabalyos 4-
politépok szimmetriacsoportjéval kapcsolatos megfontoldsokra volt sziikség; az
utébbi érdekében politépjaink eldéllitdsdra egy masik konstrukeiét is felhasz-
néltunk (4.1.2. Konstrukci6).
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Meg tudtuk mutatni azt is, hogy ugyanezek a politépok a 3.2. szakaszban
leirt dipiramidélis (azaz dipiramis hiperlapokkal rendelkezs) Kepler-politépokbol
a cstesokon torténd csonkitéssal is eléallithatok (4.1.3. Konstrukeié). Ez utébbi
konstrukcié médositaséval (Kepler-politépok részleges csonkitdsa, 4.2.1. Konst-
rukci6) nem-Wythoff perfekt politépok egy tijabb alosztalyst sikeriilt elallitani
(Gévay, [37]):

4.4. Tétel. A Wy(i,5), (We{A,B,F,H}) politdpok mindegyike perfekt, poldri-
san noddlis és nem- Wythoff politép. Szimmetriacsoportjuk: Wy. Orbit vektoruk:
(3,2,2,2).

Ezen politépok polérisédnak elééllitédsdra egy a poldris szerkesztéstdl fiigget-
len, direkt moédszert alkalmaztunk (4.3.1. Konstrukei6), és meghatdroztuk a
hiperlapok mindharom tipusét és szimét minden egyes esetben.

Végiil, a nodalis nem-Wythoff perfekt politépok egy egyedi tipusat allitottuk
el6 gy, hogy a 4.1.1. Konstrukcié egy médositott valtozatat alkalmaztuk. A ki-
indulési hiperlap-tranzitiv 4-politép ezittal az X perfekt 10-cella. Az eredmény:

4.5. Tétel. Az X(H,T) politép noddlis nem-Wythoff perfekt politdp. Szimmet-
riacsoportja: G(X(H,T)) = [[3,3,3]1(3,3,3] % (p). f-vektora: £(X(H,T))=
(40,210,300, 130). Orbit vektora: 6(X(H, T))=(2,3,3,2).

(Itt (p) az S* gdmb egy mésodrendfi forgatasa 4ltal generalt ciklikus csoportot
jelol.) :

A lapstruktira felderitéséhez — itt és az aldbb még sorra keriils néhany
konstrukei6 esetében — sziikségiink volt az X 10-cella szerkezetének, méret- és
szimmetriaviszonyainak pontosabb ismeretére. Ennek érdekében, egyebek ko-
zott, kiszamitottuk csiicsainak, cella- és 2-lapkozéppontjainak koordinatéit (a
dolgozat csak a csiicskoordindtakat tartalmazza). Megallapitottuk tovabbd, hogy
létezik a kovetkezd szemidirekt felbontds: [[3,3,3]] 2 (6) x [3,3], ahol (6) az
§% gomb egy 10-edrendii izometridja altal generalt ciklikus csoport. Ennek a
felbontdsnak a birtokdban konnyen meg lehetett hatdrozni a [[3,3,3]] csoport
szimmetriadllvanyzatdban eléfordulé kiilonbdzé tipusi nédusok stabilizétorait.
(Mivel konstrukeci6ink tilnyomé részét az S* gombon hajtjuk végre, politépja-
inknak el6szor a gombi képét kapjuk; a stabilizatorok ismeretében tudunk visz-
szakovetkeztetni az euklideszi 6sképre.)

A 4.1.1. Konstrukciét médosités nélkiil lehetett alkalmazni az 5. fejezetben
leirt szeminodalis perfekt politépok elsd egyedi tipusdnak el6allitdsira (Gévay,

[36]):

5.2. Tétel. Az X(H,1I) politdp, amelyet az X perfekt 10-celldbol a 4.1.1. Konst-
rukcidval kaptunk, perfekt és szeminoddlis. Szimmetriacsoportja: G(X(H,I)) =
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[[3,3,3]][3,38,3]x(p). f-vektora: f(X(H,I))=(60,260,300,100). Orbit vek-
tora: O(X(H,I))=(2,3,3,3).

(Egy analég tipus nyerhetd, ha a konstrukciot X helyett az Y 48-celldra alkalmaz-
zuk. A kapott Y (0, I) politép legfontosabb adatait ugyanigy meghataroztuk.)

A kovetkezd, osszetettebb konstrukciénak (Gévay—-Miyazaki, [39]) mar a ki-
dolgozédsshoz is sziikségiink volt nemcsak a nédusok stabilizatorainak pontos
ismeretére, hanem az E* térben végzett bizonyos analitikus geometriai szdmi-
tésokra is. A joéval bonyolultabb lapstruktira felderitése, illetve a perfektség
bizonyitésa is igényelte az ilyen vizsgéalatokon alapulé megfontoldsokat.

A konstrukci6 kulcslépése tetragondlis szkalenoéderek alkalmas pozicionéldsa
X csticsai koriil, illetve a [[3, 3, 3]] csoport szférikus szimmetriadllvinyzatéban (a
tetragonalis szkalenoéder az oktaéderrel kombinatorikusan ekvivalens laptranzitiv
3-politép, amely jol ismert a geometriai krisztallografiaban). Az X és Y politép
szerkezetének szoros analdgidja miatt ezt a konstrukciét is 4t lehetett vinni, mu-
tatis mutandis, Y szimmetriacsoportjara, a [[3,4, 3]] csoportra.

Az eredmény két egymassal analdg szerkezetii politop:

5.3. Tétel. Az X(I,T) politop perfekt és szeminodalis. Szimmetriacsoportja:
[[3,3,3]]1=[3,3,3]x(p) . f-vektora: f(X(I,T))=(80,420,520,180). Orbit vek-
tora: 0(X(1,T))=(2,4,4,4).

5.4. Tétel. Az Y(I,T) politép perfekt és szeminodalis. Szimmetriacsoportja:
[13,4,3]] = [3,4,3]% (p). f-vektora: f(Y(I,T))= (768,4032,4896,1632). Orbit
vektora: 0(X (I1,T))=(2,4,4,4).

Utolsé politépkonstrukciénk (Gévay-Miyazaki, [39]) rokon a 4.1.1. Konst-
rukcidval, bar tobb lényeges ponton eltér attél. A befoglalt 3-politépok konkrét
tipusa: deltoiddodekaéder (a rombdodekaéderrel kombinatorikusan ekvivalens
laptranzitiv poliéder, amely kristalyformaként is ismeretes). Az eredmény:

5.7. Tétel. Az X(H,I,T) politép perfekt és szeminodalis. Szimmetriacsoport-
ja: G(X(H,I,T)) = [[3,3,3]]. f-vektora: f(X(H,I,T)) = (100,450,600, 250).
Orbit vektora: 6 (X (H,I,T)) = (3,5,4, 3).

A 7.1. szakaszban roviden kitériink arra, hogy a 4.2.1. Konstrukciéval kapott
politépjaink kozott olyan parokat talaltunk, amelyek tagjai (1) kombinatorikusan
nem ekvivalensek, és (2) f-vektoruk megegyezik (Gévay, [37]):

Az (1) és (2) feltételnek eleget tevé politépokat bardtsdgos politdpoknak neveztiik
el. Az adott magasfoki — és megegyez0 — szimmetria mellett (Id. 4.4. Tétel) ez a
feltétel egyaltalan nem konnyen teljesithetd.
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