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Дан краткий обзор по детерминированным мерам целостности графов. Приво-
дятся известные соотношения между этими мерами и оценки, выраженные через
традиционные числовые параметры графа. Меры анализируются с точки зрения
сложности вычисления и положенных в их основу моделей повреждения элемен-
тов графа, учёта объёма и последствий этих повреждений. Указан ряд открытых
проблем.
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Введение
Известно, что в связном графе любые две несовпадающие вершины соединены

хотя бы одной цепью. При удалении некоторого множества вершин или рёбер связ-
ность графа может быть нарушена. В зависимости от того, сколько и какие элементы
удаляются, какими действиями по отношению к исходному графу сопровождаются
удаления этих элементов, количественно по-разному может выглядеть результирую-
щий граф с точки зрения числа и размера сформировавшихся компонент связности.
Конечно, многое зависит и от структурных особенностей исходного графа. Для учёта и
оценки всех этих факторов введено понятие целостности (или живучести) графа [23],
которое является обобщением связности. Считается, что более целостным является
тот граф, связность которого нарушается при удалении большего числа элементов
и последствия этих удалений минимальные (например, результирующий граф име-
ет достаточно мощную по числу вершин компоненту связности или число компонент
в результирующем графе относительно мало) [45]. Для измерения уровня целостности
графа применяются количественные показатели, называемые мерами целостности.

Исследования по количественной оценке целостности графов начались в 1927 г.
с введения понятий вершинной и рёберной связности и доказательств теоремы Менге-
ра [9]. Уже предложены и изучены многие детерминированные и вероятностные меры
целостности. Эти меры главным образом различаются:
— моделью повреждения графа (какие элементы исходного графа удаляются; каки-

ми действиями по отношению к исходному графу сопровождаются удаления этих
элементов; что представляет собой результирующий граф);

— моделью измерения объёма повреждений, то есть числа удаляемых элементов гра-
фа (учитывать или нет, и если да, то как);

— моделью учёта последствий повреждения графа (учитывать или нет, а если да, то
как, через размер наибольшей компоненты связности графа, стоимость нанесенного
ущерба или полученного выигрыша и т. п.).
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Все последние десятилетия и до настоящего времени проблеме исследования мер
целостности графов уделяется особое внимание, поскольку она связана с вопросами
анализа и синтеза отказоустойчивых сложных технических систем, включая вычис-
лительные системы, коммуникационные и транспортные сети, трубопроводные систе-
мы [4, 26, 41]. Для таких систем отказоустойчивость, как правило, является важней-
шим показателем качества функционирования [2, 4, 5, 10]. Понятие отказоустойчиво-
сти было введено А. Авиженисом [20] как свойство системы сохранять работоспособ-
ность (правильность функционирования) при наличии ошибок или отказов.

Принято выделять два уровня отказоустойчивости [2]: полная отказоустойчи-
вость — система продолжает работать в случае отказов отдельных ее элементов без
существенной потери функциональных свойств; амортизация отказов — система де-
градирует, то есть сохраняет работоспособность с частичной потерей функций.

Полная отказоустойчивость достигается в первую очередь введением избыточно-
сти, например, дублированием элементов системы с возможностью замены отказавше-
го элемента на исправный, который берет на себя соответствующие функции. Избы-
точность в виде аппаратных, программных, информационных и временных ресурсов
является классическим подходом обеспечения отказоустойчивости, который, как пра-
вило, ведет к повышению стоимости систем [2, 4, 17]. Поэтому проектирование слож-
ных технических систем— это, прежде всего, поиск компромисса между допустимой
стоимостью и требуемой отказоустойчивостью системы. Для решения подобных задач
привлекаются различные математические модели и методы оптимизации.

В задачах анализа и синтеза отказоустойчивых систем достаточно широко исполь-
зуются методы теории графов и комбинаторной оптимизации [2, 5, 10, 16, 38]. Техниче-
ская система представляется в виде связного графа, вершины которого соответствуют
элементам системы, а рёбра — связям между элементами. Тогда отказ элемента техни-
ческой системы можно интерпретировать как удаление надлежащего элемента графа,
а потерю связи между элементами— как отсутствие ребра или цепи между соответ-
ствующими вершинами графа. В рамках теоретико-графового представления в рабо-
те [38] предложена модель для исследования полной отказоустойчивости. При модели-
ровании исходной системы связным графом последний погружается в некоторый ми-
нимальный избыточный граф, который рассматривается в качестве отказоустойчивой
реализации исходной системы. Минимизация избыточности— одна из основных целей
при проектировании отказоустойчивых систем. В рамках этой модели получены мно-
гочисленные результаты, представленные в [1, 2, 5, 10, 11, 15, 16] и во многих других
работах отечественных и зарубежных авторов. Данные результаты направлены пре-
имущественно на синтез k-отказоустойчивых реализаций систем, где k—наибольшее
число одновременных отказов элементов исходной системы.

Для исследования амортизации отказов также применяются теоретико-графовые
модели и методы. Система считается полностью работоспособной, если соответствую-
щий ей граф связный. Отказы ведут к повреждению надлежащих элементов графа.
Меры целостности графа позволяют оценить частичную потерю работоспособности
системы вследствие отказа её элементов или связей между ними. Данные меры при-
меняются при решении задач анализа отказоустойчивости технических систем.

В данной работе представлен обзор по основным детерминированным мерам це-
лостности графа. Приведены известные соотношения между этими мерами и оценки,
выраженные через традиционные числовые параметры графа. Обзор выполнен по на-
учным изданиям, представленным в списке литературы.
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1. Основные понятия и обозначения
Введём понятия и обозначения теории графов, необходимые для дальнейшего из-

ложения. Все неопределяемые ниже термины можно найти в [9]. Будем рассматривать
только простые графы, то есть конечные неориентированные графы без петель и крат-
ных рёбер.

Пусть G = (V,E) —простой связный граф с множеством вершин V и множеством
рёбер E, при этом n = |V | > 1 —порядок графа G. Напомним, что связный граф
всегда состоит только из одной компоненты, в которой любые две несовпадающие вер-
шины u и v соединены (u, v)-цепью. При n > 1 две вершины u и v графа G = (V,E)
смежны, если {u, v} ∈ E, и не смежны в противном случае. Ребро e инцидентно вер-
шине u, если e = {u, v} ∈ E, и не инцидентно иначе. Множество всех вершин графа
G = (V,E), смежных с некоторой вершиной v ∈ V , образует в G окрестность верши-
ны v, которая обозначается через N(v). Под замкнутой окрестностью вершины v ∈ V
в G понимается множество N [v] = N(v)∪ {v}. Пусть S ⊆ V . Тогда множество вершин

N(S) =

( ⋃
v∈S

N(v)

)
\ S называется окрестностью, а множество N [S] = N(S) ∪ S —

замкнутой окрестностью для S в графе G. Граф порядка n, в котором любые две
вершины смежны, называется полным и обозначается через Kn. Безрёберный граф
порядка n обозначается через On. Одновершинный граф O1 (или K1) считается три-
виальным.

Граф H = (V ′, E ′) называется подграфом графа G = (V,E) при условии, что
V ′ ⊆ V , E ′ ⊆ E. Если V ′ = V , то H называется остовным подграфом. Если в H мно-
жество вершин есть V ′, а множество рёбер совпадает с множеством всех рёбер графаG,
оба конца которых принадлежат V ′, то H называется подграфом, порождённым мно-
жеством V ′, и обозначается через G(V ′). Такой граф можно получить удалением из G
всех вершин, не принадлежащих V ′, поэтому его обозначают также через G − S, где
S = V \ V ′.

Множество вершин S ⊆ V разделяет несмежные вершины u и v графа G = (V,E),
если в графе G − S вершины u и v принадлежат различным компонентам связно-
сти. Множество S при этом называют (u, v)-сепаратором и минимальным (u, v)-сепа-
ратором, если в нём нет собственного подмножества, являющегося (u, v)-сепаратором.
Сепаратор S минимальный, если в G существует такая пара вершин u и v, что S явля-
ется минимальным (u, v)-сепаратором, то есть минимальным относительно по крайней
мере двух вершин этого графа. Наименьший по мощности сепаратор графа G назы-
вается наименьшим. Аналогичным образом определяются разрез (или разделяющее
множество рёбер), минимальный и наименьший разрез графа.

Необходимо отметить, что при удалении из графа G = (V,E) некоторой вершины
v ∈ V всегда удаляются все рёбра, инцидентные этой вершине. Полученный в резуль-
тате граф принято обозначать через G − v. Подобным образом определяется граф
G − e: он получается из G = (V,E) удалением ребра e = {u, v} ∈ E, при этом конце-
вые вершины u и v этого ребра остаются в V . Удаление вершины или ребра, а также
переход к подграфу— это операции, с помощью которых можно моделировать отказы
элементов системы и получать из имеющегося исходного графа другие графы с мень-
шим числом элементов. Операция добавления ребра, наоборот, позволяет создавать из
заданных графов более насыщенные рёбрами графы. Целью такого насыщения может
быть увеличение устойчивости сетей к возможным дестабилизирующим факторам.
Операция добавления ребра заключается в следующем: если вершины u, v ∈ V графа
G = (V,E) не смежны, то в графе G+ e они смежны и соединены ребром e = {u, v}.
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Далее используются следующие обозначения основных числовых параметров гра-
фа G: k(G) —число компонент связности; w(G) —порядок наибольшей (по числу вер-
шин) компоненты связности; δ(G) —минимальная степень вершин; ∆(G) —максималь-
ная степень вершин; α0(G) и α1(G) —число независимости и число паросочетания соот-
ветственно; β1(G) —число рёберного покрытия; χ(G) — хроматическое число; ϕ(G) —
кликовое число; γ(G)—число доминирования. Данные параметры трактуются так, как
они определены в [9]. Под обозначением dxe будем понимать наименьшее целое число,
большее или равное x.

2. Вершинная и рёберная связность графа
Вершинная и рёберная связность графа— первые количественные показатели, с по-

мощью которых начали измерять целостность графов.
Число вершинной связности κ(G) графа G = (V,E) определяется следующим об-

разом:
κ(G) = min

S⊂V
{|S| : k(G− S) > 1 или G− S = O1}, (1)

то есть это наименьшее число вершин, удаление которых приводит к несвязному или
тривиальному графу. Другими словами, число κ(G) задает размер наименьшего сепа-
ратора графа G. Исключение составляет лишь графKn, в котором нет сепараторов во-
обще, хотя κ(Kn) = n−1. Граф l-связен, если κ(G) > l. Согласно теореме Менгера [9],
κ(G)> l тогда и только тогда, когда любая пара несовпадающих вершин графа G
соединена по крайней мере l вершинно-непересекающимися простыми цепями.

Аналогичным образом определяется число рёберной связности µ(G) графа
G = (V,E):

µ(G) = min
S⊂E
{|S| : k(G− S) > 1},

то есть µ(G) — это наименьшее число рёбер, удаление которых из G приводит к несвяз-
ному графу. По определению число µ(G) определяет размер наименьшего разреза гра-
фа G. Граф рёберно-l-связен, если µ(G) > l. Из рёберного варианта теоремы Менгера
следует, что µ(G) > l тогда и только тогда, когда всякая пара несовпадающих вершин
графа G связана не менее чем l рёберно-непересекающимися простыми цепями.

Значения числовых параметров κ(G) и µ(G) применительно к проблеме целост-
ности графа можно интерпретировать так: это объём повреждений (число элементов
или связей между элементами графа), после удаления которых граф утрачивает спо-
собность поддерживать связь между некоторыми парами вершин. Поэтому чем выше
значения κ(G) и µ(G), тем более целостным является граф G. Следует отметить, что
в данном случае никак не учитывается, сколько компонент содержит графG−S и како-
вы размеры этих компонент. При этом для всякого несвязного графа κ(G) = µ(G) = 0.

Меры связности κ(G) и µ(G) хорошо изучены в теории графов. В частности, уста-
новлено, что для любого графа G = (V,E), n = |V | > 1, верны отношения [9]

0 6 κ(G) 6 µ(G) 6 δ(G) 6 n− 1. (2)

Например, κ(Kn) = µ(Kn) = δ(Kn) = n − 1 и κ(On) = µ(On) = δ(On) = 0. Показано,
что задача вычисления κ(G) и µ(G) для произвольного графа G сводится к задаче о
максимальном потоке и минимальном разрезе и является разрешимой за полиноми-
альное время [12, 13]. Тем не менее вершинная и рёберная связность находят лишь
ограниченное применение в анализе отказоустойчивости систем, поскольку в них учи-
тывается лишь объём повреждений и игнорируются многие важные факторы, связан-
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ные с последствиями повреждений. В настоящее время для учёта подобных факторов
предложены и изучены другие числовые параметры графа.

3. Вершинная и рёберная целостность
Понятия вершинной и рёберной целостности были введены в 90-е годы XX столетия

К. Багга, К. Барфутом, Р. Энтрингером и Г. Свортом [21 – 23]. На сегодняшний день
это наиболее изученные меры целостности графа.

Под вершинной целостностью (vertex integrity) графа G = (V,E) понимается чис-
ловой параметр I(G), вычисляемый по формуле

I(G) = min
S⊆V
{|S|+ w(G− S)}, (3)

где w(G−S) —порядок наибольшей компоненты связности графа G−S. Заметим, что
формула (3) применима как для связного, так и для несвязного графа.

Согласно (3), вершинная целостность графа выражается через сумму двух слагае-
мых:
— число |S| удаляемых вершин. Характеризует объём повреждений;
— порядок w(G − S) самой крупной компоненты графа G − S, в границах которой

взаимные связи между вершинами ещё возможны. Отражает, насколько сильно
повреждён граф.
Считается, что всякая вышедшая из строя вершина v ∈ S не может поддерживать

связи с другими вершинами, поэтому она удаляется из графа G вместе с инцидентны-
ми ей рёбрами. В результате получается граф G−v. Одновременное повреждение всех
вершин из S ⊆ V приводит к подграфу G − S графа G, который представляет собой
работоспособную часть системы, состоящую из одного или более фрагментов. Вели-
чина w(G − S) характеризует размер самого крупного фрагмента системы, который
образовался после выхода из строя сразу всех вершин из S. Из (1) и (3) следует, что
вершинная целостность I(G) как мера целостности графа является обобщением κ(G),
учитывающим не только объём повреждений, но и последствия повреждений в виде
порядка самой крупной компоненты графа G− S. Ясно, что чем выше значение I(G),
тем более целостным или живучим является граф G.

Утверждение 1. Для любого графа G = (V,E) справедливы высказывания:
а) если v ∈ V , то I(G− v) 6 I(G);
б) если e ∈ E, то I(G− e) 6 I(G);
в) если u, v ∈ V , то I(G) 6 I(G+ e), где e = {u, v};
г) если H есть подграф графа G, то I(H) 6 I(G).
Высказывания, сформулированные в утверждении 1, очевидным образом следуют

из определения вершинной целостности и соответствующих операций над графами.
Утверждение 1 свидетельствует, что удаление отдельных элементов графа может сни-
жать его вершинную целостность. Например, I(Kn) = n и I(On) = 1. Очевидно, что
любой граф порядка n можно получить удалением из Kn некоторых, а возможно, и
всех его рёбер. Поэтому в общем случае для вершинной целостности графа G = (V,E)
верны естественные границы: 1 6 I(G) 6 n, n = |V | > 1. Наибольшее значение вер-
шинной целостности достигается на полном графе, а наименьшее — на безрёберном
графе. Из утверждения 1 также следует, что вершинная целостность всякого остовно-
го подграфа графа G не выше вершинной целостности графа G в целом.
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Обозначим через W (S) = |S| + w(G − S) значение целевой функции в (3) при
заданном множестве S. Отсюда

I(G) = min
S⊆V

W (S)

и для любого S ⊆ V
I(G) 6 W (S) = |S|+ w(G− S).

В частности, при S = ∅ всегда I(G) 6 w(G− S) = w(G).
Множество S, для которого достигается минимум W (S), то есть I(G) = |S| +

+ w(G− S), принято называть I-множеством. Для заданного графа может существо-
вать несколько I-множеств. Наименьшее по мощности I-множество называется наи-
меньшим. Очевидно, что для связного графа G = (V,E) при S = ∅ или S = V всегда
W (S) = n. Кроме того, если S не является сепаратором графа G, то также W (S) = n.
Значит, если связный граф G неполный, то минимум W (S) может достигаться только
на сепараторах этого графа G. Другими словами, в неполном связном графе G вся-
кое I-множество является сепаратором G и, следовательно, содержит не менее κ(G)
вершин.

Другое важное с вычислительной точки зрения свойство I-множества сформули-
ровано в следующем утверждении, детали доказательства которого приведены в [37].

Утверждение 2. Для любого связного нетривиального графа G = (V,E)

I(G) = 1 + min
v∈V

I(G− v). (4)

Для нетривиального графа, который не обязательно связен, формула (4) принимает

вид I(G) = min

{
1 + min

v∈V
I(G− v), w(G)

}
.

Пусть Gv = G − v, v ∈ V . Систему {Gv : v ∈ V } подграфов принято называть
колодой графа G = (V,E) [9]. Таким образом, утверждение 2 указывает рекуррентный
способ вычисления вершинной целостности графа через его колоду.

Как отмечено выше, число вершинной связности κ(G) определяет размер наимень-
шего по мощности сепаратора графа G, а I-множества в неполном связном графе G
обязательно являются сепараторами. Следовательно, справедливо неравенство

κ(G) + 1 6 I(G), (5)

которое задаёт нижнюю оценку целостности графа. Оценка (5) выполняется для лю-
бого графа, так как, согласно (2), всегда κ(G) 6 δ(G) и

δ(G) + 1 6 I(G). (6)

Правильность (6) основана на следующих рассуждениях. Для всякого I-множества
графа G верны отношения

w(G− S) > δ(G− S) + 1 > δ(G)− |S|+ 1,

поэтому
I(G) = |S|+ w(G− S) > δ(G) + 1.

Примечательно, что нижние оценки (5), (6) вычисляются за полиномиальное время.
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Используя (6), можно получить другие нижние оценки. В частности, всегда

χ(G) 6 I(G). (7)

Действительно, если χ(G) = r, то в графе G существует порождённый подграф H, для
которого δ(H) > r − 1. По утверждению 1 имеем I(G) > I(H) > δ(H) + 1 > r = χ(G),
что подтверждает (7). Из известного неравенства ϕ(G) 6 χ(G) [9] следует оценка

ϕ(G) 6 I(G). (8)

Заметим, что оценки (7), (8) трудновычисляемые, для их определения пока не най-
дены алгоритмы с полиномиальным временем работы [6]. Вследствие этого они не
представляют большого интереса для анализа отказоустойчивости сетевых структур.

Одна из верхних оценок вершинной целостности графа выражается через число
вершинного покрытия этого графа:

I(G) 6 β0(G) + 1. (9)

В самом деле, число вершинного покрытия графа определяется следующим образом:

β0(G) = min
S⊆V
{|S| : w(G− S) 6 1}.

Пусть S∗ —наименьшее вершинное покрытие графа G порядка n. Это означает, что
всякое ребро графа G инцидентно хотя бы одной вершине из S∗ и |S∗| = β0(G). Уда-
ление из G всех вершин, принадлежащих S∗, приводит к (n− |S∗|)-элементному мно-
жеству изолированных вершин. Отсюда W (S∗) = β0(G) + 1. Поскольку I(G) 6 W (S)
для любого S ⊆ V , оценка (9) верна. Заметим, что она также трудновычисляемая [6].

Равенство в (5)–(9) достигается на полных, безрёберных и двудольных графах
K1,n−1 (n > 3) типа «звезда».

В теории графов доказано, что для любого графа G = (V,E) число независи-
мости α0(G) и число вершинного покрытия β0(G) связаны между собой отношением
α0(G) + β0(G) = n, n = |V | > 1. Значит, оценку (9) можно записать следующим обра-
зом:

I(G) 6 n+ 1− α0(G).

Это неравенство даёт возможность использовать известные полиномиально вычисляе-
мые нижние оценки для α0(G) [9]. Так, нижняя оценка для числа независимости графа

n

1 + ∆(G)
6 α0(G)

приводит к верхней оценке вершинной целостности этого графа

I(G) 6 n+ 1− n

1 + ∆(G)
.

Параметр I(G) имеет рёберный аналог, называемый рёберной целостностью и явля-
ющийся обобщением числа рёберной связности. Рёберная целостность (edge integrity)
графа G = (V,E) определяется формулой

I ′(G) = min
S⊆E
{|S|+ w(G− S)}, (10)
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где w(G−S) —порядок наибольшей компоненты связности графа G−S, получаемого
удалением из G множества рёбер S ⊆ E. Здесь также I ′(G) 6 w(G).

Множество рёбер S, для которого I ′(G) = |S|+w(G−S), называется I ′-множеством,
а наименьшее по мощности такое множество — наименьшим I ′-множеством. Чем выше
значение I ′(G), тем более целостным является граф G. Как и (3), формула (10) приме-
нима для связного и несвязного графа. Между тем, если граф G неполный и связный,
то всякое I ′-множество является разрезом этого графа и, следовательно, содержит не
менее µ(G) рёбер.

Из определения рёберной целостности следует, что значение I ′(G) не возрастает
при удалении отдельных элементов графа G, о чем свидетельствует

Утверждение 3. Для любых графов G = (V,E) и H = (V ′, E ′), V ′ ⊆ V , E ′ ⊆ E,
всегда

I ′(H) 6 I ′(G).

Подобно тому, как κ(G) 6 µ(G), вершинная целостность никогда не превышает
рёберной целостности графа, так как операция удаления вершины способна сильнее
повредить граф, чем операция удаления отдельного ребра: при удалении вершины
удаляются все инцидентные ей ребра, и таких рёбер в графе порядка n может быть
до n − 1. Поэтому для любого графа G = (V,E), n = |V | > 1, в общем случае верны
неравенства

1 6 I(G) 6 I ′(G) 6 n. (11)
Совпадение значений вершинной и рёберной целостности имеет место, например, для
полных и безрёберных графов: I(Kn) = I ′(Kn) = n и I(On) = I ′(On) = 1. Однако
на графе K1,n−1 (n > 3) типа «звезда» хорошо видна разница между значениями этих
двух параметров. В графеK1,n−1 центральная вершина является сепаратором, и при её
удалении от данного графа остаются только n−1 изолированных вершин. Вследствие
этого I(K1,n−1) = 2. Для сравнения, удаление одного любого ребра из K1,n−1 снижает
порядок крупнейшей компоненты связности лишь на единицу, поэтому

I ′(K1,n−1) = n > 3. (12)

Для полного двудольного графа Kp,q (p+ q = n > 3) имеем подобную ситуацию:

I(Kp,q) = min{p, q}+ 1, I ′(Kp,q) = p+ q, I(Kp,q) < I ′(Kp,q).

С другой стороны, значения вершинной и рёберной целостности сопоставимы на про-
стых цепях Pn (n > 1) [22]:

I(Pn) =
⌈
2
√

(n+ 1)
⌉
− 2,

I ′(Pn) =
⌈
2
√
n
⌉
− 1. (13)

Согласно (11), нижние оценки (5)–(8) для I(G) являются также нижними оценками
для I ′(G). Дополнительные нижние оценки представлены в следующем утверждении.

Утверждение 4. Для любого графа G = (V,E), n = |V | > 1, верно неравенство

∆(G) + 1 6 I ′(G). (14)

Если граф G связный, то ⌈
2
√
n
⌉
− 1 6 I ′(G). (15)

Если граф G двусвязный, что означает µ(G) > 2, то

min {d2√nµe , n} 6 I ′(G). (16)
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Правильность оценок (14), (15) следует из утверждения 3 и равенств (12), (13):
достаточно выбрать в G подграф типа «звезда» с центральной вершиной, отвечающей
вершине наибольшей степени, и простую цепь максимальной длины. Пусть граф G
порядка n имеет µ(G) > 2, S ⊆ E и k—число компонент связности графа G − S.
Тогда при k > 1 справедливы очевидные неравенства m(G − S) > n/k, |S| > kµ/2.
Минимизация относительно k суммы правых частей этих неравенств даёт оценку (16).
Более детальное доказательство утверждения 4 можно найти в [22].

Для узких классов графов обнаружено много других верхних и нижних оценок
вершинной и рёберной целостности, а в ряде случаев получены и точные формулы
их вычисления. Так, оценки для кубических графов представлены в работах [18, 55],
тотальных графов— в [7, 57], графов типа «клетка»— в [19], деревьев и циклов —
в [24, 46].

Доказано, что задачи вычисления вершинной и рёберной целостности графа NP-
полные [30]. Распознавательные варианты этих задач формулируются следующим об-
разом.

VERTEX INTEGRITY
Условие: заданы граф G = (V,E) и целое число 1 6 L 6 n = |V |.
Вопрос: верно, что I(G) 6 L?

EDGE INTEGRITY
Условие: заданы граф G = (V,E) и целое число 1 6 L 6 n = |V |.
Вопрос: верно, что I ′(G) 6 L?

Установлено, что VERTEX INTEGRITY и EDGE INTEGRITY остаются NP-пол-
ными задачами для планарных графов [30], но полиномиально разрешимы на де-
ревьях, «кактусах» [40], расщепляемых и интервальных графах, графах перестано-
вок [43, 48, 56, 58]. Доказано также, что задача VERTEX INTEGRITY является NP-
полной в классе хордальных графов [35]. Между тем для этой задачи в [36] установ-
лена возможность нахождения решения за время O(L3Ln), что свидетельствует о её
FPT-разрешимости относительно L [3, 27, 28, 34]. Поиск новых нижних и верхних
оценок для I(G) и I ′(G), а также классов графов, на которых полиномиально раз-
решимы задачи VERTEX INTEGRITY и EDGE INTEGRITY, актуален по-прежнему.
Это обусловлено высокой вычислительной сложностью нахождения точных значений
вершинной и рёберной целостности произвольного графа.

Значительная вычислительная сложность свойственна и взвешенным версиям за-
дач VERTEX INTEGRITY и EDGE INTEGRITY. Наиболее изученной из них является
WEIGHTED VERTEX INTEGRITY. Пусть на множестве вершин графа G = (V,E) за-
дана весовая функция w : V → N и вес подмножества S ⊆ V определяется суммой

w(S) =
∑
v∈S

w(v).

Обозначим вес графа G = (V,E) через w(G). Если граф G связен, то w(G) — вес мно-
жества вершин V . Если граф G не связен, то w(G) — вес самой «тяжелой» компоненты
связности графа G, то есть w(G) = w(H), где H —компонента связности, вес которой
не меньше веса любой другой компоненты графа G. Тогда взвешенная вершинная це-
лостность (weighted vertex integrity) определяется формулой

WI(G) = min
S⊆V
{w(S) + w(G− S)}.
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Если веса всех вершин равны 1, то эта формула вырождается в определение вер-
шинной целостности (3). Распознавательный вариант задачи нахождения взвешенной
вершинной целостности формулируется следующим образом.

WEIGHTED VERTEX INTEGRITY
Условие: заданы граф G = (V,E), весовая функция w : V → N и целое число
1 6 L 6 n = |V |.
Вопрос: верно, что WI(G) 6 L?

Данная задача была впервые поставлена и исследована в работе [47]. Доказано,
что она является NP-полной и остаётся NP-полной на таких классах графов, как дере-
вья, планарные, двудольные, последовательно-параллельные, регулярные и хордаль-
ные графы. Позднее в [48] для интервальных графов предложен алгоритм с полино-
миальным временем работы. Для многих других классов графов вопрос о вычисли-
тельной сложности WEIGHTED VERTEX INTEGRITY остаётся открытым.

4. Показатели, родственные мерам связности и целостности графа
Для анализа отказоустойчивости систем наряду с вершинной и рёберной целост-

ностью часто применяются числовые параметры графа, сочетающие в себе элементы
мер связности и целостности графа: прочность, число рассеяния, стойкость и степень
разрушения [57].

Прочность (toughness) и число рассеяния (scattering number) учитывают число уда-
ляемых вершин графа и количество компонент связности, получившихся после их
удаления. Формально эти показатели для неполного связного графа G = (V,E) опре-
деляются следующим образом:

τ(G) = min
S⊆V

{
|S|

k(G− S)
: k(G− S) > 1

}
; (17)

s(G) = max
S⊆V
{k(G− S)− |S| : k(G− S) > 1} , (18)

и для полного графа τ(Kn) = ∞. Сравнение (17), (18) с формулой (1) приводит к
выводу: прочность и число рассеяния— это обобщения κ(G), учитывающие послед-
ствия повреждения исходного графа G через число компонент связности графа G−S.
В отличие от κ(G), задачи вычисления τ(G) и s(G) являются NP-трудными [25, 59].
Идея прочности графа принадлежит В. Хваталу [29]. Он использовал это понятие при
исследовании гамильтоновых циклов в графах. Действительно, если граф G гамиль-
тонов, то для любого его сепаратора S всегда k(G−S) 6 |S| [14, 29]. Поэтому каждый
гамильтонов граф G имеет прочность τ(G) > 1.

Стойкость (tenacity) и степень разрушения (rupture degree) учитывают не только
число удаляемых вершин графа и количество компонент связности, получившихся по-
сле их удаления, но и размер крупнейшей компоненты. Эти показатели для неполного
связного графа G вычисляются по формулам

T (G) = min
S⊆V

{
|S|+ w(G− S)

k(G− S)
: k(G− S) > 1

}
; (19)

r(G) = max
S⊆V
{k(G− S)− |S| − w(G− S) : k(G− S) > 1} , (20)

и для полного графа T (Kn) = n и r(G) = n − 1. Формулы (19), (20) обобщают опре-
деления числа вершинной связности (1) и вершинной целостности (3). Доказано, что
задачи вычисления стойкости и степени разрушения графа NP-трудные [42, 44].
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Между приведёнными количественными показателями графа установлены следу-
ющие отношения.

Утверждение 5 [57]. Если G = (V,E) является неполным связным графом по-
рядка n = |V |, то справедливы неравенства

τ(G) >
2κ(G)

r(G) + n+ 1
,

I(G) 6
s(G) + n

2
T (G),

T (G) >
τ(G) + 1

n
I(G),

r(G) 6
n+ 1

T (G) + 1
− I(G),

r(G) 6 (n+ 1− I(G))− 2(2n− I(G))

n+ s(G)
.

Заметим, что верхние и нижние границы в указанных неравенствах достигаются
на графе K1,n−1 (n > 3), для которого

κ(K1,n−1) = 1, I(K1,n−1) = 2,

τ(K1,n−1) = 1/(n− 1), s(K1,n−1) = n− 2,

T (K1,n−1) = 2/(n− 1), r(K1,n−1) = n− 3.

В работах [22, 39, 52, 59] исследованы рёберные аналоги τ(G), s(G), T (G) и r(G).

5. Окрестная целостность
Рассмотренные меры целостности базируются на простейшей модели повреждения

графа G = (V,E), которая определяется операциями удаления множества его вершин
S ⊆ V или рёбер S ⊆ E, а результирующий граф представляется графом G − S.
Между тем возможны и другие модели повреждений. Например, можно применять
операции сильного удаления вершин и рёбер графа, которые оказывают более мощное
разрушающее воздействие на модельный граф, чем обычные операции удаления.

Под сильным удалением вершины v ∈ V в графе G = (V,E) принято понимать
такую операцию удаления, когда вместе с вершиной v удаляются все вершины, обра-
зующие её окрестность (конечно, со всеми инцидентными им рёбрами). В результате
получается граф G ÷ v = G − N [v], где символом ÷ обозначена операция сильного
удаления элемента графа. Сильное удаление ребра e = {u, v} ∈ E приводит к графу
G ÷ e = G − u − v, то есть в данном случае удаляется не только само ребро, но и
концевые вершины этого ребра. Такая модель разрушения применяется в анализе от-
казоустойчивости особых сетей связи. В подобных сетях операция сильного удаления
вершины интерпретируется следующим образом: при отказе некоторого узла все при-
мыкающие к нему узлы считаются «преданными» и поэтому становятся бесполезными
для остальной части сети. Операция сильного удаления ребра означает, что при от-
казе канала связи между отдельными двумя узлами становятся также бесполезными
сами эти узлы и инцидентные с ними каналы связи. Меры целостности, использующие
такую модель разрушения, называются окрестными [8, 31, 32].

Вершинной окрестной целостностью (vertex neighbor integrity) графа G = (V,E)
называется величина

V NI(G) = min
S⊆V
{|S|+ w(G÷ S)},
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где w(G ÷ S) —порядок наибольшей компоненты связности графа G ÷ S, который
получается из G сильным удалением всех вершин, входящих в S ⊆ V . Множество S,
для которого V NI(G) = |S|+w(G÷S), называется V NI-множеством, или вершинной
стратегией разрушения графа G.

Рёберная окрестная целостность (edge neighbor integrity) графа G = (V,E) опреде-
ляется аналогичным образом:

ENI(G) = min
S⊆E
{|S|+ w(G÷ S)},

где w(G÷S) —порядок наибольшей компоненты связности графа G÷S, являющегося
результатом сильного удаления из G множества рёбер S ⊆ E. Множество S, для кото-
рого ENI(G) = |S|+w(G÷S), называется ENI-множеством, или рёберной стратегией
разрушения графа G.

Установлено, что задачи вычисления V NI(G) и ENI(G) являются NP-трудны-
ми [31, 32]. Поэтому усилия многих исследователей были направлены на получение
нижних и верхних оценок. В следующем утверждении представлены наиболее значи-
мые из них.

Утверждение 6 [32]. Для любого графа G = (V,E) верны оценки

V NI(G) 6 ENI(G),

ENI(G) 6 I(G) 6 I ′(G),

dI(G)/2e 6 ENI(G),

ENI(G) 6 β1(G).

Например, для графа K1,n−1 (n > 3) справедливы равенства

I(K1,n−1) = 2, I ′(K1,n−1) = n, V NI(K1,n−1) = 1, ENI(K1,n−1) = 2, β1(K1,n−1) = n− 1,

а для полного графа Kn (n > 2)

I(Kn) = I ′(Kn) = n, V NI(Kn) = 1, ENI(Kn) = dn/2e , β1(Kn) = dn/2e ,

которые отвечают оценкам утверждения 6.

6. Доминирующая целостность
Примечательно, что в формулах вычисления рассмотренных выше мер целостности

множество удаляемых элементов S —произвольное подмножество вершин или рёбер
графа. Однако можно потребовать, чтобы множество S удовлетворяло определённым
свойствам, например являлось доминирующим. Именно такая модель повреждения
графа использована в работах [49 – 51, 53, 54] по исследованию доминирующей вер-
шинной целостности.

Напомним, что отношение доминирования определено только для вершин гра-
фа [9, 33]. Подмножество S ⊆ V графа G = (V,E) называется доминирующим, если
для любой вершины u ∈ V \ S существует вершина v ∈ S, такая, что e = {u, v} ∈ E.
Это означает, что каждая вершина графа находится на расстоянии не более едини-
цы от доминирующего множества. Иначе говоря, каждая вершина графа или входит
в доминирующее множество, или смежна хотя бы с одной вершиной из него. Наимень-
шее по мощности доминирующее множество называется наименьшим. Число вершин
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в наименьшем доминирующем множестве графа G определяет число доминирования,
которое обозначается через γ(G).

Применительно к техническим системам доминирование представляет собой отно-
шение непосредственной подчинённости между элементами системы. Оно даёт возмож-
ность выделить множество элементов, которые жизненно важны и управляют други-
ми элементами. Отказ (или удаление) доминирующего множества элементов приводит
к хаосу в системе, потому что не только процесс управления будет парализован, но и
связь между остальными элементами будет сведена к минимуму. Чтобы можно было
учитывать эти обстоятельства, авторы работы [49] в 2009 г. ввели понятие доминиру-
ющей целостности.

Доминирующая целостность (domination integrity) графа G = (V,E) обозначается
через DI(G) и определяется формулой

DI(G) = min
S⊆V |
{|S|+ w(G− S) : S —доминирующее множество},

где w(G−S) —порядок наибольшей компоненты связности графа G−S. Множество S,
для которого DI(G) = |S|+ w(G− S), называется DI-множеством. Очевидно, что

γ(G) + 1 6 DI(G).

В частности, для безрёберного графа On (n > 1) имеем γ(On) = n и DI(On) = n; для
полного графа Kn (n > 1) справедливы равенства γ(Kn) = 1 и DI(Kn) = n, а для
графа K1,n−1 (n > 3) всегда γ(K1,n−1) = 1 и DI(K1,n−1) = 2. Заметим, что операция
сильного удаления доминирующего множества разрушает граф полностью, так как
приводит к удалению множества вершин N [S] = V , вследствие чего результирующий
граф становится пустым.

Научных изданий, посвящённых доминирующей целостности графов, пока немно-
го. В работах [49 – 51] исследована доминирующая целостность путей, циклов, биноми-
альных и полных k-деревьев. В работах [53, 54] доминирующая целостность изучена
в контексте операций расширения графа путём дублирования вершин и рёбер. Целью
подобных расширений является повышение доминирующей целостности анализируе-
мого графа.

Заключение
Для количественной оценки целостности графов уже предложены и изучены мно-

гие меры, выраженные через числовые параметры графа. Задачи вычисления извест-
ных на сегодняшний день детерминированных мер целостности и соответствующих
им экстремальных множеств графа носят комбинаторный характер и являются, как
правило, NP-трудными. Исследования проблемы целостности графов ведутся по сле-
дующим основным направлениям:
— совершенствование существующих и разработка новых моделей повреждения, и

как следствие, создание и изучение новых мер целостности;
— введение взвешенных версий известных мер;
— анализ задач вычисления мер целостности и соответствующих им экстремальных

множеств графа в рамках классической и параметрической теории сложности вы-
числений, выявление полиномиально разрешимых случаев для этих задач;

— установление нижних и верхних оценок мер целостности через традиционные чис-
ловые параметры графа, такие, как число вершинного покрытия, хроматическое
число и другие;
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— характеризация классов графов, удовлетворяющих заданному уровню целостности;
— получение формул вычисления мер целостности для узких классов графов.

Разработка и применение вычислительных систем в критических областях, а так-
же стремительное развитие различных видов связи стимулируют поиск новых мо-
делей, методов и средств создания отказоустойчивых систем. Актуальны модели по-
вреждений графа, отражающие иерархичность построения систем и управления ими.
Для некоторых известных мер целостности по-прежнему открыты вопросы вычисли-
тельной сложности применительно к некоторым классам графов. Востребованы алго-
ритмы вычисления точных и приближённых значений для существующих мер целост-
ности.
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