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СЕКЦИЯ I. 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ МАШИН 
И КОМПЬЮТЕРНЫХ СЕТЕЙ 

МОДУЛЬ МЕТЕОИНФОРМАЦИИ 
ДЛЯ СИСТЕМЫ КОНТРОЛЯ ЛЕСОПОЖАРНОЙ ОБСТАНОВКИ: 
РАЗРАБОТКА ФОРМ ПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОГО ИНТЕРФЕЙСА 

А. О. Гребнев 
Томский государственный университет 

E-mail: grebnev@live.ru 

Введение 

В настоящее время активно используются природные ресурсы. Для того чтобы и 
далее можно было их использовать, необходимо заботиться о достаточном уровне ох-
раны природных ресурсов, в частности, охране лесов от пожаров. Особенно эта про-
блема актуальна в России, так как по данным официального сайта Федерального агент-
ства лесного хозяйства [1] «Российская Федерация является лидером по площади лесов 
– 809 090 тыс. га, или 20,1% общей площади лесов мира», при этом леса занимают око-
ло 70% территории её суши. А по информации из Википедии [2] в 2010 году в нашей 
стране в результате 32 тыс. лесных пожаров пострадало 2,3 млн га земель, 62 человека 
погибли, а сотни людей остались без крова. 

Приведенные цифры подтверждают идею о необходимости принятия мер по охра-
не лесных ресурсов от пожаров. Этот процесс состоит из множества уровней. Остано-
вимся на одном из самых важных, а именно, мониторинге лесопожарной ситуации. 
Действительно, от того, насколько быстро обнаружится пожар, определятся причины 
его возникновения, во многом зависит скорость тушения. Существует ещё вариант – 
прогнозирование возникновения пожаров в зависимости от различных факторов, к чис-
лу которых относятся и погодные условия. Наука достигла больших успехов в метео-
рологических прогнозах, и эта информация может использоваться в предсказании воз-
никновения и развития пожаров. 

Целью данной статьи является разработка форм пользовательского интерфейса мо-
дуля метеоинформации для системы контроля лесопожарной обстановки [3], которые 
позволят получать, заносить и использовать данные метеостанций для определения ме-
теорологических характеристик, важных с точки зрения мониторинга лесных пожаров. 
Примером таких характеристик могут служить классы пожарной опасности (КПО) и 
комплексные показатели пожарной опасности (КППО). 

1. Постановка задачи 

Для разработки модуля метеоинформации, в том числе для разработки форм поль-
зовательского интерфейса, необходимо определиться со стеком используемых техноло-
гий, выбрать подходящие для данной ситуации. Для безболезненного сопровождения 
разрабатываемой системы желательно использовать паттерны проектирования, поэтому 
необходимо определиться с возможными шаблонами и выбрать наиболее близкий к 
проблеме. Используя выбранные технологии, нужно разработать формы пользователь-
ского интерфейса, которые предоставляют возможность работать с метеоданными. 

2. Общие принципы разработки 

Необходимо создать 3 типа форм для просмотра, редактирования, добавления и 
удаления записей: о метеошкалах, метеостанциях и общей метеоинформации (еже-
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дневной и почасовой). Для каждого из типов отдельно реализуются списковая форма и 
форма редактирования объекта. Списковая форма содержит информацию обо всех объ-
ектах данного типа с возможностью добавления и удаления элементов. Форма редакти-
рования содержит информацию об одном объекте (или группе связанных объектов) с 
возможностью редактирования атрибутов этого объекта (или группы). Таким образом, 
в общей сложности получается 6 форм (по 2 на каждый вид). 

Все эти формы реализованы с использованием современной технологии построе-
ния интерфейсов Windows Presentation Foundation (далее WPF) на языке программиро-
вания C#. При этом используется паттерн проектирования Model-View-ViewModel 
(MVVM), который идеально подходит для реализации в системах, где используется 
технология связывания данных (data binding). Также MVVM позволяет отделить модель 
от представления для раздельного написания кода и работы дизайнера. Использование 
вышеуказанного шаблона обязывает для каждой из форм реализовывать по 3 компо-
нента: модель, которая представляет бизнес-логику приложения, представление поль-
зовательского интерфейса XAML и модель представления, в которой содержится вся 
логика построения графического интерфейса и ссылка на модель, поэтому она высту-
пает в качестве модели для представления [4]. 

3. Разработка форм метеошкал 

В региональной информационно-аналитической системе контроля лесопожарной 
обстановки «Ясень-2» формы метеошкал и метеостанций относятся к справочным, так 
как содержат скорее вспомогательную, чем самостоятельную информацию (в отличие 
от формы метеоинформации). 

Выбрав в главном меню системы раздел “Справочники”, “Справочники метеоин-
формации”, “Значения метеошкал”, попадаем на списковую форму метеошкал. 

Опишем содержимое форм и их возможности. Форма содержит список метеошкал, 
представленный с помощью стороннего элемента управления для WPF под названием 
Xceed DataGrid [5] (замена стандартному DataGrid), и кнопки, необходимые для выпол-
нения основных действий с метеошкалами: 

– добавление, 
– удаление, 
– редактирование, 
– обновление списка. 

При нажатии на кнопку удаления появляется окно для подтверждения действия, 
после чего удаляется запись и обновляется список. Кнопка “Обновить” обновляет спи-
сок метеошкал, заново получая их из базы данных. При нажатии на “Добавить” и “Ре-
дактировать” открывается, выходя на передний план перед списком, отдельная форма 
(см. рисунок 1) для добавления и редактирования метеошкалы соответственно. При 
добавлении все поля формы заполняются значениями по умолчанию, при редактирова-
нии – берутся из соответствующей записи в списке. 

Для занесения информации о метеошкале необходимо заполнить поля: 
– дата начала периода действия шкалы, 
– дата окончания периода действия шкалы, 
– 4 граничных значения КППО для определения КПО, 
– список с возможностью выбора метеостанций, на которых будет действительна 
данная шкала (при наведении указателя мыши на метеостанцию появляется 
подсказка со списками авиаотделений и лесничеств, к которым относится дан-
ная метеостанция). 

При нажатии на кнопку сохранения после заполнения всех вышеперечисленных 
характеристик проверяется валидность данных, и в зависимости от результата проверки 
выдаётся сообщение об ошибке или успешно завершается процесс сохранения. 
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Рис.1. Форма добавления/редактирования метеошкал 

4. Разработка форм метеостанций 

Формы метеостанций также находятся в разделе справочников. Списковая форма 
содержит все метеостанции по текущему субъекту с возможностью выбора года и по-
зволяет осуществлять действия с метеостанциями, подобные действиям с метеошкала-
ми. 

При добавлении или редактировании открывается карточка с полями по умолча-
нию при создании или полями редактируемого объекта при редактировании. Отличие 
от карточки метеошкал заключается в том, что для метеостанций открывается форма на 
новой вкладке, а не поверх существующей, тем самым появляется возможность про-
сматривать и редактировать несколько метеостанций параллельно, не закрывая теку-
щей вкладки, чтобы открыть новую. 

На форме редактирования или создания метеостанции необходимо заполнить её 
код, состоящий из пяти цифр (форма разработана таким образом, что не позволяет вве-
сти больше), наименование, широту, долготу и признак активности. 

Для заполнения координат используется специальное “поведение” WPF (behavior), 
которое не даёт вводить некорректные значения и подставляет символы градусов, ми-
нут и секунд в поле ввода. 

Поведения служат для инкапсуляции частей функциональности пользовательского 
интерфейса, чтобы их можно было применять к элементам без написания соответст-
вующего кода вручную. Поведение можно рассматривать как службу, предлагаемую 
для элементов. Эта служба обычно предусматривает прослушивание нескольких раз-
личных событий и выполнение множества связанных операций [6]. 

В нижней части формы располагаются 2 элемента Xceed DataGrid со списками лес-
ничеств и авиаотделений (а/о) определённого субъекта. Они необходимы для того, что-
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бы можно было “связывать” метеостанцию с конкретными авиационными отделениями 
и/или лесничествами. При этом есть возможность указать вес данной метеостанции (от 
0 до 1) в текущем авиаотделении и лесничестве. Модель данных была спроектирована 
таким образом, чтобы позволить устанавливать связь между метеостанцией и сразу не-
сколькими а/о и лесничествами. 

При нажатии на кнопку “Сохранить” выполняются действия, аналогичные дейст-
виям при нажатии на соответствующую кнопку на форме метеошкал. 

5. Разработка форм метеоинформации 

Последняя, самая важная и сложная в реализации – форма метеоинформации. Зна-
чительно отличается от предыдущих двух. В первую очередь, является уже не просто 
справочной формой и поэтому вынесена в отдельный пункт главного меню. 

Списковая форма, представленная ниже на рисунке 2, содержит список всех запи-
сей метеоинформации. Xceed DataGrid позволяет делать группировку по любому из 
полей, но в данном случае удобной является группировка по дате. Так как время при 
занесении не учитывается, то группировка по дате сводится к группировке метео по 
дням. Можно задавать необходимый промежуток времени, за который заносилась ин-
формация, выбирая из конкретных значений начала и окончания промежутка времени 
или из уже готовых вариантов. 

 
Рис.2. Списковая форма метеоинформации 

Каждая запись содержит ссылку на метеостанцию, которая, в свою очередь, может 
быть связана с определёнными авиаотделениями. Таким образом, может быть реализо-
ван фильтр записей по а/о. Кроме даты и метеостанции в каждой строке могут содер-
жаться следующие показатели: 

– количество осадков, 
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– температура воздуха, 
– температура точки росы, 
– скорость среднего ветра, 
– комплексные показатели пожарной опасности и классы пожарной опасности в 
различных методиках расчёта (ПВ-1, ПВ-2, Нестеров), 

– признак прогноза (прогнозная ли информация) 
На форме отображается также и почасовая метеоинформация, если таковая имеет-

ся. Посмотреть её можно, кликнув на знаке “+” у любой записи за день, при этом от-
кроется дочерняя таблица (возможность Xceed DataGrid под названием Master-Detail) с 
данными из таблицы MeteoHourly по данной метеостанции за выбранный день. Поля 
почасовой информации отличаются от ежедневных показателей. 

Форма метео содержит кнопки с уже знакомыми действиями, но работают анало-
гично только обновление и удаление. А также есть 2 новые кнопки: “Печать” и “Ото-
бразить”. При нажатии на “Отобразить” открывается карта текущего территориального 
субъекта с указанием всех метеостанций, по которым на этот день имеется информа-
ция. При этом для каждой из них выводится класс пожарной опасности по одной из 
трёх методик расчёта. По какой именно методике – выбирается пользователем в на-
стройках. 

При выборе печати сформируется и откроется в программе Microsoft Excel отчёт 
“Показатели пожарной опасности” за указанный день. Он содержит информацию с 
формы, сгруппированную по авиаотделениям и метеостанциям в удобном для пользо-
вателя виде. 

При нажатии на кнопку редактирования открывается форма редактирования метео, 
но в отличие от предыдущих форм, отобразится информация не по выделенной строке, 
а по всем метеостанциям на дату в выделенной строке. При этом можно редактировать 
только информацию по дням, т.к. нет необходимости добавлять вручную и редактиро-
вать почасовую информацию. При добавлении новой записи открывается подобный, но 
незаполненный элемент управления DataGrid, в котором можно заполнить только опре-
делённые столбцы, остальные рассчитываются при сохранении. Также происходит пе-
рерасчёт показателей КППО и КПО при изменении основных метеорологических ха-
рактеристик за день. 

Заключение 

В данной работе описан процесс разработки пользовательских форм модуля ме-
теоинформации для системы контроля лесопожарной обстановки. Спроектированный 
модуль может использоваться для широкого круга задач в системе мониторинга, в том 
числе для построения прогнозов возникновения и развития пожаров, при формирова-
нии отчётов, использующих метеорологические данные, а также для отображения спи-
ска метеостанций на территориальной карте с указанием классов пожарной опасности. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПСИХОДИАГНОСТИКИ 

А. Ж. Дылыкова 
Томский государственный университет 

E-mail: dylykova2306@gmail.com 

Введение 

Нейронные сети (НС) – это математическая модель и её реализация, построенная 
по принципу функционирования биологических нейронных сетей. На данный момент 
НС широко применяются в самых различных областях – бизнесе, медицине, психоди-
агностике, технике, геологии, физике. Это обусловлено тем, что они позволяют автома-
тизировать процесс принятия решений для различных предметных областей, требую-
щих знаний специалистов, и при этом эти решения не уступают выводам экспертов. 

В предлагаемой работе делается попытка применения аппарата нейронных сетей 
для решения задач классификации личности по психологическим признакам. 

В качестве исходных данных рассматриваются респонденты, прошедшие психоди-
агностический тест Лири. Исследование предполагает нахождение комбинации черт 
личности, определяющих разбиение исходного множества тестируемых на классы, с 
использованием НС типа «персептрон». 

Решение данной задачи невозможно без автоматизации процессов подготовки ис-
ходных данных и их подачи на вход НС. Упрощение реализации данных процессов 
очевидно, если они представляют единый программный комплекс с эмулятором НС. 

1. Постановка задачи 

Изучить возможность применения аппарата нейронных сетей для решения задач 
психодиагностики. Для этого создать программный комплекс, включающий эмулятор 
НС и блок подготовки входных данных и подачи их на вход НС. 

На основании результатов тестирования по методике Лири определения психоди-
агностических черт личности с использованием данного комплекса определить сущест-
вование возможной комбинации психодиагностических черт, определяющих разбиение 
группы тестируемых на классы. 

2. Содержание методики и структура теста Лири 

Лири выделил следующие типы отношения к окружающим: 
1. Авторитарный (автократически-властвующий). 
2. Эгоистичный (эксплуатирующее-состязательный). 
3. Агрессивный (прямолинейно-агрессивный). 
4. Подозрительный (скептически-недоверчивый). 
5. Подчиняемый (скромно-застенчивый). 
6. Зависимый (зависимо-послушный). 
7. Дружелюбный (конвенционально-сотрудничающий). 
8. Альтруистический (ответственно-великодушный). 

Тест содержит 128 вопросов, из которых каждый из 8 личностных типов определя-
ется группой из 16 пунктов. 

3. Конфигурация нейронной сети 

Используется нейронная сеть типа «персептрон». Согласно терминологии, в общем 
случае персептроны могут быть классифицированы как искусственные нейронные се-
ти: 

1) с одним или несколькими скрытыми слоями; 
2) с прямым распространением сигнала; 
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3) с сигмоидальной функцией активации: 

 
1

1 CS
y

e



, 

где  – коэффициент ширины сигмоиды по оси абсцисс. 0C 
Для исследования выбрана многослойная сеть с последовательными связями, со-

стоящая из трех слоев нейронов: один сенсорный слой, промежуточный (скрытый) слой 
и один выходной слой. Обучение персептрона со скрытыми слоями проводилось по 
алгоритму обратного распространения ошибки. 

Количество нейронов в слоях определяется на этапе создания сети: 
1. Сенсорный слой содержит количество нейронов равное количеству ответов 
респондентов по выбранной комбинации характеристик. 

2. Скрытый слой содержит количество нейронов равное половине числа нейро-
нов первого слоя. 

3. Выходной слой содержит количество нейронов равное количеству статей, по 
которым разделены респонденты. 

На рис. 1 представлена структура построенной нейронной сети: 

 
Рис. 1. Структура нейронной сети 

Решение задачи включает три этапа: подготовка входных данных, создание, обуче-
ние сети и её тестирование. Результаты тестирования оцениваются в зависимости от 
заданной точности. 

Работа комплекса 

В процессе решения поставленной задачи создано приложение, автоматизирующее 
формирование входных данных, запись результатов тестирования в файл и модели-
рующее работу нейронной сети, т. е. создание, обучение и тестирование. Поскольку 
решается задача классификации по признакам, необходимо проверить работу сети на 
разных комбинациях входных данных, являющихся частями тестов. Разработанное 
приложение автоматизирует создание различных комбинаций характеристик исходной 
выборки и для каждой из них создает отдельный персептрон. Он обучается и тестиру-
ется. Результатом тестирования персептрона является пара: комбинация характеристик 
и количество верно распознаных респондентов. Таким образом, на выходе генерирует-
ся таблица со всевозможными комбинациями и их результатом. На основе данных таб-
лицы проведен статистический анализ. Характеристики, показавшие лучшие результа-
ты, отображены в табл. 1. 

При каждом запуске программы на вход подается очередная комбинация статей. 
В результате работы приложения имеем следующие результаты: 

 9



Т а б л и ц а  1  
Результаты тестирования по двум статьям 

Первая статья 

Характеристики, оказавшие 
большее влияние на разделе-
ние респондентов по двум 

статьям 

Процент верно 
распознанных 
респондентов 

Вторая статья 

Убийство 
подчиняемый 

альтруистический 
65% 

Умышленное причинение 
тяжкого вреда здоровью 

Убийство 
эгоистичный 
авторитарный 
агрессивный 

75% Кража 

Убийство 
авторитарный 
подчиняемый 

альтруистический 
65% 

Незаконные приобретение, 
хранение, перевозка, изго-
товление, переработка нар-
котических средств, психо-
тропных веществ или их 

аналогов. 
Умышленное причине-
ние тяжкого вреда здо-

ровью 

эгоистичный 
зависимый 
агрессивный 

70% Кража 

Умышленное причине-
ние тяжкого вреда здо-

ровью 
 

подчиняемый 
дружелюбный 

53% 

Незаконные приобретение, 
хранение, перевозка, изго-
товление, переработка нар-
котических средств, психо-
тропных веществ или их 

аналогов. 

Кража 
авторитарный 
зависимый 

альтруистический 
80% 

Незаконные приобретение, 
хранение, перевозка, изго-
товление, переработка нар-
котических средств, психо-
тропных веществ или их 

аналогов. 

 
В данной работе исследуется возможность выявления психодиагностических черт, 

разделяющих контингент осужденных по различным статьям с использованием разра-
ботанного автором программного комплекса, эмулирующего работу НС типа «персеп-
трон» и автоматизирующего подготовку и подачу на вход НС исходных данных. 
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ПРОГРАММА ДЛЯ РАБОТЫ С SBDD- И MTBDD-ГРАФАМИ. 
ИССЛЕДОВАНИЕ ИХ ПРАКТИЧЕСКОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 

Э. Р. Зиятдинова, С. А. Останин 
Томский государственный университет 

E-mail: sheeona@mail.ru, sergeiostanin@yandex.ru 

Введение 

В системах автоматизированного проектирования (САПР) для синтеза логических 
схем часто используется представление булевых функций в виде BDD-графов (Binary 
Decision Diagram) [1]. Систему булевых функций можно представить в виде SBDD-
графа (Shared BDD) и MTBDD-графа (Multi Terminal BDD) [2]. 
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В данной статье описана программная реализация, которая выполняет построение 
SBDD-графа и MTBDD-графа для системы булевых функций. Был выполнен анализ 
представлений систем булевых функций в виде SBDD- и MTBDD-графов и сделан вы-
вод о том, каким образом размер графа зависит от типа системы. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим систему булевых функций, которая представляет собой отображение 
, где множество : nF B B m  0,1B  , n – количество переменных, m – количество 

функций [2]. 
Необходимо написать программу, на вход которой будет подаваться текстовый 

файл, содержащий систему БФ в виде таблицы истинности, PLA-формате [3] или сис-
темы булевых формул. Для полученной системы определяется таблица истинности, по 
которой будет выполнено построение SBDD-графа и MTBDD-графа. Для визуализации 
используется стороннее приложение GraphViz, которое выполняет графическое по-
строение графа с помощью языка DOT. 

В ходе исследования графовых представлений будет определено, для каких систем 
SBDD-граф компактнее MTBDD-графа и наоборот. Под компактностью графа будем 
понимать количество его вершин. 

2. Представления системы булевых функций 

Систему БФ можно представить: 
▪ в виде полностью определенной таблицы истинности, где каждому набору 
входных переменных соответствует вектор значений функций системы; 

▪ в PLA-формате, который отличается от таблицы истинности тем, что в нем воз-
можно компактное и частичное определение функций системы; 

▪ в виде системы булевых формул, состоящей из переменных и логических опе-
раций – дизъюнкция ( ), конъюнкция (  ), инверсия ( ) и сложение по мо-
дулю 2 ).  (

Таблица истинности, представляющая булеву функцию, имеет  строк, где n – 
количество переменных, и при 

2n

10n   ее размеры будут достигать 1024 строки. Для 
таких случаев удобно использовать представление системы БФ в виде PLA-формата, 
который позволяет компактно задавать таблицу истинности. 

 
Рис. 1. Пример PLA-формата 

Строки «.i», «.o» описывают количество переменных и функций, «.ilb» и «.ob» 
описывают наименования входных переменных и функций. Последняя строка «.e» обо-
значает окончание описания файла в формате PLA. 

Значения слева относятся к входным переменным, а справа – значения функций на 
этих наборах. Знаком «-» во входных векторах обозначаются «не имеющие значения» 
символы. То есть на месте прочерка может быть как 0, так и 1. 

Для функций значения 0 и 1 имеют разный смысл. Если для указанной входной 
комбинации значение функции равно 1, то это значит, что она принимает значение 1. 
Если выход равен 0 или «-», то эта входная комбинация не влияет на функцию выхода. 
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Таким образом, при построении таблицы истинности из PLA-формата будут учи-
тываться только те наборы входных переменных, для которых функция равна 1, для 
остальных наборов функция автоматически принимает значение нуль. 

Система булевых функций может быть представлена в виде булевых формул. Для 
логических операций введем следующие обозначения: дизъюнкция (+), конъюнкция 
(*), инверсия (-) и сложение по модулю 2 (^). 

 
Рис. 2. Пример системы булевых формул 

Каждая функция системы представлена в виде выражения, левая часть которого 
содержит название функции, а правая – формулу, состоящую из переменных, логиче-
ских операций и скобок. 

Подставляя различные значения переменных в систему и вычисляя значения функ-
ций, получим таблицу истинности, по которой будет построен граф. 

3. Графовые представления системы булевых функций 

Графовое представление системы булевых функций можно выполнить нескольки-
ми способами: 

▪ каждую функцию системы представить в виде ROBDD-графа; 
▪ всю систему представить в виде SBDD-графа; 
▪ всю систему представить в виде MTBDD-графа. 

Сокращенная упорядоченная бинарная диаграмма решений (Reduced Ordered Bi-
nary Decision Diagram) – это корневой ориентированный граф без циклов, с точно од-
ним корневым узлом, внутренними вершинами (нетерминальными узлами) и двумя 
конечными вершинами, называемыми 0-терминальной и 1-терминальной узлами. 

Каждый нетерминальный узел v имеет атрибут  ( ) 0,1,...,index v n
low

, соответст-

вующий индексу входной переменной, а также указатели на вершины , 

связанные с исходящими 0-дугой и 1-дугой соответственно. 

( ), ( )v high v

В ROBDD-графе порядок переменных на пути от корня графа к терминальным 
вершинам остается постоянным, то есть значения индексов нетерминальных вершин v  
удовлетворяют условиям: ( ) ( ( ))index v index low v  и ))(()( vhighindexvindex  . Также 

ROBDD-граф удовлетворяет условиям: 
▪ (единственность) не существует различных узлов u и v, для которых 

)()( vindexuindex  , )()( vlowulow   и )()( vhighuhigh  ; 

▪ (безызбыточность) не существует узла v, для которого )()( vhighvlow  . 

Если для каждой функции системы построить ROBDD-граф и выполнить их слия-
ние, используя правила сокращения, то полученный граф представляет собой SBDD-
граф [4]. Он состоит из корневых узлов, каждый из которых соответствует функции 
системы, двух терминальных узлов и внутренних нетерминальных вершин. 
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Рис. 3. Пример SBDD-графа для системы трех функций 

MTBDD-граф является формой представления системы булевых функций в виде 
ориентированного ациклического графа с одной корневой вершиной, внутренними не-
терминальными узлами и несколькими терминальными вершинами. Он представляет 
собой псевдобулеву функцию , где Z - множество целых чисел [2]. Для 
представления системы булевых функций в виде MTBDD-графа необходимо опреде-
лить псевдобулеву функцию. Для этого каждому выходному вектору сопоставим целое 
число, которое будем интерпретировать как двоичное представление вектора значений. 

: nB  Z

 
Рис. 4. Пример MTBDD-графа для системы трех функций 

MTBDD-граф наследует правила построения и основные свойства от ROBDD-
графа, но, в отличии от последнего, имеет более двух терминальных вершин [5]. 

4. Программная реализация 

Перед началом работы необходимо загрузить файл с данными системы на форму. 
Для этого необходимо нажать кнопку «Open» и выбрать файл. В левом верхнем поле 
(см. рис. 5) отобразится содержимое файла. После этого можно выполнить построение 
SBDD-графа или MTBDD-графа. 

На рис. 5 изображено построение SBDD-графа для системы функций, заданных в 
виде булевых формул. После нажатия на кнопку «Build SBDD» в правом верхнем окне 
выведутся наименования переменных и функций, а также таблица истинности для за-
данной системы функций. В нижнем окне отобразится информация о SBDD-графе. 
Первая строчка 2+12=14 (4) говорит о том, что граф содержит 14 вершин, среди кото-
рых 2 терминальные вершины и 12 нетерминальных вершин, включая корневые. Число 

 13



в скобках указывает максимальное значение индекса, которое в общем случае равно n – 
числу входных переменных. 

 
Рис. 5. Интерфейс программы 

SBDD- и MTBDD-граф представляются в виде таблицы, каждая строчка которой 
является вершиной графа. Столбцами таблицы являются атрибуты вершин: # - номер 
вершины v, i – индекс узла ) , l – вершина ) , h – вершина . (vindex (vlow )(vhigh

Для визуализации графа необходимо установить программу GraphViz. Установоч-
ный файл можно скачать с сайта производителя [6]. 

При нажатии на кнопку «Open graph in GraphViz» откроется программа, и в ней 
выполнится графическая визуализация SBDD-графа. 
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Рис. 6. Графическая визуализация SBDD-графа в GraphViz 

5. Исследование SBDD-графов и MTBDD-графов 

SBDD-граф и MTBDD-граф используются во многих областях, например для син-
теза логических схем и формальной верификации. Чем меньше размер графа, тем быст-
рее будет выполняться та или иная операция. Под размером графа R будем понимать 
общее количество его вершин – корневых, нетерминальных и терминальных. 

R(MTBDD) – размер MTBDD-графа – прямо пропорционален количеству терми-
нальных вершин. Чем больше количество различных выходных векторов системы C, 
тем больше размер MTBDD-графа. R(SBDD) прямо пропорционален количеству функ-
ций m, так как увеличивается число корневых вершин. При небольших значениях n и m 
(количество переменных и функций) R(SBDD) и R(MTBDD) приблизительно равны. 

Введем меру различия графов 
2m

C
P  , которая равна отношению количества раз-

личных выходных векторов системы к числу всех возможных векторов. На рис. 7 при-
веден график зависимости средней разности R(SBDD)-R(MTBDD) от меры P при зна-

чении , 10n 15,6m . 

 
Рис. 7. График зависимости разности размеров графов от меры P 

 15



Как видно на рис. 7, при стремлении  размер SBDD-графа больше размера 
MTBDD-графа, а при 1  R(SBDD)<R(MTBDD). 

0P
P

Таким образом, для системы булевых функций, имеющей значение P близкое к 1, 
SBDD-граф будет компактнее MTBDD-графа, а при значении P близкого к 0, размер 
MTBDD-графа будет менее SBDD-графа. 

Заключение 

В настоящей работе рассмотрена реализация прикладной программы, выполняю-
щая построение систем булевых функций в виде SBDD- и MTBDD-графа. Выявлена 
зависимость размера графов от типа системы. 
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МЕТОД ПОИСКА ЛОЖНЫХ ПУТЕЙ В КОМБИНАЦИОННОМ 
ЭКВИВАЛЕНТЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТНОЙ СХЕМЫ 

Е. П. Ирдынеева 
Томский государственный университет 

E-mail: Kateird@mail.ru 

Введение 

С ростом уровня интеграции схем возникает необходимость в тестировании неис-
правностей задержек путей. Быстродействие схемы определяется временем задержки 
наиболее длинного пути, который в свою очередь может оказаться ложным, то есть из-
менение значения сигнала на входе рассматриваемого пути не влияет на значение сиг-
нала на его выходе. Такой путь не может использоваться для определения быстродей-
ствия проектируемой схемы, поэтому его желательно исключать из рассмотрения. 

1. Постановка задачи 

Пусть комбинационная схема является комбинационным эквивалентом последова-
тельностной схемы. Схема описывается системой безызбыточных дизъюнктивных 
нормальных форм (СБДНФ). Рабочая область функционирования автомата, реализуе-
мого последовательностной схемой, представлена системой частичных булевых функ-
ций, получаемой из STG-описания поведения автомата после кодирования его состоя-
ний. Ставится задача обнаружения ложных путей в схеме с памятью. 

2. Алгоритм выявления ложных путей 

Чтобы исключить рассматриваемый путь из множества ложных путей необходимо 
найти тестовую пару, на которой неисправность задержки пути проявляется либо как 
робастно, либо не робастно тестируемая хотя бы для одной из последовательностей 
перепадов значений сигналов на выходах элементов пути, вызванной сменой значения 
на входе пути. 

Сначала рассмотрим задачу определения ложного пути в комбинационной схеме. 
Известно, что в БДНФ существует тестовый набор, обнаруживающий замену литеры в 
(любой) конъюнкции константой 1 (0). Такие неисправности будем называть bp(ap) 
неисправностями Последнее означает, что в комбинационной схеме, сохраняющей 
БДНФ, отсутствуют ложные пути. 
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При поиске ложных путей комбинационного эквивалента последовательностной 
схемы нельзя ограничиться только определением существования тестовых наборов для 
константных неисправностей соответствующей пути литеры. В этом случае тестовый 
набор зависит как от входных переменных, так и от переменных состояния. Следова-
тельно, необходимо обеспечить его поступление в последовательностной схеме. 

Пусть имеется описание поведения реального дискретного устройства. Оно пред-
ставлено в виде системы безызбыточных ДНФ (СБДНФ). Наряду с данным описанием 
имеется описание рабочей области функционирования автомата в виде State Transition 
Graph (STG-графа). 

Алгоритм 1. 
1. Рассмотрим СБДНФ. Извлечем последовательно для каждой функции БДНФ, 
которую она представляет. Рассмотрим последовательно полученные БДНФ. 
Текущую обозначим D. 

2. Возьмем конъюнкцию из D, обозначим ее kj. Необходимо рассмотреть все 
конъюнкции из D. 

3. В каждой конъюнкции выбираем литеру xi, которая отмечает начало пути. 
4. Построим все тестовые наборы, обнаруживающие bp(ap) неисправности, вос-
пользовавшись разработанным нами ранее алгоритмом. 

5. Представим тестовые наборы в виде сокращенной ДНФ, используя метод 
Блейка, приведенный в работе [6]. Обозначим полученную ДНФ Dсокр. 

6. Для каждой конъюнкции kp из Dсокр, необходимо находить непустые пересече-
ния с интервалами из области единичных значений соответствующей рассмат-
риваемой схеме частичной функции. Для очередного непустого пересечения 
(обозначим представляющей его интервал u(q2)) далее требуется найти по STG 
описанию интервал u(q1), обеспечивающий переход из некоторого состояния 
q1 в состояние q2. Состояние q1 может быть любым, важно лишь, чтобы интер-
валы u(q2), u(q1) были ортогональны по переменной xi, отмечающей начало 
рассматриваемого пути. Это значит, что представляющие интервалы троичные 
векторы должны иметь противоположные (1,0) значения по этой переменной. 
Переменная xi может быть переменной состояния. 

7. Если интервалы u(q2), u(q1)удается найти, то рассматриваемый путь не являет-
ся ложным. Задержка этого пути может исказить поведение схемы либо за счет 
изменения значения на выходе последовательностной схемы, либо за счет пе-
рехода схемы в непредусмотренное состояние. 

8. Если при просмотре всех конъюнкций сокращенной ДНФ для ap, а затем и bp 
неисправностей, сопоставляемых пути α, не удается найти пару u(q2) , u(q1) ин-
тервалов, то рассматриваемый путь является ложным. 

3. Экспериментальные результаты 

В ходе выполнения эксперимента на контрольных примерах было обнаружено, что 
в некоторых из рассмотренных схем присутствует около 10% ложных путей от общего 
числа путей. В тоже время есть схемы, в которых ложные пути отсутствуют. Отметим, 
что в схемах рассматриваемого вида всегда существуют тестовые наборы для обнару-
жения ap(bp) неисправности, поэтому ложные пути могут порождаться только отсутст-
вием подходящих переходов из одного состояния в другое. В случае если для каждого 
пути существуют переходы, за счет которых он не является ложным, то искомые пути 
будут отсутствовать. Результаты эксперимента представлены в табл. 1. 
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Т а б л и ц а  1  
Результаты исследования безызбыточных систем ДНФ, 

полученных из STG описаний поведения реальных дискретных устройств 

Название схемы I O P 
Общее 

количество путей 
Количество 

ложных путей 
Доля ложных 

путей,% 

BBARA_b_k_2k_s_min 10 9 120 597 60 9.95 

TRAIN11_b_k_2k_s_min 8 8 42 100 0 0 

LION9_b_k_2k_s_min 8 8 64 228 25 9.12 

LOG_b_k_2k_s_min 15 36 117 354 0 0 

OPUS_b_k_2k_s_min 11 15 102 353 0 0 

BEECOUNT_b_k_2k_s_min 9 10 67 241 28 8.6 

SHIFTREG_b_k_2k_s_min 7 8 43 124 16 7.75 

MODULO12_b_k_2k_s_min 7 7 31 80 0 0 

 
Обозначения в таблице: I – количество входов схемы. O – количество выходов схе-

мы. P – количество продукций в PLA описании. 

Заключение 

Разработан алгоритм поиска ложных путей с учетом дополнительной информации 
о схеме, а именно, с использованием STG описания рабочей области функционирова-
ния устройства с памятью. 

Реализация алгоритма требует больших вычислительных затрат, поскольку для ка-
ждой из константных неисправностей литеры необходимо находить все множество тес-
товых наборов, представляя его в виде сокращенной ДНФ. Такая ДНФ, как известно, 
может оказаться большой длины. Кроме того, многократно приходится перебирать па-
ры переходов рабочей области функционирования устройства с памятью. 

Из сказанного следует, что поиск ложных путей в рамках предлагаемого подхода 
является достаточно ресурсоемкой процедурой, однако такой подход обеспечивает на-
хождение всего множества ложных путей. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Matrosova A., Lipsky V., Melnikov A., Singh V. Path delay faults and ENF // Proceedings of IEEE East-West 
Design and Test Symposium. 2010. P. 164–167. 

2. Матросова А.Ю., Кудин Д.В., Николаева Е.А. Обнаружение ложных путей в комбинационной схеме. 
Томск: Изд-во Том. ун-та, 2011. 

3. Седов Ю.В. Обеспечение работоспособности систем с произвольным доступом и самопроверяемости 
логических схем: диссертация ... кандидата технических наук: 05.13.01. – Томск, 2004. – 117 c. ил. 

4. Николаева Е.А. Алгоритмы синтеза легко тестируемых комбинационных схем и тестов для кратных кон-
стантных неисправностей и неисправностей задержек путей: диссертация ... кандидата технических наук: 05.13.01. 
– Томск, 2011. – 135 c. ил. 

АЛГОРИТМ ПОИСКА МИНИМАЛЬНОГО BDD-ГРАФА, 
ПРЕДСТАВЛЯЮЩЕГО РЕАЛИЗАЦИЮ 

ЧАСТИЧНО ОПРЕДЕЛЕННОЙ БУЛЕВОЙ ФУНКЦИИ 

И. Е. Кириенко 
Томский государственный университет 

E-mail: irina.kirienko@sibmail.com 

Введение 

Существует множество практических задач, где нужно найти минимальную, в 
смысле количества узлов BDD, реализацию частично определенной булевой функции, 
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например, логический синтез в базисе FPGA [2], синтез маскирующих подсхем для по-
вышения надежности частично программируемых схем [3]. 

В общем случае задача поиска одной из реализаций частично определенной буле-
вой функции, представленной BDD с минимальным числом узлов, является NP-полной 
[5], в связи с этим разработано множество эвристических алгоритмов, решающих эту 
задачу за приемлемое время [5, 6]. Для некоторых приложений точность решения дан-
ной задачи эвристическими алгоритмами не достаточна, нужно использовать алгорит-
мы, дающие точное решение. 

В данной работе рассматривается точный алгоритм построения минимального 
BDD-графа, описанного в работе [7]. Алгоритм основан на использовании графа со-
вместимости с последующим выделением клик графа с использованием дополнитель-
ных условий. Во втором разделе работы рассматриваются необходимые определения. В 
третьем разделе приводится определение графа совместимости и алгоритм его по-
строения. В четвертом разделе формулируются дополнительные ограничения при по-
иске замкнутого покрытия кликами графа совместимости. В пятом разделе предлагает-
ся модификация алгоритма построения минимального BDD-графа, являющегося реали-
зацией частично определенной булевой функции. В шестом разделе приведены экспе-
риментальные результаты. 

1. Основные определения 

BDD-граф – это направленный ациклический граф, каждый узел которого помечен 
переменной ix , и где каждый нетерминальный узел  имеет исходящие 0- и 1-дуги, 

соединяющие узел  с дочерними узлами  и , соответственно. Терминальные 

узлы обозначим  и . Далее 0-дуга будет соответствовать левой исходящей дуге из 

узла i , 1-дуга – правой. 

in

i

o
in z

i
n n

zn on

n

BDD-граф соответствует полностью определенной булевой функции . 

Множество 

),...,( 1 nxxf

onf  содержит наборы, на которых функция 1( ,..., )nf x x  принимает значение 

1, множество offf  содержит наборы, на которых функция 1( ,..., n )f x x  принимает значе-

ние 0. 
BDD-граф называется сокращенным (ROBDD), если из любых двух узлов не суще-

ствует одного и того же пути в терминальный узел. Так как ROBDD-граф с заданным 
порядком переменных является каноническим представлением полностью определен-
ной булевой функции f, будем обозначать  как узел ROBDD-графа и как переменную 

булевой функции f. 
in

Уровнем  узла  назовем индекс переменной в порядке разложения. Пусть 

корень BDD-графа имеет уровень 0. Если N – количество переменных, то N – уровень 
терминальных узлов BDD-графа. Максимальный уровень  множества s узлов – 

это максимальный уровень среди узлов множества s. Уровнем  функции h называ-

ется уровень переменной BDD-графа, реализующего функцию h. Если  – узел BDD-

графа, m – набор значений переменных, то  – терминальный узел, который дости-

гается из вершины  при m (или значение функции  на наборе m). Поэтому, если m – 

набор значений переменных, F – BDD-граф для функции f, то  – значение функ-

ции f на наборе m. 

)( inL

n

in

)(max inL
)(hL

(0 mn

in

)(mni

i in

)

BDD-граф называется полным, если каждое ребро BDD-графа соединяет узел 
уровня i с узлом уровня i+1. 
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Трехтерминальный BDD-граф (3TBDD) определяется аналогично BDD-графу с тем 
исключением, что 3TBDD имеет 3 терминальные вершины ,  и . 3TBDD-граф 

соответствует частично определенной булевой функции f, которая имеет множества 
наборов ,  и , на которых функция f принимает значения ,  и , соот-

ветственно. 

zn on xn

ononf offf dcf zn xn

2. Граф совместимости 

В данной работе будем использовать 3TBDDF, который соответствует частично 
определенной булевой функции f. Будем полагать, что граф F полный (при необходи-
мости можно ввести дополнительные узлы, 0- и 1-дуги которых ведут в тот же узел). 

Введем определения совместимых узлов и узлов, совместимых в обобщенном 
смысле. 

Определение 1. Два узла  и  графа F будем называть совместимыми (  ), 

если и только если не существует такого набора m, для которого справедливы 
 или n

in

 i m

jn

on

in jn

  ojzi nmnnmn  )( zj nmn  )( . 

По определению терминальные узлы  и  не совместимы между собой, терми-

нальный узел  совместим с любой вершиной 3TBDD. 
zn on

xn

Определение 2. Два узла i  и графа F будем называть совместимыми в обоб-

щенном смысле (  ), если и только если существует полностью определенная 

функция h такая, что h  и h  и . 

n

jn

jn

(hL

in jn

in ))(),(max() ji nLnL

По определению терминальные узлы  и  между собой не совместимы в обоб-

щенном смысле, терминальный узел  совместим в обобщенном смысле с любой 

вершиной 3TBDD. 

zn on

xn

Важно отметить, что узел, соответствующий полностью определенной функции h, 
необязательно является некоторым узлом 3TBDD. В большинстве случаев это действи-
тельно так, поскольку многие узлы 3TBDD соответствуют частично определенным 
функциям. 

Следующая лемма устанавливает отношение между совместимостью и совмести-
мостью в обобщенном смысле. 

Лемма 1. Если  , то  . in jn in jn

Лемма 2 формулирует условие, при котором верно и обратное утверждение. 
Лемма 2. Если , то  , следовательно  . )()( ji nLnL  in jn in jn

Совместимость в обобщенном смысле можно определить для множества узлов. 
Определение 3. Узлы множества ),...,,( 21 si nnns   совместимы в обобщенном 

смысле, если и только если существует полностью определенная булева функция h та-
кая, что h , in },...,1{ si , и . )( is)( maxLhL 

Определение 4. Множество узлов, совместимых в обобщенном смысле, будем на-
зывать совместимым множеством или совместимостью. 

Множество узлов является совместимостью, если любые два узла этого множества 
попарно совместимы в обобщенном смысле. В общем случае обратное утверждение 
неверно. Однако справедлива следующая лемма. 

Лемма 3. Пусть  – это множество узлов, принадлежащих одному уровню в гра-

фе. Тогда  является совместимым множеством, если и только если все узлы в  по-

парно совместимы в обобщенном смысле. 

is

is is

Введем определение графа совместимости. 
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Определение 5. Граф совместимости ),( EVG   – это не ориентированный граф, 

который показывает, какие узлы в 3TBDD-графе F могут быть совмещены. Кроме тер-
минального узла , каждому узлу графа F соответствует один узел в графе G с тем же 

значением уровня. Узлам  и  графа F соответствуют узлы  и  графа G. 

xn
z
i

n o
i

n z
i

g o
i

g

В графе G два узла  и  соединены ребром, если узлы  и  графа F совмес-

тимы в обобщенном смысле. Каждое ребро в графе G имеет метки. Метка – это множе-
ство узлов. Существует три типа меток: типа e, t и l. 

ig jg in jn

Следующие две леммы необходимы для построения графа совместимости. 

Лемма 4. Если  и ( ) ( )i jL n L n in n j , то 
i

on o
j

n 
i

zn  . z
j

n

Лемма 5. Если  и i ( ) ( )iL n L n j n jn , то 
i

on jn 
i

zn  jn 
i

on  
i

zn . 

Алгоритм построения графа совместимости. 
1. Пусть граф G – полный. Удаляем одно ребро . ),( oz gg

2. Если , тогда согласно лемме 4 ребро  имеет две метки: 

 и . 

)()( ji gLgL 

), 00
ji

g ,(: 1
i

gt

),( ji gg

(: ge )1
j

g

3. Если , тогда согласно лемме 5 ребро  имеет метку 

. 

)()( ji gLgL 

),, 1
jgg

i

),( ji gg

(: 0gl
i

4. Для всех пар узлов  проверяем, если ребро между узлами  и  

имеет метку, которая содержит пару , при этом между вершинами  

и  нет ребра, то удаляем ребро . Повторяем шаг 4 до тех пор, пока 

граф G не перестанет изменяться. 

),( ji gg ig jg

ag),( ba gg

), ji ggbg (

Следующая лемма устанавливает связь между существованием ребра в графе со-
вместимости и понятиями совместимости и совместимости в обобщенном смысле. 

Лемма 6. Если  , то в графе совместимости существует такое ребро e, что 

. Следовательно,  . 

in jn

),( ji gge  in jn

Важно отметить, что в общем случае обратное утверждение неверно, то есть суще-
ствование ребра между двумя узлами графа G не означает, что эти узлы совместимы в 
обобщенном смысле. 

Рассмотрим 3TBDD, представленный на рис. 1. Для данного 3TBDD построен граф 
совместимости с помощью приведенного выше алгоритма. 

 
Рис. 1. 3TBDD и соответствующий граф совместимости 
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3. Замкнутое покрытие кликами 

Кликой графа G называется его подграф, являющийся полным графом. Любому 
множеству s узлов, образующему клику графа G, соответствует класс множеств. Пусть 

 – это множество узлов, которые образуют клику графа G. Для данного 

множества  определим e, t и l классы. 

),...,(
1 wiii ggs 

is

Определение 6. e-класс множества  (обозначим как ) – это множество уз-

лов из e-метки ребра между узлами  и  из  таких, что 
is

kg

)( ie sC

)( knLjg is )()( max ij sLnL  . 

Определение 7. t-класс множества  (обозначим как ) – это множество уз-

лов из t-метки ребра между узлами  и  из  таких, что 
is

kg

)( it sC

)( knLjg is )()( max ij sLnL  . 

Определение 8. l-класс множества  (обозначим как ) – это множество уз-

лов из l-метки ребра между узлами  и  из  таких, что 
is

kg

)( il sC

( jgLjg is )() kgL . 

Лемма 7. Если множество узлов  образует клику графа G и , то  яв-

ляется совместимым множеством. 
is iil ssC )( is

Важно отметить, что некоторая клика графа G, не удовлетворяющая условию лем-
мы 7, необязательно будет совместимым множеством. 

Алгоритм поиска минимальной BDD, совместимой с исходной частично опреде-
ленной функцией, основан на выборе таких узлов графа G, которые могут быть замене-
ны одним узлом в финальной BDD. Если множество s узлов графа G могут быть объе-
динены в один узел, то s должно быть совместимым множеством. Следовательно, мно-
жество s должно быть кликой графа G, удовлетворяя условию определения 7. Таким 
образом, необходимо найти такое множество клик, что каждый узел графа G будет по-
крыт по крайней мере одной кликой. Данный поиск требует дополнительных ограниче-
ний. 

Определение 9. Множество },...,{ 1 nssS   множеств узлов графа G называется 

замкнутым покрытием кликами для графа G, если справедливы следующие условия: 
1. s является покрытием G: :i j i jg G s S g s     . 

2. Все  являются кликами графа G: ks

 , : ( , ) (i j k i j )g g s g g edges G   . 

3. s замкнуто относительно меток типа e и t: 
 : ( )i j e i js S s S C s s      : ( )i j t i js S s S C s s     . 

4. Все множества из s замкнуты относительно метки типа l: iili ssCSs  )(: . 

4. Построение минимального BDD-графа 

Сформулируем модификацию алгоритма построения минимального BDD-графа R. 
1. Строим замкнутое покрытие кликами },...,{ 1 nssS   для графа G. На каждой 

итерации проверяем замкнутость относительно класса Cl, если покрытие не 
замкнуто, переходим к другому подмножеству. 

2. Для каждого  создаем узел  нового графа R, при чем уровень этого уз-

ла 

Ssi 
)(max is

ir

)( i LrL  . 

3. Узел i , соответствующий множеству r Ssi  , будет терминальным в графе R, 

если множество  содержит узел, который соответствует терминальному уз-

лу в графе 
is

F. 
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4. 0-ребро узла i  соединяет его с узлом , соответствующим множеству , 

если . 

r

s
jr Ss j 

jie sC )(

5. 1-ребро узла i  соединяет его с узлом , соответствующим множеству , 

если . 

r

s
jr Ss j 

jit sC )(

Лемма 8. Построенный граф R является OBDD-графом, совместимым с исходным 
графом F. 

Отметим полученный результат. Пусть  – это множество всех BDD-графов, пред-
ставляющих функции, каждая из которых совместима с исходной частично определен-
ной булевой функцией f. Тогда справедлива следующая лемма. 

Лемма 9. BDD-граф, построенный на основе минимального замкнутого покрытия 
для G, является BDD-графом из  с минимальным числом узлов. [7] 

5. Экспериментальные результаты 

В ходе работы проведен ряд экспериментов для произвольных частично опреде-
ленных булевых функций, для каждой из которых осуществляется поиск такой полно-
стью определенной булевой функции, что, во-первых, она является реализацией данной 
частично определенной булевой функции, во-вторых, ее BDD-представление имеет ми-
нимальный размер. Результаты экспериментов приведены в таблице 1. 

Т а б л и ц а  1  
Экспериментальные результаты 

Степень неопределенности 
20% 50% 80% 

Время, мс Время, мс Время, мс 

Кол-во 
пере-
менных Кол-во 

узлов 
в фи-
нал. 
BDD 

Полный 
перебор 

Моди-
фика-
ция 

Кол-во 
узлов 

в финал. 
BDD 

Полный
перебор 

Моди-
фика-
ция 

Кол-во 
узлов 

в финал.
BDD 

Полный 
перебор 

Моди-
фика-
ция 

4 9 3.0663 2.1236 8 3.2194 3.5443 5 5.8666 4.1948 
4 8 2.7533 1.77 6 2.3573 2.4319 6 18.8894 9.0928 
4 10 2.7383 0.9935 6 7.0954 4.9602 6 2.6759 1.7072 
5 12 9.5365 3.5001 12 1.8039 1.4064 9 42.723 20.3136 
5 13 14.953 12.8933 9 11.2859 6.5554 9 164.0122 43.9712 
5 15 7.515 5.0214 14 18.4323 11.0688 7 109.6831 467.8115 

 
Таблица содержит информацию о времени выполнения поиска клик графа совмес-

тимости, которые замкнуты относительно класса L. Указанное время рассчитывалось 
для алгоритма, основанного на полном переборе, и для алгоритма с использованием 
модификации. Полученные экспериментальные данные подтверждают тот факт, что 
модификация алгоритма позволяет сократить количество операций при вычислении 
клик графа без потери точности решения. 

Заключение 

Проведенный анализ показал, что модифицированный алгоритм требует меньше 
времени для построения минимального BDD-графа по сравнению с базовым алгорит-
мом. 
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Введение 

В настоящее время роль информационных технологий очень важна. Поэтому воз-
никает необходимость создания обучающих систем. Но в нынешнем разнообразии сис-
тем нет эффективных программ для изучения деревьев поиска. А эти структуры данных 
очень важны для хранения и быстрого поиска информации в базах данных и других 
поисковых системах. 

Поэтому целью данной работы было создание обучающей системы для изучения 
декартового дерева поиска. Данная система может быть использована не только сту-
дентами, но и преподавателями для проверки контрольных работ, а также любыми же-
лающими с целью изучить декартовы деревья и, в дальнейшем, применять их. Большой 
плюс обучающей программы в том, что желающий может работать с ней в любой день, 
в любое время суток и продолжительность обучения не ограничена. 

1. Постановка задачи 

Требуется изучить свойства декартового дерева и написать обучающую програм-
му. Обучающая программа должна: 

1) демонстрировать алгоритм построения дерева; 
2) проверять знания пользователя по построению дерева. 

2. Определение декартового дерева 

Декартово дерево – это двоичное дерево поиска, в узлах которого хранятся: 
1) ссылки на правое и левое поддерево; 
2) ключи x и y, которые являются двоичным деревом поиска по ключу x и двоич-
ной кучей по ключу y; а именно, для любого узла дерева n: 

a) ключи x узлов правого (левого) поддерева больше (меньше либо равны) 
ключа x узла n; 

b) ключи y узлов правого и левого детей больше либо равны ключу y уз-
ла n. 

В англоязычной литературе очень популярно название treap, которое наглядно по-
казывает суть структуры: tree + heap. В русскоязычной же иногда можно встретить со-
ставленные по такому же принципу: дерамида (дерево + пирамида) или дуча (дере-
во + куча). 

Впервые дерамиды были предложены в статье Seidel, Raimund; Aragon, Cecilia R. 
(1996), «Randomized Search Trees» [1]. 
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3. Достоинства и недостатки декартового дерева 

Декартово дерево не является самобалансирующимся в обычном смысле (сбалан-
сированность означает, что для каждой вершины высота её двух поддеревьев различа-
ется не более чем на единицу), и применяют его по таким причинам: 

1) просто программируется относительно самобалансирующихся деревьев поис-
ка, например сбалансированных, красно-черных;[2] 

2) хорошо ведёт себя «в среднем», если приоритеты y раздать случайно (такое 
дерево называется декартово дерево по неявному ключу); 

3) типичная для сортирующего дерева операция «расчленить по ключу x0 на 
„меньше x0“ и „больше x0“» работает за O(h), где h – высота поддерева с кор-
нем x0. 

Недостатки декартового дерева: 
1) большие накладные расходы на хранение: вместе с каждым элементом хранят-
ся два-три указателя и случайный ключ y; 

2) скорость доступа O(n) в худшем случае (где n – количество вершин в дереве), 
хотя и при критических объемах данных это очень маловероятно. 

4. Почему дерево называется декартовым? 

Попробуем нарисовать его на координатной сетке. Возьмем набор пар «ключ-
приоритет» и расставим на координатной сетке соответствующие точки (x,y). А потом 
соединим соответствующие вершины линиями, образуя дерево. Таким образом, декар-
тово дерево отлично укладывается на плоскости благодаря своим ограничениям, а два 
его основных параметра — ключ и приоритет — в некотором смысле, координаты. Ре-
зультат построения показан на рис. 1: слева в стандартной нотации дерева, справа — на 
декартовой плоскости. 

 
Рис.1. Почему дерево называется декартовым? 

5. Применение 

Для построения массивов применяют декартовы деревья по неявному ключу для 
того, чтобы с легкостью в дальнейшем выполнять следующие операции с массивом: 

1) слить два массива в один; 
2) разделить массив на два; 
3) вставить элемент внутрь массива на требуемую позицию за O(log2 N), а не за 

O(N), как без помощи дерева поиска; 
4) удалить из массива элемент, стоящий на данной позиции; 
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5) за O(log2 N) можно также выполнять все те же множественные запросы на по-
дотрезках массива (сумма/максимум/минимум/наличие или количество меток 
и т.д.); 

6) за O(log2 N) на подотрезках массива выполнять следующие операции: прибав-
ление константы, покраску, установку в единое значение и т.д.; 

7) переворот подотрезка, то есть перестановка его элементов в обратном порядке; 
8) циклический сдвиг. 

6. Основные операции с деревом 

Для операции вставки и удаления узла из дерева, которые будут описаны далее, 
понадобятся операция сложения и деления. Операция сложения принимает на вход два 
декартовых дерева L и R. На выходе результат их сложения. Корнем будущего дерева 
станет узел с наибольшим приоритетом. Сравним приоритеты корней двух исходных 
деревьев; пусть для однозначности приоритет y левого корня больше, а ключ в нем ра-
вен x. Все дерево R окажется в правом поддереве нового корня. Точно так же левое 
поддерево старого корня L.Left имеет все ключи, меньшие x, и должно остаться левым 
поддеревом, а правое поддерево L.Righ должно оказаться справа. Рекурсивно вызываем 
операцию для L.Right и дерева R, и возвращенное ею дерево используем как новое пра-
вое поддерево. На рис. 2 пунктиром показано правое поддерево результирующего дере-
ва после операции сложения и связь от нового корня к этому поддереву [3]. 

 
Рис. 2. Сложение деревьев 

Теперь об операции деления. На вход ей поступает декартово дерево и некий ключ 
x0. На выходе – два дерева, причем в одном из них (L) все элементы с ключами, мень-
шими x0, а в другом (R) — с большими. Корень исходного дерева окажется в L, если его 
ключ меньше x0, иначе – в R. Предположим, для однозначности, что ключ корня ока-
зался меньше x0. На рис. 3 изображен результат такого деления. Левое поддерево корня 
полностью сохранится без изменений, а вот правое уменьшится — из него придется 
убрать элементы с ключами, большими x0, и вынести в дерево R, а остаток ключей со-
хранить как новое правое поддерево L. Возьмем правое поддерево и рекурсивно разре-
жем его по тому же ключу x0 на два дерева L' и R'. После чего становится ясно, что L' 
станет новым правым поддеревом дерева L, а R' и есть непосредственно дерево R — 
оно состоит из тех и только тех элементов, которые больше x0 [3]. 
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Рис. 3. Деление дерева 

Теперь, когда мы знаем об операциях сложения и деления, с их помощью можем 
делать основные операции с деревьями поиска: добавление элемента в дерево и удале-
ние его. 

Для добавления ключа x в дерево необходимо выполнить следующие шаги (иллю-
страция шагов на рис. 4): 

1) разделить дерево по ключу x; 
2) создать из данного ключа дерево M из единственной вершины (x,y), где y – 
только что сгенерированный случайный приоритет; 

3) объединим по очереди L с M, то, что получится – с R. 

 
Рис. 4. Вставка элемента 

При удалении ключа x из дерева необходимо выполнить следующие шаги (иллю-
страция шагов на рис. 5): 

1) разделить дерево по ключу x–1; 
2) разделить правое поддерево по ключу x. В результате, после выполнения этого 
шага, левое поддерево правого исходного дерева и есть искомый элемент; 

3) теперь просто объединим снова левое дерево с правым, без среднего, и дера-
мида осталась без ключа x. 
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Рис. 5. Удаление вершины 

7. Обучающая программа 

Алгоритм работы. После запуска программы и выбора операции «Старт», про-
грамма считывает с документа лежащий в нем массив ключей и приоритетов, и строит 
по шагам (при последовательном выполнении операции «Вставить» осуществляется 
следующий шаг) декартово дерево. 

На рис. 6 проиллюстрирован пример добавления узла с ключом 22 и приоритетом 
11. Слева до, справа после добавления этого узла. 

 
Рис. 6. Интерфейс программы. Режим обучения 

В программе возможна вставка узла «вручную», для этого необходимо в специаль-
ное поле записать нужное число и выполнить действие «Вставить». Также пользователь 
может удалить любую вершину, чтобы посмотреть поведение декартового дерева. Для 
этого в специальное поле необходимо ввести это число и выбрать операцию «Удалить». 
Для построения дерева целиком из узлов, хранящихся в текстовом документе, необхо-
димо сразу выбрать пункт «Построить дерево». 

После изучения декартового дерева пользователь может перейти в контролирую-
щий режим и проверить свои знания. На рис. 7 проиллюстрирован один из шагов ре-
жима контроля. Система запрашивает место для нового узла и, если необходим пово-
рот, относительно какой вершины поворот и направление поворота. После окончания 
построения система анализирует введенный вариант построения дерева с правильным. 
В заключении пользователь видит сообщение о результатах и два дерева: свое и эта-
лонное. 
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Рис. 7. Интерфейс программы. Режим контроля 

Заключение 

В ходе данной работы изучено декартового дерева поиска и создана обучающая 
программа, позволяющая изучить декартово дерево, а также проверить свои знания. 
Алгоритм построения дерева был запрограммирован на языке С++, а интерфейс в визу-
альной среде Visual Studio. 
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Введение 

Значительный интерес для исследователей представляет изучение рассеяния элек-
тромагнитных волн в резонансной частотной области тонким диэлектрическим цилин-
дром. Этот интерес обусловлен необходимостью решения таких практически важных 
проблем как влияние диэлектрических объектов на характеристики антенн, снижение 
радиолокационной заметности и др. 

Сама по себе задача электромагнитного рассеяния на тонком диэлектрическом ци-
линдре не является новой. Например, она рассматривалась в работе [1]. Чаще всего для 
ее решения использовался метод интегральных уравнений, которые затем решались 
методом моментов с применением различного вида сеток. Такая техника является чрез-
вычайно громоздкой и является оправданной для объемных неоднородных диэлектри-
ческих тел. Для тонких рассеивателей представляется целесообразным использовать 
более простые методы решения, изначально учитывающие специфику рассеивателей. 
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В данной работе для численного решения задачи электромагнитного рассеяния на 
тонком диэлектрическом цилиндре использован вариант метода вспомогательных ис-
точников, основные идеи которого изложены в [2]. В этом варианте для представления 
рассеяного поля во внешней среде использованы поля нитей электрического и магнит-
ного токов, расположенных на оси цилиндра, а для представления поля внутри цилинд-
ра – поля вспомогательных электрических диполей, расположенных на вспомогатель-
ной поверхности, подобной поверхности цилиндра. Дана математическая формулиров-
ка задачи. Особое внимание уделено исследованию влияния параметров метода на се-
чения рассеяния цилиндра. 

1. Постановка задачи и алгоритм ее решения 

Геометрия задачи показана на рис. 1. Рассматривается стационарная задача ди-
фракции электромагнитного поля  00 , HE


 на прямолинейном тонком диэлектрическом 

цилиндре  длины l  с диэлектрической и магнитной проницаемостями i  и i , ог-

раниченном поверхностью S  (зависимость от времени выбрана в виде ). Под 

тонким цилиндром будем понимать цилиндр круглого сечения со скругленными тор-
цами, диаметр которого конечен, но мал по сравнению с его длиной и длиной волны в 
диэлектрике. Цилиндр размещен в однородной безграничной среде  с диэлектриче-

ской и магнитной проницаемостями 

iD  

i
 

 )exp( t

eD

e  и e  в декартовой системе координат  с 

центром, выбранным в центре цилиндра, таким образом, что его осевая линия совпада-

ет с осью 

Oxyz

z . Требуется найти рассеянное поле  ee HE


,  в области . eD
Математическая постановка задачи имеет следующий вид: 
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

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 
  Sei

ei

HnHHn

EnEEn

0

0

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, (2) 

         RREHRRHE eeeeeeee ,;; 1


, (3) 

где eE


, eH


 и iE


, iH


 – поля вне и внутри диэлектрического цилиндра; n


 – единичный 

вектор нормали к поверхности цилиндра , S  2
1

222 zyxR  ; b


a

  – векторное 

произведение. 

 30 



 
Рис.1. Геометрия задачи 

Суть используемого метода заключается в следующем (подробнее см. [2]). Иско-

мое рассеянное поле  ee HE 
,  во внешней среде представляется в виде суммы полей 

вспомогательных электрического eJ


 и магнитного mJ


 токов, размещенных на оси 

диэлектрического цилиндра. Поле  ii HE


,  внутри цилиндра представляется в виде 

суммы полей пар вспомогательных электрических диполей с моментами inp ,
1


, enp ,
2


, 

размещенных на вспомогательной поверхности  и ориентированных тангенциально к 

ней. Эти представления удовлетворяют уравнениям Максвелла (1) и условиям излуче-

ния (3). Неизвестные распределения осевых токов 

iS

eJ


 и mJ


, а также неизвестные ди-

польные моменты i,
1

np


, enp ,
2


 определяются из граничных условий (2), которые удовле-

творяются методом коллокации. 
Пусть  LjM j ,...,2,1   – точки коллокации на поверхности диэлектрического ци-

линдра ;  – число точек коллокации на . Тогда для определения неизвестных по-
лучим следующую систему линейных алгебраических уравнений: 

S L S

  (4) 
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где  – значение единичного вектора нормали к точке  на поверхности диэлек-

трического тела; 

jn


jM

j
eE


, j
eH


 и j
iE


, j
iH


 – значения компонент внешнего и внутреннего 

полей в точке ; j EM j
0


, jH0


 – значения компонент возбуждающего поля в этой же точ-

ке. 
Решение системы  определяем путем минимизации функции  4
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. (5) 

После решения задачи минимизации (определения неизвестных дипольных момен-
тов и токов) компоненты рассеяного поля определяются с использованием представле-

ний поля  ee HE 
,  через введенные вспомогательные осевые электрический и магнит-

ный токи. В дальней зоне эти компоненты имеют вид: 
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В этих выражениях R  – расстояние от начала координат до точки наблюдения M ; 
 – угловая сферическая координата точки наблюдения  M ;  – число элементов раз-

биения осевых токов. При реализации изложенного выше алгоритма осевая линия была 

разбита на  малых участков 

N

N    Nizz ii ,...,2,1',' 1  , в пределах которых токи  и 

 считались постоянными; интегрирование проводится вдоль осевой линии i-го уча-

стка. 

e
iJ

m
iJ

2. Описание компьютерной программы 

Изложенный выше алгоритм реализован в качестве компьютерной программы, 
блок-схема которой приведена на рис. 2. 

Начало 

1. Описание массивов и переменных 

2. Ввод параметров задачи 

3. Расчет координат точек коллокации и точек размещения диполей 

4. Расчет направляющих косинусов тангенциальных направлений, по которым ориенти-
руются диполи 

5. Вычисление элементов матрицы системы линейных алгебраических уравнений 

6. Реализация итерационного процесса метода сопряженных градиентов 

7. Вычисление компонент диаграмм рассеяния 

8. Вычисление невязки граничных условий 

Конец 

 
Рис. 2. Блок-схема компьютерной программы 

В блоках 1 и 2 осуществляется описание необходимых массивов и переменных, а 
также ввод следующих параметров задачи: относительной диэлектрической проницае-
мости цилиндра ei  , длины цилиндра , радиуса цилиндра , радиуса вспомо-

гательной поверхности , числа разбиений осевого тока , числа точек коллока-

ции , числа точек размещения диполей на вспомогательной поверхности . Затем 

lke 0rke

ieRk N

L iN
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вычисляются координаты точек коллокации и точек размещения диполей, а также рас-
считываются направляющие косинусы тангенциальных направлений, по которым ори-
ентируются диполи. Далее рассчитываются элементы матрицы системы линейных ал-
гебраических уравнений. После этого реализуется итерационный процесс метода со-

пряженных градиентов для нахождения неизвестных распределений осевых токов  и eJ


mJ


 и дипольных моментов inp ,
1


, enp ,
2


, и вычисляются компоненты диаграмм рассея-

ния. 

3. Численные результаты 

Разработанная компьютерная программа была использована для исследования 
влияния параметров метода на значения сечений рассеяния. К параметрам метода отно-
сятся радиус вспомогательной поверхности, выраженный в длинах волн,  

(
ieRk

ek  2 ,  – длина падающей волны), число диполей на сферических скруглениях 

вспомогательной поверхности и на ее цилиндрической части, а также число разбиений 
осевой линии и точек коллокации на поверхности цилиндра. Алгоритм исследований 
заключался в следующем. Осуществлялось постепенное увеличение исследуемого па-
раметра (при фиксированных значениях других параметров), при этом на каждом шаге 
увеличения рассчитывались бистатические сечения рассеяния, нормированные на квад-
рат длины волны, по формуле 



      
222 DD , (7) 

а также значения нормы невязки граничных условий. За оптимальное значение иссле-
дуемого параметра принималось такое его значение, начиная с которого наблюдается 
стабилизация сечений рассеяния и невязки. 

Ниже приведены результаты исследований для цилиндра радиусом  и 

длиной  с относительной диэлектрической проницаемостью 
0 rke

32.11lke

1.0

20 ei  

 1i e . Плоская волна падает на цилиндр таким образом, что вектор 0E


 направ-

лен вдоль оси цилиндра. На всех рисунках по оси абсцисс отложен угол  в градусах, 
по оси ординат – сечение рассеяния (7). 



Рис. 3 иллюстрирует влияние радиуса вспомогательной поверхности  на сече-

ния рассеяния. Кривая 1 соответствует значению 
ieRk

5.0ieRk ; кривая 2 – значению 

; кривая 3 – значению 1ieRk 2ieRk . Остальные параметры метода выбраны сле-

дующими: число разбиений осевого тока 30N , число точек коллокации , 
число сечений 

120L
const  сферических скруглений вспомогательной поверхности 

, число точек размещения диполей в каждом сечении , число сечений 10

cons

5
сфN

t


сфN

z  цилиндрической части вспомогательной поверхности 10zN , число точек 

размещения диполей в каждом сечении . Как показывает рис. 3, уже при 

 наблюдается стабилизация сечений рассеяния, при этом значение нормы не-

вязки граничных условий также стабилизируется. На основании этих результатов вы-
брано . 

6
цилN

1

ek

ieRk

2iR
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Рис. 3. Зависимость сечений рассеяния от радиуса вспомогательной поверхности 

На рис. 4 представлены результаты исследования зависимости бистатических се-
чений рассеяния от числа диполей на цилиндрической части вспомогательной поверх-
ности. Кривая 1 соответствует числу сечений цилиндрической части вспомогательной 

поверхности 4zN

6zN

 и числу точек размещения диполей в каждом сечении , 

кривая 2 – , , кривая 3 – 

4
цилN

4
цилN 8zN

cons

, , кривая 4 – , 

. Остальные параметры метода выбраны следующими: , , 

, , . Как видно из рисунка, кривые 3 и 4 совпадают с графи-

ческой точностью и не изменяются при дальнейшем увеличении  и ; значение 

невязки (Ошибка! Источник ссылки не найден.) при этом также стабилизируется. 
Отсюда следует, что на цилиндрической части вспомогательной поверхности расстоя-
ние  между соседними сечениями 

4
цилN 10zN

30N6
цилN

120L

zke

2ieRk

z
цилN

10сф
N 5

сфN

N

tz , в которых располагаются диполи, не 

должно превышать 1  , а угловое расстояние 1zke   между соседними диполями 

не должно превышать . 60

 
Рис. 4. Зависимость сечений рассеяния от числа диполей на цилиндрической части вспомогательной поверхности 

Рис. 5 иллюстрирует влияние числа разбиений осевой линии  на значения биста-
тических сечений рассеяния. При выполнении всех обсуждаемых исследований пред-

N
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полагалось, что сечения constz , в которых ставятся граничные условия, проводятся 
посередине соответствующего элемента разбиения осевого тока и в каждом сечении 
выбирается четыре точки коллокации. При таком выборе точек коллокации их число 
жестко связано с числом разбиений осевой линии L N4 , и при увеличении N вели-
чивается также L . 

 у

Кривая 1 на рис. 5 соответствует числу разбиений осевого тока , кривая 2 – 
, кривая 3 – , кривая 4 – 

6N
12N 18N 30N , кривая 5 – 44N . Остальные пара-

метры выбраны в соответствии с изложенными выше рекомендациями: , 

, , , . Как видно из рисунка, кривые 4 и 5 совпадают 

с графической точностью, отсюда следует, что достаточно выбрать . Учитывая, 
что длина цилиндра  равна , достаточно выбрать 15 разбиений на длину волны. 
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Рис. 4. Зависимость сечений рассеяния от числа разбиений осевой линии 

Заключение 

Таким образом, в данной работе представлены алгоритм и программа расчета ком-
понент электромагнитного поля, рассеяного тонким диэлектрическим цилиндром. Оп-
ределены оптимальные значения параметров метода вспомогательных источников при 
его использовании для решения задачи электромагнитного рассеяния на тонком ди-
электрическом цилиндре. 
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Одной из широко используемых библиотек стандартных классов различных струк-
тур данных в настоящее время является библиотека классов-шаблонов STL языка С++. 
Данная работа посвящена изучению свойств группы классов-шаблонов и функций-
шаблонов библиотеки STL C++, рассмотрению вопроса эффективного использования 
их в программах пользователей, а так же разработке обучающей программы (ОП), в 
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которой демонстрируется использование этих классов и функций на примере решения 
некоторых задач курса «Информатики» и «Методов программирования». Кроме демон-
страции ОП должна содержать тестирование по основным правилам использования и 
предоставлять теоретический материал по каждому классу-шаблону и по функциям-
шаблонам. Главная цель работы – сформулировать и продемонстрировать правила гра-
мотного использования средств этой библиотеки. 

Обучающая программа создается как дополнительный источник по курсу «Языки 
программирования». Поэтому рассмотрение каждого класса-шаблона содержит демон-
страционный пример с подробным описанием работы с соответствующей структурой. 

В представленной работе особое внимание уделено таким классам-шаблонам, как: 
vector – динамический массив, bitset – набор битов, multimap и multiset – ассоциативные 
контейнеры. 

Главной особенностью контейнера vector является возможность автоматического 
изменения его размера при выполнении операций добавления, удаления и вставки. Для 
демонстрации работы с контейнером vector и функторами была реализована задача 
упорядочения данных по составному признаку. Имеется список студентов, их фамилии, 
курс и группа. Необходимо упорядочить список по курсу, внутри курса по группе, а в 
группе по фамилии. Для сортировки использовалась функция-шаблон sort() с функто-
рами, заданными пользователем (рис. 1). По умолчанию она упорядочивает элементы 
класса–шаблона по возрастанию для стандартных «вкладышей» контейнера: данных 
типа int, char, float. В этом случае функция sort имеет 2 аргумента: итератор начала и 
итератор конца сортируемого куска. Если же требуется определить другой критерий 
сортировки или сортировку для нестандартных «вкладышей» шаблона, то можно ис-
пользовать третий аргумент функции sort, называемый функтором. 

Рассмотрим 2 примера: 
1) Задан вектор целых чисел vector <int> v. В него добавлены в цикле случайные 

числа x по операции push_back(x). Для упорядочения по возрастанию этих чисел доста-
точно обратиться к функции 

sort(v.begin(),v.end()); 
А вот если надо упорядочить его по убыванию, то можно определить функцию 

bool cmp_d(int a,int b) 
{return a>b;} 

и задать её имя третьим аргументом функции sort: 
sort(v.begin(),v.end(),cmp_d); 

cmp_d – это и есть функтор. Заметим, что функтор должен определять условие, ко-
торое задает критерий для упорядочения пары элементов a[i] и a[i+1]. 

2) Пусть определен вектор строковых типов данных char*, т.е. 
vector <char*> vs; 

и заполнен строками. В этом случае функция sort вообще не сможет отсортировать та-
кой массив, т.к. операция < для этих типов данных не определена, а сравнение на <, >, 
== выполняется операцией strcmp. При этом сообщения об ошибке не будет, так как 
sort будет упорядочивать адреса, а не значения строк. 

Задаем функтор 
bool cmp_str(char* s1, char* s2) 
{if(strcmp(s1,s2)<0) return true; return false;} 

В этом случае функция 
sort(vs.begin(),vs.end(),cmp_str); 

будет упорядочивать строки по возрастанию, т.е. лексикографически, как и определено 
в функции cmp_str. 

Необходимость определения функтора возникает, когда «вкладыши» контейнера – 
пользовательские типы данных: структуры или классы и в них не определена операция 
‘<’. 
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Класс bitset выполняет операции над наборами битов. Он определяет двоичный 
вектор произвольной размерности. Например, bitset <37> b1; bitset <149> b2; В классе 
перегружены все поразрядные операции, операция чтения бита '[]', определены методы 
очистки вектора, установки разрядов в 1, подсчет количества единичных битов (вес 
вектора) и другие. 

Решение задачи топологической сортировки графа с помощью булевых матриц де-
монстрирует использование шаблона bitset (рис. 2). 

Демонстрация работы с контейнером multiset – мультимножество – показывает 
решение такой задачи: 

«Задан английский текст. Требуется определить частоту слов, начинающихся с ка-
ждой буквы английского алфавита» (рис. 3). 

Для этого из текста выделяются слова и первая буква слова помещается в 
контейнер multiset. Класс multiset эффективнее использовать при решении задач, в 
которых множество элементов в отличие от математического понятия множества 
(контейнер set) может содержать одинаковые элементы. Это в дальнейшем позволяет 
выделить подмножества одинаковых элементов и выполнить количественную оценку. 

Класс-шаблон multimap – ассоциативный массив с дублями – иллюстрируется 
решением следующей задачи. 

Имеется фрагмент учебного плана по курсам: Название предмета и курс. 
Используя представление данных контейнером multimap, можно легко получить 

такую информацию: 
– вывести предметы, изучающиеся на некотором курсе; 
– вывести курсы, изучающие заданный предмет.(рис. 4). 

Класс multimap эффективнее использовать в задачах для работы с ассоциативными 
списками. В контейнер заносятся пары <ключ, значение> и выполняется поиск по 
ключу. В частности, роли ключа и значения могут меняться. 

Дря работы с каждым классом в программе имеются пояснения. Особое внимание 
уделяется работе с итераторами. Рассмотренные алгоритмы написаны на языке С++, 
демонстрационный режим реализован в визуальной среде Visual Studio C++. 

 
Рис. 1. Иллюстрация задача для класса-шаблона vector 
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Рис. 2. Иллюстрация задачи для класса-шаблона bitset 

 
Рис. 3. Иллюстрация задачи для класса-шаблона multiset 
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Рис. 4. Иллюстрация задачи для класса-шаблона multimap 
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Введение 

Область применения систем нечеткого вывода в настоящее время охватывает ши-
рокие спектры задач (интеллектуального анализа данных в информационных системах, 
систем управления, экспертных систем, нечетких запросов к базам данных и др.) в са-
мых разных областях деятельности и постоянно расширяется. 

В работе предлагается программная оболочка, для системы нечеткого вывода, ко-
торую можно настроить под решение задач конкретной предметной области. 

Система нечеткого вывода 

Процесс нечеткого вывода представляет собой некоторую процедуру или алгоритм 
получения нечетких заключений на основе нечетких условий или предпосылок с ис-
пользованием понятий нечеткой логики. 

В общем случае механизм логического вывода включает следующие этапы: введе-
ние нечеткости (фазификация), нечеткий вывод, композиция и приведение к четкости, 
или дефазификация (рис. 1.) [3]. 
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Рис. 1. Система нечеткого логического вывода 

Ядром системы является база данных, которая представляет собой совокупность 
знаний в области психодиагностики. База нечетких правил служит основой для прове-
дения операции нечеткого логического вывода. Алгоритмы нечеткого вывода различа-
ются, главным образом, видом используемых правил, логических операций и разно-
видностью метода дефазификации. 

Среди многообразия моделей нечеткого вывода выбрана модель Мамдани 
(Mamdani). Это наиболее распространенный способ логического вывода в нечетких 
системах вывода. В нем используется минимаксная композиция нечетких множеств. 

Описание этапов нечеткого вывода в модели Мамдани 

1.Формирование базы правил в следующем виде: 
 R1: ЕСЛИ x1 это A11 … И … xn это A1n, ТО y это B1 
 … 
 Ri: ЕСЛИ x1 это Ai1 … И … xn это Ain, ТО y это Bi 
 … 
 Rm: ЕСЛИ x1 это Ai1 … И … xn это Amn, ТО y это Bm, 
где xk k = 1...n – входные переменные, y – выходная переменная; Aik, Вi – заданные не-
четкие множества с соответствующими функциями принадлежности. 

2. Фазификация входных переменных: на вход поступают база правил и массив 
входных точных данных Х’ = {x’1,...,x’n}. В этом массиве содержатся значения 
всех входных переменных. Для каждого из подусловий находится значение 
bi = μ(x’i). Таким образом получается множество значений bi (i = 1...n). 

3. Нечеткий вывод: 
3.1. Для каждого правила Rj (j = 1...m) находится минимальное значение 
истинности всех его подусловий (левой части импликации) 

 cj = min{bi}, где i = 1...n, j = 1...m. 
3.2. Находим "усеченные" функции принадлежности: 

 B*
j(y) = min{cj, μi(Bj)}. 

3.3. Композиция, или объединение полученных усеченных функций: 
 MF(y) = max B*

j(y), 
где MF(y) – функция принадлежности итогового нечеткого множества. 

4. Дефизификация. При помощи метода дефаззификации находится итоговое 
точное значение выходной переменной y. 

Описание оболочки базы нечетких знаний 

1. Структура нечеткого правила: 
 R1: Fm(1)˄/˅Fm(2) ˄/˅…˄/˅ Fm(n)→FM(1) 
 R2: Fm(n+1)˄/˅Fm(n+2) ˄/˅…˄/˅ Fm(n+m)→FM(2) 
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 …., 
где Fm(i) – i-ая функция принадлежности. 

2. Вид функции принадлежности: 
– треугольная функция, 
– трапециевидная функция, 
– S-образная функция. 

Будущее применение системы 

В будущем планируется использовать аппарат нечеткой логики для решения зада-
чи психодиагностической классификации личности по результатам тестирования. 

Психодиагностика определяется как инструмент оценки и измерения индивиду-
ально-психологических особенностей личности. Ключевыми понятиями для психоди-
агностики личности являются характер и темперамент. Типология и диагностика 
личности проводится по параметрам активности и реактивности. Данные парамет-
ры выступают как интегрирующие функции по отношению к индивидуальности чело-
века, проявляющейся в характере и темпераменте и в основных, ведущих и профессио-
нальных видах деятельности. Поэтому активность и реактивность и являются основой 
причинных типологий индивидуальных различий человека в связи с возрастом, полом, 
социально-ролевым положением, профессиональной и познавательной деятельно-
стью [2]. 

Тестирование проводится на основании психодиагностических методик исследо-
вания личности по параметрам реактивности и активности. Подведение итогов тести-
рования (постановка диагноза – определение степени выраженности определенных 
личностных характеристик тестируемого), как правило, сводится к формированию тек-
стового описания, основанного на подсчете и обработке количества баллов, набранных 
испытуемым после анализа ответов. Графические средства отображения,(результатов 
исследования психодинамических свойств и темперамента отдельного испытуемого по 
параметрам активности и реактивность) например, профиль личностных черт, отобра-
женный на шкалу 20–80, осуществляют более наглядный визуальный способ представ-
ления результатов тестирования. Однако, объединить результаты проведения различ-
ных тестов для получения интегрированной оценки личности испытуемого при таких 
способах их отображения является задачей достаточно трудоемкой, требующей высо-
кой профессиональной подготовки аналитика. 

Представляется перспективным попытка автоматизировать процесс интеллекту-
ального анализа результатов психодиагностических тестов, используя аппарат нечетко-
го вывода. 

Компоненты разрабатываемой системы 

Разрабатываемая система включает: 
1. Оболочку базы нечетких знаний. 
2. Реализацию механизма нечеткого вывода по Э. Мамдани. 
3. Создание базы психодиагностических знаний. 
4. Блок подготовки входных данных для проведения электронного анализа с ис-
пользованием аппарата нечеткого вывода. 

5. Блок управления системой. 

Заключение 

В качестве модели системы нечеткого вывода выбрана модель, предложенная 
Э. Мамдани (E. Mamdani) [1]. Оболочка для системы нечеткого вывода, предложенная 
в данной работе, можно настроить под решение задач конкретной предметной области. 

В будущем планируется осуществление отладки системы на основании содержи-
мого анкет, включающих ответы испытуемых при проведении тестирования по мето-
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дике Т. Лири. База знаний, включающая нечеткие правила определения типов характе-
ра, будет формироваться на основании модели конструктивной типологии [2]. Можно 
ожидать, что данная система позволит на единой методологической основе автомати-
зировать обработку разнонаправленных психодиагностических тестов, формируя ин-
тегрированный образ личностных качеств объекта тестирования. 
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ПОИСК КОРНЯ ЛОГИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
С ПОМОЩЬЮ ДЕРЕВА РАЗЛОЖЕНИЙ 

Т. П. Тарновская 
Томский государственный университет 

E-mail: tarnovskayat@mail.ru 

Введение 

Логические уравнения используются в различных приложениях [1]. Они широко 
применяются в электротехнике, комбинаторике, логике высказываний, целочисленном 
программировании и др. 

Большую роль играют методы нахождения корней таких уравнений, в частности 
корней с минимальным рангом, обеспечивающих в общем смысле качественные реше-
ния задач основанных на решении логических уравнений. Поиск минимального корня 
уравнения сводится к построению всевозможных корней логического уравнения с по-
следующим выбором корня минимального ранга. Такой подход к построению мини-
мального решения сводится к перебору большого объема данных, что сказывается на 
вычислительных затратах. С целью сокращения вычислительных затрат рассматрива-
ются эвристические подходы нахождения одного корня уравнения хорошего качества. 

В данной работе предлагается эвристический метод, разработанный на основе ал-
горитма Закревского А.Д. [2], с введением процедур направленных на сокращение ран-
га корня логического уравнения путем построения дерева разложений. 

1. Постановка задачи 

Логическим уравнением будем называть выражение вида D = 0, где D – булева 
функция, представленная в виде дизъюнктивной нормальной форме (ДНФ). 

В данной работе конъюнкции ДНФ представляются в виде множества (последова-
тельности) троичных векторов. 

Троичный вектор – это вектор, компоненты которого могут принимать значения 0, 
1, «–». Символ «–» – это неопределенная компонента вектора, которая может прини-
мать значения как 0, так и 1. 

Ранг троичного вектора – это число определенных компонент в нем. 
Вектор v1 является поглощающим, а вектор v2 поглощаемым, если в v2 содержатся 

все определенные компоненты вектора v1. 
Задача состоит в том, чтобы сократить ранг корня логического уравнения D = 0. 
Заметим, что в исходной последовательности отсутствуют поглощаемые вектора. 

Так как для нахождения корня логического уравнения D = 0, необходимо определить 
значение переменных так, чтобы каждая конъюнкция обратилась в ноль, а некоторая 
компонента, обращающая в ноль поглощающий вектор, так же обращает в ноль и по-
глощаемый вектор. 
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Длина последовательности – это количество векторов в этой последовательности. 
i-й столбец последовательности троичных векторов называется однородным (мо-

нотонным), если он содержит только компоненты 0, «–», или 1, «–», иначе неоднород-
ным (ортогональным). 

Вес столбца последовательности троичных векторов определяется количеством 
определенных компонент в этом столбце. 

Дерево разложений – нелинейная структура данных в виде набора связанных узлов 
(вершин), между которыми определены отношения вида «предшественник - последова-
тель». Узел, у которого нет предшественника, называется корнем дерева, узлы у кото-
рых нет последователей, называются терминальными (концевыми) узлами дерева. Ка-
ждому узлу соответствует подмножество троичных векторов, компонента разложения 
со значением и вектор решения. Терминальная вершина, которой соответствует пустое 
подмножество, содержит вектор решений, который является корнем логического урав-
нения. В случае отсутствия таких вершин, уравнение не имеет корня. 

2. Поиск решения логического уравнения D = 0 

Предварительная процедура упрощения 
Будем формировать вектор решения R, изначально это вектор ранга 0. 
Если в ДНФ присутствуют ортогональные конъюнкции ранга 1, то решения урав-

нения нет, так как для нахождения корня, необходимо каждую конъюнкцию обратить в 
ноль, что невозможно, когда они ортогональны и имеют ранг 1. 

Когда в ДНФ присутствуют конъюнкции ранга 1, и среди них нет ортогональных, 
проводится предварительная процедура упрощения. 

Все конъюнкции ранга 1 добавляются в решение с инверсным значением. Соответ-
ствующие им троичные вектора удаляются из последовательности, также удаляются 
вектора, которые ортогональны уже имеющемуся решению. В оставшихся векторах 
определенные компоненты 0, 1 заменяются на «–», если они совпадают с компонентами 
вектора решения. Если при выполнении этой операции появился вектор ранга 0, то ло-
гическое уравнение не имеет решения, эта ситуация проиллюстрирована в примере 1. 

Если появились вектора ранга 1, то повторяется предварительная процедура упро-
щения, иначе продолжается поиск решения с помощью дерева разложений. 

Пример 1. 
Для последовательности W выполним предварительную процедуру упрощения. 

Все вектора ранга 1 добавляем в решение R с инверсным значением. Последователь-
ность упрощаем, согласно правилам процедуры упрощения. 

 

W = 

– 1 – – – – 
– – 1 – – – 
0 – – – – – 
– – – 0 – – 
– – 0 – 0 – 
– – 0 – – 1 
1 – – 1 0 – 
1 – – 1 0 – 
1 – 0 1 – – 

 

R = 1 0 0 1 – – 
       – – – – 0 – 
       – – – – – 1 
       – – – – 0 – 
       – – – – – – * 

 
Появился вектор ранга 0 (отмечен *), следовательно, логическое уравнение, кото-

рому соответствует последовательность W, решения не имеет. 

Алгоритм поиска решения уравнения D = 0 с помощью дерева разложений 
– Построение дерева разложений из набора троичных векторов W, соответст-
вующих ДНФ D. 

– Построение решения наименьшего ранга по дереву разложений. 
Для построения дерева разложений необходимо в каждой вершине этого дерева 

выбирать компоненту разложения. 
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Выбор компоненты разложения соответствует выбору столбца в последовательно-
сти. 

Предварительно упорядочим множество векторов в порядке возрастания их рангов. 
Пусть 0 1{ , }i i iM M M  , где 0

iM  – число нулей и 1
iM  – число единиц в i-ом столбце 

подмножества векторов минимального ранга r. Обозначим  число нулей и/или еди-

ниц, в зависимости от значения ai (0 и/или 1)в i-ом столбце подмножества векторов 
ранга больше r. 

ia
im

Правило выбора компоненты разложения 
1. Рассматривается группа с наименьшим рангом r. 

1.1. Подсчитывается число 0
iM  и 1

iM . Выбирается столбец с максималь-

ным значением iM  . Данному столбцу si фиксируется значение компо-

ненты разложения xi = ai (ai = 0 или ai = 1, возможен случай, когда фик-
сируется и xi = 0 и xi = 1). 

1.2. Если максимумов несколько, то выбирается монотонный столбец. 
2. Если выбрано несколько монотонных столбцов или несколько ортогональных 
столбцов, то 

2.1. Рассматриваются группы векторов с рангом больше r. 
2.1.1. Для выбранных на этот момент столбцов si подсчитывается 

 – количество ai в зависимости от фиксирования переменной 

для si. 

ia
im

2.1.2. Выбирается столбец с максимальным значением . Если та-

ких столбцов n штук, то текущая вершина дерева будет иметь n 
потомков. 

ia
im

2.2. Нет групп с рангом больше r. Если выбрано на текущий момент n 
столбцов, то текущая вершина дерева будет иметь n потомков. 

Замечание для п. 2.1.2: Если число ia
i iM m   на единицу меньше или равно теку-

щему числу всех векторов, то можно выбрать любой из n столбцов. 
Замечание для п. 2.2: Если число iM   на единицу меньше или равно текущему чис-

лу всех векторов, то можно выбрать любой из n столбцов. 
Построение дерева разложений (ДР) 
Алгоритм 
Вход: ДНФ после процедуры упрощения в виде множества троичных векторов 

W = {w1,w2,…,wn}. Вектор решения. 
Выход: ДР. 
Корню u0 ДР сопоставляется исходная последовательность W и вектор решения. 
По вышеизложенному правилу определяется число потомков с компонентами раз-

ложения xi. Для каждого потомка uj анализируются вектора, соответствующие текущей 
вершине, по значению компоненты разложения ai. Если ai = 1, то вектора с 0 и «–» в 
столбце si отправляются в вершину uj, если ai = 0, то в uj отправляются вектора с 1 и 
«-». 

Вектор решения переходит к каждому потомку и в каждом заполняется своя ком-
понента разложения с инверсным значением. 

При этом во всех векторах, которые помещаются к потомкам, на месте соответст-
вующей компоненты разложения ставится «–». После этого в каждой новой вершине 
для набора векторов проводится процедура предварительного упрощения. Если для 
некоторой вершины uj эта процедура показала, что решения нет, то разложение в этой 
вершине прекращается. Вершина uj помечается, как вершина, не дающая решение. 
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Также разложение в вершине прекращается, когда в нее не пришло ни одного век-
тора. Это означает, что для данного пути построен корень уравнения. 

Как только в ДР мы построим первый корень то положим в переменную Rangmin 
его ранг, далее при построении остальных ветвей дерева учитываются следующие ус-
ловия. 

Если в некоторой вершине uj ранг вектора решений равен Rangmin и множество век-
торов не пусто, то разложение в этой вершине прекращается. Вершина uj отмечается 
как не дающая решение. 

Если в некоторой вершине uj ранг r вектора решений меньше Rangmin, то пере при-
сваиваем Rangmin = r. 

Если в некоторой вершине вектор решения является поглощающим, хотя бы для 
одного из уже построенных решений, то вершина uj отмечается как не дающая реше-
ние. 

Пример 2. 
Построим дерево разложений для последовательности W, упорядочиваем вектора в 

порядке возрастания рангов и для подмножества векторов с минимальными рангами 
подсчитываем значения iM  . 

 

W = 

0 – 0 – 
1 0 – 0 
1 1 – 1 
0 – 1 1 
– 1 1 – 
1 – 0 1 
1 – 0 0 
0 1 – – 
1 – 1 1 

 

0 – 0 – 
0 1 – – 
– 1 1 – 
1 0 – 0 
1 1 – 1 
0 – 1 1 
1 – 0 1 
1 – 0 0 
1 – 1 1 

             0 – 0 – 
       r = 0 1 – – 
            – 1 1 – 
 
M0(r) = 2 0 1 0 
M1(r) = 0 2 1 0 

 

Получаем, что , подсчитываем соответствующие  и . Имеем 

 и , следовательно, вершина будет иметь два потомка. Выполняя алгоритм 

получаем ДР, которое представлено на рис. 1. 

0 1
1 2 2M M  0

1m 1
2m

0
1 1m  1

2 1m 

 
Рис. 1. Дерево разложений 

Построение корня логического уравнения по дереву разложений 
Если в построенном ДР все терминальные вершины помечены , как не дающие ре-

шения, то по данному ДР не можем построить решение, необходимо вернуться в те 
вершины ДР, которым соответствует компонента, значение которой в данном ДР было 
выбрано только одно(0 или 1), и построить разложение по инверсному значению. Если 
таких вершин нет, то уравнение не имеет корня, иначе среди полученных решений Rk 
выбирается решение с наименьшим рангом. 
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Для уравнения из примера 2.2 построено ДР с двумя терминальными вершинами. 
Первая не дает решения, так как после проведения процедуры упрощения появился 
вект

и W: 

W = 

ор ранга 0, а второй соответствует вектор решения ранга 4: R = 0001. 
Пример 3. 
Найдем корень уравнения, представленного в виде последовательност
 

1 − − 1 − − 
1 1 0 0 − − 

1 − − 1 − − 
0 − − 1 − −        r = 1 − − 1 − − 

1 − 1 0 1 0 
0 − − 1 − − 
− 1 − 0 0 1 
− 0 − 0 0 − 

 

1 1 0 0 − − 
1 − 1 0 1 0 
− 1 − 0 0 1 
− 0 − 0 0 − 

             0 − − 1 − − 
0

 
Полученное ДР пред  на рис. 2.

M (r) = 1 0 0 0 0 0 
1M (r) = 1 0 0 2 0 0 

ставлено  

 
Рис. 2. Дерево разложений 

Построено ДР с одной термин  соответствует вектор шения 
ранга 3: R = 0– – 0 1 –. 

В таблице представ показывают, что ранги 
корней, полученных с по е, чем полученные алго-
ритм

t %dc rZ rDR  №теста i t %dc rZ rDR 

альной вершиной. Ей ре

3. Экспериментальные результаты 

лены результаты экспериментов, они 
мощью предложенного метода, меньш

ом Закревского. 
 

№теста i 
1 100 1000 5 9 7  8 300 3000 5 10 8 
2 100 1000 300 3000 20 10 8  9 20 12 10 
3 100 1000 50 16 13  1  0 300 3000 50 20 16 
4 100 1000 60 19 16  11 300 3000 60 23 20 
5 100 1000 70 27 21  12 300 3000 70 30 24 
6 100 1000 80 35 30  13 300 3000 80 47 40 
7 100 1000 90 72 54  14 300 3000 90 84 66 

 
i – длина ве а чи  вектор dc – оце е дел ко  в 

последовательности, rZ – ранг корня, полученного с помощью алгоритма Закревского, 
rDR

ктор , t – сло ов, %  пр нт н опре енных мпонент

 – ранг корня, полученного с помощью предложенного алгоритма. 
Последовательности векторов были сгенерированы с помощью специальной про-

граммы [5]. 
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Заключение 

В данной работе, был предложен эвристический метод, на основе алгоритма За-
кревского А.Д., позволяющий сократить ранг корня логического уравнения D = 0. Рас-
смотрена процедура предварительного упрощения, применяемая в каждой вершине 
дерева, предложен алгоритм выбора компоненты разложения, который обеспечивает 
сокращение ранга корня, что подтверждают экспериментальные результаты. 
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АКТУАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ 
МЕТОДА КОЛЛАБОРАТИВНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

В. А. Лавров, Д. А. Третьяков 
Томский государственный университет 

E-mail: neverlva@gmail.com, dmitriy.tretyakov.ru@gmail.com 

Введение 

В настоящее время количество информации в интернете очень быстро увеличива-
ется. Для фильтрации содержимого используются рекомендательные системы, они по-
зволяют на основе предпочтений пользователя составлять для него рекомендации. Су-
ществует множество подходов и алгоритмов для генерации рекомендации, различаю-
щихся по сложности реализации, точности и необходимым данным. Не каждый проект 
может позволить себе рекомендательную систему с хорошей точностью и масштаби-
руемостью в силу ограниченности материальных и технических ресурсов. Одним из 
основных подходов к созданию рекомендательных систем является метод коллабора-
тивной фильтрации [1]. В данной статье будет рассмотрен вариант «User-based» [1] 
фильтрации, то есть фильтрации, основанной на схожести пользовательских предпоч-
тений. 

 
Рис. 1. Метод коллаборативной фильтрации 
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На рис. 1 представлена общая концепция данного метода. В системе имеются поль-
зователи, у каждого из которых свои пристрастия. Необходимо спрогнозировать оценку 
текущего пользователя. Для решения данной задачи одним из доступных алгоритмов 
оценивания выбираются соседи – пользователи. 

 
Рис. 2. Поиск соседей 

После поиска соседей [2] (рис. 2), выбираются предметы, которые им понравились, 
но которые ещё не оценивал текущий пользователь. У такого подхода есть свои досто-
инства и свои недостатки [1]. Такие системы показывают достаточно высокую точ-
ность, но при этом плохо масштабируемы, также имеется ряд других недостатков: 

– холодный старт – новому пользователю нечего предложить, так как у него нет 
истории оценивания; 

– проблема разнообразия – новые предметы не попадают в список рекомендаций, 
так как есть предметы, давно находящиеся в системе и имеющими хорошие 
оценки; 

– разреженность данных – не у всех предметов в системе существуют связи 
«пользователь-предмет». В результаты этого матрица «пользователь-предмет» 
получается очень большой и разреженной, что представляет проблемы при 
вычислении рекомендаций. 

1. Постановка и решение задачи 

В рамках работы необходимо реализовать улучшенный метод коллаборативной 
фильтраций, в котором будут решены некоторые из недостатков данного метода, в ча-
стности проблема масштабируемости, а также увеличена точность рекомендаций. Для 
решения данной задачи предлагается изменить систему оценивания пользователя и их 
предпочтений. В качестве оценок будут использоваться только бинарные данные. То 
есть связь «пользователь-предмет» будет равно нулю, либо единице. Это ограничение 
принято из предположения, что некоторые пользователи при выборе товара не склоны 
оценивать его. 

Для увеличения скорости генерации рекомендации необходимо ускорить поиск со-
седей. Для этого нужно использовать такую формулу оценивания, которая не требует 
полного пересчёта при пополнении системы новой оценкой. Это позволит кэшировать 
последний результат. В качестве такой формулы предлагается использовать расстояние 
Хэмминга. 

После поиска соседей, для каждого из них мы находим среднюю разницу в оценках 
текущего пользователя и предполагаемого соседа. Если она не превышает допустимое 
значение, то пользователь попадает в список соседей. 
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После формирования списка соседей, каждому из них присваивается значение, 
равный единице – вероятность того, насколько схож сосед в своих предпочтениях с 
текущим пользователем. После этого для уточнения вероятности предлагается исполь-
зовать произвольный набор пользовательских модификаторов, использующих аппарат 
нечёткой логики. 

В качестве критериев могут выступать любые второстепенные данные, имеющиеся 
в системе. Например, дата оценивания: Если пользователь отлично оценил товар 3 года, 
то доверять такой оценке спустя большой промежуток времени не стоит. Также предла-
гается использовать другие доступные атрибуты: 

– дата появления предмета в системе рекомендаций в формате unix-времени – 
данный модификатор позволяет решить проблему разнообразия и дать шанс 
новым предметам в системе попасть в список рекомендаций; 

– пол пользователя; 
– дата рождения пользователя в формате unix-времени – схожие оценки пользо-
вателей с большой разницей в возрасте являются скорее всего случайностью, 
чем закономерностью. 

В общем случае могут использоваться любые пользовательские модификаторы, 
использующие аппарат нечёткой логики. 
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Введение 

Решение задачи электромагнитного рассеяния на круговом идеально проводящем 
конусе хорошо известно [1]. Оно получено методом интегральных уравнений. При по-
лучении этого решения используется то обстоятельство, что круговой конус является 
телом вращения, что позволяет представить неизвестные плотности поверхностных 
токов в виде разложения по азимутальным гармоникам. Подстановка этих разложений 
в исходные интегральные уравнения позволяет получить одномерные интегральные 
уравнения для отдельных гармоник. После решения этих интегральных уравнений ис-
комые распределения токов находятся путем суммирования некоторого конечного чис-
ла гармоник, и только после этого находятся компоненты рассеянного поля. Как следу-
ет из вышеизложенного, такой подход, во-первых, является достаточно громоздким, а, 
во-вторых, пригоден только для кругового конуса и не может быть обобщен на более 
общий случай, когда основание конуса отличается от круга, в частности, является эл-
липтическим. 

В данной работе для решения задачи электромагнитного рассеяния на идеально 
проводящем конусе с эллиптическим основанием использован вариант метода дискрет-
ных источников, предложенный ранее в работах [2,3]. Метод отличается идейной про-
стотой, возможностью контроля точности полученного решения по критерию невязки 
граничных условий, а также универсальностью, которая в данном случае заключается в 
том, что на форму образующей конуса не накладывается никаких ограничений, за ис-
ключением ее гладкости. 
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1. Постановка задачи 

Геометрия задачи показана на рис. 1. В однородной среде eD  с диэлектрической и 

магнитной проницаемостями  и e e  в декартовой системе координат  располо-

жен идеально проводящий конус с поверхностью S высотой c таким образом, что осно-
вание конуса лежит в плоскости xy, а вершина конуса A – на оси z. Основание конуса 
ограничено эллипсом с центром в начале координат и полуосями a и b, ориентирован-
ными вдоль осей x и y. В этом случае ось конуса лежит на оси z. Конус возбуждается 

стационарным электромагнитным полем 

Oxyz

0 0{ , }E H
 

eE H

, зависимость от времени выбрана в 

виде . Требуется определить поле{ ,exp( )i t  }e

 
, рассеянное конусом. 

Математическая постановка задачи имеет следующий вид: 

 , rot e eeE i H 
 

rot e eeH i E  
 

e в D , (1) 

 0en E n E   
   

 на S, (2) 

 1{ ; } / { ; } ( ) R e e e ee e e eE H R R H E O R       
     

, , (3) 

где  – единичный вектор нормали к поверхности конуса S,   

– векторное произведение. 

n


2 2 2 1/ 2( )R x y z   ; a b
 

2. Вычислительный алгоритм решения задачи 

Решение задачи строится следующим образом. Введем внутри рассеивающего ко-
нуса вспомогательный конус  с вершиной eS 'A  в точке 'z c Kc   ( 1K ), боковая 

поверхность которого параллельна боковой поверхности рассеивающего конуса, а ос-
нование расположено на расстоянии h от основания рассеивающего конуса. Выберем 
на  конечную совокупность точек eS ,{ }N

n e nM 1  и в каждой точке ,n eM  разместим пару 

независимых вспомогательных элементарных электрических диполей с моментами 

, 
, ,,

11

n en e e

 
1

n e
p p

, ,
222

n e n en e ,
p p e 
 

, ориентированными вдоль единичных направлений , 

, выбранных в плоскости, касательной к  в точке 

,
1

n e
e



,
2

n e
e


eS ,n eM , и излучающих в однород-

ную среду с параметрами , . e e
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Рис. 1. Геометрия задачи 

Представим неизвестное рассеянное поле { , }e eE H
 

 в eD  в виде суммы полей вве-

денных вспомогательных диполей: 
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Здесь , ,  – расстояние от 

точки 

, ,,( , ) exp{ }/ 4
n e n en e e MM MMM M ik R R   k 1/ 2( )e e e   

,n eMMR

,n eM  на e  до точки наблюдения M в S eD ; ,
1

n ep , ,
2

n ep , (n=1,2,...,N) – неизвестные 

постоянные (дипольные моменты), N – число точек размещения диполей на вспомога-
тельной поверхности . eS

Поле (4) удовлетворяет уравнениям Максвелла (1) и условиям излучения (3) в об-
ласти eD . Для того, чтобы удовлетворить граничным условиям (2), необходимо соот-

ветствующим образом выбрать значения дипольных моментов ,
1

n ep , . Используем 

для этого метод коллокаций. Пусть 

,
2

n ep

jM  (j=1,2,…,L) – точки коллокации на поверхности 

конуса S; L – число точек коллокаций. Тогда для определения неизвестных ,  

получим следующую систему линейных алгебраических уравнений: 

,
1

n ep
,
2

n ep
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j j j j
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, j=1,2,…,L, (5) 

где 
j

n


, 
j

eE


, 0
j

E


 – значения векторов нормали и электрических компонент рассеянного 
(4) и возбуждающего полей в точке j на поверхности рассеивателя S. 

Решение системы (5) определяется путем минимизации функции 
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После решения задачи минимизации (определения неизвестных дипольных момен-
тов , , (n=1,2,…,N) необходимые характеристики рассеянного поля определя-

ются из (4). В частности, для компонент рассеянного поля в дальней зоне имеем 
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где компоненты диаграммы рассеяния  θ θ,D   и  θ,D   определяются следующими 

выражениями 
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в которых , ,  и 1cos 1cos 1cos  2cos , ,n e
2cos ,  – направляющие косину-

сы единичных векторов  и : ,n e

,n e
2cos 

,
1

n e
e

 ,
2

n e
e


x , ,n e ,n e  – декартовы координаты точки ,n ey , z  M : 

θ и φ – общепринятые угловые сферические координаты точки наблюдения M. 
Контроль точности решения осуществляется путем вычисления относительного 

значения функции (6) на сетке точек, промежуточных по отношению к точкам колло-
кации: 

  1 2'
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
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где  – значение функции (6) на указанной выше совокупности точек; 0  – значение 

соответствующей нормы падающего поля на этой же совокупности точек; 

'
'L  – число 

промежуточных точек. Величина Δ имеет смысл относительной нормы невязки гра-
ничных условий (2) на сетке точек, промежуточных по отношению к точкам коллока-
ции. 

Заключение 

В настоящей работе с помощью метода дискретных источников получено решение 
задачи электромагнитного рассеяния на идеально проводящем конусе с эллиптическим 
основанием. 
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СЕКЦИЯ II. 
ПРИКЛАДНОЙ СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
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Введение 

Задачи автоматической классификации текстов возникают как при создании и со-
вершенствовании поисковых систем, так и в научных исследованиях, связанных с вы-
явлением стилевых особенностей художественных или публицистических произведе-
ний, определением авторства текстов и т.п. Формальное определение задачи классифи-
кации текстов приведено, например, в [1]. Методы её решения могут быть разделены на 
две группы – признаковые и потоковые [1]. Признаковые методы (feature-based 
approaches) работают с текстами не напрямую, а лишь с их численными представле-
ниями – векторами значений признаков. Для того, чтобы применить любой признако-
вый метод классификации для обработки текстов, необходимо, прежде всего, опреде-
лить достаточный набор признаков, по которому будет проходить классификация. В 
случае неудачного выбора такого набора результат классификации может оказаться 
крайне неудовлетворительным. В отличие от признаковых методов, потоковые методы 
(stream-based approaches) не требуют задания каких-либо признаков для классификации 
текстов. «Они работают непосредственно с элементами текста, представленными, как 
правило, в виде некоторой структуры для облегчения доступа к этим элементам и уско-
рения их обработки. Текст X рассматривается как последовательность (поток) из n эле-
ментов 1 2 ... nx x x  некоторого алфавита Q, при этом длина текстовой строки |Х| = n. Эле-

ментом текста хn может быть как одиночный текстовый символ (например, ASCII или 
Unicode), так и слово, грамматический класс, любая группировка символов текста. В 
случае какой-либо группировки символов перед обработкой текста проводится его пре-
образование в новый вид (например, последовательность грамматических кодов). Од-
нако чаще всего такое преобразование не требуется — в качестве элементов потока ис-
пользуются одиночные текстовые символы» [1, с. 97]. 

Среди потоковых методов классификации выделяют [1–4] два основных направле-
ния: 1) подсчет повторений подстрок (R-, С- и другие меры); 2) сжатие информации 
(шельфовым алгоритмом — off-the-shelf — или алгоритмом, использующим PPM — 
Prediction by Partial Matching — предсказание по частичному совпадению). 

Сравнение методов с подсчетом повторения подстрок и методов на основе сжатия 
информации было проведено Хмелёвым [5]. Оно проводилось на текстах новостной 
ленты – публицистических статьях, в которых авторский стиль проявляется весьма яр-
ко, а влияние жанра снижено. Чтобы оценить это направление более полно, требуется 
провести сравнение на текстах других типов, в частности, на художественных текстах. 

Целью данной работы является исследование на примере текстов художественной 
литературы одного из методов потоковой классификации, основанного на усечённой R-
мере с использованием частот повторений подстрок. 
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1. Потоковые методы классификации и усечённая R-мера 

Методы, предложенные Хмелёвым и Тианом [6], строятся с использованием обоих 
из указанных выше направлений, но их отличительной особенностью является метод 
подсчёта определённых подстрок исследуемого текста, которые присутствуют в супер-
тексте. Супертекст образуется конкатенацией всех текстов класса. 

Усечённая R-мера близости [1] учитывает все возможные повторения всех под-
строк длин от k1 до k2 испытуемого текста длины n в супертексте (в отличие от не усе-
чённой, для которой k1 = 1, k2 = n): 
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где Х — испытуемый текст, S — супертекст исследуемого класса, k — длина подстроки 
поиска, N — число подстрок и используется функция-индикатор, характеризующая 
присутствие подстроки в супертексте: 
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Так как объёмы текстов литературных произведений весьма велики, то для ускоре-
ния вычисления R-меры используются суффиксные массивы [1, 3–4]. 

2. Развитие R-меры 

Предыдущее сравнение [7–8] R-меры и метода на основе сжатия PPMD (PPMd — 
Prediction by Partial Matching (dynamic) — предсказание по частичному совпадению, 
алгоритм сжатия данных без потерь) показывает, что R-мера в некоторых случаях усту-
пает сжатию PPMD, так как не использует показатели частот повторения подстрок, в 
отличие от PPMD. Чтобы оценить степень возможной эффективности учёта частот, в 
данной работе предлагается метод, основанный на модификации R-меры с учётом час-
тот. Обозначим её как RF-меру. Данная мера использует механизм усечённости: 
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Здесь, в отличие от R-меры, функция-индикатор  Sxxc nki |...1  заменена на функ-

цию, которая характеризует степень схожести частот употребления подстроки в иссле-
дуемом тексте и супертексте: 
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Тем самым любое различие в частоте употребления приводит к уменьшению меры 
лизости, в силу чего уменьшается и принадлежность исследуемого текста к данному 
классу

нной работе анализ R- и RF-мер проводился на двух текстовых выборках. Пер-
вая выборка состояла из тек ственной прозы XIX в., об-
разу

есте

б
. 

3. Анализ классификаторов 

В да
стов 9 авторов русской художе

ющих авторские классы, как в работах [9–10]. Более 90 произведений были исполь-
зованы в качестве «обучающей» выборки для построения соответствующих супертек-
стов. Во второй выборке — тексты авторов русской художественной прозы 90-х годов 
XX в., представленные 112 текстами 21 автора. Супертексты каждого класса были 
уравнены по объёму, а тексты тестовой (контрольной) выборки были составлены рав-
ного объема (порядка 100 тыс. символов каждый). 

Для проведения тестирования был спроектирован программный модуль, позво-
ляющий проводить классификацию текстов на основе R-меры и RF-меры. Вопрос вы-
бора длины подстроки поиска k  до k  решился с уч1 2 етом особенности текстов на ст-
венных языках. Минимальная длина подстроки была выбрана равной 10 символам, так 
как строки меньшей длины часто совпадают с большинством слов русского языка, что 
не позволяет выделить стилевые особенности автора. Максимальная длина подстроки 
равна 45 символам. Такая длина позволяет захватывать 3 или 4 слова при обработке. 
Использование большей длины подстроки представляется нецелесообразным, так как 
повтор таких длинных фраз у разных авторов маловероятен. 

Качество классификации по каждому классу оценивалось по текстам контрольной 
выборки F-мерой — средним гармоническим между полнотой r (долей текстов, припи-
сываемых классу из всех текстов этого класса) и точностью p (долей текстов, правиль-
но приписываемых этому классу из всех текстов, приписываемых этому классу) [1]: 
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F



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Оценка качества классификации в целом вычислялась как среднее арифметическое 
-меры по всем классам (F-macro) и как F-мера  усреднённым показателям точности 

и полн

ой выборки, состоящей из 9 классов, для усечённой R-меры были 
получены следующие характер . 1. 

мера 

F по
оты (F-micro). 

4. Результаты сравнения 

Для первой тестов
истики, приведенные в табл

Т а б л и ц а  1  
Точность, полнота и F-мера для текстов авторов XIX в. для R-меры 

Автор Точность Полнота F-
Chehov Anton 0,60 0,75 0,67 
Dostoevskii Fedor 1,00 0,42 0,59 
Gogol Nikolay 0,92 1,00 0,96 
Goncharov Ivan 0,67 1,00 0,80 
Kuprin Alexandr 1,00 0,50 0,67 
Leskov Nikolai 0,71 0,83 0,77 
Saltikov-Shedrin Mihail 0,40 0,17 0,24 
Tolstoi lev 1,00 0,92 0,96 
Turgeniev Ivan 0,57 1,00 0,73 

 
Результа ассификатора, нного н мере, при ы в табл. 2. ты для кл основа а RF- веден

 55



Т а б л и ц а  2  

Автор Точность Полнота F-мера 

Точность, полнота и F-мера для текстов авторов XIX в. для RF-меры 

Chehov Anton 0,56 0,75 0,64 
Dostoevskii Fedor 0,56 0,42 0,48 
Gogol Nikolay 1,00 1,00 1,00 
Goncharov Ivan 0,63 1,00 0,77 
Kuprin Alexandr 0,50 0,42 0,45 
Leskov Nikolai 1,00 0,75 0,86 
Saltikov-Shedrin Mihail 0,40 0,17 0,24 
Tolstoi lev 1,00 0,92 0,96 
Turgeniev Ivan 0,71 1,00 0,83 

 
Для нагл  оценка к тва работы ссификато для текстов пер-

вой выборки а в табл. 3. 

Метод F-мера (macro) F-мера (micro) 

ядности общая
 представлен

ачес  кла ров 

Т а б л и ц а  3  
Значение макро- и микропоказателей F-меры для классификаторов 

R-мера 0,71 0,75 
RF-мера 0,69 0,71 

 
В целом классификатор на основе ры показыва зультаты, несколько луч-

шие, чем классифик основе RF-меры. Лишь для некоторых классов RF-мера да-
ет л

Автор Точность Полнота F-мера 

R-ме ет ре
атор на 

учшие результаты. 
Относительно второй выборки, основанной на текстах 21 класса, для усеченной R-

меры были получены следующие характеристики, приведенные в табл. 4. 

Т а б л и ц а  4  
Точность, полнота и F-мера для текстов авторов XX в. для R-меры 

Agafonov 0,88 1,00 0,93 
Aristov 1,00 1,00 1,00 
Azarov 0,96 1,00 0,98 
Baganov 0,79 1,00 0,88 
Belkin 1,00 1,00 1,00 
BelobrovPopov 1,00 1,00 1,00 
Belomlinskaya 1,00 1,00 1,00 
Belov 1,00 0,78 0,88 
Bonch 1,00 0,27 0,43 
Bronin 1,00 1,00 1,00 
Burmistrov 0,50 1,00 0,67 
Galkin 1,00 0,29 0,45 
Gergenreder 1,00 1,00 1,00 
Glushkin 1,00 1,00 1,00 
Svetlana 1,00 1,00 1,00 
Velboi 0,10 0,20 0,13 
Vershovskii 1,00 0,19 0,32 
Veter 0,57 1,00 0,73 
Vitkovskii 1,00 0,33 0,50 
Voronov 1,00 1,00 1,00 
Vulf 1,00 1,00 1,00 

 
Для классификатора, основан  на RF-мер ультаты пр ены в табл. 5. 

Т а б л и ц а  5  

Автор Точность Полнота F-мера 

ного е, рез ивед

Точность, полнота и F-мера для текстов авторов XX в. для RF-меры 

Agafonov 0,88 1,00 0,93 
Aristov 1,00 1,00 1,00 
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Автор Точность Полнота F-мера 
Azarov 1,00 1,00 1,00 
Baganov 0,84 1,00 0,91 
Belkin 1,00 1,00 1,00 
BelobrovPopov 1,00 1,00 1,00 
Belomlinskaya 1,00 0,80 0,89 
Belov 1,00 0,78 0,88 
Bonch 1,00 0,27 0,43 
Bronin 1,00 1,00 1,00 
Burmistrov 0,50 1,00 0,67 
Galkin 1,00 0,29 0,45 
Gergenreder 1,00 1,00 1,00 
Glushkin 1,00 1,00 1,00 
Svetlana 1,00 1,00 1,00 
Velboi 0,26 0,90 0,40 
Vershovskii 1,00 0,19 0,32 
Veter 0,80 1,00 0,89 
Vitkovskii 1,00 0,33 0,50 
Voronov 1,00 1,00 1,00 
Vulf 1,00 1,00 1,00 

 
Для нагл общая оцен чества раб классификаторов для текстов вто-

рой выборки влена в табл.

Т а б л и ц а  6  

-мера (macro) F-мера (micro) 

ядности ка ка оты 
 предста  6. 

Значение макро- и микропоказателей F-меры для классификаторов 

Метод F
R-мера 0,80 0,85 
RF-мера 0,82 0,88 

 
На данной выборк ифик зован х характеристик по-

казала себя несколь е. Стоит от ть, что тольк го класса произошло 
ухудшение показате

гаемый в данной работе метод имеет перспективу для даль-
нейшего рассмотрения, так как лишь орке RF-мера показывает несколько 
худшие  

 Context-based zation // Proceedings of the 27th Annual In-
ternational ACM SIGIR Conference (SIGIR), The  UK, 2004. 

 

е класс ация с исполь ием частотны
ко лучш мети о у одно
лей. 

Заключение 

Оба классификатора на рассматриваемых данных показывают хорошие результа-
ты. Отметим, что предла

 на первой выб
 результаты, что во многом связывается с особенностью построения выборки

(использованы тексты разных жанров в рамках одного класса или использованы текста 
лишь одного жанра в качестве супертекста класса). В дальнейшем видится возмож-
ность несколько улучшить качество классификации RF-меры за счет использования 
весовой фильтрации и изменения функции отношения минимума к максимуму на сред-
невзвешанный показатель. 
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О ТОЧНОСТИ КОМБИНИРОВАННОЙ ОЦЕНКИ СРЕДНЕГО 
ПРИ ИЗВЕСТНОЙ ДИСПЕРСИИ 
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Томский государственный университет 
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Введение 

тка экспериментальных данных св
о функцио
ение точно

ся, привлекая априорную догадку об оцениваемом функционале или неизвестном 
распределении. 

В работах [1–7] рассмотрены адаптивные комбинированные оценки, которые учи-
тывают априорную догадку и непараметрическую оценку функционала. Практическое 
применение ком

фициента. Целью работы является построение оценок оптимального весового ко-
эффициента и изучение влияния априорной догадки при расчете среднеквадратической 
ошибки (СКО) k-адаптивных оценок при конечных объемах наблюдений. 

 

Постановка задачи 

 1,..., nX X

 распред

м средни

 ( )F x  из класса нормальных 2( , )N    

вестны м и известной дисперсией 2 . Требуется оценить математическое 

ожидание ( ) ( )J F xdF x



  том априорной догадки  с уче  , которая явля -

ным значением функционала. Следуя [2–4], рассмотрим k-адаптивную комбинирован-

ную оценку ает 
1

ˆ 1/
n

i
i

J n X




ется возмож

, которая учитыв   и априорную огадку  д   в виде 

ˆ ˆˆ ˆ )ˆ ˆ
k k , (1)  ( ) (1 )(kJ J J J           

где 2 2 1ˆ ˆ(1 / )n      , а ̂ , ˆ ˆ Ĵ1k k 1 1
ˆ

k kJ    0     . Пер йдем к е центри-

ов ым анным и нормированн величинам ,k n
ˆ( ) /kn J J   ,  ˆ( ) /n n J J    . При-р

мени  3,...}в рекурсивную функцию ( ) (k kq x xq q 1( ))x , {1,2,k , 2 2( ) (1 )q x x x  , 

0 ( )q x x , 1

/

x R  из [3], получим 

 n, ( )k n n k nb q b      , (2) 

где /nb n   , а J   . 
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1
,{ } {k n k

1( ) } ( ( ) )n n k n nP x P q     x b b q x b b      , Таким образом, 

x   где ( )x  ,   — 

обра
 в

стандартная нормальная функция распределения, 1( )kq x  — 

тная функция. 
Рассмотрим еличину 

 
22 1/ 2 2 / 2(2 ) ( ( )) x

,k n n k nM b q x b e dx
       . (3) 


В [3] и [4] получены предельные распределения случайных величин (2) (при 
для а также проведен анализ СКО. На прак

е  
пунк

n тике представляет ин-
тер
 )  1,2,3,...k  , 
с сравнение точности оценок при конечном объёме наблюдений n. В следующем 
те приводятся соответствующие расчеты. 

Расчеты 

Обозначим /    . Для различных значений n, β, k, произведем расчеты по фор-

муле (3). Результат расчетов представл . ен в табл. 1

Т а б л и ц а  1  

Значения 2
,k nM  

    n 

β 
1 2 3 4 10 16 36 

k = 1 0.471 0.474 0.478 0.482 0.505 0.527 0.598 
k = 2 0.322 0.328 0.334 0.340 0.376 0.411 0.521 
k = 3 260 267 275 275 26 68 503 0. 0. 0. 0. 0.3 0.3 0.

0.1 

k = 4 0.229 0.237 0.245 0.245 0.302 0.349 0.500 
k = 1 0.482 0.498 0.513 0.527 0.611 0.686 0.884 
k = 2 0.340 0.364 0.388 0.411 0.542 0.660 0.971 
k = 3 0.282 0.311 0.340 0.368 0.529 0.674 1.059 

0.2 

k = 4 0.253 0.286 0.318 0.349 0.529 0.696 1.127 
k = 1 0.501 0.535 0.567 0.598 0.758 0.884 1.129 
k = 2 0.370 0.422 0.473 0.521 0.774 0.971 1.351 
k = 3 0.319 0.382 0.444 0.503 0.814 1.059 1.527 

0.3 

k = 4 0.294 0.365 0.434 0.500 0.850 1.127 1.659 
k = 1 0.527 0.584 0.637 0.686 0.915 1.061 1.240 
k = 2 0.411 0.500 0.582 0.660 1.021 1.248 1.492 
k = 3 0.368 0.471 0.579 0.671 1.121 1.401 1.681 

0.4 

k = 4 0.349 0.776 0.585 0.691 1.197 1.516 1.822 
k = 1 0.560 0.643 0.717 0.784 1.054 1.182 1.244 
k = 2 0.462 0.592 0.710 0.814 1.237 1.425 1.446 
k = 3 0.431 0.591 0.735 0.864 1.388 1.615 1.583 

0.5 

k = 4 0.419 0.598 0.760 0.906 1.501 1.758 1.683 
k = 1 0.598 0.709 0.803 0.884 1.157 1.240 1.206 
k = 2 0.521 0.696 0.845 0.971 1.391 1.492 1.336 
k = 3 0.503 0.719 0.903 1.059 1.575 1.681 1.410 

0.6 

k = 4 0.500 0.742 0.950 1.127 1.713 1.822 1.460 
k = 1 0.640 0.779 0.890 0.978 1.220 1.251 1.163 
k = 2 0.587 0.806 0.981 1.119 1.474 1.474 1.238 
k = 3 0.585 0.855 1.071 1.242 1.668 1.632 1.271 

0.7 

k = 4 0.591 0.895 1.140 1.335 1.813 1.749 1.289 
k = 1 0.686 0.850 0.971 1.061 1.248 1.234 1.128 
k = 2 0.660 0.918 1.109 1.248 1.493 1.411 1.171 
k = 3 0.674 0.993 1.230 1.401 1.675 1.526 1.184 

0.8 

k = 4 0.691 1.052 1.321 1.516 1.810 1.608 1.189 
k = 1 0.734 0.919 1.045 1.129 1.250 1.206 1.102 
k = 2 0.736 1.027 1.223 1.351 1.468 1.336 1.227 
k = 3 0.768 1.128 1.371 1.527 1.622 1.410 1.132 

0.9 

k = 4 0.797 1.205 1.482 1.659 1.735 1.460 1.134 
k = 1 0.784 0.984 1.108 1.182 1.236 1.177 1.083 
k = 2 0.814 1.129 1.319 1.425 1.418 1.267 1.099 

1 

k = 3 0.864 1.255 1.489 1.615 1.537 1.311 1.101 
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k = 4 0.906 1.349 1.616 1.758 1.622 1.337 1.101 

 
Графическая и траци ульта счета  прив  на риллюс я рез тов ра  СКО едена с. 1. 

 

 2
,k nM   Рис. 1. Зависимость от

Кривая с индексом соответствует нормированному СКО 2

для оптимального весового ко  табл и рис. 1 можно сделать выводы. 
Результаты расчетов, представленные в табл. 1 показывают, что существуют как 

обла ко  предпочтительнее по
 

П

ул

ие, вычислительная техника и информати-
ка. – 2012. – № 4. – С. 32–38. 

2. Дмитриев Ю.Г. Комбинированная о кционала // Материалы Х Российской конфе-
ренции 

 | |nb  

 0k   2 2( ) /(1 )n nS b b    

эффицента λ. По . 1 

сти значений, при торых оценка с априорной догадкой  
точности, чем обычная оценка, так и области значений, где предпочтительнее оценка

Ĵ . ри этом увеличение числа наблюдений приводит к уменьшению влияния априор-
ной догадки на СКО и оценка с априорной информацией становится менее предпочти-
тельной, а её значение практически совпадет с обычной оценкой. Увеличение k оценки 
учшают точностные свойства при небольших β. В то же время имеются значения β и 

n, при которых СКО увеличивается при возрастании k. 
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Введение 

Современные социальные исследования нередко оперируют огромными массивами 
данных, обработка которых имеет весьма специфический характер. Если имеется 
большой набор взаимосвязанных временных рядов, то его зачастую можно представить 
в виде иерархической многоуровневой структуры на основе естественных атрибутов, 
таких как тип, вид, вес, размер, географическое положение и т.д. При этом временные 
ряды k-го уровня формируются путем поэлементного суммирования некоторой части 
(возможно, всех) временных рядов (k+1)-го уровня. Такие ряды называют иерархиче-
скими [1]. 

На практике задача прогнозирования иерархических временных рядов возникает 
в маркетинге и логистике повсеместно по причине всеобщей глобализации современ-
ной экономики и огромного ассортимента, предлагаемого потребителю. При этом ме-
неджмент компании сталкивается с проблемой выбора способа прогнозирования и ана-
лиза продаж в рамках всей компании, например, нужно ли прогнозировать продажи 
общим итогам или по каждому магазину отдельно. На первый взгляд кажется, что дан-
ная ситуация совершенно не проблематична, однако в истории современной логистики 
существует хрестоматийный пример, известный как эффект хлыста, когда компания 
P&G потерпела огромные убытки накопив аддитивную ошибку прогноза за счёт неаде-
кватного подхода к учёту иерархии данных и несогласованности итоговых значе-
ний [2]. 

1. Основные обозначения 

Проиллюстрируем данную ситуацию на примере некоторой компании Х, которая 
ведёт торговлю в нескольких регионах, где есть разное количество магазинов 
с частично схожим ассортиментом (см. рис. 1). 

 
Рис.1. Пример иерархической структуры 

( ) ( , )l
ty i j ,  – прогнозируемые временные ряды последующих уровней, где, i – 

номер серии, j – индекс, указывающий на соответствующий номер серии предыдущего 
уровня, частью которой является данная серия, 

0
ty

1,2,...,l L , где l – уровень иерархии. 
( )ˆ ( , )l
hy i j ,  – базовые прогнозы, т.е. полученные независимо друг от друга, 

без учёта иерархии. Эти базовые прогнозы затем объединяются для вычисления конеч-
ных прогнозов для всей иерархии, которые агрегированы таким образом, чтобы это 
соответствовало структуре иерархии. Их называют пересмотренными или согласован-

0ˆhy
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ными и обозначают как , . Общее количество временных рядов во всей ие-

рархии будем обозначать n, при этом 

( ) ( , )l
hy i j 0

hy

1 2 ... Ln n n n   

0 (1)

(2)

( 1)

( ,0)

( ,0) ( , )

( , ) ( ,

t t
i

t t
i

L L
t t

i

y y i

y i z

j y i





. 

Для согласованности иерархии должна выполняться система соотношений, назы-
ваемая условием согласованности: 

(1)

( )

.

y z

y z



..











 

)z







1 1 1 1 1

1 1 0 0 0

0 0 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
   
 
 
 
  
 

,t k ty ty

Y

 

Для любого времени t наблюдения любой серии в иерархии будут агрегироваться 
наблюдениями серий нижнего уровня. Для иерархии с рис. 1 это может быть отраженно 
в виде: 
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 
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 
 
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 

или более компактной записи , где  – вектор всех наблюдений в иерархии 

в момент времени t, S – матрицей связи, которая определяет, как серии нижнего уровня 
агрегируются в соответствии с иерархической структурой,  и есть вектор всех на-

блюдений на нижнем уровне иерархии в момент времени t. 

y S 

Y

,k ty

2. Задача согласования прогнозов иерархических временных рядов 

Согласованные прогнозы должны удовлетворять следующим требованиям [2]: 
1. Согласованность: вектор прогнозов  должен удовлетворять структуре иерар-
хии, заданной матрицей связи S; 

2. Ограничения: прогнозы должны удовлетворять наложенным ограничениям. 
3. Качество: общие потери при использовании согласованных прогнозов не 
должны превышать общие потери при использовании базовых прогнозов. 

Есть несколько способов согласования базовых прогнозов для получения пере-
смотренных прогнозов. 

3. Подход снизу вверх 

Этот подход включает первую генерацию базовых независимых прогнозов 
для каждой серии на нижнем уровне иерархии, а затем агрегирует их вверх, чтобы про-
извести пересмотренные прогнозы для всей иерархии [2]. 

 62 



  

( ) ( )

( 1) ( )

(1) (2)

(0) (1)

ˆ( , ) ( , )
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 
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Используя матричные обозначения, мы этот процесс можно записан в виде 
 . ,ˆh ky S y  h

Самое главное преимущество этого подхода состоит в том, что никакая информа-
ция не теряется вследствие агрегации. С другой стороны, данные нижнего уровня могут 
быть довольно объёмными и более сложными для моделирования и прогнозирования. 

4. Нисходящий подход 

Нисходящий подход включает первую генерацию базового прогноза для нулевой 
серии , а затем дезагрегации её вниз [2]. Пусть Р – набор пропорций, которые 

определяют, как базовый прогноз нулевой серии должен быть распределён в согласо-
ванных прогнозах для каждой серии нижестоящих уровней иерархии. Чаще всего под-
ход сверху вниз определяет пропорции на основе исторических соотношениях данных. 
Два наиболее распространенных версии представлены ниже: 

(0) (0)ˆh hy y

– средние исторические пропорции: 

 
( )

(0)
1

( , )lT
t

i
t t

y i j
p

y

 , 1,...,i n . 

– пропорции исторических средних 
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(0)

1

( , )lT
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t
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t

t
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T
p

y

T









, 1,...,i n . 

После того как пропорции найдены, вычисляется пересмотренный прогноз 
 . ( ) (0)( , )l

t iy i j p y  t
Достоинством подходов сверху вниз является их простота в применении. Они дают 

достаточно надежные прогнозы на агрегированном уровне и очень полезны при не-
хватке данных. С другой стороны, их большим недостатком является потеря информа-
ции в результате агрегации. При этих подходах сверху вниз мы не в состоянии учесть 
и воспользоваться индивидуальными особенностями серии. 

5. Средний подход 

Средний подход сочетает в себе подходы снизу вверх и сверху вниз [2]. В первую 
очередь выбирается "средний уровень" и базовые прогнозы генерируются для всех се-
рий этого уровня. Для серии выше среднего уровня, пересмотренные прогнозы генери-
руются с использованием восходящего подхода путем объединения базовых прогнозов 
среднего уровня вверх. Для серии ниже среднего уровня, пересмотренные прогнозы 
генерируются с использованием нисходящего подхода путем разделения базовых про-
гнозов среднего уровня вниз. Если в качестве среднего уровня брать первый уровень, 
то: 
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6. Оценка качества методов построения согласованных прогнозов 

Для того чтобы выбрать, какой из вышеописанных методов дает более точные со-
гласованные прогнозы, были предложены следующие критерии качества: 

1) среднее для линейных отклонений прогноза от реального значения продажи 
в процентах для всех серий иерархии 

 
1

1
100%

n
i i

i i

y y

n y


  


, (1) 

где  – истинное значение в i-ой серии иерархии,  – прогноз для i-ой серии иерар-

хии, n – число серий в иерархии, 
iy iy

2) максимальное значение линейных отклонений прогноза от реального значения 
продажи в процентах для всех серий иерархии: 

 max max 100%i i

i i
i

y y

y

 
 

 


 . (2) 

7. Прогнозирование объемов спроса продукции ЗАО «Томское пиво» 

Имеются данные об объёмах продажах продукции ЗАО «Томское пиво» за полтора 
года, которые представлены иерархической структурой, изображённой на рис. 2. 
Для сохранения коммерческой тайны данные о продажах здесь не приведены. 

 
Рис 2. Иерархическая структура продаж ЗАО «Томское Пиво» в регионе Юг Кузбасса за 2010-11 гг.  

Для ООО «Ильдар» подчиненная иерархия аналогична ООО «Винта» 

Для определения значений базовых прогнозов в данной работе были использованы 
классические методы прогнозирования, такие как: 

1. Метод скользящего среднего [4]. 
2. Метод экспоненциального сглаживания [4]. 
3. Прогнозирование на основе модели линейной регрессии [3]. 

Также была произведена оценка качества работы методов построения согласован-
ных прогнозов. В результате получили следующее: 
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1. Для базовых прогнозов, полученных с помощью метода скользящего среднего: 
 

Подходы  , % max
i

, % 

Подход снизу вверх 29.635 57.458 
Подход средних исторических пропорций 21.855 43.023 
Подход пропорций исторических средних 23.239 43.034 
Средний подход (1) 20.146 41.964 

 
2. Для базовых прогнозов, полученных методом экспоненциального сглажива-
ния: 

 
Подходы  , % max

i
,% 

Подход снизу вверх 25.601 65.647 
Подход средних исторических пропорций 20.391 42.255 
Подход пропорций исторических средних 22.775 52.579 
Средний подход (1) 18.363 34.918 

 
3. Для базовых прогнозов, полученных с помощью модели линейной регрессии: 
 

Подходы  , % max
i

, % 

Подход снизу вверх 19.804 62.639 
Подход средних исторических пропорций 20.182 64.093 
Подход пропорций исторических средних 23.345 76.002 
Средний подход (1) 15.214 42.392 

 
Таким образом, наихудшим из применяемых подходов является подход снизу 

вверх. Затем идут нисходящие методы, причем подход средних исторических пропор-
ций всегда даёт лучший результат, чем подход пропорций исторических средних. Са-
мым лучшим оказался средний подход, в котором в качестве «среднего уровня» выбран 
первый уровень (разбиение по магазинам в разных городах), что может свидетельство-
вать о значительных отличиях объёмов продаж в этих компаниях. 

Заключение 

В работе была решена задача прогнозирования иерархических временных рядов 
на примере данных об объёмах продаж ЗАО «Томское пиво», произведён анализ каче-
ства работы различных подходов с помощью критериев, базирующихся на среднем и 
максимальном линейных отклонениях от реального объема продаж, выбран лучший 
метод прогнозирования для рассматриваемой иерархии. Предприятию даны практиче-
ски значимые рекомендации. 
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ОБ ОЦЕНКЕ УДОВЛЕТВОРЕННОСТИ 
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Введение 

В настоящее время актуальным является проблема анализа различных статистиче-
ских данных на основе социологических исследований [4], в частности, уровня удовле-
творенности потребителей различных товаров и услуг [5]. Результаты анализа исполь-
зуются при прогнозировании возможного поведения потребителей, а также самих про-
изводителей услуг. 

В данной статье рассмотрена методология детерминационного анализа социально-
экономических данных, который был предложен С.В. Чесноковым [1] при оценивании 
степени удовлетворенности потребителей какой-либо услугой. Очевидно, что прибыль 
поставщика услуги и дальнейшее увеличение спроса на нее напрямую зависит от того, 
довольны ли ей потребители или нет. Это, безусловно, касается и образовательных ус-
луг. 

Детерминационый анализ помогает выявить те аспекты, которые в большей степе-
ни влияют на удовлетворенность, так как он служит для поиска и объяснения взаимо-
связей между признаками (переменными) на основе данных исследований, он также 
является одним из вариантов методов подсчета долей (экспериментальных условных 
частот), которые содержатся в таблицах, называемыми таблицами сопряженности. 

Для того чтобы выяснить степень удовлетворённости потребителя согласно теории 
детерминационного анализа необходимо подсчитать точности и емкости полученных 
детерминаций. 

1. Основные термины 

Введем обозначения: 
▪ Детерминация обозначается следующим образом: a→b, где a – значение при-
знаков респондентов из выделенной группы, b – определенный тип поведения 
(тот или иной ответ на вопрос), другими словами детерминация a→b означает 
«если а, то b». 

▪ Интенсивность I(a→b)=N(b|a) – доля респондентов а, которая демонстрирует 
тип поведения b. 

Ёмкость С(a→b)=N(a|b) – доля тех, кто обладает свойством а при поведении b. 
«Из а следует b». Ёмкость отражает полноту детерминации. 

Очевидно следующее свойство детерминации: 
 I(a→b)=С(b→a); С(a→b)=I(b→a). 

Так как мы имеем дело с условными вероятностями, то необходимо помнить, что 
 0≤I(a→b)≤1; 0≤С(a→b)≤1. 

Для подсчета вышеприведенных характеристик необходимо для начала вычислить 
основные доли по формуле 

 ,
, ,( , ) i j

i j i j i

a
P a b

n
   , (1) 

где  – кол-во человек, ответивших , ,i ja ib ...,k1,i   – варианты ответов, являющиеся 

столбцами сводной таблицы, а 1,...,j r  – строки, обозначающие признак, n – количе-

ство опрошенных респондентов (объем наблюдений). 
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2. Детерминционный анализ степени удовлетворенности  
в зависимости от гендерного признака 

В данной работе рассматривалась задача выявления ключевых факторов, влияю-
щих на удовлетворенность потребителей образовательных услуг жителями Бакчарского 
района Томской области. Расчеты базировались на данных социологического исследо-
вания степени удовлетворенности избирателей деятельностью органов местного само-
управления муниципальными услугами. Опрос проводился в 2012 г., в нем приняли 
участие 567 избирателей Бакчарского района, которые были сгруппированы по сле-
дующим признакам: 

1. По гендерному: мужчин – 49% женщин – 51%; 
2. По возрастному: 18-34 лет – 30%, 35-54 лет – 39%, от 55 лет – 31%. 

В данной работе детерминационный анализ проводился для гендерного признака. 
Вопрос, задаваемый респондентам, выглядел так: «Удовлетворяет ли Вас качество 
общего образования, которое дается в школах Вашего поселения?» 

Варианты ответов: 
1. Удовлетворяет; 
2. Не удовлетворяет; 
3. 3атрудняюсь ответить; 
4. В моей семье никто не ходит в школу. 

С помощью программного продукта MS Excel была составлена таблица сопряжен-
ности (табл. 1). 

Т а б л и ц а  1  
Сводная таблица, сформированная по половому признаку 

пол\ответ 1 2 3 4 Общий итог 

женский 99 16 5 172 292

мужской 89 16 8 162 275

Общий итог 188 32 13 334 567

 
▪99 женщин и 89 мужчин – удовлетворены качеством образования; 
▪16 женщин и 16 мужчин – не удовлетворены; 
▪5 женщин и 8 мужчин затрудняются ответить; 
▪172 женщины и 162 мужчины «не пользуются» данной услугой. 

По формуле (1) были рассчитаны условные частоты, приведенные в табл. 2. 
 

Т а б л и ц а  2  
Таблица условных эмпирических частот 

пол/ответ 1 2 3 4 Общий итог  

женский 0,1746 0,0282 0,0088 0,3034 0,5150 N(Ж)=N(b1) 

мужской 0,1570 0,0282 0,0141 0,2857 0,4850 N(М)=N(b2) 

Общий итог 0,3316 0,0564 0,0229 0,5891 1,0000  

 N(1)=P(a1,j,b1) N(2) N(3) N(4)   

 
По формуле условной вероятности вычислили интенсивности (табл. 3). 

 , ( , )
( ) ( | )

( ) ( )
i j N a b

I a b N b a
N a N a


    , (2) 

где  – доля респондентов, давших ответ № i среди всех опрошенных, 

 называется условным отношением частоты. 

( ) ,N a i ji
 

( | )aN b
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Т а б л и ц а  3  
Таблица интенсивностей 

N(bi|пол) 1 2 3 4 Общий итог 

женский 0,3390 0,0548 0,0171 0,5890 1,0000 

мужской 0,3236 0,0582 0,0291 0,5891 1,0000 

Общий итог 0,3316 0,0564 0,0229 0,5891 1,0000 

 
Анализируя таблицу, можно сделать вывод, что женщины удовлетворены образо-

ванием чуть больше, чем мужчины, соответственно, необходимо выяснить причины 
неудовлетворения мужчин. 

Далее рассчитывались емкости (табл. 4). 

 , ( , )
( ) ( | )

( ) ( )
i j N a b

C a b N a b
N b N b


    , (3) 

где  – доля респондентов с признаком j в общем итоге. ,( ) i j
j

N b  

Т а б л и ц а  4  
Таблица емкостей 

N(bi|пол) 1 2 3 4 Общий итог 

женский 0,5266 0,5000 0,3846 0,5150 0,5150 

мужской 0,4734 0,5000 0,6154 0,4850 0,4850 

Общий итог 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

 
Заметим, что наибольшая вероятность ответа: «удовлетворен» будет у женщин, а 

вот вероятность ответа «не удовлетворен» одинакова и у мужчин, и у женщин. 
В дальнейшем планируется усложнение модели путем добавления новых призна-

ков [2], что поможет получить более наглядные результаты, сделать адекватные выво-
ды и прогнозы относительно степени удовлетворенности качеством образования жите-
лей Бакчарского района. 

Заключение 

Представленный метод детерминационного анализа позволяет выявить степень 
удовлетворенности услугой или товаром, а также составить портрет наиболее\наименее 
удовлетворенных респондентов. Преимущество метода в том, что его можно применять 
как для количественных, так и для качественных данных результатов социологических 
и маркетинговых исследований. Детерминационный анализ помогает выявить целевую 
аудиторию потребителей [3], что является ключевой задачей маркетинга любого пред-
приятия, так как в итоге фирма может сконцентрировать свои усилия на наиболее зна-
чимой группе потребителей и эффективно управлять затратами, не распыляя ресурсы, а 
получая максимум прибыли при минимальных издержках. 

Автор благодарит своего научного руководителя проф. Ю.Г. Дмитриева за поста-
новку задачи и внимание к работе. 
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Введение 

Большое число работ посвящено статистическому оцениванию доли эксперимен-
тов, в которых наступило некоторое интересующее для исследователя событие. Это 
связанно с широким применением, например, в задачах оценивания доли брака и про-
верки гипотез о ней и т.д. В связи с необходимостью сокращения объема дорогостоя-
щих экспериментов и повышение точности оценивания при фиксированном объеме 
наблюдений многие работы были посвящены разработке методов использования апри-
орной информации (см., например,[1]). В данной работе рассматривается ситуация, ко-
гда на основании опыта или знаний, эксперт или исследователь выдвигает некоторое 
предположение о значении искомой доли экспериментов, в которых наступило интере-
сующее событие. С целью увеличения точности или надежности результата хотелось 
бы разумным способом учесть априорную информацию. В данной работе предлагаются 
статистические оценки доли с учетом априорной догадки и анализируются их свойства 
при конечном объеме наблюдений. 

Структура оценки 

Пусть  – независимые результаты эксперимента объема n, а ( )1, , nX X P P B  – 

вероятность наступления в данном эксперименте некоторого события B. Пусть в каче-
стве возможного значения вероятности P выступает априорная догадка . Задача за-

ключается в построении такой оценки для неизвестной вероятности, которая будет 

учитывать совместно непараметрическую оценку 

ap

)1

1
ˆ ˆ( ) (

n

B ii
P P B n I


   X  и , здесь 

 – индикаторная функция. 

ap

(.)BI

Следуя работам [1,2], рассмотрим комбинированную оценку вида 

 ˆ ˆ(1 ) aP P p     , (1) 

где λ – оптимальный весовой коэффициент, который выбран из условия минимума 

среднеквадратической ошибки (СКО) и определяется выражением 2 ˆ( ) [ ]S M P P   2

 
12

2
1 n


 

    
 . (2) 

Здесь 2 (1 )P P   , aP p    величина отклонения априорной догадки от истин-

ного значения искомой вероятности. Весовой коэффициент λ изменятся в пределах 
 и показывает какое влияние оказывает каждое из слагаемых в комбинирован-

ной оценке. 
0   1

Формулу (1) можно записать как 

  ˆ ˆ ˆ
aP P P p     . (3) 

В этой формуле исходной является оценка , а априорная догадка  выступает в 

качестве дополнительной информации, которой располагает исследователь до проведе-
ния эксперимента. В соответствии с (3) минимум СКО представим в виде: 

P̂ ap

 
2 2 2

2 2

2 2

ˆ ˆ[ ( ) ] ( )ˆ ˆ( ) [ ] (1 ) /
ˆ ˆ( )a

M P P DP
S M P P DP

DP P p DP


         

   
2 n , (4) 
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где дисперсия ˆ (1 )DP P P n   характеризует точность оценки P̂ , а коэффициент (  

показывает, во сколько раз уменьшается СКО комбинированной оценки (1) по сравне-
нию с . 

1 ) 

P̂

Величина    2 2ˆ ˆDP DP    в (4) задает выигрыш в точности оценивания за счет 

привлечения априорной догадки , если исходной оценкой является . ap P̂

Адаптивные оценки 

Практическое использование комбинированной оценки (1) затрудняет то обстоя-
тельство, что, как правило, оптимальный коэффициент λ в (2) неизвестен. Решением 
этой проблемы является построение адаптивных комбинированных оценок вероятности 
путем замены неизвестного значения λ на его статистическую оценку. Но при такой 
замене нарушаются оптимальные свойства оценок, поэтому требуется ответить на во-
прос, при каких условиях адаптивные комбинированные оценки являются предпочти-
тельнее обычной оценки  по величине СКО. P̂

Случайная величина  имеет гипергеометрическое распределение с параметрами 
( ). Заменим неизвестное P на 

ˆnP
, ,n P N P̂  и в качестве первой оценки λ возьмем 

 

1
2

1 2

ˆ
ˆ 1

ˆ
n


 

    


 ,  

где  – оценка отклонения, а оценка дисперсии имеет вид ˆ ˆ
aP p  

 2 (ˆ ˆˆ (1 )
( 1)

N n
P P

N

)
  


.  

Подставляя 1̂  в (1), получаем первую адаптивную комбинированную оценку 

1 1
ˆˆ ˆ ˆ( a )P P P    p . В отличие от  данная оценка является смещенной. СКО оценки  

можно вычислить по формуле 

P̂ 1̂P

 
   

 

2
2

1 1

2

1
0

ˆ ˆ( )

( )! (1 ) ! !( )!
( , , ) ,

!( )!( )! (1 ) (n k) ! !

n

a
k

S M P P

Np N p n N n
k n p P

k Np k n k N p N

     
 

  
    

, (5) 

где 
2

1 2

( )( ) ( 1)( )
( , , )

( )( ) ( 1)( )

a a

a
a

k n k N n p N k np
k n p

k n k N n n N k np

       
    

. 

В качестве второй оценки λ возьмем 

 
1

2
2

( 1)ˆ ˆ1 4
( )

N
n

N n


 

     


 ,  

где неизвестную дисперсию 2 (1 )P P    заменим её максимальным значением, рав-

ным 0, 25( ) ( 1)N n N  . Подставляя 2̂  в (1), получаем вторую адаптивную комбини-

рованную оценку 2 2
ˆˆ ˆ ˆ( )aP P P p   . Эта оценка также является смещенной, а ее СКО 

вычисляется по формуле 

 
   

 

2 2
2 2

2

2
0

ˆ ˆ( ) [ ]

( )! (1 ) ! !( )!
( , , ) ,

!( )!( )! (1 ) (n k) ! !

n

a
k

S M P P

Np N p n N n
k n p P

k Np k n k N p N

   

 
  

    
 (6) 
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где 
 

2 2

( )
( , , )

( ) 4( 1)( )
a

a
a

N n k npk
k n p

n n N n N k np

 
  

   
. 

Введем отношение для сравнения СКО оценок 

 0

ˆ
1

ˆ
DP

S
DP

  ,
2 ( )

ˆ
S

S
DP


 ,

2
1

1

ˆ( )
ˆ

S
S

DP


 ,

2
2

2

ˆ( )
ˆ

S
S

DP


 .  

Значения этих отношений позволяют рассчитать формулы (5) и (6) в зависимости 
от значений N, P, n и . Величины  и  позволяют выделить интервалы значений 

Р, при которых эти отношения меньше единицы. Наличие таких интервалов для Р со-
вместно с объемом наблюдений n и значениями  указывают условия, при которых 

адаптивные комбинированные оценки предпочтительнее обычной оценки 

ap 1S 2S

ap

P̂  по вели-
чине СКО. 

Т а б л и ц а  1  
Интервалы для P, соответствующие S1 < 1 (N = 50) 

 n 1 2 3 4 5 

ap  P 

0,1  (0;0,428) (0;0,405) (0;0,389) (0;0,383) 

0,2  (0;0,428) (0;0,456) (0;0,493) (0;0,507) 

0,3  (0;0,441) (0;0,585) (0,100;0,607) (0,125;0,596) 

0,4  (0;0,481) (0,162;0,690) (0,181;0,682) (0,175;0,682) 

0,5   (0,255;0,745) (0,235;0,765) (0,248;0,752) 

0,6  (0,519;1) (0,310;0,838) (0,318;0,819) (0,318;0,825) 

0,7  (0,559;1) (0,415;1) (0,393;0,900) (0,404;0,875) 

0,8  (0,572;1) (0,544;1) (0,507;1) (0,493;1) 

0,9 

P 

 (0,572;1) (0,595;1) (0,611;1) (0,617;1) 

  

n  6 7 8 9 10 

ap P  

0,1 (0;0,386) (0;0,392) (0;0,402) (0;0,418) (0,002;0,453) 

0,2 (0,058;0,504) (0,074;0,497) (0,077;0,495) (0,075;0,497) (0,075;0,505) 

0,3 (0,123;0,591) (0,123;0,586) (0,129;0,581) (0,131;0,580) (0,132;0,582) 

0,4 (0,184;0,672) (0,189;0,667) (0,191;0,663) (0,195;0,660) (0,196;0,660) 

0,5 (0,251;0,749) (0,258;0,742) (0,261;0,739) (0,265;0,735) (0,266;0,734) 

0,6 (0,328;0,816) (0,333;0,811) (0,337;0,809) (0,340;0,805) (0,340;0,804) 

0,7 (0,409;0,877) (0,414;0,877) (0,419;0,871) (0,420;0,869) (0,418;0,868) 

0,8 (0,496;0,942) (0,503;0,926) (0,505;0,923) (0,503;0,925) (0,495;0,925) 

0,9 

P 

(0,614;1) (0,608;1) (0,598;1) (0,582;1) (0,547;0.998) 

 
Использовать таблицу 1 можно следующим образом. Выбираем по строкам нуж-

ный уровень априорной догадки, а по столбцам – требуемое количество наблюдений. 
Например, при  и  на пересечении получаем интервал (0,248;0,752) для 

значений P, оценки которых имеют S1 < 1. 

0,5ap  5n 
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Пустые ячейки соответствуют случаю равенства СКО и S1 = 1. Комбинированная 
оценка совпадает по построению с обычной оценкой при 1n   и любых , при  

совпадение имеет место только при . Аналогичным образом используется таб-

лица 2, если применяется оценка . 

ap 2n 
0,5ap 

2̂P

Т а б л и ц а  2  
Интервалы для P, соответствующие S2 < 1 (N = 50) 

 n 1 2 3 4 5 

ap  P 

0,1 (0,016;0,926) (0,018;0,685) (0,019;0,551) (0,021;0,483) (0,022;0,445) 

0,2 (0,040;0,934) (0,038;0,728) (0,039;0,639) (0,041;0,600) (0,045;0,567) 

0,3 (0,057;0,935) (0,049;0,728) (0,053;0,744) (0,070;0,691) (0,086;0,656) 

0,4 (0,065;0,934) (0,057;0,869) (0,088;0,809) (0,118;0,763) (0,131;0,741) 

0,5 (0.067;0,933) (0,075;0,925) (0,145;0,855) (0,165;0,835) (0,194;0,806) 

0,6 (0,066;0,935) (0,131;0,943) (0,191;0,912) (0,237;0,882) (0,259;0,869) 

0,7 (0,065;0,943) (0,218;0,951) (0,256;0,947) (0,309;0,930) (0,344;0,914) 

0,8 (0,066;0,960) (0,272;0,962) (0,361;0,961) (0,400;0,959) (0,433;0,955) 

0,9 

P 

(0,074;0,984) (0,315;0,982) (0,449;0,981) (0,517;0,979) (0,555;0,978) 

  

 n 6 7 8 9 10 

ap  P 

0,1 (0,023;0,421) (0,024;0,405) (0,025;0,394) (0,026;0,388) (0,027;0,389) 

0,2 (0,051;0,541) (0,057;0,524) (0,062;0,515) (0,066;0,513) (0,069;0,518) 

0,3 (0,095;0,638) (0,102;0,623) (0,109;0,613) (0,115;0,610) (0,119;0,613) 

0,4 (0,147;0,719) (0,158;0,707) (0,165;0,697) (0,172;0,692) (0,177;0,691) 

0,5 (0,208;0,792) (0,222;0,778) (0,230;0,770) (0,236;0,764) (0,240;0,760) 

0,6 (0,281;0,853) (0,293;0,842) (0,303;0,835) (0,308;0,828) (0,309;0,823) 

0,7 (0,362;0,905) (0,377;0,898) (0,387;0,891) (0,390;0,885) (0,387;0,881) 

0,8 (0,459;0,949) (0,476;0,943) (0,485;0,938) (0,487;0,934) (0,482;0,931) 

0,9 

P 

(0,579;0,977) (0,595;0,976) (0,606;0,975) (0,612;0,974) (0,611;0,973) 

 
На следующих рисунках приведены графики зависимостей отношений СКО и 

средних значений оценок от Р. 
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Рис. 1. Зависимость отношений СКО от P, , , 10n  0,5ap 

50N   

Рис. 2. Зависимость среднего значения оценки от P, 10n  , 

, 0,5ap  50N   (1 – P̂ , 2 – P̂ , 3 – 1̂P , 4 – 2̂P ) 

 

  
Рис. 3. Зависимость отношений СКО от P, 10n  , 

,  0, 25ap  50N 
Рис. 4. Зависимость отношений СКО от P, , 

, 

10n 
0,75ap  50N   

На рисунках можно заметить на сколько проигрывают адаптивные комбинирован-
ные оценки оптимальной  по СКО при замене оптимального весового коэффициента 

на его оценки. Так же можно выделить области значений Р, при которых оценки ,  

предпочтительнее по СКО обычной оценки 

P̂

1̂P 2̂P

P̂ . Эти области зависят от выбора априор-
ной догадки  и объема наблюдений n и отражены в таблицах 1 и 2. Сравнение оце-

нок  и  показывает, что имеются области значений Р , в которых  предпочти-

тельнее по СКО обычной оценки и . Так, из рис. 1 следует, что в интервале 

(0,266;0,734) S2 < S1 в среднем на 6,035%. 

ap

1̂P 2̂P 2̂P

P̂ 1̂P
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О ВЛИЯНИИ УЧЕТА АПРИОРНОЙ ДОГАДКИ В ОЦЕНИВАНИИ 
СРЕДНЕГО ПРИ НЕИЗВЕСТНОЙ ДИСПЕРСИИ 

А. И. Логвинова 
Томский государственный университет 

E-mail: logvinova-alenka@mail.ru 

Введение 

Вероятностные характеристики случайных величин часто представляются в виде 
линейного функционала от функции распределения, которая неизвестна. Располагая 
ограниченным объемом наблюдений над случайной величиной, исследователь стре-
мится улучшить точность оценки искомого функционала за счет привлечения дополни-
тельной (априорной) информации. На основании своего опыта и предыдущих исследо-
ваний он может предположить, что значение искомого функционала равно некоторому 
числу. Это и есть априорная догадка. В связи с этим возникает вопрос как ее использо-
вать для повышения точности оценки? 

В работах [1–5] предложены адаптивные комбинированные оценки, учитывающие 
совместно непараметрическую оценку функционала и априорную догадку, а также ис-
следованы их асимптотические свойства. Целью данной работы является исследование 
свойств оценки линейного функционала в виде математического ожидания при конеч-
ных объемах наблюдений. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу оценки функционала вида: , по выборке 

 из нормального распределения с неизвестными параметрами, т.е. 

. Априорной догадкой выступает значение Ψ. Воспользовавшись оценка-

ми, предложенными в [3], возьмем в качестве оценки среднего 

( ) ( )J F xdF x



   

1 , ..., nX X

( ,F N  2 )

 , (1) 
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(1 ) ( )k k k kJ J J J          

где , а весовой коэффициент 
1

ˆ 1/
n

ii
J n X


  ̂  определяется выражением 

 2 1
1,

ˆˆ (1 )k k nb 
    (2) 

Здесь , , ,
ˆ ˆ( )k n k nb q b {1,2,3,...}k 0,

ˆ ˆ ˆ ˆ/n nb b n    , , ˆ ˆ( ) /n n nb b    

ˆ( )J n n J   , /nb n   q, функции  удовлетворяют соотношению определен-

ному в работе [3]: 
k

 , , 1( ) ( ( ))k kq x xq q x 2( ) /(1 )q x x x  {1,2,3,...}k , 0 ( )q x x , 1x R , 
2̂  – выборочная дисперсия,  является оценкой величины отклонения априорной до-

гадки от истинного значения . 
̂
  J  
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Рассмотрим ,
ˆ ˆ( ) /k n kn J J    . Поскольку , а (0,1)n N  2 2ˆ( / ) / n    , где 

 имеет распределение хи-квадрат с (2 ( 1)n  1n  ) степенями свободы, то 

 2 2 2
, , 0

( / ( ) / )) ( ) ( )k n k n n k nS M b y nq x b n y f x g y dxdy
 


       , (3) 

где
2 / 2( ) / 2xf x e  , 

2
1( 1) / 2

1 / 22
(1/ 2)

( )
(( 1) / 2)

nn
yg y y e

n

  
 

. 

Введем отношение /     и рассчитаем значения интеграла (3) при различных 

значениях n, β, k. 

2. Численные результаты 

Результаты вычислений по формуле (3) при разных n, β, k приведены в таблице 1. 
 

Т а б л и ц а  1  
Значения 2

,k nM   

n 
β 

 2 3 4 5 10 16 36 

k=1 0.371 0.266 0.242 0.232 0.220 0.221 0.243 
k=2 0.344 0.229 0.201 0.189 0.174 0.178 0.213 
k=3 0.334 0.215 0.185 0.172 0.157 0.163 0.206 

0.1 

k=4 0.329 0.208 0.177 0.164 0.148 0.156 0.205 
k=1 0.498 0.513 0.528 0.542 0.611 0.686 0.884 
k=2 0.364 0.388 0.411 0.434 0.542 0.660 0.972 
k=3 0.312 0.341 0.369 0.397 0.529 0.674 1.060 

0.2 

k=4 0.286 0.318 0.350 0.381 0.529 0.692 1.127 
k=1 0.535 0.567 0.598 0.628 0.759 0.884 1.130 
k=2 0.423 0.473 0.521 0.568 0.774 0.972 1.351 
k=3 0.383 0.444 0.504 0.561 0.815 1.060 1.528 

0.3 

k=4 0.366 0.434 0.500 0.564 0.850 1.127 1.660 
k=1 0.585 0.637 0.686 0.732 0.916 1.061 1.240 
k=2 0.500 0.583 0.660 0.732 1.021 1.248 1.492 
k=3 0.478 0.579 0.674 0.763 1.121 1.402 1.681 

0.4 

k=4 0.471 0.585 0.692 0.791 1.197 1.517 1.823 
k=1 0.644 0.718 0.784 0.843 1.054 1.182 1.245 
k=2 0.593 0.710 0.815 0.908 1.237 1.426 1.446 
k=3 0.592 0.736 0.863 0.980 1.388 1.616 1.583 

0.5 

k=4 0.599 0.761 0.907 1.037 1.501 1.758 1.683 
k=1 0.709 0.804 0.884 0.952 1.157 1.240 1.206 
k=2 0.697 0.846 0.972 1.078 1.391 1.492 1.336 
k=3 0.719 0.903 1.060 1.191 1.575 1.681 1.411 

0.6 

k=4 0.742 0.950 1.127 1.277 1.713 1.823 1.460 
k=1 0.779 0.890 0.978 1.048 1.220 1.251 1.163 
k=2 0.807 0.981 1.120 1.227 1.474 1.474 1.239 
k=3 0.855 1.072 1.243 1.376 1.668 1.633 1.271 

0.7 

k=4 0.896 1.141 1.336 1.488 1.813 1.750 1.290 
k=1 0.850 0.972 1.061 1.126 1.248 1.234 1.129 
k=2 0.918 1.109 1.248 1.346 1.494 1.411 1.171 
k=3 0.993 1.230 1.402 1.522 1.675 1.526 1.184 

0.8 

k=4 1.052 1.322 1.517 1.653 1.811 1.608 1.189 
k=1 0.919 1.045 1.130 1.185 1.250 1.206 1.103 
k=2 1.027 1.224 1.351 1.429 1.469 1.336 1.128 
k=3 1.128 1.372 1.528 1.620 1.622 1.411 1.133 

0.9 

k=4 1.205 1.482 1.660 1.763 1.735 1.460 1.134 
k=1 0.985 1.108 1.182 1.223 1.237 1.177 1.083 
k=2 1.129 1.319 1.426 1.477 1.418 1.268 1.099 
k=3 1.255 1.489 1.616 1.671 1.537 1.312 1.101 

1 

k=4 1.350 1.616 1.758 1.816 1.623 1.338 1.102 
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На рис. 1 приведены графические иллюстрации значений среднеквадратической 
ошибки вычисляемой по формуле (3). 

Кривая с индексом k0 соответствует нормированному среднеквадратичному откло-
нению  для оптимального весового коэффициента . 2 2(1 ) /(1 )nS b     2

nb 2 1(1 )nb   

 

Рис. 1. Зависимость 2
,k nM  от при неизвестной дисперсии | |nb

Заключение 

Результаты показывают: 
1. Существуют области значений n, β, k, при которых комбинированные оценки 

предпочтительнее по точности, чем обычная оценка; 
2. Существуют области значений, при которых обычная оценка предпочтительнее 

комбинированной оценки; 
3. С ростом величины β уменьшается точность оценок (1), тем самым повышается 

ценность имеющихся наблюдений. 
 
Автор выражает искреннюю благодарность и признательность своему научному 

руководителю Дмитриеву Юрию Глебовичу за помощь на всех этапах выполнения дан-
ной работы. 
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НЕПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ 
И ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ЦЕН АКЦИЙ 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ АВТОРЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЕЙ 

Г. М. Кошкин, В. Ю. Луков 
Томский государственный университет 

E-mail: kgm@mail.tsu.ru, lukov_vadim@rambler.ru 

Введение 

Во многих прикладных задачах требуется исследовать влияние на выход стохасти-
ческого объекта некоторого множества факторов (входов). В условиях, приближенных 
к реальности, может возникнуть ряд трудностей: 

1) вид модели (т.е. тип зависимости предсказываемой переменной от факторов), 
вообще говоря, может быть неизвестен; 

2) условие независимости векторов наблюдений над выходом и входами может 
нарушаться. 

Таким образом, в некоторых случаях приходится отказываться от параметрических 
методов оценивания и предположений о независимости наблюдений. 

В данной работе исследуются непараметрические алгоритмы идентификации зави-
симости цен акций от предыдущих p значений цен с помощью статистического моде-
лирования. 

1. Постановка задачи 

Пусть имеется выборка цен акций , которая генерируется авторегрессией 

порядка p: 
1,...,N( )t tX 

 1( ,..., )t t t pX f X X  t   , (1) 

где  ─ последовательность независимых одинаково распределенных случайных ве-

личин с нулевым средним и одинаковой дисперсией, f ─ неизвестная функция.Предпо-
ложим, что на исследуемом интервале времени вид функции f не меняется. 

t

Необходимо по наблюдениям N  восстановить неизвестную зависимость 

f. Графически данную задачу можно представить в виде
1,...,pX X

: 

 

2. Непараметрическая идентификация модели φ 

Регрессия φ (условное математическое ожидание), как модель f, минимизирует 
среднеквадратическое отклонение между выходами объекта t  и модели . Так как 

регрессия φ неизвестна, оценим её статистикой, по структуре являющейся аналогом 
известной оценки регрессии Надарая-Ватсона: 

X t
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где ( i

n

)
x Z

K
h


 – p-мерное ядро оценки (произведение одномерных плотностей стан-

дартного нормального закона), n N p 

Z 
,  – параметр (коэффициент) размытости, 

 – цена акции в i-й момент времени, . 
nh

(i iiX 1,..., )i pX X 

В работе [1] доказано, что в асимптотике оценка (2) сходится по вероятности к ис-
тинной регрессии φ, т.е. является состоятельной при выполнении ряда условий на сла-
бую зависимость наблюдений 1,...,p NX X . 

3. Сравнительный анализ алгоритмов идентификации моделей авторегрессии 

Проведем сравнительный анализ авторегрессий (1) различного порядка (в качестве 
наблюдений взяты цены акций ОАО «Газпром» за период 28.04.2014–28.04.2015). Сна-
чала рассмотрим случай авторегрессии 1-ого порядка: 
 , 1( )t tX f X   t 2,..., 250t  . 

В качестве одномерного ядра возьмем плотность стандартного нормального зако-
на: 

 
21

( ) exp
22

u
K u

 
   

  
. 

Исследуем зависимость средней относительной ошибки идентификации ε(h) от па-
раметра размытости h (см. рис. 1): 
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Рис. 1. Зависимость погрешности ε от параметра размытости h 
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Из рис. 1 следует, что минимум ошибки достигается при 1,6h  . 
Качество непараметрической идентификации при 1p   приводится на рис. 2. 

 

Рис. 2. Наблюдения  и их оценки iX ,1.6
ˆ

i  

Полученные результаты позволяют сделать прогнозы на один такт для 221 250,...,X X  

(см. табл. 1). 

Т а б л и ц а  1  
Сравнение прогнозов и истинных цен акций за последние 30 дней 

День Истинная цена Прогноз  День Истинная цена Прогноз 

221 141.63 143.79 237 147.3 146.59 

222 141.45 141.33 238 148.74 146.57 

223 142.62 141.01 239 151.9 147.98 

224 138.59 143.21 240 150 151.88 

225 137.57 138.43 241 148.4 149.66 

226 138.14 137.69 242 150.1 147.74 

227 138.33 138.1 243 152.87 149.75 

228 136.69 138.24 244 153.55 152.39 

229 134.98 137.07 245 154.7 152.76 

230 137.88 136 246 156.2 153.35 

231 139.19 137.87 247 155.27 154.72 

232 143.2 138.73 248 151 153.95 

233 144.88 143.89 249 154.14 150.98 

234 145.65 145.22 250 155.18 153.19 

235 145.7 145.59 средняя ошибка (e)  1.84 

236 147.35 145.61    
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Качество прогнозирования будем определять средней абсолютной ошибкой: 

 
250

,1.6
221

1

30 ii
i

e X


    . 

Теперь рассмотрим случай авторегрессии 2-ого порядка: 
 , 1 2( , )t t tX f X X   t 3,..., 250t  . 

Аналогично исследуем зависимость средней относительной ошибки идентифика-

ции ε(h) от вектора параметров размытости  1 2,h h h  (см. рис 3): 
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Рис. 3. Зависимость погрешности ε от параметров размытости  и  1h 2h

В данном случае, минимум ошибки достигается при , . 1 1, 4h  2 3,6h 
Качество непараметрической идентификации при 2p   приводится на рис. 4. 
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Рис. 4. Наблюдения  и их оценки  iX ,1.4,3.6ˆ i

Для авторегрессий более высоких порядков при использовании непараметрических 
алгоритмов результаты приведены в табл. 2. Также в работе проводится сравнение с 
параметрическими моделями. 

Т а б л и ц а  2  
Сравнение исследуемых моделей 

 Непараметрические модели Параметрические модели 

 P=1 P=2 P=3 P=4 P=1 P=2 P=3 P=4 

Оптимальные 
параметры раз-

мытости 
1.6 

1.4 
3.6 

1.6 
9.7 

10.3 

0.6 
18.3 

8 
6.4 

– – – – 

Средняя ошибка 
(e) 

1.84 1.989 1.974 1.978 2.434 2.874 3.074 2.986 

 
На основе исследований можно сделать вывод, что авторегрессии AR(1) показали 

наилучшие результаты в смысле минимума средней ошибки по прогнозам как в случае 
непараметрической, так и в случае параметрической идентификации. 

Заключение 

В настоящей работе исследовались непараметрические алгоритмы идентификации 
зависимости цен акций от предыдущих p значений цен. По результатам сравнительного 
анализа непараметрическая идентификация в целом оказалась лучше параметрических 
методов прогнозирования цены по критерию средней ошибки, что, по-видимому, объ-
ясняется достаточно сильной корреляционной зависимостью между  и . tX 1tX 
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Введение 

Одной из актуальных проблем в логистике является анализ и прогноз стоимости 
оборотных средств предприятия [1-3]. Их эффективное использование зависит от того, 
насколько точно определена потребность в оборотных средствах, так как и занижение, 
и завышение величины оборотного капитала влекут отрицательные последствия 
для деятельности организации и чреваты серьезными ошибками при принятии управ-
ленческих решений. При этом нередко фирма имеет неадекватные данные о размерах 
вложений в оборотные активы вследствие некорректной оценки имеющихся данных, 
что часто бывает на практике в случае обработки цензурированных наблюдений. Одна-
ко даже при корректных расчетах цензурирование приводит к существенной потере 
точности, что негативно сказывается на результирующих показателях [4-8]. Априорная 
информация отчасти способна компенсировать возникшие расхождения [4-6, 12]. 

В данной работе с помощью имитационного моделирования было исследовано 
влияние априорной информации о квантиле функции распределения (ф.р.) на свойства 
оценок ф.р. по полным и цензурированным выборкам. 

1. Постановка задачи 

Наиболее важными показателями эффективного использования оборотных средств 
для их дальнейшего анализа и прогнозирования являются оборот (О) и коэффициент 
оборачиваемости (КО). Обычно показатели О и КО рассчитываются следующим обра-
зом [2,3,7,8]: 

 
количество дней за определенный период

за данный период
О

КО
 , (1) 

где 

 
Суммарный объем реализации за период (год, месяц)

Размер среднего месячного (недельного или дневного) запаса
КО  , (2) 

при этом после расчетов во избежание излишней оптимистичности результатов значе-
ние О округляется до верхнего целого, а КО – до нижнего. 

Пусть стоимость вложений в оборотные активы предприятия есть случайная вели-
чина (с.в.) , , с ф.р. [0, ]T T   ( ) ( )F t P t   . Для оценивания средней стоимости 

вложений рассмотрим выборку  1 , ..., NX X , в которую включены значения стоимости 

оборотных средств на начало или конец i-го месяца (недели, дня), N – количество меся-
цев (недель, дней). Тогда средняя стоимость может быть найдена следующим образом: 

 
1

1 N

i
i

X
N 

 X , (3) 

где , 1,iX i N  – объем оборотных средств в денежном эквиваленте на начало i-го 

месяца, N – количество месяцев. 
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2. Анализ оборачиваемости оборотных средств по цензурированным данным 

Зачастую на практике приходится сталкиваться с данными, которые представлены 
в виде нестандартных выборок, особенностью которых является отсутствие части све-
дений относительно значений результатов наблюдений, и при этом известно, что неко-
торые наблюдения попали в определенные интервалы (т.е. исходная выборка является 
неполной). В таких случаях говорят о цензурированных данных, а выборка при этом 
называется цензурированной [4–10]. 

Пусть  – прогрессивно справа I типа цензу-

рированная выборка (ц.в.) [9] объема N, где для 

1 1 2 2( , ) {( , ), ( , ), ..., ( , )}N NX I X I X I X I

1,i N  

 

 0, если полное наблюдение известно точно ,

1, если условное наблюдение (наблюдение до цензурирования,

неполное наблюдение).

i

i i

X

I X




 



 

При этом момент цензурирования  неслучайный, количество неполных наблю-

дений в интервале  – с.в., численно равная доле g от числа всех значений в этом 

интервале, где 

1T

1( , ]T T

0 1g 

]

, количество полных (т.е. известных точно и однозначно) на-

блюдений в  определяется как 1( ,T T 1 (1 )( )N g N r   , где r – количество полных 

наблюдений в интервале  10,T . Тогда оценка функции распределения примет вид [9]: 
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

  (4) 

При  данная оценка совпадает с оценкой Каплана-Мейера [10] и является 

непараметрической [9], асимптотически несмещенной [4], при этом [4] 
1 0N 
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1
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 
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Математическое ожидание (м.о.) значения с.в. τ может быть найдено с помощью 
метода подстановки [11]: 

 
Ц  Ц 

0

( )
T

NNX xdF  t . (5) 

В итоге формула для расчета м.о. по однократно справа ц.в. имеет вид: 
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где  – i-я порядковая статистика в вариационном ряду, построенному на основе 

исходной ц.в., 
)(iX
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 

 

0, полное наблюдение,

1, наблюдение до цензурирования.

i

i
i

X
I
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  
 

Данный подход может быть использован для модификации способов расчета ко-
эффициента оборота и оборачиваемости. 
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3. Исследование влияния дополнительной информации 
о квантиле распределения на качество оценок 

Пусть в точке qx  известно значение оцениваемой ф.р. F:  qF x q , причем 

 и F принадлежит квантильному классу непрерывных ф.р. Тогда модифици-

рованная оценка ф.р. с учетом данной информации определится согласно формуле сле-
дующим образом [12]: 

k kq p k  

 . (7)      
3

1 2
1 2 3

1

( ) ( ) ( )q q k
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

          3

Т.к.  и , , то 2 0kl  0 0p  1 1mp   1 1l p , 3 2 1 2l p q p p1     и тогда 
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где  и  1
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NF x  определяются как 
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. 

В наших обозначениях  1p q  1
NF x  и  3

NF x  перепишутся в виде: 
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Тогда проектор примет вид: 
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Аналогично проектор может быть применен для оценки вида (4). 
Нетрудно показать, что данная оценка ф.р. является непараметрической, несме-

щенной, поведение нормированной на N среднеквадратической ошибки (с.к.о.) 

 2
( ) ( )q

NNM F x F x  для случая полной выборки и  2
( ) ( )Цq

NNM F x F x

20M

 для ц.в. изучено с 

помощью имитационного моделирования на случай равномерного в [0,1] распределе-
ния. Результаты для  и параметра моделирования 100N  000  приведены на 

рис. 1–2. Также на графиках отображается поведение с.к.о.  2
( )( )NNM F x F x  для эмпи-

рической ф.р. ( )NF x  и оценки вида (4)  2
( ) ( )x F xЦ

NNM F . Заметим, что информация о 

квантиле позволила существенно снизить значения с.к.о. как в случае полной, так и 
цензурированной выборок. 

Используя метод подстановки, можно найти модифицированную оценку м.о. по 
полной выборке с учетом информации об одном квантиле распределения 
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и модификацию на случай ц.в.: 
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Рис. 1. С.к.о. ( )NF t , ( )q
NF x , ц ( )NF x и ц ( )q

NF x  для     0,1F t R x , , 1 0.8T  0.4g  ,  0.7q 

 

Рис. 2. С.к.о. ( )NF x , ( )q
NF x , ц ( )NF x и ц ( )q

NF x  для     0,1F t R x , , 1 0.3T  0.5g  ,  0.3q 
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4. Расчет коэффициента оборачиваемости и оборота предприятия г. Томска 

Для демонстрации всех перечисленных выше методов определения О и КО были 
проведены расчеты по значениям стоимости вложений в запасы и ежемесячным объе-
мам реализации одного крупного производственного предприятия г. Томска за 2013 г. 
Вся информация, которая использовалась для получения результатов, представлена в 
табл 1. Так как она является коммерческой тайной, данные были масштабированы. 

Т а б л и ц а  1 .  
Масштабированные данные о стоимости запасов и объемах реализации производственного предприятия 

г. Томска за 2013 г. 

Месяц 
Объем реализации,

тыс.руб./мес. 
Запасы на конец месяца, 

тыс. руб. 

Неполные данные 
о запасах на конец 
месяца, тыс. руб. 

Январь 343281,9 157 188,79 157188,79 
Февраль 500587,2 211 566,90 211 566,90 
Март 627897,5 218 691,46 >200 000 
Апрель 653847,7 345 808,36 345 808,36 
Май 694879 317 601,25 317 601,25 
Июнь 644220,6 331 117,79 >200 000 
Июль 774122,4 490 150,71 >200 000 
Август 584331,7 278 853,91 >200 000 
Сентябрь 556282,6 277 191,10 277 191,10 
Октябрь 521414,9 275 095,37 >200 000 
Ноябрь 478678,3 186 046,09 186 046,09 
Декабрь 760155,2 297 387,90 297 387,90 
Январь  306 897,56 306 897,56 

Итого объем реализации, 
тыс. руб./мес. 

7 139 698,9   

 
Также имеется информация о том, что запасы предприятия «А» за данные периоды 

не превышали некоторого значения  с вероятностью , т.е. 216974,64qx  0,22q 

 216974,64 0,22F  . Рассчитывая средний запас по предоставленным данным по фор-

мулам (3), (6), (10) и (11), получаем результаты, которые представлены в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2 .  
Расчет оборота по полной и цензурированной выборке различными методами 

Средние запасы Значение, тыс.руб./мес. КО, раз/год Оборот О, дни 
Арифметическое среднее 282224,97 25,298 14,43 

Среднее с учетом информации 
о квантиле 

285 511,51 25,006 14,59 

Среднее по ц.в. 274 107,60 26,05 14,01 
Среднее по ц.в. с учетом информации 

о квантиле 
279 932,71 25,51 14,31 

 
Таким образом, сравнивая полученные величины, можно сделать вывод о том, что 

знание дополнительной информации в случае цензурирования положительно сказыва-
ется на определении КО и О, позволяет более точно определять размеры средних запа-
сов (ближе к результатам, полученным по полной выборке), а значит компенсировать 
потери информации, связанные с наличием неполных данных. 

Заключение 

В результате проделанной работы с помощью имитационного моделирования было 
установлено, что учет дополнительной информации о квантиле позволяет улучшать 
точность оценивания ф.р. как в случае полных, так и цензурированных данных. Рас-
сматриваемые оценки были использованы при расчете показателей оборачиваемости 
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оборотных средств крупного производственного предприятия г. Томска. Фирме даны 
практически значимые рекомендации. 
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АНАЛИЗ УДОВЛЕТВОРЕННОСТИ НАСЕЛЕНИЯ 
КАЧЕСТВОМ МЕДИЦИНСКИХ УСЛУГ 

А. Л. Сивушина 
Томский государственный университет 

E-mail: nastya_9494@mail.ru 

Введение 

В настоящее время имеется необходимость оценки степени удовлетворенности на-
селения услугами, оказываемыми любой организацией, по данным, предоставленным 
из опросов, интервью, анкетирования. Социологические обследования потребителей 
муниципальных услуг предопределены Указом Президента РФ от 28 апреля 2008 г. 
№ 607 «Об оценке эффективности деятельности органов местного самоуправления го-
родских округов и муниципальных районов» и распоряжением Правительства РФ от 
11 сентября 2008 г. № 1313-р [1]. Сложность анализа таких данных заключается в том, 
что, как правило, они являются качественными. Именно для таких данных применим 
детерминационный анализ [2]. В данной работе взята для рассмотрения сфера меди-
цинских услуг Бакчарского района Томской области. Метод исследования: формализо-
ванное интервью «лицом к лицу». 

1. Постановка задачи 

Необходимо определить по данным опроса с помощью формализованного интер-
вью «лицом к лицу» удовлетворенность населения качеством медицинских услуг, кото-
рые оказывают лечебные учреждения района. Данные получены из ответов респонден-
тов на вопрос: 

«Удовлетворяет ли Вас качество медицинской помощи, которую оказывают лечеб-
ные учреждения района / Вашего поселения?» 
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1. Удовлетворяет. 
2. Не удовлетворяет (почему?) __________________________________. 
3. Затрудняюсь ответить. 
4. В моей семье никто не пользуется услугами этих лечебных учреждений. 

Для анализа была предоставлена выборка: 567 чел. (5,3% от 10593 избирателей 
района). Она была отсортирована по признакам, таким как: пол, возраст, место прожи-
вания (село) респондента. Важно отметить, что сначала анализировались все данные, 
далее выборка была отсортирована и представлена числом опрошенных, ответивших на 
вопрос лишь первыми тремя вариантами ответов. Таким образом, была получена новая 
выборка из 488 ответивших респондентов, в ней исключался вариант, когда опраши-
ваемый не пользовался (не пользуется в настоящий момент) медицинскими услугами. 

Рассмотрим основные понятия детерминационного анализа: 
Эмпирическое описание социальных явлений осуществляется на базе специальных 

эмпирических исследований. Первичные эмпирические данные, получаемые в ходе со-
циальных исследований, представляют собой веер отображений, т.е. совокупность ото-

бражений вида , iE X 1,i  n , где Е – множество объектов,  – множество значений 

переменной 
iX

ix , i – индекс, нумерующий переменные, участвующие в эмпирическом 

исследовании. 
Первичный результат социальных измерений – это, зачастую, пачка заполненных 

анкет, бланки интервью, другие типы рабочих документов. Детерминационный анализ, 
предложенный С.В. Чесноковым [2], представляет собой вариант исчисления эмпири-
ческих условных частот (долей), которые содержатся в таблице сопряженности. В ней 
строки – объекты, столбцы – переменные, а каждый отдельный элемент на пересечении 
строки и столбца – значение соответствующей переменной для соответствующего объ-
екта. В роли нечислового символа (знака), например, может выступать конструкция 
«затрудняюсь ответить». Пол, адрес проживания и прочее – общеизвестные примеры 
номинальных переменных. Одна из основных задач, решаемых при обработке социаль-
но-экономических данных, – задача выяснения и описания связей между переменными. 
Анализ таких данных проводится посредством детерминации. 

Допустим, что у некоторой совокупности объектов выделены два признака X и Y, 
где у множества признаков X выделен признак a, а у множества Y – признак b. Тогда на 
языке детерминационного анализа детерминация  с интенсивностью a b  I a b , 

это не что иное, как высказывание «если а, то b», которому приписывается интенсив-
ность, отражающая его точность или истинность. 

Теперь рассмотрим случай, что среди респондентов, демонстрирующих тип пове-
дения b, доля тех, кто обладает некоторым свойством а. Тогда на языке детерминаци-
онного анализа это означает, что детерминация  имеет ёмкость a b  C a b . Она 

измеряет долю случаев реализации поведения b, которая «объясняется» высказыванием 
«из а следует b». Ёмкость  C a b

a b
 отражает насколько всеобъемлюще объяснение, 

построенное на детерминации , т.е. полноту этой детерминации. 
В анализе нашей выборки признаки - это характеристики респондентов: пол и воз-

раст, а тип поведения - ответы на поставленный вопрос. 
Пусть  ,N a b  – это количество объектов выборки, в которой  и , X a Y b

 N a  – количество объектов с признаком X a ,  N b  – количество объектов с при-

знаком Y . Тогда интенсивность и ёмкость данных вычисляются по формулам: b

 
( , ) ( , )

( )
( ) ( )

N a b P a b
I a b

N a P a
   , (1) 
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( , ) ( , )

( )
( ) ( )

N a b P a b
C a b

N b P b
   . (2) 

2. Алгоритм обработки и анализа данных 

1. Формируется генеральная совокупность номинальных данных, где информа-
ция может иметь как нечисловую природу, а также она может быть оцифрова-
на. 

2. В Microsoft Office Excel заносятся данные, по ним строится сводная таблица 
(аналог таблицы сопряженности), где в зависимости от того, какая из характе-
ристик выборки оценивается, интенсивность или же ёмкость, по строкам и 
столбцам заполняются свойства и признаки a и b. 

3. Находятся значения эмпирических вероятностей: P(a), P(b), P(a,b). 
4. По формулам (1) и (2) вычисляются значения оценок интенсивности и ёмкости 
анализируемой выборки. 

Пример. Проведем анализ первой выборки. 
1. Построим сводную таблицу. 

Т а б л и ц а  1  
Сводная таблица по признаку «пол» для ёмкости 

Количество по признаку – «пол» N(М) N(Ж)  
Варианты ответов на вопрос: мужской женский Общий итог 

удовлетворяет 88 121 209 
не удовлетворяет 126 138 264 
затрудняюсь ответить 10 4 14 
в моей семье никто не пользуется этими услугами 51 29 80 
Общий итог 275 292 567 

 
– количество удовлетворенных респондентов – 209, из них мужчин – 88, женщин 

– 121; 
– количество неудовлетворенных респондентов – 264, из них мужчин – 126, 
женщин – 138; 

– доля мужчин во всей выборке – 275, доля женщин – 292. 
2. В рассматриваемом примере для нахождения оценки полноты удовлетворенно-

сти респондентов, обладающих свойствами «пол – женский/мужской», воспользуемся 
формулами нахождения условных частот (долей): 

 
(У,Ж)

(У |Ж)
(Ж)

P
P

P
 , (3) 

 
(У,M)

(У | M)
(M)

P
P

P
 , (4) 

где P(У,Ж) – доля удовлетворенных респондентов женского пола, P(У,М) – доля удов-
летворенных респондентов мужского пола, а P(Ж) и P(М) – доли женщин и мужчин во 
всей выборке. 

Значения в табл. 2, полученные на пересечении столбцов со строками, есть значе-
ния вероятностей – P(У,Ж), P(У,М), а P(Ж) и P(М) – значения в строке "Общий итог". 

Т а б л и ц а  2  
Таблица вычисления долей по признаку «пол» для ёмкости 

Вопрос  мужской женский Общий итог 
удовлетворяет 0,1552 0,2134 0,3686 
не удовлетворяет 0,2222 0,2434 0,4656 
затрудняюсь ответить 0,0176 0,0071 0,0247 
в моей семье никто не пользуется этими услугами 0,0899 0,0511 0,1411 
Общий итог 0,4850 0,5150 1,0000 
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3. Воспользовавшись формулой (3) – (4), получим оценку ёмкости удовлетворен-
ности услугами: 

Т а б л и ц а  3  
Таблица оценок ёмкости по признаку «пол» 

Вопрос мужской женский Общий итог 
удовлетворяет 0,3200 0,4144 0,3686 
не удовлетворяет 0,4582 0,4726 0,4656 
затрудняюсь ответить 0,0364 0,0137 0,0247 
в моей семье никто не пользуется этими услугами 0,1855 0,0993 0,1411 
Общий итог 1,0000 1,0000 1,0000 

 
Таким образом, большую часть удовлетворенных качеством медицинских услуг 

составляют респонденты-женщины. 

Заключение 

Важно отметить, что проведенный анализ осуществим при оценке удовлетворен-
ности респондентов, обладающих не только одним свойством, но и более, например, 
пол и возраст. В этом случае происходит изменение полученного значения оценки 
удовлетворенности, например, приходим к выводу, что наиболее удовлетворенными 
являются респонденты-женщины в возрасте 35–54 лет. Для уточнения оценок интен-
сивности и ёмкости можно использовать методы оценивания с учетом дополнительной 
информации [3]. 

Отметим, что оценка удовлетворенности при помощи детерминационного анализа 
применима во всех сферах социально-экономических услуг и при различных методах и 
способах сбора качественной информации [4,5]. 

 
Автор благодарит своего научного руководителя Ю.Г. Дмитриева за внимание к 

работе и ценные замечания. 
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СЕКЦИЯ III. 
ПРИКЛАДНОЙ ВЕРОЯТНОСТНЫЙ АНАЛИЗ 

РАСЧЕТ УГЛОВОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЯРКОСТИ РАССЕЯННОГО 
ИЗЛУЧЕНИЯ МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО 

М. А. Алексеенко 
Томский государственный университет 

E-mail: masha_af6@mail.ru 

В настоящее время значительно увеличился объем оптической информации с ис-
кусственных спутников Земли, ракет, зондов. Освоение космического пространства не 
могло развиваться без использования ЭВМ. Тем самым оно послужило важным факто-
ром для совершенствования ЭВМ, а также для формирования новых научных направ-
лений, связанных с математическим моделированием радиационного поля Земли, тео-
рией переноса изображения, теорией обработки и распознавание образов и т. д. [1] 

Исследование процесса переноса частиц широко применяется при дешифровке 
снимков из космоса, а также используются для составления модели климата. При ре-
шении подобных задач прогнозирования важную роль играют радиационные модели 
реальной атмосферы, при построении которых могут быть использованы результаты 
работы. 

Основной целью данной работы является исследование зависимости углового рас-
пределения яркости излучения на границах атмосферы от геометрических и оптических 
условий наблюдения, а также условия применимости однородной модели и модели с 
облачным слоем. 

Рассмотрим некоторую среду, которая имеет следующие характеристики: 
– полный коэффициент ослабления 

s c     , где 
s  – коэффициент рассеяния, 

 –коэффициент поглощения. 
c

– ( , , )g h r  – индикатриса рассеяния. Здесь h – высота над поверхностью Земли, 

( , )  
 

 – косинус угла рассеяния. Для задания индикатрисы рассеяния атмо-

сфера разбивается на слои, в каждом из которых индикатриса считается посто-
янной по высоте h. 

Рассмотрим источник излучения на поверхности Земли, который расположен в на-
чале координат (0,0,0). Данную точку будем называть точечным источником. Предпо-
лагаем, что рассеивающая модель атмосферы снизу ограничена подстилающей поверх-
ностью, которой припишем границу 0z  , и условно ограничена сверху плоскостью 

, выше которой рассеяние отсутствует и где h – толщина среды. Начальное на-
правление потока фотонов направлено вдоль оси ОZ. Приемник находится на верхней 
границе атмосферы и имеет координаты (0,0,h). 

z h

В работе рассматриваются 2 модели атмосферы: 
1. Первая модель атмосферы представляет собой вертикально ограниченную 
плоскопараллельную слоисто-однородную среду. 

2. Вторая модель представляет собой плоскопараллельную среду, включающую 
слой сплошной облачности. Для облачного слоя предполагается задание от-
личных характеристик от характеристик слоисто-однородной среды: коэффи-
циенты ослабления, поглощения, рассеяния и индикатриса рассеяния. 

Одним из наиболее универсальных методов решения поставленной задачи является 
метод имитационного моделирования, или метод Монте-Карло. Метод Монте-Карло 
является численным методом теории переноса излучения. Он позволяет решать задачи 
расчета интенсивности излучения с учетом геометрии, поляризации, неоднородности 
атмосферы и поверхности и т.д. В атмосферной оптике существует несколько способов 
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решения методом Монте-Карло: прямое моделирование, локальные оценки, моделиро-
вание на основе сопряженных траекторий и т. д. [2] 

Основой метода Монте-Карло является интегральное уравнение переноса 2-го рода 
с обобщенным ядром для плотности столкновений частиц. 

 ( ) ( , ) ( ) ( )
X

f x k x x f x dx x   
    

 f Kf


,    .  

K — интегральный оператор с ядром ( , )k x x


, т.о. -1( , ) ( )n n
X

f k x x f x dx   
   

. 


 
2

( ) ( )exp( ( , )) ( ) -
( , ) ( )

-( )2 -
s r g r r r r r

k x x
r rr r r

       
  

      
   

n i nx x
 

.  

Алгоритм прямого моделирования представляет собой цепь Маркова в рассматри-
ваемой среде, при котором столкновение частиц приводят либо к рассеянию, либо к 
поглощению фотонов и позволяет просчитать интегральные характеристики излучения. 
Недостатком прямого моделирования является то, что он не позволяет с достаточной 
степенью точности вычислять такие характеристики, как интенсивность, освещенность 
и другие. Решением такой проблемы является алгоритм локальной оценки. 

Алгоритм локальной оценки заключается в расчете следующего функционала: 

 . (1) 
0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
i

N

i i
nX

J r d l x x f x dx M Q l


          
     

Здесь ( )i s


 – индикатор области i , Φ – поток частиц в заданной т. x


,  – вес час-

тицы, 
nQ

( )f x


 – плотность столкновений. 

Формула (1) имеет смысл плотности вероятности того, что фотон, находящийся в 
точке столкновения и имеющая направление r

 


, после столкновения попадет в точку 

приема  в направлении r





. 
Данный алгоритм используется для расчета углового распределения яркости, кото-

рое представляет собой следующую величину: 
 ( ) ( ) /I J    , 

θ – величина телесного угла. 
Способ, позволяющий увеличивать эффективность моделирования и к тому же 

устраняющий некоторые недостатки метода локальной оценки, являющийся моделиро-
вание на основе сопряженного уравнения переноса. В методе сопряженных траекторий, 
в отличие от алгоритма прямого моделирования, рассматривается обратный порядок 
построения траекторий. Траектория представляет путь от детектора, который находит-
ся на нижней границе атмосферы, к источнику, расположенному на верхней границе, 
соответственно. Достоинством этого метода является то, что траектории выходят из 
точки наблюдения непосредственно по интересующим нас направлениям [3]. 

Сравним распределение интенсивности полного рассеяния для двух рассматривае-
мых моделей: слоисто-однородная модель и модель, содержащая облачный слой «обла-
ко С1». На рисунке приведена зависимость интенсивности полного рассеяния для дли-
ны волны λ=0,694 мкм при расположении приемника на границе атмосферы, т.е. 
H=30 км, и при различных видах источников: мононаправленного, изотропного и лам-
бертовского. 

Из графика видно, что наличие облачного слоя повлияло на уменьшение значения 
интенсивности при всех трех видов источников. В частности, для мононаправленного 
источника наблюдается уменьшение значения интенсивности в начальном угле приема, 
но с ростом величины угла значения рапределения интенсивности увеличиваются, эти 
наблюдаемые изменения связаны с расположением облачного слоя,в данном случае он 
распологается в нижних слоях атмосферы. Такое поведение излучения всех трех видов 
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источников обусловлено большим коэффициетом ослабления при существовании 
облачного слоя. 

 
Рис. 1. Зависимость интенсивности полного рассеяния I от углов приема для различных источников излучения для 

однородной модели и модели с облачным слоем «облако С1». Длина волны λ=0,694 мкм, H=30 км. 

В ходе выполнения научной работы были поставлены и решены задачи: 
1. Реализован алгоритм метода Монте-Карло для расчета углового распределения 
интенсивности излучения точечного источника в условиях безоблачного неба. 

2. Реализован алгоритм метода Монте-Карло для расчета углового распределения 
интенсивности излучения точечного источника при существовании облачного 
слоя. 

3. Проведены анализы сравнения и выявления отличительных различий одно-
родной модели и модели с облачным слоем при расчете углового распределе-
ния интенсивности. 
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СОСТОЯНИЙ МОДУЛИРОВАННОГО MAP-ПОТОКА СОБЫТИЙ 

В УСЛОВИЯХ ЕГО ЧАСТИЧНОЙ НАБЛЮДАЕМОСТИ 

Д. В. Березин, Л. А. Нежельская 
Томский государственный университет 
E-mail:berezin14@mail.ru, ludne@mail.ru 

Введение 

Интенсивное развитие компьютерной техники и информационных технологий по-
служило стимулом к созданию важной сферы приложений теории массового обслужи-
вания  проектирование и создание информационно-вычислительных сетей, компью-
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терных сетей связи, спутниковых сетей, телекоммуникационных сетей и т.п. Интенсив-
ность входящих потоков событий в системах и сетях массового обслуживания меняется 
со временем, как правило, случайно, что приводит к рассмотрению математических 
моделей дважды стохастических потоков событий. Дважды стохастические потоки 
можно разделить на два класса: к первому классу относятся потоки, интенсивность ко-
торых есть непрерывный случайный процесс [1]; ко второму классу относятся потоки с 
интенсивностью, представляющей собой кусочно-постоянный случайный процесс с 
конечным числом состояний [2–5]. Отметим, что MAP-потоки событий относятся ко 
второму классу дважды стохастических потоков и наиболее характерны для реальных 
телекоммуникационных сетей [6]. 

При исследовании потоков событий можно выделить два класса задач: 1) оценива-
ние состояний потока событий [7–9]; 2) оценивание параметров потока [10–15]. 

В настоящей статье приведены численные результаты оптимального оценивания 
состояний модулированного MAP-потока. Предлагается алгоритм оптимальной оценки 
состояний, когда решение о состоянии модулированного MAP-потока выносится по 
критерию максимума апостериорной вероятности, представляющей наиболее полную 
характеристику состояния потока, которую можно получить, располагая только выбор-
кой наблюдений. Сам критерий минимизирует полную вероятность ошибки вынесения 
решения. Алгоритм оптимального оценивания реализован в виде компьютерной про-
граммы, с помощью которой был проведен ряд экспериментов для получения числен-
ных результатов. 

1. Постановка задачи 

Рассматривается модулированный MAP-поток событий с интенсивностью, пред-
ставляющей собой кусочно-постоянный стационарный случайный процесс (t) с двумя 
состояниями: (t)  1 либо (t)2 (1 > 1  0). Длительность пребывания процесса 
(t) в i-м состоянии, i  1,2, определяется двумя случайными величинами: 1) первая 
случайная величина распределена по экспоненциальному закону Fi

(1)  1  , i  1,2; 
в момент окончания i-го состояния процесс (t) переходит с вероятностью единица из i-
го состояния в j-е, i, j  1,2 (i  j); 2) вторая случайная величина распределена по экспо-
ненциальному закону Fi

(2)  1  , i  1,2; в момент окончания i-го состояния про-
цесс (t) переходит с вероятностью P1 (j | i) в j-е состояние (i  j) с наступлением со-
бытия либо с вероятностью P0 (j | i) переходит в j-е состояние (i  j) без наступления 
события, либо с вероятностью P1 (i | i) остается в i-м состоянии с наступлением собы-
тия (P1 (j | i) + P0 (j | i) + P1 (i | i)  1, i, j  1,2, i  j). 

tie 

tie 

Первая и вторая случайные величины являются независимыми друг от друга. В 
сделанных предположениях (t)  марковский процесс. 

Матрица инфинитезимальных характеристик процесса  t  при этом примет вид 
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Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса (t) из состояния 
в состояние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0  интен-
сивности переходов из состояния в состояние без наступления события. Диагональные 
элементы матрицы D0  интенсивности выхода процесса (t) из своих состояний, взя-
тые с противоположным знаком. Отметим, что если P0 (2 | 1)  P0 (1 | 2)  0, то имеет 
место модулированный синхронный поток событий [16]. 

После каждого зарегистрированного в момент времени tk события наступает время 
фиксированной длительности Tdead (мертвое время), в течение которого другие события 
исходного модулированного MAP-потока недоступны наблюдению. По окончании 
мертвого времени первое наступившее событие снова создает период мертвого времени 
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длительности Tdead и т.д. Пример возникающей ситуации приведен на рис. 1, где 1 и 2  
состояния процесса (t), t1,t2…  моменты наступления событий в наблюдаемом пото-
ке, пунктиром обозначены длительности мертвого времени; черными кружками обо-
значены события модулированного MAP-потока, недоступные наблюдению. 

 
Рис 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Так как процесс (t) принципиально ненаблюдаем, а наблюдаемыми являются только 
временные моменты наступления событий потока t1,t2…, то необходимо по этим на-
блюдениям оценить состояние процесса (t) в момент окончания наблюдения. 

Для вынесения решения о состоянии процесса (t) в момент времени t необходимо 
определить апостериорные вероятности w(i| t)  w(i| t1,…,tm,t), i  1,2, того, что в мо-
мент времени t значение процесса (t)  i при этом w(1| t) + w(2| t)  1. Решение о 
состоянии процесса (t) выносится путем сравнения вероятностей: если 
w(i| t)  w(j| t), i, j  1,2, i  j, то оценка состояния (t)  i, иначе (t)  j. ̂ ̂

Ставится задача получения и анализа численных результатов оценивания состоя-
ний описанного выше потока. 

2. Алгоритм оптимального оценивания 

Сформулируем алгоритм оптимального оценивания состояний модулированного 
MAP-потока событий: 

1) находится априорная вероятность 1 нахождения процесса (t) в состоянии 1 в 
момент начала наблюдения t0 по формуле 
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2) на промежутке (t0, t1), где t1 – момент наступления первого события в потоке, 
апостериорная вероятность w(1| t) вычисляется по формуле 
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3) в момент наступления события tk апостериорная вероятность w(1| tk) рассчиты-
вается по формуле 

           
         0||||1

0||||
0|

121021201212102

1211211112112
1 




k

k
k twPPP

twPPP
tw , (3) 

здесь в качестве w(1| tk  0) используется значение, вычисленное по формуле (2) в мо-
мент времени tk, k  1,2,…; 

4) на промежутке (tk, tk + Tdead] вероятность w(1| t) ищется по формуле 
       kttB

k etwtw  1111 0|| , (4) 

где w(1| tk + 0) − значение, вычисленное по формуле (3); 
5) на интервале (tk + Tdead, tk+1), k  1,2,…, значение w(1| t) рассчитывается по фор-

муле 
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где в w(1| tk + Tdead), вычисляется на шаге 4. Далее переходим на шаг 3. Шаги 3–5 по-
вторяются до момента окончания наблюдения за потоком. 

Параллельно по ходу вычисления w(1| t) в любой момент времени выносится ре-
шение о состоянии процесса λ(t): если w(1| t)  w(2| t), то оценка состояния (t)  1, 
иначе (t)  2. 

̂
̂

3. Результаты 

Для получения численных результатов была построена имитационная модель мо-
дулированного MAP-потока событий с двумя состояниями и проведен статистический 
эксперимент. На первом этапе работы программы строится реализация потока. На вто-
ром этапе по полученной выборке t1,t2…,tn − моментов наступления событий в наблю-
даемом потоке, происходит оценивание состояний потока методом максимума апосте-
риорной вероятности. На рис. 2 изображена одна из реализаций потока. 

 
Рис. 2. Фрагмент работы программы − одна из реализаций потока 

На рис. 3 показано поведение апостериорной вероятности w(1| t), вычисленной по 
формулам (1)–(5). 

 
Рис. 3. Фрагмент работы программы − поведение w(1| t) 
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На рис. 4 изображено поведение оценки (t) процесса λ(t). Тонкая прямая линия про-
ведена на тех участках, где поведение λ(t) и  (t) не совпадает. 

̂
ˆ

 

Рис. 4. Фрагмент работы программы − поведение  (t) ˆ

Чтобы установить частоту ошибочных решений о состоянии процесса λ(t), были 
проведены статистические эксперименты, состоящие из следующих этапов: 

1) для определенного набора параметров осуществляется моделирование потока (i-
й опыт); 

2) по формулам (1)-(5) рассчитывается апостериорная вероятность w(1| t) и по ме-
тоду максимума апостериорной вероятности выносится решение о значении процесса 
λ(t) в любой момент времени t; 

3) определяется значение di  суммарная протяженность интервалов времени, на 
которых поведение λ(t) и (t) не совпадает; ̂

4) вычисляется доля ошибочных решений 
T

d
p i

i ˆ , где T  время моделирования; 

5) шаги 1–4 повторяются N раз. 
Результатом описанного алгоритма является выборка ,…,  долей ошибочных 

решений в N испытаниях. По этой выборке вычисляется выборочное среднее 
1p̂ Np̂
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N
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N
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1
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1
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принятия решения, и находится выборочная дисперсия  


N

i 11


 i ppS 22 ˆˆ
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N
. 

В первом эксперименте устанавливается зависимость ошибки оценивания от зна-
чения параметра 1. Значения остальных параметров приведены в таблице 1. 

Т а б л и ц а  1  
Данные для первого эксперимента 

T  100 1  10 1  0…1 P1 (1 | 1)  0.2 P1 (2 | 1)  0.7 P0 (2 | 1)  0.1 
Tdead  1 2  1 2  1 P1 (2 | 2)  0.8 P1 (1 | 2)  0.1 P0 (1 | 2)  0.1 

 
Результаты приведены в таблице ниже.  

Т а б л и ц а  2  
Результаты первого эксперимента 

1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

ошP̂  0.025 0.037 0.049 0.059 0.071 0.079 0.090 0.094 0.104 0.112 0.121 

S 2  10-4 0.63 0.72 0.81 0.93 0.89 1.37 1.26 1.51 1.83 1.92 2.04 

 
Как видно, ошибка оценивания возрастает по мере роста 1. Это объясняется тем, что с 
ростом 1 переходы из первого состояния во второе происходят чаще, а значит, собы-
тий в потоке наступает меньше (в вероятностном смысле), тем самым уменьшается ко-
личество информации, т.к. алгоритм в качестве исходных данных располагает только 
выборкой моментов наступления событий. Таким образом, частота принятия ошибоч-
ных решений о состоянии потока увеличивается. 
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Во втором эксперименте исследуется зависимость ошибки оценивания от отноше-

ния 
2

1


 . В таблице 3 приведены исходные данные эксперимента, результаты экспе-

римента продемонстрированы в таблице 4. 

Т а б л и ц а  3  
Данные для второго эксперимента 

T  100 1  10 1  0.5 P1 (1 | 1)  0.2 P1 (2 | 1)  0.7 P0 (2 | 1)  0.1 

Tdead  1 2004
2

1 
  2  0.5 P1 (2 | 2)  0.8 P1 (1 | 2)  0.1 P0 (1 | 2)  0.1 

 

Т а б л и ц а  4  
Результаты второго эксперимента 

2

1


  4 5 10 20 50 100 200 

ошP̂  0.108 0.097 0.076 0.068 0.061 0.057 0.057 

S 2  10-4 1.94 1.51 1.27 1.73 1.66 1.47 1.16 

 

Результаты показывают, что оценивание тем лучше, чем больше отношение 
2

1


 . В 

этом случае для алгоритма состояния процесса λ(t) становятся различимы лучше, и час-
тота принятия ошибочных решений значительно сокращается. 

Заключение 

В данной статье приведены численные результаты оптимального оценивания со-
стояний модулированного MAP-потока событий при наличии мертвого времени. Про-
делан анализ полученных результатов. 
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Введение 

Сложный характер рыночной экономики и современный уровень предъявляемых к 
ней требований стимулируют использование более серьезных методов анализа ее тео-
ретических и практических проблем. В последние десятилетия значительный вес в эко-
номических исследованиях приобрели математические методы. Математическое моде-
лирование становится одним из основных и наиболее плодотворных методов изучения 
экономических процессов и объектов. 

СМО с неограниченным числом обслуживающих приборов являются математиче-
скими моделями сложных технических систем, таких как распределенные вычисли-
тельные и информационные системы [1], а также различных социально-экономических 
систем, в том числе торговых и страховых компаний [2]. 

Одной из модификаций СМО с неограниченным числом приборов являются сис-
темы массового обслуживания с повторными обращениями, которые применяются для 
описания математических моделей, например, страховых или торговых компаний. Та-
кие модели используют для описания процесса зависимости величины капитала ком-
мерческой организации от стимулирующих программ, например, предоставление скид-
ки при приобретении товара [3, 4], кроме того, подобные системы предлагаются в каче-
стве математических моделей распределительных вычислительных сетей [5]. 

В данной статье, помощью метода асимптотического анализа, приводится исследо-
вание суммарного потока заявок, обратившихся в системы M|M|∞, MMPP|M|∞ и GI|M|∞ 
за время t для повторного и первичного обслуживания. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим системы массового обслуживания с неограниченным числом обслужи-
вающих устройств, в качестве моделей входящих потоков взяты пуассоновский поток 
(М), марковский модулированный поток (MMPP) и рекуррентный поток (GI). 

Продолжительность обслуживания заявки является случайной величиной и имеет 
экспоненциальное распределение с параметром µ. Поступившая заявка занимает любой 
из свободных приборов, завершив обслуживание на котором, с вероятностью  по-
кидает систему или с вероятностью r возвращается для повторного обслуживания. 

1 r

Ставится задача исследования суммарного потока заявок, обратившихся в рассмат-
риваемые системы за время t для повторного и первичного обслуживания (поток сум-
марных обращений). 

2. Поток суммарных обращений в системе M|M|∞ с повторным обслуживанием 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом приборов, 
на вход которой поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ. Обозначим 
i(t) – число занятых приборов в момент времени t, m(t) –суммарное число заявок, обра-
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тившихся в систему за время t для повторного и первичного обслуживания, тогда дву-
мерный поток {i(t), m(t)} является марковским. 

Для распределений вероятностей })(,)({),,( mtmitiPtmiP  запишем систему 

дифференциальных уравнений Колмогорова вида: 

 

( , , )
λ ( , , ) μ ( , , ) λ ( 1, 1, )

μ ( , 1, ) μ(1 )(1 ) ( 1, , ), 0, , 0, .

P i m t
P i m t i P i m t P i m t

t

i rP i m t r i P i m t i m


      


         

 (1) 

Введем частичные характеристические функций в виде 
 ( , , ) ( , , ),jui jwm

i m

H u v t e e P i m t  

тогда из (1) получаем следующее дифференциальное уравнение 

 ( )( , , ) ( , , )
( 1) ( , , ) (1 (1 ) )j u v jv juH u v t H u v t
e H u v t j re r e

t u
 

      
 

 . (2) 

Полученное уравнение позволяет определить основные вероятностные характери-
стики рассматриваемой системы, в том числе и для потока суммарных обращений в 
систему. 

Проведем исследование потока суммарных обращений в систему за время t, с по-
мощью метода асимптотического анализа в условии растущего времени обслуживания. 

Сформулируем вспомогательное утверждение, доказательство которого проводит-
ся аналогично утверждений, приведенных в работе [6]. 

Лемма. Асимптотическое приближение характеристической функции числа заня-
тых приборов в системе M|M|∞ в условии растущего времени обслуживания имеет вид 

    
exp

μ 1

j u
h u

r

    
  

. 

Чтобы сформулировать следующую теорему обозначим 
 , μ ε εu y ,    , , , , , εH u v t F y v t , 

тогда перепишем (2) в виде 

 ( )( , , , ) ( , , , )
( 1) ( , , , ) (1 (1 ) )j y v jv j yF y v t F y v t
e F y v t j re r e

t y
      

      
 

  (3) 

Теорема 1. Предельное, при 0 , значение функции  , ,F y v t  решения 

 , , ,F y v t   уравнения (3) имеет вид 

 
( 1)

( , , ) exp
1 1

jvt e j y
F y v t

r r

      
   

. (4) 

Доказательство. Выполняя в уравнении (3) предельный переход при , полу-
чаем уравнение в частных производных 

0

 
( , , ) ( , , )

( 1) ( , , ) (1 )jv jvF y v t F y v t
e F y v t jr e

t y

 
   

 
. (5) 

Запишем соответствующую систему дифференциальных уравнений 

 
( , , )

1 (1 ) ( 1) ( , , )jv jv

dy dF y v tdt

jr e e F y v t
 

  
. 

Определим два первых интеграла данной системы. Один из них найдем из уравне-
ния 

 
1 (1 )jv

dydt

jr e



, 

очевидно, имеем 
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 1

1

(1 ) ,

(1 ) .

jv

jv

C jr e t y

y jr e t C

  

  
 (6) 

Второй интеграл найдем из следующего уравнения 

 
( , , )

(1 ) ( 1) ( , , )jv jv

dy dF y v t

jr e e F y v t


  
, 

решая которое получаем 

 2( , , ) exp
j y

F y v t C
r

   
 

. 

Общее решение уравнения (5) запишем в виде 

 1( , , ) ( )exp
j y

F y v t C
r

   
 

, (7) 

где  – произвольная дифференцируемая функция, а константа определяется 

равенством (6). 
1( )C 1C

Перепишем равенство (7) 

 ( , , ) ( (1 ) )expjv j y
F y v t jr e t y

r

     
 

. 

Для определения частного решения уравнения (3) воспользуемся начальным усло-
вием. 

Так как число обслуженных заявок за интервал нулевой длины с вероятностью 
единица равно нулю, то начальное условие имеет вид: 
 ( , , 0) ( )F y v y  , (8) 

где ( )  – асимптотическое приближение характеристической функции распределения 

числа занятых приборов в системе в условии растущего времени обслуживания заявок, 
вид которого определен выше, 

y

   exp
1

j y
y

r

    
 

. 

Таким образом, решение уравнения (3), удовлетворяющее начальному условию (8), 
имеет вид 

 
( 1)

( , , ) exp
1 1

jvt e j y
F y v t

r r

      
   

, 

которое совпадает с равенством (4), что доказывает теорему. 
Полагая в (4) , имеем асимптотическое приближение характеристической 

функции суммарного числа обращений, поступивших в систему за время t для повтор-
ного и первичного обслуживания, в условии растущего времени обслуживания 

0y 

 ( ) ( 1)
( , ) { } (0, , ) (0, , , ε) (0, , ) exp

1

jw
jvm t t e

h v t M e H v t F v t F v t
r

         
  

. (9) 

3. Поток суммарных обращений в системе MMPP|M|∞ 
с повторным обслуживанием 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом приборов, 
на вход которой поступает марковский модулированный поток, управляемый цепью 
Маркова k(t) с конечным числом состояний, ( ) 1, 2, ...,k t K , заданной матрицей инфи-

нитезимальных характеристик ijqQ , ,i j 1, 2, ..., K , и матрицей условных интен-

сивностей . Λ
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Обозначим i(t) – число занятых приборов в момент времени t, m(t) – суммарное 
число заявок, обратившихся в систему за время t для повторного и первичного обслу-
живания, k(t) – состояние управляющей цепи Маркова. 

Очевидно, что процесс {i(t), m(t)} не является марковским, так как интенсивность 
поступления заявок в рассматриваемую систему зависит от состояния управляющей 
цепи Маркова k(t), поэтому будем рассматривать трехмерную цепь Маркова 
{k(t),i(t),m(t)}. 

Для распределения вероятностей })(,)(,)({),,,( mtmitiktkPtmikP   запишем 

систему дифференциальных уравнений Колмогорова вида: 

 

ν

( , , , )
λ ( , , , ) μ ( , , , ) λ ( , 1, 1, )

+μ ( , , 1, )+μ(1 )(1 ) ( , 1, , ) (ν, , , ) , 0, , 0, .

k k

k

P k i m t
P k i m t i P k i m t P k i m t

t

irP k i m t r i P k i m t P i m t q i m


      


        

(10) 

Введем частичные характеристические функций в виде 

 , 
0 0

( , , , ) ( , , , )jui jvm

i m

H k u v t e e P k i m t
 

 


тогда имеем 

 
( )( , , , ) ( , , , )

1 (1 ) ( , , , )[ ( 1)] ( , , , )jv ju j u v
k k

H k u v t H k u v t
j re r e H k u v t e H u v t q

t u
 


               . 

Запишем данную систему в виде дифференциального матричного уравнения 

 ( )( , , ) ( , , )
μ( 1 (1 ) ) ( , , )[( 1) ]jv ju j u vu v t u v t

j re r e u v t e
t u

 
      

 
H Η

Η Q Λ , (11) 

где 
 , ( , , ) [ (1, , , ), (2, , , ), ..., ( , , , )]u v t H u v t H u v t H K u v tΗ

 , 

1

2

λ 0 . 0

0 λ . 0

. . . .

0 0 . λK

 
 
 
 
 
  

Λ

11 12 1

21 22 2

1 2

.

.

. . . .

.

K

K

K K KK

q q q

q q q

q q q

 
 
 
 
 
  

Q . 

Чтобы сформулировать следующую теорему обозначим 
 , μ ε εu y ,    , , , , , εH u v t F y v t , 

и перепишем уравнение (11) в виде 

 ( )( , , , ) ( , , , )
1 (1 ) ( , , , ) ( 1)jv j y j y vy v t y v t

j re r e y v t e
t y

                  
F F

F Λ Q. (12) 

Теорема 2. Предельное, при 0 , значение функции  решения 

 уравнения (12) имеет вид 

( , , )y v tF

( , , , )y v t F

 
( 1)

( , , ) exp
1 1

jvt e j y
y v t

r r

      
   

F E , (13) 

где κ  RΛE , а  – вектор стационарного распределения вероятностей состоя-

ний цепи Маркова k(t), определяемый системой уравнений 

(0)R H

0RQ  и удовлетворяющий 
условию нормировки . 1RE

Доказательство. Умножая обе части уравнения (12) на единичный вектор-столбец 
 и выполняя в нем предельный переход при [1, 1, ..., 1]TE 0 , получаем равенство 

 
( , , ) ( , , )

(1 ) ( , , )( 1)jv jvy v t y v t
jr e y v t e

t y

 
   

 
F F

E E F ΛE , (14) 

Предположим, что решение уравнения (12) имеет вид 
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  , , ( , , )y v t y v tF RΦ , (15) 

тогда подставляя в (14) вид решения (15) и учитывая условие нормировки , по-
лучаем дифференциальное уравнение первого порядка для нахождения функции 

 

1RE

( , , )y v tΦ

 
( , , ) ( , , )

(1 ) ( 1) ( , , )jv jvy v t y v t
jr e e y v t

t y

 
      

 
R Λ E . 

Запишем соответствующую систему дифференциальных уравнений 

 
( , , )

1 (1 ) ( 1) ( , , )jv jv

dy d y v tdt

jr e e y v t


 

   
, (16) 

где κ  RΛE . 
Решая полученную систему дифференциальных уравнений с учетом начального 

условия ( , ,0) ( ) exp
1

j y
y v y

r
   
 

 
 , полученного в работе [6] имеем 

 
( 1)

( , , ) exp
1 1

jvt e j y
y v t

r r

       
   

. 

Тогда решение уравнения (12) имеет вид 

     ( 1)
, , ,ε , , ( , , ) exp

1 1

jvt e j y
y v t y v t y v t

r r

        
   

F E F E . (17) 

Полагая в (13) , имеем асимптотическое приближение характеристической 

функции суммарного числа обращений, поступивших в систему за время t для повтор-
ного и первичного обслуживания, в условии растущего времени обслуживания 

0y 

 ( ) ( 1)
( , ) { } (0, , ) (0, , ) exp

1

jv
jvm t t e

h v t M e v t v t
r

        
  

H E F E . (18) 

4. Поток суммарных обращений в систему GI|M|∞ с повторным обслуживанием 

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом обслужи-
вающих приборов, на вход которой поступает рекуррентный поток заявок с функцией 
распределения длин интервалов между моментами поступления заявок A(x). 

Обозначим i(t) – число занятых приборов в системе в момент времени t, m(t) – сум-
марное число заявок, обратившихся в систему за время t для повторного и первичного 
обслуживания. Так как полученный случайных процесс {i(t),m(t)} немарковский, то 
марковизируем его, введя дополнительную переменную z(t), равную длине интервала 
от момента t до момента поступления следующей заявки. Тогда трехмерный процесс 
{z(t),i(t),m(t)} будет марковским. 

Обозначим распределение вероятностей значений полученного марковского про-
цесса })(,)(,)({),,,( mtmitiztzPtmizP  , для которого получаем систему диффе-

ренциальных уравнений Колмогорова. 

 

( , , , ) ( , , , ) (0, , , )
( , , 1, ) (1 )(1 ) ( , 1, , )

(0, 1, 1, )
( ) ( , , , ), 0, , 0, .

P z i m t P z i m t P i m t
i rP z i m t i r P z i m t

t z z
P i m t

A z i P z i m t i m
z

  
        

  
  

      



 (19) 

Введем частичные характеристические функций в виде 

 , 
0 0

( , , , ) ( , , , )jui jvm

i m

H z u v t e e P z i m t
 

 

 
тогда имеем 
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 ( )( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) (0, , , )
1 (1 ) ( ( ) 1)jv ju j u vH z u v t H z u v t H z u v t H u v t

j re r e e A z
t z u z

                
. (20) 

Чтобы сформулировать следующую теорему обозначим 
 , , μ ε εu y    , , , , , , ,εH z u v t F z y v t , 

тогда перепишем (20) в виде 

 
( )

( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )
1 (1 )

(0, , , , )
( ( ) 1) .

jv j y

j y v

F z y v t F z y v t F z y v t
j re r e

t z y

F y v t
e A z

z

 

 

             
 

 



 (21) 

Теорема 3. Предельное, при 0 , значение функции  решения 

 уравнения (21) имеет вид 

( , , , )F z y v t

( , , , , )F z y v t 

 
( 1)

( , , , ) exp
1 1

jvt e j y
F z y v t

r r

      
   

, (22) 

где 
z

R





)0(

, R(z) – стационарное распределение вероятностей значений случайного 

процесса z(t). 
Доказательство. Предположим, что решение уравнения (21) имеет вид 

  , , , , ε ( ) ( , , , )F z y v t R z y v t   , (23) 

то, выполняя в (21) предельный переход при 0 и z . и, учитывая вид решения 
(23) имеем 

 
( , , ) ( , , ) (0)

(1 ) ( 1) ( , , )jv jvy v t y v t R
jr e e y v t

t y z

  
     

  
. 

Запишем соответствующую систему дифференциальных уравнений 

 
( , , )

1 (1 ) ( 1) ( , , )jv jv

dy d y v tdt

jr e e y v t


 

   
. 

Решая полученную систему дифференциальных уравнений с учетом начального 

условия ( , ,0) ( ) exp
1

j y
y v y

r
   
 

 
 , полученного в работе [7] имеем 

 
( 1)

( , , ) exp
1 1

jvt e j y
y v t

r r

       
   

. 

Тогда решение уравнения (21) имеет вид 

     ( 1)
, , , ,ε , , ( , , ) exp

1 1

jvt e j y
F z y v t F y v t y v t

r r

        
   

. (24) 

Полагая в (22) , имеем асимптотическое приближение характеристической 

функции суммарного числа обращений, поступивших в систему за время t для повтор-
ного и первичного обслуживания 

0y 

 ( ) ( 1)
( , ) { } (0, , ) (0, , ) exp

1

jv
jvm t t e

h v t M e H v t F v t
r

        
  

. (25) 

Полученные результаты, позволяют сделать вывод о том, асимптотическое при-
ближение характеристических функций суммарного числа обращений, поступивших в 
рассматриваемые системы за время t для повторного и первичного обслуживания, име-
ют вид распределения Пуассона. 
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Заключение 

В настоящей работе рассмотрены математические модели систем M|M|∞, 
MMPP|M|∞ и GI|M|∞ с повторными обращениями, получено асимптотическое прибли-
жение характеристических функций потока суммарных обращений в условии растуще-
го времени обслуживания для каждой системы. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Whitt W. 1982. On the heavy-traffic limit theorem for GI/G/∞ queues. Adv. Appl. Prob.,14, P. 171–190. 
2. Галажинская О.Н. Бесконечно линейная бесконечно фазная система массового обслуживания со слу-

чайным прерыванием обслуживания // Вестник ТГУ. Приложение №18, 2006. – С. 261–266. 
3. Жидкова Л.А. Математическая модель потоков покупателей двухпродуктовой торговой компании в виде 

системы массового обслуживания с повторными обращениями к блокам / Л.А. Жидкова, С.П. Моисеева // Известия 
Томского политехнического университета. 2013. Том 322, № 6, С. 5–9. 

4. Морозова А.С. Исследование математических моделей стимулирования сбыта продукции: дис. канд. 
физ.-мат. наук: 05.13.18; Филиал Кемеровского гос. ун-т. в г. А.-Судженске – Анжеро-Судженск. 2007. 115 с. 

5. Моисеева С.П. Математическая модель параллельного обслуживания кратных заявок с повторными об-
ращениями / С.П. Моисеева, И.А. Захорольная // Автометрия. – 2011. – Т. 47, № 6. – С. 51–58. 

6. Жидкова Л.А. Исследование числа занятых приборов в системе MMPP|M|∞ c повторными обращениям / 
Л.А. Жидкова, С.П. Моисеева // Вестник Томского государственного университета. Управление, вычислительная 
техника и информатика. 2014. №1 (26). С. 53–62. 

7. Жидкова Л.А. Исследование системы GI|M|∞ с повторным обращениями / Л.А. Жидкова, С.П. Моисеева 
// Труды Томского государственного университета. - Серия физико-математическая: Математическое и программ-
ное обеспечение информационных, технических и экономических систем: материалы II Всероссийской молодеж-
ной научной конференции, Т. 295. - Томск: Издательский Дом Томского государственного университета, 2014. – 
С. 94–100. 
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Введение 

Изучаемый поток относится к классу дважды стохастических потоков событий и 
является одной из адекватных математических моделей информационных потоков со-
общений, функционирующих в ЦСИО [1]. Дважды стохастические потоки делятся на 
два класса: к первому классу относятся потоки, интенсивность которых есть непрерыв-
ный случайный процесс; ко второму классу относятся потоки, интенсивность которых 
есть кусочно-постоянный случайный процесс с конечным числом состояний. 

В реальных ситуациях параметры, задающие входящий поток событий, известны 
либо частично, либо вообще неизвестны, либо изменяются со временем. В подобных 
ситуациях наиболее рациональным является применение адаптивных систем массового 
обслуживания, которые в процессе функционирования оценивают неизвестные пара-
метры либо состояния входящих потоков событий и изменяют дисциплины обслужива-
ния в соответствии с полученными оценками [2]. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока собы-
тий выступает мертвое время регистрирующих приборов [3], которое порождается за-
регистрированным событием. Другие же события, наступившие в течение периода 
мертвого времени, недоступны наблюдению (теряются). Можно считать, что этот пе-
риод продолжается некоторое фиксированное время (непродлевающееся мертвое вре-
мя). Для того чтобы оценить потери сообщений потока, возникающие из-за эффекта 
мертвого времени, необходимо оценить его длительность. 

В настоящей статье c помощью метода максимального правдоподобия решается 
задача оценивания длительности мертвого времени. 
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1. Постановка задачи 

Рассматривается обобщенный полусинхронный поток событий, интенсивность ко-
торого есть кусочно-постоянный случайный процесс λ(t) с двумя состояниями λ1 и λ2 
(λ1 > λ2 ≥ 0). В течение временного интервала, когда λ(t) = λi, имеет место пуассонов-
ский поток событий с интенсивностью λi, i = 1,2. Переход из первого состояния процес-
са λ(t) во второе возможен только в момент наступления события, при этом переход 
осуществляется с вероятностью p (0 <p ≤1); с вероятностью 1 – p процесс λ(t) остается в 
первом состоянии. Тогда длительность пребывания процесса λ(t) в первом состоянии 
есть случайная величина с экспоненциальной функцией распределения: . 

Переход из второго состояния процесса λ(t) в первое состояние может осуществляться 
в произвольный момент времени. При этом длительность пребывания процесса λ(t) во 

втором состоянии распределена по экспоненциальному закону: 

1λ τ
1(τ) 1 pF e 

ατ
2(τ) 1F e  . При пе-

реходе процесса λ(t) из второго состояния в первое инициируется с вероятностью δ 
(0 ≤ δ ≤ 1) дополнительное событие. При этом блочная матрица инфинитезимальных 
коэффициентов примет вид 

 1 1 1
0 1

2 2

0 (1 )

(1 ) ( )

p p
D D D

   
 

      
. 

Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса λ(t) из со-
стояния в состояние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0 – 
интенсивности переходов из состояния в состояние без наступления события. Диаго-
нальные элементы матрицы D0 – интенсивности выхода процесса λ(t) из своих состоя-
ний, взятые с противоположенным знаком. 

После каждого зарегистрированного в момент времени tk события наступает время 
фиксированной длительности Т (мертвое время), в течение которого другие события 
исходного потока недоступны наблюдению. События, наступившие в течение мертвого 
времени, не вызывают продления его периода (непродлевающееся мертвое время). По 
окончании мертвого времени первое наступившее событие снова создает период мерт-
вого времени Т и т.д. Вариант возникающей ситуации показан на рис.1, где 1,2 – со-
стояния случайного процесса λ(t); дополнительные события, которые могут наступать в 
момент перехода процесса λ(t) из второго состояния в первое состояние, помечены бу-
квой δ; штриховка – периоды мертвого времени длительности Т; t1, t2, … – моменты 
наступления событий в наблюдаемом потоке. 
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Рис.1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Процесс λ(t) и типы событий (события пуассоновских потоков и дополнительные 
события) являются принципиально ненаблюдаемыми, а наблюдаемыми являются толь-
ко временные моменты наступления событий t1, t2, … наблюдаемого потока. Рассмат-
ривается установившийся (стационарный) режим функционирования наблюдаемого 
потока событий, поэтому переходными процессами на интервале наблюдения (t0, t), где 
t0 – начало наблюдений, t – окончание наблюдений, пренебрегаем. Необходимо в мо-
мент окончания наблюдений ( в момент времени t) осуществить методом максимально-

го правдоподобия оценку  длительности мертвого времени. T̂

2. Построение функции правдоподобия 

Обозначим τk = tk+1 – tk (k = 1,2,...) – значение длительности k-го интервала между 
соседними событиями наблюдаемого потока (τk > 0). Так как рассматривается стацио-
нарный режим, то плотность вероятностей значений длительности k-го интервала 
pT(τk) = pT(τ), τ ≥ 0, для любого k ( индекс T подчеркивает, что плотность вероятностей 
зависит от длительности мертвого времени). В силу этого момент tk без потери общно-
сти можно положить равным нулю или, что то же самое, момент наступления события 
наблюдаемого потока есть τ = 0. Тогда [4] плотность вероятностей примет вид: 
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 (1) 

В (1) функция F(T) > 0 для любых T (0 ≤ T ≤ τ). Сначала рассмотрим общий случай 
(λ1 – λ2 – α) ≠ 0. Подчеркнем, что (1) – одномерная плотность вероятностей. 

Пусть τ1 = t2 – t1, τ2 = t3 – t2, ..., τk = tk+1 – tk — последовательность измеренных (в ре-
зультате наблюдения за потоком в течение интервала наблюдения (0, t)) значений дли-
тельностей интервалов между соседними событиями потока. Упорядочим величины 
τ1, ..., τk по возрастанию: τmin = τ(1) < τ(2) < ... < τ(k). В силу предпосылок наблюдаемый 
поток обладает марковским свойством, если его эволюцию рассматривать, начиная с 
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момента наступления события (с момента tk, k = 1,2,...). Тогда [5] функция правдоподо-
бия, с учетом (1), запишется в виде 

 

(1) ( )
min

(1) ( ) ( )
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1

( , , , , | ,..., ) 0, 0 ;
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Так как поставленная задача заключается в построении оценки  длительности 
мертвого времени (в предположении, что остальные параметры потока λi, p, α, δ из-
вестны), то, согласно методу максимального правдоподобия, её реализация есть реше-
ние оптимизационной задачи: 
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

где f(T) определена в (1). 
Значение T, при котором (2) достигает своего глобального максимума, есть оценка 

 длительности мертвого времени. T̂

3. Решение оптимизационной задачи 

Произведем переобозначение: τm = τmin. В силу того, что функция правдоподобия 

(2) отличается от нуля при 0 ≤ T ≤ τm, то положим pT(τ(j)) = 0, 2,j k , при T > τm (τm > 0). 

Изучим поведение функции pT(τm), 0 ≤ T ≤ τm, как функции переменной T. В дальней-
шем изложенная ситуация, когда принимается τm = 0, означает доопределение изучае-

мых функций в граничной точке. Исследуем производную / ( )T mp   по T функции pT(τm). 

Имеем 

 

1 2

1

( ) ( )( )/ / /
1 1 2

( )
/ 2 1 2 1 2

2
1 2

( ) [ ( ) ( )] [( ) ( ) ( )] ,

( )( )[ (1 ) ( )]
( ) , 0 T , 0,

( ) ( )

m mT T
T m

p T

m m

p f T f T e f T f T e

p p p e
f T

F T

      

  

       

          
 

  
  

 (3) 

где f(T), F(T) определены в (1); / ( )f T  – производная функции f(T) по T. 

При любых значениях параметров λ1 > 0, λ2 ≥ 0 (λ1 > λ2), α > 0, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1 и 

ограничении (λ1 – λ2 – α) ≠ 0 производная / ( )T mp   – положительная функция переменной 

T ( ), 0 ≤ T ≤ τm, 0 ≤ τm < ∞. Тогда / ( ) 0T mp   (T mp )  – возрастающая функция переменной 

T, 0 ≤ T ≤ τm, и следовательно функция ( )T mp   достигает своего максимального значе-

ния в точке T = τm, 0 ≤ τm < ∞. 
Тогда функция правдоподобия L(T | τ(1),...,τ(k)) достигает своего глобального макси-

мума в точке , т.е. решением оптимизационной задачи (2) является оценка дли-

тельности мертвого времени  [6]. 

ˆ
mT 

ˆ
mT 

Плотность вероятностей pT(τ) для особого случая (λ1 – λ2 – α = 0) примет вид [4] 
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        

  
         

                 
 

 (4) 

Функция правдоподобия, с учетом (4), запишется в виде 
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   ( )
1

(1) ( )

( )(1) ( ) ( )
1 1

1

( | ,..., ) 0, 0 ;

( | ,..., ) ( )[1 ( )] , 0 , 0.
j

k
m

k
Tk j

m m
j

L T T

L T x T T e T  



    

           
 (5) 

где x(T) определена в (4). 
Плотность вероятностей pT(τm), определенная формулой (4), где τ = τm, является 

возрастающей функцией переменной T (0 ≤ T ≤ τm, 0 ≤ τm < ∞) при любых значениях 
параметров λ1 > 0, λ2 ≥ 0 (λ1 > λ2), α > 0, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1 [6]. 

Таким образом, для особого случая, функция правдоподобия L(T | τ(1),...,τ(k)) также 

достигает своего глобального максимума в точке ˆ
mT  , то есть решением оптимизаци-

онной задачи (2) является оценка длительности мертвого времени ˆ
mT  . 

Заключение 

Полученный результат делает возможным решение задачи оценки длительности 
мертвого времени без привлечения численных методов: в процессе наблюдения (в те-

чение временного интервала (0, t)) потока событий вычисляются величины τk, 1,k n , 

после чего находится τm = min τk ( 1,k  n) и полагается ˆ
mT  . Подчеркнем, что по опре-

делению, оценка максимального правдоподобия длительности мертвого времени при 
конечных t будет всегда смещенная (τm > T); её несмещенность реализуется только в 
асимптотическом случае при t → ∞. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАМКНУТОЙ RQ-СИСТЕМЫ 
M/GI/1/N С КОНФЛИКТАМИ ЗАЯВОК 

А. С. Квач 
Томский государственный университет 

E-mail: kvach_as@mail.ru 

Введение 

В настоящей работе рассмотрена замкнутая RQ-система (Retrial Queuing System) с 
конфликтами заявок. Системы с повторными вызовами или RQ-системы играют очень 
важную роль при исследовании телекоммуникационных и компьютерных систем, при 
проектировании мобильных сотовых радиосетей, телефонных сетей и других техниче-
ских систем. На данный момент известно большое количество работ, статей и моно-
графий, посвященных исследованию RQ-систем. Например, только в монографии [1] 
приведено более семисот ссылок по данной тематике. Основы и фундаментальные ис-
следования в области RQ-систем также можно найти в работах Г.И. Фалина [2]. 

Исследованию замкнутых RQ-систем с конечным числом источников посвящены 
работы Almási B., Sztrick J., Roszik J. [3,4], Artalejo J. R. [5], Dragieva V. [6, 7]. В работах 
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Almási B., Sztrick J., Roszik J. рассматриваются модели ненадежных замкнутых RQ-
систем в однородной и случайной среде, многолинейные замкнутые RQ-системы и др. 
Отметим, что ни в одной из приведенных работ не рассматриваются замкнутые RQ-
системы с конфликтами заявок. 

В работах [8-10] приведены основные результаты исследования замкнутой RQ-
системы с конфликтами заявок в случае экспоненциального обслуживания. 

В публикации [11] для исследования замкнутой RQ-системы M/GI/1//N с конфлик-
тами заявок был предложен метод асимптотического анализа в условии неограниченно 
растущего числа источников, а в данной работе эта система исследуется численно для 
достаточно больших значений N. 

1. Математическая модель 

Рассматривается немарковская замкнутая RQ-система с N источниками. Каждый 
источник генерирует заявку и отправляет 
ее на прибор с интенсивностью . Ис-
точник, который отправил заявку на об-
служивание, находится в режиме ожида-
ния и не генерирует новую до тех пор, 
пока заявка не завершит обслуживание. 

/ N

Заявка, заставшая прибор свободным, 
занимает его для обслуживания. Время 
обслуживания каждой заявки является 
случайной величиной с произвольной 
функцией распределения ( ) . Если при-

бор занят, то поступившая заявка вступа-
ет в конфликт с обслуживаемой заявкой и 
они обе переходят в ИПВ. Из ИПВ после 

случайной задержки, продолжительность которой имеет экспоненциальное распреде-
ление с параметром , заявка вновь обращается к прибору с повторной попыткой 
его захвата. 

B x

/ N

N

. . . N

N

N

N

N

)(xB

Рис. 1. Замкнутая RQ-система 

N 

Пусть )  – число источников в режиме ожидания, а )  определяет состояние 

прибора следующим образом: 

(ti (tk

  
0,   если прибор свободен,

( )
1,    если прибор занят.

k t


 


Под состоянием системы будем понимать состояние процесса }  в момент 

времени t. Для рассматриваемой системы процесс }  не является марковским, 

поэтому для его марковизации введем случайный процесс )  имеющий смысл длины 

интервала от момента t до момента окончания успешного обслуживания заявки. 

)(),({ titk

)(),({ titk

(tz

Таким образом, исследуется марковский процесс } , который имеет 

переменное число компонент в зависимости от состояния прибора, так как компонента 
z(t) определена только в те моменты, когда 

)(),(),({ titztk

1)( tk . 

Обозначим ) – вероятность того, что прибор в момент 

времени t свободен и в режиме ожидания находится i источников, а 
 – вероятность того, что прибор в момент времени t 

занят и до окончания обслуживания заявки остается времени меньше z, а в режиме 
ожидания находится i источников. 

,(})(,0)({ 0 tiPititkP 

),,(})(, 1 tziPztzi )(,1)({ titkP 
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2. Уравнения Колмогорова 

Для распределения вероятностей , )  состояний системы составим 

систему дифференциальных уравнений Колмогорова и запишем ее для стационарного 
распределения 

) ,,(1 tziP,(0 tiP
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(1) 

Исследование системы (1) выполним в несколько этапов 
1. Рассмотрим 3-е уравнение системы (1). Решив полученное линейное неоднород-

ное дифференциальное уравнение первого порядка относительно функции 1 (1, )P z , по-

лучим 
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Так как существует предел , при этом первый сомножитель пра-

вой части равенства (2) неограниченно растет при , следовательно, можно запи-
сать: 
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откуда получим 
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Рассмотрим 5-ое уравнение системы (1). Решение линейного неоднородного диф-
ференциального уравнения первого порядка относительно функции )  запишем в 

следующем виде 
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Далее, выполнив аналогичные преобразования, получим 
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Таким образом, получим следующую систему 
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 (4) 

2. Вернемся к системе (1) и рассмотрим 3, 5 и 7-е уравнения для ,  
и  соответственно. Выполним предельный переход при 
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3. Далее объединим 1,2,4,6-ое уравнения системы (1) и системы (4) и (5). Получим 
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Нетрудно показать, что выполняется следующая рекуррентная процедура 
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3. Численный анализ 

Для рассматриваемой модели были получены рекуррентные формулы (6) для вы-
числения распределения вероятностей числа источников в режиме ожидания окончания 
успешного обслуживания. Проверим целесообразность его аппроксимации гауссовским 

распределением. Для этого найдем расстояние Колмогорова  
 




k

i

k

i
Nk

iPiP
0 0

1
0

)()(max , 

где – распределение, полученное с помощью гауссовской аппроксимации, – 

распределение вероятностей, найденное реализацией численного алгоритма. 

)(1 iP )(iP

Рассмотрим гамма-распределение времени обслуживания заявок. Для функции 
распределения гамма-распределения с параметрами α и β преобразование Лапласа-

Стилтьеса  имеет следующий вид: ( )B u ( ) 1
u

B u


  
   

. Для отображения изменения 

значений параметров гамма-распределения воспользуемся коэффициентом вариации 
1

V 


, при этом положим .   

Пусть , 5  10  . В табл. 1 приведены значения расстояния Колмогорова Δ для 
различных N и V. 

Т а б л и ц а  1  

 
        N 
   V 

10 30 50 70 90 120 170 

0,5 0,074 0,022 0,111 0,139 0,142 0,129 0,095 
0,7 0,092 0,126 0,082 0,073 0,058 0,044 0,037 
1 0,107 0,051 0,034 0,026 0,022 0,019 0,016 
3 0,016 0,005 0,004 0,003 0,003 0,002 0,002 
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5 0,068 0,027 0,019 0,015 0,013 0,012 0,009 
10 0,064 0,097 0,071 0,050 0,040 0,032 0,025 

 
Будем считать допустимой погрешностью аппроксимации (расстояние Колмогоро-

ва) . В таблице 1 таким значениям Δ соответствует заштрихованная область – 
область применимости гауссовской аппроксимации. 

05,0

Для гамма-распределения с коэффициентом вариации 3V   можно сделать вывод, 
что точность полученной аппроксимации достаточно велика, так для  расстоя-
ние Колмогорова не превышает значения 0,016. 

10N 

Для случая  ( 1  ) гамма-распределение является экспоненциальным с 

параметром µ = 1. Достаточная точность достигается уже при N ≥ 30. Отметим, что ре-
зультаты, полученные в случае экспоненциального распределения времени обслужива-
ния, совпадают с результатами исследования марковской замкнутой RQ-системы с 
конфликтами заявок [9]. При коэффициенте вариации 

1  V 

5V   гауссовская аппроксима-
ция допустима для N ≥ 30. 

Для гамма-распределения с коэффициентом вариации 0,7V   и  можно сде-

лать вывод, что )  недостаточно точно аппроксимирует распределение вероятностей 

 числа источников в режиме ожидания окончания успешного обслуживания и 

применение гауссовской аппроксимации в данных случаях является нецелесообразным. 

10V 
(1 iP

)(iP

 
Работа выполнена при поддержке государственного задания Минобрнауки Рос-

сии № 1.511.2014/К. 
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ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ОПТИМАЛЬНОГО ОЦЕНИВАНИЯ 
СОСТОЯНИЙ МОДУЛИРОВАННОГО СИНХРОННОГО ПОТОКА 

СОБЫТИЙ В УСЛОВИЯХ НЕПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ 
МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ 

Н. С. Крюкова, Л. А. Нежельская 
Томский государственный университет 

E-mail: kryukova_1993@mail.ru 

Введение 

Дважды стохастический поток событий является наиболее адекватной математиче-
ской моделью реальных информационных потоков, функционирующих в цифровых 
сетях интегрального обслуживания – ISDN. Режим функционирования таких сетей и 
систем массового обслуживания непосредственно зависит от параметров потока и со-
стояний, в которых находится поток. В реальных ситуациях эти параметры неизвестны 
или частично известны, либо они изменяются со временем, при этом изменения часто 
носят случайных характер. Вследствие этого возникают задачи: 1) оценки состояний 
потока по наблюдениям за моментами наступления событий[1]; 2) оценки параметров 
потока по наблюдениям за моментами наступления событий[2-4]. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока собы-
тий является мертвое время регистрирующих приборов, которое создается зарегистри-
рованным событием. Другие же события, наступившие в течение периода мертвого 
времени, недоступны наблюдению. Можно считать, что этот период продолжается не-
которое фиксированное время (непродлевающееся мертвое время). 

В работе рассмотрен модулированный синхронный поток событий, являющийся 
обобщением синхронного потока и относящийся к классу МАР-потоков. Решается за-
дача об оптимальной оценке состояний модулированного синхронного потока событий 
в условиях непродлевающегося мертвого времени. Предлагается алгоритм оптималь-
ной оценки состояний, модулированного синхронного потока событий функциони-
рующего в условиях непродлевающегося мертвого времени, по методу максимума апо-
стериорной вероятности. Критерий минимизирует полную вероятность ошибки приня-
тия решения[5]. Приводятся численные результаты статистических экспериментов и 
производится их анализ. 

1. Постановка задачи 

Будем рассматривать модулированный синхронный поток событий, интенсивность 
которого является ненаблюдаемым кусочно-постоянным случайным процессом  с 

двумя состояниями  и  ( 0 ). Длительность пребывания процесса  в 

-ом состоянии, , определяется двумя случайными величинами: 1) первая слу-
чайная величина распределена по экспоненциальному закону с функцией распределе-
ния , . В момент окончания -ого состояния процесс )  пере-

ходит из -ого состояния в 

)(t
(t1

2,1

i

2

2,1

21  )

i i

ti i etF  1)()1(

i

i (t
j -ое с вероятностью единица, 2,1, ji  ( ji  ). 2) вторая 

случайная величина распределена по экспоненциальному закону с функцией распреде-
ления , ; в момент окончания первого состояния процесса  

наступает событие потока, и процесс переходит из первого состояния процесса )  во 

второе с вероятностью p (0 < p ≤ 1), с вероятностью 

ti
i tF  1)()2( e 2,1i )(t

(t
p1  процесс )(t  остается в пер-

вом состоянии. В момент окончания второго состояния процесса )(t  наступает собы-

тие потока, и переход из второго состояния процесса )(t  в первое осуществляется с 
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вероятностью q (0 < q ≤ 1), с вероятностью q1  процесс )(t  остается во втором со-

стоянии. 
Блочная матрица инфинитезимальных коэффициентов процесса )(t  примет вид: 

 10
2

1

)222

111

)1(
)

(
)(

DD
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p
D 



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

2

1 1(
q

p



. 

Элементами матрицы  являются интенсивности переходов процесса )  из со-

стояния в состояние с наступлением события. Диагональные элементы матрицы  – 

это интенсивности выхода процесса )

1D (t

0D

(t  из своих состояний, взятые с противополож-

ным знаком. Процесс )  принципиально ненаблюдаем – скрытый марковский про-

цесс. 

(t

Каждое наступившее событие при его регистрации регистрирующим прибором по-
рождает период мертвого времени длительности T, в течение которого другие события, 
поступающие на регистрирующий прибор, теряются и не вызывают продления его пе-
риода. По окончании мертвого времени первое наступившее событие снова создает пе-
риод мертвого времени длительности T и т.д. Вариант возникающей ситуации приведен 
на рис. 1, где ,  – состояния случайного процесса )1 2 (t ; штриховка – периоды 

мертвого времени длительности T ;  – моменты наступления событий в на-

блюдаемом потоке. 

tt ,...,, 21 nt

 
Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Результатом наблюдений являются моменты времени  наступления собы-

тий на интервале ] . Необходимо найти условные (апостериорные) вероятности 

 и  того, что в момент времени t  либо  

при условии, что известна реализация  потока на интервале ] . Вывод о 

том, какое состояние процесса )  имеет место в момент времени t, выносится по ме-

тоду максимума апостериорной вероятности на основании сравнения вероятностей 
 и  [6]. Необходимо реализовать алгоритм оптимального 

оценивания в виде компьютерной программы и провести статистические эксперименты 
с целью установления качества оценивания. 

nttt ,...,, 21

)(  t

,0[ t

|( 12 t

|( 12 t

),...,|( 11 nttw 

),...,|( 11 nttw 

),..., ntw

),..., ntw

1 2)(  t

nt,...,tt , 21 ,0[ t

(t

2. Алгоритм оценивания 

Получены формулы для априорных вероятностей состояний процесса ) , для 

апостериорных вероятностей состояний процесса на интервалах мертвого времени, а 

(t
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также на интервалах наблюдаемости. На основе полученных формул сформулирован 
алгоритм расчета вероятности )  и алгоритм принятия решения о состоянии про-

цесса )  в любой момент времени t. 

|( 1 tw 



)0| 0 t

(t
1) в момент времени 0  вычисляется априорная вероятность первого состоя-

ния процесса  
0t
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2) для 0  в любой момент времени ) , где  – момент наступления 

первого события потока, вычисляется вероятность )  по формуле 
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4) k увеличивается на ед ицу и для 1k  вычисляется значен о ие п
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
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tw

twqpq
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5) для

6) для

7) для

 1k  

1tt 
рассчитывается вероятность в любой омент времени t 

 

в момент времени вычисляется вероятнос по 

уле
 

в любой момент времени вычисляется вероятность 
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 1k  Tt 1  ть )|( 11 Ttw   

форм  
Tqp )(  etwTtw 111111
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рассчитывается вероятность

 

8) для 1k   )0|()|( 2121  twtw  

))()((
111211

))()((
11122111 ())0|((

)0(
wwwtww
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 21
122121
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






 ; 

алгоритм переходит на шаг 4, после чего шаги 4 – 8 повторяются дл и 

е о со

стоя

3. Численные результаты 

получения численны оритм вычисления апостери-
орно

9) 

По х

Для 

я 2k  
т. д. 
оду вычисления )|(  в любой момент времени t выносится решени -1 tw

сли (wнии процесса )(t : е 5,0)|1  t , то оценка 1)(ˆ  t , в противном случае 

2)(ˆ  t . 

 

х результатов разработан алг
й вероятности )|( 1 tw  . Программа расчета реализована на языке программирова-

ния С++, Microsoft V udio 2010. Первый этап расчета предполагает имитационное 
моделирование модулированного синхронного потока событий и получение на основа-
нии работы модели моментов nttt ,...,, 21  наступления событий на интервале наблюде-

isual St
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ний. Второй этап расчета – вычисление вероятностей , ; ; 

, ; , , 

) 10 ttt |( 1 tw 

,...2

)0|( 1  ktw

)|( 1 tw  Tttt kk  )|( 1 tw  1 kk ttTt ,1i

1

 и построение оценки ) . (ˆ t
(tДля установления частоты ошибочных решений о состоянии процесса )  по на-

блюдениям за потоком проведен статистический эксперимент, который состоит из сле-
дующих этапов: 

1. Для определенного набора параметров ,  2 , p, q, T , T (мертвое время) мо-

делируем поток событий на отрезке времени . Далее рассчитывается 

вероятность w  на . 

mo

],0[ modT
d

)|( 1 t ],0[ modT

d

(

2. Определяем (для i-ого эксперимента)  – суммарную протяженность интер-

валов, на которых значение процесса )

i

t  не совпадает с его оценкой . )(ˆ t

mod

)(
0ˆ

T

d
p ii 3. Вычисляем долю ошибочных решений , где . И повто-

ряем данный алгоритм N раз (





n

k
id

1

k
id )(

Ni ,1 ). 
Результатом работы алгоритма является вычисление выборочного среднего значе-

ния ошибки оценивания 



N

i

p
N

P
1

0 ˆ
1ˆ i)(

0  и выборочной дисперсии 

2

1
0

)(
0 )ˆˆ(

1

1ˆ



N

D 



N

i

i Pp . 

Результаты статистического эксперимента приведены в таблицах 1–5. В первой 
строке таблиц указаны значения изменяющегося параметра при остальных фиксиро-
ванных. Во второй и третьей строках таблиц для каждого значения изменяющегося па-

раметра приведены численные значения 0P̂  и D̂ . 

Т а б л и ц а  1  
Результаты эксперимента при    1 2λ 10, λ 0,5, α1, 0,4,p q  1 21, α 0, 2

T 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

0P̂  0,1889 0,2319 0,2771 0,3219 0,3564 0,3898 0,4174 0,4463 0,4674

D̂  0,0003 0,0005 0,0006 0,0006 0,0010 0,0011 0,0010 0,0012 0,0011

 

Т а б л и ц а  2  
Результаты эксперимента при      1 2 2λ 12, λ 0,8, 0,6, 0,6, α 0, 2, 1p q T  

1α  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0P̂  0,1188 0,1151 0,1021 0,0986 0,0881 0,0884 0,0823 0,0805 0,0776

D̂  0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,00018 0,0002 0,00017 0,00014 0,00018

 

Т а б л и ц а  3  
Результаты эксперимента при      1 2 1λ 12, λ 0,8, 0,6, 0,6, α 10, 1p q T  

2α  0,5 1 2 3 4 5 6 7 8 

0P̂  0,0970 0,1275 0,1810 0,2241 0,2573 0,2865 0,3108 0,3303 0,3491

D̂  0,00014 0,00017 0,00019 0,00021 0,00020 0,00022 0,00015 0,00018 0,00016
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Т а б л и ц а  4  
Результаты эксперимента при      2 1 2λ 0,8, 0,6, 0,6, α 1, α 0, 2, 1p q T  

1  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0P̂  0,4216 0,3229 0,2630 0,2200 0,2033 0,1836 0,1607 0,1518 0,1404

D̂  0,0036 0,0021 0,0013 0,0010 0,0007 0,0006 0,0006 0,0005 0,0006

 

Т а б л и ц а  5  
Результаты эксперимента при      1 1 2λ 12, 0,6, 0,6, α 1, α 0, 2, 1p q T  

2  0,5 1 2 3 4 5 6 7 8 

0P̂  0,1008 0,1298 0,1815 0,2236 0,2715 0,3087 0,3425 0,3767 0,4059

D̂  0,00029 0,00032 0,00037 0,0038 0,00028 0,00043 0,00034 0,00036 0,00041

 
Анализ результатов, приведенных в таблице 1, говорит о том, что наблюдается 

рост оценки 0P̂  при увеличении длительности мертвого времени T, так как чем больше 

мертвое время, тем больше теряется информации о потоке. 
Анализ результатов, приведенных в таблицах 2, 3, говорит о том, что имеется тен-

денция роста оценки 0P̂  при уменьшении разности  и, наоборот, тенденция 

уменьшения оценки 

21 

0P̂  при увеличении разности . Последнее вполне естест-

венно, так как при увеличении разности  условия различимости двух состояний 

 улучшаются. Аналогичная тенденция роста оценки 

21

21 

21 , 0P̂  наблюдается в табл. 4, 5 

при уменьшении разности , что объясняется лучшей различимостью состояний 

 и  процесса )  при увеличении разности  и соответственно приводит к 

уменьшению вероятности принятия ошибочного решения. 

21 

1  2 (t 21 

Заключение 

В целом анализ результатов экспериментов показывает, что предложенный алго-
ритм обеспечивает приемлемую величину оценки полной вероятности принятия оши-
бочного решения, выборочная дисперсия оценки при этом достаточно мала. 
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E-mail: ekaterina_lisovs@mail.ru 

Введение 

Математические модели систем массового обслуживания (СМО) широко приме-
няют при решении важных практических задач, возникающих в связи с бурным разви-
тием систем коммуникаций, возникновением информационно-вычислительных систем, 
появлением и усложнением разнообразных технологических систем, созданием авто-
матизированных систем управления. 

Многолинейные СМО могут являться математическими моделями реальных сис-
тем и процессов в области телекоммуникаций, сетях связи и т.д. Известны работы по 
моделированию call-центров [0, 2]. 

В данной работе рассматривается система с произвольным временем обслужива-
ния на приборах и бесконечной очередью для ожидания обслуживания (M|GI|N|∞). 

1. Постановка задачи 

На вход системы поступает простейший поток с параметром λ. Поступающая заяв-
ка занимает любой из свободных приборов или становится в очередь в случае, когда 
все приборы заняты. Система имеет N обслуживающих приборов, время обслуживания 
каждой заявки является случайной величиной с произвольной функцией распределения 
 A x , одинаковой для всех приборов. 

λ
 xA

 xA

N

 xA

 
Рис. 1. Система M|GI|N|∞ 

Рассмотрим случай, когда время обслуживания равномерно распределено в интер-
вале  0, 2a , то есть функция распределения  A x  определяется выражением 

  

0, 0,

, 0 2 ,
2
1, 2 .

x

x
A x x

a
x a


  

 

a  (1) 

2. Аппроксимация распределения вероятностей числа заявок в системе M|GI|N|∞ 

Обозначим  i t  – число заявок в системе в момент времени t. Тогда 

    P i P i t i  – распределение вероятностей числа заявок в системе в момент вре-

мени t. 
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Аппроксимация  распределения вероятностейπi   P i , полученная в работе [0], 

определяется в виде составного распределения 

 

 
         

 

 
         

 

2
1

2 1 2 2

1
2

2 1 2 2

1
, 0 ,

1 1 0

1 , .
1 1 0

i

P
P i i N

P P N P P N

P N
P i N i N

P P N P P N


 

    
      

 (2) 

Вероятности  1 , 0P i i  N  – вероятности числа занятых приборов в N-линейной 

СМО (M|GI|N|0) с потерями заявок, когда все приборы заняты. Тогда их можно опреде-
лить формулами Эрланга [0]. 

  
 

 1

0

!

!

i

k
N

k

a

iP i
a

k




 
 
 
 




dx

, (1) 

где  – среднее время обслуживания.   
0

1a A x


 
Вероятности  2P i  определяются для случая, когда все приборы заняты. В таком 

случае блок занятых приборов представляется как один прибор, который обслуживает 
случайное время с функцией распределения  B x  [0], имеющей вид 

        
1

0

1
1 1 1 1

Nx

B x A x A z dz
a


 

    
 

  . (2) 

то есть для равномерного распределения 

  
2 1

0, 0,

1 1 , 0 2 ,
2

1, 2 .

N

x

x
B x x a

a

x a





        

 
 

 

а плотность этого распределения имеет вид 

    2 2 2 22 11
( ) ( ) 2 1 1 1

2 2 2 2

N NNx x
b x B x N

a a a a

             
   

. 

Вероятности  2P i ,  определяются как вероятности числа заявок в одно-

линейной системе M|GI|1|∞ с ожиданием. 

0,1,...i 

Используя формулу Поллачека-Хинчина для производящей функции 

          
 

*

2 *
0

1
1n

n

x B x
G x x P n b

B x x





   
   

    , (5) 

раскладывая функцию Ошибка! Источник ссылки не найден. в ряд по степеням x, 
находим вероятности  2P i  

    2
0

1
i

k i k
k

P i b b 


    , (6) 

где 
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n

z
n

z
e dB

n


 

   z . 

 3. Вероятность немедленного обслуживания 

Пусть τ – время ожидания заявки до начала обслуживания. Вероятность немедлен-
ного обслуживания, учитывая Ошибка! Источник ссылки не найден., можно запи-
сать в виде 

          
        

1 1
2 1

0 1 1 1 1
0 0 2 1 2 2

1 1
1

1 1 0

N N

i
i i

P P N
P C P i C P N

P P N P P

 

 


     

1    
  , (7) 

где в силу (1) и Ошибка! Источник ссылки не найден. выполняются равенства 


    2 0 0 1 λG b   ,       

 

*1 λB
2 *

1 0 1 λ
λ

P G b
B

   ,  
 

 1

0

λ

!
λ

!

N

i
N

i

a

NP N
a

i




. P

4. Численные результаты 

Следует отметить, что для существования стационарного режима, при котором 
 τ 0 0P   , необходимо выполнение неравенства . λN a
На рис. 1 приведены численные реализации аппроксимации распределения вероят-

ностей числа заявок в системе M|GI|N|∞ для различных интенсивностей входящего по-
тока, N=9. 

 
а) λ=25 

 
б) λ=65 
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Рис. 1. Аппроксимация распределения вероятностей числа заявок в системе M|GI|N|∞ 
для различных интенсивностей входящего потока 

В таблице 1 приведены значения вероятностей немедленного обслуживания из 
Ошибка! Источник ссылки не найден. при 0,1a   для различных значений λ и N. 

Т а б л и ц а  1  
Значения вероятностей немедленного обслуживания для различных входных данных. 

λ 
N 

25 35 45 55 65 75 

3 0.314      
4 0.691 0.274     
5 0.873 0.632 0.246    
6 0.954 0.827 0.587 0.226   
7 0.985 0.925 0.788 0.551 0.210  
8 0.996 0.971 0.898 0.754 0.522 0.198 
9 0.999 0.989 0.955 0.873 0.724 0.497 

Заключение 

В данной работе для равномерного распределения времени обслуживания в систе-
ме M|GI|N|∞ проведен численный анализ. Очевидно, что с увеличением интенсивности 
входящего потока, увеличивается потребность в количестве обслуживающих приборов. 
Полученные результаты позволяют определить их оптимальное число. 
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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ MAP-ПОТОКА СОБЫТИЙ 
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E-mail: ludne@mail.ru, nenova.94@mail.ru 

Введение 

В связи с развитием информационных технологий была предпринята успешная по-
пытка создания математических моделей информационных потоков телекоммуникаци-
онных системах - дважды стохастических потоков событий[1]. Данный поток опреде-
ляется как случайный поток событий с интенсивностью, представляющей собой слу-
чайный процесс. Дважды стохастические потоки делятся на два класса: первый класс 
включает в себя потоки, интенсивность которых есть непрерывный случайный процесс; 
второй – потоки, интенсивность которых есть кусочно-постоянный случайный процесс 
с конечным числом состояний. Вторые начиная с конца 1980-х гг. носят название MAP 
(Markovian arrival process)-потоков событий, они характерны при описании информа-
ционных потоков в реальных телекоммуникационных сетях [2]. 

Режим функционирования системы массового обслуживания зависит от парамет-
ров MAP-потока и состояний, в которых он находится. В реальных ситуациях парамет-
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ры входящих потоков событий, как правило, неизвестны. Следовательно, важной зада-
чей является задача оценки параметров потока по наблюдениям за этим потоком[6, 7]. 

Для решения задачи оценивания (тем или иным статистическим методом) парамет-
ров потока необходимо знать вероятностные свойства потока [2]. В настоящей статье 
рассматривается MAP-поток событий в условиях отсутствия мертвого времени. Нахо-
дится явный вид плотности вероятностей значений длительности интервала между мо-
ментами наступления соседних событий потока, методом моментов решается задача 
оценивания параметров распределения, проводятся статистические эксперименты с 
целью установления качества полученных оценок. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим MAP-поток событий, интенсивность которого ( )   есть кусочно-

постоянный стационарный ненаблюдаемый случайный процесс с двумя состояниями: 
 либо  ( ). Наблюдаются лишь моменты наступления собы-

тий. Длительность пребывания процесса 
1( )    2( )    1 2 0   

( )   в i-м состоянии является случайной ве-

личиной, распределенной по экспоненциальному закону ( )i t( ) 1iF t e  , . В мо-

мент окончания i-го состояния процесс 

1,2i 
( )   переходит с вероятностью  в j-е 

состояние ( i ) с наступлением события, либо с вероятностью 
1 ( |jP  

)i

)i

j 0 ( |P j   переходит 

без наступления события, либо с вероятностью 1( |iP )i 
( |j i

 переходит в i-ое состояние с 

наступлением события. При этом выполняется: 1 0) (P P 1( |i iP| )j i ) 1         . В 

сделанных предположениях  марковский процесс. Матрица инфинитезимальных 

характеристик процесса  принимает вид: 

( ) 
( ) 

 1 1 0 2 1 1 1 1 1 1 1 2 1
0 1

1 0 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 2

( | ) ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ( | )

P P P
D D D

P P P

         
 

         
 

Диагональные элементы матрицы 0D  – интенсивности выхода процесса  из 

своих состояний, взятые с противоположным знаком; недиагональные – интенсивности 
переходов процесса  из состояния в состояние без наступления события. Элементы 

( ) 

( ) 

1D  представляют собой интенсивности переходов процесса ( )   из состояния в со-

стояние с наступлением события. 
Пример возникающей ситуации представлен на рис. 1, где 1 , 2 – состояния слу-

чайного процесса 1 ;  – моменты наступления событий потока. 1 2, ,...t t

Плотность вероятностей значений k-го интервала ( ) ( )kp p   , 0   для любого k, 

так как рассматривается стационарный режим функционирования потока. Здесь 
,  – значение длительности k-го интервала между соседними собы-

тиями потока. 
1k kt t   k 1,2,...k 
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Рис. 1. MAP-поток событий. 

Ставится задача нахождения явного вида ( )p  , задача оценивания параметров рас-

пределения и получения численных результатов, показывающих качество полученных 
оценок. 

2. Вывод плотности вероятностей p(τ) 

Введем в рассмотрение вероятность ( )i 

1,2

 – условная вероятность того, что в мо-

мент времени τ процесс  находится в состоянии i при условии, что в момент вре-

мени  событие потока наступило, 

( ) 
0  i  . Тогда для указанных вероятностей спра-

ведлива следующая система дифференциальных уравнений: 

 
 
 

1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2

2 1 1 1 1 1 2 1 2 2 2

(1 ( | )) ( ) (1 ( | )) ( ),

(1 ( | )) ( ) (1 ( | )) ( ).

P P

P P

               
                

 

Решая данную систему, получаем: 

 

2 1 2 2
1

2 1 2 2 1 1 1 1

1 1 1 1
2

2 1 2 2 1 1 1 1

2 1 2 2 1 1 1 1

(1 ( | ))
( ) ,

(1 ( | )) (1 ( | ))

(1 ( | ))
( ) ,

(1 ( | )) (1 ( | ))

(1 ( | )) (1 ( | )).

a

a

P
ce

P P

P
ce

P P

a P P

 

 

               
       

        
          



 

Чтобы найти  – условную стационарную вероятность того, что процесс )  

в момент времени 0  находится в состоянии i при условии, что в момент времени 
 событие потока наступило, введем переходные вероятности ,  –

вероятность того, что за время, которое пройдет от момента 

(0)i
  

 ( 

, 20  ijp , 1i j 

0   до момента наступ-
ления очередного события MAP-потока процесс ( )  перейдет из состояния i в состоя-

ние j, . Мы имеем дело со вложенной цепью Маркова , 1,2i j  { ( k )}  , для которой 

справедливы уравнения для финальных вероятностей  и : 1(0) 2 (0)

  (1) 1 1 11 2 2

2 1 12 2

(0) (0) (0) ,

(0) (0) (0) .

p p

p p

    
    

1

22

Введем в рассмотрение ( )ijp   – вероятность того, что на интервале  0,  нет со-

бытий потока и в момент времени τ имеет место ( ) j     при условии, что в момент 

времени  имело место , 0  (   0) i  , 1,2i j  . Тогда для указанных вероятностей 
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справедливы следующие системы дифференциальных уравнений с начальными усло-
виями: 

  

11 1 11 2 0 1 2 12

12 2 12 1 0 2 1 11

11 12

( ) ( ) ( | ) ( ),

( ) ( ) ( | ) ( ),

(0) 1, (0) 0.

p p P p

p p P p

p p

       

        
  

22 2 22 1 0 2 1 21

21 1 21 2 0 1 2 22

22 21

( ) ( ) ( | ) ( ),

( ) ( ) ( | ) ( ),

(0) 1, (0) 0.

p p P p

p p P p

p p

        

         
  

 

Решая записанные системы, находим вероятности ( )ijp  , , 1,2i j   в виде: 

 

1 2

1 2

1

1 2

1 0 2 12 1 2 2
11 12

2 1 2 1

2 0 1 2 1 1 1 2
21 22

2 1 2 1

2
1 2 1 2 1 0 2 1 2 0 1 2

1,2

( | )[( ) ( ) ]
( ) , ( ) [ ],

( | ) [( ) ( ) ]
( ) [ ], ( ) ,

( ) 4 ( | ) ( | )
, 0

2

z z
z z

z z
z z

Pz e z e
p p

z z z z

P z e z e
p e e p

z z z z

P P
z

   
   

   
   

      
    

 

       
    

 

          



1 2.z z 

2

e e

 (2) 

Рассмотрим плотность вероятностей 11( )p   того, что без наступления события по-

тока на  0,  и наступления события в момент времени τ процесс ( )   перейдет на 

этом интервале из первого состояния в первое, запишется в виде: 
 . 11 11 1 1 1 1 12 2 1 1 2( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )p p P p P          

Аналогично: 

  (3) 
12 11 1 1 2 1 12 2 1 2 2

21 21 1 1 1 1 22 2 1 1 2

22 21 1 1 2 1 22 2 1 2 2

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ),

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ),

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ).

p p P p P

p p P p P

p p P p P

          
          
          





Подставляя (2) в (3) получаем выражения для плотностей вероятностей , 

 в явном виде. 

( )ijp 

, 1,2i j 
Так как τ – произвольный момент времени, то  – вероятности перехода процесса 

 из состояния i в состояние 1,2
ijp

( )  j ( ,i j  ) за время, которое пройдет от мом  

0   до момента наступления очередного события потока, определяются в виде

ента

: 

 

1 2
11 11 1 1 1 1 1 2 0 2 1

1 20

1 2
12 12 1 2 1 1 2 2 0 2 1

1 20

1 2
21 21 1 1 2 1 1 1 0 1 2

1 20

1 2
22 22 1 2

1 20

( ) [ ( | ) ( | ) ( | )],

( ) [ ( | ) ( | ) ( | )],

( ) [ ( | ) ( | ) ( | )],

( ) [ ( |

p p d P P P
z z

p p d P P P
z z

p p d P P P
z z

p p d P
z z









 
          

 
          

 
          

 
    















 2 1 2 1 0 1 2) ( | ) ( | )].P P     

 (4) 

Причем 1 2 1 2 1 1 2 0 2 1[1 ( | ) ( | )]z z P P        . 

Подставляя (4) в (1), получаем: 

 

1 1 2 1 1 1 0 1 2
1

1 1 2 1 1 1 0 1 2 1 2 1 1 2 2 0 2 1

1 2 1 1 2 2 0 2 1
1

1 1 2 1 1 1 0 1 2 1 2 1 1 2 2 0 2 1

( | ) ( | ) ( | )
(0) ,

( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ( | )
(0) .

( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | )

P P P

P P P P P P

P P P

P P P P P P

      
 

              

      
 

              

 (5) 
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Плотность вероятностей длительности интервала между соседними событиями в 

MAP-потоке примет вид: 
2 2

1 1

( ) (0)i i
i j

p p
 

   j   . 

Подставляя в данную формулу сначала в (3), затем в (2) и (5), и проделывая трудо-
емкие преобразования, получаем явный вид плотности вероятностей : ( )p 

 

1 1 2
1 1 2

2 1 1 0 2 1 2 2 0 1 2
2 1

( ) (1 ) , 0,

1
[ (0) (1 ( | )) (0) (1 ( | ))].

z z zp z e z e z e

z P P
z z

            

             


 (6) 

3. Оценивание параметров распределения методом моментов 

Рассмотрим статистики 
1

1 n

k i
i

C
n 

  , где 1i i it t    - длительность интервала меж-

ду моментами  и  наступления событий в MAP-потоке. 1it  it

При больших n значения эмпирической и теоретической функций распределения 
неограниченно сближаются, поэтому следует ожидать, что различные их числовые ха-
рактеристики, например, моменты одного и того же порядка также будут близки друг к 
другу. 

Пусть  – выборка из распределения 1 2, ,..., n   1 2( | , , )p z z  , зависящего от трех не-

известных параметров γ, , . 1z 2z

Пусть 1 1 2

0

( ) ( , , )k kM p d f z z


        – начальный теоретический момент k-го по-

рядка, являющийся функцией от неизвестных параметров. Тогда он близок к соответст-

вующему выборочному моменту 
1

1 n
k

k
i

C
n 

k
i    . Для первых трех начальных момен-

тов вместо приближенных запишем точные равенства, в которых вместо истинных зна-
чений параметров подставим их оценки: 

 

1 1 2

2
1 1 2

3
1 1 2

ˆˆ ˆ( , , ) ,

ˆˆ ˆ( , , ) ,
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Суть метода моментов состоит в нахождении оценок неизвестных параметров, как 
решения полученной системы из трёх уравнений с тремя неизвестными. Таким обра-
зом, имеет место система: 
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.

После решения интегралов методом интегрирования по частям имеем: 
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Обозначим 2 1

1 2 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

z z

z z z z

 
     . В результате указанной замены система сведена 

к квадратному уравнению относительно оценки параметра ̂  вида: 
 . (9) 2 2 3 2 2

1 2 1 2 1 3 2 16(2 ) 2(9 12 ) 3( 2 ) 0C C C C C C C C        
Решая полученное уравнение находим: 
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1,2 2
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C C C C C C C C C C C C C

C C
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
 3

. 

Тогда оценки параметров распределения ( )p   длительности интервала между со-

седними событиями в MAP-потоке примут вид: 

 1

2 1 1

ˆ2
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C C C
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, 2
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ˆ
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C
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 
, 1 2

2 1
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z z

z z
  


. (10) 

4. Численные результаты 

По формулам (9) вычисляем оценки неизвестных параметров в i-м эксперименте. 
Проводим N экспериментов при 1,...,i N . 

В результате N экспериментов получаем выборочные средние и выборочные сред-
неквадратические отклонения оценок от их истинных значений: 

 ( )

1

1ˆ ˆ ,
N

i

iN 

    ( ) 2
ˆ

1

1 ˆ( )
N

i

i

V
N



    , 1 2
ˆ ˆˆ ˆ{ , , }.z z   

Из таблицы 1 следует, что с ростом числа экспериментов N качество полученных 
оценок улучшается. Об этом свидетельствует уменьшение значений среднеквадратиче-
ского отклонения с ростом числа экспериментов N. 

Т а б л и ц а  2  
 

1

2

5;

2;

 
 

  1 1 1 1 2 1 0 2 1

2 2 2 1 1 2 0 1 2

( | ) 0.5; ( | ) 0.2; ( | ) 0.3;

( | ) 0.7; ( | ) 0.1; ( | ) 0.2;

P P P

P P P

        

        
1000.T   

 100N   200N   300N   400N   

1z  1.81180 1.81180 1.81180 1.81180 

1̂z  1.88427 1.84804 1.83596 1.82992 

1Vz  0.00525 0.00131 0.00058 0.00032 

2z  5.18819 5.18819 5.18819 5.18819 

2ẑ  5.39572 5.29195 5.25737 5.24007 

2Vz  0.04306 0.01076 0.00478 0.00269 

γ 0.87822 0.87822 0.87822 0.87822 

̂  1.09778 0.98800 0.95141 0.93311 

V   0.04820 0.01205 0.00535 0.00301 
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5. Заключение 

В настоящей работе рассмотрен MAP–поток событий при отсутствии мертвого 
времени. В результате получены явный вид плотности вероятностей значений длитель-
ности интервала между моментами наступления соседних событий потока и оценки 
параметров распределения с помощью метода моментов. С целью установления качест-
ва полученных оценок проведены статистические эксперименты. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СЕТИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
MMPP–(M/∞)K В УСЛОВИИ ПРЕДЕЛЬНО РЕДКИХ ИЗМЕНЕНИЙ 

СОСТОЯНИЙ ВХОДЯЩЕГО ПОТОКА 

М. В. Севостьянова 
Томский государственный университет 

E-mail: sevost.rita@gmail.com 

Введение 

Сети массового обслуживания широко применяются в качестве вероятностных мо-
делей различных процессов в экономике, телекоммуникационных системах, систем 
передачи данных, страховании и т.д. Случайные процессы в сетях являются многомер-
ными, так как описывают течение взаимодействующих случайных процессов в узлах 
сети. Исследование подобных процессов является не простой задачей, поэтому боль-
шинство работ данной тематики посвящено исследованию сетей с пуассоновским вхо-
дящим потоком. 

В данной статье рассмотрена сеть массового обслуживания с входящим MMPP-
потоком, исследование проведено методом асимптотического анализа в условии пре-
дельно редких изменений состояний входящего потока. 

1. Математическая модель 

Рассмотрим разомкнутую сеть массового обслуживания, состоящую из K узлов, 
каждый из которых является системой массового обслуживания с неограниченным 
числом приборов. На вход сети поступает MMPP-поток заявок, управляемый цепью 
Маркова , заданной матрицей Q инфинитезимальных характеристик  

(

( )m t mq

, 1, Lm  ) где L – число состояний управляющей цепи Маркова), а также набором не-

отрицательных чисел 1  (условные интенсивности, определяющие параметры 

входящего потока, при условии, что управляющая цепь находится в соответствующем 
состоянии). Продолжительность обслуживания заявок на k-ом узле имеет экспоненци-
альное распределение с параметром 

, , L  

k . 
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Задано начальное распределение вероятностей 1{ , }Kv vv  . Заявка входящего по-

тока с вероятностью  становится на обслуживание на k-ый узел. Задана матрица 

маршрутизации  (

kv

}k{rr , 1,k   K ), где kr   – вероятность того, что заявка, завершив 

обслуживание на k-ом узле, переходит для дальнейшего обслуживания на v-ый узел 

сети; вероятности выхода из сети обозначим  (0kr 1,k K ) – заявка, завершив обслужи-

вание в k-ом узле, покинет систему. Очевидно, что выполняются условия нормировки 

. 0
1

1
K

k kr r 


 
Ставится задача нахождения K-мерного совместного распределения вероятностей 

числа приборов, занятых в каждом узле системы. 

2. Вывод уравнений Колмогорова 

Обозначим  – число занятых приборов на k-ом узле сети . Тогда обозначим K-

мерный случайный процесс: . И рассмотрим -мерный 

марковский случайный процесс { ( . Для распределения вероятностей 

( )ki t

1 2( ) { ( ), ( ),..., ( )}Kt i t i t i ti

), ( )}m t ti

 1K  

 ( , , ) { ( ) , ( ) }P m t P m t m t  i i i , 

применяя формулу полной вероятности, получим: 
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где  – вектор, k-ый элемент которого равен единице, а остальные нулю, ke 1j    – 

мнимая единица. Отсюда получаем систему дифференциальных уравнений Колмогоро-
ва: 
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Для стационарного режима функционирования сети уравнение имеет вид 
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Введем частичную характеристическую функцию 
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векторного аргумента тогда уравнение (1), можно записать в виде: }u , . . . ,u ,{u = 
K21

T
u , 
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Решение )  удовлетворяет следующему начальному условию: ,( umH

 ( , ) ( )H m R m0 , 

здесь  ()(mR Lm ,1 ) являются компонентами вектора R (стационарное распределе-

ние вероятностей управляющей цепи Маркова входящего MMPP-потока), удовлетво-

ряющего условию . 
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3. Метод асимптотического анализа сети массового обслуживания )MMPP - (M/ K  

в условии предельно редких изменений состояний входящего MMPP-потока 

Обозначим  – матрицу инфинитезимальных характеристик (1)Q (1)
mq   цепи Маркова 

 m t , управляющую MMPP- потоком. Тогда (2) перепишем в виде: 
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 (3) 

Значения инфинитезимальных характеристик  определяют времена пребыва-

ния MMPP-потока в k-ых состояниях. Пусть ε – некоторый малый положительный па-
раметр. В условии предельно редких изменений состояний входящего MMPP-потока 
положим 

kkq
)1(
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m mq q   , 

данное условие определяет достаточно малые значения инфинитезимальных характе-
ристик, что влечет за собой редкие изменения состояний потока. 

Следовательно (3) примет вид 
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 (4) 

Решение, зависящее от параметра ε, обозначим 
 1( , ) ( , , )H m F m u u . 

Тогда задачу (4) перепишем в виде 
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 (5) 

Асимптотика первого порядка 
Теорема. Предельное, при , значение 0 1 ( , )F mu  решения  уравнения 

(5) имеет вид 
1 ( , , )F m u
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Доказательство. 
В системе (5) выполним предельный перехо при 0  и получим следующие ра-

венства: 
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Учитывая закон сохранения потока заявок для каждого узла сети, и, что в стацио-
нарном режиме интенсивность входящего в сеть потока заявок равна интенсивности 
выходящего из сети потока заявок, нетрудно показать, что решение  для (7) 

имеет вид (6). 
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Теорема доказана. 

Возвращаясь к функции , и суммируя по всем ),(),(
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чим 

 






























L

m k

m

K

k

k
K

k

ju

r

v
emRH k

1

1

1 )1(
)1(exp)()(








u . 

Разложив экспоненту в ряд, имеем следующее равенство 
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Откуда очевидно, что многомерное распределение )  имеет вид ,(
1 k

iiP 
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Оно представляет собой взвешенную сумму пуассоновских распределений, может 
являться многомодальным. Аппроксимацию первого порядка можно существенно 
уточнить, рассматривая асимптотики более высокого порядка. 

 132 



Заключение 

В данной работе была рассмотрена математическая модель сети массового обслу-
живания MMPP (M / )K  . Исследование данной сети проводилось методом асимпто-

тического анализа в условии предельно редких изменений состояний входящего 
MMPP-потока. Получено асимптотическое стационарное распределение вероятностей 
числа занятых приборов в сети. 
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Введение 

Решается задача нахождения явного вида совместной плотности вероятностей дли-
тельности интервалов MAP-потока событий, функционирующего в условиях непродле-
вающегося мертвого времени. В реальных ситуациях параметры, задающие входящий 
поток событий, известны либо частично, либо вообще неизвестны, либо (что еще более 
ухудшает ситуацию) изменяются со временем. Вследствие этого возникают задачи: 
1) оценки состояний потока (задача фильтрации интенсивности потока) по наблюдени-
ям за моментами наступления событий [1–3] 2) оценки параметров потока по наблюде-
ниям за моментами наступления событий [4,5]. 

Одним из искажающих факторов при оценке состояний и параметров потока собы-
тий выступает мертвое время регистрирующих приборов [6], которое порождается за-
регистрированным событием. Другие же события, наступившие в течение периода 
мертвого времени, недоступны наблюдению (теряются). Можно считать, что этот пе-
риод продолжается некоторое фиксированное время (непродлевающееся мертвое вре-
мя). 

В настоящей работе проводится дальнейшее исследование потоков событий, функ-
ционирующего в условиях непродлевающегося мертвого времени, начатое в работах 
[7,8]. Находится явный вид совместной плотности вероятностей значений длительности 
двух соседних интервалов, учитывающей эффект непродлевающегося мертвого време-
ни, рассматриваются условия рекуррентности наблюдаемого потока. 

Постановка задачи 

Рассматривается MAP-поток с интенсивностью, представляющей собой кусочно-
постоянный случайный процесс λ(t) c двумя состояниями: λ(t) = λ1 либо λ(t) = λ2 
(λ1 > λ2). Длительность пребывания процесса λ(t) в i-м состоянии есть случайная вели-
чина с экспоненциальной функцией распределения 1 it

iF e  , i = 1,2. В момент окон-
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чания i-го состояния процесса λ(t) возможны следующие ситуации, каждая из которых 
протекает мгновенно: 1) процесс λ(t) переходит из i-го состояния в i-ое и наступает со-
бытие потока в i-ом состоянии; совместная вероятность этой ситуа-
ции  i = 1,2; 2) процесс λ(t) переходит из i-го состояния в j-е и 

наступает событие потока; совместная вероятность этой ситуации есть 
 i, j = 1,2; i ≠ j); 3) процесс λ(t) переходит из i-го состояния в 

j-е и событие потока не наступает; совместная вероятность этой ситуации есть 
 i, j = 1,2; i ≠ j). При этом 

 i, j = 1,2; i ≠ j. Блочная матрица инфинитези-

мальных характеристик процесса λ(t) при этом примет вид: 

)λ|(λ1),λ(λ 1 iiii PP 

,)λ|(λ1),λλ 1 ijji P

,)λ|(λ0),λλ 0 ijji P

|(λ)λ|(λ)λ|λ 01  jijii PP

(P

(P

(1P ,1)λ i

 1 1 0 2

2

(λ | λ

λ

P


1 1 1 1 1 1 1 2 1

0 1
2 1 1 2 2 1 2 2

) λ (λ | λ ) λ (λ | λ )
D D | D .

λ (λ | λ ) λ (λ | λ )

P P

P P
 

2 0 1 2

λ λ

λ (λ | λ )P


 

Элементами матрицы D1 являются интенсивности переходов процесса λ(t) из со-
стояния в состояние с наступлением события. Недиагональные элементы матрицы D0 – 
интенсивности переходов из состояния в состояние без наступления события. Диаго-
нальные элементы матрицы D0 интенсивности выхода процесса λ(t) из своих состояний, 
взятые с противоположным знаком. В сделанных предположениях λ(t) – скрытый мар-
ковский процесс. 

Заметим, что в определении MAP-потока событий в явном виде не оговаривается, в 
каком состоянии процесса λ(t) наступает событие потока при переходе процесса λ(t) из 
i-го состояния в j-е (i, j = 1,2; i ≠ j). Данное обстоятельство при последующих аналити-
ческих выкладках является несущественным, так как наступление события и переход 
процесса i-го состояния в j-е (i, j = 1,2; i ≠ j) происходят мгновенно. 

После каждого зарегистрированного в момент времени  события наступает время 

фиксированной длительности T (мертвое время), в течение которого другие события 
исходного MAP-потока недоступны наблюдению. По окончании мертвого времени 
первое наступившее событие снова создает период мертвого времени длительности T 
и т.д. Вариант возникающей ситуации приведен на рис. 1, где  – моменты насту-

пления событий в наблюдаемом потоке;1 и 2 – состояния случайного процесса λ(t); 
штриховкой обозначены длительности мертвого времени; черными кружками обозна-
чены события MAP-потока, недоступные наблюдению. 

kt

1 2, ,...t t
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Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий 

Процесс λ(t) является принципиально ненаблюдаемым (скрытый марковский про-
цесс), а наблюдаемыми являются только временные моменты наступления событий 

 наблюдаемого потока. Рассматривается установившийся (стационарный) режим 

функционирования наблюдаемого потока событий. В силу предпосылок последова-
тельность моментов наступления событий  образует вложенную цепь Мар-

кова, т.е. наблюдаемый поток обладает марковским свойством, если его эволюцию рас-
сматривать с момента  (момент наступления события), k = 1,2,… . Обозначим 

 (k = 1,2,…) значение длительности k-го интервала между соседними собы-

тиями наблюдаемого потока. Так как рассматривается стационарный режим, то плот-
ность вероятностей значений длительности k-го интервала 
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k (индекс T подчеркивает, что плотность вероятностей зависит от длительности мертво-
го времени). В силу этого момент времени  без потери общности можно положить 

равным нулю, или, что то же самое, момент наступления события наблюдаемого потока 
есть τ = 0. Пусть теперь , 
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щими значениями длительностей:    , 1 2k k 1kt t    ; их расположение на 

временной оси, в силу стационарности потока, произвольно. Тогда можно положить 
k = 1 и рассмотреть соседние интервалы  1 2,t t ,  2 3,t t

1 0

 с соответствующими значения-

ми длительностей: , ; 1 2 1  t t  2 3 2t t   2 0,   . При этом 1 0   соответствует 

моменту  наступления события потока; 1t 2 0   соответствует моменту  наступления 

следующего события потока. Соответствующая совместная плотность вероятностей 
при этом есть 
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Совместная плотность вероятностей  1 2,Tp   : 
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 (3) 

1z , , , , ,  определены в [9]. Используя явный вид плотностей (1), (2) 

и (3), можно получить оценки некоторых параметров наблюдаемого потока, в частно-
сти, оценку T. 

2z 1 2 1( )T 2 ( )T

Условия рекуррентности наблюдаемого потока событий 

Рассмотрим частные случаи, при которых MAP-поток событий, функционирую-
щий в условиях мертвого времени, становится рекуррентным потоком. Предварительно 
отметим, что выражение в фигурных скобках формулы (3), обозначим его f(T), после 
преобразования примет вид 
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Из (2) следует третье условие факторизации совместной плотности вероятностей 
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Так как последовательность моментов наступления событий наблюдаемого потока 
 образует вложенную цепь Маркова , то при выполнении одного из 

вышеприведенных условий факторизации (либо их комбинаций) факторизуется и со-
вместная плотность вероятностей 

1 2, ,..., ,...kt t t { ( )}kt

1( ,..., )T kp    для любого k. Действительно, пусть 

 – совместная плотность вероятностей значений 1( ,..., ,Tp   1)k k 1 1,..., ,k k  
)

, где 

, k = 1,2,…. Для k = 2 имеет место . Сделаем пред-

положение математической индукции: . Поскольку момен-

ты наступления событий 

1k kt    kt ()( 21  TT pp

)()...1 kTp 
),( 21 T

() Tk p
p

,...,( 1Tp 

1,k kt1 2, ,...,t t t   образуют вложенную цепь Маркова, то MAP-

поток обладает марковским свойством в моменты наступления событий. Тогда  
 , 1 1 1 1 1 1 1( , ..., , ) ( , ..., ) ( | , ..., ) ( , ..., ) ( | )T k k T k T k k T k T kp p p p p              k

)

1 )

1

где . Так как для двух соседних интервалов , 

, k = 1, 2, …, местоположение которых на временной оси произвольно, спра-

ведливо то получаем , что доказыва-

ет факторизацию совместной плотности вероятностей . Последнее оз-

начает, что для этих ситуаций наблюдаемый поток является рекуррентным потоком. 

1 1( | ) ( , ) / (T k k T k k T kp p p      

 1 2,k kt t 

1 1( , ) ( ) ( )T k k T k T kp p p     

 1,k kt t 

1( | ) (T k k T kp p   

1( , ..., , )T k kp   

Отметим, что условия факторизации для случая 0T  [8] и 0T   идентичны. 
Если связать изложенные здесь результаты для MAP-потока событий, функциони-

рующего в условиях мертвого времени, с результатами для апостериорных вероятно-
стей состояний процесса λ(t) приведенных в [8], то получим точно такие же выводы 
относительно близости наблюдаемого рекуррентного потока к пуассоновскому потоку, 
что и в [8]. 

Частные случаи 

1) Рассмотрим частный случай MAP-потока событий так называемый синхронный 
поток [10,11]. Имеем , , 0 pP  1)|( 111)|()|( 120210  PP 1 2 1( | )P p   , 

, . Тогда плотность вероятностей ( )qP  1)|( 221 q)2P  |( 11 Tp   примет вид 
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 (4) 

Совместная плотность вероятностей  примет вид ),( 21 ττpT
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p
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   
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,

2     

     

           

 (5) 

где ,  определены формулой (4) для  и . Из (5) следует, что при 

p + q = 1 синхронный поток, функционирующий в условиях непродлевающегося мерт-
1(τ )Tp

о врем

T , 2τ 

2(τ )Tp

ени, становится

T  где (τ )T ip , i

1ττ 

ком. 

ормулой

2ττ 

Тогда Tp

 (4), в 

вог  рекуррентным пото

ется ф

 )τ()τ()τ,τ( 2121 TT pp , 

которой 1τ 1,2 , определя
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1 1 2

1 2

( ) (1 )( )
)

pp
T p e

p
   2(1 ) ]

(1
p T

p
            

. 

2) Рассмотрим другой частный случай MAP-потока событий, когда 
так что все остальные вероятности 

то  

я про

 (6) 

Совместная плотность вероятностей

1)|()|( 121211  PP , 

)(1 P

потока в момент оконча ия
ятностью единица при пере

0)|()|(|()| 201022111  PPP . Это означает, ч  события MAP-

н го и ого яни цесса λ(t) наступают с веро-
 из первого состояния во второе либо 

наоборот. Остальные ситуации невозможны. Тогда плотность вероятностей )τ(Tp  при-

мет вид 
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1( )Tp  , 2( )Tp   опреде  1    и 2   . Из (7) следует, что 

данный MAP-поток событий, функционирующий в условиях непродлевающегося мерт-
 времени, всегд

т возможным решение задачи оценки неизвестных 
параметров, задающих MAP-поток с ионирующий в условиях непродле-
вающ

Л

ote Control. – 1999. – V. 60. – No.1. – P. 41–51. 
2. Bushlanov I.V., Gortsev A.M. // Avtom  2004. – No. 9. – P. 40–51. 
3. Bushlanov I.V., Gortsev A.M. // Autom ol. – 2004. – V. 65. – No. 9. – P. 1389–1399. 

 – No. 9. – 
P. 1517–

ом 
экспери

вого а коррелирован. 

Заключение 

Приведенные результаты делаю
обытий, функц

егося мертвого времени, по наблюдениям за моментами наступления событий. 
Рабочими методами оценки параметров при этом могут быть либо метод максимально-
го правдоподобия, либо метод моментов [12]. Полученные явные формулы для плотно-
стей вероятностей )τ(Tp  и )τ,τ( 21Tp  позволяют выписать в явном виде либо функцию 

правдоподобия, либо уравнение моментов. 
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МОДЕЛИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 
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Система массового обслужива  может описать ре-
альные физические, экономические, те кационные процессы. В системах об-
служ

в

 

ограниченным числом при-
боров, на вход которой поступаю ший поток положительных зая-

вок 

ИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИМИТАЦИОНН

С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ 

Н. М. Феропонтова 
Томский государственный университет 

: feropontova.natalia@gmai

Введение 

ния ельными заявками с отрицат
лекоммуни

ивания такого типа в различных ее вариантах отрицательные заявки «убивают» 
положительные, находящиеся в обслуживании, либо приходящие в систему после от-
рицательных, также возможны другие варианты в зависимости от занятости системы на 
момент прихода отрицательной заявки. Понятие отрицательной заявки впервые ввел 
Геленбе в 1991 году [1]. 

На настоящий момент было проведено исследование бесконечнолинейных систем 
с отрицательными заявками и экспоненциальным обслуживанием  системах: с потерей 
отрицательной заявки в пустой системе [2] и с её ожиданием в пустой системе. Также 
исследованы процессы числа положительных и отрицательных заявок в системе с ожи-
данием и произвольным обслуживанием и найдена асимптотическая характеристиче-
ская функция [3, 4]. Исследованиями конечнолинейных СМО с отрицательными заяв-
ками также занимались П.П. Бочаров, Ч. Д’Апиче, Р. Манзо, А.В. Печинкин, Р.В. Ра-
зумчик [5,6], Yang Woo S. [7], Quan-Lin L., Yiqiang Q.Z. [8]. 

В настоящей работе рассматривается имитационная модель бесконечнолинейной 
системы обслуживания с ожиданием и произвольным обслуживанием, и анализируются
результаты проведенного имитационного моделирования. 

1. Описание модели 

Рассматривается система массового обслуживания с не
т два потока: простей

с параметром   и простейший поток отрицательных заявок с параметром  . 

Время обслуживания положительных заявок случайное с функцией распределения 
)(xB . 

 
Рис. 1. Схема системы с ожиданием отрицательными заявками новых положительных заявок 

В рассматриваемой системе, изображенной на ри . 1, положительные и отрица-
тельные прихо-
дящая в систему без отрицательных заявок, сразу начинает обслуживание, занимая лю-
бой из свободных приборов. Отрицательная заявка, приходящая в систему, ожидает 

с
 заявки приходят в систему параллельно. Любая положительная заявка, 
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прихода новой положительной, «убивает» ее и обе покидают систему. Если в системе 
нет положительных заявок, отрицательная заявка ожидает поступления положительной 
и повторяет указанную процедуру. 

Обозначим )(ti  – число положительных и )(tl  – число отрицательных заявок в сис-

теме в момент времени t, но процесс  )(),( tlti  – немарковский. 

2. Основные результаты исследования системы с ожиданием 
слу

. С просеянного потока [9] 

исследуетс

и произвольным об живанием 

Обозначим  tlitiPtliP  (,)(),,(  помощью метода l)

я двумерный процесс  ( ), ( )n t m t . Введем )(1)(  TBS  – ве

аявка, поступившая в момент τ, прос

роятность 

того, что поло  поток. По-
токи

жительная з
)  формируют те заявки, ко

еется в новый
 )(tn  и (tm торые находятся в системе в момент t и бу-

дут находиться еще до момента T. 
Рассмотрим вероятности  ( , , ) ( ) , ( )P n m t P n t n m t m    и запишем систему диф-

ферен льн равнений Колмогорова циа ых у
( , , )

( ) (
P n m t

P n      
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 (1) 

Введем частичные характеристические функции 

 

( ,0, )
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 
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n

H u m t e P n m t




  . 

Предельное условие высокой интенсивности вхо
ми 

дящих потоков определим равен-
ства

N   , N   , (2) 

где λ, γ – некоторые конечные величины, а N . 
Характеристическая функция числа положительных заявок в системе удовлетворя-

ет уравнению 

 ( , ) ( , , ) e  1 2xp ( ) ( ) 2

0m

H u t H u m t t  j uN t u N


   , (3) 

d



где 

1

0

( ) ( ) ( )
t

t S       , (4) 

d . (5) 

3. Имитационная модель системы. Блок-схема 

Блок-схема имитационной модели рассматриваемой беск
обслуживания с отрицательными заявками и их ожиданием новых положительных. 

2
2

0 0

( ) ( ) ( ) 2 ( )
t t

t S d S
 

           


  


онечнолинейной системы 
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Рис. 2. Блок схема системы обслуживания с отрицательными заявками и их ожиданием 

Используем обозначения: T – время,  – время обслуживания,  – интервал вре-

мени между поступлениями положительных заявок,  – интервал времени между по-

ступлениями отрицательных заявок, 

Bt t

t

pN  – число положительных заявок в системе;  

– число отрицательных заявок в системе; 

nN

BN  – вектор времен обслуживания текущих 

заявок, τ – интервал времени между последовательными событиями (приход положи-
тельной заявки, приход отрицательной заявки, обслуживание), M – матрица значений 
суммарных времен пребывания в определенном состоянии, по горизонтали которой 
изменяется число отрицательных заявок в системе, а по вертикали – положительных. 
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4. Численные результаты 

Для моделирования был выбран математический пакет MathCad. Время обслужи-
вания распределено по Гамма-закону с параметром s. Количество циклов имитацион-
ной модели 20000. 

Проведем сравнение распределений вероятностей, полученных для данной систе-
мы методом асимптотического анализа и имитационным моделированием. Для сравне-
ния полученных распределений воспользуемся расстояниями Колмогорова, которые 
вычисляются по формуле: 

 imit
0

0

max | ( ( ) ( )) |
i

a
i

n

P i P i
 



    

где )  – гауссовская аппроксимация, определенная в (1.15), а (iPa imit ( )P i  - маргинальное 

распределение вероятностей того, что число положительных заявок равно i, определен-
ное имитационным моделированием. 

Определим область действия полученных имитационных и асимптотических ре-
зультатов. Рассмотрим 2 примера. 

Пример 1. Для отношений   интенсивностей входящих потоков заявок, изме-

няющихся от 1 до 10, и параметров Гамма-распределения обслуживания 7 , име-
ем: 

.0s

Т а б л и ц а  1  
Расстояния Колмогорова для значения параметра распределения времени обслуживания s = 0.7 

      λ/γ 
λ 

1.00 1.20 1.40 1.5 2 4 10 

1 0.42 0.27 0.24 0.24 0.24 0.16 0.16 
2 0.46 0.36 0.33 0.26 0.22 0.09 0.07 
5 0.61 0.44 0.27 0.18 0.12 0.06 0.06 
10 0.71 0.30 0.19 0.17 0.07 0.03 0.03 
30 0.68 0.19 0.15 0.02 0.02 0.03 0.03 
50 0.73 0.14 0.04 0.03 0.01 0.02 0.03 
100 0.59 0.08 0.07 0.06 0.04 0.05 0.07 

 
Расстояния Колмогорова принимают значения меньше 0.05 в выделенной области 

в таблице 1. То есть для определенных комбинаций параметров λ и γ, соответствующих 
таблице, имеет место и численное и асимптотическое распределение. 

Пример 2. Для отношений   интенсивностей входящих потоков заявок, изме-

няющихся от 1 до 10, и параметров Гамма-распределения обслуживания 3 , имеем: s

Т а б л и ц а  2  
Расстояния Колмогорова для значения параметра распределения времени обслуживания s = 3 

      λ/γ 
λ  1.00 1.20 1.40 1.5 2 4 10 
1 0.65 0.46 0.35 0.27 0.18 0.09 0.06 
2 0.74 0.44 0.24 0.22 0.10 0.05 0.017 
5 0.82 0.33 0.17 0.11 0.04 0.05 0.03 
10 0.85 0.18 0.06 0.02 0.07 0.05 0.03 
30 0.85 0.07 0.02 0.07 0.03 0.04 0.05 
50 0.84 0.09 0.02 0.05 0.04 0.03 0.04 
100 0.91 0.22 0.06 0.03 0.06 0.04 0.11 

 
В таблице 2 представлены величины расстояний Колмогорова для системы с пара-

метром Гамма-распределения 3 . Выделенная область соответствует значением рас-
стояний Колмогорова меньше 0.05. 

s
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Для разных значений параметров функции распределения времени обслуживания в 
рассматриваемой системе область действия асимптотики начинается с 4.1 . Таким 

образом, для аппроксимации гауссовским распределением определенного формулой (3) 
вида необходимо выполнение условия, при котором интенсивность входящего потока 
положительных заявок превышает интенсивность потока отрицательных заявок как 
минимум в 1,4 раза. 

Заключение 

В настоящей работе приведены результаты имитационного моделирования беско-
нечнолинейной системы обслуживания с отрицательными заявками и их ожиданием, с 
произвольным обслуживанием. Представлен алгоритм данной имитационной модели 
рассматриваемой системы. Проведено сравнение результатов численного имитацион-
ного моделирования и асимптотических результатов, полученных в [4]. Найдены об-
ласти для значений параметров, в которых имеют место асимптотические и численные 
результаты в соответствии с расстояниями Колмогорова. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ RQ-СИСТЕМЫ С R-
НАСТОЙЧИВЫМ ВЫТЕСНЕНИЕМ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ ЗАЯВОК 

Я. Е. Черникова 
Томский государственный университет 

E-mail: evgenevna.92@mail.ru 

Введение 

Первые математические результаты, касающиеся систем с повторными вызовами, 
были опубликованы в 40-х гг. прошлого века. Системы такого рода были рассмотрены 
Вилкинсоном и Коэном. Основные подходы к описанию систем с источником повтор-
ных вызовов (ИПВ) были рассмотрены Гоштони , Элдином. Наиболее полное и глубо-
кое исследование различных процессов в системах с повторными вызовами проведено 
в работах Artalejo J.R. [1–3] и Г.И. Фалина [4]. Ими получены допредельные характери-
стические функции для RQ-систем M|M|1, M|GI|1, M|M|c и т.д., а также рассмотрены 
разнообразные методы для исследования таких систем. 
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Исследованиями RQ-систем с приоритетами занимались Choi и Chang [5,6], 
Rengnanathan [7]. 

В данной работе будет исследована RQ-система  с r-настойчивым вы-

теснением альтернативных заявок методом асимптотического анализа в условии боль-
шой задержки. 

(2) (2)|M M |1

|1

1. Постановка задачи 

Рассмотрим RQ-систему  (рис. 1). (2) (2)|M M

 

Рис. 1. RQ-система  (2) (2)| |M M 1

На вход RQ-системы поступает два простейших потока заявок с параметрами  и 

, соответственно. Если прибор свободен, то пришедшая заявка встает на обслужива-

ние. Время обслуживания экспоненциальное с параметрами 

1

2

1  и 2 , соответственно. 

Если в момент прихода заявка первого типа обнаруживает прибор занятым заявкой 
первого типа, то она уходит в ИПВ1 (источник повторных вызовов для заявок первого 
типа), где осуществляет случайную задержку, распределенную по экспоненциальному 
закону с параметром . После случайной задержки заявка вновь обращается к прибору 

с повторной попыткой его захвата. Если же в момент прихода заявка первого типа об-
наруживает прибор занятым заявкой второго типа, то пришедшая заявка с вероятно-
стью  вытесняет заявку второго типа и встает на обслуживание сама, а с вероятно-

стью  уходит в ИПВ1, где осуществляет случайную задержку. 

1

1r

1 1r

Если в момент прихода заявка второго типа обнаруживает прибор занятым заявкой 
первого типа, то пришедшая заявка с вероятностью  вытесняет заявку первого типа и 

встает на обслуживание сама, и с вероятностью 
2r

2r1  уходит в ИПВ2 (источник по-

вторных вызовов для заявок второго типа), где осуществляет случайную задержку, рас-
пределенную по экспоненциальному закону с параметром 2 . После случайной за-

держки заявка вновь обращается к прибору с повторной попыткой его захвата. 
Таким образом, происходит r-настойчивое вытеснение альтернативных заявок. 
Обозначим  – число заявок в ИПВ1,  – число заявок в ИПВ2,  – опре-

деляет состояние прибора следующим образом: 
1( )i t 2 ( )i t ( )k t
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0, если прибор свободен,

( ) 1, если прибор занят заявкой первого типа,

2, если прибор занят заявкой второго типа.

k t


 



Ставится задача нахождения совместного распределения вероятностей числа зая-
вок в ИПВ1, ИПВ2 и состояний прибора. 

2. Уравнения Колмогорова 

Рассмотрим марковский процесс  1 2( ), ( ), ( )k t i t i t . 

Обозначим  1 1 2 2 1 2( ) , ( ) , ( ) ( , , )kP k t k i t i i t i P i i t     вероятность того, что прибор в 

момент времени t находится в состоянии k, в ИПВ1 находится  заявок, в ИПВ2 нахо-

дится  заявок. 
1i

2i

Для распределения вероятностей  0 1 2 1 1 2 2 1 2( , , ), ( , , ), ( , , )P i i t P i i t P i i t  запишем прямую 

систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 
 

 

0 1 2
1 2 1 1 2 2 0 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 2
1 2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 0 1 2 1 1 0 1 2 1 1 1 2 1 1 2

( , , )
( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , )
( ) ( , , ) (1 ) ( , 1, )

( , , ) ( 1) ( 1, , ) ( 1, , ) (

P i i t
i i P i i t P i i t P i i t

t
P i i t

r i P i i t r P i i t
t

P i i t i P i i t P i i t r P


            




             


          1 2

1 1 1 2 1 2

2 1 2
1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 0 1 2 2 2 0 1 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2

2 2 2 1 1 2

, 1, )

( 1) ( 1, 1, ),

( , , )
( ) ( , , ) (1 ) ( 1, , )

( , , ) ( 1) ( , 1, ) ( , 1, ) ( 1, , )

( 1) ( 1, 1,

i i t

r i P i i t

P i i t
r i P i i t r P i i t

t
P i i t i P i i t P i i t r P i i t

r i P i i

 

    


             


           

     ).t

 (1) 

3. Уравнения для частичных характеристических функций 

Перейдем в системе (1) к частичным характеристическим функциям следующего 
вида: 

 , 1 1 2 2

1 2

1 2 1 2
0 0

( , , ) ( , , )ju i ju i
k k

i i

H u u t e e P i i t
 

 

  0,1,2k  , 

где 1j    – мнимая единица. Запишем систему для частичных характеристических 

функций в стационарном режиме: 
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1

2 1

0 1 2 0 1 2
1 2 0 1 2 1 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

0 1 21 1 2
1 2 1 1 1 2 2 2 1

2 1

2 2 1 1 2 1 0 1 2 1 1 1 2

1 1

( , ) ( , )
( ) ( , )

( , ) ( , ) 0,

( , )( , )
( ) ( , )

(1 ) ( , ) ( , ) ( , )
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ju ju

ju

H u u H u u
H u u j j

u u

H u u H u u

H u uH u u
H u u j r j e

u u

r e H u u H u u e H u u

r e



 
        

 
   


          

 

       

  2 2 1

2

1 2

1 1 2

( ) 2 1 2
2 1 2 1 1

1

0 1 22 1 2
1 2 2 2 1 2 1 1 2

1 2

1 1 2 1 2 2 0 1 2 2 2 1 2

( ) 1 1 2
2 2 1 1 2 2 2

2

( , )
( , ) 0,

( , )( , )
( ) ( , )

(1 ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )
( , )

j u u

ju

ju ju

ju j u u
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H u u jr e

u

H u uH u u
H u u j r j e

u u

r e H u u H u u e H u u

H u u
r e H u u jr e

u








  




          
 

       


   


0.

 (2) 

Аналитически данную систему решить затруднительно. Будем решать ее методом 
асимптотического анализа в условии большой задержки ( 0 ), полагая , что 

, . 1 1   2 2  

4. Асимптотика первого порядка 

В системе (2) сделаем замены 
 ; ; , m m      m mu w  1,2m  ; 1 2 1 2( , ) ( , , )k kH u u F w w  , . 0,1,2k 

Система (2) перепишется следующим образом: 
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2 2 1
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2 1
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w
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 

  

  
     

 

          

 
     



 (3) 

Сформулируем следующее утверждение. 
Теорема 1. Предельное (при 0  ) значение  1 2( , )kF w w  решения  1 2( , , )kF w w   

системы уравнений (3) имеет вид 
 1 1 2 2

1 2( , ) jw x jw x
k kF w w R e  ,  

где величины , , , 0R 1R 2R 1x , 2x  являются решением системы уравнений 

  (4) 

1 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2

1 1 1 0 2 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 0 2 2 2 2 2 1 1 2 1 1 1 1 1 2

1 1 0 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 2

2 2

( ) 0,

( ) ( (1 ) ) ( )

( ) ( ) ( (1 ) )

( ) ( (1 ) )

x x R R R

x R r x r R r r x R

x R r r x R r x r R

x R r r x R r x r R

x
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             

 0 2 2 2 2 2 1 2 1 1 1 1 1 2( (1 ) ) ( ) 0.R r x r R r r x R            

0,

0,

0,
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5. Асимптотика второго порядка 

Для более детального исследования рассматриваемой RQ-системы, найдем асим-
птотику второго порядка. В системе (2) выполним замены: 

 (2) 1 2
1 2 1 2 1 2( , ) ( , )expk k

u u
H u u H u u j x j x

   
  

. 

Получим 

 

0 1 2 0 1 2
1 2 0 1 2 1 2

1 2

1 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2

( , ) ( , )
( ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,

H u u H u u
H u u j j

u u

H u u H u u x H u u x H u u

 
        

 
 

     
 

 

 
1 1 2

1 2

2 1

1 1 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 2

2

0 1 2 1
1 1 0 1 2 2 2

1

1 0 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2

( ) 2 1 2
1 1 1

1

( , )
( ) ( , ) ( ,

( , )
( , ) (1 ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , )

ju ju ju

ju ju

j u u

H u u
H u u j r r x H u u

u

H u u
j e x e H u u r e H u u

u

H u u e H u u r e H u u

H u u
jr e r

u

 



 
         

 
 

      
 

     


  



1 1 2

)

2 1( )1
1 2 1 2( , ) 0,j u ux e H u u




 

 
2 1 2

2 1

1 2

2 1 2 1
1 2 2 2 1 2 1 1 1 1 2 1 2

1

0 1 2 2
2 1 1 2 1 2 2

2

2 0 1 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2

( ) 1 1 2
2 2 2

2

( , )
( ) ( , ) ( ,

( , )
(1 ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , )

ju ju ju

ju ju

j u u

H u u
H u u j r r x H u u

u

H u u
j e r e H u u x e H u u

u

H u u e H u u r e H u u

H u u
jr e r

u

 



 
         

 
 

      
 

     


  



0 1 2

)

1 2( )2
2 1 1 2( , ) 0.j u ux e H u u




 

Заменим: 
 k k    , , 2   k ku w  , (2)

1 2 1 2( , ) ( , , )k kH u u F w w  .  

Имеем 
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1

0 1 2 0 1 2
1 2 0 1 2 1 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 0 1 2 2 2 0 1 2

1 1 2
1 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 2

2

0
1

( , , ) ( , , )
( ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0,

( , , )
( ) ( , , ) ( , , )

j w

F w w F w w
F w w j j

w w

F w w F w w x F w w x F w w

F w w
F w w j r r x F w w

w

F
j e 

   
           

 
           

 
             




   1 2

1 2

2 1 2 1

1 2
1 1 0 1 2 2 2 1 1 2

1

1 0 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2

( ) ( )2 1 2
1 1 1 1 1 2 1 2

1

1 2 2 2 1 2

( , , )
( , , ) (1 ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )
( , , ) 0,

( ) ( , , )

j w j w

j w j w

j w w j w w

w w
x e F w w r e F w w

w

F w w e F w w r e F w w

F w w
jr e r x e F w w

w

F w w

  

 

   


       



        

 
      



      

2 2 1

2 1

1 2

2 1 2
1 1 1 1 1 2 1 2

1

0 1 2
2 2 2 0 1 2 1 1 2

2

2 0 1 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2

( ) 1 1 2
2 2

( , , )
( , , )

( , , )
( , , ) (1 ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )

j w j w j w

j w j w

j w w

F w w
j r r x F w w

w

F w w
j e x e F w w r e F w w

w

F w w e F w w r e F w w

F w w
jr e

    

 

 

 
      



 
          



        

 
  



1 2

1 2( )
2 2 2 1 1 2

2

( , , ) 0.j w wr x e F w w
w

    
 (5) 

Сформулируем следующее утверждение. 
Теорема 2. Предельное (при 0  ) значение  1 2( , )kF w w  решения  1 2( , , )kF w w   

системы уравнений (5) имеет вид 
 , 1 2 1 2( , ) ( , )k kF w w R w w 
где величины 0R , 1R , 2R , 1x , 2x  являются решением системы уравнений (4), а функция 

 имеет вид 1 2( , )w w

 
2 2

1 2
1 2 11 22 1 2 12

( ) ( )
( , ) exp

2 2

jw jw
w w Q Q jw jw Q

 
    

 
,  

где величины , ,  определяются из системы уравнений 11Q 12Q 22Q

 

11 1 0 0 1 0 1 1 1 2 1 1 1 2 2 1 0 1 1 2

12 2 0 0 2 2 1 1 2 0 2 2 2 1 2 2 2 1

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2

2 2 2 1 2 1 1 0 1 1 2 2 1 2 2 2 1

1 1

( )

( )

(1 )

1 1 1 1

2 2 2 2
1

2

Q R y R y r R y r R y R r R

Q R y r R y R y r R y r R
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r x R y x R R r R r x R

r x

          

          

           


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 
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R r R  
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2
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          
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2
R r R  
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0 0 0 0
11 1 0 0 1 0 1 1 1 2 1 1 1 2 2 1 1 2

0 0 0 0 1
12 2 0 0 2 2 1 1 2 0 2 2 2 1 2 2 2 1 1 0 0

1 1 1
1 0 1 1 1 2 1 1 1 2 2 1 1 2 1 0 2 0

1 1 1 1
22 2 0 0 2 0 2 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1
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         

            

           

          
0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2
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2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 0 2 2 2 2 1 2 2 2 1 1 1 1 2 1

1
1 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1
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.

R z x R z r x R z r R z r R z

r x R z R z x R z r x R z r R z r R z

r x R z r x R r x R

           

             

     

1

,

.

a

,

.

a

,

.

a

,

.

a

|1

Величины , , ; , , ; , , ; , ,  определяются из 

систем уравнений (6)–(9), соответственно. 
0y 1y 2y 0d 1d 2d (0)

0z (0)
1z

(0)
2z (1)

0z (1)
1z

(1)
2z

  (6) 
1 2 0 1 1 2 2 1 1

1 0 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2

2 0 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1
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( )
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a a y a y a y a

y a r y r a y r

y r a y a r y r a

      

       

       
 

  (7) 
1 2 0 1 1 2 2 2 2

1 0 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2

2 0 1 1 1 2 1 1 2 2 1 1

( ) ,

( )

( )

a a d a d a d a
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d r a d a r d r a

      

       
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Для нахождения , и : (0)
0z (0)

1z
(0)
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  (8) 

(0) (0) (0)
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z r a z a r z r a

      
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И для нахождения , и : (1)
0z (1)
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(1)
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  (9) 

(1) (1) (1)
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(1) (1) (1)
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(1) (1) (1)
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      

       

       

Заключение 

В работе исследована RQ-система  с r-настойчивым вытеснением аль-

тернативных заявок методом асимптотического анализа в условии большой задержки. 
Получено стационарное распределение вероятностей состояний прибора. Найдены зна-
чения асимптотических средних числа заявок в источниках повторных вызовов. Пока-
зано, что двумерное маргинальное распределение числа заявок в ИПВ1, ИПВ2 является 
асимптотически гауссовским. 

(2) (2)|M M
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Введение 

Имитация как метод решения нетривиальных задач получила начальное развитие в 
связи с созданием ЭВМ в 1950-х – 1960-х годах. Этот метод научного исследования 
предполагает использование компьютерных технологий для имитации различных про-
цессов или операций – моделирования. Устройства или процесс в дальнейшем будут 
называться системой. Если выражения, входящие в модель, достаточно просты для по-
лучения точной информации при решении тех или иных вопросов, то можно использо-
вать аналитические методы. Однако большинство реальных систем являются очень 
сложными, и создать их аналитическую модель не представляется возможным. Такие 
модели следует изучать путем имитационного моделирования; при этом для получения 
численных результатов, с помощью которых проводят расчет характеристик исследуе-
мой системы, применяют компьютер. 

Очевидно, что для исследования какой бы то ни было системы как нельзя лучше 
подойдет ее имитационная модель, позволяющая получить ряд преимуществ над вы-
полнением экспериментов в реальной системе. 

Время. В реальности оценить эффективность работы той или иной системы мож-
но только через месяцы или даже годы. Имитационная модель позволяет опре-
делить оптимальность изменений моментально. 

Повторяемость. Можно провести неограниченное количество экспериментов, 
практически с любыми входными значениями, чтобы выбрать наилучший ва-
риант. 

Стоимость. Имитационная модель позволяет не только сэкономить некоторое 
количество материальных ресурсов, но и затраты на использование такой сис-
темы состоят лишь из цены на программное обеспечение и стоимости консал-
тинговых услуг. 

Точность. С помощью имитационной модели можно наглядно описать процес-
сы, не обращаясь к математическим формулам или зависимостям. 

Наглядность. Имитационная модель обладает возможностями визуализации 
процесса. Это позволяет наглядно представить полученное решение и донести 
заложенные в него идеи до клиента и коллег. 

Универсальность. Дает возможность решать задачи из любых областей, а также 
проводить опыты без влияния на реальные объекты производства. 

1. Постановка задачи 

Основной задачей моей работы является реализация имитационной модели систе-
мы массового обслуживания таким образом, чтобы конечный пользователь мог постро-
ить ее по своему желанию. Для достижения этой цели поставленную задачу по смыслу 
можно разбить на несколько частей, реализация которых будет происходить по очере-
ди: 

1. Разработка интерфейса, позволяющего визуально представить необходимую 
СМО. 
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а. Создание инструментов для рисования СМО, то есть возможности рас-
становки на форме необходимых элементов и объединение их в единую 
систему. 

б. Возможность доступа к настройке параметров системы (свойства вхо-
дящих потоков, свойства приборов и т.д). 

2. Разработка алгоритма, благодаря которому, заданная пользователем система 
преобразуется в имитационную модель. 

3. Разработка основного алгоритма, по которому происходит обработка заявок, 
их движение между приборами, генерация входящих потоков и т.д. 

4. Разработка алгоритмов, подсчитывающих основные характеристики, заданной 
СМО. 

5. Программная реализация всех перечисленных пунктов на языке С# в среде 
VisualC 

2. Имитационная модель 

Имитационное моделирование – это метод исследования, заключающийся в ими-
тации на ЭВМ (с помощью комплекса программ) процесса функционирования системы 
или отдельных ее частей и элементов. Сущность метода имитационного моделирования 
заключается в разработке таких алгоритмов и программ, которые имитируют поведение 
системы, ее свойства и характеристики в необходимом для исследования системы со-
ставе, объеме и области изменения ее параметров. 

Данная работа предполагает построение СМО: 
– без приоритетов на очередность обслуживания; 
– с упорядоченной очередью типа FIFO; 
– многофазной или нет; 
– с ограничением на длину очереди или нет; 
– с отказами и без них; 
– с одним и множеством каналов; 
– с одинаковыми или разными дисциплинами обслуживания; 
– с неограниченной длительностью обслуживания. 

Будем предполагать, что для имитационной модели достаточно использовать сле-
дующие распределения входящего потока: показательное, равномерное и Рэлея. Для их 
моделирования использовался метод обратных функций, и были получены результаты: 

Экспоненциальная случайная величина ξ определена при 0x x    с плотностью 

 0( )( ) x xp x e     , , 0 0x x  0  , (1) 

выражение для расчета ξ: 

 0

1
( ) ln(1 )x     


, γ – БСВ.  (2) 

Равномерная случайная величина ξ определена при a x b   с плотностью 

 

0, ,

1
( ) , ,

0, .

x a

p x a x b
b a

x b


    
 

  (3) 

Выражение для расчета ξ: 
 ( )a b a     . (4) 

Рэлеевская случайная величина ξ определена при 0x x    с плотностью 

 

2
0
2

( )

0 2
2

( )
( )

x x
x x

p x e



  


 , , 0 0x x  0  . (5) 
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Выражаем величину ξ: 

 0 2 lnx        . (6) 

3. Статистические характеристики 

Поскольку конечной целью построения любой имитационной модели является ис-
следование характеристик системы, в рассматриваемую модель включены средства 
сбора и обработки статистической информации по интересующим характеристикам, 
основанные на методах математической статистики. 

Средняя длина очереди 

Длины очереди к прибору с номером j в момент 
T

i
n
 . Введем обозначения: S – ко-

личество приборов,  – длина очереди к прибору с номером j в момент времени t 

(

( )jq t

0 j S  , ), T – время моделирования системы, заданное пользователем, n – 

величина, отвечающая за точность итогового результата, определяющая количество 
отрезков разбиения интервала моделирования 

0 i  n

 0,T , на котором будет вычислено зна-

чение длины очереди. В итоге, получим выражение для нахождения средней длины 
очереди: 

 
0 0

( )n S j

i j

T
q i

n
n S 



 , (7) 

  
, если у -ого прибора в момент в очереди заявок,

( )
0, в противном случае.j

n j t n
q t


 


Среднее время ожидания 
Средняя длительность пребывания заявки в очереди с порядковым номером j на 

приборе с номером 1  по ходу ее движения. Введем обозначения: N – количество 
заявок, Z – количество обслуженных заявок, 

k 

jW  – количество периодов простоя в оче-

редях у j-ой заявки,  – длительность периода простоя в очереди i-ой заявки в мо-

мент t. 

W ( )i t

 
0 0

( )WjN
i

j i j

W t

W Z   . (8) 

Среднее время в системе 
Это значение между моментом выхода из системы по какой-либо причине и значе-

нием момента входа заявки в систему. 

 0

0

( ) ( )N
j n j

j

t t

N

  
 , (9) 

0t  – момент входа заявки в систему,  – момент выхода заявки из системы. nt

Среднее число заявок в системе 
Значение интервала времени, когда j-я заявка находится в системе по отношению 

ко времени T. Эта характеристика может быть получена нахождением суммы всех вы-
ражений вида: 

 
0 0

( )n N j

i j

T
i

n
n 

 
 , (10) 
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 01, если для -ой заявки ,
( )

0, в противном случае.
n

j

j t t t
t

 
  


 

Среднее число обслуженных заявок в системе 
Значение интервала времени, когда j-я заявка обслужена и находится в системе по 

отношению ко времени T. Формула будет иметь вид: 

 
0 0

( )n N j

i j

T
i

n
n 

 
 , (11) 

 01, если -ая заявка обслужена и ,
( )

0, в противном случае.
n

j

j t t t
t

 
  


 

Коэффициент потери заявки 
Данная характеристика вычисляется с помощью выражения вида: 

 
0

( )N

j

j

N

 , (12) 

  
1, если -ая заявка потеряна,

( )
0, в противном случае.

j
j


  



Примеры 

Интерфейс программного модуля выглядит следующим образом: 
 

 
Рис. 1. Интерфейс программного модуля 

Т а б л и ц а  1  
Примеры параметров системы 

Время обслуживания Ограничения 
№ 

опыта 
Распределение 

(параметр) 
№ 

прибора Экспоненциальн
ое 

Фиксированное 
Длина 
очереди 

Время 
ожидания 

1 2 – – 14 
1 Экспоненциальное (8) 

2 3 – 20 – 
2 Рэлея (3) 1 – 6 21 55 
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1 1 – 10 – 
2 1 – 1 1 3 Равномерное (1,2) 
3 – 1 – – 

 
Ниже последовательно для каждого опыта представлены статистические результа-

ты : 

   
Рис. 2. Статистические результаты 

Заключение 

В настоящей работе были разработаны алгоритмы, по которым заданная пользова-
телем система преобразуется в имитационную модель. Также был написан основной 
алгоритм, отвечающий за моделирование системы, он включает в себя обработку зая-
вок, их движение между приборами и генерацию входящего потока. В программе реа-
лизован интерфейс, позволяющий пользователю визуализировать заданную систему. 
Был разработан инструментарий для расположения элементов системы на форме и объ-
единения их в единую логическую структуру. Программный модуль поддерживает гиб-
кую настройку параметров системы. Результатом работы являются функции, вычис-
ляющие основные статистические характеристики. Программная реализация всех пере-
численных пунктов произведена на языке С# в среде VisualC. 
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СЕКЦИЯ IV. 
ИДЕНТИФИКАЦИЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ АВТОРЕГРЕССИИ 

С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМИ ШУМАМИ 

О. И. Антонова 
Томский государственный университет 

E-mail: jkm13@mail.ru 

Введение 

В задачах теории управления, физики, экономики и других отраслей особое место 
занимают стохастические динамические системы, которые, в отличие от детерминиро-
ванных систем, содержат случайную составляющую. Одной из наиболее важных и рас-
пространенных моделей в анализе временных рядов является процесс авторегрессии, в 
котором текущее значение ряда линейно зависят от некоторого числа предыдущих зна-
чений этого ряда. 

Широкое применение в прикладных задачах имеет модель авторегрессии, в кото-
рой коэффициенты зависят от времен. Например, на практике часто наблюдается зави-
симость коэффициентов модели от сезона, месяца, дня недели и т.д. В таких случаях 
можно рассматривать процесс авторегрессии, для которого параметры меняются с за-
данным периодом. Это позволяет учесть сезонные изменения ряда. В свою очередь па-
раметры модели могут быть подвержены влиянию случайных возмущений. Чтобы 
учесть это, в рассматриваемой модели используются дополнительные мультипликатив-
ные помехи, т.е. процесс можно записать в следующем виде: 

   
0

p

t i t t i
i

x t x 


t       , 

где коэффициенты авторегрессии  i t  являются периодическими функциями. 

Такие модели нашли широкое применение в практических задачах, например, в ис-
следовании загрязнений, концентрации озона в городах, в задачах прогнозирования 
речного стока, в метеорологических исследованиях, в геофизических задачах, в эконо-
метрических временных рядах. 

1. Постановка задачи 

Пусть на вероятностном пространстве  , ,F P  выделена неубывающая система σ-

подалгебр  , 0,1,tF t    и задан случайный процесс   1t t
x


, описываемый системой 

уравнений: 
    1t t tx t x      t 1,2,...t,  , (1.1) 

 
где  t  – дискретная детерминированная периодическая функция с периодом p: 

    t p t    , 0,1,2  t   , 

  1 
 t t
  и   1

 t t
  — последовательности случайных величин (шумы). Процессы  и  

будем считать независимыми, 

t t

0x  – начальное значение процесса. 

Случайные процессы tx , t ,  t  согласованы с системой  t , F о есть tт x , t , t  из

меримы относительно σ-алгебры tF , 

  -

0,1,...t  . Возьмем { }t  и  t как последователь-
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ности независимых одинаково распределенных случайных величин с нулевым матема-
тическим ожиданием и конечными вторыми моментами, т.е. M 0t 

1 2, , 

, M , 

, . 

0t 

p

2 2M t   2 2M t  
Требуется построить оценки неизвестных параметров модели     по дис-

кретным наблюдениям 1 2, , nx x x . 

Будем строить последовательный план, основываясь на методе наименьших квад-
ратов. Систему уравнений (1.1) перепишем в виде: 
    1 1 1t t t t t tx t x x t x          t  , 1t t tx     t . 

        1| 0tF 1 1 1 1 1M | M | Mt t t t t t t tF x F x F    M |t t          . 

    2 2 2 2
1 1M |t t tF x d       t . 

Введем последовательность: 

  
 

 

, mod

1, mod . 

N
n N p

p
s n

N
n N p

p

 
 

  
     

 ,

 

Тогда с учетом периодичности  t  МНК оценка i-го параметра будет иметь вид: 


   

   

1
11

1 2
11

s i
LS pk i pk ik

i s i
pk ik

d pk i x x

d pk i x


  


 


 






, 0, , 1i p  .  

Чтобы построить последовательный план, зададим произвольную постоянную H, 
. 0 H  

Введем систему моментов остановки: 

     1 2
1

1

inf 1:
n

i i pk i
k

H n d pk i x


 


H
 

       
 

 , 

i  — число наблюдаемых периодов, используемых для построения последовательной 

оценки i-го параметра (полагаем i   , если множество в фигурных скобках пусто). 

Тогда момент остановки 
    

0 1
max i

i p
H p H

  
   . 

Введем последовательность     1
,

i
k k H

i H
 

 : 

  
 

   
1, ,

,
, ,

i
k

i

k H
i H

i H k H

    
   ,

 

где  находится из условия  ,i H 
1

1

i

k

i H
 


 .         11

, ,
i ik pk i id pk i x i H d p i x


        2 2

1 1p i Н  

Отсюда 

  
 

 

1 1 2
11

1 2
1

,
i

i

pk ik

i p i

H d pk i x
i H

d p i x

  
 


  

 
 

 


. 

Тогда последовательная оценка i-го параметра имеет вид: 
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   
   
   

1
11

1 2
11

,

,

i

i

k pk i pkk
i

k pk ik

d pk i i H x x
H

d pk i i H x

 
i  

 
 

 
 

 




, i 0, , 1p   . (1.2) 

Последовательная оценка (1.2) i-го параметра получается из оценки МНК путем 
замены  s i  на i  введения весовой последовательности  и     1

,
ik H

i H
 

 k ой, что 

знаменатель в (1.2) в момент времени 

так

 i H очности равняется H.  в т

2. Свойства полученных оценок 

1. Несмещенность оценки 
Покажем, что последовательный план оценивания, построенный в (1.2), дает не-

смещенную оценку неизвестных параметров периодической авторегрессии. 

       1 1 1
1 1

 , ,
i i

i pk i pk i pk i pk i pk i t
k k

R H g i H x g i H
 

       
 

       . 

Введем усеченные моменты остановки     min ,i H  i N . Обозначим 

 
 

1
1

i

N pk i pk i
k

F i g


  


  , при этом    
. .

lim  N i
N п н

F i R H


 , 0, , 1i p   . 

Найдем M NF : 

  


1 1 1
1 1

M M M M( | )
i

i

N

N pk i pk i pk i pk i pk i
kk k

F i g g F


             

  
  0      
     

   . 

Покажем, что последовательности   1{ }N NF i    равномерно интегрируемы. Для это-

го воспользуемся теоремой Валле-Пуссена [5]: для равномерной интегрируемости се-
мейства  достаточно, чтобы для некоторой определенной на 1{ }N NX   0,  действи-

тельной положительной измеримой функции f, удовлетворяющей условию: 

 f x  
1

lim
x x

 
 
 

, выполнялось неравенство:  sup M
i

 . if X 

Возьмем   2f x x . Рассмотрим  2M NF i :  

  
 

 





2
1 1

1 1

2 2
1 1

1 0

M M

M 2 M

i i

i

i

N pk i pk i ps i ps i
k s

ps i ps i pk i pk i ps i ps i
s s k

F i g g

g g

 

     
 



        
   

 
    

  
  

      
    



  1 .g




Рассмотрим первое слагаемое в сумме: 

 



   

   


   

2 2 2 2 2 2
1 1 1

1 1 1

2 2 2
1 1 1

1 1 1

2
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M M M[ M( | )]

M M M

1

i

i i

i i

i

N N
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s s s

N

ps i ps i ps is
s s s

s

g g g

g d ps i g d ps i g d ps i

M
H



           
  

 

     
  





   
1F             

                      



  

  

     
1

2 2
1 1

1
, .

i

i ips i i p ix d ps i i H d p i x
H



     

 
      

  


 

Рассмотрим второе слагаемое: 
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 
 

 

1 1 1 1
00

1 1 1
0

M M

( ( | ) ) 0.

i

i

i

pk i pk i ps i ps i pk i pk i ps i ps i k
s k Ns k

pk i pk i pk i ps i ps i k
s k N

g g g g

M g M F g

            
    

        
  

           
   

    

 




 

Окончательно получаем: 

  2

1

1
sup M N
N

F i
H

 . 

Так как    
. .

lim  N i
N п н

F i R H


 , 0, , 1i p   , и последовательности   
1
 N N

F i


 рав-

номерно интегрируемы в силу условия  2

1
sup M
N

1
NF i

H
 , то можно совершить пере-

ход: 

    0 M lim MN i
N

F i R H


  .     M M Mi i iH R H i      . 

2. Покажем, что среднеквадратическое отклонение оценки равномерно ограничено. 

 . Воспользуемся теоремой Фату – Лебега:    
2 2ˆM Mi i iH R      H

          2
2 2 2lim

1
M M M lim Mi i i N

N
N

N
H R H F i F i

H 

            
. 

Получили верхнюю границу для среднеквадратического отклонения последова-
тельной оценки от реального значения параметра, которая убывает обратно пропор-
ционально значению параметра H процедуры оценивания. 

   
2 1

sup M
i

i iH
H 

      , 0, , 1i p   . 

3. Время работы процедуры. 
Рассмотрим периодическую авторегрессию с периодом p при отсутствии дополни-

тельных мультипликативных шумов, заданную системой рекуррентных уравнений: 

 , 1pk i i pk i pk ix x       0, 1i p  , 1,2,k   , (2.1) 

{ }t  — последовательности независимых одинаково распределенных случайных вели-

чин, M 0 , t  2 2M t   . 

Теорема. Если процесс периодической авторегрессии, заданный системой рекур-

рентных уравнений, является устойчивым, т.е. 
1

0

1
p

i
i





  , то для него выполняется: 

 
 

п.н. 0 1
max i

i p

H
s

H   


 , 

где 

    
0 1

 max ,i
i p

H H
  

     
 1 2

0

0 1 1 2 2
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1
,

p
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p p
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s





 

  

 


 


 

 

 

 

1
1 1 2 2

0 1
1 2

0
1

p p
lm l m

i l p
ll

1 1 1
2 2 2

0 0

i i i

l
l m

s
1l m


 

  




 
 

 

 


  

 

 
    
  

  
 

, 1, 1i p .  

Доказательство. 
Систему (2.1) запишем в виде: 
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0 1

1 1 1

2 2 3

1 1 2 1

,

,

,

.

pk pk pk

pk pk pk

pk p p pk p pk p

pk p p pk p pk p

x x

x x

x x

x x



 

      

      

2

   

   

   

   

 (2.1*) 

Моменты остановки для процедуры оценивания параметров данной модели будут 
иметь вид: 

   2
1

1

inf 1:
n

i i pk i
k

H n x  


H
 

      
 

 . (2.2) 

 

Обозначим: . Каждое уравнение системы (2.1*) возведем в квадрат и 

просуммируем по k от 1 до n. Получаем новую систему, которая имеет вид: 

2
1

1

n
i
n pk i

k

S x  




 

1 2 0 2
0 0 1

1 1

2 2 1 2
1 1 1 1

1 1

1 2 2 2
2 2 3 2

1 1

0 2 2 2 1 2
1 1 1 1 2 1 1

1 1

,

,

,

.

n n

n n pk pk pk
k k

n n

n n pk pk pk
k k

n n
p p

n p n p pk p pk p pk p
k k

n n
p

n p pn p n p pk p pk p pk p
k k

S S x

S S x

S S x

S x x S x


 

 
 

 
2       

 


         

 

      

      

      

        

 

 

 

 

 (2.3) 

Выразим все для i
nS 1, 1i p   через  последовательной подстановкой. 0

nS

 

1 2 0 2
0 0 1

1 1

2 2 2 0 2 2 2 2
1 0 1 0 1 1 1 1 1

1 1 1

,

.

n n

n n pk pk pk
k k

n n n n

n n pk pk pk pk pk pk
k k k k

S S x

S S x x


 

1
  

   

      

              

 

   
 (2.4) 

Введем обозначения: 

 1
1

n
i
n pk i pk

k

M x i  


  , 2

1

n
i
n pk

k

E i


  . (2.5) 

Методом математической индукции покажем, что: 

 , 1 2 0 2 2

0 0 1 0 1

i i i i i
i m
n l n l m n l

l m l m m l m

S S M

      

           m
nE 0, 2i p  . (2.6) 

Будем полагать  при 2

1

1
i

l
l m 

  1 .m i   Из (2.4) с учетом обозначений (2.5) следу-

ет, что уравнение (2.6.) справедливо для 1i  . Пусть (2.6) справедливо для , 
тогда 

1i d 

 . 
1 1 1 1 1

2 0 2 2

0 0 1 0 1

d d d d d
d m
n l n l m n l

l m l m m l m

S S M
    

      

         m
nE

d
nE

Запишем уравнение для  из системы (2.3): 1d
nS 

 . 
1 1 1 1 1

1 2 2 2 0 2 2 2 2

0 0 1 0 1

d d d d d
d d d d m d m
n d n d n n d l n d l m n d n d l n

l m l m m l m

S S M E S M M E
    



      

                     
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Если полагать  при m2

1

1
d

l
l m 

  1 d 

m
nE

m
nE

 
  
 

, то окончательно получим 

 , 1 2 0 2 2

0 0 1 0 1

d d d d d
d m
n l n l m n l

l m l m m l m

S S M

      

        
что и требовалось доказать. 

Тогда уравнение для  будет иметь вид: 1p
nS 

 . 
2 2 2 2 2
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0 0 1 0 1

p p p p p
p m
n l n l m n l

l m l m m l m

S S M
    



      

          
Подставив в последнее уравнение системы (2.3), получим 

  

  (2.7) 

1 1 1 1 1
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1 1
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,
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 
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 

    

  

Подставляя полученное выражение для  в (2.6), получаем 0
nS

 

11 1 1 1 1
1 2 2 2 2 2 2

1 1
0 0 1 0 1

2 2

0 1 0 1

1

, 0, 2.

p p p p pi
i m
n l p pn l m n l n l
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S x x M E

M E i p

    


 
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 
           

 

  



   

     

   

0

m  
  
   (2.8) 

Выражения (2.7) и (2.8) делим на n и устремляем n в бесконечность, получаем 
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по закону больших чисел. Следовательно: 

 
 
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Из определения моментов остановки следуют неравенства: 

 , 
   1

2 2
1 1

1 1

i iH H

pk i pk i
k k

x H x
  

   
 

   0, 1i p  . 

Поделим каждое неравенство на  i H : 
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При  и H   i H  , при этом: 
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Следовательно: 
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, 1, 1i p .  

   max ,i
i

H H    т.к.  max i
i

H  — непрерывная функция, то для нее выполня-

ется 

       
0 1 0 1 0 1

lim lim max max lim maxi i
H H Hi p i p i p

H H H
          

      is , 0, 1i p  . 

Что и требовалось доказать. 

3. Численное моделирование 

В среде MathCad было проведено моделирование процесса PAR(p), с различными 
значениями периода. 

Были построены оценки параметров смоделированных рядов. Для оценки точности 
найденных оценок были рассмотрены выборочные среднеквадратические отклонения 

по n реализациям процесса:    2

,
1

1 ˆ ,
n

i i
j

SD n
n 

    i j где ,
ˆ

i j  — оценка параметра i-го 

периода, полученная по j-ой реализации процесса. 

Также будем рассматривать среднюю длительность процедуры:  
1

1 n

j
j

S n
n 

   , 

,  где ,maxj i
i

   j ,i j  — количество периодов наблюдений, необходимых для оценки i-

го параметра в j-ой реализации процесса. 
Для рассмотрения влияния значений параметра H процедуры оценивания на точ-

ность оценок и длительность процедуры, было сгенерировано 100 реализаций процесса 
PAR(2) со значениями параметров 1 3  , 2 0.1   , . На рис. 1 отражено 

влияние выбора параметра H на значения среднеквадратических отклонений оценок. 

2 0.01 
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Рис. 1. Среднеквадратические отклонения оценок от реальных значений первого параметра процесса (SD1) 

и второго параметра процесса(SD2), верхняя граница среднеквадратического отклонения оценок 
1

H
 

в зависимости от выбора параметра процедуры оценивания H 

На графике видно, что точность увеличивается экспоненциально с ростом H. 
На рис. 2 отображено влияние выбора параметра H на среднее значение длительно-

сти процедуры. 

 
Рис. 2. Среднее значение момента остановки по 100 реализациям процесса в зависимости от выбора параметра H 

На графике видно, что время работы процедуры растет линейно с ростом H. 
Для исследования влияния значения параметров процесса на среднее время проце-

дуры, было смоделировано по 100 реализаций процесса PAR(2) с различными значе-

ниями  и  при . Оценки параметров строились при выборе . 1 2
2 0.5  200H 

На рис. 3 отображено среднее время длительности процедуры в зависимости от 
изменения параметра  при фиксированном 1 2  и остальных параметрах процедуры. 

 

Рис. 3. Среднее значения момента остановки при 2 0   ( 0 ),  (2 0.2  02 ) и  ( ) 

в зависимости от значения 

2 0.4  04

1  

Для рассмотрения влияния дисперсии мультипликативного шума были построены 
по 100 реализаций процесса PAR(2) для различных значений уровня мультипликатив-
ных шумов. 

При  были построены оценки параметров 200H  1  и 2 , для полученных оценок 

найдены среднеквадратические ошибки  1 100SD и  2 100SD  и среднее время длитель-

ности процедуры  100S . 
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Рис. 4. Среднеквадратические ошибки оценки параметра 1  при изменении дисперсии мультипликативного шу-

ма,  (SD1),  (SD11),  (SD12), ,  1 3  1 1.5  1  0.8 2 0.5  200H 

 

Рис. 5. Среднеквадратические ошибки оценки параметра 2 при изменении дисперсии мультипликативного шума, 

 (SD2),  (SD21), (SD22), ,  1 3  1 1.5  1  0.8 2 0.5  200H 

 
Рис. 6. Среднее значение длительности процедуры при изменении дисперсии мультипликативного шума, 

 ( 1 ),  ( 21 3   1 1.5   ),  ( 31 0.8   ), , 2 0.5  200H   

Из графиков, можно сделать вывод, что с ростом дисперсии мультипликативного 
шумв, погрешность оценивания растет, при этом время работы процедуры также уве-
личивается. 

Заключение 

Была рассмотрена модель периодической авторегрессии первого порядка с допол-
нительными мультипликативными шумами. Для данной модели была построена после-
довательная процедура идентификации, которая дает возможность контролировать 
точность оценки за счет свойства ограниченности среднеквадратических отклонений 
оценки. Получена формула для асимптотического времени длительности процедуры. 
Теоретические выводы подтверждены результатами численного моделирования. 
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО АДАПТИВНОГО  
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Введение 

Многие реальные явления, подразумевающие случайность и эволюцию во време-
ни, допускают представление в виде параметрических динамических систем. Задача 
идентификации моделей таких систем является ключевой при их изучении. Л. Льюнг 
[1] предлагает в роли критерия качества модели использовать точность прогнозов, ко-
торые на её основе можно сделать. В случае если параметры модели неизвестны, таким 
образом, возникает необходимость их оценивания. 

Очевидно, что точность прогноза явно зависит от точности оценок параметров и 
неограниченно растёт лишь в асимптотической постановке, тогда как размер реальной 
выборки всегда конечен. Тем не менее, методы последовательного и усечённого после-
довательного оценивания параметра, представленные в работах [2]–[5] и др., позволяют 
достичь заданной точности на выборках, соответственно, случайного и конечного, слу-
чайного и ограниченного объёмов. 

Конфликт между необходимостью получить наиболее точные оценки и ограничен-
ностью выборки формулируется как задача оптимизации. В настоящей работе она со-
стоит в минимизации функции риска, описывающей среднеквадратическую точность 
прогнозов и длительность наблюдений для устойчивого процесса авторегрессии перво-
го порядка. Рассматриваются случаи постоянного и случайного коэффициентов авто-
регрессии. Прогнозы построены при помощи оценок по методу усечённого оценивания, 
предложенному в работе [6] как развитие метода усечённого последовательного оцени-
вания. 

1. Постановка задачи 

Пусть устойчивый скалярный процесс авторегрессии первого порядка задаётся 
следующим уравнением: 
 1 1k k kx x k        (1) 

где параметр 1   предполагается неизвестным, а шумы ξk при 1k  образуют после-

довательность независимых одинаково распределённых случайных величин (н.о.р.с.в.) 
с нулевым средним и конечной дисперсией 



2 2
1E    

Хорошо известно, что оптимальным в среднеквадратическом смысле одношаговым 
прогнозом является условное математическое ожидание значения процесса относи-
тельно его прошлого, т.е.: 
 1 1opt

k kx x k      

Неизвестный параметр  естественно заменить некоторой оценкой , определив 

одношаговые прогнозы следующим образом: 

 ˆ
k

 1 1
ˆˆ 1k k kx x k        

Ошибка предсказания имеет вид: 
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  1 1
ˆˆ ˆ ( )k k k k k ke x x x         

Обозначим  выборочное среднее квадрата ошибки: 2
ne

 2 2

1

1
ˆ

n

n k
k

e e
n 

   

Определим функцию потерь следующим образом: 

 2 ,n n

A
L e

n
n   

где параметр ( 0  можно трактовать как «стоимость» ошибки предсказаний. Этой 

функции потерь соответствует риск вида: 

)A 

 2
n n n

A
R E L E e n

n       

E  обозначает математическое ожидание по распределению P  с заданным вектором 

параметров . 2( )  

Задача состоит в минимизации  по размеру выборки  nR .n

2. Основной результат 

Для решения поставленной задачи используется метод усечённого оценивания, 
предложенный В.А. Васильевым в [6]. Согласно этой работе, оценка параметра  ос-
новывается на оценке методом наименьших квадратов: 



 
1

1

2
1

1

ˆ 1

k

i i
i

k k

i
i

x x
k

x







  



    

и имеет вид: 

 ˆ Δ 1k k k kH k 
 
 

         (2) 

Здесь 2
1

1

1
Δ ,

k

k
i

ix
k 



   символ χ(B) означает индикатор множества B, и: 

 1 2log ( 1)kH k      

При этом, согласно [6], Hk может быть выбрана как любая убывающая медленно ме-
няющаяся функция. 

Определим необходимые величины, используя оценки :k  

 

2 2
1 1 1 1

1

2

1
( )

n

k k k k k k k n k
k

n n

,x x e x e e
n

A
R E e n

n

   




          

  

   
 (3) 

Перепишем функцию риска следующим образом: 

 2( )n n

A
R D

n  n      (4) 

где: 

  2 2 2
1 1

1 1

1 1
( )

n n
opt

n k k k
k k

kD E x x E x
n n  

 

           

Покажем, что (1)nD o  при ,  для чего установим свойства оценок  Далее C 

обозначает любые непринципиальные константы, не обязательно равные между собой. 

n  .k
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Лемма 1. Пусть для некоторого целого  выполнены условия: 1m 
 4 4

1 0
m mE Ex     .  

Тогда для любого 1   и 1  выполняется неравенство: k 

 2 log
( )

m
m

k m

C k
E

k       (5) 

Используем лемму 1 для оценивания nD   При выполнении условий  

 неравенство Коши-Буняковского и (5) обеспечивают: 

4
1E  

4
0Ex  

  2 2 2
1 1

1

( ) log
n

k k
k

E x C n  


       1n 

Таким образом, использование оценок k  при построении адаптивных прогнозов га-

рантирует: 
  1 2log (1),nD Cn n o n  

Учитывая вид функции риска (4), задача сводится к минимизации главной части: 

 2 min,n
n

A
R n

n      

произведя которую, находим оптимальный объём выборки, зависящий от выбора A: 
 1 2o

An A 
     

Такому объёму выборки соответствует значение риска: 
   1 2 22 (log ),o

An
R A O A A

   

Если дисперсия шума  известна, задачу следует считать решённой, однако в 

общем случае, подобно работе [2], введём момент остановки  в качестве оценки  

С этой целью заменим  в определении  некоторой оценкой 

2


AT .o
An

2


o
An 2 :n  

  1 2inf
A

A n n
T n A 

 n     (6) 

где  – задержка процедуры, зависящая от значения A, а оценка An 2  определяется сле-

дующим образом: 

 2
1

1

1
(

n

n k n k
k

x x
n 



2)       (7) 

Для установления эквивалентности величин  и  в смысле сходимостей почти 

наверное и в среднем, а также подтверждения асимптотической оптимальности проце-
дуры в смысле эквивалентности величин риска: 

AT o
An

 21
A A AT T T

A

R E L AE e E T
T   A     

и o
An

R   сформулируем следующую теорему. 

Теорема 1. Пусть выполняются условия 16 16
1 0E Ex    

.5)

 и  в (6) такой, что 

 для 
An

2 1
0max{ log } ( )r

Ak A A n o A    2 (0.4 0r    Тогда для любого 1   и : 2 0 

 1 a s 1 A

o
A

TAA
A Ao o

A A n

RE TT
P

n n R


   1
A

         
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3. Случайный коэффициент λ. 

Предположим, что параметр   в (1) подвержен случайным флуктуациям. Модель 
процесса в таком случае будет иметь вид: 
 1 1 1k k k kx x k         (8) 

где 
 0.k k k        

Здесь ηk – последовательность н.о.р.с.в., независимая также с ξk, имеющая нулевое 
среднее и дисперсию . Дополнительно потребуем выполнения условия 

 для обеспечения устойчивости процесса. 

2
1E  2

2 2 1   
Заметим, что оптимальный в среднеквадратическом смысле одношаговый прогноз 

для процесса (8) имеет тот же вид, что и для процесса (1): 1
opt
k kx x    для  1.k 

В качестве оценки параметра   будем вновь пользоваться (2). Может быть легко 

показано, что при выполнении условий леммы 1, а также условия  по-

прежнему справедливо утверждение леммы для оценок 

4
1( ) mE    1

k  параметра   процесса (8). 

В ошибке предсказания по сравнению с моделью с постоянным коэффициентом 
появляется ещё одно слагаемое, связанное с неустранимой погрешностью: 
  1 1 1 1( )k k k k ke x x            k

Учитывая это и используя функцию риска (3), вновь выделим её главную часть: 

 2 2 2
n x

A
nR D n

n
 
   

         

где: 

 
2 2

2 2 2
12

1 1

1
( ) ( )

1 ( )

n n
opt 2 2 2.x n k k x k x x k

k k
kD E x x E x

n n
 

  
 

 
           

         

Аналогично разделу 2, с помощью свойств оценки k  и вытекающего из определе-

ния процесса k x  неравенства 2 2
x C1

1

n

x k
k

 


   казано,    может быть по что 

)(1nD o для n   Тогд 2 2 2 2 ,а, обозначив x        задачу минимизации риска 

вновь сводим к минимизации главной части: 

 2 min.n
n

A
R n

n
     

Оптимальный объём выборки имеет вид 1 2 .o
An A    При отсутствии априорной 

информации о параметре  используем момент остановки ,  определённый форму-

лами (6), (7). Тогда Теорема 1 оказывается верна для процесса (8) для любых  и ηk, 

удовлетворяющих 2 2  при выполнении единственного дополнительного усло-

вия  



1,

AT



  

1.16
1( )E    

Заключение 

В настоящей работе рассмотрены скалярные устойчивые процессы авторегрессии 
первого порядка с постоянным и переменным коэффициентами. С использованием ме-
тода усечённого оценивания построены одношаговые прогнозы, являющиеся асимпто-
тически оптимальными в смысле заданной функции риска. 
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Введение 

В финансовой математике часто предполагают, что доходы по активам распреде-
ляются по нормальному закону. Это объясняется сохранением нормальности при сло-
жении независимых гауссовских случайных величин, что позволяет суммировать при-
быль. В силу центральной предельной теоремы закон распределения прибыли при не-
гауссовских независимых слагаемых с конечными вторыми моментами приближается 
при некоторых дополнительных условиях к нормальному с увеличением числа слагае-
мых. 

Однако финансовые модели на основе нормального закона дают не всегда удовле-
творительное описание данных. Это проявляется, например, если эмпирические данные 
демонстрируют эффект вытянутости. Нормальный закон так же не объясняет некото-
рые эффекты, наблюдаемые в поведении реальных данных: наличие периодов высокой 
волатильности и резких изменений биржевых курсов. 

В 1963 году Мандельброт предложил подойти к анализу таких данных используя 
устойчивые законы Парето, которые позволили ему объяснить эти эффекты. Эти моде-
ли оказались более адекватными для описания периодов резких изменений и периодов 
затишья в поведении данных. 

Впервые понятие устойчивого распределения было введено Леви в 1919 году и 
описано в его монографии в 1925 году. Леви изучал свойства сумм одинаково распре-
деленных случайных величин с «тяжелыми» хвостами. При этом основная трудность 
состояла в том, что устойчивые законы не имели явной формы плотности и функции 
распределения. 

Поэтому спустя тридцать лет такие модели потеряли свою популярность, так как 
их изучение достаточно сложно и они построены только в частных случаях. В настоя-
щее время интерес к устойчивому закону возобновился благодаря тому, что они оказа-
лись более подходящими для описания ряда финансовых активов. 

1. Устойчивые законы 

Рассмотрим плотность распределения вероятности некоторой случайной величины 
X [6]. 
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Рис. 1. Симметричная плотность распределения вероятности с тяжелыми хвостами справа и слева: 1 – эксперимен-
тальная гистограмма; 2 – гауссовская плотность распределения вероятности (сплошная линия); 3 – тяжелый хвост 

реальной плотности распределения вероятности (точечная кривая). 

На рис. 1. приводится пример эмпирических данных (плотность распределения ве-
роятности некоторой случайной величины X), для которых нормальное распределение 
не дает адекватное описание. 

Полученные данные достаточно хорошо описываются нормальным распределени-
ем только в центральной части области распределения случайной величины 

[ ;m m ]X X X . Устойчивый закон, в отличие от нормального, позволяет учитывать тяже-

лые хвосты у плотности распределения вероятности. 
Случайная величина R называется устойчивой, если для любых положительных a и 

b существуют такое положительное число c и действительное число d, что 

 1 2

d

a R b R c R d      , (1) 

где ,  – независимые копии R; равенство d означает равенство распределений слу-

чайных величин, стоящих в левой и правой частях. 
1R 2R

Следующая теорема является ключевой в теории устойчивых распределений. 
Теорема 1. Случайная величина R устойчива тогда и только тогда, когда ее харак-

теристическая функция имеет вид 

 ( ) (exp( )) exp{ | | (1 (sign ) ) }
2R E iR i tg i  

            , (2) 

если  и 1, 

 
2

( ) (exp( )) exp{ | | (1 (sign ) ln ) },R E iR i i            


  (3) 

если  1. 
Дадим некоторые пояснения. Здесь α ( 0 2  

0
) – индекс устойчивости (мера вы-

тянутости), β ( ) – параметр сдвига, σ (1 1      ) – параметр масштаба, μ ( ) – 

параметр положения. 

R

Индекс устойчивости α демонстрирует «вытянутость» эмпирических данных, то 
есть чем меньше α, тем «тяжелее» хвост и вершина распределения становится более 
острой. При  характеристическая функция превращается в характеристическую 
функцию нормального закона с нулевым средним. Как отмечается в литературе, случай 

 не используется, так как для эмпирических данных всегда 

2 

1  1  . 
Далее, параметр сдвига β показывает асимметрию распределения: при положи-

тельном β распределение сдвинуто влево и чем больше β, тем сильнее сдвиг, а если β 
отрицательно, то распределение сдвинуто вправо и чем меньше β, тем сильнее сдвиг. 
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При  случайная величина R симметрична и тогда характеристическая функ-

ция имеет вид: 

0 

 ( ) (exp( )) exp{ | | }R E iR i          . (4) 

Параметр масштаба σ ( ) является стандартным среднеквадратичным откло-
нением, а параметр положения μ (

0 
R ) является средним устойчивого распределения. 

Выбор различных значений параметров в устойчивых законах дает дополнитель-
ные возможности в описании данных, в том числе позволяет учесть вытянутость хво-
стов и наличие асимметрии. 

Доказано, что сумма двух независимых случайных величин с устойчивым распре-
делением является устойчивой случайной величиной. 

Замечание: Говорят, что класс распределений устойчив относительно сложения, 
если для любых двух распределений из этого класса их свертка входит в этот класс. 

В теории вероятности установлено, что такой класс является единственным и обра-
зуют семейство устойчивых законов. В него, в частности, входит нормальное распреде-
ление. 

Ковариационная форма для устойчивого закона 
При обработке статистических данных с помощью устойчивых законов применя-

ют, в частности, ковариационную форму, которая является аналогом ковариационной 
функции. 

Ковариационная форма от двух величин  и  определяется по формуле: 1R 2R

 
1 2

11 1 2 2
1 2 1 2

1 0, 1

( )1
[ , ] ( )

nS

R R
R R s s Г ds


 



   

   
 
   , (5) 

где введена функция sign( )
kkx x   x , называемая степенной функцией со знаком. 

Соотношение, связывающее ковариационную форму и параметры масштаба: 
 , 1

1 2 1 2[ , ] ( ) ( )R R R R
    1/( ) [ , ]R R R 

  . (6) 

2. Модели, используемые при обработке финансовых временных рядов 

В финансовой инженерии накоплен большой статистический материал относи-
тельно поведения различных финансовых активов. Для их обработки используются 
различные финансовые модели. 

Во многих случаях успешный анализ моделей удается провести на основе линей-
ных и нелинейных моделей, использующие гауссовские и условно-гауссовские шумы. 
Однако, для некоторых эмпирических временных рядов более адекватными являются 
модели, использующие устойчивые распределения. 

К числу наиболее известных моделей относятся CAPM, ART, модели, основанные 
на устойчивых законах, используются для количественной оптимизации портфеля, а 
также в расчете цен опционов. 

Рассмотрим некоторые из этих моделей подробнее. 

2.1. Capital Asset Pricing Model (CAPM) 
Capital Asset Pricing Model – модель ценообразования активов или модель оценки 

финансовых активов. В CAMP доходы по активам квадратично интегрируемы, а роль 
дисперсии выполняет риск. Модель используется для определения уровня доходности 
актива. 

В модели CAMP активы подчиняются данному соотношению: 
  0( ) ( )i i m 0RE R R E R    , (7) 
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где  – безрисковая процентная ставка,  – доход по рассматриваемому активу,  – 

доход по рыночному портфелю, 
0R iR mR

i  – характеристический коэффициент актива или ко-

эффициент бета. 
Американский экономист Юджин Фама предположил, что доходы по финансовым 

активам подчиняются симметричным устойчивым законам и показал, что для любого 
актива соотношение (7) выполняется, при этом коэффициент бета равен: 

 
( )1

( )
m

i
m i

R

R


 

 
, (8) 

где  – вес актива с номером i в рыночном портфеле. i

2.2. Arbitrage Pricing Theory (ART) 
Arbitrage Pricing Theory (ART) – многофакторное обобщение CAPM. Интерес к 

этой модели объясняется тем, что она дает более адекватное описание эмпирических 
данных с большой волатильностью. 

Идея ART заключается в том, что на рынке существует конечное число рисков, ко-
торые представлены в виде случайных величин 1,..., k  , и доход по любому активу 

рынка зависит от рисков линейным образом: 
 , (9) 1 1 2 2( ) ...i i i i ik kR E R          i
где величины  – особые риски, которые независимые между собой и от рыночных 

рисков), 
i

ij  – измеряет величину риска с номером j, которому подвергается актив с но-

мером i. 
В модели ART каждый рыночный риск является носителем вознаграждения i  и 

каждый актив вознаграждается в соответствии с формулой: 
 0 1 1 2 2)( ...i i iE R R ik k          . (10) 

Модель ART предполагает то, что вознаграждается не полный риск актива, а толь-
ко связанная с этим рынком часть риска. 

2.3. Количественная оптимизация портфеля 
Модели, основанные на устойчивых законах, используются для количественной 

оптимизации портфеля и обобщают модель «среднее-дисперсия» Марковица и Шарпа. 
Если эта модель использует устойчивые законы, то мерой риска будет уже не диспер-
сия, а параметр масштаба σ ( ) или любая строго возрастающая функция от σ. 0 

3. Применение устойчивого распределения 

На данный момент в мире широко развивается научно-технический прогресс, по-
стоянно внедряются новые технологии. Поэтому увеличивается число всемирных ката-
строф, например авария на техногенном объекте, которая влечет за собой массовую 
гибель людей и даже экологическую катастрофу. В связи с этим появляется потреб-
ность в прогнозировании и предотвращении таких катастроф. Теория вероятности и 
математический аппарат позволяет установить связь между идеями нелинейной дина-
мики и задачей управления риском. 

Модели, использующие распределения с «тяжелыми хвостами», позволяют описы-
вать не только природные, но и разнообразные техногенные катастрофы: аварии на 
атомных станциях и химических предприятиях, разрывы трубопроводов, неполадки в 
компьютерных сетях, также определяется развитие биосферы и поведение финансовых 
рынков [5]. Распределения с «тяжелыми хвостами» ответственны за катастрофы. 

Кривая плотности вероятности нормального распределения демонстрирует, что 
большие отклонения от средних величин редки и ими можно пренебречь. В устойчивом 
распределении «хвосты» убывают гораздо медленнее, поэтому это распределение так 
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же называется «распределением с тяжелыми хвостами». И поэтому отклонения от 
средних величин уже существенно больше. 

Если бы человеческий рост был распределен по такому закону, то мы бы жили в 
мире сказок братьев Гримм, регулярно сталкиваясь на улицах с великанами и карлика-
ми [5]. 

Впервые устойчивые законы применили в астрономии еще в 1919 году. Сегодня 
можно привести ряд наук, в которых используются устойчивые законы: это, например 
физика, биология, геология, гидрология. В частности, устойчивые распределения с бес-
конечной дисперсией широко используются при описании гравитационного поля звезд, 
распределения температуры в ядерном реакторе, распределения напряжений в кристал-
лических решетках[1]. 

Основной сферой применения устойчивых распределений в экономическом анали-
зе в настоящий момент является теория ценообразования производных финансовых 
инструментов, где они используются для описания риск-нейтральной меры рынка и 
вычисления цен производных инструментов [2]. 

Главным и самым крупным потребителем устойчивых законов является пока сама 
теория вероятностей. В современной математической литературе устойчивые распре-
деления можно встретить в самых различных разделах. Прежде всего, это предельные 
теоремы для сумм независимых и слабо зависимых случайных величин и разнообраз-
ные их уточнения. Далее можно назвать теорию случайных процессов, в частности, 
теорию ветвящихся процессов и теорию случайных детерминантов [1]. 

4. Моделирование последовательной процедуры оценивания 
параметра авторегрессии с бесконечной дисперсией шума 

В пакетах прикладных программ, таких как MATLAB и MATHCAD используются 
различные датчики случайных величин, они генерируют нормальное, равномерное, би-
номиальное, экспоненциальное и другие распределения. В то же время отсутствует 
датчик, генерирующий устойчивые случайные величины. Это объясняется тем, что 
функция плотности устойчивого закона с индексом устойчивости α, параметром сдвига 
β имеет сложный вид: 
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здесь Г обозначает гамма-функцию: 
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Функция распределения так же записывается в виде ряда: 
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Этим объясняется сложность моделирования случайных величин с устойчивым 
распределением. 
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Рис. 2. Оценка плотности распределения при 0  , 1, 2   (по 105 реализациям процедуры) 

 
Рис. 3. Оценка плотности распределения при 0,75  , 1, 2   (по 105 реализациям процедуры) 

4.1. Последовательная процедура оценивания параметра авторегрессии с 
бесконечной дисперсией шума. Применение устойчивого закона в моде-
ли авторегрессии 

Во многих прикладных задачах возникает ситуация, когда шумы, действующие на 
систему, имеют «тяжелые хвосты». В этом случае классическая теория идентификации 
оказывается не применима и возникает важный вопрос исследования качества решаю-
щих процедур в условии бесконечной дисперсии помех. Поэтому появилась необходи-
мость дополнительного исследования в случае, когда случайные величины, задающие 
динамику исходного процесса, имеют бесконечную дисперсию («тяжелые хвосты»). 
Такие процессы с бесконечной дисперсией помех встречаются в гидрологии, финансах 
и других приложениях. Распределения с бесконечной дисперсией широко используют-
ся также при описании гравитационного поля звезд, распределения температуры в 
ядерном реакторе, распределения напряжений в кристаллических решетках [1]. 
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Наличие шумов с бесконечной дисперсией в динамической системе приводит к то-
му, что имеющиеся методы последовательного оценивания, разработанные для случая 
конечной дисперсии, не гарантируют качество оценок. Поэтому требуется дополни-
тельное изучение процедур оценивания для случая, когда дисперсия бесконечна. 

Проблема гарантированного оценивания параметра авторегрессии в случае, когда 
дисперсия бесконечна, исследовалась в работе Конева В.В. и Le Breton A. «Guaranteed 
parameter estimation in a first-order autoregressive process with infinite variance», опубли-
кованной в журнале «Sequential Analysis: Design Methods and Applications». Остановим-
ся подробнее на описании этой процедуры и ее свойствах. 

Рассмотрим модель авторегрессии первого порядка: 
 1t tX X  t    , 1,2,...t  , (15) 

где  и  – ненаблюдаемая последовательность независимых случайных величин 

(шум) с устойчивым законом распределения (с бесконечной дисперсией). 
0 0X  t

Используя уравнение (15) повторно, получаем: 
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Предлагается строить последовательную процедуру оценивания параметра λ в мо-
дели (15) на основе следующей оценки: 
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Для этого объем выборки n заменяется на некоторый специальный момент оста-
новки  и производится модификация этой оценки. Момент остановки  

определяется по некоторой постоянной  и задается равенством: 
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где C – заданная положительная величина (порог). 
Последовательная оценка  имеет вид: ( ) ( )C
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где  находится из условия: ( )0 ( )C  
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Для проверки работоспособности последовательной процедуры проводилось моде-
лирование процесса (15) с устойчивым законом распределения помех и последователь-
ного плана оценивания((18),(19)). 

Задача моделирования включала изучение выборочного среднего числа наблюде-
ний в зависимости от значений оцениваемого параметра λ, а также выборочного укло-
нения момента порядка α. 

Для генерирования численных данных задаются следующие параметры:  – 
заданная положительная величина (порог); 

500C 
500M   число итераций; –  индекс 

устойчивости;  – параметр сдвига; 
1.  7

1.8979  [ 5;5]    – диапазон. 
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Рис. 4. Выборочное среднее число наблюдений в зависимости от парметра λ 

 
Рис. 5. Выборочное среднее уклонение порядка α 

Заключение 

В настоящей работе рассмотрены устойчивые законы и модель авторегрессии с 
бесконечной дисперсией шума с устойчивым распределением. Представлена последо-
вательная процедура оценивания параметра авторегрессии с бесконечной дисперсией 
шума. Задача моделирования включала изучение выборочного среднего числа наблю-
дений в зависимости от значений оцениваемого параметра λ, а также выборочного ук-
лонения момента порядка α. 
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Томский государственный университет 
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Введение 

Задача о наискорейшем обнаружении изменения свойств стохастических динами-
ческих систем (задача о разладке) в различных постановках изучалась во множестве 
работ. Одна из классических процедур, которая наиболее часто используется для реше-
ния этой задачи – это процедура кумулятивных сумм (CUSUM), предложенная Пей-
джем в 1954 году[10]. Ее статистические свойства изучены для многих наиболее про-
стых моделей[1-10]. Но одна из главных проблем практического использования - это 
необходимость знания плотностей распределений до и после момента разладки, что 
почти никогда не выполняется на практике. Поэтому особый интерес представляют 
непараметрические варианты этой процедуры. В данном докладе проводится экспери-
ментальное исследование непараметрического варианта CUSUM, основанного на цик-
лах одинакового информационного объема по Кульбаку-Лейблеру. 

1. Постановка задачи 

Пусть имеется некоторый процесс, имеющий структуру: 
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Здесь F и G известны, разладка происходит в неизвестный детерминированный 
момент времени θ. Обозначим ( )kP  – вероятностную меру на , соответст-

вующую случаю, когда разладка произошла в момент 

( , ( ))B  
k  , а ( )P   – когда разладки не 

происходило. Требуется определить этот момент как можно быстрее при заданном 
уровне ложных тревог, то есть рассматривается класс правил остановки: 
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Но на практике такое правило либо не существует, либо оптимальность трудно до-
казываемая. Поэтому часто рассматривается оптимальность асимптотическая, при 

. Такое ослабление задачи обосновывается надеждой, что асимптотические ре-

зультаты будут отчасти верны и в неасимптотической постановке. Поэтому возникает 
вопрос о том, каковы характеристики таких процедур именно в неасимптотической по-
становке. В качестве решающей процедуры был выбран непараметрический CUSUM, 
примененный к статистикам (2.7) из [5, стр. 137]. Итоговая процедура строится по пра-
вилу: 
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Особенность этой процедуры в том, что в ней решение принимается не при каждом 

новом наблюдении, а в отдельные моменты, когда заканчивается очередной цикл на-
блюдений. За счет однородности циклов (в смысле информации по Кульбаку-
Лейблеру), в простых случаях удается показать асимптотическую оптимальность в 
смысле критерия Поллака, примененного к циклам и наблюдениям. Для практического 
применения этой процедуры требуется найти оптимальное значение для параметров H 
и c. 

2. Построение решающих правил для исследуемых моделей 

Для моделирования использовались следующие три модели: 
Модель №1: появление детерминированного сигнала на фоне независимых шумов 
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Модель №2: появление детерминированного сигнала на фоне зависимых шумов 
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Модель №3: изменение параметра авторегрессии при мультипликативных шумах 
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Замечание: выбор моделей осуществлялся из следующих соображений: 
Модель вида №1 изучалась в работах Yakir, Krieger, Pollak[3], где результаты зави-

сели от поведения выборочного информационного числа Кульбака – Лейблера: 
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  
       

Если же 1, то существуют процедуры, на которых инфинум достигается, то 

есть эта граница является асимптотически точной. В модели №

r 

1 2 1
2

1

( ) sin ( )
n

t

I n t


  

ть

n  

(то ес 1 ) и в этом случае теорема не работает – остается открытым вопрос об оп-
тимальности. Поэтому интересно проверить возможность достижения похожих границ 
для модели №1 с помощью предлагаемой процедуры. 

 r

Модель № 2 упоминалась в работе Tartakovsky, Veeravalli[1]. Для нее при некото-
рых ограничениях, не выполняющихся для модели №2, также была доказана логариф-
мическая зависимость между вероятностью ложных тревог и моментов времени запаз-
дывания. 

Модель №3 является более реалистичной в практическом плане, так как параметры 
авторегрессии могут отклоняться от своих должных значений. 

3. Результаты моделирования 

При моделировании использовались следующие условия: 
– во всех моделях шумы  предполагаются стандартными гауссовскими; t
– в модели №2 параметр ; 0.5 
– в модели №3  и ; 0.3  0.4 
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– значение H и/или c, при которых получен соответствующий график, указаны на 
нем. 

Далее будет использоваться обозначение , причем размерность (в цик-

лах или в реальных наблюдениях) будет указана при использовании и 
, где k – не уточняется (оно не существенно ввиду 

свойству equalizer rule, указанному ниже – поэтому значения k выбирались для рас-
сматриваемых моделей и их характеристик разными – для удобства вычислений), p – 
задано из контекста, а размерность (в циклах или в наблюдениях) также будет указана. 
Такое соглашение вызвано желанием уменьшить количество родственных обозначе-
ний, фактически различающихся только в единицах измерений. 

( )
0 CST E N

( )
1 [( 1) | ]k p

CS CST E N k N k   

Для каждой из моделей изучались следующие характеристики: 
1. Так как в исследуемых критериях стоят sup по всем возможным моментам раз-

ладки, то возникает вопрос: являются ли построенные правила equalizer rule, то есть 
можно ли заменить sup на любой удобный момент времени разладки или нет. На рис. 1 
представлены графики для ( )

1
sup [( 1) | ]k

CS
k

E N k N k


  

10i 0..5i

 при разных значений H и раз-

ных моментах разладки ( , k  ). Из этого видно, что правило хорошо согласу-
ется с equalizer rules. Для моделей № 2, 3 графики и выводы аналогичны. 

2. Следующий вопрос – о связи между c и γ. То есть для заданного γ требуется оп-
ределить такое значение параметра с, что . Во многих работах доказывает-

ся, что если взять , то требуемая граница будет достигнута. При этом в основе 

доказательства обычно лежит неравенство Чебышева, поэтому соответствующее нера-
венство может оказаться достаточно грубым. Результаты для модели № 2 показаны на 
рис. 3. Из него видно, что указанная связь является логарифмической, но в общем слу-
чае необязательно гарантирующей соответствующее неравенство. Только для модели 
№ 1 при всех взятых H, было получена требуемая граница. 

( )
CSE N  

lnc  

3. Так как решение о разладке в этой процедуре проводится не при каждом наблю-
дении, а только по окончанию циклов, то уместно рассмотреть зависимость между H и 

 – средней длиной цикла. Во всех трех моделях она оказалась линейной 

связанной, но скорость роста была различной. Для модели № 2, ввиду медленного рос-
та обращенного логарифма, длина цикла быстро возрастает. 

( )
1 0(E     )

4. Одно из главных соотношений для процедур обнаружения разладки – это связь 
между  и , часто оказывающаяся приблизительно постоянной для оптимальных 

процедур. На рис. 2 показана связь для модели 1, а на рис. 4 – для модели № 2, где рас-
стояния измерялись в циклах. 

0lnT 1T

5. Так как эти расстояния измерены в циклах, то возникает вопрос: а как ведет себя 
процедура, если рассматривать ее по отношению к исходным наблюдениям. На рис. 5 
показана эта связь для модели № 2. 

6. В некоторых работах затрагиваются также поведение высших моментов задер-
жек, поэтому отдельно рассмотрим случаи квадратов и кубов. Для модели № 2 на рис. 6 
указана зависимость в квадратах циклов, а на рис. 7 – в квадратах реальных наблюде-
ний. 

7. В модели 3 мультипликативный шум при малом различии между λ и μ или 
большой дисперсии шума, может привести к практической невозможности определе-
ния момента разладки. Поэтому желательно определить границу для среднеквадратиче-
ского отклонения, при которой это происходит. На рис. 8 показано качественное изме-
нение поведения параметров процедуры при изменениях δ. Видно, что при  про-
цедура адекватно реагирует на разладку. При больших δ она начинает ее не различать. 
На рис. 9 показан график зависимости между  и  в циклах. 

0.6 

0lnT 1T
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Рис.1. Проверка на Equalizer Rule для модели № 1 

 
Рис. 2. Соотношение между ln  и  в циклах для модели № 1 T 1T

 
Рис. 3. Связь с и γ для модели № 2 

 
Рис. 4. Соотношение между l  и  в циклах для модели № 2 nT 1T
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Рис. 5. Соотношение между  и  в исходных наблюдениях для модели № 2 0lnT 1T

 

Рис. 6 Соотношение между  и  в квадратах циклов для модели № 2 0lnT 1T

 

Рис. 7. Соотношение между  и  в квадратах наблюдений для модели № 2 0lnT 1T

 

Рис. 8. Связь  и δ для модели № 3 1T
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Рис. 9. Соотношение между  и  в циклах для модели № 3 0lnT 1T

Заключение 

В данной работе проводилась экспериментальная проверка непараметрического 
алгоритма CUSUM в неасимптотической постановке на 3-х моделях, встречающихся в 
литературе, для которых еще не были получены асимптотические результаты. Можно 
утверждать, что даже при малых значениях параметров c и H процедура, хотя и не име-
ет точной оптимальной логарифмической зависимости между средним запаздыванием 
в обнаружении разладки и средней длительностью между ложными тревогами, но она 
весьма близка к ней. 
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Томский государственный университет 

E-mail: vvkonev@mail.tsu.ru, sergeev.a.e92@gmail.com 

Введение 

Регрессией в теории вероятности и математической статистике называется зависи-
мость среднего значения какой-либо величины от некоторой другой величины или от 
нескольких величин. В отличие от чисто функциональной зависимости  y f x , когда 

каждому значению независимой переменной x соответствует одно определенное значе-
ние величины y, при регрессионной связи одному и тому же значению x могут соответ-
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ствовать в зависимости от случая различные значения величины y. Во многих приклад-
ных задачах более адекватной является модель стохастической регрессии, которая ха-
рактеризуется тем, что функция регрессии является случайной. К таким моделям отно-
сятся модели авторегрессии, авторегрессии – скользящего среднего, ARCH-модели и 
др. Моделью авторегрессии называется такая регрессионная модель, в которой зависи-
мая переменная определяется через свои предыдущие значения. В общем случае, ли-
нейная модель авторегрессии p-го порядка имеет вид 

  
p

0
t i t t i

i

y f x y 


t   , 

где  – случайные величины, а t   i tf x

перем

 – неизвестные функции от заданных значений 

неко рой входной (экзогенной) енной tто x . Если функции  i tf x  являются кон-

стантами, то модель авторегрессии называется араметрической, ивном случае – 
непараметрической. Для идентификации параметрической модели авторегрессии моде-
ли необходимо оценить неизвестные параметры, а в случае непараметрической регрес-
сии требуется оценивать неизвестные функции [3]. 

В последние годы проявляется значительный 

 п в прот

интерес к построению последова-
тель

ивается задача исследования последовательной процеду-
ры о

ой работы могут использоваться в прикладных задачах физики, 
при 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим модель авторег описываемую уравнением 
 

ных оценок для различных моделей авторегрессии. Этот интерес вызван тем, что 
последовательные процедуры оценивания позволяют изучать свойства построенных 
оценок по конечной выборке. 

В данной статье рассматр
ценивания неизвестной функции регрессии для непараметрической модели авто-

регрессии первого порядка в предположении, что неизвестная функция регрессии явля-
ется периодической. Произведено моделирование, на основе которого получены чис-
ленные значения оценок, их среднеквадратических ошибок, а также времени остановки. 
По итогам моделирования проведено исследование зависимости качества оценок от 
входных параметров, от уровня погрешности в измерениях, а также от выбора способа 
аппроксимации. 

Результаты данн
анализе механических или электромагнитных колебаний, математики, при обра-

ботке финансовых временных рядов, биологии, при анализе колебательных процессов в 
организме человека. 

рессии первого порядка, 
  1k k k ky S x y    , 1 k n  , (1) 

де  – константа;  – значение зависимой п еменног ер й в момент времени k, которое  0y ky

наопределяется через з чение зависимой переменной 1ky   в предыдущий момент време-

ни 1k  ; k

k
x   – аргумент функции регрессии, 

n
 0;1 , 1,...,k nkx    ;    1,...,k k n

  – 

послед  независимых, одинаково рас ны н, 
имеющих стандартное нормальное распределение; n – объем выборки. Предполагается, 
что функция регрессии является периодической функцией, то есть выполняется усло-
вие 
 

овательность пределен х случайных величи

   S x S x T  , (2) 

де x принадлежит области допустимых значений г функции S, а 0T   – период функ-
ции. 
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Задача состоит в том, чтобы оценить значение неизвестной функции регрессии по 
наблюдениям модели авторегрессии . Для оценивания мы будем использовать по-

следовательный метод оценивания. 
ky

2. Построение процедуры оценивания 

Наша задача – оценить неизвестную функцию регрессии  S x . Для этого разобьем 

интервал периодичности функции  S x  на m равных частей и будем оценивать функ-

цию  S x  в точках k

k
x

m
 , . Так как функция 1,..k .,m  S x  периодическая, то в ходе 

наблюдений  каждые m шагов ky  S x  будет принимать одни и те же значения. Поэто-

му удобнее будет представить вектор наблюдений y в виде матрицы Y, построенной 
следующим образом: 

 

1 1
1 1

2 2
1 2

2

...

...

.... ... ... ...

...

m n
m

m

m n
m

m

m m n
m

m

y y y

y y y
Y

y y y

    
 

    
 

 
 
 
 

  
 
 
 
  

, (3) 

где каждой строке матрицы Y соответствуют наблюдения, полученные в результате 
воздействия соответствующего значения функции  S x . То есть, значения строки  

соответствуют значению функции 

kY

 S x  в точке k

k
x

m
 , 1,...,k m . 

Теперь, с помощью матрицы Y мы можем рассматривать каждое значение функции 
 S x


 как отдельный параметр. То есть мы можем применить к значению функции 

S x  в каждой точке последовательный метод оценивания. 

Пусть , i 1,...,i m  – момент остановки, соответствующий значению функции 

i
S

m
 
 
 

, т.е. такой объем наблюдений, которого будет достаточно для оценивания зна-

чения неизвестной функции в точке 
i

x
m

 . Определим i , 1,...,i m  следующим обра-

зом 

   2
, 1

1

inf 1:
k

i
j

h k Y 


i j h
 

    
 

 , i 1,...,m , (3) 

где 
n

k
m

  – число столбцов матрицы Y, то есть число, показывающее сколько раз по-

вторялась функция  S x , h – произвольная константа. 

Согласно методу последовательного анализа, разработанного Борисовым В.З. и 
Коневым В.В [2], нужно для каждого значения неизвестной функции  S x  найти пара-

метр , . Определим , i 1,...,i m mi 1,...,i  из следующего уравнения 

 
1

2 2
, 1 , 1

1

i

ii j i i
j

Y Y
 

  


h   . (4) 
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С учетом параметра , , определенного из уравнения (4), последова-

тельная оценка для неизвестной функции регрессии 

i 1,...,i m

 S x  в точке 
i

x
m

 ,  бу-

дет иметь вид 

1,...,i m

 

1

, 1 , , 1 ,
1ˆ

i

i ii j i j i i i
j

Y Y Y Y
i

S
m h

 

   


 
   
 


. (5) 

3. Моделирование 

Рассмотрим результаты численного моделирования построенной процедуры и про-
ведем анализ полученных результатов. Для восстановления неизвестной функции рег-
рессии рассматривается несколько видов аппроксимации, а именно, линейная аппрок-
симация, аппроксимация полиномом Лагранжа и аппроксимация с помощью дискрет-
ного преобразования Фурье [1]. Предполагается, что неизвестная функции регрессии 
является периодической на отрезке  0;1 . Усреднение проводится по 1000 итераций. 

Для линейной аппроксимации определим погрешность оценивания как средне-
квадратическую ошибку вида 

 ,
1

1ˆ
n

ˆ
j i j

in 

   , (6) 

 
2

,
1

1 ˆˆ
n

j
i

j
S

n m

       
  

 i j  , (7) 

 
1

1ˆ
m

ˆ
j

im 

   , (8) 

где  – значения оценки неизвестного значения функции регрессии ,
ˆ

i j
j

S
m

 
 
 

 для каж-

дой итерации , 1,...,i n ˆ
j  – значение погрешности оценивания для каждой точки,  – 

значение погрешности оценивания, n – число итераций. 

̂

Для погрешности оценивания, в случае аппроксимации полиномом Лагранжа и 
дискретного преобразования Фурье, будем использовать интегральный критерий вида 

     2

1 0

1 ˆˆ
Tn

i
i

S x S x dx
n 

    , (9) 

где Т – период функции  S x , а  îS x  – оценка неизвестной функции  S x  на всем 

интервале периодичности для i-ой итерации, n – число итераций. 
Предположим, что случайные величины    1,...,k k n

  имеют стандартное нормальное 

распределение. Для анализа влияния длительности последовательной процедуры на 
качество оценки положим h от 100 до 900 с шагом 100. 

Рассмотрим случай, когда функция регрессии  S x  имеет вид 

  
sin 2 2cos

2
2

x
x

S x


 . (10 

Следует отметить, что при замене переменной x на 4πх функция  S x  вида (10) будет 

периодической на отрезке  0;1 . 
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В табл. 1 представлены результаты моделирования для случая разбиения отрезка 
периодичности функции  S x  на 10 равных частей, то есть 10m  , и изменения пара-

метра h от 100 до 900 с шагом 100, а также в табл. 1 представлены истинные значения 

функции регрессии в точках разбиения. Здесь ˆ
j  – оценки неизвестной функции рег-

рессии в точке 
j

x
m

 , 1,...,j m . 

Т а б л и ц а  1  
Численные результаты моделирования оценки функции регрессии в зависимости от границы h.  

h 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
Ист. 
знач. 

1̂  0.552 0.553 0.55 0.552 0.552 0.551 0.552 0.552 0.551 0.551 

2̂  –0.08 –0.08 –0.08 –0.08 –0.07 –0.08 –0.08 –0.08 –0.08 –0.08 

3  ̂ 0.083 0.077 0.084 0.081 0.083 0.085 0.081 0.083 0.084 0.083 

4̂  –0.54 –0.55 –0.55 –0.54 –0.55 –0.54 –0.55 –0.54 –0.54 –0.55 

5  ̂ –0.48 –0.49 –0.49 –0.49 –0.49 –0.49 –0.49 –0.49 –0.49 –0.5 

6̂  –0.24 –0.25 –0.25 –0.25 –0.25 –0.25 –0.25 –0.25 –0.26 –0.25 

7̂  –0.38 –0.38 –0.39 –0.38 –0.39 –0.39 –0.39 –0.39 –0.39 –0.39 

8  ̂ 0.38 0.386 0.389 0.388 0.388 0.395 0.392 0.395 0.39 0.392 

9̂  0.255 0.255 0.254 0.258 0.256 0.257 0.257 0.255 0.258 0.258 

10̂  0.5 0.496 0.502 0.5 0.498 0.499 0.5 0.499 0.5 0.5 

 

 
Рис. 1. Оценка неизвестной функции регрессии для случая . 

Линейная аппроксимация. 
500h 
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Рис. 2. Оценка неизвестной функции регрессии для случая 500h  . 

Метод аппроксимирующих полиномов Лагранжа. 

 
Рис. 3. Оценка неизвестной функции регрессии для случая 500h  . 

Дискретное преобразование Фурье. 

Для иллюстрации полученных в табл. 1 значений приведем графики. Оценка неиз-
вестной функции регрессии изображена пунктирной линией, а исходная функция не-
прерывной линией. На рис. 1 изображена линейная аппроксимация неизвестной функ-
ции регрессии для случая . На рис. 2 изображена неизвестная функция регрес-
сии, полученная с помощью аппроксимирующих полиномов Лагранжа, для случая 

. На рис. 3 изображена неизвестной функции регрессии, полученная с помощью 
дискретного преобразования Фурье, для случая 

500h 

500h 
500h  . 

В табл. 2 представлены среднее значения ошибок для различных способов аппрок-
симации в зависимости от h для случая 10m  , а также среднее значение момента ос-
тановки τ. Здесь Δ – ошибка для линейной аппроксимации, ΔL – ошибка для метода 
аппроксимирующих множителей Лагранжа, ΔF – ошибка для дискретного преобразо-
вания Фурье. 

 

Т а б л и ц а  2  
Численные результаты моделирования ошибки оценивания функции регрессии 

в зависимости от границы h 

h 100 200 300 400 500 600 700 800 900 
Δ 0.023 0.01 0.007 0.005 0.004 0.004 0.003 0.003 0.002 
ΔL 0.629 0.424 0.388 0.357 0.337 0.337 0.319 0.327 0.313 
ΔF 0.023 0.01 0.007 0.005 0.004 0.004 0.004 0.003 0.002 
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τ 99 199 298 398 496 596 695 793 893 

Из анализа полученных в результате моделирования данных табл. 1 и 2 следует, 
что с увеличением границы h оценка неизвестной функции регрессии в каждой точке 
разбиения стремится к истинному значению функции  S x  в этой точке, а ошибка для 

построенной оценки в каждой точке разбиения при увеличении границы h стремится к 
нулю, для всех способов аппроксимации, а также, что допустимое значение ошибки 
оценивания, а именно значение ошибки порядка 10–3, достигается при , а даль-
нейшее увеличение параметра h практически не улучшает результат работы процедуры 
оценивания. 

300h 

Стоит заметить, что для метода аппроксимирующих полиномов Лагранжа значение 
ошибки достаточно велико. Это обусловлено тем, что погрешность данного метода рас-
тет с ростом числа точек разбиения интервала периодичности функции m. Из общих 
результатов моделирования видно, что при меньших значениях m ошибка оценивания с 
помощью метода аппроксимирующих полиномов Лагранжа меньше. 

В практических задачах удобнее использовать оценку функции, полученную с по-
мощью дискретного преобразования Фурье, так как такая оценка более точно отражает 
поведение неизвестной функции регрессии. Далее будем рассматривать поведение 
оценки функции, построенной с помощью дискретного преобразования Фурье. 

Стоит отметить, что даже при не небольших значениях m, поведение оценки функ-
ции соответствует поведению неизвестной функции регрессии, но допустимая ошибка 
оценивания, а именно значение ошибки порядка 10−3, достигается при . На рис. 4 
и 5 изображены графически результаты моделирования для случая, когда число точек 
разбиения интервала периодичности функции регрессии 

10m 

2m   и 7m   соответственно. 
Оценка неизвестной функции регрессии изображена пунктирной линией, а исходная 
функция непрерывной линией. 

 
Рис. 4. Оценка неизвестной функции регрессии для случая 500h  , 2m  . Дискретное преобразование Фурье. 
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Рис. 5. Оценка неизвестной функции регрессии для случая , 500h  7m  . Дискретное преобразование Фурье. 

Рассмотрим дополнительно случаи 11 и 12 точек разбиения интервала периодично-
сти функции. На рис. 6 представлена оценка неизвестной функции регрессии, постро-
енной с помощью дискретного преобразования Фурье, для параметров  и 

, аналогично на рис. 7 для 
300h 

11m  300h   и 12m  . При этом для 11 точек разбиения 
значение ошибки оценивания , а для 12 точек разбиения 0,063 F 0,F 006  . Оцен-
ка неизвестной функции регрессии изображена пунктирной линией, а исходная функ-
ция непрерывной линией. 

Такая закономерность обусловлена тем, что исходная функция  S x  вида (10) 

симметрична относительно середины интервала периодичности, а оцениваемые точки 
мы выбираем равноотстоящими, поэтому при нечетном числе точек разбиения эта 
симметрия нарушается. 

Из рис. 3 и 7, а также исходя из численных результатов для погрешности оценива-
ния, следует, что для 10 и для 12 точек разбиения интервала периодичности функции 
значения ошибок оценивания одинаковы, поэтому можно сделать вывод, что для по-
строения оценки функции  S x  вида (10) достаточно 10 точек разбиения, а дальнейшее 

увеличение количества точек существенно не улучшит результат. 

 
Рис. 6. Оценка неизвестной функции регрессии для случая , 300h  11m  . Дискретное преобразование Фурье. 
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Рис. 7. Оценка неизвестной функции регрессии для случая 300h  , 12m  . Дискретное преобразование Фурье. 

Рассмотрим теперь зависимость ошибки оценивания от m и от h. На рис. 8 пред-
ставлена зависимость ошибки от параметра h при фиксированном . На рис. 9 
представлена зависимость ошибки от параметра m при фиксированном . 

10m 
500h 

 
Рис. 8. Зависимость ошибки оценивания от параметра h при фиксированном . 

Дискретное преобразование Фурье. 
10m 

 
Рис. 9. Зависимость ошибки оценивания от параметра m при фиксированном . 

Дискретное преобразование Фурье. 
500h 

 190 



Из рис. 8 и 9 видно, что как с увеличением числа точек разбиения отрезка m, так и 
с увеличением границы h, ошибка оценки неизвестной функции регрессии, построен-
ной с помощью дискретного преобразования Фурье, стремиться к нулю. Скачкообраз-
ное поведение зависимости ошибки от количества точек разбиения интервала перио-
дичности m обусловлено выводами о четном или нечетном их числе. 

Таким образом, для функции  S x  вида (10) качество построенной процедуры 

оценивания напрямую зависит от выбора параметров h и m, причем чем больше значе-
ния этих параметров, тем меньше значение ошибки оценивания, а также качество зави-
сит от выбора оцениваемых точек, а именно от четного или нечетного числа точек раз-
биения интервала периодичности функции. Исходя из общих результатов моделирова-
ния следует, что число точек разбиения должно быть четным, а оптимальными, в том 
смысле, что дальнейшее увеличение значения практически не улучшает качество, а 
также достигается допустимое значение ошибки оценивания, а именно значение ошиб-
ки порядка 10−3, значениями параметров являются 300h   и 10m  . На практике это 
означает, что для оценивания неизвестной функции регрессии необходимо знать за-
шумленные значения 10 равноотстоящий точек разбиения интервала периодичности 
для 300 периодов функции. 

Общие выводы по результатам моделирования: 
1. Качество построенной процедуры оценивания напрямую зависит от выбора 
параметров h и m, где h – значение границы в определении правила остановки, 
m – количество точек разбиения интервала периодичности функции регрессии, 
причем с увеличением параметров точность, как правило, возрастает; 

2. Существуют такие значения параметров h и m, что дальнейшее увеличение 
значения не дает существенного повышения точности. Это можно использо-
вать при построении процедуры оценивания функции. 

3. Значения параметров h и m следует выбирать одновременно. В некоторых си-
туациях, когда увеличение одного из параметров невозможно, можно частично 
компенсировать качество процедуры за счет увеличения другого параметра. 

Заключение 

В данной работе рассмотрена задача оценивания неизвестной функции регрессии 
для непараметрической модели периодической авторегрессии первого порядка. Для 
оценивания используется последовательная процедура, основанная на методе наи-
меньших квадратов, и использующая специальное правило прекращения наблюдений. 
Изучена зависимость качества оценок неизвестной функции от параметров процедуры, 
определяющих длительность наблюдений и точность оценивания. Качество процедуры 
оценивания измеряется интегральной среднеквадратической погрешностью. Проведено 
экспериментальное исследование свойств процедуры. Даются рекомендации по выбору 
числа точек на интервале периодичности функции, в которых оценивается неизвестная 
функция, а также порога, определяющего число периодов, используемых для восста-
новления неизвестной функции с заданной точностью. 
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Введение 

Рынок ценных бумаг играет важную роль в экономике любой страны. Возможно-
сти рынка ценных бумаг привлекают все больший и больший приток инвестиций в эту 
сферу рыночной экономики. В связи с этим актуальным становиться анализ и прогно-
зирование возможной прибыли и рисков, понесенными инвестором при управлении им 
портфелем ценных бумаг. Проблема выбора инвестиционного портфеля и выбора стра-
тегии управления инвестиционным портфелем является одним из основных проблем в 
финансовом анализе ценных бумаг. 

Сущность портфельного инвестирования подразумевает распределение инвестици-
онного потенциала между различными группами активов, так как невозможно найти 
ценную бумагу, которая была бы одновременно высокодоходной и высоконадежной. В 
зависимости от того, какие цели и задачи изначально стоят при формировании того или 
иного портфеля, выбирается определенное процентное соотношение между различны-
ми типами активов, составляющими портфель инвестора. 

Проведя анализ рынка ценных бумаг, инвестор может выбрать актив и инвестиро-
вать в него свои средства, но вкладывая весь свой капитал только в одну ценную бума-
гу, инвестор обрекает себя либо на заведомо низкую доходность, либо на заведомо вы-
сокий риск. Следствием второго вывода является необходимость диверсификации ка-
питала между различными активами. Распределение средств по различным ценным 
бумагам приводит к формированию портфеля ценных бумаг, и за счет этого инвестор 
может достичь приемлемого уровня доходности и риска инвестиций. В этом состоит 
главное преимущество портфельного инвестирования по сравнению с инвестициями в 
отдельные ценные бумаги. 

1. Описание модели 

Рассмотрим самофинансируемый портфель ценных бумаг, состоящий из n видов 
рисковых активов и безрискового вклада с определенной доходностью. Обозначим 

 – капитал, вложенный в i-й рисковый актив в момент времени k; а  – в без-

рисковый. Тогда общий объем вложений в момент времени k будет равен 

( )iu k 0 ( )u k

 . (1) 0
1

( ) ( ) ( )
n

i
i

V k u k u k

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В момент времени k+1 капитал портфеля будет равен 

 , (2)        0
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1 1 ( 1) ( ) 1 ( 1)
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где ( 1 – ставка доходности рисковых вложений на интервале )i k   ; 1k k  , которая 

является случайной величиной; а  1r k   – неслучайная ставка доходности безриско-

вых вложений. 
Используя (1), уравнение (2) можно представить в виде 

        1 1 ( 1) ( ) 1V k r k V k b k u k      , (3) 

где , . )]()(),...,()(),()([)( 21 krkkrkkrkkb n   T
n kukukuku )](),...,(),([)( 21

Капитал, вкладываемый в безрисковый актив, определяется уравнением 

 . (4) 0
1

( ) ( ) ( )
n

i
i

u k V k u k


 
Если  ( ), то это означает участие в операции “короткая продажа 

на срок без покрытия” (“short sale”). 

( ) 0iu k  1,2,...,i  n

Если , то это означает заем капитала в размере 0 ( ) 0u k  0 ( )u k  по безрисковой 

ставке  r k . 

В связи с этим установим ограничения: 
– на капитал, вкладываемый в безрисковые и рисковые активы; 
– на участие в операции “короткая продажа на срок без покрытия” (“short sale”); 
– на заем капитала в размере 0 ( )u k  по безрисковой ставке ( ) ; r k

  (5) 
max max

min min

min min

, ( ) ,

( ) ( ), ( ) ,

, ( ) ,

i

i i i

i

u u k u

u k u k u u k u

u u k u


  
 

где , , min (0)u cV  max (0)u cV constc   – параметр. 

Надо распределить капитал между активами таким образом, чтобы реальный 
портфель с минимальными отклонениями следовал к некоторому эталонному портфе-
лю с доходностью , т.е. чтобы капитал рос по закону 0 ( ) ( )k r k 

  0
0( 1) 1 ( 1) (V k k V k     0 )



. (6) 

В начальный момент времени реальный, и эталонный портфель совпадают, т.е. 
. 0 (0) (0)V V

В качестве меры риска возьмем квадратичный функционал 

   
1 2 20 0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T

k

J M V k V k u k R k u k V T V T




          
 , (7) 

где ( )  – положительно определенная диагональная матрица соответствующей раз-

мерности и  – косвенно учитывает издержки, которые возникают при 

управлении портфеля. Функционал (7) необходимо минимизировать на траектории сис-
темы (3). 

R k

( ) ( ) ( )Tu k R k u k

Для описания эволюции цен рисковых активов используем модель вида 

 
1

( 1) ( ) 1 ( 1) ( 1) ( 1)
n

i i i ij j
j

S k S k k k w k


 
         

  
 , (8) 

где ( )  – средняя ставка доходности i-го рискового актива;  – независимые 

между собой дискретные белые шумы;  – элементы матрицы волатильности 

, где . 

i k

)

( )jw k

( )ij k

(k ( ) ( ) 0Tk k  
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Определим вектор столбец 0( ) ( ), ( )x k V k V k    , и с учетом (8) получим уравнение 

динамики реального и эталонного портфелей в виде 

 
1

( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1
n

i i
i

x k A k x k D k u k B k u k w k


)        , (9) 

где 
0

1 ( ) 0
( )

0 1 ( )

r k
A k

k

 
    

, 1 2( ) ( ) ... ( )
( )

0 0 ... 0
i i ni

i

k k k
B k

   
  
 

( ) ( )

... 0
n k r k  

 
 

, 

. 1 2( ) ( ) ( ) ( )

0 0

k r k k r k    ...
( )D k 

С учетом (9) функционал (7) перепишем в виде 

 , (10) 
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T T T T T

k

J M x k h hx k u k R k u k x T h hx T




       


где  1; 1h   . 

Необходимо (10) минимизировать на траекториях (9). Система (9) относится к 
классу систем со случайными параметрами (мультипликативными шумами). Для таких 
систем оптимальная стратегия управления с обратной связью по квадратичному крите-
рию состоит в синтезе оптимального линейного закона управления вида 
 , (11) 0

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u k K k V k K k V k K k x k  
где  1 2( ) ( ), ( )K k K k K k  – матрица коэффициентов обратной связи, которая выбирает-

ся из условия минимума функционала (10). 
Подставив (11) в (10), получим 

 , (12) 
1

T T

0

tr ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

k

J h hP k R k K k P k K k h hP T




     
 T

где tr   – операция, вычисляющая сумму элементов главной диагонали матрицы, на-

зывающаяся следом матрицы. А матрица вторых моментов T( ) ( ) ( )P k M x k x k     с уче-

том (10) удовлетворяет уравнению 

  (13) 
   T

T T

1

( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )
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
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  
Критерий (12) оптимизируем при динамических ограничениях (13). Применяя 

принцип максимума в матричной формулировке, получим уравнения, определяющие 
оптимальную стратегию управления 

  (14) 
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
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2. Построение оценок параметров модели 

Для определения оптимальной стратегии управления инвестиционным портфелем 
необходимо построить оценку средней ставка доходности i-го рискового вложения  

( ) , где n – количество рисковых активов, а также оценить матрицу волатиль-
ности σ. 

i
1,...,i  n

Пусть имеем выборки ( )iP t  ( 1,...,t N , где N – число тактов) – цены i-го рискового 

вложения. Тогда формула для вычисления доходности i-го актива имеет вид 

 
( ) ( 1)

( ) ,
( 1)

i i
i

i

P t P t
t

P t

 
 


 1,...,i n , 1,...,t N . (15) 

Получим выборку значений доходности i-го актива объемом ( 1)N  , тогда оценка 

ставки доходности рисковых вложений может быть получена как выборочное среднее 

 
1

1

1
( ),

1

N

i i
t

t
N





  
   1,...,i n , 1,...,t N , (16) 

а оценка матрицы волатильности может быть вычислена как выборочная ковариация 

 ,  2 cov ( ), ( )i jt t


    1,...,i n , 1,...,j n , (17) 

где  
1

1

1
cov ( ), ( ) ( ) ( )

1

N

i j i i j j
t

t t t t
N

  



            
 




. 

Итак, построив оценки (15) и (16), нам будет известно ожидаемая средняя ставка 
доходности и ожидаемые волатильности рисковых вложений за некоторый промежуток 
времени. 

3. Критерии выбора рисковых активов при формировании портфеля ценных бу-
маг 

Рассмотрим так называемые “голубые фишки”. Голубые фишки (от англ. Blue 
chips) — это акции или ценные бумаги наиболее крупных, ликвидных и надёжных ком-
паний со стабильными показателями получаемых доходов и выплачивае-
мых дивидендов. Обычно голубые фишки являются индикаторами всего рынка. 

На момент сентября 2012 года к голубым фишкам можно было отнести акции сле-
дующих компаний: 

– Газпром, 
– Лукойл, 
– Норильский Никель, 
– Полюс Золото, 
– Роснефть, 
– Ростелеком, 
– РусГидро, 
– Сбербанк, 
– Сургутнефтегаз. 
– Татнефть. 

Критерии, по которым был определен данный список: 
1) высокий уровень капитализации, то есть большая рыночная стоимость компа-
нии, рассчитанная по формуле: стоимость одной акции умноженное на число 
акций, обращающихся на рынке; 

2) высокий оборот (объем торгов), превышающий один миллиард рублей в день, 
и, как следствие, высокая ликвидность данных акций; 
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3) устойчивый рост курсовой стоимости акций на протяжении нескольких лет, 
обусловленный грамотным управлением и гибкой политикой компании (в том 
числе и дивидендной политикой), а не деятельностью спекулянтов. 

4. Численное моделирование 

Рассмотрим несколько портфелей, состоящие из безрискового вклада – банковско-
го счета и пяти акций из вышеуказанного списка. Для этого для каждой акции рассмот-
рим динамику цен за период от 01.01.2011 по 01.01.2013. В качестве одного такта возь-
мем один торговый день, тогда данный период времени включит в себя 504 торговых 
дня. Определим следующие параметры модели общие для всех портфелей: 

1. Желаемая ставка доходности эталонного портфеля . 0 0,0025 
2. Ставку доходности безрискового вложения 0,0001r  . 
3. Начальный капитал (0) 100 у.е.V   

Возьмем весовую матрицу следующего вида 
 . diag{0,0001;0,0001;0,0001;0,0001;0,0001}R 

Так как волатильность является достаточно устойчивым параметром в течении 
длительного промежутка времени, то матрицу волатильности можно вычислить один 
раз, в начале моделирования. С помощью формулы (17) оценим матрицу волатильно-
сти. В качестве промежутка оценивания, возьмем полгода, это составит 126 торговых 
дня. При оценивании средней ставку доходности рисковых вложений, т.е. тренда надо 
учитывать, что данный показатель склонен к изменению даже на малых промежутках 
времени. Поэтому данный параметр необходимо пересчитывать на каждом такте. Тренд 
вычисляется по формуле (16) , период тренда является настраиваемым параметром и 
для каждого портфеля данный показатель подбирается. 

Инвестиционный портфель № 1 состоит из банковского счета и акций компаний: 
Роснефть, РусГидро, Газпром, Норильский Никель и Ростелеком. 

Настраиваемые параметры: 
– период тренда – семь торговых дня, то есть 7t  , 
– параметр ограничения 6c  . 

 
Рис. 1. Динамика изменения капитала управляемого и эталонного портфелей: 

V(k) – управляемый портфель, V0(k) – эталонный портфель. 

На рис. 1 наблюдаем, что управляемый портфель с некоторыми отклонениям дви-
жется по эталонному портфелю. 
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Рис. 2. Динамика вложений в активы: 

1 – банковский счет, 2 – Роснефть, 3 – РусГидро, 4 – Газпром, 5 – Норильский Никель, 6 – Ростелеком. 

На рис. 2 видим динамику вложений капитала в активы. Здесь установлено ограни-
чений (5) на вложение капитала в рисковые и безрисковые активы, а также на взятие 
займа и участие в операции “короткая продажа”. Из-за установленных ограничений (5) 
с параметром  образуются полоса 6c   600; 600 , в которой находятся все активы. 

Данное ограничение позволяет в некоторой степени минимизировать риск банкротства. 
Инвестиционный портфель № 2 состоит из банковского счета и акций компаний: 

РусГидро, Лукойл, Газпром, Норильский Никель и Ростелеком. 
Настраиваемые параметры: 

– период тренда – семь торговых дней, то есть 7t  ; 
– параметр ограничения 8c  . 

 
Рис. 3. Динамика изменения капитала управляемого и эталонного портфелей: 

V(k) – управляемый портфель, V0(k) – эталонный портфель. 

На рис. 3 управляемый портфель также старается следить за эталонным портфелем, 
но по сравнению с предыдущей траекторией, данная траектория в начале своего дви-
жения по эталонной траектории имеет существенные отклонения. Однако затем траек-
тория управляемого портфеля стабилизируется, и в дальнейшем с минимальными от-
клонениями движется по эталонной траектории. 
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Рис. 4. Динамика вложений в активы: 

1 – банковский счет, 2 – РусГидро, 3 –Лукойл, 4 – Газпром, 5 – Норильский Никель, 6 – Ростелеком. 

На рис. 4, как и на рис. 2, представлена динамика вложений в активы. Здесь также 
установлены ограничения (5) , но с параметром 8c  . Этот параметр расширяет поло-
су, которая колеблется в пределах  800; 800 . 

Заключение 

В настоящей работе рассмотрена модель динамического управления самофинанси-
руемым инвестиционным портфелем при квадратической функции риска в дискретном 
времени с ограничениями, которые позволяют в некоторой степени минимизировать 
риски банкротства. Исследования модели были проведены на реальных данных фондо-
вого рынка ММВБ за период 2011–2013 гг. при помощи пакета MATLAB. 
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СРАВНЕНИЕ ОПЦИОНОВ ПРОДАЖИ ЕВРОПЕЙСКОГО СТИЛЯ 
НА АКЦИИ И БИРЖЕВОЙ ИНДЕКС 
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Введение 

Используемые на финансовых рынках инструменты являются весьма разнообраз-
ными и порождают довольно изощренные потоки платежей. В связи с этим анализ про-
цессов на финансовых рынках требует применения математических методов на доста-
точно высоком уровне. Так, исследованием различных моделей рынка ценных бумаг 
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занимается финансовая математика, одним из объектов изучения которой является оп-
цион, представляющий собой контракт, заключаемый между двумя инвесторами, один 
из которых продает (выписывает) опцион, а другой покупает его и приобретает тем са-
мым право (но не обязанность) в течение оговоренного в условиях опциона срока либо 
купить, либо продать по фиксированной цене определенное количество или значение 
конкретного базисного актива [1–4]. Данная работа посвящена стандартному Европей-
скому опциону продажи на фондовый индекс. Платежная функция исследуемого оп-
циона, определяющая величину выплаты при предъявлении опциона к исполнению, 
имеет вид , где  – цена базисного актива в момент исполнения T, K – 

цена исполнения контракта,  В случае стандартных опционов выплата 

по ним может быть достаточно высокой, что представляет существенный риск для эми-
тента и порождает требование ограничения этого риска. В предлагаемой работе реали-
зация выдвинутого требования осуществляется на основе хеджирования выполнения 
платежного обязательства. 

 )( TT iKf Ti

a  ).0;max(a

1. Постановка задачи 

Рассмотрение задачи проводится на стандартном вероятностном пространстве 
 [1]. На финансовом рынке обращаются рисковые (акции) и безрис-

ковые (банковский счет, государственные облигации) активы, текущие цены которых 
 и в момент времени 

  PFF tt ,F,, 0

tS tB



 0,t T определяются уравнениями 

 , (1) dtrBdBdWdtSdS ttttt  ),(

где  – стандартный винеровский процесс, tW 0  – коэффициент волатильности (из-

менчивости) цены акции,  – норма доходности безрискового актива, , 

 – цены рискового и безрискового активов соответственно в начальный момент 

времени. Решения уравнений (1) имеют вид 
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Текущее значение капитала инвестора задается соотношением 
 , (3) ttttt SBX 
где  – пара – измеримых процессов, оставляющая портфель ценных бумаг 

инвестора ) . За обладание акцией происходят выплаты дивидендов в соот-

ветствии с процессом  со скоростью , пропорциональной рисковой части капи-

тала с коэффициентом   

),( tt 


tF

t,( tt 
Dt tt S

 . (4) dtSdD ttt 
Тогда изменение капитала в задаче с выплатой дивидендов определяется диффе-

ренциальным уравнением 
 . (5) tttttt dDdSdBdX 
Из (3) следует, что 
  (6) ttttttttt dSdBdSdBdX 

Учитывая (5) и (6), получим балансовое соотношение , заме-

няющее условие самофинансируемости в стандартной задаче без дивидендов. 
ttttt dDdSdB 

Из (1), (3)–(5) следует, что капитал определяется системой уравнений 
  (7) ,ttttttttt dSdBdSdBdX 

 199



 ,
)(

t
r

WW t
r

t 


  

где (согласно теореме Гирсанова) процесс t
r

WW t
r

t 










  является винеров-

ским относительно меры  такой, что  r
tP

  (8) ,t
r

t
r

t dPZdP  

 .
2

1
exp

2




























 t

r
W

r
Z t

r
t  (9) 

Так как    PWLawPWLaw rr  , то 

 





























 






























 
  PTtWtrSLawPTtWtSLaw t

r
t |;

2
exp|;

2
exp

2

0

2

0
. 

Таким образом, вероятностные свойства процесса   ,, rS , определяемого урав-

нением 
  ttt WdtrrSrdS  )(),(),(  (10) 

относительно меры  rP , совпадают со свойствами процесса  ,rS , определяемого 

уравнением 
  ttt WdtrrSrdS  )(),(),(  (11) 

относительно меры P . 

2. Нахождение портфеля, капитала и стоимости опциона продажи на индекс 
с выплатой дивидендов 

Используя формулу для расчета индекса S&P500 и преобразование Гирсанова [5–
8], находим стоимость опциона с платежной функцией   )( TT iKf
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где R определяется выражением 
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Динамика капитала для опциона определяется с учетом (12) и равенства , 

и может быть записана в (14) 
tTt PX 
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Портфель инвестора, состоящий из рисковых и безрисковых вложений, описывает-
ся уравнениями (15), полученными с помощью (14) 
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где 
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Так как  независимы, то (14) можно переписать в виде k
tS
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Доля безрисковых вложений, учитывая условия (3), (17), определяется (18) 
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3. Расчет коэффициентов чувствительности 
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используя который и формулу (14), получим выражение чувствительности капитала к 
цене исполнения 
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и чувствительности капитала к значению индекса 
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4. Сравнение стоимостей опциона на индекс и на акции 

Поскольку индекс учитывает в себе стоимости нескольких акции, то абсолютная 
стоимость опциона на индекс будет намного больше стоимости опциона на акцию. В 
связи с этим фактом рассмотрены разности относительных стоимостей этих опционов, 

где формула для  взята из [2]. st
TP
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где  – страйковая цена опциона на k-ю акцию. kK

Перейдем от минимальных величин к величинам, образующим индекс. Тогда ра-
венство (22) запишется в виде 
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(23) 

Применяя численные методы, можно вычислить знак (23). 
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Заключение 

В настоящей работе: 
1) найдена формула, определяющая рациональную стоимость опциона  на 

индекс S&P500. В связи с тем, что S&P500 является одним из тех индексов, 
которые вычисляются как взвешенное среднее арифметическое, формула (12) 
для расчета справедливой стоимости опциона может быть использована при 
расчете стоимости опциона продажи, базисным активом которого является 
другой фондовый индекс; 

ind
TP

2) получены формулы, определяющие эволюцию текущего капитала  и порт-

феля  (найдены доли вложений ,  в рисковые и безрисковые активы со-

ответственно); 

tX

t t t

3) исследованы свойства решения (найдены коэффициенты чувствительности 
справедливой стоимости опциона к цене ее исполнения). 
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ТОЧНЫЕ И ЭВРИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА 

Е. А. Боронихина 
Томский государственный университет 

E-mail: lin_san@mail.ru 

Задача коммивояжёра – важная задача транспортной логистики, отрасли, зани-
мающейся планированием транспортных перевозок. Задача состоит в определении 
кратчайшего гамильтонова цикла в графе – отыскании наилучшего маршрута, и являет-
ся одной из самых интересных, практически значимых и одновременно сложных задач 
оптимизации. Выделяют два типа решения этой задачи: точные и эвристические. 

Широко распространенным точным не переборным алгоритмом решения задачи 
коммивояжера является метод ветвей и границ. Суть метода – в направленном частич-
ном переборе допустимых решений с отсевом подмножеств, заведомо не содержащих 
оптимальных решений. То есть вычисляется нижняя оценка стоимости всех маршрутов, 
затем на каждом шаге в результате анализа матрицы стоимости определяется дуга 
(ветвь), которая добавляет к этой стоимости минимальное значение из всех возможных. 

Одним из эвристических методов искусственного интеллекта является муравьиный 
алгоритм Марко Дориго. Этот алгоритм имитирует передвижение колонии муравьев в 
природе. 
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Направление движения муравья определяет случайное число, которое отправляет 
его из i в город j с большей вероятностью, если функция Pi,j(t) примет наибольшее зна-
чение. Вероятность перехода высчитывается по формуле (1): 
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, (1) 

где, τi,j – феромон между этими городами, di,j
(–1) – видимость города, α и β – коэффици-

енты, регулирующие решение. Если α = 0, то алгоритм становиться жадный и выбор 
основывается только на расстоянии между городами, если β = 0 – выбор города базиру-
ется только на значении феромона. 

Феромоны – это некоторое вещество, которое «откладывают» муравьи, помечая 
пройденный маршрут между городами. Количество ферамона для муравья с номером k, 
проходящему по ребру (i,j), будет вычисляться по формуле (2): 
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i j T t

L
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 (2) 

где Tk(t) – маршрут, пройденный муравьём k,  kL t  – цена текущего решения для k-ого 

муравья, Q – параметр, имеющий значение порядка цены оптимального решения. 
Дополнительная модификация алгоритма заключается во введении «элитных» му-

равьёв. Их основное назначение – усиление лучших маршрутов за счет выделения 
большего количества феромонов, которое вычисляется по формуле (3). 

 *
*e

Q
e

L
  , (3) 

где *L  – длина наилучшего текущего маршрута, Q – параметр, имеющий значение по-
рядка цены оптимального решения. 

В такой системе количество элитных муравьёв является дополнительным парамет-
ром, требующим определения. Ибо, для слишком большого числа элитных муравьев 
алгоритм может "застрять" на локальных экстремумах. 

Феромоны, как и в природе, испаряются. Скорость испарения зависит от парамет-
ра, который, требует отдельного рассмотрения. Если значение скорости будет слишком 
велико, решение быстро выродится. 

Генетический алгоритм — это эвристический метод поиска с использованием ме-
ханизмов, напоминающих биологическую эволюцию. 

Суть метода в том, чтобы представить маршрут в виде цепочки генов – хромосомы, 
с которой могут происходить все возможные биологические изменения – мутация, 
кроссинговер и скрещивание. 

Дадим несколько определений, модифицированных для нашей задачи. 
Мутация – это преобразование хромосомы, случайно изменяющее одну или не-

сколько позиций генов. В нашем случае, два случайно выбранных гена будут меняться 
местами. 

Кроссинговер (так же кроссовер или скрещивание) – это операция, при которой из 
двух хромосом порождается одна или несколько новых. В простейшем случае 
кроссинговер в генетическом алгоритме реализуется так же, как и в биологии, но с не-
большой модификацией, так как маршрут не должен проходить через 1 город дважды. 
Хромосомы разрезаются в случайной точке и обмениваются частями без повторений, с 
дальнейшим сдвигом и добавлением недостающих генов. Например, (1, 2, 3, 4, 5) и (2, 
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1, 4, 3, 5) разрезаем между третьим и четвертым генами и обмениваем их части, сдвигая 
повторяющиеся гены. Получаются потомки: (1, 2, 3, 5, 4) и (2, 1, 4, 5, 3). 

Селекция – это выбор определенной доли популяции, которая останется «в живых» 
на данном этапе эволюции. Селекция необходима, так как множество потомков и му-
тантов имеют сниженную жизнеспособность и отсеиваются в процессе естественного 
отбора. 

«Эволюционный процесс» продолжается несколько жизненных циклов (поколе-
ний). Критерием остановки может быть: нахождение глобального решения; исчерпание 
числа поколений, отпущенных на эволюцию; исчерпание отпущенного на эволюцию 
времени. 

В результате эксперимента с несколькими вариантами матриц стоимости мы оце-
нили работу алгоритмов: 

Т а б л и ц а  3  
Сравнение скорости работы алгоритмов 

Количество преобразований матрицы 
Название метода 

Количество 
городов, чис-
ленность попу-

ляции 
наилучший наихудший 

Тип 

5 16 124 
10 36 4092 

Метод ветвей и 
границ 

 n 4 (n–1) 4 (2n–1) 
точный 

5, 5 4 125 
10, 5 15 1000 

Муравьиный ме-
тод 

n n logMn n3 
5, 5 5 125 
10, 5 20 1000 

Генетический 
алгоритм 

n n2/M n3 

эвристические 

 
Оба эвристических алгоритма работают явно быстрее, чем точный метод ветвей и 

границ, начиная с задач, содержащих 7 и более городов. Скорость работы генетическо-
го алгоритма зависит от качества начальной популяции. Худший результат алгоритм 
показывает, если начальная популяция сформирована с самыми неблагоприятными ре-
шениями. Тогда алгоритму необходимо время, чтобы повысить жизнеспособность осо-
бей через естественный отбор и мутацию. Избежать этого можно, если скомбинировать 
генетический метод с муравьиным. Лучшие результаты, полученные колонией муравь-
ев после первой итерации, подаются на вход в генетический алгоритм, что значительно 
повышает скорость его работы. 
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МЕТОД ЦЕНООБРАЗОВАНИЯ PSM  
НА ОСНОВЕ ЦЕНЗУРИРОВАННЫХ СПРАВА И СЛЕВА ДАННЫХ 

Е. С. Журко, Ж. Н. Зенкова 
Томский государственный университет 

E-mail: helena1993@mail.ru, thankoff@fpmk.tsu.ru 

Введение 

Одним из наиболее популярных методов ценообразования на товары-новинки яв-
ляется метод Price Sensitivity Meter (PSM), предложенный Ван Вестендорпом в 1976 г. 
Он базируется на анализе потребительских предпочтений относительно цены на товар, 
которые высказываются представителями целевой аудитории обычно после использо-
вания товара в течение некоторого периода времени. При этом потребители нередко 
затрудняются дать точные ответы на вопросы метода, что приводит к появлению не-
полных, цензурированных данных, а значит, к необходимости модификации метода 
PSM. 

Суть метода PSM [1] заключается в следующем. Респондентам предлагается отве-
тить на четыре основных вопроса: 

1. Ниже какого уровня цены  товар кажется Вам настолько дешевым, что на-

чинают возникать сомнения в его качестве? 
1X

2. Какая цена  для Вас является приемлемой для покупки товара? 2X

3. При какой цене  Вы посчитаете, что товар стоит дороже, чем следует, но 

все же купите? 
3X

4. Начиная с какой цены  товар кажется Вам слишком дорогим, настолько, 

что Вы не станете его покупать? 
4X

В результате ответов формируется случайная выборка  1 2 3 4, , ,i i i iX X X X , 1,i N , i-

й элемент которой представляет собой четыре уровня цен, указанных i-м респондентом. 

По каждому вектору  ijX , 1,4j  , строится эмпирическая функция распределения 

(э.ф.р.) по формуле: 

 ( )
[0, ]

1

1 ( ),
N

j
xN ij

i

F XIN 

   (1) 

где  – индикаторная функция. Для [ , )

0, [0, ),
( )

1, [0, ),o x

y x
I y

y x


  

1,2j   строится оценка функ-

ции выживания 
 , (2) ( ) ( )( ) 1 ( )j

N NS x F x  j

далее эти четыре функции, называемые кривыми ценовой чувствительности, отобра-
жаются на одном графике. 
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Рис. 1. Метод PSM 

В качестве рекомендуемого диапазона рассматривается отрезок от оптимального 
до ожидаемого уровня цены. 

Нередко в маркетинговых исследованиях возникают ситуации, когда потребитель 
не может дать точные ответы на поставленные вопросы, а может оперировать лишь 
некоторыми интервалами. В результате в массиве данных появляются цензурирован-
ные значения [3]. Для выборки, содержащей подобные данные, применение формулы 
(1) неприемлемо, при этом в качестве оценки неизвестной функции распределения для 
каждого из векторов цен может быть использована непараметрическая оценка Каплана-
Мейера, которая для случая однократного цензурирования справа имеет вид: 
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где       1 1, , ,.., ,N NX I X I X I  – цензурированная выборка (ц.в.) объема N, построен-

ная по следующей схеме: количество неполных значений в интервале  1,T T  – с.в., чис-

ленно равная доле g, , от числа респондентов, выбравших при анкетировании 

уровень цены, больший, чем значение цензуры , для 

0 1g 

1T 1,i N , 

  
1

0, полное наблюдение;

1, наблюдение до цензурирования, ,
i

i
i i

X
I

X X


    T

1i iI   I , r – число полных значений в интервале  10,T . 

В [3, 6] показано, что оценка (3) является непараметрической и асимптотически не-
смещенной, при этом 

 ( 1, ]
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N TN

g F t p F t
NDF t F t F t I t
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  

 
, 

где , 1( ) (0,1)p F T  ( )С
NDF t  – дисперсия оценки . Таким образом, при  

дисперсия оценки совпадает с дисперсией э.ф.р., которая определяется формулой [9] 

( )С
NF t 0g 

 
( )(1 ( ))

( )N

F x F x
DF x

N


 . 
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Нетрудно видеть, что при появлении цензурирования дисперсия оценки растет, 
притом с ростом доли цензурирования и расширением области неопределенности дис-
персия увеличивается значительно, а это значит, что происходит существенная потеря 
точности оценивания. 

В случае левого цензурирования оценка Каплана-Мейера принимает вид: 
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1

1
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.
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N rF t X I N r g
N N

T t T
N r

N r g
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




  

              



  (4) 

Рассмотрим модификацию метода PSM для случая однократно прогрессивно I типа 
цензурирования справа и слева, при этом в качестве оценок кривых ценовой чувстви-
тельности используются оценки вида (3) и (4). В данной работе для наглядности третий 
вектор значений подвергался левому или правому цензурированию, любо оставался 
неизменным. Влияние различных видов и параметров цензурирования на результаты 
PSM-метода исследовалось с помощью имитационного моделирования. Для оценок 
функций распределения цензурированной выборки (  и ) использовались 

формулы (4) и (3) соответственно, а для нецензурированных ( , , ) 

– формула (1). 

( )CL
NF x (CR

NF
(2) ( )NF x

)x
(1) ( )NS x

T

(2) ( )NS x

1 0.3В процессе имитационного моделирования было зафиксировано значение , 

параметр моделирования , при этом изменялся объем выборки N 
( ) и доля g (

10000M 
0.1,0.2g10,20,...,100N  ,...,0.9 ). Далее увеличивалось и . Выборки 

генерировались из равномерного распределения: ; ; ; 

, при этом значения точек пересечения рассматриваемых функций распреде-

ления: , , , . 

1T

(0(0, 1) ( )R x (0.05, 1.05) ( )R x .25, 1.25) ( )R x

(0.4, 1.4) ( )R x

1 0.625p  2 0.7p  3 0.65p  p4 0.72 5

На каждом шаге  был получен набор цен 1,...,i  M  1 2 3 4ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
i

p p p p

0.3 0.3g

, который впо-

следствии усреднялся. Так как цензурирование никак не изменяет значения цен  и 

, то исследовались только смещения оценок  и  от истинных значений цен. За-

висимость усреднённых наборов оценок  и  при  и 

2p̂

4p̂ 1p̂

3p̂
3p̂

1T1p̂    от объема вы-

борки N изображена на рис. 2. Заметим, что наблюдается существенное смещение кри-
вых, полученных из цензурированной выборки от кривых, где цензурированные дан-
ные отсутствуют. На рис. 3 и рис. 4 отображается зависимость среднеквадратической 

ошибки  от объёма выборки N для тех же параметров для оценок  и  

соответственно. 

 ˆ jNM p p 2

j 1p̂ 3p̂
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Рис. 2. Зависимость рекомендуемых цен от объема выборки для , 1 0.3T  0.3g   

 

Рис. 3. Зависимость среднеквадратической ошибки от объёма выборки для ,  (для 1 0.3T  0.3g  1p ) 

 

Рис. 4. Зависимость среднеквадратической ошибки от объёма выборки для ,  (для 1 0.3T  0.3g  3p ) 

Также в процессе имитационного моделирования было выявлено, что при цензури-
ровании справа смещения оценок относительно оценок цен без цензур наиболее ощу-
тимы. 
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Исходя из результатов исследования, можно сделать вывод о том, что цензуриро-
вание слева и справа существенно меняет оптимальный диапазон цен, при этом марке-
тологам рекомендуется избегать цензурирования справа. 

Заключение 

В данной работе путем имитационного моделирования исследовались модифика-
ции метода ценообразования PSM – Price Sensitivity Meter на случай однократно про-
грессивно I типа цензурированных справа и слева данных. Выявлено влияние цензури-
рования на результаты работы метода, показано, что цензурирование справа дает суще-
ственное смещение относительно истинных значений ценовых диапазонов. 
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ВЛИЯНИЕ РЕКЛАМЫ НА УПРАВЛЕНИЕ ПОСТАВКАМИ 

А. А. Захарова 
Томский государственный университет 

E-mail: ann-english@rambler.ru 

Введение 

С развитием рыночной экономики стало актуальным использование компьютерных 
технологий для управления поставками и рекламой товара. На рынке товаров и услуг 
существует конкуренция фирм за потребителя. Одно из средств борьбы за потребителя 
– это реклама. Реклама, с точки зрения теории управления – это управление поведени-
ем потенциального потребителя с целью совершения им покупки. Целью рекламы яв-
ляется увеличение темпа продаж, а следовательно и прибыли. Информация, заключен-
ная в рекламе – это средство управления поведением потребителя. Реклама действует 
не одномоментно, а в течение некоторого времени. Действие рекламы зависит от вида 
рекламы и востребованности товара. По характеру воздействия на человека существует 
два вида рекламы: статическая и динамическая. Статическая реклама – это сочетание 
агитации в местах продаж (вывеска, витрина магазина, упаковка товара) и наружной 
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рекламы (щита на улицах, плакаты в метро, а также календари, значки, авторучки и 
т. д.). Эти виды рекламы отличаются гибкостью, высокой частотой повторных контак-
тов, невысокой стоимостью и слабой конкуренцией. Динамическая реклама появляется 
в прессе, на телевидении, на радио и т.д. Она является оперативной, массовой, гибкой и 
обладает высокой достоверностью. 

В настоящей работе предложена функция, описывающая действие рекламы в зави-
симости от затрат на рекламу, момента выхода рекламы, времени действия рекламы. 
Осуществляется построение математической модели для управления поставками, про-
дажами и хранением товара и затратами на рекламу. Для управления используются ме-
тоды теории автоматического управления. Управляющее воздействие формируется на 
основе минимизации локального квадратичного критерия при слежении за прибылью, 
которую желает получить предприниматель. 

1. Построение функции действия рекламы 

Будем предполагать, что максимальное воздействие рекламы осуществляется в 
момент ее выхода и линейно зависит от затрат на конкретную рекламу. Используя ин-
терполяционный многочлен Лагранжа второй степени, построим функцию, описываю-
щую действие рекламы на потребителя в виде: 
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
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, (1) 

где R определяет затраты на рекламу в конкретный момент времени. При этом будем 
предполагать, что 0R  – затраты на статическую рекламу, которые производятся в каж-

дый момент времени, , где 1 2 rnR R R   jR , 1, rj n , – затраты на динамическую 

рекламу в конкретный момент времени,  – число видов динамической рекламы, ко-

торые использует предприниматель. 
rn

Для построения функции действия рекламы введем следующие обозначения: 
τ – момент платы за конкретную рекламу; 
μ – время с момента платы за рекламу до ее появления; 
T – время действия рекламы на потребителя; 
k     – начальный момент действия функции; 

δ – параметр функции действия рекламы (выпуклость, вогнутость, линейность). 
Выполнив преобразование в (1), функцию, описывающую действие рекламы на по-

требителя можно представить в виде: 
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На рис. 1 изображены функции ( , ( ), )f t R t   для различных значений параметра δ 

при , , , . 1  5  ( ) 10R t  10T 
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Рис. 1. Вид функции действия рекламы: 8   (кр.1), 4   (кр.2), 0   (кр.3), 4    (кр.4),  (кр.5) 8  

Заметим, что для 8  (кр.5) функция влияния рекламы становится отрицатель-
ной, что говорит об антирекламе (негативном влиянии рекламы на потребителя). 

  

2. Построение нелинейной динамической модели 

Уравнения для динамики объема товара на рынке, у потребителя и прибыли можно 
записать в виде: 

  (3) 
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где используются следующие обозначения: 
U – объем поставок товара в закупочных ценах; 
R − объем средств, используемых на рекламу товара, 
z – объем товара на рынке в ценах продажи; 
v – объем товара у потребителей в ценах продажи; 
y – текущий спрос в рыночных ценах; 
w – доход от реализации продукции; 
k1 – коэффициент, характеризующий порчу товара при хранении на рынке; 
k2 – коэффициент, характеризующий скорость потребления; 
k3 – коэффициент, характеризующий накрутку поставщика; 
k4 – коэффициент, характеризующий темп продаж; 
k5 – коэффициент, характеризующий плату за хранение товара; 
k6 – коэффициент, характеризующий влияние рекламы на темп продаж; 
k7 – коэффициент, характеризующий влияние рекламы на темп потребления. 

Запишем систему (3) в терминах пространства состояний. Пусть 

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))Tx t x t x t x t  – вектор состояния, где 1( ) ( )x t z t , 2 ( ) ( )x t v t , 3 ( ) ( )x t w t , 

 – вектор управления, который будем задавать в виде 

. Тогда система (3) запишется в виде: 

( )u t

1 2( ) ( ( ), ( )) ( ( ),Tu t U t R t u t u  ( ))t T

 ( ) ( , ( ), ( ))x t F t x t u t , (4) 

где вектор-функция  имеет вид: ( , ( ), ( ))F t x t u t
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3. Построение линейной динамической модели 

При использовании методов автоматического управления для (4) построим линей-
ную модель. 

В общем случае линейная модель имеет вид: 

 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 0x t A t x t B t u t x t x   , (5) 

где ( )x t  – n-мерный вектор состояния модели,  – m-мерный вектор управления, ( )u t 0x  

– вектор начального состояния, ( )A t  – матрица динамических свойств модели, ( )B t  – 

матрица влияния управляющих воздействий. 
Линеаризацию модели будем проводить в соответствии с формулой Тейлора. 

Пусть ( ) , ,  – функции, описывающие расчетные значения Z t ( )V t ( )W t ( )px t

)t

 для 

объемов товара на рынке, у потребителей и прибыль в момент t, ,  – функ-

ции, описывающие расчетные значения  для объема поставок и затрат на рекламу. 

Текущий спрос на товар будет описываться функцией ( ) . 

( )R t (u

( )pu t

Y t
Обозначим 

 
(.)

( )

( )

F
A t

x px x t




 
, 

(.)
( )

( )

F
B t

u pu u t




 
, 

где 
 ( ) ( ( ), ( ), ( ))p T

Z V Wx t t t t    , ( ) ( ( ), ( ))p T
u Ru t t t   . 

Тогда в модели (5) ( )A t  является матрицей 3-го порядка, которая имеет вид: 

 
4 6 1 1

4 6 1 2 7 2

4 6 1 5

( ) ( ) ( , ( ), )- 0 0

( ) ( ) ( ) ( , ( ), ) ( , ( ), ) 0

( ) ( ) ( , ( ), )- 0 0

Y Y R

Y Y R R

Y Y R

k t k t f t t k

A t k t k t f t t k k f t t

k t k t f t t k

      
           
      

. 

( )B t  является прямоугольной матрицей, имеющей 3 строки и 2 столбца, которая 

имеет вид: 

 
3 6

6 7

6

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0

1 ( ) ( ) ( ) 1

Y Z

Y Z Y

Y Z

k k t t d t

k t t d t k t d tB t

k t t d t

   
      
     

, 

где ( )
T t

d t
T

   


T
  – частная производная по R от ( , ( ), )f t R t  . 

Так как управление осуществляется с использованием информационных техноло-
гий, то модель (5) необходимо записать в дискретном виде: 
 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )x k A k x k B k u   k 0(0), x x , (6) 

где 3( ) ( )kA k I t A t   , ( ) ( )kB k tB t  , 3I  – единичная матрица 3-го порядка,  – шаг 

дискретизации, , 

t

1 0kt t k   t 0,k N . 
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4. Синтез управляющих воздействий 

Для поставщика существенным чаще всего является отслеживание только прибы-
ли. В связи с этим формирование управляющих воздействий будем осуществлять на 
основе минимизации модификации локального квадратичного критерия, при слежении 
за величиной желаемой прибыли ( ) . zw k

Минимизированный критерий запишем в виде: 
 , (7) ( ) ( ) ( ( 1) ( )) ( ( 1) ( )) ( ) ( )s T

z zJ k Sx k w k C Sx k w k u k Du      T k

где , С – весовой коэффициент, D – весовая матрица 2-го порядка.  100S
Управление, формируемое на основании критерия (7) будет иметь вид: 

 . (8) ( ) 1 ( )( ) ( ( ) ( ) ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))T T S T T S
Zu k B k S C SB k D B k S C SA k x k w k   

5. Численное моделирование 

Численное моделирование проводилось по данным поставок сливочного масла. 
В качестве основных данных использовались объемы поставок, затрат на рекламу и 
доход от реализации с дискретностью две недели в течение полугода. 

Рассматриваются два вида динамической рекламы с величиной затрат 

1 80 [руб.]R   и 2 2000 [руб.]R  , которые соответствуют плате за рекламу в прессе 

(объявление в газете или журнале) и на телевидении («бегущая строка») соответствен-
но. Предполагается, что уровни динамической рекламы разделяются по продолжитель-
ности влияния рекламы на потребителя, и что в каждый момент действует только один 
вид динамической рекламы, а статистическую рекламу полагаем равной нулю. 

Для динамической рекламы в прессе использовались следующие параметры: 
 , , 1 0.1  2 0.09  2  , 4T  , 1R R . 

Для динамической рекламы на телевидении использовались следующие парамет-
ры: 
 , , 1 0.8  2 0.7  3  , 10T  , 2R R . 

На рис. 2 приведены значения затрат на рекламу и функции действия соответст-
вующей рекламы. 

 
Рис. 2. Графики функций, характеризующие объем затрат на рекламу(1) и влияние рекламы на темп продаж (2) 

На рис. 3 приведены значения желаемой и моделируемой прибыли, объемы поста-
вок и затраты на рекламу. Причем затраты на рекламу умножены на 50 для того, что бы 
можно было проанализировать взаимодействие моментов поставок и рекламы в зави-
симости от значений моделируемой прибыли. 
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Рис.3. Графики функций, характеризующие прибыль: заданную (1) и смоделированную (2), 

объем поставок товара (3) и объем затрат на рекламу (4) 

Заключение 

В настоящей работе предложен подход к управлению поставками при слежении за 
величиной желаемой прибыли. Для увеличения темпа продаж и конкурентоспособно-
сти предпринимателя используется реклама. Работоспособность и качество предложен-
ных алгоритмов иллюстрируется путем численного моделирования. 
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Введение 

Задачи управления для объектов с запаздываниями при неполной информации рас-
сматривались в работах [1–4] и др. В настоящей работе рассмотрено решение задачи 
оптимального управления в условиях неполной информации о состоянии объекта с за-
паздыванием по управлению. Предполагается также что модель, описывающая возму-
щение, действующее на объект содержит неопределенные параметры. Для определения 
оптимального управления используется метод локально-оптимального слежения, вы-
полненный с использованием калмановской фильтрации и экстраполяции с неизвест-
ным входом [5–7]. 

1. Постановка задачи 

Модель объекта с запаздыванием по управлению и описывается дискретным урав-
нением: 

  (1) 
0

( 1) ( ) ( ) ( ),

(0) , ( ) ( ), , 1,..., 1,

x k Ax k Bu k h Fs k

x x u j j j h h

    
      

где ( ) nx k R  – вектор состояния;  – вектор управления; h – количество 

тактов запаздывания; 

( ) mu k h R 
1( ) ns k R  – вектор возмущений, 0x  и ( )j  ( , 1,..., 1j h h     ) – 

заданные векторы; A, B, F – заданные постоянные матрицы. Предполагается, что на-
блюдению доступен вектор ( ) lRxw k  . 

 ,  ( ) ( ) ( )x x xw k H x k k 
где xH  – матрица канала наблюдений,  – гауссовская случайная последователь-

ность. 

( )x k

Предполагается, что модель возмущений содержит неизвестные параметры и опре-
деляется следующим разностным уравнением: 
 ( 1) ( ) ( ) ( )s k R R s k f f q        k 0(0), s s , (2) 

где R – известная матрица, f – известный вектор (матрица R и вектор f – номинальные 
параметры модели возмущения), ΔR и Δf – некоторые неизвестные матрицы и вектор, 
которые можно интерпретировать как ошибки определения параметров модели (2). 
Модель возмущений (2) представим как динамическую модель с неизвестным входом 
 ( 1) ( ) ( ) ( )s k Rs k f r k q     k 0(0), s s , (3) 

где  – вектор неизвестного входа. ( ) ( )r k Rs k f   
Косвенные наблюдения за вектором возмущений описываются следующим соот-

ношением: 
 ( ) ( ) ( )k s k k     . (4) 

где – вектор наблюдений; 1( ) mk R    – m1n-матрица; ( )k  – случайные ошибки на-

блюдений. В (2) 0s  – случайный вектор начальных условий, независимый от ( ) ,  

и ( )  (M{

q k ( )k

x k 0 s } = 0s , M{( 0 0s s )( 0 0s s )Т} = 0P ); , ( )q k ( )k ,  – независимые га-

уссовские случайные последовательности с характеристиками: 

( )x k

 M{ } = 0, M{( )q k ( )k } = 0, M{ ( )k } = 0, 
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 M{ } = , M{( ) ( )q k q j
kjQ ( ) ( )k j   } = T kj , M{ ( ) ( )x xk j   } = . (5) xT kj

Требуется построить управление такое, чтобы вектор выхода системы  2( ) nw k R
 ( ) ( )w k Hx k  

отслеживал значение заданного вектора . ( ) nz k R

2. Синтез локально-оптимального управления 

Определим управление, отслеживающее заданный вектор ( ) , на остове оптими-

зации следующего локального критерия: 

z k

 , (6) 0 0( ) M{( ( 1) ( )) ( ( 1) ( )) ( ) ( ) / , }k kI k w k z k C w k z k u k h Du k h S X        
где C > 0, D ≥ 0 – весовые матрицы;  – заданный отслеживаемый вектор; 

, 

( )z k

( )}0 { (0), (1),..., ( )}kS s s s k 0 { (0), (1),...,kX x x x k . 

Сначала найдем оптимальное управление объектом (1) предполагая, что все ком-
поненты вектора ( )x k  и ( )s k

 

измеряются точно. Вычислим значение критерия (6) 

  (7) 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( )

( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) ( ).

I k u k h B H CHB D u k h u k h B H C HAx k

HFs k z k HAx k HFs k z k CHBu k h

   



     

     



Оптимальное управление определим из условия: 

 
( )

0
( )

dI k

du k h



. (8) 

Тогда, в силу (8), получим уравнение: 
 . (9) ( ) ( ) ( ( ) ( ) (B H CHB D u k h B H C HAx k HFs k z k        )) 0

)

).

Выражая u(k – h) из (9), управление будет следующим: 
 . (10) 1( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )u k h B H CHB D B H C HAx k HFs k z k         

Далее, учитывая (1), имеем следующие равенства 

 

( ) ( 1) ( 1) ( 1),

( 1) ( 2) ( 2) ( 2),

( 1) ( ) ( 2 ) (

x k Ax k Bu k h Fs k

x k Ax k Bu k h Fs k

x k h Ax k h Bu k h Fs k h

      
       

       


, (11) 

Учитывая (11), локально-оптимальное управление (10) представляется в виде 

  (12) 

1 1

1 0

( ) ( ) ( ( )

( ) ( ) ( )).

h

h h
i i

i i

u k h B H CHB D B H C HA x k h

HA Bu k h i HA Fs k i z k

     

 

     

      
Управление (12) формируется в момент времени k – h и для его реализации необ-

ходимо знать состояние x(k – h), возмущение s(k – h) и прошлые значения управлений 
u(k – h – i), а также необходимо осуществлять прогноз возмущений для моментов вре-
мени k, k – 1,…,k – h + 1. 

Построим управление для случая неполной информации об аддитивном возмуще-
нии ( )s k  и о самом объекте ( )x k . В этом случае оптимизируемый локальный критерий 

примет вид 
 , (13) 0 0( ) M{( ( 1) ( )) ( ( 1) ( )) ( ) ( ) / , }k kI k w k z k C w k z k u k h Du k h X         

где 0 , 0{ (0), (1),..., ( )}k k     { (0), (1),..., ( )}kX x x x k . Управление определим на основе 

принципа разделения, используя оценки фильтрации компонент ( )x k  и ( )s k  и оценки 

прогноза для вектора ( )s k . В результате получим 
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  (14) 

1 1

1

1

0

ˆ( ) ( ) ( ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( )),

h
h i

f
i

h
h i

f p
i

u k h B H CHB D B H C HA x k h HA Bu k h i

HA Fs k h HA Fs k i z k

     







        

    




где ˆ ( )fs k h  и ˆ (f )x k h  – оценки фильтрации, которые определяются с помощью ал-

горитма оптимальной калмановской фильтрации: 

 
0

ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( )[ ( )

ˆ ˆ ˆ( ( 1) ( 1))], (0) ,

f f f

f f

s k h Rs k h f r k h K k h k h

Rs k h f r k h s s

           

       


 (15) 

 1( ) ( / 1) ( ( / 1) )fK k h P k h k h P k h k h               , (16) 

 ( / 1) ( 1)P k h k h RP k h R Q       , (17) 

 , 
1

( ) ( ( ) ) ( / 1n fP k h E K k h P k h k h        ) 0(0)P P . (18) 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )[ ( )

ˆ ˆ ˆ( ( 1) ( 1) ( 1) ( ))],

f f f x x

x f f x

x k Ax k Bu k h Fs k r k K k w k

H Ax k Bu k h Fs k r k

         

       
1T T

 (19) 

 ( ) ( / 1) ( ( / 1) )x x x xK k P k k H HP k k H T    
T

, (20) 

 ( / 1)x x xP k k Ap A Q   , (21) 

 , ( ) ( ( ) ) ( / 1)x x x xP k E K k H P k k   0(0)P P . (22) 

В фильтре (19) введен вектор неизвестного входа  в силу того, что в исходной 

модели (1) 

ˆ ( )xr k

( )s k  точно не наблюдается (введение вектора  обеспечивает компенса-

цию ошибок, возникающих при вычислении оценок ( )
x̂ ( )r k

s k

ˆps k

). Фильтр (15) использует ин-

формацию, поступившую из канала измерений в момент (k  h). При вычислении 
управления (14) требуется вычислять также оценки и в моменты большие, чем (k  h) 
(оценки прогноза), поэтому здесь воспользуемся экстраполятором, который позволит 
вычислить оценку возмущения с прогнозом на 1 такт ( 1h )  : 

 
0

ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )),

ˆ (0) ,

p p p p

p

s k h Rs k h f r k h K k h k h s k h

s s

            


 (23) 

 1( ) ( ) ( ( ) T)p pr prK k h RP k h P k h          , (24) 

  (25) 
0

( 1) ( ( ) ) ( )( ( ) )

( ) ( ), (0) ,

pr p pr p

p p pr

P k h R K k h P k h R K k h

Q K k h TK k h P P





          

    

а оценки прогнозов ˆ ( )ps k h j   для 2  определятся по формулам j 

 . (26) ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) (p ps k h j Rs k h j f r k h j          1)

1)Отметим, что в (22) оценки ˆ(r k h j    для значений 2  могут быть вычис-

лены с использованием методов прогнозирования временных рядов. 

j 

В (15) и (23) оценка  вычисляется по методу наименьших квадратов на основе 
минимизации следующего критерия: 

r̂

  2

1

( ) ( 1)
k

V
i

J i r i


    2

W
, (27) 

где , V > 0, W ≥ 0 – весовые матрицы соответствующих раз-

мерностей, 

ˆ( ) ( ) ( ( 1) )i i Rx i f     
2

( ) ( ) ( )
V

i i V    i . В результате получим оценку: 
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 1ˆ ˆ( ) [ ] { ( 1) [ ( ) ]}r k V W V Rs k f           , (28) 

котор

k 

ая учитывается при определении оценок ˆ fs  и ˆps , вычисляемых по формулам (15), 

(23)
Аналогично вычисляется оценка неизвестного входа
. 

 ( )xr k  

 ˆ1) ( ( ) ( 2) ( 2)]x f fH A k Bu k h s k      , (29) 

где 1( )T T

ˆ ˆ( ) [ ( 2x x xr k S w k x  

x x x x x x xS H V H W H V   (здесь xV  и xW  – весовые матрицы критерия, аналогич-

ного (27), минимизация кот 29)). 

 

Рассмотрим  для следующих исходных данн  

орого даст оптимальную оценку (

3. Результаты моделирования

модель ых
0,75 0

0,1 0,79
A

 
  
 

, 
0 1

0,2 0,6
R

 
  
 

, {0,05 0,02}Q diag , {0,04 0,06}diag  , 

0 2xB H F C V P V E       , 0xD W W   ,  20 17z
 ,  2,7 2,3

 . 

А

f 

лгоритм управления исследовался для следующей матрицы R  и компонент век-
тора f : 

0 0,03

0,04 0,05
R

 
   

 
, 1,

0, 2 0 10,

2,6 10 20,

2,4 20 30,
k

if k

f if k

if k

  
    
  

 2,

0,4 0 10,

1,6 10 20,

1,4 20 30.
k

if k

f if k

if k

 
    
  

  

 

Рис. 1. Компоненты вектора состояния (xi и ˆix  – компоненты ни состоя я и его оценки  компоненты отслежи-

 вектора

 iz  

ваемого  ( 1, 2i  )) 
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ущений ( is  – вектор возмущений, ,ˆ f is  – оценка , ,ˆp isРис. 2. Компоненты вектора возм  фильтрации  – оценка экст-

раполяции, 1, 2i  ) 

 
r̂  Рис. 3. Компоненты вектора r и его оценки 

 
Рис. 4. Компоненты вектора управления 

О

полно

тметим, что как показали результаты моделирования, исключение в любом из ал-
горитмов оценок неизвестных входов приводит к снижению точности слежения. 

Заключение 

Предложен алгоритм локально оптимального управления для дискретной стохас-
тической системы с запаздыванием по управлению, функционирующей в условиях не-

й информации о модели возмущений и компонентов вектора состояния. Числен-
ное моделирование подтвердило работоспособность предложенного алгоритма. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛИ ИНВЕСТИЦИОННОГО ПОРТФЕЛЯ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РЕАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

МЕЖДУНАРОДНОГО ВАЛЮТНОГО РЫНКА FOREX 

В. В. Домбровский, Т. М. Ларина 
Томский государственный университет 

E-mail: latami@mail.ru 

Введение 

Данная работа посвящена построению и исследованию модели динамического 
управления самофинансируемым инвестиционным портфелем. 

За основу была принята модель портфеля, представленная в работе Домбровско-
го В.В. [2], но в отличие от [2], в работе рассматривается более реалистичная модель, в 
которой учитываются пропорциональные и квадратичные транзакционные издержки, а 
также «проскальзывание» цен. Эффект проскальзывания состоит в том, что при испол-
нении заявки на покупку/продажу сделка может произойти по цене не совпадающей с 
ценой, которая была заявлена в момент выставления заявки. Под транзакционным

и принято понимать любые расходы, вызванные торговыми операциями
ржевой сбор, комиссионн

яемые брокером издерж
мы вложений в финансовые активы, а также различие безрисковой ставки и ставки 

по займу. 
Задача управления инвестиционным портфелем (ИП) формулируется как динами-

ческая задача слежения за эталонным портфелем с задан  доходностью[4–
ление ИП осуществляется при помощи перераспределения капитала на каж-

дом этапе управления, в зависимости от состоян ры
выми и безрисковым активом. Для решени

етод управления с прогнозирующей моделью(УПМ)[2,3,6–8], который позволяет 
эффективно учитывать ограничения. 

В данной работе был
 ИП на основе реальных данных международного валютного рынка F

п ьного использования 
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1. Динамическая модель управления инвестиционным портфелем 
с учетом ограничений 

 n видов рисковых финансо-
ых активов и одного безрискового актива (банковский счет). Капитал, 

риск й 

1.1. Модель портфеля 
Рассмотрим инвестиционный портфель, состоящий из

в помещенный в 

овы актив i-го вида в момент времени k, равен  iu k , 1,i n , в безрисковый 

 0 0u k  . 

капита

Предполагается, что в случае необходимости инвестор может заимствовать 

л. Объем безрисково   1 0nu k  . го займа равен

Рассматриваемый нами
банковский счет не поступают

 ИП является самофинансируемым, т.е. деньги из вне на 
, а снимаются только с целью вложения в ценные бумаги, 

ходящие в данный ИП. 
Тогда общий объем вложений в момент времени k будет равен[3, 7]: 

n . (1) 

Пусть 

в


n

      0 1
1

i
i

V k u k u k u k


   

 iP k  – это цена рискового актива в момент времени k,  1i k   – доход-

од  , 1k k  , которая выность риск актива за периового числяется по 

 

формуле: 

     
 

1
1 i i

i
i

P k P k
k

 
   . (

P k
2) 

Динамика изменения ИП имеет следующий вид [3, 7]: 

где  – ставка доходности безрискового актива,  – ставка заимствования, причем 

внение (3

1 1 . (4) 

 

    , (3)           1 0 2 1
1

1 1 1 1
n

i i n
i

V k k u k r u k r u k


         
 r1 2

1 2r r . С учетом того, что       0 1
1

n

i n
i

u k V k u k


  , ура ) можно пред-

ставить в следующем виде: 

           1 1 2
1

1 1 1
n

i iV k r V k k r u k r          
Используя векторно-матричное обозначение получим: 



r

u k

  n
i

r u k


        11 1 1 , 1V k r V k b k k u k         , ) (5

где      1 1 1 1 2... nk r k r r r     – вектор доходностей рисковых активов, 

        T

1 2 1... nu k u k u k u k     – вектор управлений. 

На практике необходимо учитывать ограничения на объемы вложений и займов: 

b k       

     min max ,i i iu k u k u k 

     



max
1 0

1

max
1 1

0 ,

0 .

i n
i

n n

V k u k u k u

u k




 

   

 

  (6) 

Если 

n

 

  u k

 min
iu 0k  , 

 без покрытия

то для рискового актива i-го вида допустимо участие в операции 

продажа » на сумму не больше  min
iu k ; если  min 0iu k  , то операции «

«про  i-го вида запдажа без покрытия» для акций рещены;  max
iu k еделяют макси-

мальный объем капитала, который можно вкладывать в акции; 

 опр

 max 0u k   определяет 0
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максимальный размер займ безрискового актива. Стоит отметить, что а min
iu k  и 

 max
iu k  являются функциями от размера капитала ИП, и равны    min

iu k V k  , 

   max
iu k V k  , где α и β являются некоторыми параметрами, задающим к назы-

ваемое кредитное плечо. Финансовым или кредитным плечом для участников маржи-
нальной торговли на валютном рынке «Forex» называют отношение заёмных средств к 
собственным. Управление портфелем осуществляется путем перераспределения капи-
тала между различными видами инвестиций посредством банковского счета. 

и

чтобы -
аекто -

 та

капитал ре
рии эталон

1.2

ального 
ого порт

. Проблем
Стратегия уп

управляемо
феля, с

а оптимизации. Функция риска 
равления портфелем определяется таким образом, 
го ИП с наименьшими отклонениями следовал тр

 желаемой доходностью  0 1r k  , эволюция которого описывается н

уравнение
 

м: 

     0 0
01 1V k V k    . (7) 

   0 0 0V V . Заметим, что  0V kВ начальный момент времени:  

еля 

– величина де-

терминированная, и я всех моментов k и ее можно рассматривать как извест-
ный параметр. Дохо 0  задается инвестором исходя из анализа состояния фи-

нансового рынка и склонности инвестора к риску. 
Предположим, что единственным источником ин ии в момент времени k яв-

ляются исторические значения

звестна дл
дность 

формац
 доходностей и текущее значение портф



 V k . В дан

 горизон

N  
 

-

скользящим -



,

k

 (8) 

 T
i

ной 

том в 

 

работе, также как и в [2], для получения оптимальной стратегии управления ис-
пользуют метод УПМ. Основная идея управления с прогнозирующей моделью заклю-
чается в следующем: решается задача оптимизации критерия со 


каждый момент времени k: 

       20min / / / ,
m

J k m k E V k i k V k i V k
         

     
         

1

1
T

0

,...,

/ 1/ ,

/ 1/ / , ,...,

i

m

i

k

E u k i k u k i k R k i

u k i k u k i k V k k k N







 

      

         



где m – горизонт прогнозирования,   1u k i u k i     1 ,..., nu k   
ных значений,  , 0R k i   – это положительно определенная симметр

 – -

ич -

вектор про

ная матригноз

а, изме анзакционных издержек,  /V k i k  – предп

нных данных, 

олагаемые зна-ц ряющая уровень тр

N  исти – количество  /E a b  – оператор усло -

бой ч-
нные -

вного ма

квадрати
 издерж

чения портфеля, 

тематиче
Можн

ую ошибку
 – 

ского ож
о от

 и от
накладывает

идания. 
метить, что  слагаемое в критерии представляет

ражает качество слежения, второе учитывает транзакцио
 большие транзакции. 

 первое  со
н
ки  штраф на слишком

интез стратегий управл1.3. С ения с прогнозирующей моделью 
Критерий (7) можно представить в эквивалентной форме: 
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/ 

гаемые, не зависящие от управления. 
Определим прогнозные значения портфеля следующим уравнением: 

       

  
         

2 0

1

/ / 2

/ 1/ ,

/ 1/ / , ,..., ,

m

i

J k m k E V k i k V k i V k i k

u k i k u k i k R k i

u k i k u k i k V k k k N




     



    

         



  T
   (9) 

где исключены сла

           
   

1 2/ 1

1 ,

i i iV k i k A V k A b k u k A b k u k

b k u k i

              
     

 
...

 (10) 

де 
 
г

11A r  ,      1 1 1...n nb k k e r k e r r r           2  ,  

       1 2 1 ... 1Nk k k k N              ,  

1 2, ,..., N    – некотрые параметры. 

Эти параметры определяются таким образом чтобы достичь наилучших результа-
тов при управлении. 

Заметим, что (5) определяет реальные значения ИП, а уравнение (10) определяет 
предсказанные значения портфеля. Таким образом, в отличие от известных моделей мы 
е предсказываем будущее значение доходностей, а предсказывает будущие значения 
П. 

Введем вектор 

н
И
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тогда можно представить критерий (9) в 

следующем виде: 

               
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k 
 (11) 

       1X k V k k U k         (12) 
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0n 

     0 0 0
1 2 1 2 ...V k V k V k       . 3

Используя (12), представим (11) в виде: 
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 .

 (13) 

Критерий (11) можно записать в матричном виде: 
                  T/ 2Y k m k V k G k F k U k U k H k R k U k          , (14) 

где  H k ,  G k ,  F k  – блочные матрицы вида: 
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 (15) 

 – набор прогнозируемых 

правлений при следующих ограничениях: 
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где 2 10n n    – нулевая матрица размерности     2 1 1n n m    . 

Оптимальная стратегия прог зирующего управления, минимизирующая критерий 
равнением: 



но
(11), определяется у
     1 1 1n n n  0 ... 0u k I U k , 

где 1nI   – это n+1 иничная матрица, 10n  -мерная ед –  n+ ая нулевая матрица. 

вания» цен: субоптимальная стратегия 
В условиях реаль ний, накладываемых 

на объ н

ель ИП с учетом транзакционных издержек и «проскаль-
зывания» можно записать в следующем виде[1]: 

 это 1-мерн

1.4. Учет пропорциональных транзакционных издержек 
и «проскальзы

ного управления ИП, помимо учета ограниче
емывложений, важ ым является учет транзакционных издержек и возможного 

«проскальзывания» цен. 
Предположим, что транзакционные издержки взимают в виде постоянного процен-

та с объема сделки. Тогда мод
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1 ,n

где  – процент, на который цена исполнения заявки отклоняется от рыночной цены в 

моме  выставления заявки;  – ставка вознаграждения брокера и биржи; 
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        
 

n

 3r

нт


4r

  1i i it u k u k    – объем сде  купли/продажи, совершенной с i-м активом в мо-

мент времени k; 

лки

  sign iu k  – величинызнак   iu k , 1,i n . 

Заметим, что учет проскальзывания происходит таким образом, что всякий раз 
уменьшается доходность. 

2. Результаты численного моделирования 

В данной главе, для подтверждения работоспособности представленной модели, 
было проведено численное моделирование на основе реальных данных международно-
го валютного рынка «Forex». 

Для моделирования использовались данные котировок валютных пар в период с 
16.02.2001 – 13.11.2003 гг. Всего 1000 торговых дней. 

При моделировании мы предполагали, что 1 2 ... N        : 
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    
1

1
N

t

k k t


      . 

Параметр  k  оценивался с использованием метода скользящего окна. Суть дан-

ного метода состоит в том, чтобы анализируя данные котировок валютных пар, за пе-
риод p дней, получить суммарное значение доходностей умноженное на подобранный 
параметр  1 , на 1  шаге. Затем в заданном направлении окно перемещается на 

1 шаг и так далее. 

k 

Рассмотрим задачу управления инвестиционным портфелем. Портфель формиру-
ется из 6 видов валютных пар: USDJPY(доллар – йена), USDDEM(доллар – немецкая 
марка), EURJPY(евро – йена), EURUSD(евро – доллар), GBPUSD(фунт – доллар), 
CHFJPY(франк – иена), одного вида безрискового актива – банковского вклада, с до-
ходностью . Также нам доступна услуга кредитования со ставкой по займу 

. Процент, на который цена исполнения заявки отклоняется от рыночной 

цены в момент выставления заявки , вознаграждения брокера и биржи 

, период «скользящего окна» равен 10 дням, параметр 

1 0.015%r 

2 0.03%r 

4 0.01%r 
3 0.01%r 

0.8  , а величина 

кредитного плеча равна 2. С горизонтом прогноза 10m   дней. 
На рис. 1 отображается динамика капитала управляемого и эталонного ИП. На 

рис. 2 отображается динамика доходности валютной пары EURJPY. На рис. 3 отобра-
жается динамика вложений в валютную пару EURJPY. 

 
Рис.1. Динамика капитала управляемого ИП (1), опорная траектория (2) 

Доходность ИП за весь период инвестирования составила 400%, при этом слеже-
ние за желаемой траекторией с достаточно сильными скачками и отклонениями. Мак-
симальное отставание траектории реального ИП от эталонного ИП составило почти 
50%, в среднем же отставание составило 20%. 
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Рис. 2. Динамика доходности валютной пары «EURJPY» 

 
Рис. 3. Динамика вложений в валютную пару «EURJPY» 

Заключение 

В данной работе было проведено численное исследование работоспособности мо-
дели ИП, состоящей из нескольких рисковых и одного безрискового актива, в дискрет-
ном времени, на основе реальных данных международного валютного рынка Forex. За 
основу была взята модель, представленная в статье [2], но с учетом «проскальзывания» 
цен, пропорциональных и квадратичных транзакционных издержек. Задача управления 
ИП формулируется как динамическая задача слежения за эталонным портфелем с же-
лаемой доходностью. 

При численной реализации модели использовался пакет прикладных программ 
Matlab 2011. 

 228 



Главным «плюсом» модели является возможность ее реального применения и вы-
сокая эффективность, благодаря которой, при заданных нами параметрах инвестор сам 
может выбирать желаемую доходность ИП. 
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ПЛОТНОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КАПИТАЛА 
НЕКОММЕРЧЕСКОГО ФОНДА ПРИ ГИСТЕРЕЗИСНОМ 
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Введение 

Некоммерческий фонд – не имеющая членства некоммерческая организация, уч-
режденная гражданами и (или) юридическими лицами на основе добровольных имуще-
ственных взносов, преследующая социальные, благотворительные, культурные, обра-
зовательные или иные цели, основанная для достижения общественно полезных целей 
путем использования имущества, переданного в ее собственность учредителями. 

В связи с тем, что фонды не основаны на членстве участников, последние не толь-
ко не обязуются участвовать в деятельности организации, но, и лишены возможности 
прямо участвовать в управлении ее делами. Кроме того, фонд является собственником 
своего имущества, на которые у его учредителя (участников) отсутствуют какие-либо 
права. 

Учитывая эти факторы, вполне обоснованным представляются предъявляемые за-
конодателем требования о создании попечительского совета, осуществляющего надзор 
за деятельностью фонда и его должностных лиц. 

В данной статье задача решается в предположении, что потоки поступающих в 
фонд премий и выплат из фонда являются пуассоновскими, а управление капиталом 
фонда является гистерезисным. 

1. Математическая модель изменения капитала фонда 

Основной характеристикой состояния фонда является его капитал ( )s t  в момент 

времени t. В статье предполагается, что с капиталом могут происходить следующие 
изменения: 
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1. В фонд поступают денежные средства. Будем предполагать, что моменты посту-
пления средств образуют, пуассоновский поток с интенсивность λ. Поступающие пре-
мии являются независимыми одинаково распределенными величинами с плотностью 
распределения ( )x . 

2. Фонд расходует поступившие на его счет средства. Будем считать, что выплаты 
являются независимыми одинаково распределенными случайными величинами с плот-
ностью ( )x . 

Моменты начисления выплат так же образуют пуассоновский поток, интенсив-
ность которого зависит от капитала фонда. Установим два пороговых значения S1 и S2, 
причем . В области  1 2S S 1S S 1   , в области  2S S 2( )s   . 

Так как фонд не имеет целью получение прибыли, то считаем, что 
 1 2b a b     . 

Таким образом, при  фонд расходует в среднем меньше средств, чем в него 
поступает, а при  расходует в среднем больше средств, чем в него поступает. 

1S S
2S S

Область  является областью гистерезиса в управлении и в ней устанав-
ливается значение  или  в зависимости от того, как процесс вошел в эту 

область. 

1S S S 

1  
2

2( )s  

Будем считать, что при  фонд не прекращает своей деятельности, но перехо-
дит в период неплатежеспособности фонда, по мере поступление денежных средств 
фонд возобновляет свои обязательства. 

0S 

2. Плотность распределения капитала фонда 

Выпишем уравнения, определяющие плотность вероятностей ( )P s  величины капи-

тала фонда s во всех областях изменения капитала в стационарном режиме. Плотность 
(s)P  существует и может иметь разрывы лишь в точках  и , так как суммы по-

ступающих премий и расходуемых денежных средств представляют собой сложно-
пуассоновские процессы [1] в каждой из областей. 

1S 2S

Назначим началом отсчета в точку 1S S   и обозначим 0 2S S S  , при этом 

нижний порог 1 0S  . 
Начнем с области . Через  обозначим плотность распределения капи-

тала фонда s в момент времени t. Рассмотрим два близких момента времени t и t t . 
Значение капитала s в момент времени 

0S S ( , )p s t

t
 

t   может быть получено в следующих слу-
чаях. 

1. В момент времени t капитал равнялся s, и за время Δt он не изменился. Вероят-
ность этого события / 21 ( ) ( )t o t      

2. В момент времени t капитал равнялся s x , и за время Δt поступила случайная 
премия x. Вероятность этого события ( ) ( )t x tdx o    . 

3. В момент времени t капитал равнялся s x , и за это время была произведена 
выплата x. Вероятность этого события 2 )t x t( ) (o    . 

По формуле полной вероятности получаем 

  
2

0

2

0

( , ) (1 ( ) ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( ).

p s t t t p s t t p s x t x dx

t p s x t x dx o t





            

     




Переходя к пределу при ,  получим, что при  0 0t t  0S S
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 . (1) 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p s p s x x dx p s x x dx
 

          
Решение этого уравнение должно удовлетворять граничному условию . ( ) 0p  

Рассмотрим область . Так как здесь возможны два вариант  или 

. Обозначим 
00 S S  1  

2( )s  

 0 1
1

(0 ( ) , ( ) )
( )

p s t S ds s
p s

ds

     
 , 0 2

2

(0 ( ) , ( ) )
( )

p s t S ds s
p s

ds

     
  

в стационарном режиме. Очевидно, что 
 . 1 2( ) ( ) ( )p s p s p s 

Рассмотрим первую траекторию, в которой 1   . 

1. В момент времени t капитал равнялся s, и за время Δt он не изменился. Вероят-
ность этого события . 11 ( ) (t o       t)

В момент времени t капитал равнялся s x , и за время Δt поступила случайная 
премия x. Возможны два случая 

А) Мы находились в интервале 00 S S 
( )o t

 и поступление ничего не изменило. Ве-

роятность этого события  ( )t x dx   , причем 0 0s x   . 

Б) Мы находились в интервале 0S  , и поступление x привело нас в  ин-

тервал. Вероятность этого события равна 
00 S S 

( ) ( )t x dx o t    , причем 0s x  . 

2. В момент времени t капитал равнялся s x , и за время Δt была произведена слу-
чайная выплата x. Вероятность этого события равна 1 ( ) ( )t x ds o t     , причем 

00 s y S   . 

По формуле полной вероятности получим в стационарном режиме 

 
0

1 1 1 1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
s ss

s

p s p s x x dx P s x x dx p s x x dx


                . (2) 

Аналогичным способом получим уравнение для второй траектории, в которой 
. В стационарном режиме получаем 2  

 . (3) 
0

0

2 2 2 2 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) P( ) ( )
s ss

s s

p s p s x x dx p s x x dx s x x dx
 



               
Наконец в области , учитывая, что переход в эту область возможен из области 0s 

0s S , а из области 00 s S   как с траектории 1   , так и с траектории , полу-

чим в стационарном режиме. 
2  

 
0 0

0

1 1

0 0

1 1 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s

s s s s

s s s s

p s p s x x dx p s x x dx

.p s x x dx p s x x dx p s x x dx

 

  

  

          

          

 

  
 (4) 

3. Экспоненциальные распределения премий и выплат 

Пусть распределения поступающих премии и выплат из фонда являются экспонен-
циальными 

 
1 1

( ) exp , ( ) exp
s s

s s
a a b

         
   b





. 
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В этом случае может быть найдено точное решение системы уравнений (1)–(4). 
Рассмотри, например, уравнение в области , подставив туда экспоненциальную 

плотность распределения. Получаем 
0S S

 2 2

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

x x

ap s p s x e dx p s x e dx
a b

 


        
1 b


. (5) 

Дважды дифференцируя (5), приходим к уравнению 

 2

2

( ) ( ) 0
( )

b a
p s p s

ab

  
  

  
. (6) 

Решение в общем виде 
 . 1 2

1 2( ) k s k sp s A e A e 
Так как  окончательное решение будет иметь вид ( ) 0p  

 . (7) 1( ) k sp s Ae
Постоянная A должна быть теперь определена так, чтобы решение (7) дифферен-

циального уравнения (6) удовлетворяло исходному уравнению (5). 
Аналогично, решение уравнения (2) имеет в области 00 s S   вид 

 , 2
1 1 2( ) k sp s B B e 

решение уравнения (3) 
 , 1

2 1 2( ) k sp s C C e 

решение уравнения в области  имеет вид 0s S

 . 2( ) k sp s De
Постоянные A, B1, C1, B2, C2, D должны быть определены, удовлетворяя исходным 

уравнениям (1)–(4) и условию нормировки 

 
00

1 2

0 0

( ) ( ( ) ( )) ( ) 1
S

P s ds p s p s ds P s ds




      . 

Получаем систему соотношений постоянных 

 1 2
1 2

1 1

1
B B D

ak ak
 

1 
, (8) 

 
2 0

1 2
2

0
1

k se
B B

bk
 


, (9) 

 1 2
1

1
0

1
C C

ak
 


, (10) 

 
1 0 1 0

1 2
1 11 1

k s k se e
C C A

bk bk

 

 
 

, (11) 

 
1 0 2 0

1 0 1 0

1 2

1 1 1 2 2(1 )((1 ) (1 ) ) (1 )((1 ) (1 ))

k s k s

k s k s

k e k e
A D

ak bk ak e ak ak e ak



 
        1

0

. (12) 

Решаем получившуюся систему (8)–(12) и, учитывая условие нормировки, оконча-
тельно получим, что 

  (13) 

2 0 2

2 0 1

1 0 1

1 2 2

( )
1 2 2 1

2 1 1 0

((1 ) (1 ) ) , s 0,

( ) (1 (1 ) ) (1 (1 a ) ), 0 ,

((1 ) (1 )) , s S ,

k s k s

k s s k s

k s k s

G ak bk e e

p s G bk e G k e s S

G bk e ak e



 



    


       
    

где 
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 1 2
1

1 2 0

(1 )

( )( )

k ak
G

k k a b s




  
, 2 1

2
1 2 0

( 1)

( )(

k ak
G

k k a b s )




  
. 

4. Аппроксимация плотности распределения капитала 

При произвольных распределениях x поступающих премий ( )x  и выплат ( )x  

получить точное решение системы (1)–(4) не удается. Однако в этом случае можно по-
строить приближенное решение уравнений при некоторых дополнительных предполо-
жениях. Введем параметр θ, где 0 1   , и будем считать, что 
 . (14) 1 2(1 ) , (1 )b a b         a

Параметр θ имеет тот же смысл, что и нагрузка страховых премий в задаче страхо-
вания. Рассмотрим, далее, асимптотический случай, когда нагрузка премий . 
Практически это означает, что при любом значении капитала s фонд расходует почти 
столько же денежных средств, сколько в него поступает. При этом естественно считать, 
что пороги  и , определяющие гистерезисное управление капиталом, зависят от 

нагрузки премий θ. Более того будем считать, что при 

1

1S 2S

0  разность порогов 
 но существует конечный предел 0 2( ) S ( ,S S  1( )) 

 0 0lim ( )z S


   . 

Перенесем начало отсчета в точку 1s S  . Решение уравнений будем искать в виде 

 , ( ) ( , )p s f s    2 2( ) ( , )p s f s    , 1 1( ) ( , )p s f s    , (15) 

где ( , )f z  , ( , )if z   – некоторые функции, которые считаются дважды дифферен-

цируемыми по z и равномерно непрерывными по θ. 
Подставляем (15) в уравнение (1) и делая замену переменной ,s z   получим 

уравнение относительно функции ( , )f z  : 

 2 2

0 0

( ) (z, ) ( , ) ( )dx ( , ) ( )df f z x x f z x x x
 

                 . 

Раскладывая подынтегральную часть в ряд Тейлора, по первому аргументу и огра-
ничиваясь тремя первыми членами разложения, получим 

 22 2 2
2( , ) ( ) ( , ) ( ) 0

2

a b
f z b a f z o

     2          . (16) 

Учитывая в (16) выражения (14), и разделим на 2 , получаем 

 
2

2 2 2
2

( )
( , ) ( , ) 0

2

a b o
f z af z

         


. (17) 

Обозначим 
0

(z) lim ( , )f f z


  . Перейдем в (17) к пределу при 0 . 

 
2 2 2

2
( ) ( ) 0

a
f z f z

a b

  
  

. 

Откуда ,  получаем z  ( , ) 0f z   1( ) k zf z Ae , и, следовательно, 

 1( ) ( )k sp s Ae o     . (18) 

Таким образом получаем, что 
 2( ) ( )k sp s De o    . (19) 

Аналогичные рассуждения позволяют показать, что функция 1 10
(z) lim ( , )f f z


   оп-

ределяется выражением 2
1 1 2( ) k zf z B B e  , где 2

2 1 2

2 a
k

a b



  

, и, следовательно, 
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 2
1 1 2( ) ( ) ( )k sp s B B e o     . (20) 

Наконец, функция 2 2
0

(z) lim ( , )f f z


   определяется выражением , 

где 

1
2 1 2( ) k zf z С С e 

1
2 2

2 a
k

a b



   2

, и, следовательно, 

 1
2 1 2( ) (С ) ( )k sp s С e o      . (21) 

При выводе соотношений (18)–(21) неявно предполагалось, что 0s   и 0s S . Рас-

смотрим теперь уравнения системы (1) – (4) при 0s   и 0s S  получаем систему соот-

ношений постоянных 

 , 1 2B B D  2 0
1 2 0k zB B e  , 1 2 0C C  , , 1 0 1 0

1 2
k z k zC C e Ae  

1 0 2 0

1 2

1 1k z k z

k k
A D

e e
 

. 

Таким образом, учитывая условие нормировки, окончательно получим, что при 
 плотность распределения капитала фонда  имеет вид 1 ( )p s

 

2 0

2

2 0 1

1 0

1

1

0 1 2

( )
1 2

0
0 1 2 0 1 2

2
0

0 1 2

(1 )
( ), 0,

( )

(1 (1 )
( ) ( ), 0 ,

( ) ( )

( 1)
( ), .

( )

k s
k s

k s s k s

k s
k s

k e
e o s

s k k

k e k e
p s

s k k s k k

k e
e o s S

s k k

 


   


 

 
   

        
    



o s S  (22) 

Построенная аппроксимация (22) плотности распределения капитала может быть 
улучшена за счет учета дополнительных членов разложения функций ,  в 

ряд по степеням θ. Будем считать, что для плотности распределений ( )

( , )ip z  ( , )p z 
x , ( )x  суще-

ствуют третьи моменты ,  соответственно. 3a 3b

Решение функций  будем искать в виде ( , )p z  ( ) (s, ) ( , )p s f f s      . Расклады-

вая подынтегральную часть в ряд Тейлора, по первому аргументу, с точностью до 
 и учитывая, что 3( )o  ( , )f s   удовлетворяет уравнению (6), будем иметь 

 3 3 2 3 3 22 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
6 2 6

a b a ba b
f z f z af z

        
           f z . 

Обозначим 
0

(z) lim ( , )f f z


  . Переходя к пределу при 0  получим, что функ-

ция ( )f z  удовлетворяет уравнению 

 3 3 2

2 2 2 2 2 2

2
( ) ( ) ( , )

3( )

a ba
f z f z f

a b a b

     
     

z  . (23) 

Решениt уравнения (21), удовлетворяющее граничному условию ( ) 0f   , имеет 

вид 
 1( ) k z k z1f z Ae zAe   . (24) 

Аналогично получаем остальные решения: 
 2

1 1 2( ) k z k z2f z B B e zBe   , (25) 

 1
2 1 2( ) k z k z1f z C C e zCe    , (26) 

 2( ) k z k z2f z De zDe  . (27) 
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Учитывая условие нормировки и соотношения, полученные путем подстановки 
решений (24)–(27) в исходные (1)–(4) при 0s   и 0s S , окончательно получим плот-

ность распределения капитала фонда, которая имеет вид 

 

2 0

2

2 0 2 0 2

1 1

2 3 3 3 11 1
1

0 1 2 2 2 1

( ) ( ) 2 3 3 3 11
1 1

0 1 2 2 2 1

2 3 3 32
2 2

0 1 2
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1 (
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1
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k s
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e k e k e
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 (28) 

Заключение 

В работе найдена плотность распределения капитала некоммерческого фонда при 
пуассоновских потоках премий и выплат и гистерезисном управлении капиталом, а так 
же были произведены две аппроксимации разного порядка, для уточнения найденной 
плотности. На рис. 1 приведены графики плотности распределения капитала, построен-
ной по формулам (13) (сплошная линия), (22) (точечная линия), (28) (пунктирная ли-
ния), при значении параметра . Как видно из рис. 1, введение дополнительный 
слагаемых в аппроксимирующие формулы позволяет естественно улучшить точность 
аппроксимации. 

0.1 

 
Рис. 1 
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Введение 

Важнейшей целью экономической политики является стимулирование экономиче-
ского роста. С помощью налоговой политики государство способно создать такую на-
логовую систему, которая должна стимулировать накопление и рациональное исполь-
зование национальных богатств страны и тем самым обеспечить социально-
экономический прогресс общества. Налоговые поступления формируют бюджет госу-
дарства, а он в свою очередь расходуется на нужды общества в различных сферах жиз-
ни. 

В работе рассматривается модель закрытой односекторной экономики в долго-
срочном периоде, в которой производится один национальный продукт, который как 
потребляется, так и инвестируется. В модели учитываются два участника экономиче-
ской деятельности: государство и частный сектор, который представлен домашними 
хозяйствами и частными фирмами. Домашние хозяйства получают доходы от продажи 
собственного труда и инвестирования в производство, и используют их на непроизвод-
ственное потребление и накопление. Государство формирует свой бюджет, взимая на-
лог с капитала, и расходует его на финансирование общественных услуг, а также инве-
стирование в производство. 

Целью частного и государственного сектора является максимизировать суммарную 
функцию полезности на конечном интервале времени  0,T , отражающую благосос-

тояние населения. 
Налоговая система представлена системой налогообложения с единой налоговой 

ставкой на капитал. Модель предпринимательского сектора определяется производст-
венной функцией Кобба-Дугласа с учетом доли государственного бюджета в процессе 
производства. Трудовые ресурсы полагаются постоянными и нормированными на еди-
ницу. 

В работе поставлена задача определения оптимальной налоговой ставки на траек-
тории сбалансированного роста экономики, обеспечивающей максимум непроизводст-
венного потребления. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим экономический процесс на интервале времени  0,T  с заданным уров-

нем трудовых ресурсов 1  и текущим уровнем L  ( )K t , а также однородной производ-

ственной функцией , удовлетворяющей неоклассическим условиям.   ,t F K L

Текущее значение выпуска продукции 
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       , , 0,Y t F K t L t T  . (1) 

После перехода к удельным переменным получим: 
   ( )y t f k t , (2) 

где  – фондовооруженность.  k t

Введем переменную r – рыночную цену капитала. Если k - частный капитал, хозяй-
ства получают доход в виде rk. 

Уравнение для фондовооруженности может быть записано в виде: 

 , (3)      k t rk t w c t    


где  – удельное потребление, w - заработная плата домашних хозяйств, π – чистая 

прибыль. 

( )c t

В качестве критерия, характеризующего экономику, взята функция полезности 
 с дисконтированием. Пусть  ,u c h 0  – коэффициент дисконтирования. 

Критерием оптимальности экономической системы является интеграл от функции 
полезности, который учитывает непроизводственное потребление и использование го-
сударственных услуг, которые предоставляются государством для частного сектора 
бесплатно. 

Запишем интеграл благосостояния: 

 , (4)       
0

0, ,
Т

tI T u c t h t e dt 
где  – непроизводственное потребление, c t  h t  – объем общественных благ. 

Неоклассическую функцию  зададим в следующем виде: ( , )u c h

         u c t ,h t = logc t + vlogh t , (5) 

где 0 <  – коэффициент полезности государственных услуг. v < 1
Исходя из поставленной задачи максимизации непроизводственного потребления, 

можем записать:  
  

 
0, maxI T


 . (6) 

Управляющей переменной является налоговая ставка θ, так как решается задача 
определения оптимальной налоговой ставки на траектории сбалансированного роста 
экономики. 

2. Решение задачи 

2.1. Определение траектории сбалансированного роста экономики 
Покажем, что существует траектория сбалансированного роста, на которой 

. Тогда поставленная задача рассматривается как задача оптимального 
управления: найти удельное текущее потребление , которое обеспечивает выпол-

нение требования (6), то есть определяет максимальное непроизводственное потребле-
ние на интервале 

/ consc с  t
( )c t

 0,T  при условии, что фондовооруженность удовлетворяет уравне-

нию (3). Управляющей переменной является непроизводственное потребление . ( )c t

Будем решать задачу определения траектории сбалансированного роста с приме-
нением принципа максимума Понтрягина. 

Запишем гамильтониан, который представляет собой сумму подынтегрального вы-
ражения критерия качества и динамического уравнения, описывающего фондовоору-
женность: 
           ,tH t rk t w c t e u c t h t         , (7) 
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где Ψ – сопряженная переменная. 
Для удобства  представим в следующем виде:  t

     tt q t e  , (8) 

где  q t  удовлетворяет условию 

 , (9)             t t tq t q t e t q t e q t e r q t r             
Перепишем гамильтониан: 

 
           

         
,

, Δ ,

t

t

H e u c t h t q t rk t w c t

e u c t h t q t c t H





        

  
 (10) 

где Δ  – независимое от  слагаемое. H ( )c t

Функция Гамильтона вида (10) достигает своего максимального значения на опти-
мальном управлении в любой момент времени  0,t T , то есть 

  
 

 
u c,h

c t = arg max H . (11) 

Необходимое условие максимума функции Гамильтона принимает вид: 

 
   1

0tH
e q t

c c t
  

  
   

 , (12) 

 
     dH

t
dk t

    t , (13) 

Отсюда, с учетом формулы (10) 

     1
,q t u c h

c t
    . (14) 

Из уравнения (9) получаем 

 
 
 

q t
r

q t
  


.  

С учетом формулы (12) 

 
 
 

    
        

 
,

,

u c t h tq t c t
c t

q t c tu c t h t








 

  , (15) 

     c t = c t r -  . (16) 

Таким образом, из принципа максимума Понтрягина следует для рассматриваемой 
задачи, что если  – оптимальное управление, то оно удовлетворяет условию (16), а ( )c t

 с t ,  для  k t  0,t T  соответственно подчиняются дифференциальным уравнениям 

 
    

     
,

.

c t c t r

k t rk t w c t

 
    







 (17) 

Условие трансверсальности запишем в виде 

 
   1

lim 0t

t
k t e

c t




 



 


. (18) 

Таким образом, соотношение (15) обеспечивает экономический рост с постоянным 
темпом: 
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 
 

c t
= r

c t



 . (19) 

2.2 Определение оптимальной налоговой ставки 
Далее будем рассматривать экономику страны как систему, состоящую из двух 

субъектов: частного сектора и государства. Пусть θ – единая налоговая ставка на част-
ный капитал. 

Предположим, что государство участвует в производственном процессе, и g – доля 
государственного бюджета в производстве, а k – доля частного капитала в производст-
ве. После уплаты налога на капитал доля частного капитала в производстве будет равна 

.  1 k 
Пусть производственный процесс моделируется производственной функцией типа 

Кобба-Дугласа 

   a1-ay = g 1 - k   , (20) 

где y – объем выпуска продукции, коэффициент 0 1  
1
 является коэффициентом 

эластичности выпуска продукции по частному капиталу, а   – коэффициент эла-
стичности выпуска по государственному капиталу. 

Запишем прибыль, как объем выпущенной продукции за вычетом заработной пла-

ты и дохода с частного капитала:  
 = y rk w   . (21) 

Предельное значение стоимости капитала, то есть цена капитала, имеет вид: 

  1 1
dy

r g
dk

 1k      . (22) 

При условии нулевой прибыли в условиях совершенной конкуренции, получим 
предельное значение стоимости труда, то есть цену труда: 

    11 1w g


k      . (23) 

Поскольку часть g государственного бюджета θk используется для инвестирования 
в производство, а другая часть h идет на создание, развитие и поддержание обществен-
ных благ, то балансовое уравнение для государственного бюджета может быть записа-
но в виде: 
 g h k   . (24) 

Пусть параметр b ( ) отображает долю государственного бюджета, идущего 
на инвестирование в производство и, соответственно, 1

0 b 1
b  – доля финансирования об-

щественных услуг. 
Таким образом, государственные расходы распределяются следующим образом: 

  
,

1 .

g b k

h b k

 

  
 (25) 

Положим constb  . Распределение налоговых поступлений между затратами на 
производство и на финансирование общественных услуг назовем налоговой политикой 
государства, так как оно отображает связь между объемом государственных расходов и 
налоговой ставки θ. 

В результате общий выпуск может быть записан следующим образом: 

    1
1y b k

     . (26) 

Пусть 

    1
1

dy
R b

dk
       (27) 
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– это предельное значение стоимости капитала, то есть цена капитала. С другой сторо-
ны, если подставить (25) в (22), цена капитала рассматривается частными субъектами 
как 

    1
1r b

      . (28) 

Размер предельного значения стоимости капитала влияет на принятие решения ча-
стными субъектами, потреблять или сберегать капитал. Эластичность выпуска по за-
тратам на общественные блага равна 0 1   , поэтому r R . 

Введем обозначение  Δr    для цены капитала. Тогда потребление и фондово-

оруженность могут быть записаны в следующем виде: 

 
 
 
Δ ,

Δ

c c

k k c

     


 





 (29) 

Исходя из полученных соотношений, формулу (27) можем записать в следующем 
виде: 

 
 Δ

R





 (30) 

Таким образом, задача определения оптимальной налоговой ставки сводится к оп-
ределению оптимального значения θ, обеспечивающего максимум полезности для ча-
стного сектора на траектории сбалансированного роста, определенной в п. 2.1. 

3. Определение оптимальной налоговой ставки, 
обеспечивающей максимум полезности 

Задачу получения оптимальной налоговой ставки решим как задачу оптимального 
управления с применением принципа максимума Понтрягина. Управляющим парамет-
ром в данной задаче является налоговая ставка θ, обеспечивающая максимум полезно-
сти частного сектора, а в качестве критерия оптимальности рассмотрим функционал 
(4). 

Имеются два ограничивающих уравнения вида (29). Максимум функционала (4) 
достигается при условиях (29). Таким образом, гамильтониан принимает вид: 

      Δ
log log 1 ΔH c v b k c k c

 
                    

 . (31) 

Переменные λ, γ являются сопряженными. 
Условие трансверсальности, отражающее, что цена капитала за вычетом дисконти-

рования меньше самой ставки дисконтирования: 
  Δ      . (32) 

Необходимые условия максимума функции Гамильтона: 

  Δ 0tH v
c k e             


  

 , (33) 

  1
Δ

c
            
 , (34) 

 
 Δ v

k


     


 , (35) 

 
 ΔH

k c k


  
 

 , (36) 
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  Δ
H

c c


      
 , (37) 

где      
1

Δ Δ
1

    
   


   

  – производная от функции  Δ  . 

Соотношения (24) определяют систему уравнений для пяти неизвестных θ, c, λ, k, 
γ. Для того, чтобы упростить вычисления, введем вспомогательные переменные вида 

c
z

k
  и . После преобразований уравнения (33)-(37) примут вид: c  

  Δ ˆz z z        , (38) 

   ˆΔ zv      , (39) 

 
 

   

2

 

ˆ
Δ

1
ΔΔ ''

v v

v

              
          




 


, (40) 

где      
 22

Δ 1
Δ

1

   
  

  
 , 0ˆ

1
1     


. 

Необходимо получить , z  ,  , которые являются решениями уравнений 

. Переменная  будет являться оптимальным значением налоговой ставки. 

Таким образом, используя формулы (25), получим выражения: 
0z       

  ˆΔz      , (41) 

 
 ˆΔ

v
v


   

 


 , (42) 

  
  

Δ
1 1

v

v

 
 

   


 . (43) 

Решением уравнений (41)–(43) будет являться ,  которое является оптимальным 
значением налоговой ставки на траектории сбалансированного роста экономики. 

Заметим, что из (26) следует, что для того, чтобы величина капитала была положи-
тельной, необходимо выполнение условия 1 1     , учитывая, что . 0 1  

Для анализа решения, обозначим через  LS  соотношение (28), а с помощью обо-

значения  запишем соотношение (43).  RS 
Решение уравнения вида 

       
1

1
1 1

v
b

v

   
   




   
  (44) 

относительно θ позволяет получить значение оптимальной налоговой ставки, достав-
ляющий максимум функционалу (4). 

 LS 
 

 является положительной, убывающей и строго выпуклой функцией на от-

резке 1 , и обращается в ноль при значениях налоговой ставки  и . 
Максимум данной функции наблюдается в точке 

1   1   0 
1    . 

 RS   является положительной и убывающей на отрезке 1 1     , вогнутой 

вниз функцией. При θ стремящейся к 1  , RS стремится к положительной бесконеч-
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ности. Когда же θ стремится к 1, RS стремится к 
 1

v

v




. Результаты анализа поведения 

функций  RS   и  изобразим на рис. 1.  LS 

 
Рис. 1. Зависимость функций от значений налоговой ставки 

Исходя из анализа схемы, приведенной на рис. 1, можно сделать вывод о возмож-
ном отсутствии единственного решения (на схеме точки 1 , 2 ). А единственным ре-

шение  уравнения (44) может быть только при условии касания кривых   RS   и 

.  LS 
Итак, оптимальная налоговая ставка будет определена как решение уравнения (44), 

и очевидно, что могут существовать два значения, при которых экономика находится 
на траектории сбалансированного роста и достигается максимум функционала (4). 

Ситуация двойственности значений налоговых ставок возникает по причине того, 
что нельзя однозначно утверждать, при какой налоговой ставке будет обеспечиваться 
большее благосостояние населения. Государство формирует бюджет за счет налоговых 
поступлений от частного сектора, и одновременно инвестирует в производство, а от 
производства частный сектор получает доход. В то же время, чем меньше средств част-
ный сектор потратит на налоговые выплаты, тем больше средств он будет способен 
вложить в производство. Требуется провести анализ решения поставленной задачи с 
помощью числового примера для конкретной экономической ситуации. 

4. Числовой пример 

Возьмем следующие значения параметров: 0.67  , 0.15b  , , . 
Действительно, при данных значениях параметров на траектории сбалансированного 
роста экономики, возникают две оптимальных налоговых ставки. График представим 
на рис. 2. 

0.25v  0.1 
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Рис. 2. Полученный результат смоделированной ситуации в пакете Mathcad 

Далее, вычислим значения оптимальных налоговых ставок с использованием урав-
нения (44): , . Вычислим для них значения цены капитала. Получены 

результаты ,  соответственно. Нас интересует значение функ-

ционала (4), отражающего полезность для частного сектора, с его помощью можно оп-
ределить, какая из оптимальных ставок обеспечивает наибольшую полезность. 

1 0.45 

1)Δ( 0
2 .96 0

. 81 2Δ( 0 ) .03

Возьмем 10T  . Значение функционала для меньшей налоговой ставки 
, для большей (0, ) 3.89I T  (0,T) 0.94I  . Очевидно в данной ситуации, что наибольшая 

полезность достигается, если государство будет использовать налоговую ставку, кото-
рая является меньшей. 

Заключение 

В настоящей работе представлено решение задачи определения оптимальной нало-
говой ставки на траектории сбалансированного роста экономики, которая обеспечивает 
максимум полезности. Получено, что значение оптимальной налоговой ставки может 
быть не единственным, произведен анализ двух оптимальных значений налоговых ста-
вок. Произведены численные вычисления с использованием пакета Mathcad для задан-
ных значений параметров, в результате которого выявлено, что одна из налоговых ста-
вок позволяет получить большую полезность для частного сектора. Эта ставка является 
оптимальной в контексте данной задачи. 
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Введение 

В данной работе будут рассмотрены стандартный и экзотический опционы Евро-
пейского типа [1–10]. Опцион называется стандартным, если выплата по нему осущест-
вляется в последний день установленного в контракте периода по оговоренной цене-
страйк. В качестве экзотического опциона будет рассмотрен опцион Lookback с пла-
вающим страйком [10]. Особенность этого вида опциона заключается в том, что он мо-
жет быть предъявлен к исполнению в тот момент, когда базовый актив достигнет сво-
его минимального значения. В роли базового актива был использован фондовый индекс 
акций. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрение задачи проводится на стандартном вероятностном пространстве 
 0, , ( ) ,t tF F F P   [1]. На  ,B S -финансовом рынке обращаются безрисковые (бан-

ковский счет) и базовые рисковые (акции) активы, текущие цены которых   в мо-

мент времени  определяются уравнениями (1) 

,tB tS

[0,t ]T

 , t tdB rB dt
2

2t t tdS S dt dW
  

       


 

, (1) 

где  – стандартный винеровский процесс, μ – параметр изменения цены акции,  

– коэффициент волатильности цены акции, – норма доходности безрискового ак-
тива,  0  – цены рискового и безрискового активов соответственно в на-

чальный момент времени. Решение (1) имеет вид 

tW

S

0
0r

,00 0 B

  ,exp0 rtBBt  .
2

exp
2

0 


















 
 tt WtSS  (2) 

Рассмотрим ситуацию, когда инвестор рисковую часть портфеля ценных бумаг 
формирует из биржевого индекса, динамика которого задается уравнением 

 
  































 


n

k

n

k
ktk

k
k

k
kt VWtSVi

1 1

2

0 ,
2

exp 



 (3) 

где  – вес, соответствующий акции с номером k,  – цена k-ой в начальный момент 

времени,  – параметр изменения цены акции с номером k,  – коэффициент измен-

чивости, соответствующий k-ой акции. 

kV kS0

k k

Текущее значение капитала инвестора определяется соотношением 
 ,  (4) ttttt iBX 
где  – пара -измеримых процессов – составляет портфель ценных бумаг 

инвестора. 

 ttt  , tF

Цель предлагаемой работы – найти формируемый инвестором капитал , соот-

ветствующий ему портфель 
tX

 ttt  ,  и справедливую (рациональную) стоимость 

опциона купли  как начальное значение капитала . Определить чувстви-

тельность рациональной стоимости опционов к параметрам контракта и модели [2, 10]. 
TС 0XСT 
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2. Стандартный опцион call 

Рассмотрим стандартный опцион купли, платежная функция которого определяет-
ся (5) 

     , Kiif TTT  (5) 

где 0  – оговариваемая в контракте цена, по которой владелец опциона имеет право 
купить базовый актив в момент исполнения опциона (страйковая цена),  – стоимость 

индекса в момент предъявления опциона к исполнению (спотовая цена) [5, 7, 8]. 

K

Ti

Теорема 1. Рациональная стоимость опциона купли с платежной функцией (5) оп-
ределяется формулой 
      max

0max

max

0max0 ,Ф,~Ф STzKeSTziC rT

T

 , (6) 

где 
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
 TrT
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SnVVK

STz

n

k
k

, (7) 
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),(~



















 TrT

T

SnVVK

STz

n

k
k

, (8) 

      ,2exp21 2yy   . (9)    



x

dyyxФ

Теорема 2. Обеспечивающий портфель  ценных бумаг капитал  отвечает со-

отношению 
t tX

        .,Ф,~Ф max
max

max
max t

tTr
ttt StTzKeStTziX    (10) 

Минимальный хедж )  задается уравнениями ,( ttt 

    HKeStTz tTr
tt

)(max
max ,~Фγ  , (11) 

 
 

1
r T t

t
t

Ke H
B

 

    , (12) 

где ,  – доли рискового и безрискового активов соответственно, а величина Н оп-

ределяется как 

tγ t

 
  













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
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2

2exp max
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t
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k

k
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t

SnVSV
tTi

z
Н . 

Доказательство. Согласно теории финансовых обязательств [1, 3] , по-

этому выражение (10) естественным образом вытекает из (6). Величины ,  из (11), 

(12) определяются формулами 

tTt CX 

t t

 
( )

γ |
t

t
t s i

X s

s


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
, 

γ
β t t t

t
t

X i

B


  

и с учетом уравнения для капитала (10). 
Теорема 3. Коэффициенты чувствительности стоимости  опциона купли на 

фондовый индекс с функцией выплат (5) определяются формулами 
TC

        0max

max0

0max ,1,~Ф0 STz
Ti

Ke
STzC

rT
i
T 






 , (13) 

       ,,Ф1, 0max0max
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STzeSTz
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e
C rT

rT
K
T







   (14) 
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где 
max
0max

0
0

SnV

SV
n

k

k
k

 , а ,  – коэффициенты чувствительности  к начальному зна-

чению фондового индекса и страйковому значению соответственно. 

0i
TC K

TC TC

Доказательство. Коэффициенты чувствительности (13) и (14), определяемые со-
отношениями 

 
0

0

i

C
C Ti

T 


 , 
K

C
C TK

T 


 , 

получаются дифференцированием (6) по соответствующей переменной. 
Следствие. Имеют место свойства , , т.е. опцион купли Европейско-

го стиля на биржевой индекс с платежной функцией (5) является возрастающей функ-
цией начальной цены индекса  и убывающей функцией цены исполнения опциона K. 

00 i
TC 0K

TC

0i

Экономическая интерпретация свойств заключается в следующем. Возрастание це-
ны опциона с ростом начальной цены индекса  объясняется тем, что рост  приводит 

к увеличению в среднем , а это, в свою очередь, приводит к росту величины выплаты 

. Следовательно, за увеличение потенциального дохода надо больше платить. 

0i 0i

Тi

 KiT  
Убывание цены опциона с ростом цены исполнения K объясняется тем, что с рос-

том K уменьшается величина выплаты  KiT  . Это приводит к увеличению вероятно-

сти непредъявления опциона к исполнению. Другими словами, за увеличение риска 
следует меньше платить. 

3. Опцион Lookback с плавающим страйком 

Рассмотрим Европейский опцион купли Lookback, платежное обязательство кото-
рого имеет вид 
   ,min,

0
t

Tt
TtTT iiiif


  (15) 

где  – стоимость индекса в момент предъявления опциона к исполнению,  – стои-

мость индекса в момент времени t. 
Ti ti

Определение рациональной стоимости опциона Lookback. 
Согласно основному финансовому соотношению рациональная стоимость опциона 

определяется (16) 
   .,*

tTT
rT

T iifeС    (16) 

Подставляя выражение для платежной функции (15) в (16), получаем 
  .min

0

*
t

Tt
T

rT
T iieС



   (17) 

Поскольку значения индекса в разные моменты времени являются независимыми 
случайными величинами, то (17) принимает вид 
    .min

0

**
t

Tt

rT
T

rT
T ieieС



   (18) 

Найдем первое слагаемое в (18):  .*
T

rT ie   Согласно формуле расчета индекса (3), 

 имеет вид Ti

.

 .
2

exp
1 1

2

0
  































 


n

k

n

k
kTk

k
k

k
kT VWTSVi   (19) 

Индекс представляет собой сумму независимых случайных величин, распределен-
ных по нормальному закону. Поэтому мы можем применить центральную предельную 
теорему. 
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Центральная предельная теорема. 
Пусть  есть бесконечная последовательность независимых случайных ве-

личин, имеющих конечное математическое ожидание  и дисперсию ,
n ..., 21

km k nk ,1 . То-

гда величина η, которая определяется как 

   












n

k
k

n

k
kn Tm

11
21 ...  (20) 

имеет стандартное нормальное распределение при достаточно больших n 
Доказательство теоремы можно найти, например, в [11, 12]. 
Введем величину 

   ,...
11

21 












n

k
k

n

k
kn Tmz  (21) 

где 
2

0 exp
2

k k
k k k k TV S T W

          
   

, 1,k n . 

Таким образом, с помощью центральной предельной теоремы были найдены функ-

ция распределения и плотность распределения    xiPxF Tz     
x

xF
xf z 


  случай-

ной величины (21) 

   ,
111


















 



n

k
k

n

k
k

n

k
kz mVxxF  (22) 

   ,2exp2
1

2

1111 




























 



n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
k

n

k
kz mVxVxf  (23) 

где  – математическое ожидание , определяемое (24)  Tmk Ti

    ,exp0 rTSVTm k
kk   (24) 

 Tk  – дисперсия , Ti

         .1exp2exp 22

0  TrTSVT k
k

kk  (25) 

Для расчета рациональной стоимости предстоит найти  t
Tt

rT ie


 
0

* min . После чего 

будет найден капитал, оптимальный портфель и коэффициенты чувствительности для 
Европейского опциона Lookback c плавающим страйком. 
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АНАЛИЗ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ОПТИМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ 

Т. И. Грекова, К. О. Полуэктова 
Томский Государственный Университет 

E-mail: poluekt.kseni@mail.ru 

Введение 

В данной работе решается задача нахождения оптимального распределения ресур-
сов в двухсекторной экономике с целью максимизации непроизводственного потребле-
ния. Рассматривается модель, в которой экономика представлена двумя секторами: сек-
тором производства средств производства и сектором производства потребительских 
благ. Задача решается как задача оптимального управления. В качестве ресурсов ис-
пользуются капитал и труд. Полученное в работе решение анализируется с целью опре-
деления влияния экзогенных факторов. 

1. Постановка задачи 

Рассматривается задача оптимального распределения ресурсов в двухсекторной 
модели экономики на конечном интервале времени  0,T . Предполагается, что валовой 

внутренний продукт (ВВП) в момент времени t определяется производственной функ-
цией с неоклассическими свойствами [2]. Выпуск продукции для каждого из секторов: 
 , ( ) ( ( ), ( ))i i i iY t F K t L t 1,2i  . 

Производственные функции и  являются линейными 

однородными производственными функциями. Валовой продукт используется на 

инвестиции 

1 1 1( ( ), ( ))F K t L t 2 2 2( ( ), ( ))F K t L t

1( )Y t

1( )I t  и 2 ( )I t  соответственно в первый и второй сектора в соответствии с 

нормой инвестиций s, т.е. 
 , 01 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ( ), ( )) (1 ) ( ( ), ( ))Y t I t I t sY t s Y t sF K t L t s F K t L t        1s  . 

Валовой продукт второго сектора используется только на потребление ( ) . 2 ( )Y t C t

Предполагается, что трудовые ресурсы изменяются по экспоненциальному за-

кону  где λ – темп прироста трудовых ресурсов, и делятся между секторами 

 и  в соответствии с нормой использования трудовых ресурсов q согласно 

следующим выражениям 

( )L t

0( ) tL t L e

2 ( )L t1( )L t

 1 0( ) ( ) tL t qL t qL e  , 

 2 0( ) (1 ) ( ) (1 ) tL t q L t q L e    , 

 1 2 0 0( ) ( ) ( ) (1 )t tL t L t L t qL e q L e      . 

Введем величины 1
1

1

( )
( )

( )

K t
k t

L t
 , 2

2
2

( )
( )

( )

K t
k t

L t
  – фондовооруженности первого и 

второго секторов соответственно, 1 1 1
1 1

1

( ( ), ( ))
( ( ))

( )

F K t L t
f k t

L t
 , 2 2 2

2 2
2

( ( ), ( ))
( ( ))

( )

F K t L t
f k t

L t
  – 
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средние производительности труда в первом и втором секторах, 

2 2 2( ( ), ( ))( )
( )

( ) ( )

F K t L tC t
c t

L t L t
   – удельное потребление в момент времени t. Тогда измене-

ние во времени основных фондов можно описать следующими дифференциальными 
уравнениями: 
 , (1) 1 1 1 1( ) ( ( )) ( )k t sf k t k t  

 2 1 1

(1 )
( ) ( ( )) ( )

(1 )

s q
k t f k t k t

q 2





   , (2) 

 , 0, 0         , 

где μ – норма амортизации основных фондов. Добавим условие ( ) 0Tk T k  , которое 

интерпретируется как условие «экономического горизонта». 
Будем рассматривать конечный интервал времени производства [ . Тогда кри-

терий максимизации будет иметь вид , где δ – коэффициент дисконтиро-

вания, 

0, ]T

0

( )
T

tJ c t e d  t

2 2 2
2 21 ) ( ( ))q f k t 

2

( ( ), ( ))
( ) (1 ) (

( )

F K t L t
q

L t
 c t . 

Таким образом, задача принимает следующий вид: при изменении фондовоору-
женности в соответствии с уравнениями (1), (2) требуется определить норму распреде-
ления основных фондов s и норму использования трудовых ресурсов q, которые бы 
удовлетворяли ограничениям , 0 ( )s t 1 0 ( ) 1q t   и доставляли бы максимум функ-

ционалу 

 , (3) 2 2

0

(1 ) ( ( ))
T

tJ q f k t e  dt

,

где . 0
2 2 2 2(0), ( )Tk k k k T 

2. Решение задачи 

Решение задачи с применением принципа максимума Понтрягина приведено в [5] 
и в отчете по преддипломной практике [6]. 

В результате решения получено релейное управление 

 
1 2

1 2

1 2

1, (1 ) ,

( ) 0, (1 ) ,

0 ( ) 1, (1 )

q p p q

s t q p p q

s t q p

 
  
     p q

 (4) 

где *( )s t s  – особое управление, а сопряженные переменные ,  удовлетво-

ряют уравнениям: 
1( )p t 2 ( )p t

 2
1 1 1 1 1

(1 )
( ) ( ( ) ) ( ( )) ( )( )

(1 )

p q s
p t p t s f k t p t

q

       


 , (5) 

 2 2 2 2( ) (1 ) ( ( )) ( )( )p t q f k t p t       . (6) 

Таким образом, норма распределения основных фондов ( )s t , удовлетворяющая (4) 

и ограничениям , , доставляет максимум функционалу (3), при ус-

ловиях (1), (2), (5), (6). 

0 ( )s t 1 ( ) Tk T k

 1 2 1 2( ), ( ), p (t),p (t) 0k t k t     : Решение получено на стационарной траектории опти-

мальные значения 
*

* 1
*

1 1( )

k
s

f k


 , 

*
* 2

* *
1 1(1 ) ( )

k
q

s f k




  
, оптимальные значения *

1k , k*
2  [6]. 
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Будем называть магистралью стационарную тра  роста, 
*

ской системы являе мально ебывание на магистрали. , весь

екторию экономического
для которой выполняется Целью любой экономиче-

тся м Итак  
отрезок времени время выхода на магист-

раль

 *
1 1(t) constk k  , 

акси  длител
разделим на три

2 2(t) constk k  . 

ьное пр
 части: [0, ]T  – 

2[

 [0, ]T  1

, 1 2[ , ]T T  – время нахождения на магистрали, , ]T T  – время схода с магистрали. 

Обозначим 0
ik , 1,2i   – значение фондовооруженности в начальный момент времени, 

*
ik , 1,2i   – значение  магистрали, T

ik , 1,2i на   – опр еляют условия экономического 

гориз зможны следующие варианты: 0
ik k *

ik

ед
*
i , 0

ikонта. Во  , *T
i ik k , *T

i ik k , 1,2i  . 

При 0 *
i ik k 1,2  для выхода на 

 весь произведенный про кт
о направить на увелич

фондовооруженности, поэтому 1

 ,

ль
м

 i 
магистра ду  
необходи ение 

s   и 
мом хода н стациоент вы а нарную траекто-
рию 

*

0

1 ( ( ) ( )

i

i

k

i

i i ik

dk
T

)f k t k t


  . 

При 0 *
i ik k  произведенный продукт 

но полностью направить на непроиз-
ственное потребление, т.е. 0s  . В 

этом

мож
вод

 случае 
0

*

1 ( )

i

i

k

i

ik

dk
T

k t


 . 

При *T произведенный продуктi ik k  

 то
требление, 

При *T
i ik k  1s    

используется лько на непроизводствен-
ное по т.е Момент схода 
с магистрали 

. 0s  . 

*

2 ( )

i

T
i

k

i

ik

dk
T T

k t
 

 . 

и в  произведен-

ный продукт направляем на увеличение 
основных фондов. В этом случае момент 
схода с магистрали 

есь

*

2 ( ( )) ( )

T
i

i

k

i

i i ik

dk
T T

f k t k t
 

  . 

 

3. Анал  влияния экзогенных факторов 

Рассмотрим ПФ Кобба-Дугласа с параметрами 

из

0.4
1 1 1( ) 1.6f k k , 0.5

2 2 2( ) 1.4f k k , 

0.1  , 0.04  , 0.01  . Рассчитаем все моменты оптимальны  времени и е значения
*s , *q , *

1k , *
2k  учая, когда 0 *

1 1k k , *
1 1
Tk k , 0 *

2 2k k , 2
Tk для сл *

2k . 

ачения *s 

я кономич

 предст

Пусть 0
1 2.2k  , 

3 , * 0.483q 

стемы с

авл  на рис. 1. 

1
Tk 
*
1 11k 

2 3.T

постоянн

23.3 , 0
2 28k  , 2 9Tk  . Тогда оптимальные зн , 

.2 1 оменты выхода и схода с магистрали 1

0.37

24 , *
2k 

, 2
2 

 темпо

7.58  и м

м ста 

1

Проана уе  зави рали от: 
1) темпа измене т значения 0,03, 0,05

7, а остал
нности п  

 

2) 

3.76T  , 2
1 35.27T  , 

1 32 35.21T . Время сбаланси ан  э еской си  

ым  ро * 35.51 . Результат моделирования ен
лизир м симость времени нахождения на магист

ния трудовых ресурсов. Пусть λ принимае , 
0,0 ьные параметры остаются неизменными. Результаты моделирова-
ния фондовооруже риведены на рис. 2. Как видно из графиков, чем

оруженность

ров ного состояни

T

выше темп изменения трудовых ресурсов, тем быстрее фондово
достигает оптимального значения. При этом время нахождения на магистрали 
для всех значений λ одинаково. Это означает, что длительность нахождения на 
магистрали не зависит от λ, она обусловлена другими параметрами. 
значения нормы амортизации. Пусть μ принимает значения 0,1, 0,15, 0,2, 

0,04  , значения остальных параметров остаются прежними. Результаты 
моделирования представлены на рис. 3. Из результатов моделирования видно, 
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что с увеличением нормы амортизации время нахождения на магистрали со-
кращается. 

 

 

Рис. 1. Графики фондовооруженностей секторов при Рис. 2. Графики фондовооруженности первого сектора 
при различных значениях λ 

 

0 *
1 1k k , *

1 1
Tk k , 0 *

2 2k k , *
2 2
Tk k  

  
Рис. 3. Графики фондовооруженности первого сектора 

при различных значениях μ 
Рис. 4. Графики фондовооруженности первого сектора 

при различных значениях δ  

 
3) от нормы дисконтирования. Пусть δ принимает значения 0,01, 0,02, 0,03, 

Результаты моделиров  представлены на рис. 4. Получаем, что

 
4) от . Пусть

0,1  . ания  

время нахождения на магистрали не
 технологического коэффициента

зависит от нормы дисконтирования. 
 1A  п  1,3, 1,5, ринимает значения 1,1,

при этом норма дисконтирования 0,01  . Результаты моделирования пред-
ста лены на рис. 5, из которого видно, что чем выше технологический коэф-
фициент, тем дольше нахождение на магистрали, т.е. чем лучше и новее тех-
нология, тем дольше фондовооруженность будет принимать оптимальное

в

 зна-

5)  основн

е становится больше, чем Согласно зу

чение. 
от коэффициента эластичности по ым фондам. Пусть 1  принимает 

значения 0,3, 0,4, 0,5, технологический коэффициент 1 1,6A  . Результаты мо-

делирования представлены на Рисунке 6. Из Рисунка 6 видно, что при 1 0,5   

значени  *
1k   1

Tk . полученным ре льтатам, 
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можно сделать вывод, что с увеличением коэффициента эласти ости по ос-
новным фондам время пребывания на магистрали увел ся.  

чн
ичивает

  
Рис. 5. Графики фондовооруженности первого сектора 

при различных значениях А 
Рис. 6. Графики фондовооруженности первого сектора 

при различных значениях α 

Заключение 

В данной работе рассмотрена зада а оптимального распределения ресурсов для
 м

ления. Зад  оптимального управле  принципа 
максимума Понтрягина. Проведено моделирование для производственной функции 
Кобба-Дугласа. Проанализировано в нных факторов на решение задачи: 
уста

управления односекторной экономикой / Ю. 
И. Параев, Т. И. Грекова // Вестник Томского , вычислительная техника и информатика. – 
2012. – №3(19). – С. 14-19. 

 

.О. Полуэктова. – Томск, 2014. – 42 с. 

иверситет 
E-mail: katerina_tomsk@sibmail.com 

Введение 

Модели управления запасами с ограниченным сроком годности интенсивно изуча-
ются в последние годы. За это время появилось несколько обзорных статей по данной 

ч  
двухсекторной модели экономики с целью

ача решена как задача
аксимизации непроизводственного потреб-

ния с использованием

лияния экзоге
новлено, что темп изменения трудовых ресурсов и норма дисконтирования не ока-

зывают влияния на время нахождения на магистрали, а такие факторы как норма амор-
тизации, технологический коэффициент и коэффициент эластичности по основным 
фондам влияют на время нахождения на магистрали. 
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теме, s и 
R. H. Teunter [2]. У h [3,4], R. Begum, 
S. K. Sahu and R. R. Sahoo [5,6], [7], в которых рас-
сматриваются модели управления  с течением вре-
мени, при условии, что сп  функцией от времени. В 
работе V. Sharma и R. R. Ch дель управления запасами, 
где спрос на продукты является извест ией от времени, а процесс ухудшения 
прод

м

тать

например, обзоры S.K. Goyal, B.C. Giri [1], M. Bakker, J. Riezebo
кажем еще на работы V. K. Mishra и L. S. Sing

R. P. T and T. Mishra ripathi, D. Singh 
апасами, непреры з вно портящимися

ро ойс на продукты является известн
audhary [8] рассматривается мо

ной функц
укции рассматривается как случайный с функцией распределения Вейбулла. В ста-

тье C. K. Tripathy и U. Mishra [9] рассматривается модель управления непрерывно пор-
тящимися запасами, где спрос является известной функцией от цены. 

Однако более реалистичным является описание спроса пуассоновским потоком. 
Следовательно, существует возможность расширения моделей управления запасами с 
ограниченным сроком годности и их исследования. 

В данной работе рассматривается задача производства и сбыта скоропортящейся 
продукции с постоянной скоростью поступления и пуассоновским потоком спроса. 

1. Математическая модель задачи 

В настоящей работе задача поступления (производства) и сбыта скоропортящейся 
продукции рассматривается при следующих предположениях. Считается, что продук-
ция поступает с постоянной скоростью C, так что за время t поступает Ct единиц про-
дукции. При хранении продукция непрерывно портится. Пусть ( )S t  – количество про-

дукции в момент времени t. Тогда потери за малое вре я Δt равны ( )kS t t . Будем счи-

, далее, что величины покупок – независимые случайные величины с плотность 

распределения φ( )x , средним значением  M x a  и вторым моментом  2M x  2a . 

Моменты продаж образую ть которого λ зависит от 
цены

т пуассоновский поток, интенсивнос
 продажи b. Считается, что интенсивность потока продаж λ монотонно убывает с 

ростом цены b. 
Управление продажами осуществляется следующим образом. Вводится пороговое 

значение допустимого запаса продукции 0S . При 0( )S t S  назн ется цена продажи 

0b , при 0( )S t S  назначается цена продажи 1 0b b

ача

 . В соответствии  текущая ин-

тенсивность потока моментов продаж имеет вид 

 
1 0

λ
λ( )

λ , S S .
S


  

 (13) 

Естественно считать, что 0λ 0C a

с этим

0 ,0 , S S

   и 1λ 0C a  . До достижения критического 

уровня S  создается0  запас продукции, затем начинается ее распродажа. Наконец, воз-

можна ситуация, когда текущий спрос не может быть удовлетворен полностью. В этом 
случае считается, что ( ) 0S t  . Заказы удовлетворяю рядке их поступления. 

Обо

 

тся в по

значим 
{ ( )

( , )
F S S t

P S t
}S dS

dS

  
 

 плотность распределения количества продукции S в



–  момент времени t. 
Теорема 1. Если ( , )P S t  диффер руе ( , )P S t  дифференцируема по S, 

то функция ( , )

енци ма по t, S

P S t  удовлетворяет прямому уравнению Колмогорова 

  
0

( , )
( ( ) ) ( , ) λ( ) ( , ) λ( ) ( , )φ( )

P S t
kSI S C P S t S P S t S y P S y t y dy

t S

 
     

   , (14) 

где ( )I S  – единичная ступенчатая функция. 
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2. Экспоненциальное распределение покупок 

Рассмотрим в качестве примера простейший случай, когда покупки имеют экспо-
ненциальное распределение 

 
1

φ( ) exp( )
S

S
a a

  . 

0S S . 

 в виде

Рассмотрим сначала область Уравнение (2) в стационарном режиме

в этой области перепишется  

 

 при 

t    

 
0

1
0

λ
( ) ( ) 0,

S S z

a aP z e dz e P z e dz
dS


 

    (15) 
0S Sa a

0λ( ( ) ) ( ) λ ( )
S z

a ad
kSI S C P S P S e  

0.S S  
В области 0S   коэффициент порчи ( ) 0k S   и решение уравнения (3) имеет вид 

0λ

( )
C a

CaP S Be


 . (16) 

Рассмотрим теперь область 0S0 S  . В этой области коэффициент порчи 

kS . Продифференцировав уравнение (3), получим ( )k S

 
0

0

2
0 1

0 02 2 2

λ λ
( ) ( ) λ ( ) ( ) λ ( ) ( ) 0

SS z S z

a a a a

S S

d
kS C P S P S e P z e dz P S e P z e dz

dS a a


 

       . (17) 

Умножая (3) на 
1

a
 и вычитая из (5), получим уравнение 

 
2

0λ ( ) 0P S   
. (18)  

2
( ) ( )

d d C kS
C kS P S

dS dS a

     
Реш е (6), пол и

 

ая дифференциальное уравнени уч м 
0λS x S

a k a
0λ 1

1

0

( ) ( ) ( ) kP S D D e C kx dx e C kx
   

    
 

 , 0S  , (19) 

где D и 1D  – постоянные интегрирования. 

енДля нахожд ия констант рассмотрим точку 0S  . В точке 0S   
0)P

должны выпол-
еняться условия н прерывности (0 0) (0 0), (0P P P 0) (0      . Откуда получим 

и0D    
0λ 1

1
kB D C


 . 

Рассмотрим область 0.S S  Уравнение (2) в

этой области перепишется в виде 

 стационарном режиме при в t    

  1
1

λ
( ) ( ) λ ( ) (z)e 0

S z

a a

S

d
kS C P S P S e P dz

dS a




    S S , 0 . (20) 

Решение уравнения (8) в области 0S S
k

C
   имеет вид 

 
1λ 1

( ) ( )
S

a kP S Ae C kS


  . (21) 

Из ур  (5) пр получим связь между константами A и B 0S Sавнения и 

 
0 1 1λ -λ

1
k kk

A


0(1 )B S C
C


  . (22) 

аким образом, решение уравнения (2) имеет вид Т
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0

0

 

0 1 1λ -λ λ
1

S

C

k k C

λ

λ
1

0

0,

( ) (1 ) , 0

(1 ) (1 ) , ,

C a

Ca

S

k a

k k a

Be

k
P S B S e S

B S S e S S
C C





  



   


где постоянная B определяется из условия нормировки. 

а производства и сбыта 

В общем случае найти решение уравнения (2) не удается даже в стационарном ре-
жиме. Поэтому представляет интерес построение приближенных решений уравнения 

). 
Будем предполагать, что скорость производства 

,
S

S

 

0 ,S  (23) 

0 k

3. Диффузионная аппроксимация процесс

(2
C cN , 
1 . 

едем 

интенсивности потоков 
покупок порог где Рассмотрим поведение реше-

функцию 

 

 0 0 1 1λ Λ , λ ΛN N  ,  0 0S s N , 
2

 N

ния уравнения (2) при N  . Обозначим 1/ N  . Вв

( , , ) ( , )
S

F S t P t 


. (24) 

Рассмотрим вначале область 0.S S  Уравнение (2) в этой области перепишется в 

виде 

  2
1

0

( , , )
( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ) ( )

F y t
1F y t k y c F y t F y z t z dz

t y

  
            

 
. (25) 

Расклады , )z t   ервому аргументу и ограничи-

ваясь первыми тремя чл  разложения, по  



  
вая функцию в ряд Тейлора по п

енами лучим

 ( ,F y  

 
2

2 22 ( , , )
( )

a F y t
o

 
    . (26)  2

1 1 2

( , , )
( ) ( , , )

F y t
k y c a F y t

  
        



 

2t y y 
Введем новые переменные 

t t , 
1

( )u y x t 


,  (27) 

где функцию ( )x t  определим ниже, и функцию ( , , )Q u t   соотношением 

 
1

( , , ) ( ( ), , )F y t Q y x t t   


. (28) 

Потребуем, чтобы функция ( )x t  удовлетворяла уравнению 

1( ) ( )x t kx t c a     . (29) 

Тогд ем иметь а для функции ( , , )Q u t   буд

 
2

1 2
2

( , , ) ( )
( (u Q u, , ) , , )

2

aQ u t o
kuQ t t

   
     . (30)  

t u  
Пусть 

0
( , ) lim ( , , )Q u t Q u t


  . (31) 

Тогда 

 
2aQ Qu  

 1 2( , )
( , )

2

u t
kuQ u t 

 
ее (20)  дифференциальное уравнение для процесса 

 

2

, )t

u
. (32) 

t u
Соответствующ стохастическое

( )  u t

1 2( ) ( ) ( )du t ku t dt a dW t    , (33) 

 255



где стандартный винеровский процесс. 

Из уравнений (17) и (21), учитывая сделанные 
цесса t при

 ( )W t  – 

замены переменных, будем иметь 
 2( ) ( )t S     1  для про

 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )t . (34) d t k t dt c a dt a dW         
Пусть 

 
 Pr ( )t z

( , )h z t
z

  



. (35) 

огласно (22) плотность распределения будет удовС летворять уравнению  ( , )h z t  

  
2

21 2 ( , )a h z t 

арном режи лучи  для плотности распределения 

 

1 2
( ) ( , )

2
c a kz h z t

t z z
      

  
. (36) 

В стацион ме по м

( , )h z t 

  

( ) lim ( , )
t

h z h z t


 ,  
2 2

1 2
12

( )
( ) ( )

2

a d h z d
a c kz h z

dz dz

 
0     , (37) 

ткуда о
2

1
2

1 2( ) a kh z   . 
( )a c kz

Be
  



(38) 

Рассмотрим теперь область

 

 0S S .  функции ( , , )F S t   Уравнение (2) относительно

(6) теперь перепишется как 

  2
0 0

( , , )
( , , ) ( ( ) ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , ),

F y t
F y t k yI y c F y t F y z t z dz R y

t y


                

    
 

0

де г

0

2
1 0( , ) ( ) ( , , ) ( ) ( )

y
S

R y F y z t z dz o





           ,  

так ому по- ичена

и (19) 
по первому аргументу, получим

как функция ( , , )F y t   огран  и второй момент 2a  существует. Поэт

следнее слагаемое в уравнени в дальнейшем не учитывается. Раскладывая 
( , , )F y z t    в ряд Тейлора  

 
2

2 2 22
0 0 2

( , ,ε) (
( (y) ) ( , , ) (

2

aF y t F t
k yI c a F y t o

t y y

   
           

  
y, , )

) . (39) 

Рассмотрим область Сделав замены (17) и (18) и положив 

 

 0y  . 

0( )x t c a   , (40) 

получим при для функции (13)  0  

 
2

0 2
2

( , ) ( , )

2

aQ u t Q u t

t u

 


 
.  (41) 

0 . Сделав замены (9) и (10) и положив  yПусть

0( ) ( )x t kx t c a     ,  

олучим при для функции (19) 

 

(42) 

п  0  

 
2

0 2, ) , )
( , )

at Qu t
kuQ u t

  
  . 

22 u
(Q u

t u 
(43) 

шени , что при 1  Из соотно й (28)–(31) вытекает процесс t удовлетво-

ряет стохастическому дифференциальному уравнению 

 2( ) ( )t S    

 0 0 2( ) ξ( ) ( (t)) ( ) ( )d t k t I dt c a dt a dW t         . (44) 
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Из соот ения (32) вытекает, что в стационарномнош  режиме плотность распределе-
ия (23) удовлетворяет уравнению н

 
2 2

0 2
2

Λ ε ( )a d h z d
0(Λ ( )) ( ) 0

2
a c kzI z h z

dz dz
    . (45) 

 учетом граничного условия ( ) 0h    в области 0z   С получим 
0
2

0 2

2( )

( )
c a

z
ah z De


  . (46) 

В области 0 z s

 

0   решение уравнения (26) имеет вид 
2 2

0

В точке должны выполняться условия непрерывнос

так как функция удовлетворяет дифференц

, откуда

0 0
2 2

0 2 0 2

( ) ( )

1 2( ) ( )
kx c a kz c az

k a k ah z D D e dx e
   


        (47)  

0z   

0 0) , 

порядка

ти (0 0) (0 0)h h   , 

(0 0) (h h  

нию второго 

 ( )h z  иальному уравне-

 2 0D   и 

2
0( )c a

2
0 2

1
ae   . 

Таким образом, плотность распределения

 

D D
 ( )h s  определяется соотношением 

2
0 0( ) 2( )c a c a
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2 2
0 2 0 2

2
0
2
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0

, 0,a k a

ks c a
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Be
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
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(48

етс норми-
ровк

 

  

 

 ) 

Связь между постоянными A и B определя я далее, во-первых, условием 
и 

0

0

0

0

( ) ( ) (s) 1
s

s

h s ds h s ds h ds




     , 

и, во-вторых, рассмотрением уравнения (2) при 0S S  в 

рое в этом случае принимает вид 

 

стационарном режиме, кото-

0
0 0 0 1 0

0

( , )
( ) ( λ ) ( , ) λ ( , )φ( ) 0

P S
kS C k P S P S y y dy

S

 
       

  . (49) 

ющее постоянн . Для получения окончательных соотношений необхо-
, очевидно, задать  плотности распределения

Заменяя плотность ( , )P S   на ее аппроксимацию (36), получим второе уравнение, 

связыва ые A и B
явный виддимо  ( )y . 

Для оценки точности получившейся аппроксимации р смотрим в качестве приме-
 являютс

плотн

На рис. 1 приведены графики функций плотности распределения кол
укции

ас
ра случай, когда плотность распределения покупок я экспоненциальной с па-
раметром a. В этом случае точная формула для ости распределения количества 
продукции имеет вид (11). 

ичества про-
д  ( )P s  (сплошная линия), построенной по точной формуле (11), и

ная й по ф

 h( )s (пунктир-

линия), построенно ормуле (36), при следующих значениях параметров: 
30С  , 0 0.8  , 1 16  , 0 19S  , 1.2k  , 2a  , 2 200a  , 10N  . 
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Рис. 1. Графики функций плотности распределения количества продукции 

Заключение 

Таким образом, в работе найдена плотность распределения количества скоропор-
тящейся продукции при релейном управлении интенсивностью продаж и дополнитель-
ном предположении о том, что темп производства и интенсивность продаж достаточно 
велики. Аналогично вышеизложенному могут быть исследованы и боле  сложные ал-
горитмы управ  управлением 
продажами. 

6. Begum R., Sahu S.K. // International Jo trol and Management. – 2012. – V. 2. – No. 2. – 
P. 257 – 268. 

 2014. – V. 
1. – I. 1.

179. 

е
ления продажами, например алгоритм с гистерезисным
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