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ВВЕДЕНИЕ

Вторая часть настоящего пособия посвящена решению уравнений в 
алгебре конечных автоматов. Сложные управляющие системы, в част
ности цифровые схемы, обычно являются многоэлементными, т.е. 
могут быть представлены в виде сети взаимодействующих компонент. 
Хорошо известно, что в качестве одной и той же компоненты можно 
использовать различные логические подсистемы, и при этом внешнее 
поведение системы не изменится. Естественным образом возникает 
вопрос, каким образом допустимо изменять поведение компоненты в 
зависимости от остальных (фиксированных) компонент и известной 
спецификации всей системы. Вопрос возникает в ряде приложений, 
таких как оптимизация цифровых схем, логический синтез, крипто
графия (автоматные криптосистемы), логические игры (формирование 
выигрышной или беспроигрышной стратегии), синтез стабилизаторов 
для асинхронных систем, и др. Для формального решения задачи не
обходимо ответить на следующие вопросы.

1. Какая формальная модель используется для описания поведе
ния компонент и системы в целом?

2. С какой точностью синтезированная система должна соответ
ствовать спецификации?

3. Каковы правила совместного функционирования элементов 
системы (синхронные, асинхронные и т.п.)?

Если по всем этим вопросам решение принято, то проблема сводится к 
решению уравнения А @ Х ~  5, где X -  интересующая нас компонента, 
контекст А описывает поведение известной части системы, 5  -  специ
фикация системы, @ -  операция композиции элементов системы, и —  
отношение конформности, в котором должны находиться синтезируе
мая система и ее спецификация. Для различных приложений эти пара
метры определяются по-разному.

В данном пособии мы полагаем, что поведение всех систем описа
но конечными автоматами, и мы остановимся на решении автоматных 
уравнений относительно двух операций композиции, синхронной и 
параллельной. При синхронном функционировании в каждый такт 
активными являются обе компоненты; композиция производит внеш
ний выходной сигнал и согласованную пару внутренних выходных 
символов. Такая композиция, например, используется при описании 
поведения многоэлементных цифровых схем. В случае параллельной 
композиции в каждый такт активной является только одна компонента,



и внешний сигнал появляется на выходе композиции только после 
окончания внутреннего диалога между компонентами. Такая компози
ция используется, в частности, в телекоммуникационных системах. 
Мы также рассматриваем два отношения конформности: отношение 
редукции и отношение эквивалентности. Автомат В является редукци
ей автомата А, если поведение автомата В содержится в поведении 
автомата А. Автоматы А и В эквивалентны, если эти автоматы имеют 
одинаковое поведение. Отношение редукции является отношением 
порядка на языках конечных автоматов; поэтому можно говорить об 
автоматных синхронных и параллельных неравенствах и уравнениях.

Чтобы сделать эту часть пособия максимально независимой, в пер
вой главе мы напоминаем читателю основные определения из теории 
автоматов, в том числе определения и обозначения для недетермини
рованных автоматов, для синхронной и параллельной композиции 
автоматов, а также вводим понятия синхронного и параллельного ав
томатных уравнений и неравенств. Во второй части первой главы мы 
обсуждаем приложения, в которых используются автоматные уравне
ния.

Вторая глава посвящена решению синхронных автоматных нера
венств и уравнений. В частности, мы показываем, что разрешимое 
синхронное автоматное неравенство всегда имеет наибольшее (общее) 
решение, которое содержит в себе множество всех решений неравен
ства. В третьей главе рассматривается решение параллельных авто
матных неравенств и уравнений. Разрешимое параллельное автомат
ное неравенство также всегда имеет наибольшее (общее) решение. Мы 
вводим и исследуем некоторые частные решения автоматных уравне
ний, которые являются интересными с теоретической/ практической 
точки зрения.

В четвертой главе приводятся примеры использования автоматных 
уравнений. В частности, на основе приведенных в пособии методов и 
алгоритмов было создано программное обеспечение для оптимизации 
цифровых схем. Проведенные нами компьютерные эксперименты на 
контрольных примерах из сети Интернет показывают, что не только 
игрушечные примеры из четвертой главы, но и реальные цифровые 
схемы могут быть оптимизированы на основе решения соответствую
щих автоматных уравнений.
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1. ЗАДАЧ И, В КОТОРЫХ ИСПОЛЬЗУЕТСЯ 
РЕШЕНИЕ АВТОМАТНЫХ УРАНЕНИЙ

В этой главе мы рассказываем о различных приложениях, в кото
рых может быть использовано и используется решение автоматных 
уравнений. Мы предполагаем, что читатель знаком с основными поня
тиями теории автоматов. Тем не менее, для того чтобы сделать эту 
часть пособия максимально независимой от других частей, в первом 
разделе мы напоминаем определение автомата и определение отноше
ний эквивалентности и редукции между автоматами. Конечный авто
мат в этой части пособия используется только для представления спе
циального класса словарных отображений (последовательностных 
функций), сопоставляющих каждому слову (последовательности) в 
одном (входном) алфавите одно или несколько слов той же длины в 
другом (выходном) алфавите. Кроме того, так же как и в первой части 
пособия, в этой части мы рассматриваем только инициальные автома
ты, то есть автоматы, описывающие поведение дискретных систем, 
обладающих сигналом сброса.

1.1. Конечные автоматы

Конечный автоматом или просто автоматом называется пятерка 
А = (>4, /, О, Тл, Оо). где А -  конечное множество состояний с выделен
ным начальным состоянием I -  входной алфавит, О -  выходной 
алфавит, и ТЛ^ А  х /  х О х А -  отношение переходов (рис. 1.1а). Чет
верка (а, I, о, а') е ТА описывает переход в автомате А из состояния а в 
состояние d  под действием входного символа / с выходным символом
о. В общем случае, в текущем состоянии для данного входного симво
ла может существовать более одного перехода или не существовать ни 
одного перехода.

/
--------►

/ N
А О 1, - »

Г ч
5

------ ► /, : * ------- ►

.+ !■ "  Ь 1 ---------►

О,
О,
О.

б
Рис I 1, а автомат А

б автомат 5. входной и выходной алфавиты 
которого суть декартовы произведения 
других алфавитов
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Иногда входной (выходной) алфавит автомата может быть декар
товым произведением нескольких алфавитов; в этом случае говорят о 
множестве входных (выходных) алфавитов автомата и о входных (вы
ходных) переменных, соответствующих этим алфавитам (рис. 1.16).

Максимальным автоматом (относительно входного алфавита /  и 
выходного алфавита О) с одним состоянием называется автомат 
А = ({а0}, I, О, ТА, а0), в котором переходы определены для каждого 
входного символа со всеми возможными выходными символами, то 
есть для любых (i, о) € /  х О ((ао, i, о, а0) € ТЛ). Для краткости мы бу
дем называть такой автомат максимальным (I х ОУ автоматом.

Автомат называется наблюдаемым, если для любой тройки 
(а, /', о) е  А х /  х О существует не более одного состояния а1 е А тако
го, что (а, /, о, а') е ТА.

Если для каждой пары (а, /) е А х /  существует хотя бы один пере
ход (а, I, о, o') € ТА, то автомат называется полностью определенным. 
В противном случае автомат называется частично определенным или 
частичным.

Автомат называется детерминированным, если для любой пары 
(а, 0 е А х /  существует не более одной пары (о, o') е О х  А такой, что 
(/, a, o', о) е ТЛ. В противном случае автомат называется недетерми
нированным.

Мы иллюстрируем свойства автоматов на примерах из части 1 на
стоящего пособия.

Рассмотрим автомат, описывающий поведение кофейни (рис. 1.2а). 
Клиент заказывает официанту чашку кофе Ер (Espresso-please). В ка
честве реакции на данное входное воздействие официант приносит 
посетителю чашку кофе Es (Espresso-served). Покупатель платит день
ги М (Money), официант его благодарит 77» (Thanks), и кофейня готова 
обслужить нового посетителя. Если платежеспособность клиента вы
зывает сомнения у официанта, то официант извиняется S  (S o rry ) и 
просит сначала оплатить заказ. Автомат, описывающий поведение 
кофейни (рис. 1.26), является недетерминированным. т.к. возможны 
различные реакции официанта при заказе кофе (различные реакции на 
входной символ Ер).1

1 Начальное состояние автомата помечается знаком V.
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ъ O MIJh 
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EpJEt

a 6
Рис. 1.2, а кофе Пня

б автоматное описание кофсАш

В качестве следующего примера рассмотрим автомат, продающий 
билеты на электричку (рис. 1.3а). Билет стоит 4 руб. Пассажир бросает 
в автомат монеты достоинством 1 руб. и 2 руб., т.е. у автомата два 
входных символа: 1 и 2 (руб.). Когда сумма брошенных монет дости
гает 4 руб., автомат выдает билет. Такое поведение можно описать 
автоматом на рис. 1.36. Автомат имеет четыре состояния со следую
щей семантикой: начальное состояние s0 -  накоплено 0 руб., 5 ,  -  нако
плен 1 руб., s2 -  накоплено 2 руб., j 3 -  накоплено 3 руб. Выходных 
символов у автомата два: «пусто» (-), когда автомат не выдает билет, и 
«билет» (б). Если в начальный момент времени пассажир бросает 
монету достоинством 2 руб. (входной символ 2), то автомат из началь
ного состояния so переходит в состояние s2y имея выходной символ 
«пусто». Если после этого пассажир бросает монету в 1 руб., то авто
мат переходит в состояние 53, имея выходной символ «пусто». Если 
пассажир бросает монету достоинством 2 руб. (поступает второй 
входной символ 2), то автомат выдает билет и возвращается в началь- 
ное состояние Поскольку поведение автомата однозначно определено 
в каждом состоянии, то автомат является детерминированным.

Предположим, что автомат по продаже билетов неисправен; на
пример, после выдачи билета «кошелек» автомата не всегда полностью 
очищается. В этом случае поведение автомата в состояниях s2 и j 3 
перестает быть детерминированным. Если после выдачи билета в «ко
шельке» автомата останется 1 руб., то автомат из состояний s2 и j 3 под 
действием входного символа 2 перейдет в состояние Ji вместо состоя
ния s0. Если после выдачи билета в «кошельке» автомата останется 2 
руб., то автомат из состояний s2 и 53 под действием входного символа 2 
перейдет в состояние s2 вместо состояния j 0. Если после выдачи билета 
«кошелек» автомата полностью очистится, то автомат из состояний s2 
и s3 под действием входного символа 2 перейдет в ожидаемое состоя

2 Можно предусмотреть возможность выдачи автоматом сдачи
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ние s0. Такое поведение можно описать недетерминированным автома
том на рис. 1.3в. Автомат на рис. 1.3в является ненаблюдаемым, т.к., 
например, из состояния s \ под действием входного символа 2 (руб.) 
автомат может выдать билет и перейти как в состояние Jo, так и в со
стояние s3.

-pip
am

1/6, 2/6
1/8.2Л

1/6, 2/6

Рис. I 3. а автомат по продаже билетов на электричку
б диаграмма переходов штомата по продаже билетов 
■ диаграмма переходов неисправного автомата по 

продаже билетов

Во всех рассмотренных выше примерах автоматы были полностью 
определенными, т.е. поведение автомата было определено в каждом 
состоянии для каждого входного символа. Чтобы проиллюстрировать 
понятие частично определенного (частичного) автомата структуриру
ем далее поведение кофейни Рассмотрим сеть из двух взаимодейст
вующих автоматов (рис. 1.4а). Первый из них (рис. 1.46) описывает 
функционирование автомата по продаже кофе и имеет входной алфа
вит, состоящий из символов С (Coin, жетон), В (Button, нажатие кноп
ки), и выходной алфавит из символов L (Lamp, загорается лампочка), 
Е (Espresso, выдается кофе). Второй автомат (рис. 1.4в) описывает 
поведение официанта, который взаимодействует с кофейной машиной 
посредством сигналов С, В, L, Е, и с клиентом посредством сигналов 
Ер (Espresso-please, клиент заказывает чашку кофе), М  (Money, клиент
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платит деньги), Es (Espresso-served, официант приносит кофе), ТН 
(Thanks, официант благодарит) и 5 (Sorry, официант извиняется). Кли
ент, официант и кофейная машина взаимодействуют в режиме диалога. 
Совместное поведение официанта и кофейной машины соответствует 
ф>нкционированию кофейни и может быть описано автоматом, изо
браженным на рис. 1.26.

Клиент заказывает официанту чашку кофе Ер (Espresso-please). Ес
ли платежеспособность клиента не вызывает сомнений, то в качестве 
реакции на входное воздействие Ер официант опускает жетон С (Coin) 
в кофейную машину. Кофейная машина «отвечает» зажиганием лам
почки L СLamp); в ответ официант нажимает кнопку В (Button) и полу
чает чашку кофе Е (Espresso), которую подает посетителю Es (Es
presso-served). Если официант не уверен в платежеспособности поку
пателя, то официант может извиниться S (Sorry) и попросить клиента 
сначала оплатить заказ. Таким образом, поведение автомата- 
официанта (рис. 1.4в) является недетерминированным в состоянии а,
и, следовательно, недетерминированным является поведение автомата, 
описывающего повеление кофейни. Клиенту нет смысла платить день
ги, когда автомат-официант находится в состояниях b и с. В этих со

■
а

и в

вб
Рис 1.4, а кофейня

б кофейная машина 
в автомат Waiter, описывающий 

поведение официанта
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стояниях официант, «не видит» клиента, т.к. он взаимодействует с 
кофейной машиной. Таким образом, внешняя среда для официанта 
является ограниченной, и, как следствие, поведение автомата- 
официанта не определено, например, в состояниях b н с под действием 
входного символа М (Money), т.е. поведение официанта описывается 
частичным недетерминированным автоматом.

1.2. Конечно автоматные отображения, языки и отношения
между автоматами

Отношение переходов автомата А обычным образом распространя
ется на входные и выходные последовательности. Формально, для 
входной последовательности а  = /| ... /* е Р  и выходной последова
тельности р = oi ... ок е  О четверка (а, а , Р, d )  принадлежит ТА, если и 
только если существует последовательность состояний о, o j , ..., акл, а' 
таких, что (о, i|, оь аО е TAt..., (я*.ь /*, ок, d )  е  ТА. Мы вводим функ
цию выходов out автомата А, которая отображает декартово произве
дение А х f  в множество подмножеств выходных последовательно
стей. Пусть а  € А* и а е Л. Выходная последовательность Р принадле
жит ош(а, а), если и только если существует состояние d  такое, что 
четверка (а, а , Р, d )  принадлежит ТА. В этом случае пара (а, Р) назы
вается входо-выходной последовательностью автомата в состоянии а. 
Если oui(a, а )  = 0 ,  то мы говорим, что поведение автомата А в состоя
нии а не определено на входной последовательности а. По определе
нию, (о, е, е, а) € ТА, где б -  пустая последовательность, для любого 
состояния а € А. Поведение полностью определенного автомата в 
любом состоянии определено на каждой входной последовательности.

Языком автомата А в состоянии а называется множество входо
выходных последовательностей автомата в этом состоянии, т.е. мно
жество последовательностей вх о до-выходных пар в алфавите 1 x 0 ,  
получаемых при последовательных переходах из состояния а. Фор
мально, язык L\(a) есть подмножество (I х О ) , и последовательность

(/ьО|) ... (/*,<>*) € СА{а) , если и только если ох... ок е out(a, / | ... /*)• По
определению, язык Ь'А(а) содержит пару (е, е). Язык L'^a^) автомата

3 Как обычно, /  обозначает множество всех последовательностей конечной длины из 
символов множества/
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А в начальном состоянии ао называется языком автомата и обозначает
ся L\ .

Вообще говоря, язык автомата описывает отображение, реализуе
мое этим автоматом. Последовательность (ibO|) О'ьо*) принадлежит 
языку UA(a) , если и только если автомат А в состоянии а может вы
дать выходную последовательность о, ... о* на входную последова
тельность i'i ... /*.

Если мы хотим подчеркнуть, что в автомате каждый выходной сим
вол появляется как реакция на некоторый входной символ, то язык 
автомата удобно представлять в виде последовательностей входных и 
выходных символов. Такой язык 1Ул(а) есть подмножество ( / и  О)*, и

последовательность i\0 \ ... принадлежит Z^(a), если и только если 

OhOj) ... (ibOk) принадлежит Цл{а) . По определению, язык £%(а) со
держит пустую последовательность е.

Рассмотрим регистр сдвига (рис. 1.5), состоящий из двух элементов 
задержки, называемых далее также триггерами, которые изображены 
в виде квадратов. Под триггером понимается автомат с двумя состоя
ниями 0 и 1, входной и выходной алфивит которого есть {0, 1}. В на
чальный момент состояние триггера равно 0. Следующее состояние 
триггера совпадает с текущим входным символом; выходной символ 
равен текущему состоянию триггера. Таким образом, в начальный 
момент оба триггера находятся в состоянии 0.

а 6

Рис 1.5, а регистр сдвига с двумя ячейками
б автомат, описывающий поведение регистра сдвига

При поступлении на вход регистра входного символа 0 или 1 по
ступивший символ записывается в первую ячейку, содержимое кото
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рой сдвигается во вторую ячейку. На выходе регистра появляется вы
ходной символ, равный состоянию второй ячейки. Таким образом, 
регистр имеет 4 состояния 00, 01, 10, 11, и его поведение описывается 
диаграммой переходов на рис. 1.56. Непосредственной проверкой 
можно убедиться, что для любой входной последовательности ij ... ik 
выходная последовательность регистра равна OOii... /*.2. Соответствен
но, язык Г, (00) такого регистра сдвига состоит из последовательно
стей (/,, 0) (i2, 0) ( |3, ii) ... (/*, iw ), где ij € {0, 1}.

Автомат А 3 (А, /, О, ТА, ао) называется связным, если любое со
стояние достижимо из начального состояния. Автомат 
В -  (В, /, О, Ts, Ь0) называется подавтоматом автомата А, если B q A , 
Ь0 = а0 н Т в £  ТА.

Состояние Ь недетерминированного автомата В= (В, I, О, Тв, 60) 
называется редукцией состояния а недетерминированного автомата 
А = (Л, /, О, ТА, а0) (обозначение b <. а \  если UA(b) s  Ел{а ).

Состояния Ь и а называются эквивалентными (обозначение b ~ а), 
если b есть редукция а, к а есть редукция Ь. В противном случае со
стояния Ь и а не являются эквивалентными. Для частичных автоматов 
А и В данное определение отличается от общепринятого. В эквива
лентных состояниях поведение частичных автоматов определено на 
одном и том же множестве входных последовательностей. Непосред
ственной проверкой можно убедиться, что регистр сдвига не имеет 
эквивалентных состояний. Такие автоматы часто называют минималь
ными или приведенными.4

Автомат В -  (В, /, О, Гя, Ь0) есть редукция автомата 
А -  (А, I, О, ТА, ао). если UB с  L'a . Если L*B = UA , то автоматы А и В
называются эквивалентными. Для каждого недетерминированного 
автомата существует эквивалентный наблюдаемый автомат. Для де
терминированных полностью определенных автоматов отношения 
редукции и эквивалентности совпадают.

В качестве примера опишем автоматом поведение логической схе
мы, приведенной на рис. 1.6, которая используется для умножения 
многочлена а(х) = акх к + а*.,**'1 + + с^х + а0 на фиксированный мно
гочлен Н(х) -  х2 + I .5 Такое умножение, в частности, необходимо при 
помехоустойчивом кодировании с использованием циклических кодов.

4 Более подробно см ч. 1 настоящего пособия
1 В данном примере шак «-*-» оболчачаст сложение по модулю 2
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Вектор коэффициентов многочлена а(х) есть информационное слово 
длины (к+ 1). Многочлен g(jr) = gjx2 + g xx + g0 является многочленом, 
порождающим циклический код, и в нашем случае есть многочлен 
л* + 1, т.е. g2 ~ go ~ 1 и gi *»0. На выходе схемы получается кодовое 
слово длины (Л + 3). Предполагается, что первоначально все элемен
ты задержки содержат нули, а на вход схемы поступают коэффици
енты многочлена а(х), начиная с коэффициентов высших поряд
ков, после чего следуют два нуля.

Рис 1.6 Логическая схема хш умножения на многочлен

Непосредственной проверкой можно убедиться, что произведение 
равно
Ф )  g (*) “  akgi^ 1 + (Ok-ig2 + <*kg\)xk*2 + • • • + (flogi + axg0)x + aogo = a*xb2 
+ ak. ^ } + ... + a #  + Oq.

Когда на вход схемы подается первый коэффициент ак многочлена 
а(х), то на выходе появляется первый коэффициент произведения 
а(х) #(*), равный ак ~ atg2, и содержимое всех ячеек сдвигается на одну 
ячейку вправо. В следующий такт времени на входе схемы появляется 
следующий коэффициент ак.,. Соответственно (рис. 1.6), выход схемы 
в данном такте будет равен ак.х, т.е. выход равен величине второго 
коэффициента в произведении a(x)g(x). Аналогично в следующем 
такте на входе появится ак.2, а ячейки регистра сдвига будут со
держать элементы ак.и ок. Выход схемы равен (ак.г + ак), то есть вели
чине третьего коэффициента произведения а(х) g(x). Дальнейшие 
операции производятся аналогичным образом. После [(^ + 3 ) -1 ]  
сдвигов в ячейках регистра содержатся элементы а$, аи и при входном 
символе 0 выход схемы равен ах = acgx + axgo, т.е. предпоследнему 
коэффициенту произведения а(х) g(x). После (к + 3) сдвигов ячейки 
регистра содержат элементы 0, 0, и выход равен а0 = Ongo ~ последнему 
коэффициенту произведения а(х) g(x), так что произведение получено 
полностью.

На рис. 1.7 представлена диаграмма переходов автомата, описы
вающего поведение логической схемы на рис. 1.6.
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Пусть информационное слово, которое нужно закодировать, равно 
1101; соответствующее кодовое слово получится на выходе автомата, 
если на вход автомата подана входная последовательность 110100. 
Найдем выходную последовательность автомата при подаче на его 
вход последовательности 110100 в начальном состоянии 00. Согласно 
диаграмме переходов выходная последовательность есть 111001, и 
после выдачи этой последовательности автомат вернется в начальное 
состояние 00. Таким образом, информационное слово 1101, соответст
вующее многочлену х3 + х2 + 1, будет переведено автоматом в кодовое 
слово 111001, соответствующее многочлену х5 + х4 + jc3 -г 1. Непосред
ственной проверкой можно убедиться, что 
х5 + х4 + х3 + 1 = (х3 + х* + IX*2 + 1).

Рис 1.7. Диаграмма переходов автомата, описывающего поведение жгической 
схемы для умножения на многочлен

Задачи для самостоятельного решения

1. Для автомата по продаже билетов (рис. 1.36) предусмотреть воз
можность выдачи сдачи, если сумма опущенных в автомат монет пре
вышает стоимость билета. Предусмотреть сигнал сброса, если клиент 
передумал покупать билет и хочет получить обратно деньги.

2. Является ли автомат на рис. 1.7 полностью определенным? Де
терминированным? Имеет ли этот автомат эквивалентные состояния? 
Почему?

3. Являются ли регистры сдвига с к и (к + 1) ячейками, к > 1, экви
валентными? Почему?

4. Описать автоматом поведение инвертора, конъюнктора и дизъ- 
юнктора на два входа (рис. 1.8).
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а б в
Рис 1 8, а инвертор

б конъюнктор на два входа 
в дизъюнктор на два входа

5*. Каким образом можно описать поведение официанта (рис. 1.4в) 
с помощью детерминированного автомата, предположив, к примеру, 
что покупатель может получить не более двух чашек кофе без предва
рительной оплаты.

1.3. Представление автоматов полуавтоматами

Язык любого автомата является регулярным и, соответственно, 
может быть представлен с помощью полуавтомата. Полуавтоматом 
называется пятерка P = (P ,J, ТР, р0, Ff>), где Р -  конечное множество 
состояний с выделенным начальным состоянием р0, J  -  алфавит, 
T p ^ J x P x P  -  отношение переходов и F? -  множество финальных 
состояний. Полуавтомат называется детерминированным, если для 
любой пары (p ,j) е Р х J  существует не более одного состояния р' е Р 
такого, что (p ,j,p ') 6 ТР. В противном случае полуавтомат называется 
недетерминированным

Языком полуавтомата Р в состоянии р  называется множество по
следовательностей, которые переводят полуавтомат из состояния р  в 
одно из финальных состояний. По определению, пустое слово принад
лежит языку полуавтомата в состоянии р , если и только если р  принад
лежит множеству финальных состояний. Два полуавтомата эквива
лентны, если их языки совпадают. Известно, что для любого полуав
томата P=(P,J,Tp,po,Fp) можно построить эквивалентный ему де
терминированный полуавтомат Dp = (D, J, TD, do, FD).

Для представления языка автомата А = (А, /, О, ТА, а0) можно по
строить полуавтоматы двумя способами В первом случае строится 
полуавтомат Р'А = (А ,1 х  О, 7^ , а0, А). Полуавтомат Р ’ имеет то же

самое множество состояний и начальное состояние, что и автомат А, 
каждое состояние является финальным. Множество действий полуав
томата есть декартово произведение входного и выходного алфавитов 
автомата, тройка (а, (/, о), o') € ТРл, если и только если (а, /, о, а') е  ТА.

Язык полуавтомата РА совпадает с языком LA автомата А.
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Во втором случае строится полуавтомат
РА = (А *и(А х  / ) , / и О ,  ТР> , а0, А). Множество состояний полуавто

мата РА есть объединение множеств A kj (А х  /); финальными явля
ются состояния из множества А. Для каждого состояния а е А и вход
ного символа / е /  множество 7^ содержит переход (a, i, (o', /)), если

и только если Зо е О ((а, /, о, а') е 7д). Для каждого состояния 
(а, /) е А х I  и выходного символа о е О множество Тг содержит

переход ((a, i), о, o'), если и только если (а, /, о, o') € 7 .̂ Язык полуав
томата РА совпадает с языком L*A автомата А

Полуавтоматы РА и РА детерминированные, если и только если
автомат А наблюдаемый.

Автоматы А и В эквивалентны, если и только если эквивалентны 
полуавтоматы Р “ и Рв (полуавтоматы РА и Рв ).

Пример. Построим полуавтоматы Р* и Р~ для автомата, описы
вающего поведение официанта в кофейне (рис. 1.4в). Множество со
стояний полуавтомата Р’ совпадает с множеством состояний а, Ь, с 
автомата, описывающего поведение официанта; множество действий 
полуавтомата Р" есть (Л/, 77»), (А/, S), (А/, С), (М, В), (А/, Es),
(Ер, Th), (Ер, S), (Ер, С), (Ер, В), (Ep,Es), (£ , Th), (E ,S), (Е,С), 
(Е3В), (E ,E s ) ,(L ,T h ), (L, S), (L ,C ), (L ,B ), (L,Es) (рис. 1.9a). Со
стояниями полуавтомата P^ являются состояния a, b, с автомата и все
пары (а, Ер), (а, £), (а, М), (a, L), (Ь, Ер), (Ь, Е), (b, М), (b, L), (с, Ер), 
(с, Е), (с. А/), (с, L), множество действий полуавтомата есть множество 
А/, Ер, Е, L, Th, S , С, В , Es. Часть полуавтомата Р , содержащая
все состояния, достижимые из начального состояния, приведена на 
рис. 1.96*.

6 Нсфинальные состояния полу втомата заштрихованы

18



Рис. 1 9, а полуавтомат Р* 
б полуавтомат/*'

Задачи для самостоятельного решения

1. Представить язык автомата на рис. 1.36 двумя различными полу
автоматами.

2. Описать двумя различными полуавтоматами регистр сдвига с 
двумя элементами задержки, одним входом и одним выходом 
(рис. 1.5), при условии, что сигнал сброса переводит обе ячейки реги
стра в состояние 0. Являются ли построенные полуавтоматы детерми
нированными? Почему?

1.4. Композиция автоматов

Важным этапом при иерархическом синтезе дискретных систем яв
ляется представление системы в виде композиции других, более про
стых в некотором смысле подсистем. Для формализации этого процес
са необходимо ввести операции композиции. В настоящем пособии мы 
предполагаем, что поведение всех подсистем и системы в целом опи
сывается конечными автоматами, и подсистемы взаимодействуют, 
обмениваясь словами в их языках. Рассматриваются два вида компо
зиции: синхронная, когда действия всех компонент синхронизированы, 
и параллельная, когда компоненты работают по мере их готовности. 
Синхронная композиция обычно используется при синтезе и анализе 
цифровых схем, параллельная композиция востребована при описании 
совместного поведения различных процессов, в частности, при описа
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нии совместного поведения телекоммуникационных протоколов. Для 
простоты представления мы вводим только композицию двух автома
тов, однако все результаты справедливы и для более сложных много
компонентных композиций. Необходимые ссылки интересующийся 
читатель может найти в списке дополнительной литературы.

1.4.1. Синхронная композиция конечных автоматов

Синхронное функционирование многокомпонентной системы 
предполагает наличие глобального синхросигнала, позволяющего всем 
компонентам системы по этому сигналу принять соответствующий 
входной сигнал, переключиться из текущего состояния в следующее и 
произвести выходной сигнал. При подаче внешнего входного сигнала 
система вырабатывав согласованный набор внутренних сигналов, 
переходит в следующее состояние и выдает внешний выходной сиг
нал. Для формального определения синхронной композиции автоматов 
напомним операции проекции и расширения языков7.

Пусть L есть язык в алфавите I x  V. Рассмотрим язык Li f  в котором
в каждой паре (/, v) каждого слова из языка L удаляется символ v е V. 
Я зык £  f  называется проекцией языка L на алфавит /  или просто /-
проекцией языка L. Проекция показывает, какие последовательно
сти в алфавите /  участвуют в образовании слов языка L. Если язык L 
регулярный и представлен полуавтоматом Р, то полуавтомат P̂ f  пред
ставляющий язык Ly, получается из Р «стиранием» пометок v € V на
переходах. Полуавтомат, полученный после «стирания», может ока
заться недетерминированным. Если необходимо, то полуавтомат мож
но детерм инизировать.

Пусть L есть язык в алфавите /. Рассмотрим язык L^  в котором
каждый символ / € /  в каждом слове заменяется всеми парами (/, v), 
v с  К Язык L^y называется расширением языка L на алфавит V или
просто V-расширением языка L. Расширение L^y показывает, какие
последовательности в алфавите /  х V можно получить с помощью слов 
языка L. Если язык L регулярный и представлен полуавтоматом Ру то 
полуавтомат Р^  представляющий язык L получается из Р добавле
нием на каждом переходе, помеченном символом /, всех пар (/, v),

7 Подробно см. в первой части пособия
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v е У. Если полуавтомат Р детерминированный, то полуавтомат Р^у
также детерминированный. Если язык L состоит из одного пустого 
слова е, то язык L ^ y  также состоит из одного пустого слова е .

Рассмотрим композицию автоматов на рис. 1.10, в которой
- автомат А имеет входной алфавит 1\ х V, выходной алфавит 

Ot х U и отношение переходов Тл\
- автомат В имеет входной алфавит /2 х (У, выходной алфавит 

0 2 * V и отношение переходов Тв.
Синхронная композиция автоматов А и В имеет
- входной алфавит /  = /, х /2;
- выходной алфавит О -  Ох х 0 2;
- под действием входного символа (/(, /2) е /, х /2 композиция «вы

рабатывает» выходной символ (ои 02) е 0\ х 0 2 и пару соответствую
щих внутренних символов (v, и) € V х U. Под парой соответствующих 
внутренних символов (v, и) е V х U в текущих состояниях а и b мы 
понимаем, что
За' е А З Ь ' е В  [(а, (/ь v), (о,, и), а') е Т А&. (6, (/2, «), (Ог, v), Ь') е Тв].

Таким образом, при подаче входных символов /] е /] и i2 е  /2 ком
поненты А и В в текущих состояниях вырабатывают пару внутренних 
выходных символов и € U и v € V таких, что и есть внутренний вы
ходной сигнал компоненты А на входной сигнал (/], v) и, соответствен
но, v есть внутренний выходной сигнал компоненты В на входной 
сигнал (/2, и). Кроме того, автомат А переходит в следующее состояние 
d  под действием входного символа (/|, v), а автомат В переходит в 
следующее состояние Ь' под действием входного символа (г2, и).

Рис 1 10 Композиция автоматов А и В

При таком функционировании последовательность 
а  € (/( х /2 х 0 \ х 0 2У принадлежит синхронной композиции автома
тов А и В, если и только если а  принадлежит (/, х 12 х О\ Х  0 2)-
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проекции пересечения (/2 х 0 2)-расширения языка L’A автомата А и 
(/[ х 0|)-расширения языка Ь’в автомата В (более подробно см. часть 1 
настоящего пособия). Расширения языков L'A и L'g необходимы, что
бы описать слова в композиции, в образовании которых может участ
вовать компонента А (в). После расширения языки компонент опреде
лены в одном алфавите 1\ х /2 х О, х Ог х V х U. Формально, поведение 
синхронной композиции можно описать следующим автоматом.

Синхронной композицией автоматов А и В называется приведенный 
наблюдаемый автомат А * В с языком VA • Пв = [(L'A У\Пя02 г\

( L‘b )t/i*oi]i/i*y2*o) ног*
Известно, что, если VA и Гв суть языки, реализуемые некоторыми 

конечными автоматами, то язык ПА • L*B также реализуется некото
рым, возможно, частичным и недетерминированным автоматом с 
входным алфавитом Л х /2 и выходным алфавитом 0 \ х Ог.

В случае синхронной композиции, вообще говоря, не требуется, 
чтобы присутствовали все алфавиты / ь /2, О,, 0 2з V, 0. При отсутствии 
некоторых алфавитов получаются более простые топологии компози
ции. Например, на рис. 1.11 приведена композиция автоматов А и В 
без обратных связей.

1
1 1

1
и \ (П 1

т
1

► А В 1
1____ 1

Рис. 1.11 Каскадная (без обратных связей) композиция автоматов А и В

Пример. Рассмотрим логическую сеть из двух автоматов: элемента 
задержки и комбинационной схемы, реализующей сложение по моду
лю 2 (рис. 1.12а).

В качестве синхронной композиции, вообще говоря, можно рассматривать любой 
автомат с языком [( UA ( Еа л)г/ио|]*/|кл«о|«о2, т.к. все эти автоматы эквива
лентны
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Рис 1.12, а логическая сеть из элемента задержки и сумматора по моделю 2 
6 автоматное описание элемента задержки 
■ синхронная композиция элемента задержки и сумматора

Используя оператор синхронной композиции, получаем автомат с 
диаграммой переходов на рис. 1.12в.

Автомат «считает» единицы в подаваемой входной последователь
ности. При наличии нечетного числа единиц во входной последова
тельности на выходе автомата появляется 1; при наличии четного чис
ла единиц на выходе автомата появляется 0 .

Введенное выше определение синхронной композиции не наклады
вает никаких ограничений на автоматы-компоненты и справедливо, в 
частности, для частичных (в том числе недетерминированных) автома
тов. Однако при использовании этого определения для таких автома
тов в различных приложениях желательно проверить, соответствует ли 
такое определение физическому смыслу композиции.

В большинстве приложений обычно предполагается, что автоматы 
А и В полностью определенные и детерминированные, и накладывают
ся дополнительные условия, для того, чтобы композиция автоматов А 
и В была также полностью определенным и детерминированным авто
матом. Для каскадной композиции на рис. 1.11 последнее всегда вы
полняется. Для композиции с обратной связью, например, для компо
зиции на рис. 1.10, обычно один из автоматов А или В выбирается 
автоматом Мура, т.е. выходной символ этого автомата зависит только 
от его текущего состояния.

Пример. Рассмотрим композицию (рис. 1.13а) элемента задержки 
(триггера) и комбинационной схемы, реализующей отображение, 
представленное диаграммой на рис. 1.136. Комбинационная схема 
имеет два входа и два выхода. Один из входов комбинационной схемы 
является внешним (первый символ в четверке rv/uo)', второй входной 
символ комбинационной схемы «снимается» с выхода триггера. Пер
вый выходной символ в четверке iv/uo «подается» на вход триггера,
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второй выходной символ «снимается» с внешнего выхода комбинаци
онной схемы.

/, г  ' 
1 К С

' 0 .  
Л— ►

1 —  
1 у

< ------
V

Рис 1 13. а логическая сеть из триггера и комбикщионной схемы КС 
б диаграмма переходов комбинационной схемы КС

Язык комбинационной схемы расширять не требуется. Полуавто
мат, представляющий расширение языка элемента задержки на внеш
ние алфавиты, представлен на рис. 1.14 (в алфавите / ( х V х и  х 0 ,).

0100
1100

1001 toil

Рис. 1.14. Расширение языка элемента задержки на внешние алфавиты

Автомат на рис. 1.15 есть синхронная композиция автоматов на 
рис. 1.126 и рис. 1.136.

Рис 115 Синхронная композиция автоматов-компонент (рис 1.126 и 1.136)

L4.2. Параллельная композиция конечных автоматов

Асинхронное функционирование многокомпонентной системы 
предполагает отсутствие глобального синхросигнала, позволяющего 
веем компонентам системы по этому сигналу переключиться из теку-
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щего состояния в следующее и произвести выходной символ. В на
стоящем пособии мы рассматриваем только один из способов асин
хронного функционирования, когда компоненты взаимодействуют в 
режиме диалога, т.е. в каждый момент времени активной является 
только одна компонента. Такое функционирование можно описать с 
использованием операции параллельной композиции автоматов- 
компонент. При подаче внешнего входного сигнала на одну из компо
нент (рис. 1.10) компонента вырабатывает внешний или внутренний 
выходной сигнал. Если компонента вырабатывает внутренний сигнал, 
то компоненты работают в режиме диалога, пока компоненты не пере
станут обмениваться внутренними сигналами, и одна из них не выдаст 
внешний выходной сигнал. После этого композиция готова обработать 
следующий внешний входной сигнал. Для формального определения 
параллельной композиции автоматов напомним операции ограничения 
и распространения языков (подробно см. в первой части пособия).

Пусть L есть язык в алфавите I kj У. Рассмотрим язык L^  в котором
каждый символ v е /  заменяется пустым словом е. Язык Lц называется
ограничением языка L на алфавит /  или просто I-ограничением языка L. 
Ограничение Lу показывает, какие последовательности в алфавите 1
являются частями слов языка L. Если язык L регулярный и представлен 
полуавтоматом Р, то полуавтомат P f̂  представляющий язык полу
чается из Р «стиранием» пометок v € I. В полуавтомате, полученном 
после «стирания», можно потребовать удаления переходов, помечен
ных пустым словом. После этого полуавтомат может оказаться неде
терминированным. Если необходимо, то полуавтомат можно детерми- 
низировать.

Пусть L есть язык в алфавите /. Рассмотрим язык L^  в котором в
каждом слове после каждого начального отрезка слова вставляются 
все конечные последовательности из алфавита Л1. Язык L^y называет
ся распространением языка L на алфавит V или просто V- 
распространением языка L. Распространение показывает, какие
последовательности в алфавите /  и  У можно получить с помощью 
слов языка L. Если язык L регулярный и представлен полуавтоматом Рл 
то полуавтомат Р ^  представляющий язык получается из Р добав
лением в каждом состоянии петли, помеченной всеми символами из 
алфавита У\1. Если полуавтомат /'детерминированный, то полуавтомат
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также детерминированный. Если язык L состоит из одного пустого 
слова е, то язык состоит из всех слов в алфавите У\1.

Рассмотрим композицию автоматов на рис. 1.10, в которой
- автомат А имеет входной алфавит I \ Vy выходной алфавит 

0\K j U и отношение переходов ТА\
- автомат В имеет входной алфавит 12 и  (/, выходной алфавит

0 2 u  V и отношение переходов Tg\
- алфавиты 1и ]2, Ои Ог, V и U попарно не пересекаются.
Параллельная композиция автоматов А и В имеет
- входной алфавит /  = /[ w /2;
- выходной алфавит О = 0 \ и  0 2;
- под действием входного символа i} е /, v j/2 композиция «выраба

тывает» внешний выходной символ о е  0 \  и  0 2 и л и  внутренний вы
ходной символ, который является входным для другой компоненты;

- следующий входной символ может быть подан на композицию 
только после того, как компоненты закончили внутренний диалог; 
если компоненты суть детерминированные полностью определенные 
автоматы, то это означает, что композиция отреагировала внешним 
выходным сигналом на предыдущий внешний входной сигнал.

При таком функционировании последовательность 
а  е ((/i vj /2X<?i ^  ОД] принадлежит параллельной композиции авто
матов А и В, если и только если а  принадлежит (/, ^  /2 vj 0 { и  0 2)- 
ограничению пересечения (/2 и  (^распространения языка С"А авто
мата А и (7i и  (^^распространения языка автомата В (более под

робно см. часть 1 настоящего пособия). Расширения языков 1УА и ^
необходимы, чтобы языки были определены в одном алфавите 
It KJl2K j0 yK j0 2W v U .  Кроме того, чтобы «запретить» подачу 
следующего входного символа до выдачи выходного символа на пре
дыдущий входной символ, мы должны пересечь полученный язык с 
(10) . Формально поведение параллельной композиции можно описать 
следующим автоматом.
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Параллельной композицией автоматов А и В называется приведен
ный наблюдаемый автомат АО В с языком (1УА О 1?в ) п ( / 0 ) \  где

Ел о  1?8 =  [( 1УЛ )т/2̂ X72 (  1УВ )t/iuOl]l/lw/2v.Ol U02-9

Известно, что если и I'J суть языки, реализуемые некоторыми 
конечными автоматами, то ( 1УА О ) п  (/О)* также реализуется неко
торым, возможно, частичным автоматом с входным алфавитом I\ kj /2 
и выходным алфавитом О { и  С2. Подобно синхронной композиции, 
некоторые из алфавитов могут быть пустыми, и в этом случае говорят 
о различных топологиях композиции.

Подобно определению синхронной композиции, определение па
раллельной композиции справедливо и для частичных, в том числе, 
недетерминированных, автоматов. Однако подобно операции син
хронной композиции, необходимо убедиться, что введенное нами оп
ределение соответствует физическому смыслу композиции.

Заметим, что параллельная композиция полностью определенных и 
детерминированных автоматов А и В может оказаться частичным ав
томатом. Причиной является тот факт, что после подачи некоторой 
входной последовательности компоненты начинают вести «бесконеч
ный» диалог, не выдавая никаких внешних сигналов. Для композиции 
на рис. 1.10, вообще говоря, не известно, какими свойствами должны 
обладать полностью определенные детерминированные автоматы- 
компоненты, чтобы в композиции не было осцилляции.

Пример. На рис. 1.16 представлена сеть из двух автоматов, в кото
рой автомат В не имеет внешних входных и выходных символов.

5

Рис. 1.16. Автоматная сеть

9 Подобно синхронной композиции, в качестве параллельной компочиции можно рас
сматривал. любой автомат с языком ( ( 1УА ytn^m г*( l?B т.к все 
эти автоматы эквивалентны
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Для этой сети построим параллельную композицию автоматов, ко
торые описывают поведение официанта и кофейной машины, т.е. по
строим автомат, описывающий функционирование кофейни 
(рис. 1.4а). На рис. 1.17а,б показаны соответствующие полуавтоматы. 
Рис. 1.17в иллюстрирует необходимое расширение полуавтомата ко
фейной машины. Пересечение полуавтоматов и ограничение пересече
ния на внешние алфавиты показаны, соответственно, на рис. 1.17г и 
1.17д.

EptS
M/Th
Ep/Es

Рис 117, а полуавтомат, описывающий поведение официагга 
б полуавтомат, описывающий поведение кофейной

машины
в расширение полуавтомата, описывающего 

поведение кофейной машины 
г пересечение полуавтоматов 
д ограничение пересечения ка внешние алфавиты



Задачи для самостоятельного решения

1. Построить синхронную композицию двух последовательно со
единенных комбинационных схем (рис. 1.18). Указание: входы и вы
ходы с одинаковыми алфавитами считаются отождествленными.

Рис. 1.18. Две комбинационные схемы

2. Построить последовательную композицию двух регистров сдви
га, каждый из которых состоит из двух элементов задержки.

1.5. Автоматные неравенства и уравнения

В настоящем пособии мы ограничимся введением автоматного 
уравнения для композиции на рис. 1.10. Более общие автоматные 
уравнения заинтересованный читатель может найти в литературных 
источниках, которые приведены в списке дополнительной литературы.

Пусть заданы полностью определенные наблюдаемые автоматы 
5 =  (5, /, х /2, Ох х 0 2, Ts, s0) и А = (А, /, х V, О, х U, Тм йо) (рис. 1.10). 
Выражение А • Х=  5, в котором X  есть автомат с входным алфавитом 
I2 x U и выходным алфавитом Ог х У, называется синхронным авто
матным уравнением. Автоматное уравнение можно рассматривать как 
автоматный аналог деления целых чисел. В случае целых чисел, когда 
найги целое частное не удается, обычно находится наибольшее целое 
число такое, что произведение делителя и частного не превосходит 
делимое. Автоматным аналогом такой ситуации является решение 
автоматного неравенства, т.е. выражение А • Х< S  называется син
хронным автоматным неравенством. Автомат В с входным алфави
том 1г х U и выходным алфавитом 0 2 х V называется решением нера
венства A » X < S ,  если A * B < S .  Автомат В называется решением 
уравнения А • Х ~  5, если А • В= 5.
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Решение Largest называется наибольшим решением неравенства 
А • Х< S  (уравнения А • Х ~  5), если каждое решение неравенства 
(уравнения) есть редукция автомата Largest.

Введенное таким образом автоматное неравенство (уравнение) пе
редает физический смысл понятия его решения. Решение автоматного 
уравнения А • Х ~  S  соответствует автомату, который в композиции с 
автоматом А определяет поведение, описанное автоматом 5.

Пример. Пусть Т -  элемент задержки (рис. 1.126) и 5  -  автомат на 
рис. 1.15. Тогда автомат К на рис. 1.136 будет решением уравнения 
T » X = S  для логической сети на рис. 1.13а, т.к. T * K= S .  Однако 
уравнение может иметь и другие решения, в частности, всякий авто
мат, эквивалентный К, с любым числом состояний будет тоже решени
ем уравнения.

Автоматное уравнение может не иметь решений. Например, если в 
уравнении А • Х ~  5  автомат А в начальном состоянии на любой вход
ной символ (/,, v) выдает выходной символ 0 \ = 0, в то время как авто
мат 5  в начальном состоянии на любой входной символ (ib i2) выдает 
выходной символ 0 \ -  1, то никакой автомат В в композиции с автома
том А не может быть эквивалентным 5, т е. в этом случае уравнение 
А • Х= 5  не имеет решения.

С другой стороны, в ряде случаев уравнение А • Х= 5  может иметь 
не одно, а множество решений. Предположим, что автоматы В и 5 для 
композиции на рис. 1.11 выдают выходной символ oj = 0 на любой 
входной символ в любом состоянии В этом случае любой автомат А в 
композиции с автоматом В будет эквивалентен автомату 5, т.е. любой 
автомат А будет решением уравнения X» В = 5.

Пусть заданы полностью определенные наблюдаемые автоматы 
5 =  (5, /, u / 2, Ох и  Ог, TSt s0) и А = (А, /, u  V, О, и  U, ТЛуа^ 
(рис. 1.10). Выражение АО Х=  5, в котором Хесть автомат с входным 
алфавитом U и выходным алфавитом 0 2 и  У, называется пара7- 
лельныч автоматный уравнением. Соответственно, выражение 
A 0 X < S  называется параллельным автоматным неравенством. Ав
томат В с входным алфавитом /2и [ / и  выходным алфавитом 0 2 u  V 
называется решением неравенства А 0 Х<  5, если А 0 В< S. Автомат В 
называется решением уравнения А 0 Х=  5, если АО В = 5.

Решение Largest называется наибольшим решением неравенства 
A 0 X < S  (уравнения A 0 X = S ), если каждое решение неравенства 
(уравнения) есть редукция автомата Largest.
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Введенное таким образом автоматное неравенство (уравнение) пе
редает физический смысл его решения. Решение автоматного уравне
ния А О Х= 5  соответствует автомату, который при параллельной ком
позиции с автоматом А, определяет поведение, описанное автоматом
5

Мы далее решаем автоматные уравнения и неравенства только для 
полностью определенных автоматов А и S. Методы решения уравне
ний для частичных автоматов А и 5 заинтересованный читатель может 
найти в списке дополнительной литературы.

Задачи для самостоятельного решения

1. Проверить, является ли кофейная машина с одним состоянием 
(рис. 1.19а) решением уравнения Waiter ОX  = Coffee-shop, где Waiter -  
автомат на рис. 1,4в. a Coffee-shop -  автомат на рис. 1.26.

2. Проверить, является ли комбинационная схема (рис. 1.196) ре
шением уравнения Т • Х=  5, где Г -  триггер (рис. 1.126), 5 -  автомат 
на рис. 1.12в.

BIL 11/01

а б

Рис 1.19а кофейная машина с одним состоянием 
б комбинационная схема

1.6. Решение автоматных уравнений в различных
приложениях

В этом разделе мы представляем ряд задач, которые связаны с ана
лизом или синтезом компоненты автоматной сети, при условии, что 
поведение всей сети и остальных компонент известно. Проблема фор
мализуется как решение уравнения А @ X * 5, где А описывает пове
дение известной части системы, 5  описывает требуемое поведение 
всей системы, @ -  оператор синхронной или параллельной компози
ции и ~ отношение редукции или эквивалентности. В качестве при
меров можно привести оптимизацию цифровых схем, синтез контрол
леров, задачи тестирования и диагностики, формирование выигрыш

31



ной стратегии в теории игр, автоматные криптосистемы и так далее. 
Рассмотрим подробнее, каким образом задачи оптимизации цифровых 
схем, синтеза контроллеров, синтеза дискретных систем, тестирования 
и диагностики могут быть решены с использованием автоматных 
уравнений.

1.6.1. Оптимизация цифровых схем

Исторически автоматное уравнение впервые было использовано 
для решения задачи оптимизации цифровых схем. В качестве примера 
рассматривалась последовательная сеть из двух автоматов (рис. 1.20), 
и было показано, каким образом можно оптимизировать хвостовую 
компоненту В.

/ 1 V
1 А Ж
1♦ Л .к

Рис. 1 20 Последовательная сеть из двух автоматов

Известно, что существует множество автоматов, которые могут за
менить компоненту В без изменения внешнего функционирования 
сети. Все такие автоматы суть решения автоматного уравнения 
А • Х= А • В. Таким образом, найдя общее решение такого уравнения, 
мы сможем выбрать оптимальную (например, по числу состояний) 
хвостовую компоненту. В следующей главе мы покажем, что если А и 
В -  полностью определенные детерминированные автоматы, то общее 
решение такого автоматного уравнения можно представить в виде 
частичного автомата.

Рассмотрим функционирование композиции на рис. 1.20. На вход 
композиции поступает внешний входной символ / € /, компонента А в 
ответ на символ / вырабатывает выходной символ и € С/, который 
поступает на вход компоненты В. Компонента В преобразует символ и 
во внешний выходной символ о е  О. Соответственно, поведение ком
поненты В существенно для внешнего поведения только на тех вход
ных последовательностях, которые могут появиться на выходе голов
ной компоненты А. На всех остальных входных последовательностях 
поведение компоненты В может быть любым Таким образом, можно 
построить частичный автомат В , поведение которого определено 
только на выходных последовательностях автомата А\ причем на таких
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последовательностях поведение автомата В  совпадает с поведением 
автомата В. Любой полностью определенный автомат D, квазиэквива- 
лентный автомату В , является решением уравнения и может заменить 
компоненту Ябез изменения внешнего поведения композиции, т.е. для 
любого полностью определенного автомата Д квазиэквивалентного 
автомату В , справедливо А • D= А • В.

Пример. Рассмотрим последовательную композицию двух комби» 
национных схем на рис. 1.21а. Головная схема состоит из двух дизъ- 
фнкторов, хвостовая схема - из конъюнктора и инвертора. Соответст
венно с выходов головной компоненты можно «снять» только наборы 
00 и 11; на входной набор 00 хвостовая схема «отвечает» выходным 
сигналом 1; на входной набор 11 хвостовая схема «отвечает» выход
ным сигналом 0. Таким образом, хвостовую компоненту можно просто 
заменить инвертором, входом которого является выход одного из 
дизъюнкторов (рис. 1.216).

J I______
а б

Рис. 1.21. Пример оптимизации последовательной сети ю  двух комбинационных
схем

В общем случае может быть задана цифровая схема, содержащая 
несколько компонент, поведение которых описывается конечными 
автоматами (рис. 1.22). Для каждой компоненты требуется найти ее 
оптимальную в некотором смысле реализацию. Например, найти ком
поненту с наименьшим числом состояний или наименьшим числом 
связей с соседями и т.п.

Рис. 1.22.Сеть ю л  взаимодействующих автоматов
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Поскольку операция синхронной композиции является ассоциатив
ной, то на практике чаще всего применяется покомпонентная итера
тивная оптимизация, которая может быть осуществлена на основе 
решения подходящего автоматного уравнения. Выбираем компоненту 
Ах для оптимизации. Поведение всех остальных компонент описываем 
одним автоматом С, который часто называют контекстом, и решаем 
автоматное уравнение С » Х ~  С » А Х. Из общего решения уравнения 
выбираем наилучшее (в интересующем нас смысле) решение А \ (ино
гда таким решением будет автомат Ах) и заменяем компоненту А\ в 
автоматной сети на рис 1.22 компонентой А‘\, если А \  «лучше», чем 
А х.

После замены компоненты Ах автоматом A't, переходим к оптими
зации компоненты Аг и т.д. Процесс повторяется до тех пор, пока воз
можна оптимизация одной из компонент, или мы не будем удовлетво
рены результатами оптимизации.

В разделе 4 приведен пример такой оптимизации (рис. 4.1-4 3).

1.6.2 Логический синтез

Решение автоматных уравнений может быть использовано для син
теза устройств логического управления. Предположим, что имеется 
некоторое, например, механическое, устройство, объект управления 
(ОУ), которым нужно управлять согласно спецификации 5. Примера
ми механических устройств могут служить станки с программным 
управлением, различные датчики и т.п. Требуется построить контрол
лер, устройство управления (УУ), который в композиции с объектом 
управления (ОУ) удовлетворяет заданной спецификации (рис. 1.23).

С 'l1
У У о у  :

_ ... Jj
S:

Рис 1.23 Взаимодействие устройства управления и объекта управления

Под контроллером (или компенсатором) понимается устройство, 
которое управляет поведением некоторого другого устройства с целью 
не допустить выхода последнего за определенные рамки. Данная зада
ча может быть решена с помощью автоматного уравнения X • ОУ= 5, 
где ОУ -  автомат, описывающий поведение объекта управления, 5 -  
автомат, описывающий требуемое поведение системы; часто автомат 5
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называют спецификацией. При синтезе контроллера спецификация 5  в 
общем случае может быть недетерминированным автоматом.

Если некоторая цифровая схема (дискретная система) представлена 
в виде сети из взаимодействующих подсистем, поведение которых 
описано автоматами, и синтезирована только часть такой системы 
(например, на рис. 1.22 отсутствует компонента Aj), то для синтеза 
этой компоненты можно использовать автоматное уравнение С • Х=  S, 
где автомат С описывает совместное поведение компонент известной 
части системы, и автомат 5  описывает требуемое поведение всей ком
позиции, т.е. 5  является автоматом-спецификацией.

Другим примером использования автоматных уравнений для логи
ческого синтеза являются конверторы для согласования протоколов в 
телекоммуникационных системах, поскольку разнородность сущест
вующих систем часто приводит к несоответствию протоколов. Так как 
для стандартизации сетевых протоколов требуется значительное коли
чество времени, то в качестве практического решения может быть 
предложено установление преобразователя между несоответствующи
ми протоколами. Если представить спецификации протоколов в виде 
конечных автоматов, то проблема синтеза преобразователя может 
быть сведена к решению соответствующего автоматного уравнения. 
Пример синтеза такого конвертора подробно описан в главе 4.

1.6.3. Тестирование и диагностика дискретных систем

Рассмотрим систему, поведение которой описывается автоматом на 
рис. 1.1а. Как всегда, в случае, когда мы хотим протестировать систе
му на наличие в ней неисправностей определенного класса, нам необ
ходимо ввести модель неисправности. Модель неисправности обычно 
содержит три элемента, т е. является тройкой <5, 3>. Автомат 5  
описывает требуемое поведение тестируемой системы (эталонный 
автомат или автомат-спецификация),---- отношение, в котором долж
ны находиться исправная проверяемая система и эталонный автомат, и
3 есть множество автоматов, которые описывают поведение систем 
с неисправностями из заданного класса. Под тестом понимается ко
нечное множество входных последовательностей конечной длины 
автомата-спецификации. Тест называется полным (относительно за
данного класса неисправностей или, соответственно, относительно 
модели <5, ~ , 3 >), если тест обнаруживает любую систему с неис
правностью из заданного класса, т.е. любой автомат В € 3 , который
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не находится в отношении ~ с автоматом-спецификацией 5, т.е. В + S. 
Обычно в качестве отношения соответствия — рассматриваются отно
шения эквивалентности или редукции, т.е. автомат, описывающий 
поведение правильно функционирующей тестируемой системы, дол
жен делать только то, что предписано автоматом-спецификацией 
Иными словами, поведение тестируемой системы на каждой входной 
последовательности должно совпадать с поведением (или содержаться 
в поведении) автомата-спецификации.

При тестировании многокомпонентных дискретных систем обычно 
ограничиваются тестами, которые являются полными для каждой ком
поненты системы как изолированного автомата. Предположим, что мы 
хотим синтезировать тесты для проверки функционирования компо
ненты В (рис. 1.20). Если эти тесты синтезированы для изолированно
го автомата В% то часть из них не сможет быть доставлена на компо* 
ненту В. Например, вполне возможно, что некоторые входные после
довательности просто не могут быть получены на выходе компоненты
А. С другой стороны, если мы не можем наблюдать выходные реакции 
компоненты А (нет доступа к внутренним каналам), то тесты, постро
енные для изолированного автомата А, могут не обнаружить интере
сующие нас неисправности, т.к. неправильные выходные реакции на 
тестовые последовательности «маскируются» компонентой В, хотя н 
могут проявиться на других (не тестовых) последовательностях. Более 
того, некоторые неисправности компоненты А могут оказаться необ- 
наружимыми в контексте компоненты В\ т е. композиция в целом со
хранит правильное поведение даже при наличии неисправности, что в 
свою очередь можно интерпретировать как устойчивость к неисправ
ностям такого рода.

Для описания необнаружимых неисправностей компоненты В (Л) в 
контексте компоненты А (В) можно использовать наибольшее решение 
автоматного уравнения А • Х= А • В (или, соответственно, уравнения 
Х » В = А » В ) .  В частности, неисправность компоненты В является 
необнаружимой в контексте компоненты А, если и только если в ре
зультате этой неисправности компонента В будет преобразована в 
автомат В , который является решением уравнения А » Х = А »  В Та
ким образом, общее решение автоматного уравнения показывает, с 
какой точностью возможно тестирование компоненты. Кроме того, 
общее решение дает возможность синтезировать компоненты автомат
ной сети, которые являются устойчивыми к определенным неисправ
ностям
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В качестве других областей, в которых может быть использовано 
решение автоматных уравнений, можно привести криптографию (ав
томатные криптосистемы), логические игры (формирование выиг
рышной или беспроигрышной стратегии), синтез стабилизаторов для 
асинхронных систем Заинтересованный читатель может найти необ
ходимые ссылки в списке дополнительной литературы.

1.7. Контрольные вопросы к главе 1

1. Определить операцию синхронной композиции для двух автоматов.
2. Определить операцию параллельной композиции для двух автома
тов.
3. Что такое синхронное автоматное уравнение?
4. Что такое синхронное автоматное неравенство? Чем оно отличается 
от синхронного автоматного уравнения?
5. Всегда ли разрешимо синхронное автоматное уравнение? Синхрон
ное автоматное неравенство?
6. Может ли синхронное автоматное уравнение (неравенство) иметь 
два неэквивалентных решения?
7. Какой автомат называется решением синхронного автоматного 
уравнения?
8. Какой автомат называется наибольшим решением синхронного 
автоматного неравенства?
9. Каков физический смысл наибольшего решения синхронного авто
матного уравнения?
10.* Существует ли наименьшее решение синхронного автоматного 
уравнения?
11. Что такое параллельное автоматное уравнение?
12. Что такое параллельное автоматное неравенство? Чем оно отлича
ется от параллельного автоматного уравнения?
13. Всегда ли разрешимо параллельное автоматное уравнение? Парал
лельное автоматное неравенство?
14. Может ли параллельное автоматное уравнение (неравенство) иметь 
два неэквивалентных решения?
15. Какой автомат называется решением параллельного автоматного 
уравнения?
16. Какой автомат называется наибольшим решением параллельного 
автоматного уравнения?
17. Каков физический смысл наибольшего решения параллельного 
автоматного уравнения?
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18.* Существует ли наименьшее решение параллельного автоматного 
уравнения?
19. Как может быть использовано решение автоматных уравнений при 
оптимизации логических схем?
20. Как может быть использовано решение автоматных уравнений в 
логическом синтезе цифровых схем?
21. Как Вы думаете, при решении каких еще задач можно использо
вать автоматные уравнения?

38



2. РЕШЕНИЕ СИНХРОННОГО АВТОМАТНОГО 
УРАВНЕНИЯ

2.1. Решение автоматного уравнения для последовательной
композиции

В этом разделе мы обсуждаем решение синхронных автоматных 
уравнений и неравенств и показываем, что разрешимое синхронное 
автоматное уравнение всегда имеет наибольшее решение. К сожале
нию, не всякая даже полностью определенная редукция наибольшего 
решения является решением уравнения. Поэтому мы рассматриваем 
различные частные случаи, когда наибольшее решение полностью 
описывает все решения уравнения

2.1.1. Решение автоматного уравнения для хвостовой 
компоненты последовательной композиции

Как мы отмечали в первой главе, впервые автоматное уравнение 
было явно использовано для оптимизации хвостовой компоненты по
следовательной автоматной сети, в которой обе компоненты суть де
терминированные полностью определенные автоматы (рис. 1.20). 
Предлагаемый метод нахождения наибольшего решения для хвостовой 
компоненты был основан на вычислении выходных последовательно
стей головной компоненты, и было показано, что общим решением 
автоматного уравнения является частичный детерминированный авто
мат В . Поведение автомата В  определено на всех последовательно
стях, которые являются выходными последовательностями головной 
компоненты А и только на них. Выходные реакции автомата В  на эти 
последовательности совпадают с реакциями автомата В. Любой полно
стью определенный автомат, квазиэквивалентный автомату В , может 
заменить хвостовую компоненту без изменения внешнего поведения 
сети. Добавим в частичный автомат В  новое, так называемое «безраз
личное состояние» DNC (don’t саге state), и в состоянии DNC добавим 
петлю, помеченную всеми входо-выходными символами автомата В. 
Каждый неопределенный переход в автомате В  доопределим как пе
реход в состояние DNC со всеми возможными выходными символами 
и обозначим Largest полученный полностью определенный автомат. 
Поскольку известно, что в этом случае множество полностью опреде
ленных редукций автомата Largest совпадает с множеством всех
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полностью определенных автоматов, квазиэквивалентных автомату В , 
то автомат L a r g e s t  является наибольшим решением автоматного 
уравнения А • Х= А • Вяля  топологии на рис. 1.20.

Формально автомат L a r g e s t  может быть получен следующим об
разом. Пусть компоненты композиции на рис. 1.20 суть автоматы 
А = (А, /, U, TAj ао) и В= (В, V, 0 , 7>, Ь0). Для представления множества 
выходных последовательностей автомата А на первом шаге построим 
автомат А** = (A, U, О, Т, ао). Состояниями автомата Афк я в л я ю т с я  

состояния автомата А с тем же начальным состоянием а<>. В автомате 
А ^  есть переход (а, и, о, а' ), если и только если в автомате А есть пе
реход (а, /, и, а') для некоторого входного символа / € /. Если из по
метки каждого перехода автомата А<ьс удалить выходные символы, то 
полученный полуавтомат будет представлять язык выходных последо
вательностей автомата А. В общем случае автомат А** недетермини
рованный и ненаблюдаемый; если необходимо, то можно привести 
автомат А** к наблюдаемой форме Построим автомат В  как пересе
чение автоматов Д** и А В частичный автомат В  добавляется новое 
состояние DNC, в котором есть петля, помеченная всеми входо
выходными символами автомата В. Каждый неопределенный переход 
в автомате В  доопределяется как переход в состояние DNC со всеми 
выходными символами. Полученный полностью определенный авто
мат обозначим как L argest{B ).

Теорема 2.1. Полностью определенные редукции автомата 
L a rg est^B )  и только они суть решения автоматного уравнения 
А • Х= А» В.

а
Иными словами, любая редукция автомата L argest{B ), т.е. любой 

автомат, квазиэквивалентный автомату В , может заменить в сети А •  В 
хвостовую компоненту 5 без изменения внешнего поведения сети. 
Пример. Пусть автоматы А и В имеют диаграммы переходов, пред
ставленные на рис. 2.1. Построим автомат который будет пред
ставлять выходные последовательности автомата А (рис. 2.2а).
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Рис. 2 1, а диаграмма переходов автомата А 
б диаграмма переходов автомата В

На следующем шаге строим пересечение В  автомата Алк и автома
та В (рис. 2.26).

Рис. 2.2, а автомат А ^  
б автомат В

Исходную компоненту В можно заменить автоматом В ' (рис. 2.3) с 
двумя состояниями, который квазиэквивалентен автомату В , где 
а ={ а ] уа2, аЗ} , Ь={Ь2,  63, с!}.

Рис. 2.3. Хвостовая компонента В 'с двумя состояниями
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Поскольку поведение автоматов В и в '  на множестве выходных 
последовательностей автомата А одно и то же, то автоматы А • В' и 
А • В эквивалентны.

2.1.2. Решение автоматного уравнения для головной 
компоненты последовательной композиции

Методы решения автоматного уравнения для головной компоненты 
последовательной сети из полностью определенных детерминирован
ных автоматов появились значительно позже и основывались на ис
пользовании входных последовательностей хвостовой компоненты В; 
которые являются эквивалентными с точки зрения внешнего поведе
ния сети.

Две входные последовательности автомата В называются внешне 
эквивалентными, если автомат В реагирует на них одной и той же 
выходной последовательностью. Пусть Largest(A) -  наибольшее 
решение уравнения X» В= А» В и а  -  входная последовательность 
автомата А. Тогда множество выходных реакций автомата 
Largest^A) на а  содержит все входные последовательности автомата
В, которые являются внешне эквивалентными выходной реакции ав
томата А на последовательность а . В этом случае любая полностью 
определенная редукция автомата Largest^A) является решением 
уравнения X* В = А* В. Входные последовательности автомата В, 
внешне эквивалентные реакции (3 автомата А на последовательность а, 
можно представить как множество реакций специального недетерми
нированного автомата входную последовательность р.

Таким образом, на первом шаге решения уравнения X • В~ А* В 
строится недетерминированный автомат В , множество состояний 
которого есть подмножество множества пар состояний автомата В с 
начальным состоянием (&о, ^о). входной и выходной алфавит совпада
ют с входным алфавитом автомата В. В автомате Beсть переход 
((Ь|, 62), и, и', (Ьх\  Ьг' ) \  если и только если существует такой выходной 
символ о, что в автомате В есть переходы (6Ь и, о, 6 |') и (Ьг, и', о, Ьг). 
Первое состояние Ьх пары (Ь\, Ь2) «отслеживает» выходную реакцию 
автомата В на заданную входную последовательность р«. А второе 
состояние Ьг пары (Ьх, Ьг) добавляет к Р все входные символы и', такие, 
что автомат В имеет одну и ту же выходную реакцию на последова
тельности Ри и ры'. Соответственно, построенный таким образом ав
томат В  в качестве реакции на любую входную последовательность Р
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содержит каждую входную последовательность у такую, что реакции 
автомата В на р и у совпадают Иными словами, множество выходных 
последовательностей автомата В на входную последовательность р 
содержит все входные последовательности, внешне эквивалентные 
последовательности р. Для построения наибольшего решения Larg- 
est(A) теперь достаточно построить последовательную композицию 
автоматов А и В: Larges t(A) = А* В. Множество выходных реакций 
автомата Largest(A) на входную последовательность а  есть множе
ство всех последовательностей, которые являются внешне эквивалент
ными выходной последовательности out(ao, ol) автомата А на а.

Теорема 2.2. Полностью определенные редукции автомата 
Largest(A) и только они суть решения автоматного уравнения 
X* В=А» В.

П
Пример. Решим автоматное уравнение X • В~ А • В для автоматов 

В и А • В на рис. 2.4а и 2.46. Недетерминированный автомат 
Largest{A), который будет представлять наибольшее решение урав
нения X* В= А* В приведен на рис. 2.4в. Непосредственной провер
кой можно убедиться, что полностью определенная редукция автомата 
Largest^A) с наименьшим числом состояний изоморфна автомату А, 
т.е. в этом примере невозможно уменьшить число состояний головной 
компоненты.
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Рис. 2 4. а автомат А 
б автомат В
а наибольшее решение Largest{A ) 

уравнения X» В= А • В

В заключение раздела заметим, что методы решения автоматных 
уравнений для последовательной композиции развивались только для 
случая, когда автоматы-коэффициенты суть полностью определенные 
детерминированные автоматы. В случае, когда некоторые из коэффи
циентов являются недетерминированными или частичными автомата
ми, решение таких уравнений усложняется, однако основано обычно
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на той же идее использования «безразличных» входных или выходных 
последовательностей. Заинтересованный читатель может найти необ
ходимые ссылки в списке дополнительной литературы.

Задачи для самостоятельного решения

1. Для комбинационной схемы на рис. 2.5 найти множество воз
можных выходных векторов.

/■
V ь

g -------  2
h

— —* с----- •>
47 -------  ГГ*

---- »
Ог

— И. 1 II

Рис. 2.5. Логическая схема

2. Для конюнктора и дизъюнктора (рис. 1.8) найти разбиение вход
ных векторов на множества внешне эквивалентных векторов.

3. Представить множество выходных последовательностей автома
та на рис. 1.126 посредством полуавтомата.

4. Представить автоматом множества внешне эквивалентных вход
ных последовательностей для автомата на рис. 1.12в.

5. Рассмотрим последовательную композицию автоматов А и В 
(рис. 1.20). Диаграммы переходов автоматов А и В  представлены на 
рис. 2.6.

а б

Рис. 2.6, а автомат А 
б автомат В

а) Найти наибольшее решение автоматного уравнения X* В= А» В.
б) Найти наибольшее решение автоматного уравнения 

А • Х= А • В.
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2.2. Решение автоматного уравнения для композиции с
обратными связями

2.2.1. Языковый подход к решению автоматного уравнения

Наибольшее решение автоматного уравнения можно получить, вы
полняя операции над языками, реализуемыми этими автоматами. Рас
смотрим решение автоматного уравнения А • X -  5  для автоматной 
сети на рис. 1.10. Известные алгоритмы нахождения наибольшего 
решения для композиций с обратными связями доставляют наиболь
шее решение соответствующего неравенства (синхронное автоматное 
неравенство всегда разрешимо), после чего проверяется, является ли 
полученное наибольшее решение решением уравнения. Поскольку 
операция синхронной композиции автоматов есть, вообще говоря, 
соответствующая композиция их языков, то для решения автоматного 
неравенства А * Х< S  достаточно найти решение языкового неравен
ства (( ил )гПп02 ГЬ ( L'x )t/l»0l)i/iw2*01*02 Q L's > в котором язык L\
определен в алфавите /2 х 0 2 х U х V. Иными словами, в языке, содер
жащем все конечные последовательности над алфавитом 
12 х Oi х U х V, нужно оставить только такие последовательности, 
которые в композиции с языком автомата А реализуют входо
выходные последовательности автомата 5. Соответственно, последо
вательность a  g (/2 х х ( / х У) может принадлежать решению нера
венства (( UA )т/2*02 ^  )t/UOl)i/l «72*01x02 Q L's ’ если и только если

>Т/2*о2 at/i*oi)i/i*72-ouo2 не пересекается с дополнением L's языка 

L's, т.е.

( La )Т/2*02 ^  <*T/|xOl)i/I*/2xOI»02 ^  Es =  0 -  (2 -1 )

Выражение (2.1) эквивалентно выражению

о. )тл*о2 ^  
или, соответственно, выражению

01 е ( ^ ) т /2*02 ^(As)fe/.» -  LA*L5 .

Таким образом, язык UA • L's есть наибольшее решение неравенст

ва ( ( ^  )t/2*02 ^  )t;uoi)i/iw2KOi»02 £  L's • Заметим, что в общем 

случае язык UA • L's не является префикс замкнутым, в то время как
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язык любого конечного автомата обладает этим свойством. Поэтому 
наибольшим решением10 автоматного неравенства A » X < S  является

автомат с языком L\ • L's p r e где CA • L's ^  есть наибольшее префикс

замкнутое подмножество языка L\ • L\ Таким образом, для автомат
ного неравенства А • Х£ 5, соответствующего композиции автоматов 
на рис. 1.10, справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.3. Наибольшим решением автоматного неравенства

А • Х< 5  является автомат Largest с языком СА • L] prtf. Более того,
любая редукция автомата Largest также является решением авто
матного неравенства А • Х< 5.

□
Еще раз отметим, что автоматное неравенство А • Х< 5  всегда раз

решимо, поскольку тривиальный автомат (автомат с пустым отноше
нием переходов) в композиции с любым автоматом есть тривиальный 
автомат, т.е. является редукцией любого автомата 5.

Поскольку языки, реализуемые автоматами, являются регулярны
ми, то при построении наибольшего решения автоматного неравенства 
А • Х< 5 все действия можно производить над соответствующими 
полуавтоматами. Ниже мы приводим алгоритм построения наиболь
шего решения синхронного автоматного неравенства для автоматной 
сети на рис. 1.10, которое затем анализируется на возможность быть 
таковым для автоматного уравнения

Алгоритм 2.1. Нахождение наибольшего решения синхронного 
автоматного неравенства

Вход: Наблюдаемые автоматы А = (А, 1\ х V, U х Ои Та* До) и 
5 =  (5, / |  х / 2, 0 \  х С?2, Ts, So) 11

Выход: Наибольшее решение Largest автоматного неравенства 
А»Х<  5

Шаг 1. По автоматам А и 5  строим соответствующие полуав
томаты PJ и Р*5 .

10 Вообще говоря, существует не единственный автомат, который является наибольшим
решением неравенства А •  У< Однако вес эти автоматы эквивалентны, т.к реали*

, ,  т г  p rtf  зуют один и тот же язык • Ls
11 Для любого автомата существует эквивалентный наблюдаемый автомат Поэтому, 

если какой-то из автоматов не является наблюдаемым, то при решении уравнения 
можно использовать его наблюдаемую форму

47



Шаг 2. Строим полуавтомат Р* : неопределенные переходы
доопределяются переходом в состояние /  в состоянии /добавляется 
петля по всем входо-выходным парам из множества /|Х/2х0 |х0 2, мно
жества финальных и нефинальных состояний полуавтомата меняются 
местами.

ШагЗ.  Строим полуавтоматы (РА)t/J„02 и (Ps)-tu.y .заменяя
на каждом переходе пометку i\0 \uv (/|0t/202) пометкой i\i20\o2uv, 
i202 6 /2 х Ог, (соответственно, пометкой iihO i^w , uv е U xV). Поря
док алфавитов в пометках в обоих полуавтоматах одинаковый.

Шаг 4. Строим пересечение полуавтоматов

^  (^5 T̂f/жv ■
Шаг 5. Находим проекцию полуавтомата

)iunv на алфавиты решения /2 х 0 2 х ( / х ^  заменяя на
каждом переходе пометку i\i20 \02uv пометкой /2oj«v; детермннизируем 
полученный полуавтомат и находим его дополнение N (неопределен
ные переходы доопределяем переходами в состояние DNC, в состоя
нии DNC добавляется петля по всем четверкам из множества 
/2х0 2х£/х уу  Удаляем все нефинальные состояния из полуавтомата N 
вместе с переходами из этих состояний и в эти состояния.

Шаг б. Заменяем на каждом переходе полуавтомата N помет
ку i202uv пометкой i2u/o2v (т.е. разделяем символы на входные и вы
ходные) и получаем автомат Largest с входным алфавитом I2x U и 
выходным алфавитом 0 2 х У, который и есть наибольшее решение 
неравенства А • Х<, S.

□
Так как Largest -  наибольшее решение неравенства А • Х< 5, то 

наибольшее решение уравнения А*  5 совпадает с Largest, если 
и только если композиция А • Largest эквивалентна автомату 5.

Теорема 2.4. Пусть Largest -  наибольшее решение неравенства 
А • Х<, 5. Если композиция А • Largest эквивалентна автомату 5, то 
Largest -  наибольшее решение уравнения А • Х= 5, в противном 
случае автоматное уравнение А* Х= S  неразрешимо.

Пример. Построим наибольшее решение автоматного уравнения 
А • Х= S  для автоматной сети на рис. 2.7а. Диаграммы переходов ав
томатов А и 5  представлены на рис. 2.76 и 2.7в.
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a 6 в

Рис 2 7, а автоматная сеть 
б автомат А 
в автомат 5

По автоматам -4 и 5  строим соответствующие полуавтоматы Р'А и

/у  (рис. 2.8а, б). Строим дополнение полуавтомата Z7/  , где неопреде
ленные переходы доопределяем переходом в состояние/ финальные и 
нефинальные состояния меняются местами (нефинальные состояния
заштрихованы). Строим полуавтомат ( /y ) t<(.r (рис. 2.8в), расширяя 

полуавтомат PJ на алфавиты U и У12.

finjflOl 
/под 101 
iivtuwi
iznuwi

a 6 8

Рис. 2.8, а полуавтомат P'A 

б полуавтомат P ‘s 

в полуавтомат (P; )t[M.

12 Символ «-» используется для представления всех символов из соответствующего 
алфавита

49



Пересечение полуавтоматов и (/^ж )Tt/„K показано на рис. 2.9а,
проекция пересечения на алфавиты решения U х V представлена на 
рис. 2.96 (Ь0 *  ОоУо, b\ = a&S|,/= a<J).

nvmioi

nvttnot

ttlVl
mn

Рис. 2.9, а полуавтомат Р'л r \

в(я ; n  (p;k*  ) u,*

Полуавтомат ( Р* n  (Ay >4.^^ является недетерминированным,
поэтому на следующем шаге детерминизируем его и строим дополне
ние (рис. 2.10а). Неопределенные переходы доопределяем переходами 
в состояние DNC, финальные и нефинальные состояния меняются 
местами. Из построенного полуавтомата удаляем все нефинальные 
состояния и переходы в них. Затем по полуавтомату строим соответст
вующий ему автомат Largest с входным алфавитом U и выходным 
алфавитом V (рис. 2.106).

Композиция автоматов Largest и А эквивалентна спецификации
5, следовательно, Largest -  наибольшее решение автоматного урав
нения.
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M l V I

Рис 2.10, а полуавтомат (Рл n (*y  )tr>1 )u 
б автомат L a rg e s t

Заметим, что разрешимость автоматного уравнения существенно 
зависит от алфавитов неизвестной компоненты и существуют в неко
тором смысле наибольшие входной и выходной алфавиты, для кото
рых имеет смысл искать решение. При решении уравнения для компо
зиции на рис. 2.11 такими входным и выходным алфавитами являются 
/ | х /2 х Oj х U и 0 2 х У Если не существует решения уравнения с 
такими алфавитами, то не существует решения с алфавитами /2 х U и 
Ог х V. Обратное верно не всегда. Если не существует решения урав
нения с алфавитами /2 х V  и Ог х V, то вполне возможно, что сущест
вует решение с входным алфавитом Л х /2 х 0 \ х V  и выходным алфа
витом 0 2 * V. В следующем разделе мы описываем алгоритм построе
ния наибольшего решения автоматного неравенства А • Х<, S  (уравне
ния А • Х= 5), в котором отсутствуют операции дополнения и детер
мин изаци и полуавтоматов. Однако данный алгоритм применим только 
в том случае, когда автомат А является полностью определенным де
терминированным автоматом.

2.2.2. Алгоритм построения наибольшего решения в 
наибольшем алфавите

В случае, когда автомат А является полностью определенным де
терминированным автоматом, нас интересует решение уравнения для
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композиции на рис. 1.10, и мы не очень озабочены минимальностью 
алфавитов неизвестной компоненты, наибольшее решение автоматно
го неравенства А • Х<, 5  (уравнения А • Х=  5) можно получить без 
использования операций дополнения и детерминизации полуавтома
тов В этом случае мы строим решение в алфавитах 1Х х /2 х О, х V  и 
0 2 х V (т.е. во всех алфавитах, которые имеются в автоматной сети), и, 
соответственно, построенная автоматная сеть (рис. 2 .11) будет иметь 
несколько иную структуру, чем на рис. 1.10.

о,

Рис. 2.11. Композиция автоматок» и В

Алгоритм 2.2. Нахождение наибольшего решения автоматного 
неравенства в наибольшем алфавите

Вход: Полностью определенные детерминированные автоматы 
A = (A, I f x У, U x  Ои Тл, ао) и 5 =  (S , /, х /2, О, х Oj, 7>, j 0)

Выход: Наибольшее решение Largestm ^x  автоматного неравенст
ва А • Х< S  с входным алфавитом 1Х х /2 х 0 \  х U  и выходным алфави
том 0 2 х V

Ш аг1. Строим полуавтоматы ( /^ ) Т/2к02 и (P /) tKitl/ , заменяя
на каждом переходе пометку uv (/V201O2) пометкой 
/202 € /2 х 0 2, (соответственно, пометкой iii2o x(>2Uv, uv € U х V). Поря
док алфавитов в пометках в обоих полуавтоматах одинаковый. Строим 
пересечение полуавтоматов ( ^ ) Т/Ь,02 и (^/)тк,(/

Шаг 2. Автомат L a r g e s t iux имеет то же множество состоя
ний, что и пересечение ( ^ “ )t/2x02 n (psh y ,u  в объединении со специ
альным безразличным состоянием DNC. В автомате L a r g e s t«ах су
ществует переход (as, iii2o,u, о2v, oY), если и только если в полуавто
мате (^4 )Т/2ж01 n (P s \y ,u  есть переход («» h h o ^ v u ,  аУ). В автомате
Largestmmx существует переход (as, iii2OiU, ô v, DNC), если и только 
если в состоянии а автомата А отсутствует переход с входо-выходной 
парой /|v/o|U. В состоянии DNC присутствует петля, помеченная всеми 
входо-выходными символами.
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Теорема 2.5. Пусть Largestmix -  наибольшее решение 
неравенства А • Х< 5  для композиции на рис 2.11. Если композиция А 
• Largest*ах эквивалентна автомату 5, то Largestmах -  наибольшее 
решение уравнения A » X = S  для автоматной сети на рис. 2.11; в 
противном случае автоматное уравнение А* Х =  S  неразрешимо как 
для композиции на рис. 2.11, так и для композиции на рис. 1.10.

□

г Д

Рис. 2.12, а автоматная сеть
6 диаграмма переходов автомата В 
в диаграмма переходов автомата 5  
г одно из решений уравнения X *  В = 5  
д решение уравнения для композиции ка 

рис. 1.20

Диаграммы переходов автоматов В и 5  приведены на рис. 2.126 и 
2.12в соответственно. Одно га решений уравнения X» В= 5  приведено
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на рис. 2.12г13. В данном случае существует решение уравнения 
X* В~ S  и для последовательной композиции на рис. 1.20, и это ре
шение показано на рис. 2.12д.

Сравнивая алгоритмы 2.1 и 2.2, можно сделать следующие замеча
ния.

1) В отличие от алгоритма 2.1, алгоритм 2.2 имеет полиномиаль
ную сложность относительно числа состояний автоматов А и 5. Экс
поненциальная сложность алгоритма 2.1 связана с операцией детерми- 
низации проекции пересечения.

2) С другой стороны, решение, которое находит алгоритм 2.1, мож
но получить, если «спроецировать» полученный в результате алгорит
ма 2.2 автомат на входной алфавит /2 * V. Однако в общем случае 
операция проекции имеет экспоненциальную сложность относительно 
числа состояний проецируемого автомата.

В заключение раздела мы отмечаем две причины, по которым ав
томатные уравнения явно не используются при решении ряда техниче
ских задач. Во-первых, сложность решения произвольного автоматно
го уравнения (алгоритм 2.1) является экспоненциальной, т.к. на шаге 5 
используется детерм инизация полуавтомата. Во-вторых, известно, что 
в общем случае не всякая даже полностью определенная редукция 
наибольшего решения является решением автоматного уравнения 
А • Х=  5; более того, до сих пор не известно эффективного метода 
характеризации всех редукций наибольшего решения, являющихся 
решениями автоматного уравнения. В следующем разделе мы предла
гаем находить только часть (редукцию) наибольшего решения на ос
нове использования безразличных последовательностей, т.е. в общем 
случае такое решение не является наибольшим решением уравнения. 
Однако, во-первых, сложность предлагаемого алгоритма является 
полиномиальной (относительно числа состояний автоматов- 
коэффициентов уравнения), а, во-вторых, любая полностью опреде
ленная редукция построенного автомата будет решением уравнения.

2.2.3. Решение автоматного уравнения на основе безразличных
последовательностей

В этом разделе мы показываем, как построить часть наибольшего 
решения автоматного уравнения на основе безразличных последова

15 Отсутствующие на рис 2 12г переходы суть переходы в безразличное состояние
DNC.
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тельностей, т.е. последовательностей, которые не могут поступить на 
компоненту В в данной сети (рис. 1.10). Если автомат А детерминиро
ванный, то полученное решение будет частичным детерминированным 
автоматом. Любой автомат, квазиэквивалентный построенному час
тичному автомату, является решением автоматного уравнения Заме
тим, что алгоритм основан на расширении известного решения урав
нения, т.е. предполагается, что уравнение разрешимо и, более того, 
известно некоторое решение уравнения. Мы иллюстрируем предла
гаемый подход для автоматной сети на рис. 2.7а, где 
A = ( A J x V , U x O ,  ТА, а0) и В= (В, U, V, Тв, Ь0).

Покажем, как можно построить множество безразличных последо
вательностей для автомата В. Множество возможных входных после
довательностей автомата В есть множество последовательностей в 
алфавите (/, вырабатываемых автоматом А. Таким образом, безразлич
ными входными последовательностями для компоненты В будут по
следовательности в алфавите U, которые никогда не могут появиться 
на выходе автомата А в соответствующем состоянии. Поведение авто
мата В на таких последовательностях может быть любым.

Алгоритм 2.3. Нахождение безразличных входных последова
тельностей для компоненты

Вход: Полностью определенные детерминированные автоматы 
А ~ (А, I х У, U х О, Тл, Оо) и В = (В, Uу V, Тв, Ь0) и композиция автома
тов N= А • 5 (рис. 2.7а).

Выход: Частичный автомат В
Шаг 1. Для каждого состояния а; е  А такого, что существует 

Ъ € В со свойством (dj,b) е N, находим множество DUf безразличных

символов в алфавите U, то есть множество символов, которые не мо
гут появиться на выходе автомата А в состоянии ау  Символ ит принад
лежит Da), если и только если для любых / е /, v с V, о е О и а* е А

справедливо (ар iv, ито, ак) ч. ТА. Множество Db безразличных входных 
символов um е  U в состоянии Ь е В есть пересечение множеств Da> по

всем (apb) е  N,a; е А.
Ш аг 2. Для каждого состояния Ь е  В в автомате оставляем 

переходы только для входных символов и е U \ D В результате полу
чаем частичный автомат В.
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□
Пример. Рассмотрим автоматную сеть на рис. 2.7а. Диаграммы пе

реходов автоматов А и £  приведены на рисунке 2.13.
hn/uioi 
bn/iMi

Теорема 2.6. Любой автомат, квазиэквивалентный автомату В, яв
ляется решением автоматного уравнения А» Х= А • В\ т.е. может за
менить компоненту В без изменения поведения композиции.

/in/ммг]
hvtim oi

hvi/мкп
hvtiutot
kvrfutot

ao/ri

Рис. 2.13, а автомат A 
б автомат в

Строим автомат N= А» В (рис. 2.14) с входным алфавитом I  и вы
ходным алфавитом О. Множество состояний автомата N есть 

0\Ь\У Oath* a\bi).

Рис 2.14. Автомат N

Для каждого состояния автомата А находим множество безразлич
ных символов в алфавите U. Для состояния ао множество D4 — {и?},

так как в состоянии ао никогда не появляется внутренний выходной 
символ из, аналогично ~ {«(}. Проверяем все состояния автомата В.
В автомате N состояние Ь0 встречается только совместно с состоянием
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Ао. Так как D1 = {и3}, то в автомате В переход из состояния 60 по

символу ы3 заменяем неопределенным переходом. Состояние Ь\ встре
чается только совместно с состоянием аи поэтому переход по безраз
личному символу их заменяем неопределенным переходом. Состояние 

встречается совместно с состояниями ай \\а х. Находим пересечение 
множеств безразличных символов D ^r\D ^ = {м3} п  {1/1} = 0 ,  поэто

му в состоянии Ь2 не появляется неопределенных переходов. Постро
енный частичный автомат В представлен на рисунке 2.15а.

Любой автомат, квазиэквивалентный автомату В , может заменить 
компоненту В без изменения внешнего поведения сети. В качестве 
оптимальной компоненты, к примеру, может быть выбран автомат В\ с 
одним состоянием (рис. 2.156), квазиэквивалентный автомату В.

Заметим, что в общем случае нельзя упростить операцию построе
ния частичного автомата В, взяв проекцию пересечения 
СА г\ (Г Д „ .01 на алфавит i /x  V. Можно показать, что построенный
таким образом автомат В  в качестве квази-эквивалентных автоматов 
может содержать автоматы, которые не являются решениями уравне
ния.

Задачи для самостоятельного решения

1. Найти наибольшее решение уравнения X • В= 5  для композиции на 
рис. 2.12а и автоматов Вт 5 на рис. 2.16.
2. Найти наибольшее решение уравнения X • В= 5  для композиции 
(рис. 1.20) для автоматов, диаграммы переходов которых представле
ны на рис. 2.16. Сравнить с решением, полученным для упражнения 1.

а б

Рис. 2.15, а автомат В 
б автомат В\
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а б

Рис. 2.16, а диаграмма переходов автомата В 
б диаграмма переходов автомата 5

3. Найти решения для упражнения 1 и 2 с использованием безразлич
ных последовательностей и сравнить с решениями, полученными ра
нее.

2.3. Частные решения синхронного автоматного уравнения

Как уже отмечалось, с практической точки зрения наиболее инте
ресны полностью определенные решения автоматного уравнения. 
Причиной является тот факт, что поведение практически всех дис
кретных систем описывается полностью определенными автоматами. 
В частности, при логическом синтезе цифровых схем, только полно
стью определенные решения можно использовать для синтеза неиз
вестной компоненты, поскольку поведение логической схемы опреде
лено на любой входной последовательности. Если соответствующее 
уравнение не имеет полностью определенного решения, то это означа
ет, что ни одну логическую схему нельзя добавить к уже синтезиро
ванной части для того, чтобы получить требуемое внешнее поведение. 
Кроме того, после нахождения наибольшего решения хотелось бы 
достаточно просто охарактеризовать редукции наибольшего решения, 
которые также являются решениями уравнения. В данном разделе мы 
рассматриваем частные решения автоматного уравнения, такие как 
полностью определенные решения и муровские решения. В последнем 
разделе мы кратко обсуждаем, какие еще частные решения могут 
представлять теоретический или практический интерес, и какие из 
таких частных решений достаточно хорошо исследованы.
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Наибольшее решение Largest разрешимого автоматного уравне
ния А • Х= S  является в общем случае частичным недетерминирован
ным автоматом. Наибольшее полностью определенное решение L 
автоматного уравнения (если существует) есть полностью определен
ный автомат, который в качестве редукций содержит все полностью 
определенные решения автоматного уравнения. По определению, L 
есть редукция автомата Largest. Обозначим через ComLargest наи
больший полностью определенный подавтомат автомата Largest. 
Согласно теореме 3.3 в части 1 настоящего пособия, любая полностью 
определенная редукция автомата Largest есть также редукция его 
наибольшего полностью определенного подавтомата ComLargest- Та
ким образом, автомат L (если существует) совпадает с автоматом 
C O Itlitrgest-

Если Largest -  полностью определенный автомат, то Largest - 
наибольшее полностью определенное решение автоматного уравнения. 
Иначе последовательно удаляем в автомате Largest состояния, в 
которых не определен хотя бы один переход, и переходы в эти состоя
ния. Если удаляется начальное состояние, то уравнение не имеет пол
ностью определенного решения. Иначе полученный полностью опре
деленный автомат ComLargest есть наибольшее полностью определен
ное решение L автоматного уравнения.

Теорема 2.7. Пусть Largest -  наибольшее решение уравнения. 
Наибольшее полностью определенное решение автоматного уравнения 
А •  Х=  5  совпадает с наибольшим полностью определенным подавто
матом ComLargest автомата Largest. Если автомат Largest не име
ет полностью определенных подавтоматов, то уравнение не имеет 
полностью определенного решения.

□
Вообще говоря, если автоматное уравнение не имеет полностью 

определенного решения, то такое уравнение должно использоваться 
очень аккуратно, т.к., как отмечалось выше, физические реализации 
обычно являются полностью определенными. Частичность наиболь
шего решения показывает, что при любом доопределении неопреде
ленного перехода в наибольшем решении композиция доопределенно
го решения с автоматом А будет иметь входо-выходные последова
тельности, которых нет в спецификации 5. Проблема может быть ре-

2.3.1. Полностью определенные решения синхронного
автоматного уравнения
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шена путем удаления соответствующих входных последовательностей 
из автомата-спецификации 5; однако при этом автомат 5  получится 
частичным, и проектировщик должен быть уверен, что рабочими по
следовательностями композиции являются только последовательности, 
на которых определено поведение автомата 5.

Пример. Рассмотрим композицию автоматов на рис. 1.20 и решим 
автоматное уравнение для X» В= S  для автоматов В и 5, диаграммы 
которых приведены на рис. 2.17а и 2.176. Наибольшее решение пока
зано на рис. 2.17в. Непосредственной проверкой можно убедиться, что 
в состоянии 61 не определено ни одного перехода. Соответственно, мы 
удаляем это состояние и все переходы в это состояние. После этого в 
состоянии аЗ становится неопределенным переход под действием 
входного символа /2. Удаляем состояние аЗ и получаем наибольшее 
полностью определенное решение (рис. 2.17г).

в г
Рис. 2.17. а автомат В

б автомат 5
в наибольшее решение уравнения X» В~ S  
г наибольшее полностью определенное 

решение уравнения X* В= 5
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Даже если автоматное уравнение имеет наибольшее полностью оп
ределенное решение, то известно, что не всякая полностью определен
ная редукция такого решения также является решением уравнения. 
Исключением являются уравнения, например, для последовательной 
автоматной сети (рис. 1.20) с полностью определенными детермини
рованными автоматами-коэффициентами.

Теорема 2.8. Для последовательной автоматной сети, в которой ав
томаты А и 5  (автоматы В и 5) являются полностью определенными 
детерминированными автоматами, любая полностью определенная 
редукция наибольшего решения автоматного уравнения А* Х= S  
(X* В= 5) для любой компоненты сети является решением уравнения.

□
Для композиций с обратными связями, где каждый автомат являет

ся полностью определенным и детерминированным, можно выделить 
частные случаи, когда полностью определенная редукция наибольшего 
решения является решением уравнения. Эта ситуация хорошо известна 
проектировщикам цифровых схем. Для того чтобы исключить ненуж
ную осцилляцию, каждый цикл в синхронных цифровых схемах со
держит автомат Мура. Можно сформулировать следующее утвержде
ние для автоматного уравнения, соответствующего композиции на 
рис. 1.10.

Теорема 2.9. 1. Если А и 5  -  полностью определенные детермини
рованные автоматы, и А есть автомат Мура, то любая полностью опре
деленная редукция наибольшего решения уравнения А • X  = S  является 
решением уравнения. 2. Если А и 5 -  полностью определенные детер
минированные автоматы, то любая полностью определенная детерми
нированная редукция наибольшего решения уравнения А» Х= S, ко
торая является автоматом Мура, является решением уравнения.

□
Подобно тому, как было построено наибольшее полностью опреде

ленное решение L автоматного уравнения А • Х= 5, можно построить 
наибольшее полностью определенное муровское решение уравнения, 
т.е. подавтомат Lmoore автомата L такой, что автомат Мура является 
решением уравнения, если и только если этот автомат есть редукция 
автомата Lmoore

Алгоритм 2.4. Построение наибольшего полностью определен
ного муровского решения уравнения А • X = S

2.3.2. Муровские решения синхронного автоматного уравнения
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Вход: Полностью определенные детерминированные автоматы А и 
5  и наибольшее полностью определенное решение L уравнения 
А •  Х= 514

Выход: Наибольшее муровское решение Lmoore (если существует)
ШагО. Полагаем L m oore- L

Шаг 1. Если в каждом состоянии автомата Lmoore множества 
выходных символов для любых двух входных символов совпадают, то 
Lmoore -  наибольшее полностью определенное муровское решение 
автоматного уравнения. КОНЕЦ. Иначе для каждого состояния I авто
мата Lmoore выполняем следующее. Определяем множество 

V. Выходной символ (о, v) е если для каждого входного 
символа (/, и ) € / 2 х(У существует состояние Г автомата Lmoore такое, 
что четверка (/, (/, и), (о, v), Г) является переходом в автомате Lmoore- 
Если К| -  пустое множество, то полагаем все переходы в состоянии / 
неопределенными.

Шаг 2. Последовательно удаляем в автомате Lmoore состоя
ния, в которых не определен хотя бы один переход, и переходы в эти 
состояния. Если удаляется начальное состояние, то среди решений 
уравнения нет ни одного автомата Мура. КОНЕЦ. Иначе Шаг 1.

□
Теорема 2.10. Автомат Мура В является решением автоматного 

уравнения А • Х= 5, если и только если В есть редукция наибольшего 
ПОЛНОСТЬЮ определенного муровского решения L m oore-

I

Следствие. Если автоматное уравнение A * X = S  не имеет наи
большего полностью определенного муровского решения, то ни одно 
решение уравнения не является автоматом Мура.

Существует ряд других частных решений, которые интересны с 
теоретической и/ или практической точек зрения. Некоторые из них 
мы кратко рассматриваем в следующем разделе.

14 С̂огласно определению (глава 1), автомат Мура есть полностью определенный авто
мат Поэтому, если уравнение не имеет полностью определенных решений, то уравне
ние не имеет решений, которые являются автоматами Мура
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Существуют и другие частные решения автоматного уравнения, ко
торые представляют интерес с точки зрения теории и/или практики. В 
первую очередь интересны решения, которые в композиции с автома
том А обеспечивают полностью определенную композицию. С другой 
стороны, с практической точки зрения интересны решения, которые не 
допускают тупиков и/или осцилляций в композиции с автоматом А. 
Ниже мы очень коротко представляем такие частные решения; для 
более подробного изучения частных решений автоматного уравнения 
заинтересованный читатель может обратиться к дополнительной лите
ратуре.

Решение В уравнения А • X  = S  называется максимально опреде
ленным, если композиция А* В определена на любой входной после
довательности.

Решение В уравнения А • Х= S  называется прогрессивным, если 
для любой последовательности у из языка (L'A >172*02 ^  (L'B ) t / i xoi и
любого /1/2 е / |  х / 2 в языке (L \ Уг/2*о2 п  ( Ев ) t /u o i  существует 
продолжение последовательности у с (/j х / 2)-проекцией /,/2.

Иными словами, решение В уравнения А • Х= S  не является про
грессивным, если существует входная последовательность a(/if2), та
кая, что под действием входной последовательности а  композиция 
А • В может перейти в состояние, в котором компоненты не имеют 
соответствующих внутренних сигналов для входного символа iyi2. 
Прогрессивное решение гарантирует, что при подаче входной после
довательности а, в композиции всегда существует пара внутренних 
сигналов, на которых компоненты могут «согласиться», т.е. после 
подачи входного символа «стабилизация» композиции не будет беско
нечной.

По определению, любое прогрессивное решение является макси
мально определенным, но не наоборот. В общем случае максимально 
определенное решение не обязательно является прогрессивным. Из
вестно, что если уравнение имеет прогрессивное решение, то уравне
ние имеет и наибольшее прогрессивное решение, т.е. прогрессивное 
решение, которое содержит каждое прогрессивное решение как редук
цию. Однако в отличие от наибольшего полностью определенного 
решения уравнения и наибольшего полностью определенного муров-

2.3.3. Другие частные решения синхронного автоматного
уравнения
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ского решения уравнения, которые являются подавтоматами наиболь
шего решения уравнения (если существуют), наибольшее прогрессив
ное решение не является подавтоматом наибольшего решения уравне
ния. Алгоритм построения наибольшего прогрессивного решения на
много сложнее, и заинтересованный читатель может найти этот алго
ритм в дополнительной литературе. Заметим также, что в общем слу
чае не любая редукция наибольшего прогрессивного решения является 
(прогрессивным) решением уравнения. Однако известны необходимые 
и достаточные условия, при которых редукция наибольшего прогрес
сивного решения обладает свойством прогрессивности.

Особый интерес представляют решения, когда для каждого входно
го символа существует единственная пара согласованных внутренних 
символов. Мы называем такие решения безопасными.

Решение В уравнения А • Х= 5, где А -  детерминированный авто
мат, называется безопасным, если для любой входной последователь
ности язык (Д*)т/2х02 ^ (£ в )т л х 01 содержит единственную последо
вательность (а, у) для подходящей последовательности 
у е  (О| х Ог х V х U) . Заметим, что каждое муровское решение явля
ется безопасным. Каждое безопасное решение является прогрессив 
ным, но не наоборот.

Задачи для самостоятельного решения

1. Найти наибольшее полностью определенное решение для автомат
ного уравнения X • В= 5  для композиции на рис. 2.12а с автоматами В 
и 5  на рис. 2.18.

2. Существует ли полностью определенное решение автоматного 
уравнения X» В = S  для топологии на рис. 1.20 с автоматами В и 5  на

а б

Рис. 2.18, а автомат В 
б автомат 5
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рис. 2.18? Можно ли найти полностью определенный автомат, кото
рый в композиции с автоматом В эквивалентен автомату 5?

3. Какие входные последовательности нужно удалить из специфи
кации в предыдущем упражнении для того, чтобы уравнение имело 
полностью определенное решение? Можно ли подать на полученную 
композицию входную последовательность /1/2*1? Входную последова
тельность /2/2/1?

2.4. Разрешимость синхронного автоматного уравнения 
относительно различных топологий

Мы уже отмечали, что существуют две большие проблемы, кото
рые не позволяют активно использовать автоматные уравнения в раз
личных приложениях. Во-первых, сложность решения автоматного 
уравнения в общем случае является экспоненциальной относительно 
числа состояний автоматов-коэффициентов уравнения, а во-вторых, не 
всякая полностью определенная редукция наибольшего решения явля
ется решением уравнения. Как показано выше, такие проблемы не 
возникают при решении уравнений для композиций без обратных свя
зей. В этом разделе мы рассматриваем специальную композицию с 
обратными связями, для которой решение уравнения X» 8=  5  также 
не имеет этих недостатков, если коэффициенты уравнения являются 
детерминированными полностью определенными автоматами. Соот
ветственно, при решении задач, в которых можно самостоятельно 
выбирать топологию для решения уравнения (например, при локаль
ной оптимизации цифровых схем), автоматные уравнения можно ис
пользовать достаточно эффективно.

Рассмотрим композицию на рис. 2.19, для которой нужно решить 
автоматное уравнение относительно компоненты X. Эта композиция 
обладает следующим свойством: все, в том числе внутренние, входы 
неизвестной компоненты являются наблюдаемыми. Кроме того, мы 
полагаем, что В и 5  являются детерминированными полностью опре
деленными автоматами

х v в ' г.

Рис 2 19 Автоматная композиция
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В разделе 2.2.2 мы показали, что если уравнение X • В= S  разре
шимо, то это уравнение разрешимо для неизвестной компоненты с 
входным алфавитом /  х О х Y и выходным алфавитом U. Мы модифи
цируем алгоритм 2 2: в случае полностью определенных детерминиро
ванных автоматов В и 5  представленный ниже алгоритм доставляет 
наибольшее решение L уравнения для автоматной сети на рис. 2.19, 
причем множество всех полностью определенных детерминированных 
редукций автомата L совпадает с множеством всех полностью опреде
ленных детерминированных решений уравнения X* В = 5.

Алгоритм 2.5. Нахождение решения автоматного уравнения 
X* В = S, полностью определенные детерминированные редукции 
которого и только они являются решениями уравнения

Вход: Полностью определенные детерминированные автоматы 
В= (Bt U, О х Y, Тв, Ь0) и S~  (S, 1 ,0  х Y, Ts, s0), автоматная сеть на 
рис. 2.19

Выход: Решение L автоматного уравнения X* В = S c  входным ал
фавитом 1 x 0  и выходным алфавитом U, полностью определенные 
детерминированные редукции которого и только они являются реше
ниями уравнения

Ш аг1. Строим полуавтоматы (PJ)Т/ и (Р/)Ги , заменял на
каждом переходе пометку иоу (ioy) пометкой iuoy, /' е  /, (соответст
венно, и e U). Порядок алфавитов в пометках в обоих полуавтоматах 
одинаковый. Строим пересечение (Р„ )Т/ n  (Ps' )Тг .

Шаг 2. Автомат L' имеет то же множество состояний, что и 
полуавтомат (/у  )Т/ г\ (Р$ )Т{у в объединении со специальным безраз

личным состоянием DNC. В автомате V  существует переход 
(bs, io, и, b's'), если и только если в полуавтомате ( /£ )Т/ о  ( ^ ) т ,

есть переход (bs, iuoy, b's') для некоторого у  е  Y. В автомате L' суще
ствует переход (bs, io, и, DNC), если и только если в состоянии bs под 
действием входного символа io отсутствует переход в некоторое со
стояние b's' и в состоянии b автомата В отсутствует переход с входо
выходной парой и!оу для всех у  е Y. Наибольший полностью опреде
ленный подавтомат L автомата L' (если существует) есть наибольшее 
решение уравнения X* В = 5.

Теорема 2.11. Если алгоритм 2.5 не возвращает полностью опреде
ленный автомат, то уравнение X* В в  5  для композиции на рис. 2.19
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не имеет полностью определенного решения. Пусть L -  автомат, по
строенный по алгоритму 2.5. Полностью определенный детерминиро
ванный автомат А является решением уравнения X • в=  5  (для тополо
гии на рис. 2.19), если и только если А есть редукция автомата L.

□
Таким образом, для композиции на рис. 2.19 можно охарактеризо

вать все полностью определенные детерминированные решения авто
матного уравнения X • f l= 5 .

Поскольку для композиций определенного вида сложность реше
ния автоматных уравнений является полиномиальной, то этот факт 
можно использовать, например, при локальной оптимизации цифро
вых схем. Из последовательностной схемы выделяется некоторый 
фрагмент для оптимизации. Далее данный фрагмент представляется 
последовательной композицией двух последовательностных схем 
(рис. 1.20). Для каждой из подсхем можно теперь найти общее реше
ние автоматного уравнения, и выбрать в некотором смысле оптималь
ную редукцию такого решения. Более подробно этот вопрос обсужда
ется в главе 4.

2.5. Системы синхронных автоматных уравнений

При глобальной оптимизации многокомпонентной сети (раздел 
1.6.1) коэффициентом А в уравнении А • Х= 5  является автомат, опи
сывающий совместное поведение всех компонент сети, за исключени
ем оптимизируемой компоненты. При таком глобальном подходе ре
шение автоматного уравнения может оказаться достаточно сложной 
задачей, если автомат А будет иметь большую размерность. Ввиду 
ассоциативности операции композиции, можно использовать так на
зываемую локальную оптимизацию (window approach). При локальном 
подходе каждая компонента оптимизируется не относительно всей 
сети, а только относительно непосредственно связанных с ней компо
нент. Достоинство такой оптимизации очевидно, так как нет необхо
димости описывать одним автоматом поведение многокомпонентной 
сети, т.е. размеры автоматов, коэффициентов уравнения, будут суще
ственно меньше, чем в случае глобального подхода. Несмотря на то, 
что при локальной оптимизации часть возможных реализаций компо
ненты будет потеряна, эксперименты показывают, что локальная оп
тимизация дает хорошие результаты.
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2.5.1. Системы синхронных автоматных уравнений при 
локальной оптимизации автоматных сетей

Рассмотрим сеть из полностью определенных детерминированных 
автоматов на рис 2.20, в которой головная компонента последова
тельно соединена с двумя хвостовыми компонентами.

^ t C Z D - r r Q i ^

*,

Рис. 2.20. Автоматная сеть из трех компонент

Для локальной оптимизации будем рассматривать фрагменты сети, 
состоящие из двух компонент: оптимизируемой и соседней компонен
ты. Для оптимизации компоненты А (рис. 2.20) можно рассмотреть два 
таких фрагмента: первый фрагмент будет состоять из компонент А и В, 
второй фрагмент -  из компонент А и С(рис. 2.21а). Для каждого фраг
мента сети составим соответствующее уравнение, в результате получа
ем семейство из двух уравнений: {Л'* В~  Si; X • С= S2}, в которых 
автоматы Si и 5г описывают поведение последовательных композиций 
А •  В и А •  С соответственно. Автомат, являющийся решением одного 
из уравнений данного множества, может заменить компоненту А без 
изменения внешнего поведения сети. Таким образом, в качестве опти
мальной реализации компоненты А можно выбрать наилучшее реше
ние из множества оптимальных решений этих уравнений, либо опти
мальное решение любого из уравнений.

!
У гsi

А с 1

L

1 г

а б
Рис 2 21, а локальная оптимизация компоненты 

б выделение фрагментов

Непосредственной проверкой можно убедиться, что наибольшие 
решения Largesti и Largest2 уравнений X» В = Si, X* С~ Si эк*
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вивалентны автомату А, поскольку все входы и выходы компоненты А 
для композиции А • В (так же как и для композиции А • С) являются 
внешними полюсами соответствующей автоматной сети (рис. 2.216). 
Следовательно, головная компонента автоматной сети на рис. 2.20 не 
может быть локально оптимизирована посредством решения множест
ва уравнений.

Для оптимизации головной компоненты А необходимо «скрыть» 
выходной алфавит U компоненты таким образом, чтобы он являлся 
внутренним алфавитом композиций А • В и А • С. Композиция автома
тов на рис. 2.20 может быть преобразована следующим образом. Вме
сто последовательной композиции головной компоненты с двумя хво
стовыми компонентами можно рассмотреть композицию из двух по
следовательных автоматных сетей (рис. 2.22), каждая из которых 
представляет собой композицию головной компоненты с одной хво
стовой компонентой. При таком преобразовании поведение всей сис
темы в целом не изменится.

Рис. 2.22. Представление композиции на рис. 2.20 в виде двух схем

Согласно рис. 2.22, при использовании множества уравнений для 
оптимизации компоненты А, найденное решение должно удовлетво
рять каждому уравнению из множества. Таким образом, возникает 
понятие системы автоматных уравнений:

X  »В = St (2.2)
X  *С = S2

где Si = А • В и 5г = А* С. При этом выход V  компоненты А является 
внутренним в композициях А • В и А» С.

Теорема 2.12. Автомат Largest является решением уравнения 
* . ( * . 0  = 5, если и только если автомат Largest является решени
ем системы уравнений (2.2).

□
Таким образом, для локальной оптимизации компоненты на 

рис. 2.21 нужно решить не одно автоматное уравнение, а систему та
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ких уравнений с одним неизвестным.
Пусть даны полностью определенные наблюдаемые автоматы Sj и 

A j ,  j  -  1, п.  Системой синхронных а в т о м а т н ы х  уравнений называ
ется совокупность уравнений вида:

V  X  з  5,
Аг» X 5  5г (2.3)

А *  *  = 5.
Неизвестная компонента X  является автоматом с заданными вход

ным и выходным алфавитами Автомат В, определенный в алфавитах 
неизвестной компоненты X, называется решением системы уравнений 
(2.3), если он является решением каждого уравнения системы.

Автомат Largest  называется наибольшим решением системы 
уравнений (2.3), если любое решение системы уравнений является 
редукцией автомата Largest.

2.5.2. Решение системы синхронных автоматных уравнений

Рассмотрим систему (2.3) синхронных автоматных уравнений
' V  *  = 5 ,

X = 5,

А.' *  =
где S j  и Aj суть полностью определенные наблюдаемые автоматы, 
j=  1 , п.

Без ограничения общности мы полагаем, что каждое уравнение со
ответствует композиции на рис. 1.10.15 В этом случае компонента X  
имеет входной алфавит /2 х (У и выходной алфавит 0 2 * V.

Любое разрешимое автоматное уравнение имеет наибольшее реше
ние Largestу, j  = 1, ...,п. Следовательно, решение системы уравне
ний содержится в каждом наибольшем решении, то есть является ре
дукцией пересечения наибольших решений уравнений системы, и та
ким образом, для решения системы автоматных уравнений предлагает
ся следующий алгоритм.

Алгоритм 2.6. Нахождение наибольшего решения системы 
синхронных автоматных уравнений

Вход: Система автоматных уравнений (2.3)

15 В общем случае топологии композиции для различных автоматов S j  и A j  могут быть 
различными
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Шаг 1. Находим наибольшие решения Largestь 
Larges t„ для всех уравнений системы. Если хотя бы одно уравнение 
не разрешимо, то система не имеет решения. КОНЕЦ. Иначе строим 
пересечение Largest= Largest! г» ... r\ Largest

Шаг 2. Если Largest есть решение каждого уравнения, то 
автомат Largest есть наибольшее решение системы. Если Largest 
не является решением хотя бы одного уравнения, то система не имеет 
решения.

□
Пример. Оптимизируем компоненту А, являющуюся головной 

компонентой автоматной сети на рис. 2.20. На рис. 2.23 представлены 
диаграммы переходов автоматов А, В и С.

У  йЛп

il/til |'|/и]
Ын

а б в

Ряс. 2.23, а автомат А 
б автомат В 
в автомат С

Выход: Наибольшее решение системы уравнений (если существу
ет)

Для оптимизация компоненты А рассмотрим систему уравнений:
[Х*В = А*В
\ х * С = А * С

Наибольшие решения Largesti и Largesti уравнений 
X • В = А • В и X» С = А • С показаны на рис. 2.24.

У  Мп У

(3 CZ3SO
ii/ui Шп i i/v t

li/m Ыы\
iilm h /м 
him

a 6

Рис 2.24, а наибольшее решение Largesti уравнения X • B= А» В 
б наибольшее решение Largesti уравнения X» С~ А» С
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Строим пересечение Largest наибольших решений (рис. 2.25а). 
Автомат Largest является решением обоих уравнений системы, то 
есть Largest -  наибольшее решение системы уравнений. Более того, 
поскольку композиция на рис. 2.20 не имеет обратных связей, каждая 
полностью определенная редукция автомата Largest также является 
решением системы. В качестве оптимального решения можно выбрать 
редукцию L0pt с одним состоянием автомата Largest (рис. 2.256), в 
то время как исходная головная компонента имела два состояния.

Шш I
ill иг

Рис. 2.25, а наибольшее решение Largest
б редукция автомата Lopt с одним состоянием

2.5.3. Частные решения системы автоматных уравнений

Так же как для уравнений, для систем уравнений можно рассматри
вать частные решения.

Алгоритм 2.7. Нахождение наибольшего полностью определен
ного решения системы синхронных автоматных уравнений 

Вход: Система синхронных автоматных уравнений (2.3)
Выход: Наибольшее полностью определенное решение системы 

уравнений (если существует)
Ш аг1. Находим наибольшие полностью определенные ре

шения Lu ..., L„ для всех уравнений системы. Если хотя бы одно урав
нение не разрешимо или не имеет полностью определенного решения, 
то система не имеет полностью определенных решений. КОНЕЦ.

Ш аг2. Строим пересечение М= ^ п . . . п / . я и находим наи
больший полностью определенный подавтомат L автомата М, удаляя 
итеративно из автомата М состояния, в которых не определен хотя бы 
один переход и переходы в это состояние. Если автомат М не имеет 
полностью определенных подавтоматов, то система не имеет полно
стью определенных решений. КОНЕЦ
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Шаг 3 Если L есть решение каждого уравнения, то автомат L
есть наибольшее полностью определенное решение системы уравне
нии Если L не является решением хотя бы одного уравнения, то сис
тема уравнений не имеет решения.

□
Наибольшее муровское решение системы синхронных автоматных 

уравнений (если существует) находится точно так же как наибольшее 
полностью определенное решение.

Заметим, что если система уравнений имеет прогрессивное реше
ние, т.е. полностью определенное решение, которое является прогрес
сивным для каждого уравнения, то система имеет и наибольшее про
грессивное решение. Однако алгоритм нахождения наибольшего про
грессивного решения системы (если существует) более сложный, т.к. 
полученное на шаге 2 пересечение может оказаться решением для 
каждого уравнения, но не будет являться прогрессивным решением. 
Заинтересованный читатель может найти необходимые ссылки в спи
ске дополнительной литературы.

2.6. Контрольные вопросы к главе 2

1. Что такое синхронное автоматное уравнение?
2. Какой автомат называется решением автоматного уравнения?
3. Какое решение называется наибольшим решением автоматно

го уравнения?
4. Какое решение синхронного автоматного уравнения называет

ся полностью определенным решением? Муровским решением? Безо
пасным решением? Прогрессивным решением?

5. Каким образом можно найти решение автоматного уравнения 
для хвостовой компоненты последовательной композиции?

6. Каким образом можно найти решение автоматного уравнения 
для головной компоненты последовательной композиции?

7. Каким образом можно найти решение автоматного уравнения 
на основе безразличных последовательностей?

8. Как используются полуавтоматы при решении синхронного
автоматного уравнения?

9. Как можно найти наибольшее решение синхронного автомат
ного уравнения в заданных алфавитах без использования полуавтома
тов?



10. Как найти наибольшее полностью определенное решение син
хронного автоматного уравнения? Каким свойством облалает такое 
решение?

11. Является ли любая полностью определенная редукция наи
большего решения решением автоматного уравнения?

12. Как найти наибольшее муровское решение синхронного авто
матного уравнения? Каким свойством обладает такое решение?

13. Является ли любая полностью определенная редукция наи
большего муровского решения решением автоматного уравнения?

14. Как найти наибольшее решение автоматного уравнения в наи
большем алфавите?

15. Как найти наибольшее решение системы синхронных авто
матных уравнений?
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3. РЕШЕНИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО АВТОМАТНОГО
УРАВНЕНИЯ

В этом разделе мы показываем, каким образом можно решать 
уравнение для параллельной композиции автоматов Мы рассматрива
ем автоматную сеть с обратными связями, поскольку для последова
тельной автоматной сети решение параллельного автоматного уравне
ния будет таким же, как для синхронного случая. Так же как и в пре
дыдущей главе, мы рассматриваем достаточно общую структуру сети 
(рис. 1.10); однако в этой главе компоненты будут функционировать 
по очереди (асинхронно). Компонента начинает функционировать, 
получив входной сигнал от другой компоненты или из внешней среды. 
Компоненты функционируют в режиме диалога, и следующий внеш
ний сигнал может поступить на вход сети только после того, как меж
ду компонентами закончился внутренний диалог. Если обе компонен
ты композиции суть полностью определенные автоматы, то внешний 
входной сигнал подается только тогда, когда одна из компонент выда
ла внешний выходной сигнал. К сожалению, существуют сети, в кото
рых при подаче внешней входной последовательности компоненты 
начинают бесконечный внутренний диалог. В этом случае мы говорим, 
что композиция допускает осцилляцию. Если компоненты являются 
частичными автоматами, то в сети возможны и тупиковые ситуации, 
когда поведение компоненты не определено под действием поступив
шего внутреннего входного сигнала. В данном пособии мы не рас
сматриваем возникновение тупиковых ситуаций, полагая, что компо
ненты являются полностью определенными автоматами.

3.1. Решение параллельного автоматного уравнения

Как и в предыдущей главе, мы полагаем, что все автоматы в урав
нении А 0 Х= S  (неравенстве АО Х<̂  5) являются полностью опреде
ленными автоматами. При решении уравнений для частичных автома
тов можно воспользоваться теми же литературными источниками, что 
и при решении синхронных автоматных уравнений.

Наибольшее решение автоматного уравнения можно получить, вы
полняя операции над языками, реализуемыми автоматами- 
коэффициентами уравнения. Рассмотрим решение автоматного урав
нения А 0 Х= 5  для автоматной сети на рис. 1.10. Поскольку операция 
параллельной композиции автоматов определяется через соответст
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вующую композицию их языков, то для решения автоматного нера
венства А О Х< 5  достаточно найти решение языкового неравенства 
( (^ )n /2u02^ ( ^ ) f t / i u 0 i)u/i.j«u0 iu02C L)i. В последнем неравенстве 

язык 1% определен в алфавите / г и О г и У и  V. Иными словами, в 
языке, содержащем все конечные последовательности над алфавитом 
/2 u  0 2 u  Ukj V, нужно оставить только такие последовательности, 
которые в параллельной композиции с языком автомата А реализуют 
входо-выходные последовательности автомата 5. Соответственно, 
последовательность а  е (/2 u  0 2 ^  U w V)* может принадлежать ре
шению неравенства (( )п/2̂ ог г\ ( 1УХ )ft/i^i)u/iu/2̂ iuC 2 £  , если и 

только если ( 1УА )ппи02 п  aft/KjoOu/iu/bjoivx» не пересекает дополнение

L% языка Ад , т.е.

( Ц, )f]/2̂ 02 ^  CXn/luO>)ll/lu/2̂ 0Ju02 ^  (3.1)
Выражение (3.1) эквивалентно выражению

ё [( )n/2vj<?2 ( )̂ftlA ]̂U/2o02v_rfA;k'
или, что то же самое,

01 6  ^  ( ^ s \ u v v \ l l ^ 0 2  -,1 -V  ~

Таким образом, язык 1УА ОС̂  есть наибольшее решение неравенства

((^)n /2v^72^(^b i^o ib tunuo iuO T C  I* . Т.к. решение неравенства 
должно быть языком конечного автомата с входным алфавитом /2 и  I/

и выходным алфавитом 0 2и  V, то полученный язык необхо
димо пересечь с множеством ((/2 и  и%Ог kj ^)* и выделить макси

мальное подмножество [ 1?лОЦ r\ ((/2 <j  UY^Oj и  К))*]/0^ ,  т.е. под
множество, которое замкнуто относительно всех начальных отрезков с 
финальными символами Ь е Ог ^  V. Иными словами, вместе с каждой 
последовательностью ахЬх ... афк, а} е I2<j  £/, b} е 0 2и  V, j  = 1, ..., к, 
наибольшему решению автоматного уравнения должен принадлежать 
ее любой начальный отрезок ахЬ\ ... ajbn> rt<k. Соответственно, авто

мат с языком [ n  ((/2 kj U)(02 u  V))*'\,0*nf  есть наибольшее ре
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шение16 автоматного неравенства А О Х<> 5 17, и для автоматного нера
венства А0Хй5,  соответствующего автоматной сети на рис. 1.10, 
справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.1. Наибольшим решением автоматного неравенства 
A0X<S  является автомат L a r g e s t  с языком

[ L'j01% п  ((/2 и  IfjiPi и  И))*]/0р^  Более того, любая редукция авто
мата Largest  также является решением автоматного неравенства 
А 0 Х< 5.

□
Обычно в качестве наибольшего решения выбирается наблюдае

мый приведенный автомат, хотя выбор конкретного автомата для 
представления наибольшего решения автоматного уравнения сущест
венно зависит от дальнейшего использования такого решения.

Заметим, что, как показывает следующий пример, в отличие от 
синронного автоматного неравенства, параллельное автоматное нера
венство А(> Х< S не всегда разрешимо. Причиной является тот факт, 
что распространение языка тривиального автомата (автомата с пустым 
отношением переходов) содержит не только пустую последователь
ность, и, соответственно, может оказаться, что тривиальный автомат в 
композиции с некоторым автоматом А не является редукцией автомата
5.

При мер. Чтобы проиллюстрировать на примере, что неравенство 
А О Х£ 5  не всегда имеет решение, обратимся к рис. 3.1.

16 Подобно синхронному автоматному неравенству, существует не единственное наи
большее решение неравенства АО Х <, S  Однако все эти решения эквивалентны, т.к. 
реализуют один и тот же язык 1%0Е£ n  ((/^ (/К Ф и К ))

17 К сожалению, выделение наибольшего /0-префикс замкнутого подмножества из 
языка п  ((Ijkj ЩОг^ У))’ является необходимым шагом при решении урав
нений для конечных автоматов Можно привести примеры, когда язык

п  Ш Р г 'и  Г)Г не обладает этим свойством
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it!o\ Ыог
v/ог
a 6

Рис 3 l, а автомат A 
б автомат 5

На рис. 3.1 показаны диаграммы переходов автомата А (рис. 3.1а) с 
входным алфавитом I \J  V, 1= {/,, /2}, V~  {v}, и выходным алфавитом 
О и  U, 0 =  {oi, 02}. {«}, и автомата 5 (рис. 3.16) с входным алфа
витом {/ь /2} и выходным алфавитом {ot, 02} ДД* автоматной сети на 
рис. 1.16. Наибольшее решение языкового неравенства
( ( )fteu02 ^  (£jr) n/ivx?i)u/iu/2u0 iu02 С Es в алфавите {v, и} есть пустой 
язык, т.к. композиция автомата А и тривиального автомата, язык кото
рого содержит только пустое слово, не является редукцией автомата 5. 
На входной символ /2 композиция отвечает выходным символом оь в 
то время как в автомате 5  выходным символом является о2. Таким 
образом, параллельная композиция автомата А с любым автоматом В с 
входным алфавитом {и} и выходным алфавитом {v} не является ре
дукцией автомата 5.

Поскольку языки, реализуемые автоматами, являются регулярны
ми, то при построении набольшего решения автоматного неравенства 
А О Х< 5  все действия можно производить над соответствующими 
полуавтоматами. Ниже мы приводим алгоритм построения наиболь
шего решения параллельного автоматного неравенства.

Алгоритм 3.1. Нахождение наибольшего решения параллель
ного автоматного неравенства

Вход: Автоматы А = (Л, ТА, ао) и
5 =  (S, / 1̂ / 2, 0 \ ^ 0 2, Ts, Jo)

Выход: Наибольшее решение Largest автоматного неравенства 
А 0 Х <  S

Шаг 1. По автоматам А и 5  строим соответствующие полуав
томаты и Р ^ .

Ш аг2. Строим полуавтомат/^0 : неопределенные переходы 
доопределяются переходом в безразличное состояние DNC.
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Ш агЗ. Строим полуавтоматы ( /^ ) П/ЬИ и ( / ^ ) ПииР , добав
ляя в каждом состоянии петлю, помеченную всеми символами из ал
фавита I2 0 2 (соответственно, символами из алфавита U<j  У).

Ш аг 4 Строим пересечение полуавтоматов

Шаг 5. Находим проекцию полуавтомата

(рл)пп»ог п  на алфавиты решения I2v  U v 0 2v  У, заме
няя на каждом переходе пометку а пустым словом g, если 
а « /2 u  U \ j  0 2 и  У. Детерминизируем полученный полуавтомат, 
находим его дополнение и пересекаем полученное дополнение с полу
автоматом, который представляет язык ((/2 U)(02 kj У))*. Из полу
ченного полуавтомата удаляем все нефинальные состояния, в которые 
есть переход под действием символов из алфавита 0 2 о  V, вместе с 
переходами из этих состояний и в эти состояния, и получаем полуав
томат N.

Шаг 6. Множество финальных состояний полуавтомата N 
объявляем множеством состояний автомата Largest. В автомате 
Largset есть переход (т , /2м, ^ v , m'), если и только если в полуавто
мате N существует нефинальное состояние т" и пара последователь
ных переходов (т, /2и, т") и (m", т’). Автомат Largest с вход
ным алфавитом I2kj U и выходным алфавитом 0 2 w  У есть наиболь
шее решение неравенства А О Х<, 5.

□
Так как Largest -  наибольшее решение неравенства >4 0 Х< 5, то 

наибольшее решение уравнения АО Х= S совпадает с Largest, если 
и только если композиция А 0 Largest эквивалентна автомату 5.

Теорема 3.2. Пусть Largest -  наибольшее решение неравенства 
А 0 Х< S. Если композиция А 0 Largest эквивалентна автомату 5, то 
Largest -  наибольшее решение уравнения АО Х= 5. Если компози
ция -4 0 Largest не эквивалентна автомату 5, то автоматное уравне
ние А 0 Х= 5  неразрешимо.

□
Пример. В качестве примера проверим, насколько эффективно 

реализована кофейная машина в кофейне (рис. 1.4). Соответствующий
официанту полуавтомат РА и полуавтомат Р$ гДе ^  есть
дополнение полуавтомата кофейни, приведены на рис. 3.2а и 3.26. На
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рис. 3.2в показан полуавтомат п  (P^)tlCiBiLte)) • Пересечение этого
полуавтомата с полуавтоматом, реализующим язык ({С, В) {L,E}) и 
имеющим состояния а и Ь, показано на рис. 3.2г. Удаляем все нефи
нальные состояния, в которые есть переходы под действием символов 
L и Е (в данном случае таких состояний нет), и строим соответствую
щий автомат с входным алфавитом {С, В)  и выходным алфавитом 
{!,£} . Полученный автомат (рис. 3.2д) есть наибольшее решение 
уравнения Waiter О X  s  Coffee-shop. Непосредственной проверкой 
можно убедиться, что кофейная машина с одним состоянием 
(рис. 1.19а) является редукцией автомата на рис. 3.2д.

Точно так же, как для синхронных автоматных уравнений, слож
ность решения произвольного параллельного автоматного уравнения 
(алгоритм 3.1) является экспоненциальной, т.к. на шаге 5 используется 
детерминизация полуавтомата. Кроме того, известно, что в общем 
случае не всякая даже полностью определенная редукция наибольшего 
решения является решением автоматного уравнения A 0 X = S ,  т.к. 
компоненты могут начать бесконечный диалог (наличие осцилляции), 
и в данный момент не ювестно эффективного метода характеризации 
всех решений автоматного уравнения. Точно так же, как и в предыду
щем разделе, можно найти часть наибольшего решения на основе ис
пользования безразличных последовательностей, поэтому разработка 
такого алгоритма предлагается в качестве самостоятельного упражне
ния. В следующих разделах мы рассматриваем частные решения па
раллельного автоматного уравнения, которые не инициируют осцил
ляций в композиции с автоматом А.
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Рис. 3.2, а полуавтомат

б полуавтомат ( Р? )п {слхл\ 

в полуавтомат (/?  п

г пересечение полуавтомата ( /^  п

с полуавтоматом, рсалоуюшим ячык ({С, В) {L, £ })’ 
л наибольшее решение уравнения Waiter О X  = Coffte-thop

81



Задачи для самостоятельного решения

1. Найти наибольшее решение параллельного автоматного уравнения 
A b X ^ S c  входным алфавитом {«} и выходным алфавитом {vj4 v2} 
для автоматной сети на рис. 1.16 и автоматов на рис. 3.3.

VI /о
V I] и

а б в

Рис. 3.3, а автомат А с входным алфавитом {«, V|, vj} 
и выходным алфавитом {и, о) 

б автомат 5 с входным алфавитом {/} 
и выходным алфавитом {о}

в одно кэ решений уржнеиия А О Х= S  с 
входным алфааитом {к} и выходным 
алфавитом (vi, vj)

2. Найти в наибольшем решении в упражнении 1 два частных решения 
уравнения (если существуют). (Указание: необходимо убедиться, что 
выбранные редукции наибольшего решения являются решениями 
уравнения, т.е. в композиции с автоматом А эквивалентны автомат)' 5).
3. Решить уравнение в упражнении 1 на основе безразличных последо
вательностей с использованием неизвестной компоненты на рис. З.Зв. 
Проверить, можно ли таким способом найти все решения уравнения. 
4*. Разработать алгоритм нахождения части наибольшего решения 
параллельного автоматного уравнения на основе безразличных после
довательностей.

3.2. /-ограниченные решения

Как уже отмечалось, с практической точки зрения наиболее инте
ресны полностью определенные решения автоматного уравнения 
A 0 X = S ,  причем такие, что композиция решения с автоматом А не 
допускает осцилляций. Наибольшее полностью определенное решение 
параллельного автоматного уравнения, как и в случае синхронного
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уравнения, находится так же как наибольший полностью определен
ный подавтомат наибольшего решения уравнения. Однако не всякая 
полностью определенная редукция наибольшего полностью опреде
ленного решения является решением параллельного автоматного 
уравнения, поскольку в общем случае в композиции автомата А с пол
ностью определенным решением уравнения возможна осцилляция. В 
этом разделе для заданного натурального числа / мы рассматриваем 
специальное так называемое /-ограниченное решение параллельного 
автоматного уравнения, которое в некотором смысле является анало
гом муровского решения для синхронного автоматного уравнения. Во- 
первых, композиция автомата А с любым полностью определенным /- 
ограниченным решением В не допускает осцилляции; более того, если 
автомат А полностью определенный, то и композиция А О £  будет пол
ностью определенным автоматом.

Мы говорим, что решение В автоматного уравнения АО Х= S (или 
автоматного неравенства А О Х< 5) является l-ограниченным, если при 
подаче любого внешнего сигнала на вход автоматной сети компоненты 
А и В обмениваются не более чем / внутренними сигналами до того, 
как сеть произведет внешний выходной сигнал. Для того чтобы опи
сать все такие решения, мы вводим понятие /-ограниченной компози
ции языков.

Пусть языки I ,  и Li определены в алфавитах I kjO и U kj О соот
ветственно, причем алфавиты /, О, U попарно не пересекаются. Тогда 
под l-ограмиченной композицией L | 0/ L2 языков L\ и L2 понимается 
язык [(Ii)no r\ (Z,2)ft/ r\ ( / kj O)*fi<t/./))]u(iAj0). Для языка L в алфавите /  
операция Ь^ил  отличается от операции ^/-распространения только тем, 
что между буквами слов языка L разрешается вставлять не любое сло
во в алфавите V, а только слова, длина которых не превышает /. Если 
/ = оо, то /-ограниченная композиция языков L\ и L2 совпадает с парал
лельной композицией этих языков.

Пример. Рассмотрим язык L, состоящий из одного слова i\i2. Пусть 
/ = 1 и U= {«}. Тогда = {/>/2, /|Ш2, /|Ш2, Ш|Ш2, uixi2u, itui2u,
ui\ui2u).

Известно, что для разрешимого языкового неравенства L0,Lx Q N  
существует наибольшее решение, и так же, как в предыдущих разде
лах, мы будем искать /-ограниченное решение автоматного уравнения 
(неравенства) на основе решения соответствующего уравнения (нера
венства) для автоматных языков. Поскольку автоматные языки явля-
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ются регулярными, то мы сначала показываем, как построить полуав
томат, представляющий /-распространение Lf\u,i регулярного языка L.

Для заданного полуавтомата Р= (Р, I, 7>, Fp, ра) с языком L в алфа
вите /, можно построить полуавтомат представляющий /- 
распространение L^Vj  языка L на алфавит £/, /  n  U= 0 ,  по следующим 
правилам.
1. Множество состояний полуавтомата есть Р и  {(p,j): 

р  е  Л  1
2. Отношение переходов полуавтомата есть:

8я и  {(и,р , (р, 1): и е U, р  € Р) \ j  {(и, (р ,Д  (p,j+\): w e t / ,  р  е / \  
1 £./ < /} и  {(/, (p,j)t р')\ (/, /?, р') е 5Я, 1 <у £ /}.
3. Начальным состоянием полуавтомата Г\щ является состояние 

р0; финальные состояния полуавтомата суть состояния полуав
томата Р и все состояния (р ,Д  где 1 <,j ^  / и р  е FP.

Пример. Для языка L из предыдущего примера соответствующий 
полуавтомат приведен на рис. 3.4а. На рис. 3.46 приведен полуавтомат, 
представляющий язык L̂ y.x-

а б

Рис. 3.4, а полуавтомат, представляющий языкL — {<1/2} 
б полуавтомат, представляющий язык£Ц(/,1

Соответственно, параллельная l-ограниченная композиция А О/ В ав
томатов А и В (рис. 1.10) есть приведенный наблюдаемый автомат с 
языком
Д А 0 /  В) =  ( (  ГЛ ) f t / 2 ^ 0 2 ^  (  ) f l / I u 0 1  ( /  U  О) (t{A ^V ./)U /luA 2u01u02 ^  (JO)

Если / = оо, то /-офаниченная композиция А О/ В совпадает с парал
лельной композицией автоматов А и В.

Можно показать, что решение В автоматного уравнения А О Х= 5  
(автоматного неравенства АО Х< S) является 1-ограниченным, если В 
есть решение уравнения AOt X~  5  (или, соответственно, автоматного
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неравенства Л 0/>(<5); такое наибольшее решение уравнения (или 
неравенства) будет наибольшим /-ограниченным решением.

Любое полностью определенное /-ограниченное решение, вообще 
говоря, не инициирует осцилляций в композиции с полностью опреде
ленным автоматом А, поскольку для любого входного символа обяза
тельно будет произведен внешний выходной сигнал, после того, как 
компоненты обменяются не более чем / внутренними символами. Та
ким образом, если А является полностью определенным автоматом и В
-  полностью определенное /-ограниченное решение автоматного нера
венства АО Х< 5, то композиция АО В также является полностью оп
ределенным автоматом.

Теорема 3.3. Пусть в автоматном неравенстве А О Х< 5  автомат А 
является полностью определенным и В -  полностью определенное /- 
ограниченное решение автоматного неравенства. Тогда композиция 
А О В также является полностью определенным автоматом.

□
Следствие. Пусть в автоматном уравнении А О Х= 5  автомат А яв

ляется полностью определенным, автомат 5  является детерминирован
ным и В -  полностью определенное /-ограниченное решение автомат
ного уравнения. Тогда любая полностью определенная редукция авто
мата В также является решением уравнения А О Х= S.

□
Таким образом, в случае, когда автоматы А и 5  полностью опреде

ленные и детерминированные, наибольшее полностью определенное /- 
ограниченное решение Муравнения АО Х~ 5 характеризует семейство 
решений уравнения, а именно, все полностью определенные редукции 
автомата Мтакже являются решениями уравнения.

Наибольшее /-ограниченное решение параллельного автоматного 
уравнения можно получить, решая соответствующее языковое нера
венство 1?Л 0/ с  Z j. Соответственно, наибольшее /-ограниченное 
решение автоматного уравнения есть автомат с языком

Ш Г л Ъ 'м г 'т Ё  °  K ))TW
Алгоритм 3.2. Нахождение наибольшего /-ограниченного ре

шения параллельного автоматного неравенства
Вход: Автоматы А = (A, IAjOi, Ta, Oq) и

5 =  (5, 0\Kj02, Ts, Sq) ,  натуральное число / > I
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Выход: Наибольшее /-ограниченное решение М автоматного нера
венства А О Х<> 5

Шаг 1. По автоматам А и 5 строим соответствующие полуав
томаты Рд и Р ^.

Ш аг2. Строим полуавтомат/^: неопределенные переходы 
доопределяются переходами в безразличное состояние DNC.

Ш агЗ. Строим полуавтомат , добавляя в каждом

состоянии полуавтомата РА петлю, помеченную всеми символами из

алфавита /2 и  0 2. Обозначим через К пересечение полуавтомата Р£ с
полуавтоматом, представляющим язык (Ю)*х%. Полуавтомат K ^ y j  
строится на основе описанной выше процедуры.

Шаг 4. Строим пересечение полуавтоматов

Шаг 5. Находим проекцию полуавтомата

У л \ п ^ о г  n  °  V°)*hu^v.i на алфавиты решения
I2kj0 2 ĵ U u  V, заменяя на каждом переходе пометку а пустым сло
вом е, если а € /2 0 2 u  U и  V. Детерминизируем полученный полу
автомат, находим его дополнение и пересекаем полученное дополне
ние с полуавтоматом, который представляет язык ((/2 kj U){02 u  10)** 
Из полученного полуавтомата удаляем все нефинальные состояния, в 
которые есть переход под действием символов из алфавита Ог u  V, 
вместе с переходами из этих состояний и в эти состояния, и получаем 
полуавтомат N.

Шаг 6. Множество финальных состояний полуавтомата N 
объявляем множеством состояний автомата М. В автомате Meсть пере
ход (т , /2и, c^v, т')у если и только если в полуавтомате N существует 
нефинальное состояние т" и пара последовательных переходов 
(т , /2м, т") и ( т ' \  Оту, т ’). Автомат М с входным алфавитом /2 u  U И 
выходным алфавитом 0 2 u  V есть наибольшее /-ограниченное реше
ние неравенства А0{Х<> 5

Л
Так как М -  наибольшее /-ограниченное решение неравенства 

А 0/ X S  5, то М является наибольшим /-ограниченным решением урав
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нения АО Хв S> если и только если композиция >4 0 М эквивалентна 
автомату 5.

Теорема 3.4. Пусть М- автомат с языком

[ П / ^/2u01ul/ul' ^
((/2U 6 0  (O iu JO ’]® ^ .

1 Af есть наибольшее /-ограниченное решение автоматного нера
венства /4 0 5.

2. Если композиция Л0Л/= 5, то Л/- наибольшее /-ограниченное 
решение автоматного уравнения АО Х= 5. Иначе автоматное уравне
ние А 0 Х= S не имеет /-ограниченного решения.

3. Если М -  /-ограниченное решение автоматного уравнения 
АО X =  5, А -  полностью определенный автомат и В -  полностью оп
ределенная редукция автомата М, то композиция <4 0 В есть полностью 
определенный автомат.

4. Если 5 -  детерминированный полностью определенный автомат, 
и М -  наибольшее /-ограниченное решение автоматного уравнения 
АО Х=. 5, то полностью определенный автомат В является решением 
автоматного уравнения А 0/ Х= 5, если и только если В есть редукция 
автомата М.

□
Таким образом, согласно теореме 3.4, /-ограниченные решения ав

томатного уравнения привлекательны с практической точки зрения. 
Однако следует отметить и в некотором смысле отрицательные свой
ства таких решений.

1. Наибольшее решение и наибольшее /-ограниченное решение 
неравенства А 0 Х< 5  (уравнения А 0 Х= S) в общем случае не совпа
дают. Наибольшее /-ограниченное решение всегда есть редукция наи
большего решения неравенства А 0 Х<, 5.

2. Если уравнение А 0/ Х= S не является разрешимым, то урав
нение А 0 Х= 5  может быть разрешимо. Просто для любого решения 
будет существовать внешний входной символ, для которого внешний 
выходной символ будет получен после обмена более чем / внутренни
ми (невидимыми для внешнего наблюдателя) действиями. Соответст
венно возможно, что при п > I для данного уравнения существует п- 
ограниченное решение. Если при любом / разрешимое уравнение 
/4 0/ Х= 5  не имеет /-ограниченного решения, то композиция автомата 
А с любым решением уравнения допускает осцилляцию.
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Задачи для самостоятельного решения

1. Дня полуавтомата Р на рис. 3.5 построить полуавтомат P[\u.i, где 
(У* {u|, u2} и /■  2.

Рис 3.5 Полуавтомат Р

2. Проверить, имеет ли уравнение для автоматов на рис 3.3 наи
большее 2-ограниченное решение.

3. Найти наибольшее 2-ограниченное решение для кофейной ма
шины (рис. 1.46). Если такое решение существует, то взять любую 
полностью определенную редукцию наибольшего 2-ограниченного 
решения и убедиться, что такая редукция является решением уравне
ния.

3.3. Прогрессивные решения параллельного автоматного
уравнения

В данном разделе мы вводим понятие (полностью определенного) 
прогрессивного решения, которое также не инициирует осцилляций в 
композиции и является в некотором смысле более широким, чем /- 
ограниченное решение, т.к. включает все /-ограниченные решения. 
Известно, что если автоматное уравнение имеет прогрессивное реше
ние, то уравнение имеет и наибольшее прогрессивное решение. Одна
ко построение наибольшего прогрессивного решения намного слож
нее, чем построение наибольшего полностью определенного решения, 
наибольшего /-ограниченного решения. Известно, что в общем случэе 
наибольшее прогрессивное решение является не подавтоматом, а 
только редукцией наибольшего решения уравнения, т.е. не может быть 
получено из наибольшего решения путем итеративного удаления 
«плохих» состояний Поэтому мы не приводим алгоритм нахождения 
наибольшего прогрессивного решения. Заинтересованный читатель
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может найти необходимые ссылки в списке дополнительной литерату
ры.

Решение So 7 автоматного уравнения А 0 Х < 5 .  называется про
грессивным, если So 7 - полностью определенный автомат, и для лю
бого слова а  из языка /пЩ 1УЛ )пдиси r\ Init( )п/юо1 n  Init(IOf и м ,  
где Init(L) содержит все начальные отрезки слов из L, существует про
должение в языке ( ГА )йгьхп г\ ( ^зы hn^oi п  (/О)* . Таким обра
зом, решение SO 7 будет прогрессивным, если из каждого состояния 
полуавтомата ( F f )плиог ^  ( Р^, hn^oi в пересечении с полуавтоматом, 
представляющим язык (Ю)* , достижимо финальное состояние, и в
каждом финальном состоянии существует переход по каждому вход
ному символу из алфавита / - / : и  12.

Теорема 3.5. Для любого />  О любое полностью определенное /- 
ограниченное решение автоматного уравнения А О S  является про
грессивным.

□
Заметим, что наибольшее прогрессивное решение частично харак

теризует «хорошие» решения автоматного уравнения, т.е. решения, в 
композиции которых с автоматом (известной часть системы) отсутст
вует осцилляция. В частности, если уравнение не имеет наибольшего 
прогрессивного решения, то такое уравнение вообще не имеет про
грессивных решений. Однако, как показывает следующий пример, для 
полной характеризации «хороших» (с отсутствием осцилляции) реше
ний наибольшего прогрессивного решения не достаточно.

Пример. Рассмотрим уравнение А 0 Х й  5  для автоматов, представ
ленных на рис. 3.6а и 3.66. Наибольшее прогрессивное решение So7  
показано на рис. З.бв. Непосредственной проверкой нетрудно убедить
ся, что полностью определенная редукция R наибольшего прогрессив
ного решения, показанная на рис. З.бг, не является прогрессивным 
решением уравнения. Полуавтомат, представляющий язык композиции 
наибольшего прогрессивного решения и автомата А, показан на 
рис. З.бд; полуавтомат, представляющий язык композиции автомата А 
и редукции Л, показан на рис. З.бе. Однако, если удалить из наиболь
шего решения переход под действием входо-выходной пары u/v2, то 
часть прогрессивных решений уравнения будет потеряна.
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Рис. 3.6, а автомат А 
б автомат 5
в наибольшее прогрессивное решение S o 7 

неравенства А 0 Х й  S  
г полностью определенная редукция Я наи

большего прогрессивного решения, кото
рая не является решением 

д  полуавтомат, представляющий язык 
композиции автоматов А и 5 0  7 

е полу автомат, представляющий язык 
композиции автоматов А и R

В списке дополнительной литературы заинтересованный читатель 
может найти ссылку на два литературных источника, в которых пред* 
лагается характеризация прогрессивных решений уравнения, но с ис
пользованием дополнительного аппарата.

3.4. Решение системы параллельных автоматных уравнений

Рассмотрим следующую задачу. Предположим, что существует 
агент, который вынужден работать в различных контекстах, причем 
при работе в каждом контексте требуется обеспечить свой уровень 
сервиса. Если предположить, что контекст, сервис и поведение агента 
можно описать соответствующими конечными автоматами, то, решая 
задачу синтеза такого агента, мы придем к системе автоматных урав
нений. В м\льтиагентных системах взаимодействие между компонен-
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тами обычно описывается с помощью оператора параллельной компо
зиции, т.е. мы получим систему параллельных автоматных уравнений.

Пусть даны полностью определенные наблюдаемые автоматы Sj и 
Aj\j  = 1, .., п. Системой параллельных автоматных уравнений называ
ется совокупность уравнений вида:

А, О Х  = 5 , 
^  О X  = 5 2 . ( 3 .2 )  

А  0 *  =

Неизвестная компонента X  является автоматом с заданными вход
ным и выходным алфавитами. Автомат В, определенный в алфавитах 
неизвестной компоненты Ху называется решением системы уравнений 
(3.2), если он является решением каждого уравнения системы.

Автомат Largest называется наибольшим решением системы 
уравнений (3.2), если любое решение системы уравнений является 
редукцией автомата Largest.

Без ограничения общности мы полагаем, что каждое уравнение со
ответствует композиции на рис. 1.10.19 В этом случае компонента X  
имеет входной алфавит I2<j  U и выходной алфавит 0 2 ^  У- Для реше
ния системы параллельных автоматных уравнений можно использо
вать алгоритм 2.6, только наибольшее решение каждого уравнения 
будет находиться для параллельного автоматного уравнения.

Пример. Рассмотрим систему (3.2), состоящую из двух параллель
ных автоматных уравнений. Пусть автомат S\ имеет входные символы 
/ и х, выходные символы о\, Oj, 03, одно состояние 1 и переходы 
От*,03, I), (1 ,1,0ь1)> ( 1 с̂,02, 1)- Автомат /4i(pHC. 3.7а) имеет внешний 
входной символ /, внешние выходные символы 01, 02, о3, внутренние 
входные символы vh vj, v3 и внутренние выходные символы щ, и2. 
Неизвестная компонента имеет внешний входной символ х, внутрен
ние входные символы их, и2 и внутренние выходные символы v(, v2, v3, 
т.е. неизвестная компонента не имеет внешних выходов. Наибольшее 
полностью определенное решения уравнения А\ О Х= Si показано на 
рис. 3.76.

Так же как и в случае системы синхронных автоматных уравнений, топологии могут 
быть различными для различных S j  и Aj

19

91



V,/ н,

«>п»ЧЧ

а

C g p = ^ ®
в

Рис.3.7, а автомат4 i
б наибольшее полностью определенное ре

шения уравнения Ai О ДГ= 5 i  
в автомат 4г

Рассмотрим автоматы <4г и 52, где 5  ̂есть автомат с одним состоя
нием и переходами (1^,Оз,1), (l,/,oi,l), автомат >42 показан 
на рис. 3.7в. Решим систему из двух уравнений А \0  Х= 5\ и 
>42 О Х= 5г. Непосредственной проверкой можно убедиться, что авто
мат на рис. 3.76 является наибольшим полностью определенным ре
шением системы уравнений

А, О Х  = 5 ,
А2 О Х  = 5 /

Так же как для уравнений, для систем параллельных автоматных 
уравнений можно рассматривать частные решения. В списке дополни
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тельной литературы приведены два литературных источника, в кото
рых можно найти более подробное описание, как прогрессивных ре
шений параллельного автоматного уравнения, так и описание других 
частных решений параллельных автоматных уравнений.

Задачи для самостоятельного решения

1. Разработать алгоритм нахождения наибольшего /-ограниченного 
решения для системы параллельных автоматных уравнений.

2. Разработать алгоритм нахождения наибольшего полностью оп
ределенного муровского решения для системы параллельных автомат
ных уравнений

3.5. Контрольные вопросы к главе 3

1. Что такое параллельное автоматное уравнение?
2. Какой автомат называется решением параллельного автомат

ного уравнения?
3. Какое решение называется наибольшим решением параллель

ного автоматного уравнения?
4. Какое решение параллельного автоматного уравнения называ

ется полностью определенным решением? /-ограниченным решением? 
Прогрессивным решением?

5. Как используются полуавтоматы при решении параллельного 
автоматного уравнения?

6. Как можно найти наибольшее решение параллельного авто
матного уравнения в заданных алфавитах с использованием полуавто
матов?

7. В чем основное отличие алгоритмов нахождения наибольшего 
решения синхронного и параллельного автоматных уравнений?

8. Как найти наибольшее полностью определенное решение па
раллельного автоматного уравненкя? Каким свойством обладает такое 
решение?

9. Является ли любая полностью определенная редукция наи
большего решения параллельного автоматного уравнения решением 
уравнения?

10. Как найти наибольшее /-ограниченное решение параллельно
го автоматного уравнения? Какими свойствами обладает такое реше
ние?
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11. При каких условиях любая полностью определенная редукция 
наибольшего /-ограниченного решения параллельного автоматного 
уравнения также является решением автоматного уравнения?

12. Является ли любая полностью определенная редукция наи
большего прогрессивного решения параллельного автоматного урав
нения решением уравнения? Почему?
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4. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 
АВТОМАТНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЛОГИЧЕСКОМ 

СИНТЕЗЕ

4.1 Оптимизация автоматной сети на основе 
решения уравнений

В этом разделе мы приводим примеры оптимизации автоматной се
ти на основе решения уравнений.

Пример. Рассмотрим композицию автоматов А, В и С на рис. 4.1а. 
Диаграммы переходов автоматов А, Ви С приведены на рис. 4.16, 4.1 в 
и 4 1г соответственно.

А

У1 V
'

В

С

У

V

.—► A*/»»Wa, W»..
•>i4

I/»» **/•.

Рис. 4 1, а сеть из трех автоматов
6 диаграмма переходов автомата А 
в диаграмма переходов автомата В 
г диаграмма переходов автомата С

Автомат, описывающий поведение сети на рис. 4.1а, строится как 
синхронная композиция компонент А, В и С. В этом примере мы не 
используем полуавтоматное представление и строим композицию
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переход за переходом, начиная с начального состояния. За начальное 
состояние srfoqQ автомата композиции принимается тройка начальных 
состояний ее компонент. В автомате А • В* С из состояния Sotoqo под 
действием входного символа i, есть переход в состояние s,tjqt с выда
чей выходного символа оъ если и только если существуют внутренние 
символы мь V, и Z\ такие, что (/> ,, s0, sь Hi) е TAi (/jm,, /0, Л. vi*i) е Тв и 
(z|, <7о, qu 0\) е Тс. Такие переходы существуют, т.е. четверка 
(/,, sotoqo, Oj) является переходом композиции. Остальные пере
ходы строятся по такому же правилу. Для данного примера синхрон
ная композиция А* В* С имеет 12 состояний, некоторые из которых 
являются эквивалентными. Соответствующий приведенный автомат 
имеет 2 состояния (рис. 4.2).

В данном примере, несмотря на наличие обратной связи (рис. 4.1а), 
композиция является полностью определенным детерминированным 
автоматом.

Для оптимизации компоненты В нужно решить автоматное уравне
ние Х»(А*  С) = А* В • С. Наибольшее решение автоматного уравне
ния имеет три состояния (рис. 4.3а).

Рис. 4 2 Композиция М & С

а

iiUtfvilM

-

run/» • 
iimfr - 
ЬмьЬ •

a б
Рис 4.3, а наибольшее решение уравненияЛГ♦ (/4 •  Q  = А» В • С 

6 редукция В  наибольшего решения
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Заметим, что наибольшее решение имеет редукцию в , которая не 
зависит от входной переменной и (рис. 4.36). Таким образом, у компо
ненты А можно удалить выход, ассоциированный с входной перемен
ной м, в результате чего компонента А становится лишней, так как у 
нее нет ни одной выходной переменной, значения которой влияют на 
внешнее поведение сети. Внешний вход /  композиции не удаляется, 
так как он ассоциирован не только с компонентой А, но и с компонен
той В. В компоненте В удаляется выход, ассоциированный с входной 
переменной v компоненты А. Непосредственной проверкой можно 
убедиться, что композиция В • С эквивалентна композиции А* В* С 
(рис. 4.2). Таким образом, в данном примере нам удалось не только 
оптимизировать компоненты, но и уменьшить количество компонент. 
Полученная в результате оптимизации автоматная сеть представлена 
на рис. 4.4

Рис. 4 4. Результат оптимизации автоматной сети карие. 4.1а

Следует, однако, не забывать, что рассмотренный выше пример яв
ляется скорее иллюстрацией возможностей оптимизации на основе 
решения автоматных уравнений. В следующем разделе мы обсуждаем 
подход к оптимизации, который можно использовать для реальных 
логических схем.

4.2. Оптимизация комбинационной схемы на основе решення 
уравнений

В данном разделе мы иллюстрируем, каким образом решение авто
матных уравнений может быть использовано для оптимизации логиче
ских схем при локальном подходе. Для простоты мы рассматриваем 
только автоматы без памяти, т.е. комбинационные схемы. Для автома
тов с памятью такая оптимизация также возможна, но требует более 
сложных алгоритмов и ббльших вычислительных затрат. Таким обра
зом, в данном разделе мы полагаем, что из большой логической схемы 
вырезан оптимизируемый фрагмент, который различными способами 
представляется в виде последовательной композиции двух комбинаци
онных схем (рис. 4.5). В каждом фрагменте компоненты оптимизиру
ются на основе решения соответствующего автоматного уравнения. 
Полученное после оптимизации решение запоминается, если оно
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«лучше», чем известное на данный момент решение. Процесс заканчи
вается, если истекло время на оптимизацию вырезанного фрагмента, 
или полученное на некотором шаге решение устраивает пользователя.

Рис. 4.5. Последовательная композиция двух комбинационных схем

Проиллюстрируем, каким образом автоматное уравнение использу
ется при оптимизации, например, головной компоненты (рис. 4.5). 
Поскольку выбор оптимального решения из наибольшего решения 
уравнения является достаточно сложной задачей, мы предлагаем на 
основе наибольшего решения находить решения (реализации компо
ненты) с определенными свойствами. В этом разделе мы представляем 
комбинационные схемы посредством характеристических функций; 
такое представление на практике часто оказывается более компакт
ным.

Рассмотрим комбинационную схему на рис. 4.5. Каждая из подсхем 
реализует систему булевых функций (СБФ), и, согласно результатам 
предыдущих разделов, достаточно часто в качестве каждой из компо
нент можно использовать схему, реализующую другую СБФ из неко
торого множества. Множество допустимых СБФ для головной (или, 
соответственно, для хвостовой) компоненты композиции описывается 
как наибольшее решение соответствующего автоматного уравнения 
(глава 2). В данном разделе мы оптимизируем головную подсхему на 
основе упрощения функций в соответствующей системе. С этой целью 
мы выбираем из наибольшего решения, например, такую систему бу
левых функций (если возможно), в которой одна или несколько функ
ций тождественно равны 0 или 1, или систему, в которой некоторые 
функции совпадают, или систему, в которой одна из функций есть 
дизъюнкция (конъюнкция и т.п.) двух других. Процедура выбора ока
зывается достаточно простой при описании СБФ посредством харак
теристической функций. В этом случае все описанные ниже проверки 
можно эффективно выполнить с помощью соответствующего про
граммного обеспечения с использованием двоичных решающих диа
грамм (BDD). В списке дополнительной литературы присутствует 
ссылка на пакет BDD, который имеется в свободном доступе.

Пусть Ф есть система булевых функций (СБФ):
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СБФ Ф можно описать посредством характеристической функции 

*Рф(х....... ы,, и*): Для набора значений Х и ... ,Хт Uu •••» У к пере
менных хь х„, и,, ..., ик функция 4/ф(Л'|, Хт U\, ..., Uk) = 1, если 
и только если Ux = фДО, . . . ,ХН), ..., Uk~ уАХх, . . . ,Хн). Будем гово
рить, что функция *Р есть СБФ-характеристическая функция, если 
данная функция является характеристической функцией некоторой 
СБФ. Характеристическая функция 4* определяет множество Му набо
ров значений переменных, на которых функция равна 1. Если для двух 
функций 0 и Т , определенных на одном множестве переменных, спра
ведливо Л/,э q  AY*, то будем обозначать этот факт как 0 < ЧЛ

Рассмотрим композицию из двух комбинационных компонент, реа
лизующих СБФ Ф1 и Ф2 (рис. 4.5), и их суперпозицию Ф = Ф2(Ф)), 
которая описывает поведение всей комбинационной схемы. Если СБФ 
представлены характеристическими функциями *РФ , *РФ и *РФ , то

'P® = ( ^ ф, Л )ix.Y, где 4x,y обозначает проекцию функции на
множество переменных Xi, ....х,,,^,, .. .,у т, т.е. функцию, множество 
единичных наборов которой есть соответствующая проекция множе
ства единичных наборов функции ( 'Р ^  л ). Согласно результатам

раздела 2, можно найти наибольшее решение уравнения Ф = Ф2(Л),

которое описывается характеристичекой функцией (Ч ^  а  *Рф)1х v ,

и сформулировать следующее утверждение.
Теорема 4.1. Для СБФ

\  = q(*,,...,*e)
ф,  = .

И* = ^  Сх,... . .  д .)

справедливо Ф2(Ф0 = ФДОз). если и только если 

*РФ> < ( 4 ^  л  ^ ф)Ах#и , где *Р обозначает инверсию функции'Р.

□
Таким образом, теорема 4.1 определяет, какие СБФ могут заменить 

СБФ Ф( на рис. 4.5. Выбирая оптимальную в некотором смысле СБФ 
Ф3, можно упростить головную компоненту исходной комбинацион
ной схемы.
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Заметим, что теорему 4.1 можно соответствующим образом пере
формулировать для случая произвольной композиции без обратных 
связей, например, для случая, когда хвостовая СБФ зависит не только 
от промежуточных переменных ии ... ,ик, а также и от (некоторых) 
входных переменных дг|, ..., или для случая, когда рассматривается 
композиция t комбинационных схем, t > 2. Соответственно, все опи
санные в данном разделе результаты применимы и к таким компози
циям. Мы иллюстрируем, что с использованием характеристических 
функций выбор оптимальной СБФ решается достаточно просто для 
ряда оптимизационных критериев.

1. Для последовательной композиции комбинационных компо
нент, реализующих СБФ Ф| и Ф2 (рис. 4.5), проверить, можно ли вы
брать головную СБФ Ф} таким образом, что

4 ^  < ( 4 ^  л  'Рф)Ах t  , и одна из функций системы Ф3 тождест

венно равна 1. В этом случае можно синтезировать головную компо
ненту, которая реализует систему из (к-1) функции.

Согласно теореме 4.1, для решения поставленной выше задачи тре

буется определить по функции ( 4 ^  л ^ ф) х  ̂ , существует ли сис

тема Ф3 булевых функций 0i(xb ...,*„), ..., 0*(xt, ...,х я), в которой 

функция 07 тождественно равна 1, и 4 ^  < (Ч ^  л  Ч 'ф )^ v . Для

нахождения системы Ф3 можно воспользоваться следующим утвер
ждением.

Теорема 4.2. Существует СБФ Ф3, 4 ^  ч  ( 4 ^  л Ч/ф)Ах и , в ко

торой функция 0/ тождественно равна 1, если и только если функция 

( (Ч ^  л  4 ^ ) lx и л Uj)i% тождественно равна единице.

Действительно, конъюнкция (4*^ л 4*ф)|Х t. л ы; равна 1 только

на тех единичных наборах функции (Ч ^  а  Ч'ф)Ахъ , для которых 

значение переменной и, равно 1. Соответственно, для того чтобы мож

но было выбрать СБФ Ф3, т ®, < О*7®, Л ^ ф )Ах.и ' в которой функ
ция 0У тождественно равна 1, для каждого набора Х и Хъ . Хя значе
ний переменных .t2, ..., х„ должен существовать набор значений U\, 

•• Uk переменных иь и2, ..., и*, такой, что функция
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(Ч ^  л  Ч 'ф )^^  ли , равна 1 на наборе Л'и Л2, ..., Х„, Uu U2, Uk.

Таким образом, существует СБФ Фя, Ч ^  < (Ч ^  л 4 ^ ) ix и , в кото

рой функция 0, тождественно равна 1, если и только если функция 

((Ч*ф л  ц a  “,)i* тождественно равна 1.
□

Заметим, что подобным образом можно осуществить проверку 
возможности выбора СБФ Ф3, в которой одна из функций тождествен
но равна 0. В этом случае достаточно рассмотреть конъюнкцию функ

ции Q¥ л Ч/ф)Ах  ̂ с иj  . Перебирая j  от 1 до к, можно проверить,

существует ли СБФ Ф3< в которой одна или несколько функций тожде
ственно равны 1 или 0. Соответственно, представляет интерес вопрос о 
нахождении СБФ Ф3, которая содержит максимальное число таких 
функций.

2. Для последовательной композиции комбинационных компонент, 
реализующих СБФ Ф1 и Ф2 (рис. 4.5), проверить, можно ли выбрать 
головную СБФ Ф3 с функциями 0|, ...,0* таким образом, что 
Фг(Фэ) = Фг(Ф|) и ДОе (или более) функций системы совпадают. В этом 
случае также можно синтезировать головную компоненту, которая 
реализует СБФ не из А, а из меньшего числа функций. Для такой про
верки в характеристическую функцию можно добавить новую пере
менную 1 = и, Ф и,. Тогда существует СБФ Ф3,

Ч/ф> < (Ч ^  л Ч'ф)Ахд, , в которой функции 9, и 0У совпадают, если и

только если существует СБФ Ф4, зависящая от переменных х2, 
хт М|, и2, ик, в которой функция 0*+| тождественно равна 0 и

^ ф4 < л ^Ф^х.и л = и> ® “/))■ Таким образом, как след
ствие теоремы 4.2, можно доказать следующее утверждение.
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Следствие Существует СБФ Ф3, ¥ Фэ < л Ч '.Ьх.и  • в к°-
торой функции 0, и 0У совпадают, если и только если существует СБФ 
Ф4, в которой функция 0*+, тождественно равна 0, и

< (Чф1 А  Ч ^ ) Ах#и Л  (w*+, =  И/ Ф  uj)).
□

Заметим, что подобным образом можно осуществить проверку 
возможности выбора СБФ Ф3, в которой две (или более) функций сис
темы совпадают с точностью до инверсии. В этом случае нужно про
верить, существует ли СБФ Ф4, в которой функция тождественно 
равна I. Перебирая /,_/ от I до к, можно проверить, существует ли СБФ 
Ф3, в которой две или несколько функций совпадают с точностью до 
инверсии. Соответственно, представляет интерес вопрос о нахождении 
СБФ Ф3 с максимальным числом таких функций.

Заметим, что можно сформулировать соответствующие следствия 
из теоремы 4.2 для проверки возможности выбора СБФ Ф3, в которой 
одна из функций является дизъюнкцией (или конъюнкикей двух дру
гих или простой функцией входных переменных) и т.п. В этом случае 
такую функцию можно реализовать одним простым элементом (конъ- 
юнктором, дизьюнктором и т.п.). Таким образом, сократится путь от 
входов подсхемы к соответствующему выходу, и, следовательно, 
уменьшится длина пути к некоторым выходам всей схемы. Кроме того, 
можно будет удалить из подсхемы те элементы, которые влияют на 
значение только данного выхода, т.е. вполне возможно, что удастся 
сократить и общее число элементов во всей схеме. Проверки, на осно
вании которых можно выбрать СБФ Ф3 с необходимыми свойствами 
для оптимизации головной компоненты, даже для больших схем дос
таточно быстро выполняются с использованием так называемых SAT- 
солверов или BDD пакета прикладных программ (см. ссылки в списке 
дополнительной литературы).

Пример. Проиллюстрируем на простом примере возможности оп
тимизации на основе теоремы 4.2. Рассмотрим комбинационную схе
му, представленную на рис. 4.6.
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Рис. 4 6 Комбинационная схема, разрезанная на две части

Функцию л Ч 'ф )^  и можно представить в виде следующей 

дизъюнктивной нормальной формы: (Ч ^  а 4 ^ ) ix t  =

x,u, v х2их v xlx2ulu2 v xlx2uiu2 . Непосредственной проверкой 
нетрудно убедиться, что конъюнкция этой функции с и2 есть функция 

v х2и,и2 v x lx2uiu2. Таким образом, для наборов 11, 10 и 01
значений переменных x ltx2 можно выбрать значение U\, U2 из интер
вала 0-, и, в частности, можно выбрать значение 01. Для набора 00 
значений переменных x j,x2 можно выбрать значение U\U2= 1\, и,

таким образом, существует СБФ Фз, Ч/ф| < а  ц , в кото

рой функция и2 = в2(Х|, х2) тождественно равна 1. С учетом того, что 
и\ а  1 = и и элемент NAND в исходной схеме можно заменить инверто
ром, удалив ставшую избыточной одну из связей. Результат оптимиза
ции представлен на рис. 4.7.
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Рис 4.7 Результат оптимизации схемы на рис. 4 6

Оптимизацию хвостовой компоненты проще осуществить на осно
ве безразличных последовательностей. С этой целью можно сначала 
выбрать для головной компоненты СБФ, которая имеет достаточно 
мало различных выходных значений. На следующем этапе находится 
характеристическая функция всей схемы, зависящая как от внешних 
входных и внешних выходных переменных, так и входных перемен

103



ных хвостовой подсхемы. Проекция этой функции на входные и вы
ходные переменные хвостовой подсхемы опишет ту часть поведения 
хвостовой подсхемы, которая влияет на поведение всей схемы и не 
может быть изменена. На всех остальных входных наборах поведение 
хвостовой компоненты может быть определено произвольно.

Теперь можно проверить, нельзя ли с помощью подходящего дооп
ределения поведения на безразличных наборах выбрать для хвостовой 
компоненты СБФ, в которой одна из функций является дизъюнкцией 
(или конъюнкцией двух других или входных переменных) и т.п. В 
этом случае такую функцию можно реализовать одним простым эле
ментом (конъюнктором, дизьюнктором и т.п.). Последствия для опти
мизации будут такие же, как и для головной компоненты: сократится 
путь от входов подсхемы к соответствующему выходу, и, следователь
но, уменьшится длина пути к некоторым выходам всей схемы. Кроме 
того, можно будет удалить из подсхемы те элементы, которые влияют 
на значение только данного выхода, т.е. вполне возможно, что удастся 
сократить и общее число элементов во всей схеме.

В заключение заметим, что результаты раздела 4.2 можно распро
странить на последовательностные схемы. В этом случае поведение 
каждой из компонент композиции описывается некоторым структур
ным автоматом, и помимо функций выходов каждой компоненты не
обходимо рассматривать еще и функции переходов (функции возбуж
дения). Множество допустимых структурных автоматов для компо
ненты (наибольшее решение соответствующего автоматного уравне
ния) может быть найдено по характеристическим функциям так же как 
и для комбинационных схем. Однако в случае последовательностных 
схем в наибольшем решении могут появиться состояния, в которых 
поведение определено не для каждого входного набора, и такие со
стояния (и переходы в них) необходимо итеративно удалить до начала 
оптимизации. Для проверки возможности представления одной из 
выходных функций суперпозицией некоторых простых функций также 
необходимо проверить, что такая суперпозиция существует в каждом 
из оставшихся достижимых состояний.

4.3. Пример протокольного конвертора на основе
решения уравнений

В качестве иллюстрации изложенного выше метода решения па
раллельного автоматного уравнения рассмотрим синтез конвертора
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для двух несовместимых протоколов20. В качестве примера мы рас
сматриваем несовместимые altemating-bit (АВ) и non-sequenced (NS) 
протоколы. Система связи состоит из передатчика, использующего 
протокол АВ, приемшгса, использующего протокол NS, и должна пе
редавать данные по каналу, который работает в обоих направлениях, 
но по очереди.

а б
Рис. 4.8, а блок-диаграмма всей системы

б описание системы с точки зрения пользователя

Рис. 4.8а показывает блок-схему всей системы. Каждая компонента 
представлена прямоугольником с входящими и выходящими стрелка
ми, чтобы показать, соответственно, входные и выходные символы. 
Передатчик состоит из АВ протокола (PS) и его канала передачи (PC), 
а приемник PR использует протокол NS. Конвертор должен связать все 
части PS, PC и PR так, чтобы полученная система удовлетворяла спе
цификации (55). События Л е с  и Del представляют интерфейс системы 
с пользователем. Конвертор X  переводит сообщение передатчика (с 
использованием АВ протокола) в формат, который понимает прием
ник (NS протокол). Например, подтверждение сообщений Л, получен
ных конвертором от приемника, трансформируются в подтверждения 
altemating-bit протокола (аОхс для подтверждения нулевого бита и а\хс 
для подтверждения единичного бита) и проходят по каналу к передат
чику (аОхс для подтверждения нулевого бита и а\хс для подтвержде
ния единичного бита); данные проходят от передатчика в канал (dD.sc 
для сообщений, контролируемых нулевым битом и disc для сообще
ний, контролируемых единичным битом), а из канала к конвертору 
(dOcx для сообщений, контролируемых нулевым битом, и d\cx для

1Q Пример взят из готовящейся к публикации монографии Т Villa, N.Yevtushenko, 
R К. Bray ton, A Mishenko, A Petrenko, A Sangiovanni-Vincenielli « The Problem of the 
Unkown Component from Theory to Applications»
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сообщений, контролируемых единичным битом), чтобы быть преобра
зованными конвертором в сообщение с данными для приемника.

Мы сразу представляем поведение компонент полуавтоматами вида 
/^ , у которых каждый переход исходного автомата «растянут» на два 
перехода: первый помечен входным сигналом (символ ?), второй -  
выходным сигналом (символ !). Эти полуавтоматы показаны на 
рис. 4.9.

• в

Рис. 4.9, а диаграмма переходов передатчика PS 
б диаграмма переходов приемника PR 
в диаграмма переходов канала передачи PC 
г полуавтомат, описывающий поведение всей системы

Рис. 4.10 показывает наибольшее префикс замкнутое решение 

PSO PC 0 PR для конвертора.

1 06



A, the,
• txc, d\cjt

<4, after,
Iw, Лог

Рис 4.10. Наибольшее префикс-замкнутое решение для конвертора

На рис. 4.11 мы приводим наибольшее 2-ограниченное решение, 
как пример решения с ограничением на число внутренних коммуника
ций.

Рис 4 11. Наибольшее 2-ограниченное решение

Рис. 4.12 показывает композицию конвертора и остальных частей, 
которая демонстрирует, что наибольшее решение хотя и является про-
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грессивным, однако не всякая его полностью определенная редукция 
обладает таким свойством. Такое возможно, если, например, после 
входного действия dOcx конвертор всегда выбирает а\хс (цикл dOcx- 
alxc), т.е. появится тупик после внешнего входного сигнала Лес. Од
нако после dOcx из цикла есть другой выход D (кроме а\хс), так что 
наибольшее решение, тем не менее, прогрессивное. Как уже отмеча
лось ранее, цикл удалить нельзя, иначе мы потеряем решение с после
довательностями (dOcx a\xc)kD , где к -  натуральное число.

Рис. 4 12 Композиция P S О РСО PR о. наибольшим решением уравнения
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