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ИССЛЕДОВАНИЕ RQ-СИСТЕМЫ M| GI| 1 
С ПРИОРИТЕТОМ ПОСТУПАЮЩИХ ЗАЯВОК 

МЕТОДОМ АСИМПТОТИЧЕСКИХ СЕМИИНВАРИАНТОВ 

Я. Е. Черникова 
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E-mail: evgenevna.92@mail.ru 

Retrial Queue Systems являются адекватными для описания телефонных сетей, для 
анализа и исследования процессов функционирования телекоммуникационных и ком-
пьютерных сетей, транспортных систем и др. Принципиальное отличие RQ-систем от 
классических систем массового обслуживания состоит в том, что заявки, пришедшие в 
систему и обнаружившие прибор занятым, не покидают систему, а присоединяются к 
повторной очереди с тем, чтобы попытаться занять прибор в будущем. Исследованием 
Retrial Queue Systems занимаются Г. И. Фалин [1–3], Дж. Арталехо [4–5], 
А. А. Назаров [6], Ю. И. Сухарев и др. 

Большой интерес представляет ситуация, когда заявка нашедшая прибор занятым в 
момент прибытия ее в систему пользуется приоритетом по отношению к заявке, нахо-
дящейся на обслуживания, то есть вытесняет ее. 

1. Математическая модель 

Рассмотрим RQ-систему (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. RQ-система M|GI|1 с приоритетом поступающих заявок 

На вход системы поступает простейший поток заявок с интенсивностью λ. Требова-
ние, заставшее прибор свободным, занимает его для обслуживания в течение случайно-
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го времени с функцией распределения . Если прибор занят, то поступившая заявка 

вытесняет обслуживаемую и сама встает на прибор, а заявка, которая обслуживалась, 
переходит в ИПВ, где осуществляет случайную задержку, продолжительность которой 
имеет экспоненциальное распределение с параметром σ. Из ИПВ после случайной за-
держки заявка вновь встает на прибор. Если прибор свободен, то заявка занимает его на 
случайное время обслуживания, если же он занят, то заявка из ИПВ вытесняет обслу-
живаемую, которая уходит в ИПВ. 

Обозначим  – число заявок в ИПВ,  определяет состояние прибора следу-

ющим образом: 

  

Ставится задача исследования процесса . Так как исследуемый процесс не 

является марковским, то рассмотрим процесс с переменным числом компонент. Если 
, то рассматриваем процесс . Если , то рассматриваем процесс 

, где  – остаточное время от момента t до момента окончания обслу-

живания. 
Обозначим  вероятность того, что прибор в момент вре-

мени t находится в состоянии 0 и в источнике повторных вызовов находится i заявок; 
 вероятность того, что прибор в момент времени t 

находится в состоянии 1, остаточное время обслуживания меньше z и в источнике по-
вторных вызовов находится i заявок. 

Для частично характеристических функций в стационарном режиме запишем пря-
мую систему дифференциальных уравнений Колмогорова: 

  (2) 

где 

 , 

 – мнимая единица, 

 . 

Аналитически данную систему решить затруднительно. Будем решать ее методом 
асимптотического анализа [7–8] в условии большой задержки ( ). 
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  (3) 

Сформулируем следующее утверждение. 
Теорема 1. Предельное (при ) значение  решения 

 системы уравнений (3) имеет вид 

 , , 

где величины ,  удовлетворяют следующим выражениям: 

 , , 

а  является решением уравнения 

 . 

3. Асимптотика второго порядка 

Для более детального исследования рассматриваемой RQ-системы, найдем асимпто-
тику второго порядка. В системе (2) выполним замены: 
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где , , величины , , ,  

удовлетворяют следующим выражениям  

  

4. Асимптотика третьего порядка 

Для повышения точности результатов рассмотрим асимптотику третьего порядка. В 
системе (2) выполним замены: 

  (7) 

 , , , . (8) 

Имеем следующую систему: 
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 системы уравнений (9) имеет вид 

 , , 

где 

 , 

 , 

 , 

2

2 2

( )
( ) exp

2

jw
w

     
    

1
2 *

0 1 1

R

R R


 

    0R 1( )R z 1R  *
1 1R   

 

 

1

1 1

1

( ) *
0 1

0

( )( )
01 1

0

1 0

( )*
1 1

0

( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

1 ,

( ) ( ).

z

z
xz

z

R e dB z B

R z e e B x dxR

R R

R ze dB z


 

 


 

    

    

 

   







2
1 2

3

2
1 2

3

( )(0, ) (0, )exp ,
2

( )(1, , ) (1, , )exp ,
2

juH u H u ju

juH u z H u z ju

 
 
 
 
 
 

  
 

  
 

3   u w  3 3(0, ) (0, , )H u F w  3 3(1, , ) (1, , , ) u z F w zH  

0 1

01

1 0 0 0

1 1 1 1

1

2 21

2 2

2

2 1

2 1

( )

( )

( , , ) ( , ) ( , , )

( , )( , )
( ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( , )

( , , ) ( , , ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( )

j w

j

e

e

F w z F w F w z
j j

z w w
F wF w

j B z j B z
w w

F w j w F w B z F w

F w z j w F w z B z F w

j w B z F w B z

 











 

   

  

         
  

   
 

        
        

     0

0 12

( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ).

w

j w j we e

F w

j w B z F w B z F w



  

 

      

0   3 3(0, ), (1, , )F w F w z

 3 3(0, , ), (1, , , )F w F w z 

3 0 3(0, ) ( )F w R w  3 1 3(1, , ) ( ) ( )F w z R z w 

3

3 3

( )
( ) exp

6

jw
w

     
  

2 2 2
2 * *1 0 1 2

3 2 0 1 2 1 1 1 1*
1 1 0 1

2
( ) ( )

( ) 2

R R
R

R
R R

R
                        

1
2 *

0 1 1( )

R

R R


 

   



146 

 является решением уравнения 

 , 

величины , , ,  удовлетворяют следующим выражениям 

  

Найдем характеристическую функцию  числа заявок в ИПВ. Выполнив обрат-

ные к (8) замены, получим 

 . 

Выводы 

В работе найдена асимптотика третьего порядка характеристической функции числа 
заявок в ИПВ. Данная функция определяется одним параметром σ и тремя асимптоти-
ческими семиинвариантами , , . В дальнейшем планируется выполнить иссле-

дование рассматриваемой RQ-системы, когда не существует стационарного режима. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ RQ-СИСТЕМЫ MMPP|M|1 
С ФАЗОВЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ПОВТОРНОГО ВРЕМЕНИ 

А. А. Назаров, Н. И. Яковлев 

Томский государственный университет 
E-mail: yakovlev_steppy@mail.ru 

В работе рассмотрена RQ-система (Retrial Queueing System) с фазовым распределе-
нием повторного времени. 

Первая международная научная конференция по RQ-системам состоялась в Мадри-
де в 1998 году. К настоящему времени по этой тематике опубликованы сотни научных 
работ, в том числе ряд монографий, одной из первых среди которых является книга 
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