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Сдвиг научного интереса от физических явлений, подчиняющихся законам термо-
динамики, к нелинейным диссипативным процессам, содержащим химические и
биологические превращения, привёл к аналогичному повороту в математическом
моделировании: от решения дифференциальных уравнений к прямому дискретно-
му стохастическому моделированию. Математическим фундаментом дискретного
моделирования является асинхронный клеточный автомат — стохастический ана-
лог клеточного автомата фон Неймана. Систематической методологии построения
асинхронного клеточного автомата, моделирующего процессы, состоящие из мно-
гих действий, совместно преобразующих общее дискретное пространство, пока
не существует. Нет ответа на вопрос, насколько и чем различаются результаты
моделирования при разных способах организации (режимах) взаимодействий ло-
кальных операторов, составляющих сложный процесс. В работе делается попытка
ответить на этот вопрос путём проведения серии вычислительных экспериментов
по моделированию трёх типовых реакционно-диффузионных процессов при раз-
ных асинхронных режимах и сравнительного анализа их эволюций. Результат
состоит в том, что качественный характер процессов не зависит от способа ком-
позиции, а количественные различия могут быть скорректированы.
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The shift of scientific interest from physical phenomena obeying laws of thermodyna-
mics towards nonlinear dissipative processes containing chemical and biological trans-
formations stimulates a similar turn in mathematical modeling: from differential equa-
tion solution to direct and stochastic simulation. A foundation for discrete simulation
is the asynchronous cellular automaton — a stochastic analogue of von-Neumann’s
cellular automaton. For the time being, there is no systematic methodology for con-
structing asynchronous cellular automata simulating processes composed of many ac-
tions transforming a common discrete space. It is not known, how different are simula-
tion results obtained by different ways of composing simple operations for organizing a
complex computational process. In the paper, an attempt is made to answer this ques-
tion by means of performing a series of simulation of three typical reaction-diffusion
processes with different asynchronous modes of functioning, and comparative analysis
of their evolutions and invariants. The obtained result shows that qualitative charac-
ter of the process under simulation does not depend on the composition mode, and
quantitative differences may be corrected.

Keywords: discrete mathematical modeling, asynchronous cellular automaton, modes
of functioning, reaction-diffusion processes, spacial self organization.

Введение
Наряду с теоретическими и экспериментальными видами научной деятельности

развивается третья её cоставляющая— компьютерное моделирование исследуемых
процессов. В частности, с помощью имеющихся мощных компьютеров стало возмож-
ным изучение механизмов химических и биологических процессов на микро- и на-
ноуровнях, которые трудно или невозможно моделировать, основываясь на традици-
онных моделях математической физики, так как исследуемые явления нелинейны,
разрывны и диссипативны. Поиски новых нетрадиционных моделей привели к пере-
осмысливанию идеи клеточного автомата (КА) [1] и появлению множества его моди-
фикаций. Среди них значительное место занимают КА-модели явлений, которые могут
быть представлены композицией простейших действий типа «движение» и «превраще-
ние» элементарных частиц и составляют класс реакционно-диффузионных процессов.
Движения обычно подчиняются законам диффузии или конвекции, а превращения
имитируют химические реакции. Все действия представляются как случайные про-
цессы [2], поскольку в естественных условиях нет для них специальной синхрониза-
ции. Известно несколько методов моделирования случайных процессов, происходящих
в пространстве. В разных предметных областях они имеют свои названия и отли-
чаются способами объединения элементарных действий в единый пространственно-
распределённый процесс. В материаловедении и микроэлектронике — это «кинетиче-
ский метод Монте-Карло» [3, 4]. В каталитической химии— это просто «метод Монте-
Карло» [2, 5]. На самом деле они все являются вариантами асинхронного КА, отлича-
ющимися способами построения правил перехода.

Математические модели реакционно-диффузионных явлений, выраженные в тер-
минах асинхронных КА [6, 7], а также исследование методов композиции КА [8] позво-
лили обобщить накопленный опыт построения сложных КА-моделей и выделить три
главных режима взаимодействия элементарных операторов, называемых подстанов-
ками:
— стохастический режим, когда каждая случайно выбранная подстановка приме-

няется к случайно выбранной клетке, и так для всех подстановок и всех клеток;
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— локальная суперпозиция, когда все подстановки в случайном порядке применяются
к одной и той же случайно выбранной клетке, и так для всех клеток;

— глобальная суперпозиция, когда каждая случайно выбранная подстановка приме-
няется ко всем случайно выбираемым клеткам, и так для всех подстановок.
Для правильного выбора способа композиции при синтезе КА-модели полезно

знать, как этот выбор влияет на результат моделирования, т. е. насколько различны
эволюции асинхронных КА, отличающихся только способом композиции подстановок.
Есть предположение, что влияние это незаметно или очень мало. В каких случаях
это предположение подтверждается — на этот вопрос далее делается попытка отве-
тить путём проведения вычислительных экспериментов над несколькими типовыми
КА-моделями.

Работа организована следующим образом. В п. 2 дана формальная постановка за-
дачи. В п. 3, 4 и 5 приводятся результаты экспериментального моделирования для
процессов движения фронта, агрегации вещества и самоорганизации соответственно.
Заключение содержит сравнительный анализ полученных результатов.

1. Формальное представление асинхронных КА-моделей
Формально асинхронный КА задаётся тройкой понятий ℵ = 〈A,X,Θ(X)〉, где

A— алфавит состояний клеток, т. е. множество символов или чисел, обозначаю-
щих вещества, участвующие в процессе, или условия, определяющие их свойства;
X = {xk : k = 1, . . . , N}—множество имён клеток, которое обычно задаётся мно-
жеством координат дискретного пространства конечных размеров; Θ(X) — глобаль-
ный оператор, определяющий функционирование асинхронного КА. Пара (u, x), где
u ∈ A, x ∈ X, называется клеткой. Множество клеток Ω = {(uk, xk) : uk ∈ A, xk ∈ X,
∀k, l (k 6= l⇒ xk 6= xl)} образует клеточный массив, а перечень состояний всех клеток
массива ΩA = (u1, u2, . . . , u|X|) — глобальное состояние.

В пространстве X определены подмножества имён клеток, называемые шаблонами
соседства:

Tn(x) = {x, x+ a1, . . . , x+ an−1},
где aj — вектор смещения; n = |Tn(x)|. Шаблон Tn(xk) соседства выделяет в клеточ-
ном массиве Ω подмножество клеток-соседей для конкретной клетки xk, состояния
которых составляют локальную конфигурацию

S(xk) = {u0, u1, . . . , un−1},

где u0, u1, . . . , un−1 — состояния клеток xk, xk + a1, . . . , xk + an−1 соответственно.
Элементарная операция, изменяющая состояние клеток-соседей x ∈ Ω, имеет вид

подстановки
θ(x) : S(x)

p−→ S ′(x),

где p— вероятность применения подстановки, вычисляемая исходя из известных ско-
ростей моделируемых элементарных действий.

Применение подстановки θ к клетке xk сводится к замене всех или некоторых со-
стояний uj ∈ S(xk) на новые значения u′j ∈ S ′(xk):

u′j = fj(u0, . . . , un−1), n = |S(xk)|, (1)

где fj(u0, . . . , un−1) —функция перехода.
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Применение подcтановки к клетке xk ∈ X считается успешным, если все клетки с
именами из Tn(xk) содержатся в Ω:

{(u0, xk), . . . , (un−1, xk + an−1)} ⊆ Ω. (2)

При этом клетка (u, x) с переменным состоянием u считается принадлежащей Ω, если
u определено в A.

Простым далее называется такой КА, у которого глобальный оператор Θ(X) =
= Ψ(θ) состоит из одной подстановки. Асинхронный режим простого КА предполагает
следующий алгоритм применения подстановки:

1) с вероятностью p = 1/|X| выбирается клетка (u, xk) ∈ Ω;
2) к выбранной клетке применяется подстановка θ(x);
3) если условие (2) для θ(x) выполнено, то состояния uj ∈ S(xk) немедленно ме-

няются на значения функций переходов (1);
4) условно принимается, что |X| повторений п. 1 и 2 составляет одну итерацию.
Сложная асинхронная КА-модель обычно задаётся не одной, а набором подстано-

вок Θ = {θ1, . . . , θm} и способом их композиции Ψ(Θ). Набор подстановок соответству-
ет набору элементарных действий в моделируемом процессе, причём так как скорости
K1, . . . , Km выполнения этих действий различны, то каждая подстановка θi снабжается
вероятностью своего применения

pi =
Ki

K1 +K2 + . . .+Km

. (3)

Поскольку
m∑
1

pi = 1, значения вероятностей в интервале (0, 1) можно расположить так,

чтобы каждому pi назначался подинтервал πi =

(
i−1∑
j=1

pj,
i∑

j=1

pj

]
. Случайным выбором

подстановки θi ∈ Θ далее называется такой её выбор, что случайное число η ∈ πi.
Применение глобального оператора Θ(X) к массиву Ω(t) изменяет его глобальное

состояние Ω(t)→ Ω(t+ 1), составляя одну итерацию. Последовательность

Ω(0), . . . ,Ω(t), . . . ,Ω(T )

называется эволюцией КА.
Способ композиции подстановок Ψz(Θ) в глобальном операторе определяет алго-

ритм их применения к клеткам клеточного массива Ω(t) в течение одной итерации.
Далее изучаются три основных способа композиции: стохастический (z = S), локаль-
ный (z = L) и глобальный (z = G), на которых могут строиться ещё более сложные
композиционные конструкции.

Стохастическая композиция ΨS предусматривает следующий алгоритм примене-
ния подстановок:

1) с вероятностью p = 1/|X| выбирается клетка (u, xk) ∈ Ω;
2) случайно выбирается подстановка θi, которая сразу применяется к xk;
3) условно принимается, что |X|·m повторений п. 1 и 2 составляют одну итерацию.
Из приведённого алгоритма следует, что при стохастической композиции каж-

дая случайно выбранная подстановка θi ∈ Θ в течение одной итерации выполняется
pi · |X| раз, всякий раз для случайно выбранной клетки xk ∈ X.

Локальная суперпозиция ΨL предусматривает следующий алгоритм применения
подстановок:
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1) с вероятностью p = 1/|X| выбирается клетка (u, xk) ∈ Ω;
2) случайно выбирается подстановка θi ∈ Θ и применяется к клетке xk, затем

выбирается следующая подстановка θj ∈ Θ, которая применяется к той же
самой клетке, и так m раз;

3) условно принимается, что |X| повторений п. 1 и 2 составляют одну итерацию.
Из приведённого алгоритма следует, что при локальной суперпозиции каждая слу-

чайно выбранная подстановка θi ∈ Θ в течение одной итерации выполняется pi·|X| раз,
как и при стохастической композиции. Однако отличие состоит в том, что здесь все
подстановки применяются к одной и той же случайно выбранной клетке.

Глобальная суперпозиция ΨG предусматривает следующий порядок применения
подстановок:

1) случайно выбирается подстановка θi ∈ Θ;
2) θi применяется последовательно к случайно выбираемым с вероятностью p =

= 1/|X| клеткам (u, xk) ∈ Ω;
3) условно принимается, что m повторений п. 1 и 2 составляют одну итерацию.
Из приведённого алгоритма следует, что при глобальной суперпозиции каждая слу-

чайно выбранная подстановка θi ∈ Θ в течение одной итерации выполняется pi·|X| раз,
так же, как в обоих предыдущих случаях. Однако отличие состоит в том, что здесь
одна и та же случайно выбранная подстановка применяется ко всем случайно выби-
раемым клеткам.

Три приведённых способа композиции подстановок в асинхронных КА-моделях
различаются степенью вводимого в алгоритмы порядка, который можно оценивать
вероятностью qz каждого применения подстановки в течение одной итерации. Эта ве-
роятность равна обратной величине числа возможностей. Легко подсчитать, что для
каждого способа композиции она равна

qS =
2(Q− 2)!

Q!
, qL = qG =

m!(Q−m)!

Q!
,

где Q = |X| ·m.
Сравнение эволюций КА-моделей при трёх приведённых способах композиции ло-

кальных операторов выполнялось для трёх типовых реакционно-диффузионных про-
цессов: распространение фронта, агрегация вещества и самоорганизация в системе
«хищник—жертва». Вычислительные эксперименты были поставлены следующим об-
разом:

1) для каждого процесса были выбраны одна или несколько основных величин,
характеризующих его эволюции;

2) каждый процесс моделировался трижды; КА-модели отличались только спосо-
бом композиции подстановок. На каждой итерации выводились значения вы-
бранных характеристик;

3) исследовались различия полученных значений для трёх способов композиции.

2. Распространение фронта двумерной волны
Первая математическая модель процесса распространения фронта волны исследо-

вана в [10, 11]. В [10] процесс называется «диффузией, соединенной с возрастанием
количества вещества». Результаты оказались необычайно плодотворными не только
в части математического анализа этого нелинейного явления, но и в части приме-
нения их для моделирования подобных процессов, например распространения огня,
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распространения сорняков и эпидемий, химичеcких превращений веществ в активных
средах. КА-модели процесса распространения фронта также предлагались и изуча-
лись для разных применений [12]. Для современного моделирования процесс «распро-
странение фронта» может рассматриваться как типовая составляющая более сложных
явлений [13] и, следовательно, должен быть изучен подробно.

Кинетика процесса представлена как множество частиц, распределённых по про-
странству с неравномерной плотностью. Частицы диффундируют из области с боль-
шей плотностью на свободные места. Однако плотность в каждой точке изменяется не
только в результате диффузионного перемещения, но также из-за реакции среды на
эти изменения. Реакция описывается логистической функцией, имеющей вид полино-
ма n-го порядка. В простейшем случае это функция следующего вида:

F (u, x) = α〈u(x)〉(1− 〈u(x)〉), (4)

где 〈u(x)〉—плотность вещества в клетке x, равная осреднённому значению состояния
по окрестности осреднения:

〈u(x)〉 =

∑
xj∈Av(x)

u(xj)

|Av| . (5)

Здесь Av(x) — окрестность осреднения, состоящая их множества клеток, отдалённых
от x не более чем на заданное l.

Асинхронный КА, моделирующий распространение фронта волны в двумерном
пространстве ℵ = 〈A,X,Θ(X)〉, в своем классическом виде работает с булевым ал-
фавитом A = {0, 1}, множеством имён клеток X = {(i, j) : i, j = 0, . . . , N} и глобаль-
ным оператором Θ(X) = Ψz(θd(x), θr(x)), где Ψz — один из способов композиции ΨS,ΨL

или ΨG; θd —локальный оператор диффузии, θr —локальный оператор реакции, кото-
рые могут быть выражены одноимёнными элементарными подстановками.

Подстановка θd(x) определена на пятиточечном шаблоне

T5(i, j) = {(i, j), (i, j + 1), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i− 1, j)} (6)

и имеет вид
θd : {u0, u1, u2, u3, u4} pd−→ {u′0, u′1u′2, u′3, u′4} (7)

Применение θd к случайно выбранной клетке (u0, xk) ∈ Ω состоит в замене её со-
стояния u0 на состояние ul одной из соседних клеток, выбранных равновероятно, т. е.

(u′0 = ul) & (u′l = u0), если (l − 1)/4 < rand1 < l/4 & rand2 < pd, l = 1, 2, 3, 4,

где rand1, rand2 — случайные числа в интервале (0,1).
Начальным глобальным состоянием выбран клеточный массив размера 701× 701.

В центре массива находится круг радиуса R = 30, в котором все клетки имеют состоя-
ния v = 1, в остальных клетках массива состояния v = 0. При функционировании КА
круг расширяется, постепенно заполняя единицами всю область. Вычислительный экс-
перимент состоял из запуска параллельной программы моделирования эволюций трёх
КА, отличающихся способами композиции глобального оператора. Каждому способу
композиции Ψz, z ∈ {ΨS,ΨL,ΨG}, отводился один OpenMP-поток на четырёхядерном
компьютере Intel Core i7 920. В эксперименте выполнялось по 100 прогонов с разными
начальными значениями генератора случайных чисел и последующим вычислением
математического ожидания ū(x) результирующих состояний. Для каждого способа
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композиции на t-й итерации выводилось по два числа, характеризующих моделируе-
мый процесс:

Γz(t) =
∑
x∈X

ū(x), Vz(t) =
1√
π

(√
Γz(t)−

√
Γz(t− 1)

)
,

где Γz — суммарное состояние; Vz — скорость распространения фронта. Вычислитель-
ные эксперименты различались соотношением вероятностей диффузии и реакции
(pd; pr), которые равнялись (0,1; 0,9), (0,2; 0,8), (0,5; 0,5), (0,9; 0,1), (0,95; 0,05). Полу-
ченные значения Γz(t) и Vz(t) (рис. 1) показывают, что все три способа композиции
глобального оператора на качественном уровне неразличимы, так как разность между
суммарными состояниями ΓS(t)−ΓL(t), ΓS(t)−ΓG(t) ни в одном эксперименте ни при
одном t не превышает 3%. На размер разницы не влияет также соотношение вероят-
ностей (pd; pr), от которого зависит скорость распространения фронта (рис. 2).

б

V(t)

t t

a

Рис. 1. Результаты вычислительного эксперимента при pd = pr = 0,5: а — суммарные
состояния в зависимости от времени; б — скорости распространения фронта
волны от времени

В p

Рис. 2. Зависимость скорости распространения фронта волны V от
значения вероятности применения подстановки диффузии pd.
Значения VS , VL, VG для всех случаев совпадают
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3. Агрегация, ограниченная диффузией
Явление, которое называется «агрегация, ограниченная диффузией» (diffusion

limited aggregation, DLM), далее — просто агрегация, не может быть представлено в
виде дифференциального уравнения. Его первая модель была описана в виде взаи-
модействий и движений частиц в дискретном пространстве и сразу реализована на
компьютере [14]. В [14] модель не была причислена ни к какому направлению матема-
тического моделирования, хотя по сути является асинхронным КА. Модель агрегации
является абстракцией таких процессов, как электрогальванизация [15], образование
кристаллических структур [16], рост городов [17] и др. Наиболее известны асинхронные
КА-модели, в которых диффузионная составляющая описывает случайное блуждание
частиц в пространстве, а реакционная составляющая преобразует блуждающую ча-
стицу в неподвижную, если она оказывается достаточно близко к другой неподвижной
(явление «прилипания»).

Процессу соответствует эволюция асинхронного КА ℵ = 〈A,X,Θ(X)〉, где A =
= {0, 1, b}, X = {(i, j)}. Локальный оператор Θ(i, j) = Φz(θd(i, j), θr(i, j)), где θd(i, j) —
подстановка наивной диффузии (7), θr(i, j) —подстановка прилипания. Обе подста-
новки вероятностные, значения вероятностей pd, pr определяются по (3), исходя из
известных значений коэффициентов диффузии и прилипания. Подстановка прилипа-
ния построена на шаблоне T5 (6) и имеет тот же вид, что и θd(i, j), отличаясь только
функцией перехода, которая здесь равна

u′0 =

{
b, если (u0 = 1) & (ul = b) & (rand < pr),
u0 в остальных случаях, l = 1, 2, 3, 4.

Исходное глобальное состояние Ω(0) —равномерное с плотностью 0,5 распреде-
ление «единиц» по всему массиву, кроме пятна из клеток-зародышей в состоянии
v(i, j) = b размера 2 × 4, расположенного в середине нижней границы массива.
В процессе эволюции вокруг зародышей образуется растущая древовидная структура
(рис. 3), похожая на коралл или мох.

а                                                 б

Рис. 3. Древовидные структуры, построенные асинхронным КА агрегации
при стохастической композиции подстановок θd(i, j) и θr(i, j): а —при
(pd; pr) = (0,5; 0,5) и t = 520; б —при (pd; pr) = (0,9; 0,1) и t = 2500

Вычислительные эксперименты проводились для клеточного массива размера
500× 200. Промоделированы три случая, отличающиеся соотношениями вероятностей
(pd; pr) = (0,5; 0,5), (0,8; 0,2) и (0,95; 0,05). Во всех случаях каждому способу компо-
зиции Ψz, z ∈ {S, L,G}, отводился один OpenMP-поток на четырёхъядерном ком-
пьютере Intel Core i7 920. В эксперименте выполнялось по 100 прогонов с разными
начальными значениями генератора случайных чисел и последующим вычислением
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математического ожидания состояний ū(x). Для каждого способа композиции выво-
дились зависимости ∆z(t) для z ∈ {S, L,G} (рис. 4) и вычислялись значения δz(t) при
двух значениях радиуса R = 30 и 60:

∆z(t) =
∑
x∈X

ū(x), δz(t) = log(Nz(R))/ log(πR2),

где ∆z(t) — суммарная масса на t-й итерации; δz —фрактальная размерность построен-
ной структуры; Nz(R) —количество клеток в состоянии b, находящихся на расстоянии
не более чем R от зародыша (таблица).

t t

а                                                          б                                                    в   

t

Рис. 4. Зависимости суммарных масс ∆L(t), ∆G(t) и ∆S(t) для трёх случаев соот-
ношения интенсивностей диффузии и прилипания: а — (pd; pr) = (0,5; 0,5);
б — (pd; pr) = (0,8; 0,2); в — (pd; pr) = (0,95; 0,05)

Фрактальные размерности древовидных структур,
построенных в ходе моделирования процесса агрегации

R 30 60
(pd; pr) (0,5; 0,5) (0,95; 0,05) (0,5; 0,5) (0,95; 0,05)

ΨL 1,65621 1,64746 1,65243 1,69751
ΨG 1,65953 1,64608 1,6517 1,70208
ΨS 1,64146 1,6474 1,65126 1,69346

Полученные результаты показывают, что кривые суммарных масс для локаль-
ной ΨL, глобальной ΨG и стохастической ΨS композиций для каждого случая (pd; pr)
имеют одинаковый характер, но различаются при разных соотношениях интенсивно-
сти диффузии и прилипании. Так, при (pd; pr) = (0,5; 0,5) и (0,8; 0,2) скорость роста
суммарной массы при локальной композиции больше, чем при стохастической, пример-
но на 5 %, тогда как при (pd; pr) = (0,95; 0,05) разницы в скоростях роста суммарной
массы незаметно.

Различия в значениях фрактальных размерностей δz(t) от способа композиции не
заметны (< 1 %). То же самое можно сказать и по поводу пространственного образа
древовидной структуры (см. рис. 3).

Общий вывод из проведённого вычислительного эксперимента состоит в том, что
свободный выбор способа композиции локальных операторов допустим, если нет силь-
ных ограничений по точности. Кроме того, всегда возможна корректировка масштабов
при переходе от модельных к физическим шагам по времени и пространству. Важно,
что инвариант КА одинаков при разных способах композиции.
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4. Самоорганизация в системе «хищник—жертва»
Исследование взаимоотношений хищников с жертвами [18], обитающих совмест-

но в замкнутом пространстве, является типовой задачей самоорганизации [19], кото-
рая привлекает внимание не только экологов, но и математиков, физиков, химиков и
даже социологов. В традиционной математике системы «хищник—жертва» описыва-
ются дифференциальными уравнениями в частных производных с полиномиальными
нелинейными функциями. Поведенческие свойства изучаются при помощи качествен-
ной теории нелинейных систем. Компьютерная имитация выполняется путём решения
систем нелинейных дифференциальных уравнений [18]. Возможности этих методов
ограничены, во-первых, размерностью фазового пространства, во-вторых, трудностя-
ми решения нелинейных уравнений на суперкомпьютерах. Клеточно-автоматные мо-
дели систем «хищник—жертва» изучались также в синхронном [20] и асинхронном
вариантах [21].

Взаимодействия между хищниками и жертвами происходят следующим образом.
Хищники (щуки, лисы) питаются жертвами (планктоном, зайцами). Если в каком-то
месте пищи достаточно (плотность жертв больше, чем плотность хищников), то плот-
ность хищников увеличивается: хищники размножаются с вероятностью, пропорцио-
нальной их плотности. Если пищи не хватает (плотность жертв меньше, чем плотность
хищников), то плотность хищников уменьшается: они умирают от голода с вероятно-
стью, пропорциональной недостатку пищи. Жертвы всегда пытаются размножаться
с вероятностью, пропорциональной логистической функции [18]. И хищники, и жертвы
перемещаются в пространстве по закону диффузии, причём хищники более подвижны,
чем жертвы.

Асинхронный КА, моделирующий систему из одного вида хищников и одного вида
жертв, описывается параллельной композицией из двух диффузионно-реакционных
КА ℵv = 〈A,Xv,Θv(X)〉 и ℵu = 〈A,Xu,Θu(X)〉, где A— булев алфавит; Xv = {(i, j)v}
и Xu = {(i, j)u}—два изоморфных друг другу множества, определяющих клеточные
массивы Ωv и Ωu, на которых отображаются эволюции хищника и жертвы соответ-
ственно. Пара клеток, связанных отношением изоморфизма, обозначается (i, j) (без
индексов) и называется парой клеток-близнецов.

Глобальный оператор Θ(X) является композицией следующих подстановок:
— θdv((i, j)v) —диффузия хищника по массиву Ωv;
— θdu((i, j)u) —диффузия жертв по массиву Ωv;
— θrv((i, j)v) —реакция (изменение плотности) хищников;
— θru((i, j)u) —реакция жертв.

Подстановки наивной диффузии (7) θdv((i, j)v) и θdu(i, j)u) применяются каждая на
своём клеточном массиве, различаясь только коэффициентами диффузии (Dv � Du).

Подстановки реакций построены на шаблоне T2 = {(i, j)v, (i, j)u}, содержащем пары
близнецов:

θrv((i, j)v) : (〈v〉, 〈u〉) pr−→ (v′, u′), (8)

θru((i, j)u) : (〈u〉, 〈v〉) pr−→ (u′, v′),

где 〈v〉 и 〈u〉— осреднённые по окрестности Av = {(i+ a, j + b) : a, b = −r, . . . , 0, . . . , r}
величины, имеющие смысл плотности (5) организмов в точках, соответствующих ко-
ординатам клеток (i, j)v и (i, j)u.
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Новые состояния u′, v′ в (8) зависят от плотностей обоих организмов следующим
образом:

v′0 =

{
0, если 〈u〉 > 〈v〉 & rand < pv→0,
1, если 〈v〉 > 〈u〉 & rand < pv→1,

(9)

где вероятности pv→0 и pv→1 определяются на основе следующих соображений. Если
〈v〉 > 〈u〉, то избыток хищников (〈v〉 − 〈u〉) на площади Av((i, j)v) не имеет пищи и
умирает. Следовательно, (〈v〉 − 〈u〉) клеток из T ((i, j)v) должны сменить состояния
v = 1 на v = 0. Если 〈u〉 > 〈v〉, то хищнику достаточно пищи, он размножается в
соответствии с логистической функцией Fv(〈v〉) вида (4). Отсюда вероятности в (9)
равны

pv→0 = 〈v〉 − 〈u〉, если 〈v〉 > 〈u〉,
pv→1 = Fv(〈v〉), если 〈u〉 > 〈v〉.

Функция перехода θru выглядит так же, как (8), отличаясь только вероятностя-
ми pu→0 и pu→1, значения которых определяются на основе следующих соображений.
Если 〈u〉 < 〈v〉 (жертва поедается хищником), её плотность уменьшается пропорцио-
нально плотности хищника. Если же 〈u〉 > 〈v〉, то жертва размножается с вероятно-
стью, пропорциональной (〈u〉 − 〈v〉):

pu→0 = 〈v〉, если 〈v〉 > 〈u〉,
pu→1 = F (〈u〉 − 〈v〉), если 〈u〉 > 〈v〉.

Вычислительные эксперименты проводились для клеточного массива Ω(0) =
= Ωv(0) ∪ Ωu(0) размера |Xv| = |Xu| = 400 × 800 (рис. 5). В начальном состоянии
жертвы распределены по пространству равномерно: ∀(u, (i, j)u) ∈ Ωu(0) (〈u〉 = 0,4).
Хищник же собран в плотную полосу в середине области:

〈v〉 =

{
0,6 для всех (i, j)v : i = 0, . . . , 399, j = 369, . . . , 439,
0,2 в остальных (i, j)v ∈ Ωu(0).

Константы скоростей для диффузии и реакций приняты равными Kdv = 10, Kdu = 0,1,
Krv = 0,2, Kru = 0,2, что соответствует следующим вероятностям (3) применения
локальных операторов θdv, θdu, θrv, θru:

pdv = 0,952; pdu = 0,00952; prv = 0,01904; pru = 0,01904.

а б

Рис. 5. Начальное состояние Ω(0) КА, моделирующего самоорганизацию
в системе «хищник—жертва» при появлении «косяка» хищника в ви-
де полосы шириной 60 клеток и плотностью 〈v〉 = 0,6 при исход-
ной плотности хищника 〈v〉 = 0,2 (а) и исходной плотности жертвы
〈u〉 = 0,4 (б )
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Моделирование проводилось для трёх исследуемых способов композиции подста-
новок, которые для случая двух организмов и двух клеточных массивов выполняются
по следующим алгоритмам.

1. Стохастическая композиция ΨS. Случайно выбирается клетка (i, j) ∈ X. В соот-
ветствии с распределением вероятностей из четырёх подстановок θdv, θdu, θrv, θru вы-
бирается одна, которая применяется к соответствующей клетке-близнецу ((i, j)v или
(i, j)u). Итерация содержит 4|X| таких шагов.

2. Локальная композиция ΨL. Случайно выбирается клетка (i, j) ∈ X. Все четыре
подстановки применяются к этой клетке последовательно в случайно выбранном по-
рядке, каждая— к соответствующему близнецу. Итерация содержит X таких шагов.

3. Глобальная композиция ΨG. Случайно выбирается одна из подстановок и при-
меняется ко всем случайно выбираемым клеткам соответствующего ей подмассива.
Итерация содержит 4 таких шага.

В процессе эволюции происходит постепенное перераспределение хищников и
жертв по пространству, в результате которого достигается устойчивое равновесие
в виде скоплений хищников и жертв, имеющих форму круглых или овальных пятен
(рис. 6).

а                                                        б

Рис. 6. Глобальные устойчивые состояния хищника (а) и жертвы (б ) при сто-
хастической композиции, полученные в результате моделирования

Каждому способу композиции Ψz, z ∈ {S, L,G}, отводился один OpenMP-поток
на четырёхъядерном компьютере Intel Core i7 920. В эксперименте выполнялось по
100 прогонов с разными начальными значениями генератора случайных чисел и по-
следующим вычислением математического ожидания ū(x) и v̄(x). На каждой итерации
в файл выводились суммарные массы хищников и жертв:

Σz(t) =
∑

(i,j)v∈Xv
(v̄, (i, j)v), Λz(t) =

∑
(i,j)u∈Xu

(ū, (i, j)v).

Сравнение эволюций для трёх способов композиции проводилось по суммарным
массам Σz(t) хищников и Λz(t) жертв (см. рис. 7) , а также по количеству элементов
связности (плотных скоплений) σz и λz в устойчивом состоянии. Сравнение по суммар-
ным массам показывает максимальную разницу не более 3 %. Количество скоплений
в устойчивых состояниях везде равно 23.

Заключение
Проведено исследование способов построения глобального оператора асинхронно-

го КА, моделирующего реакционно-диффузионный процесс. Цель исследования— от-
ветить на вопрос, насколько отличаются эволюции асинхронного КА при трёх спо-
собах композиции подстановок при построении глобального оператора: стохастиче-
ском, локальном и глобальном. Исследование проведено методом вычислительного
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Рис. 7. Зависимости суммарных масс хищников (а) и жертв (б ) от времени, полученные
в результате экспериментального моделирования

моделирования для трёх типовых реакционно-диффузионных процессов: распростра-
нение фронта, агрегация вещества из раствора, самоорганизация в системе «хищник—
жертва». Возможность выбора способа композиции полезна при синтезе сложных
КА-моделей, так как позволяет разработчику согласовать вычислительный процесс
с архитектурой суперкомпьютера, а также рационально встраивать его в систему бо-
лее сложных моделей.

Главный вывод из проведённого исследования состоит в том, что результаты мо-
делирования при выбранных способах построения глобального оператора качественно
совпадают. Более того, количественные различия заметны (> 5 %) только для процес-
са агрегации. Следует отметить, что в случае моделирования естественных процессов
качественные совпадения часто вполне достаточны, а расхождения количественных
значений получаемых характеристик до 10 % считаются допустимыми. В тех особых
случаях, когда полученные количественные расхождения недопустимы, можно внести
коррекцию в масштабы шагов по времени или пространству. Качественная идентич-
ность эволюций позволяет это сделать, хотя потребует дополнительных исследований.
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