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Теорема 5. Число дополнительных дуг МР-1Р ориентации цепи Pn, имеющей
концы одинакового типа, удовлетворяет следующим условиям:⌈n

4

⌉
+ 1 6 ec(Pn) 6 n+ 1.
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О ГЕНЕРАЦИИ НЕИЗОМОРФНЫХ ВЕРШИННЫХ k-РАСКРАСОК

М.Б. Абросимов, П.В. Разумовский

Исследуется генерация всех неизоморфных вершинных и рёберных k-раскрасок
заданного графа. Предлагается алгоритм решения задачи построения неизоморф-
ных вершинных k-раскрасок методом Рида—Фараджева без проверки на изомор-
физм. Задача построения рёберных k-раскрасок сводится к задаче построения
вершинных k-раскрасок.
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Введение
Определение 1. Пусть G = (V, α) — граф, k ∈ N. Функция вида f : V →

→ {1, . . . , k} называется вершинной k-раскраской графа G, f(v), v ∈ V , — цветом вер-
шины v. При этом граф G называется графом с цветными вершинами, или цветным
графом. Для таких графов вводится обозначение G = (V, α, f).

Аналогичным образом определяется рёберная k-раскраска, а граф называется гра-
фом с цветными рёбрами.

Определение 2. Вершинная k-раскраска называется правильной, а граф назы-
вается k-раскрашиваемым, если вершины графа можно раскрасить в k цветов так, что
смежные вершины будут раскрашены в разные цвета. Аналогичным образом опреде-
ляется правильная рёберная k-раскраска. В этом случае граф называется k-рёберно
раскрашиваемым.

Обычно, когда встречаются задачи, связанные с раскраской графов, имеется в виду
именно правильная раскраска графа. Однако встречаются и задачи, в которых вер-
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шины графа имеют несколько различных типов (цветов), причем смежные вершины
могут быть одного типа [1]. Многие определения легко переносятся на цветные графы.

Определение 3 [2]. Пусть S —множество, а F = {S1, . . . , Sp}— семейство его
различных непустых подмножеств, объединение которых дает S. Граф пересечений
Ω(F ) семейства F определяется множеством V (Ω(F )) = F и условием «Si и Sj смеж-
ны тогда и только тогда, когда i 6= j ∧ Si ∩ Sj 6= ∅».

Определение 4 [2]. Рассмотрим множество X всех рёбер графа G как семей-
ство двухвершинных подмножеств множества вершин V (G). Рёберным графом L(G)
графа G называется граф пересечений Ω(X). Таким образом, вершинами графа L(G)
являются рёбра графа G и две вершины графа L(G) смежны тогда и только тогда,
когда смежны соответствующие им рёбра графа.

Определение 5. Изоморфизмом цветных графов G1 = (V1, α1, f1) и G2 = (V2,
α2, f2) называется изоморфизм графовG1 = (V1, α1) иG2 = (V2, α2), который сохраняет
цвета. То есть это такая биекция φ : V1 → V2, что выполняются два условия:

1. (u, v) ∈ α1 ⇔ (f(u), f(v)) ∈ α2 для любой пары вершин u, v ∈ V1;
2. f1(v) = f2(φ(v)) для любой вершины v ∈ V1.

Изоморфизм цветных графов также называется цветным изоморфизмом. Анало-
гично вводится понятие изоморфизма графов с цветными рёбрами.

Определение 6. Автоморфизм (цветной) графа —изоморфизм (цветной) графа
на себя. Множество всех (цветных) автоморфизмов, включая тождественный, образует
группу автоморфизмов графа. Две вершины называются подобными, если существует
автоморфизм, который отображает одну вершину на другую. Множество подобных
вершин называется орбитой.

1. Задача генерации неизоморфных k-раскрасок
На практике часто возникает задача генерации всех вершинных раскрасок задан-

ного графа. Эффективного решения эта задача не имеет. В данной работе задача
генерации вершинных раскрасок решена методом Рида—Фараджева. Этот метод поз-
воляет избавиться от проверки графов на изоморфизм— вместо этого производится
проверка каноничности раскраски.

Задачу построения рёберных раскрасок графа G можно свести к задаче генерации
вершинных раскрасок путем построения рёберного графа L(G).

Если графы G1 и G2 изоморфны, то графы L(G1) и L(G2) тоже изоморфны.
Х. Уитни [2] установил, что обратное справедливо почти всегда, и указал при этом
единственную пару различных графов K3 и K1,3, имеющих один и тот же рёберный
граф. Построив граф L(G) и рассмотрев частные случаи, описанные Уитни, можно
построить неизоморфные рёберные раскраски.

2. Вершинные k-раскраски графа
В алгоритме 1 построения всех неизоморфных вершинных k-раскрасок графа в ка-

честве вспомогательного инструмента для построения разбиений, вычисления канони-
ческой нумерации и орбит используется программный пакет nauty [3], реализованный
МакКеем [4].
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Алгоритм 1. Построение всех неизоморфных вершинных k-раскрасок графа

Вход: граф G = (V,E) и количество цветов k : 1 6 k 6 |V |
1: При помощи программы nauty строится каноническая нумерация [4] lab графа,

вычисляются орбиты orb0.
2: Создаётся вектор раскраски col, в него добавляется цвет 1 для первой вершины;
colsize := 1 —размер col; mc := 1 —максимальный по значению цвет, находящийся
в col; colcnt := 0 —количество найденных раскрасок.

3: Перебираются все цвета от 1 до mc+ 1, очередной цвет присваивается cur.
4: Для cur перебираются элементы i = 1, . . . , colsize раскраски col.

Пусть col[i] > cur и orbr[i] = orbr [colsize+ 1], где orbr — орбиты, полученные разби-
ением вершин раскраской r = (c1, . . . , ci−1) —первые (i−1) цвета col. Тогда данная
раскраска объявляется изоморфной, отсекается, и cur присваивается следующий
цвет.

5: cur добавляется в col.
6: Вычисляется множество орбит orbcol, полученных разбиением вершин графа рас-

краской col.
7: Если cur > mc и mc 6= k, то

mc := cur.
8: Если colsize < |V |, то
9: colsize := colsize+ 1 и переход на шаг 3,
10: иначе
11: Если colsize = |V | и mc = k, то

производится дополнительная проверка раскраски: для каждой вершины i про-
веряется выполнение условия

∀j ∈ {1, . . . , i− 1}
(
colj > coli ∧ orbcolj−1

(j) 6= orbcolj−1
(i)
)
.

12: Если условие выполняется, то
13: раскраска считается изоморфной и не включается в ответ. Иначе необходимо

вывести новую раскраску c учётом lab, увеличить colcnt на единицу и завершить
перебор для данной раскраски.

Выход: colcnt

В шаге 11 производится дополнительная проверка раскраски с учётом изоморфиз-
ма цветов. Если изоморфизм раскрасок рассматривается как изоморфизм с точностью
до цветов, то этот шаг алгоритма необходимо опустить.

Полученные раскраски удовлетворяют условию лексикографической минимально-
сти. Проверка на изоморфизм в алгоритме не используется, осуществляется только
проверка каноничности кода полученной раскраски.
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