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Посвящается памяти заведующего кафедрой 
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Николая Георгиевича Туганова

ОТ РЕД АК ТОРА

В данном сборнике публикуются работы, выполненные на кафед­

ре геометрии Томского университета в I960 году. Все сотрудники и 

аспиранты кафедры работали в этом году над изучением некоторых 

образов трехмерного пространства при помощи репеража подмного- 

! образин.

Первый цикл, состоящий из семи работ, посвящен проективно­

дифференциальной геометрии. Он открывается статьей В. С. Мала­

ховского, продолжающего исследования покойного Н. Г. Туганова по 

теории конгруэнций кривых второго порядка в направлении изучения 

случаев вырождения основных подмногообразий этих конгруэнций— 

фокальных семейств.

Две работы Е. Т. Ивлева посвящены построению канонического 

репера произвольной пары прямолинейных конгруэнций, а затем по- 

луканонического репера это<1 пары, отнесенной к сети подмногообра­

зий квазисопряженных парлинейчатых поверхностей. В этих работах 

используется общая теория пар линейчатых поверхностей, построенная 

им ранее, и теория параболических пар, построенная в следующей 

статье студентом В. А. Романовичем. Работы М. Б. Пергаменщикова 

и студента В. А. Петина посвящены дальнейшему изучению конгруэн­

ции Н, характеризующейся, как известно, расслояемостью ее произ­

вольного подмногообразия.

Второй цикл, посвященный эквиаффинной гео.метрии, открывает­

ся статьей, в которой производится репераж подмногообрази!! комп­

лекса прямых. Для дальнейшего развития эквиаффинной геометрии 

комплекса потребовались сведения из эквиаффинной теории неголо- 

номных поверхностей; этой теории посвящена следующая статья. В 

свою очередь, построение этой теории нуждается в наличии некото­

рых сведений из эквиаффинной геометрии полос, полученных студен­

том Л. И. Магазииниковым. Н. М. Онищук применяет метод репера­

жа подмногообразий к паре, состоящей из конгруэнции и секущей по­

верхности.

Две работы А. А. Лучинина посвящены изучению поверхностей, 

несущих семейства подмногообразий с постоянными инвариантами (аф­

финными или проективными).



Одна статья В. С. Малаховского посвящена реперажу подмного­

образий поверхности в конформной геометрии.

Наконец, две статьи В. И. Машанова посвящены ренеражу ли­

нейчатой поверхности и конгруэнции в геометрии Лобачевского. Они 

являются началом исследования линейчатых образов иространстьа Л о­

бачевского, к которому автор также применит в дальнейшем метод 

репеража подмногообразий.

Коллектив авторов данного сборника продолжает работу по этоГ:, 

проблематике и намеревается опубликовать новые результаты во вто­

ром выпуске в 1962 голу.
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КОНГРУЭНЦИИ КРИВЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА с НЕОПРЕДЕ­

ЛЕН Н Ы М И  ФОКАЛЬНЫ М И СЕМЕИСТВАМИ

В. с. МАЛАХОВСКИ и

§ 1. Постановка задачи

Общая конгруэнция кривых второго порядка в трехмерном про­
ективном пространстве, отнесенная к каноническому реперу Н. Г. Ту- 
ганова Т(Аи А^, Л,), определяется системой Пфаффа;

(i)J4-(I)']=(), u)^-ru>\=(), ш' ;-ш2=0, (1-1)

где 2 , 3 , 4 ) суть коэффициенты деривационных формул

dAi=<^4Ak (t .2 )

репера Т (см. |l]j. Фокусы и фокальные семе1"1ства такой конгруэн­
ции находят из системы уравнени!!:

;с2а-:>4-х ’х Ч-л-'л-2=0, jc*=0,
(1.3)

.где
0), =  (.)| ^У)з + «',г !■>»■>, =

(1.4)

U)j — ш | 0)2

Н. 1'. Туганов изучал конгруэнцию кривых второго порядка в 
ттредположенни, что фокальные полости (Л:), М ,) , (Лз) не вырожде­
ны и ни один из определителей (/>=1, 2, 3) матрицы

’ М  (1.5)
V «М ‘"2 ‘"з /

не равен нулю. Такая конгруэнция имеет шесть фокальных полостей, 
шесть фокальных семейств и определяется с произволом шести функ­
ций двух аргументов. Представляет интерес изучение конгруэнций с 
неопределенными фокальными семействами и фокальными поверхнос­
тями. В настоящей работе исследуется конгруэнция кривых второго 
порядка, две смежные коники которой при любом смещении пересе­
каются в двух точках различных или совпадающих. Назовем эту кон- 
груэндию конгруэнцией Со, а точки пересечения двух смежных коник—



фокальными точками коиики. Так как фокусы коник и фокальные се ­
мейства конгруэнции Со не определены, то для нее нельзя построить 
канонический репер Н. Г. Туганова.

В эвклидовом пространстве совокупность окружностей больших 
кругов произвольной сферы 5 образует, очевидно, конгруэнцию ок ­
ружностей, обладающую свойством, характеризующим конгруэнцию 
Сц! всякие две смежные окружности больших кругов пересекаются в 
двух точках. Значит, конгруэнцию можно рассматривать как не­
которое обобщение конгруэнции окружностей больших кругов сферы.

В работе построен и геометрически характеризован канонический 
репер конгруэнции Q , доказана теорема существования и установле­
ны некоторые геометрические свойства конгруэнции С„. Рассмотрены 
два подкласса этой конгруэнции со специальными свойствами.

§ 2. Построение канонического репера конгруэнции Со

Присоединим к каждой конике конгруэнции С„ репер'/'(ЛьЛ,,.4,,.41)̂  
расположив вершины Аи A.j, А-̂ на комике, а вершину .4,—в точке 
пересечения касательных плоскостей к поверхностям (Л]), (Л^), (Аз). 
Вершины Ai репера Т нормируем так, чтобы выполнялось условие

(|){-j-o)|-)-u)3-j-(i4=0 (2.1)

и чтобы уравнение коники относительно репера Т имело вид;

л-*=0 . (2 .2 )

Для выбора независимых пфаффовых форм продифференцируем ана­
литическую плоскость МИоЛ;,):

d(A iA 2A^) =  —и)4{Л1Л2Лз)-]-ш̂ ('Л ,Л;,Л5)-т-и)1(Л 1Л4.4з)-}-»>,:}(Л 1Л2Л j). (2.3)

При неподвижности коники три последних члена уравнения (2.3) ис­
чезают, т. е.

m f= 0 ; u.?,=0 ; iu^=0 .

В дальнейшем исключим из рассмотрения такие конгруэ|щии, плос­
кости которых образуют однопараметрическое семейство. Тогда сре­
ди трех форм и>1, {р=\, 2, 3) имеется две независимых, а третья ли­
нейно через них выражается. Учитывая равноправность форм при­
нимаем формы Пфаффа ш], за независимые. Тогда

и)з=.«‘'>1+yi»2. (2.4)

Из определения конгруэнции Со вытекает, что каждому направлению

/vO)1-f|ji»̂ =̂0 (2.5)

соответствуют две и только две фокальные точки коники. Если сов­
местить вершины Ль Л̂ ,, Аз репера Т, соответственно, с фокальными 
точками направлений о}-—О, «>2= 0 , ш^=0 , то для определения конгру­
энции получим систему уравнений Пфаффа, состоящую из (1.1) и

—0)3—2<1>[ + и)2 + ‘“.3

^ 2=' »а— -2шг Г-ш'Н-и)* = 0 , (2 .6 )

Hj_:io)J-№?-2u)H »'1+ ‘«2 = 0 .



Формы Пфаффа связаны линейным соотношением

й, + И,-!-Н,=0,

следовательно, в системе (2 .6 ) имеется только два линейно независи­
мых уравнения. Фокальные точки направления (2.5) определяются из 
системы уравнений

X (х2)-+ [ Х( 1 -3 ')+ 141 —- О ] Г ' - У — = О,
(2.7)

и.л'' =  /.л;2+^Ху—1хл')л:̂ , л'^=0 .

Ранг матрицы (1.5) для конгруэнции Q  оказывается равным единице. 
Дифференцируя (2.4) внешним образом, получаем;

[ЛлХ1 +  [Ауи)Я=0. (2.8)

где
Л x = ^ / л •  j «>з— Ц - у ш т ) — — u);S,

\y=dy ;-y(u)2—u>2— -byo)2)+A:u)-. Ч “ 3.

Присваивая дифференцированию по вторичным параметрам символ о и 
обозначая ^ля этого дифференцирования значения форм «)* через "f, 

получаем из (2 .8 ) систему

(2.9)

oy=y -8+л-я̂ , —у-?) —

Фиксацию вторичных параметров можно осуществить следующи­
ми способами:

]) х = ] ,  у =  1; тг  ̂ О, т::!=0. (2.10)

2) А-=1, >-={); г2,т-7:^=0, (2.11)

3) А-=0, у = 1 ; г2=0, и Н ^ з = 0 . (2.12)

Для сравнения этих фиксаций введем понятия главных фокаль­
ных линий и главных фокальных поверхностей конгруэнции С„.

Определение. Н а п р а в л е н и е  (2.5) н а з ы в а е т с я  гла в ­
ным ф о к а л ь н ы м  н а п р а в л е н и е м  к о н г р у э н ц и и  С(,д л я д а  н- 
ной к о н и к и ,  е с ли  е му  с о о т в е т с т в у е т с д в о е н н а я ф о к а л ь -  
н а я  т о ч к а  к о н и к и ,  н а з ы в а е м а я  ее гла в ным ф о к у с о м .  Л и ­
н и я , о г и б а е м а я  г л а в н ым и  ф о к а л ь н ы м и  н а п р а в л е н и я м и ,  
н а з ы в а е т с я  г ла вно й ф о к а л ь н о й  линией,  а п о в е р х н о с т ь ,  
о б р а з о в а н н а я  гла вными ф о к у с а м  и,— г л а в н о й ф о к а л ь н о ! !  
п о в е р х н о с т ь ю  к о н г р у э н ц и и .

Т е о р е м а  1. Конгруэнция имеет два семейства главных ф о ­
кальных линий и две главные фокальные поверхности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если линия (2 .5 )—главная фокальная, то для 
нее дискриминант первого уравнения системы (2.7) равен нулю, т. е.

>.=(1-у)2 : 2(л--л-у I y-j-l)м^-^^^^(l-x)-=0. (2.13)

Из этого квадратного уравнения определяем два главных фокальных
направления, которым соответствуют два главных фокуса. При л- =  у=1
уравнение (2.13) принимает вид;

),!^=0, (2.14)



следовательно, при первом способе фикхации поверхности (/!,), (Л,) 
и линии <в|=0, 0 ) ^ = 0  являются главными фокальными. Таким образом, 
при первом способе фиксации исключаются коники конгруэнции Q  с 
совпадающими главными фокальными направлениями.

Из уравнений (2.7) заключаем, что при втором (третьем) способе 
фиксации репера Т вершина Л , совпадает со второй фокальной точ­
кой направления m|=0 (u)2= 0 ).

В дальнейшем остановимся на первом способе фиксации. Уравне­
ние (2.4) принимает вид:

ш^=со{ , (2.15)

Дифференцируя внешним образом ( 1 .1), (2.6), (2.15) и разрешая по­
лученные квадратичные уравнения относительно wj, mj, имеем;

(2.16)

Ш4 =  /«Ш2, =  Ш4 =  0,

o)| =  (Z0)i -f-^7(»2, =  —  bv>i j Cuij.

Новое дифференцирование дает:

u>2— 2 < u .t-f-u )2

-[A/;e>J]-f |Лсш^|=0, (2.18)
где

^ a  =  da-'-a(m\  - m j - f  “ >3— (U 4 ) - |- / ? ( / >  ( ; ) i » j ,

l b = ( i b  f  ( 2 . 19 ) 

\c— d c  - b  c ( u ) 2 — (I) 1 - |  - 1»3 — 1'4 ) — b { b  f  )ш  1.

Отсюда для дальне1иией фиксации репера имеем систему: 

о/и =  8т{к'з— г.\), c,a =  ‘2a {-s

1Ь=Ш А -^\ ), йс=2с(Зг^-2^1),
(2.20)

Если /н О, то из уравнений (2.16) следует, что вершина Л 4 репера Т 
неподвижна. Так как в репере Т касательные плоскости к повер.хнос- 
тям (Ai), (A J, (Л3) проходят через точку то поверхности (ЛО, (А^), 
(А^) суть конусы. Значит, равенство яг=0 выделяет конгруэнции Со, 
у которых обе главные фокальные поверхности суть конусы с общей 
вершиной. Если ас=(), то одна из главных фокальных поверхностей 
вырождается в линию.

Действительно, например, при а = 0  имеем:

^Л •_) =  ("2Л 2-(-̂ 11)2(Л 3 — Л l) —-OJo/l j . (2.21)

Из этого уравнения вытекает, что (А.̂ ) образует линию. Исключая от­
меченные случаи, фиксируем оставшиеся два вторичных параметра та­
ким образом, чтобы

т = ] ,  а = с .  (2 .2 2 )

При этом, как увидим ниже (теоремы 1, 2 §3  и формула (3.4)), вер­
шина .4, репера Т фиксируется так, что сеть линий

((»f)2--(u).1)2=0, (2.23)



образованная ее фокальной линией н четвертой гармоническо!! к глав- 
Hoii фокальной сети

(2.24)

принадлежит пучку, базис которого составляют асимптотическая сеть 
огибающей поверхности плоскостей, коник конгруэнции С, и сеть (2.24). 
Уравнения (2.16), (2.17) принимают вид:

Ш̂=ГС1)̂ , С0‘ ==(1)|, Ш4 =  0, (2.25)

0)5 =  uj2 = —ftuji ~(n«2, (2.26)

,„i 4-(u.? _  2 «,̂  («2 = 0 . (2.27)

Положим
(2.28)

Матрица деривационных формул (1.2) канонического репера конгруэн­
ции Cfl имеет вид:

— (р— (?)а>1 —/7)ш1 — ft(u|4-rtout 1ш\—«(От («1 —

— (/ш{—Ьо>2 - (р : /?)«>11-(<г— u)1

/?«>}-(-(/(О;) —рт\~Cf4>-> (</-{-Й)ш!-[ (/>— (j)u)2 t

(1)1 (1)1 О ()

(2.29)

причем инварианты а, Ь, р , q н формы u>i, связаны вытекающими 
из уравнени!! структуры проективного пространства соотношениями:

£)«)} =  ((; J-/;—(/)[(Oi«)il, Ом%={а—Ь p)|u>lu>2]

! |rf&»)^]+2 (?((j : /?-</)lu)l«)?| о ,  (2.30)

— \db»̂ \] + 2 a((/-/j-/j)[(..t<»21 = 0 ,

\ d p ^ W - i - \ d q ^ \ ] . \ 2 { b { p - q ) - p q (2.31)

позволяющими обычными приемами [21 получить теорему существова­
ния.

Т е о р е м а  2. Конгруэнция Cq с несовпадающими главными ф о ­
кальными поверхностями существует и определяется с произво­
лом одной функции двух аргументов.

§ 3. Геометрическая характеристика конгруэнции Со

Конгруэнция Со и инвариантно связанные с ней образы обладают 
рядом свойств, которые мы сформулируем в виде отдельных теорем.

Т е о р е м а  1. Касательные к главным фокальным линиям поверх­
ностей (Л [)  и (Л а) пересекаются в точке прикосновения плоскости 
.коники конгруэнции С„с огибающей поверхностью и к асаю тся  ко- 
нйки в соответствующ их главных фокусах.

Де11Ствительно,

={-{р+Ь)Аг\ а ( Л , - Л 1)}«>1.



Пусть Ж —точка пересечения касательных к главным фокальным ли­

ниям. Имеем

Откуда
М  =  А у 'А ,—Аз. (3.1)

Используя (2.29), получаем;

с/Л^=2(ш=.4,-«.2‘Л,), (3.2)

т. е. плоскость (AlAiA^) или, что тож е, плоскость коники (Л И 2Л3) яв­
ляется касательной плоскостью к поверхности (М). Из уравнения (2.2) 
вытекает, что прямые А\М и А^М касаются коники (2.2), соответст­
венно, в точках Л] и Л,. Назовем поверхность (М) огибаюп1,е11 по­
верхностью конгруэнции Со, а поверхность (Л^)—ее присоединенной 

поверхностью.
Т е о р е м а  2. Асимптотические линии на огибающей поверх­

ности (М ) и присоединенной поверхности (Л<) соответствуют.
Действительно, уравнения асимптотических на поверхностях {М) 

и  ( Л 4 )  имеют вид:

(MA,A,d-M) =  0, (Л,ЛИ2^^---^4)=0. (3.3)

Используя (3.1), (3.2) и (2.29), приходим к одному и тому же уравне­

нию:
</(ш1)2=0. (3.4)

Т е о р е м а  3. Замкнутый косой четырехугольник А\А^А.,М опи­
сывает конфигурацию Т{[2}. ст р . 325). Торсы конгруэнций (Л И 4) и 
(Л].И), (Л2Л 4) и (А-М) соответствуют.

Действительно, определяя обычным путем фокусы лучен этих конг­
руэнций, убеждаемся, что они совпадают с вершинами косого четы­
рехугольника. Торсы конгруэнций (Л 1Л 4) и (АиМ), (Л^Лд  ̂ и (Л 2.М) оп ­

ределяются, соответственно, уравнениями:

0)̂  »)!*=(), (3.5>

о)?ш1 =  0. (3.6)

С л е д с т в и е .  Огибаюи!,ая поверхность (М) конгруэнции и ее 
присоединенная поверхность (Л4У получаются одна u:i другой преоб­
разованием Л апласа как через одну, т ак  и через другую главные 
фокальные поверхности.

Т е о р е м а  4. Торсы конгруэнций диагоналей ^4i.4J и (ЛдЛ-?) че- 
тырехвершинника Л]Л4Л2.'И соответствую т; фокусы луча А\Ангар­
монически делят главные фокусы коники конгруэнции С,,.

Действительно, уравнение торсов конгруэнций имеет вид

rcof/-; V2=0. (3.7)

Фокусы ^'l, F., луча Л 1Л 2 определяются по формулам

/^ ,=Л 1+ /Л 2. F .,=Ax-iA .. (3.8)

Т е о р е м а  5. Если асимптотические линии на главных фокаль­
ных поверхностях конгруэнции Со соответствуют, т о  косой че­
тырехугольник AiA^A2M  описывает конфигурацию Вианки ([3], 
стр . 260). Конгруэнции С„ с указанны.» свойством главных фокаль-



ных поверхностей существуют и определяются с произволом бвух 
функций одного аргумента.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Уравнения асимптотических на поверхностях 
(Ai) и (Л 2) имеют, соответственно, вид;

(1 i 2й̂ )(с«{)2 (3.9)

2«2(...f)2-;-4r7 .̂..tc«.^+(l Ь2^>2)(ш|)2=0. (ЗЛО)

Из условия соответствия находим:

2(a2-i/;2)-| 1 =0 . (3.11)

Сравнивая уравнения (3.4) и (3.9), убеждаемся, что при условии (3.11) 
асимптотические линии на поверхностях (Л 1) и (Л 4) также соответст­
вуют. Соответствие асимптотических на поверхностях (.4i) и (/И), (Л .) 
и (А/) обеспечивается тогда теоремой 2.

Дифференцируя (3.11), находим:

da =  - ~ d b .  (3.12)
а

Система уравнений (2.31) приводится при йфО к виду:

cib~— 2â {{\-\-2aq— 2bp)u4 \(\\-2ap\-2bq)uî 2},

\adq-bdp-y,\-\-{adp , (3 . 1З)

[dp»̂ \ 1 +  [dq l̂\ \ 2{b (p ~ q )- p q-- 1  } = = ( ) ,

c = ( l  : 2aq—2bp){a-\ ft Ла̂ с/)---

'-(.\-\-2ap \-2bq){a—b—p —\abq^\a'^p).

Определитель, составленный для характеристических форм dp, dq этой 
системы, равен

л =  «{(ш4)2-(шt)^}. (3.14)

Следовательно, при Ьф<^ система (3.13) —в инволюции и определяет
подкласс конгруэнции С„ с произволом двух функции одного аргумен­
та. При ^=^^0, система (2.31), (3.11) не совместна.

З а м е ч а н и е .  При доказательстве первой части теоремы 5 можно• 
было установить, что конгруэнции (Л 1Л 4) и (А-,М) не принадлежат од­
ному линейному комплексу, и воспользоваться результатом, изложен­
ным в [3] на стр. 261.

§ 4. Конгруэнции С'о

Рассмотрим подкласс конгруэнций Q , характеризующийся обра­
щением в нуль инварианта Ь, т. е.

^=0 . (4.1)

Назовем конгруэнции этого подкласса конгруэнциями С',.
Т е о р е м а  1. Конгруэнции С'̂ , существуют и определяются 

с произволом двух функции одного аргумента. Главная фокальная

где



сеть конгруэнции С\, является фокальной сетью четырех прямо­
линейных конгруэнции (A\AJ, (А^А-,), (А2М), (МАО, образующих 
замкнутую последовательность Лапласа четвертого порядка ([о], 

ст р . 232-233):
Д о к а з а т е л ь с т в о .  При /> =  0 система (2.31) приводится к виду: 

^ d\na — (p—a)u>\ \ {a—q)iu\. (4.2)

-I 2( ? ( я— I _

\dpw\) -f (2 / ? ( /+ 1 )[«)Щ ] = 0  I

Система (4.2), (4.3'— в инволюции и определяет конгруэтшю С„ с 
произволом двух функций одного аргумента. Уравнения (3.5), (3.6) 
торсов конгруэнций (.4i.V/), (А-М) в рассматриваемом случае совпада­

ют с уравнением главной фокально!’! сети

(.)|иН,=0. (4.4)

Следовательно, по теореме 3 §3 четыре конгруэнции (,4i.4,), {А^А^), 
(Л,/И), (MAi) образуют замкнутую последовательность Лапласа.

Т е о р е м а  2. Асимптотические касательные поверхностей (A^) 

и (.V/) конгруэнции С|, попарно пересекаются в точках, делящих 

гармонически главные фокусы коники.
Действительно, уравнение (3.4) асимптотических линий поверх- 

HocTeii (.44 ) и (М) при /^=0 принимает вид:

(„,1)2_(ш?,)2 =  0. Н-5)

Имеем:

' ' (4.'1)

Из (4.6) непосредственно вытекает утверждение теоремы 2.
С л е д с т в и е  1. Г л а в н ы е  фокусы коникн конгруэнции С„ полярно 

сопряжены относительно квадрик . 1и поверхностей (Л4) и (М) в соот­

ветствующих точках.
С л е д с т в и е  2. Пара поверхностен (Л.,), (Л1) конгруэнции С„ при­

надлежит классу пар поверхностей, рассмотренному С. П. Финиковым 

в [4], [51.
Т е о р е м а  3. Вершина Лд канонического репера Г конгруэнции 

С\ совпадает с точкой пересечения одной из аси .ттотических
касательных огибающей поверхности (М ) с коникой конгруэнции.

Действительно, из (3.1) имеем

Л ,=:(Л ,4-Л ,)-Л1 (4.7)

Из (4.6) следует, что прямая [У, Л 1-ЬЛ,) является асимптотической 

касательной поверхности (;М).
Т е о р е м а  4. Фокусы F,, F-, луча конгруэнции {А.М) гармони­

чески делят точки А., и /VI.
Действительно, при Ь=0 имеем:

F  ̂=  2aiA, + M, F., =  -2aiA^-^M. (4.8)



§•5. Конгруэнции С"

О п р е д е л е н и е .  Конгруэнцией С" кривых второго порядка на­
зывается конгруэнция с;,, характеризующаяся обращением в нуль 

инварианта 2a —p — q, т. е.
2а—р —с]=0.

Полагая

а = - —  ,
а ’ ' п

(5.1)-

(5.2)

(5.3)(O'!— Ш2==2 аи>’ , -|-(02= 2 аш-

и учитывая (5.1), приводим уравнения (4.2), (4.3J к виду:

/̂7. =  _ 2 a W , rf  ̂=  -(?2f4+27-).»2. (5.4)

Т е о р е м а  1. Конгруэнции С', существуют и очределяются с 

произволом двух постоянных.
Действительно, в силу (5.3), (5.4) (2.30), (4.1) (5.1) имеем:

и ~2 _  I  DC-o** h a.j) =  { а~ 2а+р-: ‘*'2 ! ==0,
2а 2а

следовательно, система (5.4) вполне интегрируема и определяет конг­
руэнцию С", с произволом двух постоянных.

З а м е ч а н и е .  Определение конгруэнции С ’ сводится к интегра­

ции уравнения;

j L h  . 63 ■ 43'i г 163 =  О, (5.5)
ciu~ du

где
d u—uî . (5.6)

Осуществим переход от репера 7'(Лl,Л•^,Л;|,Л i) к реперу Т 

Мо.Ли) по формулам:

—Аз), A4i=Ai-^A‘2, A l2 =  Ai — A 2, M■;̂ —A^. (5.7)

Матрица деривационных формул 

репера Т имеет вид:

(5.8)

(5.9)

Т е о р е м а  2. Огибающая поверхность (/Ио) и присоединенная 
поверхность (Ж 3) конгруэнции С1 суть линейчатые. Касательные^ 
к криволинейным асимптотическим одной из этих  поверхностей 
пересекают прямолинейные образующие другой, и наоборот.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируя аналитические прямые 

(М^М^) и (УИ3Ж 1), имеем:

d M , f a = 0 . 1 , 2 , 3 ^

0 (О-; 0  ■

4 " ^ 0 Ji(l)’

—
w 0 2 а ш '

0 а ш - 0



с1{МзМ^)т=~я-^(А1,М ,1 + 4~1\М,Л ,̂)

При («' О прямые А/цЛ/з II M-jM, неподвижны, значит, поверхности 
(Л1о) ч линейчатые. Второе утверждение теоремы непосредственно 
вытекает из теоремы 2 §4.

Т е о р е м а  3. Квадрика Ли одной ия поверхностей (Л1о), {М3) 
содерж ит прямолинейную образующую другой, и наоборот.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Уравнения квадрик Лн поверхностен (Мд) и 
(Л/з) в соответствующих точках относительно репера f  имеют вид:

7" -г — 2aJ^ ,■̂’= 0 . (5.10)

— (5,11)

откуда следует, что прямые и M^Mi принадлежат обеим квад­
рикам Ли.

Подробное изучение пары поверхностей (УИ„) и (/И3) предполагает­
ся осуществить в следующей работе.
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КАНОНИЧЕСКИЙ РЕПЕР ПАРЫ КОНГРУЭНЦИЙ В ТРЕХМЕРНОМ 

ПРОЕКТИВНОМ  ПРОСТРАНСТВЕ

Е. Т. ИВЛ ЕВ

До настоящего времени в проективной дифференциальной гео­
метрии подробно изучены следуЕощие классы пар конгруэнций: рас- 
слояемые пары, пары Т, пары 0  (см. [1]); недавно С. Е. Карапетян 
ввел в рассмотрение еще один класс; пары А [5]. Настоящая работа 
посвящена реперажу произвольной пары конгруэнций в трехмерном 
проективном пространстве.

Обозначения и терминология в основном соответствуют принятым 

в il],

§ 1. Канонизация репера

Рассмотрим в трехмерном проективном пространстве произволь­
ную пару конгруэнций, описываемых соответствующими лучами 
Л, Лз и Лз Л<. Обозначая через Л ,, Л ,, Лз, Л< аналитические точки- 
вершины репера, запишем его деривационные формулы в виде:

^/Л, =  шfЛft(^, 2, 3, 4). (1)

Нормируя вершины Л; так, чтобы (Л 1 Л, Л, Л ,) =  1, получим

<*>} +  2̂ ‘«з +  К  =  О'

+  +  =  (3)

Величины «)* суть дифференциальные формы, зависящие от двух 

главных и 15 вторичных параметров и удовлетворяющие уравнениям 

структуры проективного пространства:

D  0)f =  [(о{«)*] (7 =  1, 2, 3, 4). (4)

Обозначая через [ik\ аналитические прямые (Л; Л*) и вычисляя

d[ik\, получим

d \ik\ =  («)' +  u)*) [ik] -г tu/ \Jk\ [(/■] (/, к ф ] ) .  (5)

Откуда при г — 1, k =  2 и / =  3, k — A следует, что главными форма­

ми являются 0)̂ , 0)3, U)*, ш', Ш“, О)], (О̂.



Поместим вершины репера [/4,1 в фокусы*) конгруэнций (Л, .4.,) 

и (,4з Ai). Тогда л* =  0(/=^ к) и уравнения торсов конгруэнцн!'! (Л, Л_,) 

и ( /з  Л 4) запишутся в виде:

]) <оЗ =  О, 2) .о;] =  О, 3) =  0 , 4 )  <о' =  0. (6)

В дальнейшем торсы 2) и 4), а также 1) п 3) будем назыв.ать 
сходственными, а торсы 2) и 3), а так же 1) и 4)—диагональными. 
Примем формы и I»' за независимые. Тогда из (6 ) следует, что ис­

ключаются из рассмотрения пары конгруэнций, у которых сходствен­
ные торсы 1) и 3) соответствуют друг другу. Заметим, что выбором 
форм 0)3 и О)* за независимые исключаются из рассмотрения такгже 

пары Н Попова. В самом деле, пары 0 Попова (см. [1|, 14fi) харак^те- 
ризуются следующими соотношениями;

0,4 := О, .о' =  О, 0.3 =  О, 0.2 =  О,

откуда и следует наше утверждение.
Так как главные формы зависят от двух независимых параметров,

то
0)̂  =  а.. У)*, 0)3 а -}- 3 о)̂ , о)< =  й, о)» ' ш',

(»2 =  (J2 о*? +  I'? ‘"J, ‘"i =  •'* 0 ) 3 0)̂ , 0)2 =  Ь2 О)? Ь\ 0)̂ . (7)

Отсюда, учитывая, что вершины репера {Л;} помещены в фокчсы 

конгруэнций (Л, Л.) и (Аз Л,), получим:

«2 =  rtf = 0 ,  o.b̂  — 'ib, — а* Щ -  =  О, (bo — ?ih) (Ь*2 -  f  </f )

Дифференцируя внешним образом систему (7), применяя лемму
Картана и выписывая для оставшихся вторичных параметров необхо­

димые нам соотношения, иолучим:

5 а ■ а ( - }  -  :г'̂ ) =  О, 5 Ч- (::3 -  ,г;|) =  О,

=  о 3* ^  ( 2  ttJ -  гЗ -  z ’ ) =  0 .

Пользуясь этими соотношениями, проведем следующее нормиро­

вание вершин Лг.
1) а =  1, "2 =  0.

2) а* =  1, t: 3 - tv̂ =  0, (9)

3 ) ^  =  1 , S H - i )

При этом исключается из рассмотрения случай а а* =  О, когда 
диагональные торсы 1) и 4), а также 2) и 3) соответствуют друг 
другу. Покажем, что np'i нормировании (9) исключаются также из

1 ) Этим самым мы исключаем из рассмотрения пары, содержащие параболичес­

кие конгруэнции.



рассмотрения пары Г, а следовательно, расслояемые пары конгру­
энций. Известно |1|, что пары 7 'характеризуются соотношениями:

=  О,

отсюда в силу (7) и (9) и следует наше утверждение.
Итак, репер пары конгруэнций полностью канонизирован. 
Пользуясь соотношениями (8), введем обозначения;

я

hi

6
а ,  =  ’i ,  ( i t  =  { ' i  -  0 )  [ ъ *  -  <Ь*) ^  0 .

(8'J
Деривационные формулы канонического репера пары конгруэнций 

запишем в виде таблицы:

\
A, Л-2

j

dA: ®i"i 1*1 "l *’*1 H" ***■} 6 <0j

ciA-i 7i “i +■ T2 “ч a| + 2̂ “4 4~ ^ Cf(a,3-S4) (10)

dA,,
о •> r'K \

'̂*1 гЗ *̂3 . f A 4

dAt fi toj Cf* (fl w'J + 0)J) * 3 , * 1 ‘
72 "l 7l ‘";j

^  причем в силу (2) инварианты а' и связаны соотношениями

V  +  “1 +  “4' =  о. + =  (111

Из (10) на.ходим

£)ю З=  Q D».i = - Q  *[m)3u)>], (12)

где
Q =  а; _  аЗ ^  - X, ; Q* =  ^ l~  + зГ 3 -  а! +  о*

Формулы (12) и уравнения структуры (3) приводят к следующим ус­
ловиям интегрируемости системы уравнений ("lOj:

= 4 К " > з Ь

[ r fa l 0.3] lda t.> l\ =Jt К  CO-],

[d-ii со̂ ] +  Г^Т?-^]= /1

'1 , ^  ".

[rfi«.3j ==/y,[-Mb 

1^/6* J|  = ^ /r  K „ 4 i ,

(!i)

(b)

ih)

( I J

(I/)

(b)

2. Труды  ТГУ , T. i60.



\d-f, (1>Л

| б / ? ( . ) 1] =  а ,  [ ( . )3 ( о ' | ,  ( 1' , з )

=  - li. [(.)3 (.)'], (1'н)

где
/, =  3, Я — 3., Р* -  6* — -6 , П =  4  Р -  =Г Я* -i- + V  Ti.

/, =  р  -  f., Я* - 1  -  (1 - ?=), Я  = f 2 Р -  Tt н-1 + ?* (1 -

У, =а {  Q — 1 -Ф.  A = * 3 Q - ^ 3 Q * += *  Т2 -  

- T f  з! 1 +'1-^ J, =  4 Q  -P ^ Q  *-Т.^=-гГ2  3 . - Р ^ ) ,

^  =  =‘̂ Q - ? ‘1Q *+ T f =2-72 зГ +'}' +  'f9 * ( i- ?= J: /у. =  - i Q -  

_ (,S1 _  S41 + (3, f< -  З2) -  3f ; //r =  Q* + (a  ̂-  -  9 * (^t f -

- = n + = b

Я , =  |S<-?2-{-[ i(a2-a4 )+ u ,- iQ -?Q '^ ) l?-6T 2  +  =r ,

Я1 a^4-“2 - ^  +  fQ * - P Q ) l? " - i- ^ * T l - 3 ,  !■?«■! ,

11, =  fi Q* -  Q -  Й -I- [)зЧ ( 4  -  аЗ) + -f, h ® Wf -  И .* ).

!̂ 2 =  ^Q  — Q* +  =‘l — +  + «M Ti ~ ^ Ъ ) ,

Я=д-1-Э' -Э2  ̂ P- =  Q^ I a|-a2.

Из последних соотношении (/,3) и {/[̂ ) следует, что можно 

представить в виде;
fl г= I4  («3-I-[ij (13)

Внешнее дифференцирование этого уравнения дает:

! ^ !Ч ‘«?1 i Kl^3-J] =  (! î Q - !^ 2 Q * )K '« i l-  (1.з)

в итоге мы получаем, что деривационные формулы ( 10 ') содер­
жат 19 неизвестных функций, которые связаны уравнением (13) и 12 
независимыми квадратичными соотношениями (Is) (s -= 1 , 2,...,13), так 
как в силу ( 1 1 ) сумма левых и правых частей соотношений (Л) c f=  
=  5, б, 7, 8 ) тождественно равна нулю. Следовательно, пара конгру­
энций {Ах А,) ^ (A ^A i)  определяется с произволом в шесть функций 

двух аргументов.

§ 2. Сопряженные пары линейчатых поверхностей

Так как между лучами пары конгруэнций установлено взаимно 
однозначное соответствие, то соотношение

о,1з =  гшЗ (14)

определяет некоторую пару линейчатых поверхностей, принадлежа­
щих паре конгруэнций {AiAj) и (Л3 Л 4), а также линии, описываемые 
вершинами Aj.



Рассмотрим четыре различные пары линейчатых поверхностен

о . ' ( / =  1, 2, 3, 4). (15)

Этим парам на фокальной поверхности (Ар соответствуют четыре 
различные линии, проходящие через точку Сложное отношение 
четырех касательных к этим линиям будем обозначать W  и называть 
сложным отношением, соответствующим парам линейчатых по­
верхностей (15).

Т е о р е м а  1. Сложное отношение имеет одно и то же значение 
для всех невырожденных фокальных поверхностей.

Рз^^смотрим, например, фокальную поверх­
ность (Л,). Касательные к линиям (15) в точке А, пересекают ппямую 
(Л,,, Лз-ь-i^^) в точках ‘

-f Л 4) + (З, -i Z/SoMj.

Следовательно,

W = D V (Gj, G\, G\, Gl) =  — (16)

Аналогично показывается, что сложное отношение W  имеет вид
(16) и для остальных фокальных поверхностей (Л,). Теорема 1 дока­
зана. ^

Если — 1 , то будем говорить, что пары линейчатых поверх­
ностей (»з =  2:, u)3, о)’ гз 0)3 гармонически делят пары линейчатых по­
верхностей u)i =  Z3 и>\, u)> г=- z^ 0)3.

Заметим, что в силу (7) и (9) уравнения торсов (6 ) принимают
нид.:

1) 0)3 =  0; 2) 0)3 + ? 0)1 =  0; 3) »)• =  0; 4) «)> Р о.з =  0. (17)

Считая р-— 1 ^  О, введем следующие определения:
О п р е д е л е н и е  0. Пару линейчатых поверхностей, заданную

i-M  уравнением (17), т. е. содержащую /-й торс, будем называть/-й 
торсовой парой.

О п р е д е л е н и е  1 . Пары линейчатых поверхностей, сопряженные 
в смысле Санниа [2 ] и в конгруэнции (Л, Л ,) и в конгруэнции (А,Л«), 
будем называть дважды сопряженными.

О п р е д е л е н и е  2. Пары линейчатых поверхностей, гармонически 
делящие координатные (некоординатные) торсовые пары, будем назы­
вать сопряженными 1-го (2 -го рода).

О п р е д е л е н и е  3. Пары линейчатых поверхностей, гармонически 
делящие дважды сопряженные пары линейчатых поверхностей, будем 
называть сопряженными 3-го рода.

О п р е д е л е н и е  4. Пары линейчатых поверхностей, являющиеся 
одновременно сопряженными и 1-го и 2 -го рода, будем называть 
бисопряженными.

О п р е д е л е н и е  5. Пары линейчатых поверхностей, гармонически 
делящие бисопряженные пары линейчатых поверхностей, будем на­
зывать квазисопряженными.

Для определенных таким образом пар соответственно имеем:

1) p^2 + 2z-bp =  0, 2) z, + z ,- = 0 {2 H ^ ^ - - z ,z ,) ^ i l+ r- ){ z ,+ z ,} = 0],

3) +  +  1) =  0, 4j - = - 1 = 0 ;  5j г , г , =  1 . (18)

Для линейчатых поверхностей, сопряженных в смысле Санниа 
12] в конгруэнции (Л] Л ,) и в конгруэнции {ЛзЛ^], соответственно, 
имеем



 ̂(2̂1 + 2'-J •= — 2, [1 (^1 + ^2) — — 2 г, Z-J.

Из (18J следует
Т е о р е м а  2. Бнсопряженные пары линейчатых поверхностей явл5- 

ются одновременно сопряженными 2-го и 3-го рода.

П р и м е ч а н и е .  В случае 1= 0  из (17) следует, что торсы 2) и 4) соответсг- 

вуют друг другу и их дифференциальное уравнение имеет вид "1 3 =  гш̂  (г^ ^  1 ), Д.я 

таких пар конгруэнций определения сопряженных пар 2-го н 3-го рода теряют смысл 
Бисопряжениыми парами линейчатых nonepxHOCTcii в этом случае будем называч. 

пары линейчатых поверхностей, соответствующие TopcoBoii паре =  е ц сон|н- 

женио!! первого рода к iieii.

§ 3. Геометрическое значение инвариантов

Из деривационных формул (10] следует, что точки

=  + =  А, + Г  Л,. (19)

суть точки пересечения фокальных плоскостей, касающихся соот­
ветственно фокальных поверхностей (Л,), (Л^), (Лд), с лучаыи 
Л 1 Л», Л зЛ 4 .

Квадрику, проходящую через два бесконечно близких луча 
Л ,Л 2 (ЛзЛ 4) при =  О(«)3 =  0 ) и через луч Л з Л , ( Л , Л 2], будем назы­

вать квадрикой /(/*). Обозначая /^12(^34) точку пересечения луча 
Л, Л 2 (ЛдЛ5) с полярой точки Л 4 (Л2) относительно квадрики 1(1*), полу­
чим;

Fin =  A ^ - A . , { F s i  =  A 3 - A ^ ) .  (JO)

Отсюда следует, что точка

^12 =  ^1 +  ^2 (^34 =  "̂ 3 + (21)

есть точка, гармоническая точке /^12 (/^34) относительно точек Л,(Лз)
и Лг(Л 4). Геометрическое значение инвариантов -й, 'J/, ъ* и дается 

вытекающими из (19) и (21) соотношениями:

-̂ =  О У {А ,А ^Ф Е ,^ ), ф =  D l/(Л зЛ 4 U■£з4),
(22)

= / ;1 / (Л ,Л ,Ф * £ ,2 ^  'i* =  /Л/'(Л, Лг'Г*/:,.).

Рассмотрим сложное отношение W  (см. предыдущий параграф), 
соответствующее координатным торсовым парам линейчатых поверх­
ностей (г, = 0 ,  г, — оо); одной из бисопряженных пар линейчатых по­
верхностей (2 з =  — 1) и четвертой торсовой паре линейчатых поверх­
ностей (г4 =  — р). Из формулы (16) следует, что оно равно инвариан­
ту Э.

Плоскости из пучка с осью ЛуЛ,, проходящие через точки, бес­
конечно близкие к Л( и Л* (/, у, k, / =  1, 2, 3, 4; i, k ф  j ,  I), при 
смещении по направлению пересекут прямую ЛИ * в точках

=  Л ,• -Д- «.f Л , + [2] (/, .̂  =  1, 2, 3, 4; / ^  А; Ф  S,p, (23)
■

где [л] означает члены порядка малости не ниже л и

Обозначим

=  о =  =  о =



Введем дифференциальные инварианты f/з*, положив

Тогда геометрическое значение этих инвариантов дается соотноше­
ниями

(26)
где L (L * ) есть точка пересечения луча A зA ^[A ,A 2)  с плоскостью, 
проходящей через точки X i^ fV a ) , XosfVt,) и A 'n fK j,) . а DV„ озна­
чает главную часть сложного отношения. Геометрическое значение 
инвариантов stf и Sf (^при i ^  k, i, ^ =  1, 2 и i, fe =  3, 4j дается вы- 

текаюи1ими из ( 2Z) — (26) соотношениями:

af ih  =  D V , (At A , X t, Ц - --- D V , (Ai Л* E,,). (27)

Обозначая Rn,(Tn,) точку, гармоническую точке относи­
тельно точек At и Л*, получим, что прямая A ^A i пересекает каса­
тельные плоскости в точках и Г,, лине11чатых поверхностей

о “ точках:
3 3

=  +  : |2|, и  =  (o.\ — 7:i)d^A^ \ 'sA^^ [2]. (2S)

Т О "-  ,S'= ;-|2|

является точкой пересечения луча A iA^ с плоскостью (£',2 /:'з1 

Касательные плоскости линейчатых поверхностей (А^ S j i и

.(А ,Е ,2)^, в точках S  и / : ,2  пересекают, соответственно, прямые 
“'з- ®

AjA^ и -4, Л;, в точках

•S', =  Л, + 1(а{ - а;}; = 4- О - ■ 1 ] Л , -f 12|, S, -  2 Л, + Г=‘1 + ' ’ Г ~

- а ' ;  Л,. (30)

Геометрическое значение инвариантов а‘ дается вытекаюп|,пми из 

(24), (26), i"28J — f30j соотношениями:

4 а} =  K’l -f- К', +  г̂ 'з. 4 =  и\ — 3 и'г,

(31)
4 ГС', — 3 а';,, 4 аЗ =  u'-j Щ  — 3 К’,,

■где
о =  D l/o (А , Л, Ч- Z), W, d-. =  '̂̂ -\ '~DV, (A ,A ,S , Е ,,), (32)

zc'3 d r ,^ {7 .\ - 7 .\ )d z- D V ,(A ,A ,X ,, S ,).

Заметим, что геометрическое значение инвариантов а' определена 

при условии 'ЬфО . Если '> = 0, то из O ^ jn  ( 8') следует 'i Ф  0. Тогда 
вместо точек Z  и Ч' рассматриваются, соответственно, точки U и <1> 
в сложном отношении гс; в f32J, а соотношения (Z\) примут вид;

4 а{ =  гс’, -f- ffi'.j -i - 2 да,, 4 =  да, -f- ч\ — 2 и',,
\

4 щ  — 2 — 3 zc'i, 4 а;* = zi>i Ч- 2 щ  — 3



Геометрическое значение инвариантов sj находится так же, kik 

и инвариантов а‘. Только в этом случае смещение происходит ю 

торсу 0)3 =  0.

П р и м е ч а н и е .  Из деривационных формул (10) и соотнотепи!! (5) при /, к— 
=  1,2 и i, *=3 ,4  следует, что прямые /4,Ч'(ЛзЧ'*) и / Ij ‘I'(Л, Ф*) суть оси спет- 
альиых линейных комплексов пучка комплексов, касательных к лучу кангруэнши 
( / li Лл) |(/1з /1 ,)] и проходящих через прямую Л зЛ , (Л] Лз).

§ 4. Специальные классы пар конгруэнций

О п р е д е л е н и е  6 . Пары конгруэнций, описываемых лучали
1 ) Л) Л , и Лз 2) Л, Лз и Лд Л , и 3) Л, Л 4 и Лг Л 3, и пару линейчатцх 
поверхностей, принадлежащих им, будем называть соответствежо 
прямыми, боковыми и диагональными.

Если Нш =  Ai-{-hikAk, Kji =  A j ‘ k^A i {i, k r j ,  l\ i, J , k, 1 =
1, 2, 3, 4) суть квазифлекнодальные точки [3| пары линейчатых 

поверхностей (AiA^) и (ЛуЛ,), соответствующе!! (14), то i! к л 
удовлетворяют уравнениям:

где

h\. f  i^ ii — *̂ kk) hik — ^ik — 0,

H,* =  0)̂ .0)*, =  (1)/())'. (no i не суммировать),

=  =  ш' (по j  не суммировать),

(/, k + j ,  /; i < k ,  ]< !■  i, J , k, l= \ , 2, 3, 4).

(33)

(34)

В работе [4| дана абсолютная геометрическая характеристика 
дифференциальных инвариантов которые в на1пих терминах выра­

зятся так;

F1 = -- (/, ^ =  1, 2, 3, 4; i ф  к). (35)
(1) "

С помо1!!,ыо (34) и (35J можно дать конечную относительную харак­
теристику форм и,-*. Именно: напраиление Н;* =  О характеризуется 
тем, что точка Л/ является квазифлекнодальной точкой !1ары лине!1- 
чатых поверхносте!! (Л(Л*) и (ЛуЛ,) npi! смещении по этому направ­
лению. Отсюда при /, ^ == 1, 2 и г, /? =  3, 4 следует, что каждая из 
прямых пар линейчатых поверхностей

])(.];* -I- а*) „,1 а. 4, 0)f =  0, 2 ) ( 1  +  9 ) г- 3 ...3 =  п,

(36)
3) (О +  'f) »)•’ + О* “3 = 0 ,  4)(1 + ср*) 0)3 3 («1 =  О

обладает тем свойством, что соответствующая точка Л , ( / =  1, 2, 3, 4)- 
является квазифлекнодальной точкой этой пары, а так же /-й торсо­
вой пары.

О п р е д е л е н и е  7. Пары линейчатых поверхностей (36) будем на­
зывать соответствен!1() первой, второй, третьей и четвертой основными 
парами линейчатых поверхностей, принадлежащих паре конгруэнций.

Пользуясь результатами предыдущих параграфов и формулами 
(33)— (36) и рассматривая некоторые другие простейшие геометричес­
кие элементы, связанные с репером, можно выделить и геоыетричес-



ки характеризовать следующие наиболее интересные классы пар кон­
груэнций.

1. Пара » О характеризуется каждым из следующих свойств: 
а) координатная плоскость ( / ^ ,^ 2 ^ 3) является фокальной плоскостью 
в точке Л, луча Л, Л ,; б) точки *F*(4') и Лз(Ла) являются квази- 
флекнодальными точками соответствующих лучен первой (третьей! тор­
совой пары линейчатых поверхностей; в 1 третья (вторая] основная 
пара линейчатых поверхностей и первая (третья) торсовая пара сов­
падают; г) поверхность (Лд) является фокально!! поверхностью диа­
гональной конгруэнции (ЛгЛз); д) луч Л 3 Л 4 является осью одного из 
специальных линейных комплексов, касательных к линейчатой по­

верхности (£'i2 ^ 34)„i ^ 0  “ проходящих через прямые Л, Лз  и Л■,A .̂

2. Пара ф =  О характеризуется каждым из следующих CBOiicTB;
а) координатная плоскость (Л 1Л 2Л 3 ) является фокальной плоскостью 
в точке Л| луча Л ,Л 2; б) поверхность (Л,| является фокаль!!Ой по­
верхностью боковой конгруэнции (Л, Л,); в) Т0 ЧК1! Ч '*(Л ,) и Лз яв­
ляются квазифлекнодальными точками второй (третьей) торсовой па­
ры линейчатых поверхностей; г) первая (третья) основная пара и третья 
(четвертая) торсовая пара линейчатых поверхностей совпадают.

3. Пара конгруэнций о, = 0  |Ti — =  0) характеризуется каж­
дым из следующих свойств: а) линейчатая поверхность (Л ,Л.|
[(Л зЛ Л  1!ри u)i =  0 (u)* = —  3u)3] является торсом; б| одна из осей 

С !!ец и ал ь н ы х  линейных комплексов 1!учка (см. !1римечанпе в конце 
предыдущего параграфа) совпадает с касательной к линии 4)3 - () 

(<1)1 — ^ 0)3) поверхности ( Л^КЛ^Ц.

4. Пара 3, 0 (7з — = 0 ) характер!!зуется каждым из следую­
щих свойств; а) фокальная поверхность (Л, ) [(Л,)] конгруэнции 
(Л, Л,) вырождается в кривую; б) поверхность (Л,] КЛг)! является 
фокальной поверхностью конгруэн!1ин (Л, Л^) |(Л2 Л J]  и {Л1Л 3) 
КЛзЛз)]; в) точка Л, (Л,) является квазифлекнодальной точкой боко­
вых и диагональных пар линейчатых поверхностей при и)3=0(ш^ =  —

—  ро)’).

5. Пара т;, =  О (3 i — Зо =  0) геометрически характеризуется каж­
дым из следующих свойств; а) координатная плоскость (Л 2 Л 3 Л 4) 
1(Л,Л;,Л,)] является касательной плоскостью в точке боковой
линейчатой поверхности (Л0 Л 1) 1(Л,Лз11 при ш' О — j^«*i); б) ли­

нейчатая поверхность (Лг Л 3) [(Л, Л 4)| является торсом при =  О 

(с1)' =  — в) одна из осей пучка И совпадает с касательно!! к ли- 

н!!и «>3 — =  на поверхности (Ло) [(ЛЛ .

6 . Пара конгруэнций 72 = О (02 — 3 i 0) характеризуется каждым
из следующих свойств: а) координатная плоскость (Л 2 Л 3 Л 4) |(Л1 Лз 
Л 4 |̂ является касательной плоскостью в точке Л ,(Л 1) линейчатой 
поверхности (Лз Л 4) |(Л i Лд)] при О (ш® =  — <»з); б) одна из осей

пучка 12 является касательной к линии О - — ? 4*3) в точке 

Л , (Л)) на поверхности (Л2)[ (Л 1)|.

7. Пара конгруэнций - 1 О рассмотрена в конце § 2.

8 . Пара конгруэнций =  характеризуется каждым из следую­
щих свойств: а; D V  Е-^) D V  {А  ̂ Е 12) |см
б ) вторая (четвертая) основная п квазисопряженная к третьей (!iep-
вой) ос!!овной паре !!ары л!!нейчатых поверхностей сов!1адают.

9. Пара ко!1груэ!!Ций » =  ®* характеризуется каждым из следую­
щих свойств: а) ^\' (Лз Л , ^  ^ 1 / (Л ^ Л ,Ф * /: ',2: б') вторая (чет­



вертая) основная пара линейчатых поверхностен совпадает с парен 
квазнсопряжепнон четвертой (второн) паре линейчатых иоверхносте!,

10. Пара конгруэнций а — 6  9 * О характеризуется каждым яз 
следующих свойств: а) существует общий касательный линейньй 
комплекс к паре конгруэнций (Л1 Л,) и (А^А^); б] первая (треты) 
основная пара линейчатых поверхностей совпадает со второй (че"- 
вертой) ocHOBHoii нарой.

11. Пара ']>* 'i — U 2 *; 'i* — (1 ~  ср) (1 г г*) является парой ,4
С. Н. Карапетяна |5 . Геометрически она характеризуется, кроме 
свойств, найденных С. Е. Карапетяном, тем, что все основные пары 
линейчатых поверхностей совпадают.

12. Пара 'f ( 1 т 1 0; ср*-;-1=0; 0  =  расслояема в одну
сторону. 1'еометрически она характеризуется также одновременно 
следующими свойствами: а) первая (вторая) основная пара линейча­
тых поверх)юстей совпадает с первой (второй) торсовой парой; б) вто­
рая основная пара линейчатых поверхностей совпадает с парой ли­
нейчатых поверхностей, квазисопряженной третьей основной паре.

13. Пара конгруэнций О ^  О* = О обладает не только каждым из 
свойств, перечисленных в пункте 1 0 , но н характеризуется каждым 
из следующих свойств: а] первая и третья основные пары линейчатых 
поверхностей не определены, т. е. любая прямая пара линейчатых 
поверхностей является и первой и третьей основной парой линейча­
тых noBepxH OCTeii; б) точки Л| и Л 3 являются квазифлекнодальньши 
точками любой прямой пары линейчатых поверхностей; в) точки Ai 
и Лд являются фокусами луча Ai А,.

14. У пары конгруэнций -Ь 9  с?* О, 1 i- 6  11 — У') О, О -i- з =  
О, 1 - f (1 — •!-) =  б любая торсовая пара линейчатых иоверхностей

является параболической |6 |.
15. Пара конгруэнций ' Ф'у*.-О, 1 'f 11 — V-) О,

О, l-f'f® (] — з'‘̂ ) =  0 характеризуется тем, что любая /-я основная 
пара линейчатых поверхностей совпадает с /-й торсов{)й парой.

16. Пара конгруэнций ^2 =Тг^|^Т 1 ~ Т * — ^  обладает
тем свойством, что все поверхности (Л/) вырождаются н кривые. За­
метим, что для того, чтобы получить в пунктах 1 10 пары конгру­
энций, характеризуюптхся обращением в нуль соответствующих ini- 
вариантов со звездочками, необходимо всю д у поменять индексы 1 -
2* >4. При этом инварианты и геометрические образы без зно:<дочек
перейдут в инварианты и геометрические образы со звездочками и, 
наоборот, причем > =

Пользуясь квадратичными соотношениями Us{{s 1, 2 ....... 1.4)
и (13), найдем произвол существования рассмотренных выше частных 
классов нар конгруэнций. Именно: классы 1) 1— 10; 2) 12; 3) 11, 13,
4) 14 16 определяются с произволом соответственно в 11 пяп.;
2) три; 3) четыре и 4) две функции двух аргументов.
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РЕПЕРАЖ  ПОДМ НОГООБРАЗИИ В ТЕОРИИ ПАР !

КОНГРУЭНЦИИ В Рз

Е. Т. ИВЛЕВ

В работах [I], 12) и |3| было проведено построение метрически-, 
аффннно- н проективно-инвариантных реперов линейчатой поверхно­
сти, 11ринадлежап1ен данной прямолинейной конгруэнции. В настояп1ей 
работе строится полуканонический репер пары конгруэнций, отнесен­
ной к квазисопряженпой |4| сети пар линейчатых поверхностей, 
дается его геометрическая характеристика и устанавливается его связь 
с каноническим репером, рассмотренным в [4|. Далее этот репер рас­
сматривается как репер пары линейчатых поверхностей, выясняется 
геометрическое значение инвариантов, входящих в деривационные 
формулы, и характеризуются простейшие классы пар линейчатых по­
верхностей, приналлежащих данной паре конгруэнций.

Обозначения н терминология соответствуют принятым в [3| и [4].

§ I. Построение полуканонического репера

Рассмотрим в проективном трехмерном пространстве пару кои- 
груэнцнй, описываемых соответствующими лучами А\А2 и AзA^. 
Обозначая -4], А.,, А^, А^ аналитические точки вершины репера, 
получим его деривационные формулы в виде:

d A /= m ^A ,{ i,k  1, 2, 3, 4). (1)

где »>?—линейные дифференциальные формы, зависящие от двух глав­

ных параметров и удовлетворяющие уравнениям структуры проек­

тивного пространства

Du>f=[«.>m;i(y=l, 2, 3, 4). (2)

Так как при ==(»* =  о)?, О и (о7, =  =  -(i)'=0 соответст­
вующие лучи .4,^2 и ^ 3 ^ 4  становятся закрепленными, то формы 

«'il, ‘“а, “’J и ‘“1 суть главные. Принимая формы oij и
u)̂  за независимые, получим:

M*—at («? ; bf. I»:',, - h\

(I>i5 (?i; «>? ■ ‘"'i <?]>•>? /^1‘".1. >"l ffl



Обозначим:

Л =  a \ b l \ b \ a l ,  h, =  a l b ^ , - b l  а\,
(4)

h^: a \ ~ - b l a \ - \ a l b \ ,  Л Г = Л ' о | -  а \ Ь \ .

Из системы (3) обычным путем выведем следующие соотношенш
между дифференциальными формами вторичных параметров:

-TTj) • - b\r4)-{blh . b\)r.\-a\hT:\=0,

(7:1: rh^ T.]-̂ b\ <^l)^\-bl = 0 ,

2T.\) + /i^{alr:i + b\T4 ) b V n r .1 0,

5//,+Л,(-;' ; 27:^ ; Л, -? ; /;{ z*)- {bl h , , h) a\ h

+  27: : ! )  - b l a l - \  0,

bh\ < b\ (7:^i ^\-2т:\)-^:Ш\Ь1~Ь\)^\- b\b\^i- ыЬ\-̂ \-а\Ь\ 0.(5)

b \ ) - \  o,

8« Л  a j ( 2 ' l - ^ i ! - ^ ! )  ' ^ 5 a j 7: J - a i « i 7:J {Ь\а1 - а { ) <  -0 ,

И ;| (^1 - ’̂ ]) + (а^)2т:? : «• ^»^7t‘ - ( l  ; <,;>/73)::>-(аЗ<,| </')т:? =  0,

bbl \ b\(2^l albU\~h\b\^l- hi Ь\-\-{а\Ь\ b\)r:\-̂ 0.

Здесь предполагается, что уже проведено обычное нормирование:

(Л,Л^, ^ 3 ,44 ) 1, (uj+»>5 ; »>;5 г «>| О, т:} ; TTrj-pTtii : г* —0. (Г))

С помощью формул (5) проведем следующую фиксацию:

1) т.\ О, //, О, НФ{),

(7)
2 ) г 5 - 0 , Л Г = 0 , Н ^ Ф О .

Нормирование вершин репера {Л,-} проведем следующим образом:

1 ) TTf , г | - г 2 = 0 , 0

2) ’' Г  О, а^ФО  (8)

3) 3(т:}—7Г|) + -,̂  Tt^=0. b'i=4\=ji:Q

Чтобы получить в дальнейшем репер произвольной пары линей­
чатых поверхностей, мы должны теперь зафиксировать только одну 
из форм 7г< (или одну комбинацию их), а вторую оставить произ­
вольной. Учитывая (7) и (8 ), мы с помощью формул (5) проведем 
следующую последнюю фиксацию:

n l =  b l. (а1У {Ы У - а^Ф 0  (9)

и получим полуканонический репер пары конгруэнции, деривацион­
ные формулы которого запишем в виде:



Здесь коэффициенты и bf связаны следующими соотношениями;

=  « i  О, й’ =1,

а\-\ О, Ь\ , - b U  Ь\=0,
( 11)>

а ] - Ь 1 а\~: а 1 h\ =al, bl-a\ Ь  ̂^ Ь\ а'}. Ь\,

a'^b\-b]crl=^0, b\al- a\b'i--0, b\ =  a\, а\ =  Ь{.

Из формул flO) имеем:

D..,? =  Q l.o^o .'l; =  ...'1, ( 12)

где
Q =  b l-  b\ • a] b ^- a^  b\  ̂ a \ b l—b\ a;;,

Q* =  a l-a\ -bla\  \ b\ a ^ - b ^ i l  r b\ a-. (13)

Формулы (12) и (13) и уравнения структуры (2) приводят к следую­
щим условиям интегрируемости системы уравнении (1 0 );

[o«fo>?l ; л* (/, й =  1. 2, 3, 4.), (/*)•

где

А‘  -(.а‘~ а ‘)Ь ; - а ;  (b‘- b l )  a {b ;- l, iu > -., ‘ Q к? Q* )■

(14)

В силу соотношений (11) из системы (/f) заключаем, что 2 0  независи­

мых функций, входящих в деривационные формулы ( 1 0 ), связанные 
13 независимыми квадратичными соотношениями (/f), определяют пару 

конгруэнций и координатную сеть пар лнне11чатых поверхносте(1 с 
произволом в семь функций двух аргументов.

§ 2. Геометрическая характеристика репера

Произведенная в предыдущем параграфе фиксация репера являет­
ся простой и естественной с аналитической точки зрения. В этом 
параграфе мы убедимся, что полученный репер имеет простое геомет­

рическое строение.
Если M=Ai-[ tA., и N=A■i+■zЛ^ суть фокусы соответствующих, 

лучей AiAo и A^A i пары конгруэнций, то и т удовлетворяют квад­

ратным уравнениям (см. (4));

ht ‘ Ь\^0, /П^~ ■ (15).

Отсюда следует, что 1) фиксация (7) геометрически означает тот факт, 
что вершины Лг и A^ помещены в фокусы конгруэнций (Л 1 Л 2) и> 
(Л3 Л 4); 2 ) нормирование 1) и 2 ) из (8 ) геометрически означает, что 
точки F y ,= A i—A 2 и Fi^=A■^—A^ являются вторыми фокусами соот^- 
ветствующих конгруэнций. Из соотношений (15) следует также, что 
при этих фиксациях из рассмотрения исключаются нары, содержащие 

параболические конгруэнции.
С помощью формул (10) обычным путем получим- следующие 

уравнения торсов конгруэнций {А, А.,) и (Лп/lf);

(г’ ) (i')^)2 + (ft ĵ—а| h l—h\ а:;)«>-; ««i Ь\ b'l (ш ')-=0 ,

{b]-b l bl){i<>ir-+{a\ bl а\-а\ b\) (».?)' =  0 ,



г. т. Ивлев

откуда заключаем, что при нормировании (8 ) из рассмотрения исклю­
чается случай 1>1 />■' О (dr, а\ 0), когда координатная пара линейча­
тых поверхностей («;' О (ш/, 0) содержит торс конгруэнции {A^A■,)

Проводя рассуждения, аналогичные проведенным в работе 
|4|, получим, что при выборе форм ш-} и о)' за независимые исклю­
чаются из рассмотрения пары И [7| конгруэнций, а при нормировании 
(8 ) из рассмотрения исключаются также пары Т |7], в частности, рас- 
слояемые в обе стороны пары конгруэнций.

В силу (И )  уравнения (16) торсов конгруэнций н запишутся, со ­
ответственно, в виде;

1̂  (1 —«:]) II)-* /;[! (.)/, О, 2) rt:] ш' -О,

(17)
3) (1 i)')o .' О, 4) (П-; 0.

Так же, как и в работе |4], пары линейчатых поверхностей (17) бу­
дем называть, соответственно, /-ми ( / = 1 , 2 . 3 , 4 )  торсовыми парами. 
Из соотношений (17) следует, что при фиксации (9) из рассмотрения
исключается пара конгруэнций(aiJ)--{/75)2 ._ „ .4  =  0  (^м. (ц )) , у которой

2-е и 3-е (а также 1-е и 4-е) торсовые нары линейчатых поверхно- 
C T e i i  совпадают.

Выясним, далее, геометрическое значение фиксации (9). С этой 
целью рассмотрим квадрику, проходящую через два бесконечно близ­
ких луча А, A.J и луч Н:|Л, при с».', О, а так же квадрику, проходя­
щую через два бесконечно близких луча Л;, Л., и луч Ai А., при ш'; 0.
Уравнения этих квадрик имеют, соответственно, вид:

Л-, Л-, (/.' .V-,, а ;] х,, л% а j х, Х;, О, (18)

Л':, Л-, i?iX,X,-l-/>' X,, д?,Х,Х:, =  0 (19)

при условии, что линс1П1атая поверхность (Л, Л ,) [(Л:, Л,)| при =  
0 ( .» J= 0 ) не яв.чяется торсом, т. е. в силу (8 ) и"(1 1 )

</:|(1 <1'5 )у=0 . (2 0 )

<-)бозначая А/, и .И' точки пересечения поляр точек А^ и относи­
тельно квадрик (18) и (1У) соответственно с лучами Л, Л., и Л;, Л 4, 
получим:

ЛЬ Л „ Л/Г Ь\А, А^.

Отсюда находим:

-сС' D V  {А, A.,t\..M,) a'i,

(21)
К'* D V { A ,A ,F , ,M n  Ь\,

где F I-., -Л| Л., /-'.ц .4., Л^, как мы уже выше отметили, суть вто­
рые фокусы соответствующих лучей нары конгруэнций. Из соотно­
шений (21) и фиксации (9) следует, что точки Л, и Л., выбраны так, 
что И'

Из деривацноиных формул (10) следует,, что, если рассматривать 
произвольную пару линейчатых поверхностей о)^= 0 (и>̂  0 ), принад­
лежащую данной паре конгруэнций, то точка Л з(Л ,) оказывается так 
выбранной на луче Л;|Л4 (Л ,Л ,), что плоскость, проходящая чере:1 

точку Л . (Л ,) и луч .4:, Л 4 (Л , .4 ,̂), касается линейчатой поверхности 
(Лз Л ^[ (Л 1 Л .)1 в это11 точке.



§ 3. Связь с каноническим репером и основные инварианты пары

конгруэнций

Чтобы связать построенную в предыдущих параграфах теорию 
с обычным построением проективной теории пар конгруэнций и, в ча­
стности, получить выражения простейших инвариантов пары конгру­
энций в терминах полуканоннческого репера, надо установить ф ор­
мулы перехода от этого репера к каноническому реперу, рассмотрен­
ному в работе [4]. Его деривационные формулы запишем в виде:

d B i  w f  В ( 2 2 )

где
=  w l ,  w l  =  ' f w l ,

 ̂ 10; - з,те>-’ г 0* w j,

■tC'i T r^ 'i W\

Вершины репера \Bi\ связаны нормированием

(5, В., B.,Bi) =  l, И' I I w l -f «'•’ ( w\- 0. (23)

Положим теперь

5 , - A, (Л ,- Л ,); В ,= а,А,- в , / ,,(Л з-Л ,); В, -\А,. (24)

Тогда, в силу (23) и (G), имеем:

л, л, =  1 . (25)

Дифференцируя соотношения (24) и применяя деривационные
формулы ( 1 0 ) и (2 2 ), получим:

rfln/.i |“Ш| -U)j --ffi'!, rfln/-:, 0)i] II)'J =- Z£'iJ,

rf In Aj + U)3-!-**> 1 =  ̂ «'2 ; In A,-f (I) }

Л, ( lo l— U)'-f-U); — и>г) =  Х2 Щ ';,

Л., (  ШI  _  0) J -L  Ш < -  0) I )  =  Ш •' =  Л3 W  ,

Л, ((оЗ_о)’ )=ХзЩ'Я, >,.,((»'-»)')

Лд(ш̂ -шЗ-1-0){— =  а'|, /.з(и):'(-ш[ + 0):-; — (.)2) =  л.г£'§,

>•3 w\ =  /-4 Ш* =  А) сг'‘ ,

Xj (ш-’ -f Ш )̂ =  л, ze-‘ , Л4 (u)' u;^) =  X., w\.

Отсюда прежде всего находим

^ \ = —  t£-i = - ^  (2 7 ;

f  \ Ад I

(26)



где

f  =  -  1+ ^ \ ( i + J l L  \ ^ 0 .  (29)
/•4 / \ 1-у !

Исключая А; из формул (26) —(29), найдем простейшие инварианты 
пары конгруэнций. При этом исключении, кроме (25), надо иметь 
в виду формулы, вытекающие из (28) и (11);

1̂ _  '-л '̂1 _ îj

2 '-4

Отсюда и из (25), положив

—  = И , (30)
/■1'-4

найдем

(31)
А, /-4

Из формул (26) при помощи (27) и (31) находим следующие извест­
ные |4] инварианты:

(а\ па])В  

а^А  ' ' а\А

+ + « 3 о «1

 ̂ ' в  '

(А^-Ь1~а\ Ь1 Ч- >̂1 п^)  -  a j В \8
AUi\

В • т:- -  д

_  gi » 1 + ^ ; .(1 - а ^ )  _  Ь\а\Л-а\ (1-а'^)

В ■ g

\ b ( \ - a l) аа\\В [ a ( l- a ^ )  + /?а'] В
3 .=  ------- ----------  , 0 ,=  ------------------

(32)

Л̂ ’

--------’ =■ = -------- ---------

а ’ — а;̂  = «(1-/^1)4-^~«1 о. о. 
------ :------ > р1 Pi)—

где

о, , 0 , _  («M - a? )a l -4-(fc!-u^,^)(l-«’ )



a  =  ^ = Ь\ —  Ь \ — Ь\,

a * = a l- a ] + a l- a \ , b*=bl~h\  \ Ь\-Ь\,

а  =  а\ -- а\ — ft =  /;| — /?i —  .

Отсюда н из (29) в силу (28) следует

Л / = - 1 .

Напомним, что случай 5  -0 исключен из рассмотрения. Формулы (32) 
вычислены также при условии АфО. Из соотношения П7) и (11) 
следует, что из рассмотрения исключаются пары конгруэнций Л =  0, 
у которых первые и третьи торсовые пары линейчатых поверхностей 
совпадают.

В силу (31) соотношения (27) примут вид:

те'?=(1—а?)ш^—а ’ ш|, ze/J =  —a j o)J-j-(l—«3)(и >. (34)

Т е о р е м а  1. Координатная сеть пар линейчатых поверхно­
стей о)*ш '=0 образует квазисопряженную сеть.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольную пару линейча­
тых поверхностей в полуканоническом репере, соответствующую

u)J=0. (35)

Эту пару линейчатых поверхностей в каноническом репере, как 
это следует из (34) и (31), можно записать в виде

w\=z,w\, (36)
где

=  (3 7 )
1 <7*

В работе [4] найдено, что квазисопряженная сеть пар линейчатых 
поверхностей характеризуется условием

Отсюда и из соотношений (34)— (37) в силу Л=?^0 следует, что пара 
линейчатых поверхностей <oj=0 является квазисопряженной паре «>1=0. 
Теорема 1 доказана.

Геометрическая характеристика инвариантов (32) получена в ра­
боте 14], но она может быть получена также как следствие той гео­
метрической характеристики инвариантов пары линейчатых поверх­
ностей, принадлежащей данной паре конгруэнций, которую мы при­
ведем в следующих параграфах.

§ 4. Геометрическое строение и деривационные формулы репера пары 

линейчатых поверхностей, принадлежащих данной паре конгруэнций

Построенный в предыдущих параграфах репер можно рассматри­
вать как репер произвольной неторсовой пары линейчатых поверх­
ностей, принадлежащих данной паре конгруэнций. Геометрическое 
строение этого репера описано в §2 . Чтобы получить его дериваци-

3  
1

онные формулы, достаточно в формулах (10) положить ш 
= d s ,  { а ^ и . о - =

Получим:



Здесь \if связаны соотношениями:

1^ =  0, =  (39)

Так как репер геометрически вполне определен, то коэффициенты jif 

и ds в деривационных формулах (38) являются проективными ин­
вариантами пары линейчатых поверхностей, принадлежащих данной 
паре конгруэнции. Среди 14 конечных инвариантов р.* мы в силу (39)

имеем 13 независимых.

§ 5. Вычислительные формулы

Различные соотношения между инвариантами (if выделяют клас­

сы пар линейчатых поверхностей, принадлежащих данной паре кон­
груэнций, т. е. являются натуральными уравнениями этих классов. 
Для получения же дифференциальных уравнений этих классов нужно 
получить вычислительные формулы, т. е. формулы, выражаюнше при

помощи дифференциальных форм.
Будем исходить из деривационных формул (22). Полагая

, W )

Ч
из формул (24) получим

Л ]=/| Л]-)-/:>/̂ 27 =  А^ =  1з А^ =  1^В^. (41)

Для пары линейчатых поверхностей «)J==0 имеем а поэ­

тому формулы (34) дают

ze)?---(l— 11̂ ) i/s, 'ze)J =  —(ij rfs. (42)

Отсюда в силу (28) и (31) находим

Н = ------(43)

Из соотношений (26) в силу (31) и (22) найдем

. (44)

Так как 0 /^0 и cisy-O, то из (43) и (44) следует, что наряду 
с торсовыми парами линейчатых поверхностей (это мы уже от.меча- 
ли в предыдущих параграфах) из рассмотрения исключаются бисо- 
пряженные |4] пары линейчатых поверхностей. Из формул (38) нахо­

дим;

fx*=(— 1)*+1 Л/+2. ^ ir3
\ ds

где при к грУ^А надо вместо к-^Р писать 4. Внося в эти со­
отношения выражения Ар из формул (41) и учитывая соотношения
(31), (22) и (43), получим искомые вычислительные формулы

1 - ’ ■ ‘i
w\ ds ' ‘ ■ w l w\ ds



'fa 11* — '•P4

w l w\ ds
f‘ 4 —

w l w\ ds ’

? 5 'f  6

wlw\ ds « '3 ds

w\ w\
M 1 — - ■wl

(45)

где

. , > Г 4 ---- ,
W \ ds ds

Г2- , , ,  !^4— , > '■̂ 2----- :-;-- .
w\ds ds w\ ds

„ 4 _  'i'3

‘  w lw\  ds ' ' ■* ds  ’ '  ̂ w\ds ’

i2 = w l  dw\ — w\ dw!j,

cpi = --- 12 + ze»} w\ wl~- [w iyw ],

срз=— у  L> -I- w l w\ w\ — (w iy  w\,

?2= 0-r zy| wl

T4= ‘-2+гс'1 wl w \ -г(“ 'з)“ (46)

?d =  ̂  +  (^ 5 — ®'l) ffi'J w l + w ]  { w i y ~ w \  (ZC’J)',

«6 =  2 +  (т£':| — ffi'̂ ) wl w\ -i wl  ('Wj)-— te':| (та' )%

'ii =  (l- r'f)®J+P?Wi; ^2=  (l +  'P*)'Zt’3

O3 =  (cp w\ 4-'^'з) '®2 —  («'I * -f ‘Ze'O

Из этих формул и из предыдущих формул видно, что только инва­
рианты [ij, U.J, и,| содержат вторые дифференциалы, т. е. являются 

инвариантами второго порядка, все остальные ;j.*—инварианты перво­

го порядка. Задание одной связи между инвариантами а* первого

порядка выделяет, вообще говоря, определенную квазисопряженную 
сеть пар линейчатых поверхностей; наложение дополнительных свя­
зей выделяет классы пар конгруэнций.

§ 6. Геометрическая характеристика инвариантов

В параграфе 2 при исследовании геометрического значения фикса­
ции (9) мы нашли сложные отношения (21). Первое из этих сложных 
отношений как раз дает геометрическое значение инварианта [if.

Обозначая через £ ',2  (£ц ) точку, гармоническую фокусу
^12  ( ^ 34) относительно точек Ai(A^) и A 2(A^), получим

f]2 =  -^l+^2(^34 =  ̂ 3+^4)- * (47)

3. Труды ТГУ, т. 160.



Из деривационных формул (38) следует, что касательная плос­
кость в точке Л ,(.4 2 ) л1!не11чатон поверхности (Л, Л,) пересекает луч 

^ 3  в точке

7',=.4з+!^!

Отсюда и из (47) найдем геометрическое значение инвариантов \>-1 
и в виде соотношении

Рассматривая в работе [4] четыре различные пары линейчатых по­

верхностей
wl=ZiW'i{i=--\, 2, 3, 4), (48)

мы нашли, что соответствующее им сложное отношение W  имеет 
вид (16) в работе [4]. Рассмотрим теперь четыре различные пары 
линейчатых поверхностей

3, 4) (49)

в полуканоническом репере. С помощью соотношений (33), (34), (48)

и (49) найдем для них
(а|-а<)(а2-аз)

(а, —аз) (а,,—a j

В работе [4] мы нашли также, что дифференциальное уравнение 
бисопряженных пар линейчатых поверхностей в каноническом репере 

имеет вид:

Отсюда и из (34) в силу (33) следует, что дифференциальное уравне­

ние
(ш ')2^(ш ?)2 =  0 (51)

определяет бисопряженные пары линейчатых поверхностей в полу­
каноническом репере. Рассмотрим, далее, сложное отношение
соответствующее рассматриваемой паре линейчатых поверхностей
(а, = 0 ), и квазисопряженной (а ,= оо ), а также второй торсовой паре

..
линеичатых поверхностей Яз=-

пряженных пар (а< = — 1) (см. (51)). Тогда из (50) имеем

а\  =  а]  Г о -  (52)

Последнее соотношение имеет место при а\фа1 (что в силу (32) 
и (33) равносильно р— 1^0). Если же (или р =  1), то получим
пару конгруэнций 1=0, рассмотренную в работе [4]. Для нее 
вместо (52) получаем Так как инвариант геометрически
характеризован, то соотношение (52) дает геометрическую характе­
ристику инварианта [xj. Касательная плоскость в точке А^ линейча­
той поверхности (Л3 Л 4) пересекает прямую Ai Ао в точке Л, 1

Следовательно, инвариант ц! характеризуется соотношением

^^\ = A D V {A ,A ,P E ,,) .

Л
(см. (17)) и одной из бисо-



Плоскости из пучка с осью A, Ai , проходящие через точки, беско­
нечно близкие к точкам А, и .4* { i,k  --j,l\, пересекут прямую A iA ^  
в точках:

Xik=Ai~\-^'l ds Ak-]-[2\ X ik^Xki), (53)

где ln| означает члены порядка малости не ниже п.
Плоскость, проходящая через точки f , , ,  E^^ и vYig, пересекает 

прямые Л 2 Л 3, А^Л^, ^ 2 ^ 4, соответственно, в точках

5, =  Л 2- (/5Л з+[2], ; [2], [2]. (54)

Отсюда и из (53) геометрическое значение инвариантов ds'̂ , и [i* 

{ i,k  — l ,2  и / , /г=--3, 4) определяется соотношениями:

(I* =  ds- ^^-D V o iA oA .S iX ,.),

lxfds =  D V o (A ,A , X i,E i,) , 

где DV^ означает главную часть сложного отношения. Обозначим 
через точку, гармоническую точке относительно точек Ai 
и Ag. Тогда прямая А^А^ пересекает касательные плоскости в точках 
'Лз. S, и S, линейчатых поверхностей (Л, Т̂ )̂, (Л, Si) и (Ло S^), со ­
ответственно, в точках

Лз-Ь!.; Л ,+  [2J, R , =  (:4-!^!;)^/s Лз-Ьр:] Л ,+  [2],

(55)
^3=^3- : [(i-l-:^l)^/s+|xj-i]л ,+ [2],

а прямая Ло Л 3 пересекает касательную плоскость в точке S3 линей­
чатой поверхности (Л!^;,) в точке

л , Лз+[2]. (56)

Геометрическое значение инвариантов дается вытекающими из 

(54)— (56) соотношениями:

4 |i|̂ щ' з— 2 4ц5 = 3  i ®'з—2 w^,

(57)
4 1 1 3 = 2  п\—3 гг'з— те>2, 4 ;л|=®'з— le'j—2 Wi,

где

К -, r / s  =  l — i i | - f D U o  ( Л з  Л ^  /? з  £ 3 4 ) ,  те-з ( / s  =  u ‘  D K „  ( Л 3  Л ., / ? , ) ,

(58)
те-2ds-={l r\^l)ds-'rDVo (А .А ,Х , ,Т , ) .

Заметим, что геометрическое значение инвариантов [j-j, \i'i и [ij 
определено при условии Если же|1^ = 0 , то из а\— а\а\ =

— —  ̂ д — ^ 0  (см. (11) и (8 ), (20)) следует Тогда в пос-

леднем соотношении (58) вместо точки R^ рассматривается точка /?2 

и и'з rfs— 0 1 /п (Л зЛ 4 £ з^ /?,), а в соотношениях (57) меняются ин­
дексы 1^-->2. Итак, все инварианты, входящие в деривационные ф ор­
мулы (38), геометрически характеризованы.

§ 7. Простейшие классы пар линейчатых поверхностей, принадлежащих
данной паре конгруэнций

О п р е д е л е н и е .  Пары линейчатых поверхностей, описываемых 
лучами!) Л 1 Л 2 и Л 3 Л 4; 2) Л, Л 3 и Л . Л^ и  3) Л 1 Л< и Л , Л 3, будем 
называть, соответственно, координатными, боковыми и диагональными, 
а принадлежащие им линейчатые поверхности Л j Л 2, Л 1 Л з,Л1 Л 4 — 
первыми, остальные—вторыми.

3*.



Если Hik--Ai-\ hikAk, Pji--=Aj-\-Pji k ^ j ,  l\ i, j ,  k,l 1, 2, 3 ,4)
суть квазифлекнодальные точки [5] пары линейчатых поверхностен. 
(A iAk) н (A jA ,), то hik и удовлетворяют условиям

(59),

'У, v iP ^ i -г К  -  F /) Рл-\^] 'Л = 0  (  ^
 ̂  ̂ \суммнровать ,

Пользуясь этими формулами, результатами предыдущих парагра­
фов и рассматривая некоторые другие простейшие геометрические- 
элементы, связанные с репером, можно выделить и геометрически 
характеризовать следующие наиболее интересные классы пар линей­
чатых поверхностей, принадлежащих данной паре конгруэнций;

1 . оо^ пар линейчатых поверхностей }1з = 0 ; вторая диагональная 
линейчатая поверхность является торсом с ребром возврата M j) .

2 . со^ пар линейчатых поверхностей j i? = 0 ; касательная плоскость 
в точке Л, первой диагональной (боковой) линейчатой поверхности, 
пересекает луч A^A^iA-iA^) в точке Аз(А^).

3 . оо' пар линейчатых поверхностей |а^=0 ; вторая диагональная
линейчатая поверхность является торсом с ребром возврата Лг—

Л ,).
4. оо' пар линейчатых поверхностей ==0; касательная плоскость 

в точке A i второй диагональной (боковой) линейчатой поверхности 
пересекает противоположный луч в точке Л., (>li).

5. оо^ пар линейчатых поверхностей =0; касательная плоскость 
в точке Л, первой координатной линейчато!! поверхности пересекает 
луч Лз Л 4 в точке Л 3.

6 . оо^ пар линейчатых поверхностей it^= 0 ; координатная пара 
линейчатых поверхностей является второй основной парой (см. [4J); 
точка Л , является квазифлекнодальной точкой этой пары.

7 . оо' пар линейчатых поверхностей «•1 =  0 ; координатная пара 
линейчатых поверхностей квазисопряжена (см. [4J) четвертой основ­
ной паре линейчатых поверхностей; точки Л 3 и Л 4 суть квазифлекно­
дальные точки соответствующих лучей диагональной пары.

8 . Пары линейчатых поверхностей ч* 'а{=0 (/, ^ =  1,3 или

2 ,4 ; г, s); линейчатая поверхность, описываемая лучом Л, Л̂ -, 
есть торс.

9 . 0 0 » пар линейчатых поверхностей 1̂ 4 = 0  (Рг —\̂{v■Уг

(J.2.— jij—O) (yV= 1 , 2 ); координатная пара линейчатых поверхностей 

является четвертой (первой) основной парой.

1 0 . oqI пар линейчатых поверхностей — К 1̂ ')= О

(у =  1 , 2 ); координатная пара линейчатых поверхностей является третьей 
основной парой.

11. Пары линейчатых поверхностей ]ij— ij.*=0 (ijl‘ aj—p.j[)'|=0)-

квазифлекнодальные точки луча Л ,Л *(Л уЛ ,) пары линейча­
тых поверхностей (Л, Л*) и (Л^Л,) гармонически делят соответствую­
щие вершины репера.

12. Пары линейчатых поверхностей |).;^=0(s, tфm)\ точка Л^

является квазифлекнодальной точко11 луча Л^ Л^ пары линейчатых 
поверхностей (Л^ Л^) и (Л,„ Л„) я\ s, t, т , п=\, 2, 3, 41.

13. оо- пар линейчатых поверхностей (̂ ^\) —( 1— — 3 iJi2) = 0 ; 
координатная пара линейчатых поверхносте!! является дважды сопря­
женной (см. [4]).



§ 8. Некоторые приложения

Полученные результаты дают возможность выделить некоторые 
■специальные классы пар конгруэнций, характеризующиеся тем, что 
они содержат пару линейчатых поверхностей, принадлежащую одно^ 
временно нескольким классам, характеризованным в предыдущем 
параграфе. В дальне11шем пары линейчатых поверхностей, квазисо- 
пряженные /-м основным парам, будем называть г-ми г л а в н ым и  
п а р а м и .

1. Пара конгруэнций я < = я ‘ =  а ^ = 0  геометрически характери­
зуется каждым из следующих свойств: а) линейчатая поверхность, обра­
зованная лучом А., Лз второй основной координатной пары линейча­
тых поверхностей, вырождается в прямую; б) фокальная поверхность 
(Л ,) конгруэнции (Л, Лявля етс я  линейчатой поверхностью, описывае­
мой лучом Л, Лз, причем линия («’ —О на (Л,) есть прямая Л , Л,. Рас­
сматриваемая пара конгруэнций обладает также тем свойством, что 
семейство координатных пар линейчатых поверхностей, принадлежа­
щее SToii паре конгруэнций, могут служить для осуществления пре­
образований Егорова (в смысле [б]), при которых точка исходной 
пары конгруэнций переходит в фокус соответствующей конгруэнции
преобразованной пары конгруэнций.

2. Пара конгруэнций а ,= ;я | = а ’ = а Н -<^2 а ]—О, характеризуемая 
тем, что диагональная пара линейчатых поверхностей четвертой глав­
ной пары линейчатых поверхностей образует расслояемую в обе 
стороны пару торсов.

3. Пара конгруэнций a j= a 5 = a . ’ —а ^ = 0  характеризуется тем, 
что точки Л,- суть квазифлекнодальные точки боковой пары линей­
чатых поверхностей (при o)J=0). Эта пара обладает также тем свой­
ством, что точки Л,, Л , и Л , являются квазифлекнодальнымн точками 
диагональной пары (при (н'=0).

4. Пара конгруэнций a l= a l  — a^ =  a l —a - —0 характеризуется од­
новременно следующими свойствами: а) точки Л, суть квазифлекно­
дальные точки боковой пары линейчатых поверхностей четвертой 
главной пары; б) диагональная пара линейчатых поверхностей обра­
зует расслояемую пару торсов четверт011 главной пары.

5. Пара конгруэнций а|=0 , а} =  o j—а ’ « ’ = 0 , a\ = a l= a*  -=^al-=0 
характеризуется тем, что боковая (диагональная) пара линейчатых 
поверхностей четвертой главной пары линейчатых поверхностей обра­
зует расслояемую пару (пару торсов). У такой пары конгруэнций ква­
зифлекнодальные точки соответствующих лучей координатной пары 
линейчатых поверхностей гармонически делят соответствующие вер­
шины репера.

6. Пара конгруэнци!! a * = a l= 0  есть пара (см. [4]). Кроме
свойств, отмеченных в работе [4], эта пара обладает еще тем свой­
ством, что точки Л, и Лд являются квазифлекнодальнымн точками 
диагональной пары линейчатых поверхностей второй основной (или 
четверто!! главной) координатной пары линейчатых поверхностей.

7. Пара конгруэнций а *= 0 , a l ' a l a * = 0. t z j ^0,  —
=  a l = a l = 0  характеризуется одновременно следующими свойствами: 
а) все основные пары линейчатых поверхностей совпадают, т. е. 
(см. [4|) эта пара принадлежит классу пар А [8]; б) боковая пара ли- 
.нейчатых поверхностей координатной пары расслояема в обе стороны.
У расслояемой пары фокальная поверхность (.4,)—линейчатая, описы- 
.ваемая лучом (Л, Л,).



8. Пара конгруэнций а} а]— а;] а ’ =  О, <г' a l  + а\ а\ =  0,
+  a i a l = 0, <г̂  a?+ «t (7^=0, а| а ' +  bij a j = 0 , (/’ :-rt|aJ=0 геометри­
чески характеризуется тем, что боковая пара линейчатых поверхно­
стен координатной четвертой основной пары линейчатых поверхно­

стей расслояема в обе стороны.
Пользуясь соотношениями (3:2) и (45), получим, что квазисопря- 

женная сеть пар линейчатых поверхностен во всех рассмотренных 
классах пар конгруэнции фиксирована. При этом классы 1, 2, 6 п 7 
отнесены ко второй основной паре линейчатых поверхностей, классы
2, 5 и 6—к четвертой главной паре, а класс 8 — к четвертой ochobhoiI 
паре. Пользуясь же соотношениями {/*■), (И ) и (14), получим произ­

вол существования этих классов пар конгруэнций. Именно: классы
5) и 8) определяются с произволом в 1 функцию двух аргументов; 
класс 1)— в 4 функции 2 аргументов, класс 4)— в две функции 2 аргу­
ментов; класс 6)—с произволом в пять функций 2 аргументов и, на­
конец, класс 7)—с произволом в 12 функций одного аргумента.
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ЕЩЕ О ПАРАХ КОНГРУЭНЦИЙ Н

М. Б. П Е Р Г А М Е Н Щ И К О В

В предлагаемой статье рассматриваются некоторые приложения 
проективной теории расслояемых пар линейчатых поверхностей к изу­
чению пар конгруэнций, и в связи с этим устанавливаются новые ха­
рактеристические признаки пар конгруэнций Н (см. [1|, |2|).

§ 1. Преобразование PD расслояемых пар линейчатых 

поверхностей

Пусть прямые Л ,Л , и Л 3Л 4 описывают расслояемую пару линей­
чатых поверхностей, отнесенную к каноническому реперу, построен­
ному в [3|, деривационные формулы которого имеют вид:

=л- Л , +  Лз„
(is 

(IA

ds 

НА + . (1)
(is

——^  — А̂ -\- у. А̂ -\- tA^,
(Is

х ^ у  -,-z + t =  0.

Напомним, что вершины репера являются Я-точками (см. [3]), как 
для пары {А^А.,}, {Л,/44}, так и для расслояемых линейчатых поверх­

ностен {Л,Лз},
О п р е д е л е н и е  1. Если лучи двух пар расслояемых линейчатых 

поверхностей пересекаются в Я-точках, то такую четверку линейча­
тых поверхностей назовем конфигурацией Р.

В [3] было показано, что точки

Л ] = Л ,4  Л „  Л1=Лз : Л „ Л '= = Л ,- Л 4, Л Н Л ^ - Л ,  (2)

являются квазифлекнодальными для пары линейчатых поверхностей 

{Л И Л  и (ЛгЛз}.



Поставим такой вопрос: при каком условии линейчатые поверх­
ности {А\А1} и {А1А\} образуют расслояемую пару? Приняв точки 
Л / ( /=1,  2, 3, 4) за вершины нового репера, деривационные формулы 
которого имеют вид получим:

о,' 1 =  :0,̂ 1 = lfo > | -  Ш«). (3)

Условия расслояемости линейчатых поверхносте!! {А\А\} и 
имеют вид (см. [4]):

0,ЗТ 1 „,21^0, 0)1' ш,''4-0)21

О.:’ ' о>1’ =0 , О.'' o,^'-f«)2 l .о;]‘ = 0 , (4)

0)^' o)J'—u)i;' о )^ '= 0 , i!)J' о>1 ’ -О)*’ ш|1 = 0

н В силу формул (4) и (1) сводятся к одному уравнению

{л-+у}-{А-; 2} = 0 .  (5)

О п р е д е л е н и е  2. Если линейчатые поверхности {А\ А\} н 
{А\А\} образуют расслояемую пару, то будем говорить, что конфи­
гурация Р  допускает преобразование PD .

С другой строны, как известно |5], расслояемои паре линейчатых 
поверхностей проективного пространства Яд соответствует в прост­
ранстве Плюккера торс. Из деривационных формул следует, что 
паре {А^А^} и {Л3Л 4} соответствует торс, ребро возврата которого 
описывается точкой 7? =  { Л,Лз}-|-{ЛзЛ J ,  а паре {Л,Л.,} и {Л2Л,}—торс, 
ребро возврата которого описывается точкой 5 -={Л,Лз}-|-{Л^,Л4}. П о­
требовав, чтобы точка R или S была неподвижна, получим, cooTuet- 
ственно:

А--1-у =  0, Х + 2=0 .

В ы в о д .  Для того, чтобы конфигурация Р  допускала преобразова­
ние PD , необходимо и достаточно, чтобы перенесение Розенфельда 
одной из расслояемых пар линейчатых поверхностей этой конфигу­
рации в пространстве Плюккера являлось конусом.

В случае, когда оба сомножителя уравнения (5) обращаются в 
нуль, т. е.

A'-f у=л'- г = 0  (6 )

прямые Л 1Л 2 и Аз А\ неподвижны, т. е. линейчатые поверхности 
{AxA^} и {Л2Л 3} принадлежат одной и той же линейной конгруэнции 
с директрисами Л М г и А\А\. Заметим, что условия (6 ) получатся, 
если потребовать, чтобы была неподвижна хотя бы одна из прямых 
Л 1Л^, Л!,Л1

Так как случаи л'-~у  ̂ О, л: + 2’= 0  и jc~ y=0 , x-'rZ^-Q геометри­
чески равноправны, то ограничимся рассмотрением одного из них, 
)1«пример, A-f-y=/=0 , x-]-z=0.

Обозначив (здесь и ниже г,А=1,2,3,4), получим для a^^

значения, которые можно представить в виде таблицы:



k = l k=2 k=3 k = i

/=1 ~  (-'+0 5-1-1 0

1

/ :2 а -j-1
1

-  J-  ■ t) 0
T  (-'Чу)

/= 3 Y  (^+ v) 0
T

^-1

i 4 0 Y  (^+y^ Я— 1 - у  (̂ \ t)

Если А/- ЯВЛЯЮТСЯ Я-точками расслояемой пары линенчатых по­
верхностей и{А]^А\), то имеем:

А\=А\ Л1 А^^А\+А\, А1--А\-А1 A ^=A h— A\. (7)

Величины af-, вводимые соотношениями («®=ap(i)i, где dA^ =  w fA l 

можно представить в виде таблицы;

Пусть 4 ?— квазифлекнодальные точки пары линейчатых поверх­
ностен {А\ А^} и {/4|Ai}. Тогда

А\^А1-\-А1 A l==A i \ A l  A l= A \ - A l A ^ ,= A i- A L (8)

причем для af'*, вводимых соотношениями где rf.Ai' «)*■'’

имеем таблицу значении:

*
i

*  =  1 k = 2 k = 3 k = 4

/- 1 1 X a 0

i -  2 X

1

- 1 0 a

'■” 3 n 0 . у

( = 4

i

0 a у — 1



Линейчатые поверхности {Л| Л;]} н {Лit И!!} образуют расслояемую 
пару, и нх Я-точки Л,- выражаются через Л? следуюпшм образом;

л ь л ^ , л5, л^ л ^= л ^- л 5 . (9>

Из формул (2), (7), (8 ), (9) следует

Л^,=4Л,, 4Л,, Л ,̂ 4Лз, Л1.=4Л ,.

Мы видим, что последняя конфигурация Р  совпадает с исходной.
Учитывая другую геометрическую характеристику, данную в |3] 

линейчатым поверхностям, определяемым соотношением (5), можно 
сформулировать следуюншн вывод:

Если хотя бы одна из расслояемых пар линейчатых поверхностей 
конфигурации Р  принадлежит линейному комплексу, то эта конфи­
гурация Р  допускает преобразование PD , причем преобразованная 
конфигурация Р  также допускает преобразование PD, которое пере­
водит последнюю конфигурацию в исходную.

§ 2. Пары конгруэнций, содержащие расслояемые пары линейчатых

поверхностей

Пусть прямые и Л.,Л1 описывают пару конгруэнци!!, причем 
конгруэнция {Л,Л2} отнесена к торсовому реперу первого порядка 
(см. |6 ), стр. 346).

С произвольно взятой линейчатой поверхностью конгруэн­
ции {Л|Л._,1 связана соотнетствуюп1ая линейчатая поверхность конгру­
энции 1Л 3Л 4}. Условия расслояемости этой пэры линейчатых поверх- 
HOCTeii имеют вид (4).

Потребовав, чтобы конгруэнции {Л,Л2} и {Л-.Л,,} обладали дву­
мя семействами соответствующих расслояемых пар линейчатых поверх­
ностей

i,)*, ( 1 0 )

получим Т. е. конгруэнции и {Л;;Л,} образуют па­
ру 7' Финикова (см. 17|, глава .\’1И), а система уравнений (4) сведет­
ся к одному уравнению

а,.- [ {Ь b ')L - c = 0, (11)

т. е. линейчатые поверхности (1 0 ) не могут быть произвольными. 
Обратно, если конгруэнции {Л,Л,} и {ЛзЛ,} образуют пару Т Фини­
кова, то ее, очевидно, можно разложить двумя способами на одно­
параметрические семейства расслояемых пар линейчатых n o B e p x n o c r e i i ,  
определяемых уравнением (11 ).

В ыв о д .  Для того, чтобы две конгруэнции образовали пару 7 'Фи­
никова, необходимо и достаточно, чтобы их можно было разложить 
двумя способами на расслояемые пары линейчатых поверхностей.

Потребовав, чтобы уравнение (1 1 ) обращалось в тождество отно­
сительно А, т. е. чтобы все соответствующие линейчатые поверхности 
конгруэнции {Л[Л2} и {Лз Л,} образовывали расслояемые пары, полу­
чим

а h - b ' = c = Q .  (12 )

Таким образом, мы получили такую пару Г Финикова, для кото­
рой конгруэнция Розенфельда вырождается в связку прямых (см. 17|, 
стр. 199). Следовательно, каждой расслояемой паре линейчатых по­
верхностей этих конгруэнций соответствует в пространстве Плюкке-



ра Рг, конус, принадлежащий упомянуто!! связке прямых, а такие рас- 
слояемые пары лине11чатых поверхносте!!, как мы видели в § 1 , др- 
пускают преобразование ЯО.

В ыв о д .  Рхли соответствующие линейчатые поверхности двух 
конгруэнций образуют расслояемые пары, то 1) эти конгруэнции об ­
разуют пару Т Финикова, 2) каждая из расслояемых пар линейча­
тых поверхностей упомянутых конгруэнций допускает преобразова­
ние PD.

О п р е д е л е н и е  3. Пары конгруэнций, все соответствующие 
линейчатых поверхности которых образуют расслояемые пары линей­
чатые поверхностей, будем называть парами Р.

Пусть конгруэнции {Л1Л 2} и {Л:;Л4} образуют пару Р . Уравне­
ния расслояемых линейчатых поверхностей конгруэнций {л,Л.,} и 
этой пары имеют вид:

О)] и>2 — =  0

ИЛИ В обозначениях |6 |, главы IX;

(3o)i-|-f(i)2)(P'w2 pf'u)])— (au)i — 3u)o) (a'ii)2—p'«>i) =  0 (13)'

Потребовав, чтобы линейчатые поверхности конгруэнций 1Л 1Л..,} и 
{ЛзЛЛ, соответствующие торсам конгруэнции {Л1Л 2} образовывали 
расслояемую пару, из уравнения (13) получим:

Т ' И - #  О
(14)

Если |Л,Лз} не является конгруэнцией U', т. е. лл' О, то
система (14) имеет только нулевое решение  ̂=  Э '=0. В этом случае 
Л 3Л4 является прямой Лапласа для Л ,Л 2 (см. |1 | и п° 189 моногра­
фии [61), а тогда |Л,Л2} является конгруэнцией Н. Таким образом, 
нами доказана следующая теорема:

Если конгруэнции {Л|Л2} и образуют пару Р  и линейча­
тые поверхности конгруэнций {Л|Л:,} и {Л2Л 4}, соответствующие тор­
сам конгруэнции {Л,Л2}, которая не является VI' , образуют расслояе­
мую пару, то {Л,Л,}—конгруэнция П.

Кроме того, мы получили аналитические условия, характеризую­
щие П в торсовом репере:

=  =  ?,=(), 'i =  y= :a  h - h ' =  c=^0. (15)

Пусть конгруэнции {Л,Л2} и {Л3Л 4} образуют пару 7' Финикова.. 
Тогда (см. [7], стр. 230):

(О3 = ( J o ) j  • =  Ci»2 .

Обычным приемом находим:

о1п/;-2(7г’, + т:?,) =  0,

о\пЬ' |-2(7г1-|-:т' )̂ =  0 ,

Ь' Ь'
откуда следует о In — =  0, т. е . --- инвариант. Выясним его геомет-

h Ь

рический смысл. Если линейчатые поверхности (И ) конгруэнции 
{Л1Л2} сопряжены в смысле Санниа (см. |1|, стр. 160), то Ь— Ь'



ИЛИ при этом {/А,Л._,} не является конгруэнциеи U”, то

из уравнений (5а) работы |1], (стр. 230) имеем а - с=0 .
Таким образом получились условия (12), характеризующие пару 

Р. Из уравнений (14 а, Ь) монографии [б] (стр. 349) следует, что 
фиксацией вторичных параметров можно получить

а =  ̂ ':М , 3 =  3'.

Рассмотрим такие линейчатые поверхности конгруэнции {Л,Л,}, 
которые соответствуют расслояемым линейчатым поверхностям пары 
конгруэнций {Л,Лз} и {AoAij. Их уравнение имеет, очевидно, вид:

0)̂ (1) 2—(1)з(»5=о
или

2S (a'-f-О (о, )̂2 =  0. (16)

Эти линейчатые поверхности будут сопряжены в смысле Санниа тог­
да и только тогда, когда они самосопряжены, т. е. являются торса­
ми. А тогда из (16) следует ?= 0 , и мы приходим к условиям (15), 
характеризующим конгруэнции Н.

В ы в о д .  Если конгруэнции {Л,Л2) и (А^А^) образуют пару Т Фи- 
никова, и линейчатые поверхности (11) конгруэнции (Л,Л,), которая 
не является W, сопряжены в смысле Санниа, то они образуют пару 
Я. Если линейчатые поверхности конгруэнции {Л,Л,) этой пары Я, 
соответствующие расслояемым линейчатым поверхностям конгруэнций 
(Л,Лз) и (Л2Л4), сопряжены в смысле Санниа, то (Л,Л,) —конгруэн­
ция Н.
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ТРУДЫ  TO.MCKOrO ГОСУДАРСТВЕ1ННОГО У Н И ВЕРСИ ТЕТА  

имени В. В. К УЙБЫ Ш ЕВА

Том 160 1962

ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩ ЕНИЯ

В ПРОЕКТИВНОИ ГЕОМЕТРИИ

А. А. Л  УЧИ НИН 

§ 1. Введение

В работе рассматриваются поверхности трехмерного проективно­
го пространства, которые несут на себе семейство линий, характери­
зующихся постоянством инвариантов линии на поверхности. Эти по­
верхности в дальнейшем будем называть поверхностями V'. Поверх­

ности V'̂  являются аналогами поверхностей вращения и их обобще­

ний, так как аналогичная задача в евклидовой геометрии приводит 
к поверхностям вращения и их обобщениям. Действительно, отнесем 
поверхность евклидова пространства к полуканоническому реперу, 
построенному на произвольной ортогональной сети линий. Дериваци­
онные формулы этого репера можно записать в виде:

dr =  U)' е\ - г U)- в2, de  ̂=  w”. i i, к 1, 2, 3), (1)

где
ш* =  — со̂ , u)2 =  а] ш' -f Ь-1»-,

(•)3 =  д З  у,1 _|_ „,3 (^3 ц,1 ^ 3  „)2

Рассмотрим на данной поверхности линию ч)- =  О, тогда дерива­
ционные формулы канонического репера линии =  О имеют вид:

dr d С\ , , dei , , ,r>\
~ ~ — kg €2 ~v ~T~ ^3i (2)
ds ds ^ ds ^ ^

de^
— — =  -  V6i — ■/. e,, 
ds ^

где ds =  kg =  ■' ~= - (аЗ)„»_о.

Потребуем, чтобы вдоль линии о)2 =  о было:

kg. =  const., y-g =  const., V =  const., (3)

тогда на искомой поверхности имеем

[da]m'̂ \ =  О, [г/аЗш2] =  О, \da\i» \ =  0. (4)



Внося уравнения (4) в условия совместности системы (1), мы полу­
чаем, что требования (3) выполняются только для следующих клас­
сов поверхностей: 1) если Dw- О и =  О, то есть'линии (»' О
суть геодезические линии, а линии (»2 =  0 -линии кривизны, то иско­
мые поверхности являются поверхностями вращения; 2J если 
и ■''■j =  О, то искомые поверхности являются каналовыми поверхностя­
ми; 31 если и ?= 0. то искомые поверхности являются по­
верхностями с семейством винтовых линии (то есть с семе1ктвом ли­
ний W относительно группы движений); 4) если Q и ^  О, то
искомые поверхности являются поверхностями с семейством винтовых 
линий, ортогональные траектории которых суть геодезические.

§ 2. Постановка задачи

Отнесем поверхность трехмерного проективного пространства 
к Тренеру, построенному Р. Н. Щербаковым II]. Этот репер является 
полуканоническим, то есть лин1П1 о>‘ о>2 .г о образуют произвольную 
сопряженную сеть линии па поверхности. Деривационные формулы 
этого репера имеют вид:

d =  (Kf II)' L,u>-\ -р и>‘ А\ -f 0)2 j\‘2.

dAx={M,^^ J yV̂u.2| Ло -'- -

(5)

где

rfЛз =  ( e , --E ,ш2) Л о -1- |ж;и>' + A';u,2jЛ, -  f  q;(,.2jЛ 2 -

-f L,m-) Лз, 

t
- 2 ,л ^ ,- л ^ ; = Q ,- Q ;  =  

t

N , - N ) = p , -

- p : =
1 - t

IL ,) . (6)

Условия совместности системы уравнений (5) имеют вид:

Ош' =
\ 2

1 dF, a.' 1 + \dG, co2| =  -  q ; + l , + - i p j  -  G, ( 0 , +

1

„I ,..2)



=  {2 {L ,M ,- N ,K ,)  -Г

I ciP, ш'| ! т  -̂ 1 =  {2 {it Р< Q,Kt) -г е, +  (Pt + iF, -  Р) -

-(Q ,-;-M ,)(G ,-/.)}[.o 'o ,^|, (7)

\dM]о.'] - f -  _  {2 {L, M] -  n ; k ,) -  e , {M] +  q ; )  {f , -  p) -

[ ^ / p ;-4  \ dQ;..^- {2 ( L ,p ; - K ,Q ; ) - e ,  -  q;^ -

+  F ,{p; -'rN;)} к  0.2] ,

\ d e , i- [dE, 0.2] j 3 {e, L, -  E, K,) M] N, - N ] M ,~  P] Q, +

^  q ; p ,  +  ^ F ,  -  - 1  o ]  -  E , -  -1 ) - j j .  [ « , '  « .- > ] ,

[ r f I  +  p ,„2j ^  12 (P, -  P]) -i■ 3 (ЛF, -  p G,) -b X L, -  K,} [...‘ ,

l^/p.o'l \d,..fi] =  {2{M ,~  M]) f 3 ( p F ,- > .  G,) 3}(шЧ«2].

Условия того, что Л11ННЯ 11)̂  о имеет постоянные инварианты линии 
на поверхности, могут быть записаны в виде:

[ ^ / / = ■ ^ . . 2 ] =  0 ,  [ r f . M , o . 2 ] = 0 ,  [ ^ / P , ( . . 2 ]  =  О ,  [ r f e , u . 2 | = - - .0 ,

[dM] 0)2] =  о, [dP'  ̂0)2] =  О, [d л 0)2] =  о, [d р 0)2] == 0 . (8)

Внося эти условия в систему (7) и проделав несложные выкладки, 
получаем, что задача имеет решение, если  ̂ 1*), лишь тогда, когда
или Do)2 =  0, или Do)2=jfcO, но р =  0.

§ 3. Случай Z?(i)2=0

Если Do)2 =  0, то G f+  — Из двух последних уравнений

системы (7) в силу соотношений (6) и (8) получаем

rfX =  - — 1 — рК,о)2, d x = _ _ l _ X K , o A

1 - 3 ^  3 ^

Отсюда мы имеем или  ̂^ — .тогда/..— ^ ----------—̂ F,
3  ' 2 ( 1  - ?> t)  1 - 3 ^ '

или  ̂=  — , тогда =  —  р.
3  ' 2

’̂ ) Во всем дальнейшем случай  ̂=  1 (в этом случае прямая Ао есть проектив­
ная нормаль) исключается из рассмотрения.



А. Пусть t ф  ^ ЭТОМ случае мы получаем, что если р V О, то

искомые поверхности определяются с произволом в одну функцик>
одного аргумента, если же р =  О, то искомые поверхности определя­
ются с параметрическим произволом следующей системой уравнений:

р =  =  Х = Г 2 ,  0 , = = ^ ,  N ,= p „  =  q ; = q , ,

=  А я ,  - ь  Q ,  - ‘i t )  е , - ' i t  ; И , ,

dFt М ,-  F , ( F f ^  L,) (9)

Л И , =  j -  2 L ,M , -  L , - F ,  iM , -r- Q J  j

d P ,=  \^-2 L ,P ,~  е,- 2 F ,P ,- ± l\ M ,  \-Q,̂ \ ...2, 

dCi =  \̂— 'ie,L, firy™ Qt) - Ft I »>*.

Из этих уравнений сразу получаем, что

3 1  2  ^

3 t

где х̂ , т,, о,, ;j.*, tx,, -J, — инварианты канонического ^-репера линии

на поверхности [1]. Следовательно, на данных поверхностях кривые
u)2 =  О являются линиями Сегре /з, — т, =  0;, а также линиями, сопря­
женными с каноническими линиями поверхности (х, ^^OJ.

В. Пусть  ̂= -^ , то есть t — прямая является первой осью Чеха.
О

в этом случае получаем, что если X ^  О, то искомые поверхности 
определяются с произволом в одну функцию одного аргумента; на 
этих поверхностях линии ш2 =  О являются линиями класса о ,-f х, =  0. 

Если X =  О, то из уравнений (7) имеем

\ =  G , =  К ,  =  0 , Р =  Ц ' 2 , F ,  =  ^ o ,  N ,  =  P ] - - P „

Q, =  Л/, -  1, q ;  =  уи; -  1, о (.и , -  м ;), е, =  р л ,

dM , =  j _  2 Z-, уИ, -  Е, -  -1 Р Г2 ж , -  1) j ...2, de, =  (2 Р , - З о  е,) \,М, -

- - и ; х



dM] 2 L, М] ■ I- Е, 4 р -  1 > j d P t = - 2 Lt Р , »-,

\dEt «>'1 =  0.

Дифференцируя соотношение ef =  \tP, и используя эту систему урав­

нении, получаем
р , ( . и , - ж ; ) = о .

Отсюда мы получаем два класса поверхностей.
1. Первый класс поверхностей =  О, ^  определяется 

с произволом в одну функцию одного аргумента следующей системой:

1
i : ^ e , =  G t =  К ,  p ;  =  p ,  =  n ;  =  n ,  =  o ,  p =  / V ' 2 ,  - : j P ,

Q ,  =  M , - 1 ,  =  =  (i o>

d M , ^ \ ^ - E , - 2 L , M , - ^ o C 2 M , ~  l ) j  «.2,

dM] := { -  2 1, ж ;  ^  P (2 M ) -  1)j 0.2, [dE, cô l =  0.

Используя формулы перехода (эти формулы приведены в |1]) от
0 -репера к ^-реперу и формулы перехода от канонического репера по­
верхности к полуканоническому 0 -реперу поверхности (эти формулы 
приведены в |2 |), получаем следующие условия на инварианты по­

верхности: ^ ^
k =  l, А =  В , S = T ,

Эти поверхности входят, следовательно, в класс изотермически асимп­
тотических поверхностей Фубини, для которых k =  I.

На данных поверхностях линии =  О являются плоскими кони­
ческими кривыми Дарбу, а также Г, и Г ,-кривы ми конгруэнции 
2̂ _прямых первого и второго канонических пучков и кривыми А, — 0 . 
Для нахождения линий «г =  О мы получаем систему дифференциаль­
ных уравнений с постоянными коэффициентами:

Интегрируя эти уравнения, получаем

■ 4̂ ,̂ =  с„ + — Гб- С, -  е—  C2J, A i =  С, + С2 ^— ,

и  =  -  с.  +  ^  'С. е". -  С . С , ,

\^*A2 +  3  ̂Л з  =  С з ,

4. Труды ТГУ , т. 160.



где Cl фиксированные аналитические точки и о? = - - - — G-. Из 

этих уравнений следует, что при движении вдоль линии =  О пря­
мые Л2 /4 ,ч описывают конус, а вершина Л] прямую. Точки А^, А2, 
Аз при движении вдоль линии ш'̂  — 0 описывают кривые второго по­
рядка, характеризуемые, соответственно, уравнениями:

1

2  =  0

а-

1

(1 *̂
X V  =  -

(13)

Плоскости этих кривых принадлежат пучку плоскостей с осью G  С 2, 
описываемой точкой А\. Следовательно, поверхности (Ло), (Л2), (Аз) 
образованы однопараметрическими семействами коник (13), а поверх­
ность (i4i) является линейчатой поверхностью. Поверхности, которые 
образованы однопараметрическими семействами коник, изучались Бо- 
лем ((131 стр. 173-174).

2. Второй класс поверхностей (Af, =  УИ*, Р/ =4~ 0) определяется 

с произволом двух постоянных следующей системой:

л =  G ,  =  К/ =  О,  р =  / V %  =  Y ^

=  N] =  N ,=  Р ; =  Р,, Q; =  Q, =  y M ,- l,  £ , =  - ^ р ( 2 у И , - 1 ) .

(14)
Рассматриваемые поверхности входят в класс коинцидентных поверх­

ностей, для которых k =  I = ,  S = T  =  Q. Линии («̂  =  0 на этих

поверхностях суть пангеодезические линии Дарбу, а также линии, 
вдоль которых плоскости линий пересечения квадрик Бомпиапи 
с квадрикой С. Ли, совпадают.

§ 4. Случай Dm -ф О , р =  0.

В этом случае ограничимся рассмотрением случаев  ̂ —  и /‘= 0

(то есть случаев, когда ребро А^Аз полуканонического репера 
является, соответственно, первой осью Чеха или первой директрисой 
Вильчинского).

А. Если/‘= , то из уравнений (7) и (8 ) получаем следующее
3

соотношение

{P ^- N ,)(P , + P] +  2L ,K t) =  0. (15)

Если Pf =  N/, то из уравнений (7), (8 ) получаем

P =  F , ^ 0, X =  V 2 , =  =  д ;= = л ^ ;- 1 ,

d K ,  =  d L , ^ 0 ,  P, =  N, =  N ]~



Е, =  -  А К Д ,-г X[N, -rN]), e, =  2 (K ,Q ,- P ,L , )  -  ^  ).(2Ж, -  1),

Ц  + ЪК- A

4 * ' " ^  4 (K ^ - / :p  ’ ^  4 " ' ^  2(K^-Z.?) ’

L , ( 6 Z .H 2 0 K H 3 ^ ^ - 9 K , '  + 6K;A2) =  0.

Отсюда получаем следующие два класса поверхностей.
1 . Если но 20К1 —^К 1 Ф 0, то искомые поверхности опре­

деляются с произволом в одну постоянную следующей системой урав­
нений:

^ ,^ E ,= F ,= L t= N 7  =  = Р ,= 0 ,  X =  | ' 2  , G, -  1^2 , rf/C, =  О,
2

=  q ;  = 4 - - ^ =  (16)
4 4 4 4 4 4

M 7 = ^ — - l l K t ,  е ,  =  1 1 1  Л 7  -  Л 1 1 - .
4 4 2 2

Для этих noaepxHOCTeii мы имеем k — I, S — Т, А =  В. Линии =  0 
на этих поверхностях являются плоскими коническими линиями Сег- 
ре, а также Г, и Г;,-кривыми конгруэнции первой и второй осей Че­
ха и союзными кривыми конгруэнции первых осей Чеха. Для нахож­
дения линий U)'=  О мы получаем систему дифференциальных уравне­
ний с постоянными коэффициентами аналогичную системе (И ). Про­
водя рассуждения, аналогичные предыдущим, мы получаем, что по­
верхность (Лг)—линейчатая, а поверхности (Ло). (^ i). (^з) образованы 
однопараметрическими семействами коник (13), где вместо инвариан­
тов линии со̂  =  О нужно подставить соответствующие инварианты ли­
нии ш' =  0 .

2. Если L, ф  О, то искомые поверхности определяются с произво­
лом в одну постоянную следующей системой:

p =  F, =  0, Х =  | 2, G, =  1 ^ ,  dKt =  ^, Q, =  M i— \,

Qf ^  - 1 , - 3 K }  =  0,

4 4 ( K ? - U )  4 4 {K ?~ U )

Pt  =  N f  =  1 1 1  L i  +  p ^ =  -  V A  Lf +
4  ̂ 2 { Ю ~ Ц )  '  ̂ ‘ 4

2,L ,K ,

(17)

2{K^-Lf]

E, =  - Y 2  Kt L, + N t ) ,  e, =  2 (K, Q, -  Я, L,) -  У ^ {М , + Q,).



Линии U)-'=  О на этих поверхностнх являются линиями Сегре, а также 
союзными кривыми конгруэнции первых осей Чеха.

Если Pf Pt -\-2K,L, О, то из уравнении (7), (8 ) н (15) полу­
чаем, что искомые поверхности определяются следующей системой 
уравнений:

р =  =  л = ,  2, G, Ц ,
1 Ь4 о4

Q* = М 7 -\ , P, =  N, -- L A  L„ ± i  +  _L ^A '„^ ' 2 / ,  M , =  i 3 4 - 1 2

64

(18)-

я ;  =  Щ  L, к „ ж ;  =  -  L I  л;,
4 b4 4

E t  =  - 2  у  2  К , L i , -  2 ( K t Q , —  P ,  L , )  -  ( M ,  + Q,).

Ha этих поверхностях линии «г =  О являются линиями Сегре, а также- 
союзными кривыми конгруэнции первых осей Чеха.

В. Если ^=0 , то из уравнений (7) и (8 ) имеем

9 =  0, Х =  у  2, =  dF^ =  ciM, О, N7 =  P f  =  .V, =

Ж? = Ж „  L, =  - 3 F „  Q7 M ,] - 2 F i+ ^ K l- \ .

0 , =  Ц - - ^ К „  e, =  - Y ^ ( M , +  Q,), - |K ,P ,- f ,(^ 4 , +  Q,) =  0 ,

E, =  IP „  2 f ,  p , r  ^  K, М ,-  K, f ;  +  Л 7 - 1- K, =  0,
о  u I f  о

9
F, ^ M ,- 2 F } ~  \ ;- i^ A 7 ] = 0 .  

\ У /

Отсюда получаем следующие два класса поверхностей.
1. Если =  О, то искомые поверхности определяются с произ­

волом в одну постоянную следующей системой уравнений:

y =  F , ^ L t  =  P,^P^t =  N7 =  £,  =  О, А =  |/:>, dK, =  О,

м , Л ( , -  =  ^  _  А  к ; ,  q ;  =  q ,=  -L _  _ L  к ; :  (is)
4 lo 4 ] о

G -  > '2 V 2  / 3 1

Рассматриваемые поверхности также входят в класс поверхностей, 
для которых /г — /, S — Т, А =  В. На этих поверхностях линии о>̂ =  0 
являются одновременно; а) плоскими; б) коническими; в) проектив­
но-геодезическими; г) каноническими кривыми Сегре; д) Г —кривыми 
конгруэнции директрис Вильчинского (то есть проективными линия­



ми кривизны); е) союзными кривыми конгруэнции первых директ­
рис Вильчинского; ж) дуально-союзными кривыми конгруэнции вто­
рых директрис Вильчинского.

Данные поверхности являются частным случаем поверхностей, 
изученных В. С. Малаховским (4| и названных нм поверхностями а*. 
‘На наших поверхностях роль линий 1\ играют линии «)' =  0.

2. Если Ff Ф  О, то искомые поверхности определяются с произво­
лом в одну постоянную следующей системой уравнений:

Р=0, Х= 1 2, ^/Л;=0, т  -=N ,=P f = Р ,  =

(20)

К,

Л / Г  =  М, K f +  j - ,  =  3  , 2

f ;  + 1  F !  +  I  «  F r  - 1 -  Л 7  - U ' , -  ^0.

Рассматриваемые поверхности входят в класс изотермически асимпто­
тических поверхностен Фубини. Линии О на этих поверхностях 
являются линиями Сегре.

§ 5. Поверхности V' с семейством плоских линий to 2=0

Среди noBepxHOCTeii V'̂  мы уже встречали поверхности с семей­

ством плоских ЛИНИН 0)̂  О, например, поверхности (10), (16), (19). 
В этом параграфе мы рассмотрим другие случаи поверхностей V'̂  

<• семейством плоских кривых (»- =  0. Условие того, что линия ш-=0— 
плоская, имеет вид;

,  ' +  = 0  
ds

или. используя уравнения (8 ), получим

P t
V 2

Используя это уравнение, получаем следующие классы поверхностей.
]. Среди поверхностей I/', определенных уравнениями (9), су­

ществует с произволом в одну постоянную единственный класс по­
верхностен с плоскими линиями 0. Этот класс поверхностей опре­
деляется системой вида;

^ ^ K ,= L ,^ F t = P ,= P t  -Л^, =  Л7 = ^ , - 0 ,  Х =  | 2, Gt Т 2

2 
(22)

ciq, О, q ;  q„ = м , =  q, 1, (2 Q , i i ) .

Рассматриваемые поверхности принадлежат к классу поверхностей, 

для которых k /=  —  , S = 7 '= 0 , А = В . Следовательно, эти поверх­



ности принадлежат к поверхностям з, (см. [4]). Линии = О на этих 
поверхностях являются одновременно: а) плоскими коническими ли­
ниями Сегре; б) проективно-геодезическими; в) союзными кривыми;
г) дуально-союзными кривыми; д) проективными линиями кривизны.

2 . Среди поверхностей определяемых уравнениями (14), су. 

ществует единственный класс поверхностен, определяемый с произво­
лом в одну постоянную, у которых линии <1)̂  =  0— плоские. Для этого 
класса поверхностен мы имеем соотношения:

^ ^ l - K - G , = e , = P 7  = N t = 0, j  2 ,

(23>

d M ,  0, M f  Q t  =  Q, -  ЛЬ  -  1. P (2 -  1).

Эти поверхности также принадлежат классу поверхностей& =  ,

S = 7 ’= 0 , А —В. Линии ш-=0 на этих поверхностях являются плоски­
ми коническими кривыми Дарбу, а также проективными линиями кри­
визны и кривыми 0 .

3. Среди поверхностей определяемых уравнениями (17), су ­

ществует единственная поверхность с плоскими линиями Эта
поверхность определяется системой уравнений:

P =  =  р ;  г-.. Л7 О, ). =  1 2. о ; , ( I  I , М , ^  - 1  ,

. 18 /с/ + 20 1 "2 9 =  0, и  К ; + 3 1 '2 Л'„ Л  =  1-п

(24)'

Ж? = -  1 - I Е,
^ Ч- ^ ^

На рассматриваемой поверхности линии о-’ О являются а) плоскими 
кривыми Сегре; б) союзными кривыми; в) I'j —кривыми конгруэнции

- прямых первого канонического пучка.
4. Среди поверхностей I/ ’, определяемых уравнениями (20), су ­

ществует конечное число поверхностей с плоскими линиями о)‘‘̂ = 0 . 
Эти поверхности определяются системой уравнений:

р О, ). =  у-), \ 2 K f- 2 l К} -  26 К, -9'/. =  0, =  -  3

(25)'

^ 7  т  ^ N ,  =  P t = P ,  =  F ,{ ^ K ,^ - ^ ] ,

Q; - 7 М „  e, -i\ 2 ^h , O,



Рассматриваемые поверхности принадлежат изотермически асимптоти­
ческим поверхностям Фубини. На этих поверхностях линии i»- =  () 
являются плоскими линиями Сегре.

Среди рассмотренных поверхностей непосредственными аналогами 
поверхностей вращения являются поверхности, определенные уравне­
ниями (10), (22), (23), так как для них D «rО  и линии о)’ = 0  являют­
ся плоскими проективными линиями кривизны, а в § 1 мы видели, что 
в этом случае в евклидовой геометрии мы получаем поверхности вра­
щения.

§ 6 . Некоторые теоремы о поверхностях V]

В нашей предыдущей работе [5| были рассмотрены поверхно­
сти Vt, у которых все прямые первого канонического пучка, соот­
ветствующие фиксированному значению параметра t, определяющего 
положение прямой в пучке, пересекают одну и ту же неподвижную 
прямую пространства. В этом параграфе мы будем рассматривать по­
верхности V\ с плоскими линиями О)- =  О, которые являются одно­

временно поверхностями Vf.
Плоскость, в которой лежит плоская линия - О, имеет вид:

(26)

тогда уравнение смежной плоскости имеет вид:

х М  Р4 ^  =  (27)

где
dFf 1=

Линию пересечения двух плоскостей (26) и (27) можно задать двумя 
точками

{Gt: 1 : 0 :0 ),
(28)

(29)

или с помопгьк) плюккеровых координат:

+ F ^ - Q t  , р^-=  FtOt,

p '‘̂ ^F (, /7=" =  -  1, =  0.

Условия неподвижности этой прямой задаются уравнениями;

dO, - { ж , -  Q? -f- г 1  р +  F , L , - a , ^ K ,  +  « /  +  ^  ) |  +

-1 0 ( 1 , - GtL,  j or,

d^F^L^ -t ^ 9 F t- r - F f- Q 7  -I ' ) =  ; F ,P r :  O fM t 2 K ,F ,L ,-

-  f- F ,  K , - 2  K ,  F r ^ 2 K , Q f  - 2 ,̂ K > - F ,  G , L ,  ~ ^ ? F ,  0 ,  +



Qf 0 , - E G ,  j  j f ,  +  / ^ Q ,  +  6 / , A T  + F , c r f -  , .F ,0 , -

- 2 F t U - p F , L t - Z  L, Ff + 2 Q? Lf -  21 L / - F f  ~  -  P Ff A-

(30)

+  /=-,Qf

H =  —

где

К, + I  F f+ L t  +  ~^o

DH =. 0 .

Т е о р е м а  1. Для того, чтобы поверхность V'̂  с плоскими ли­

ниями u)̂  =  О принадлежала классу поверхностей Vf, необходимо 
и достаточно, чтобы 1) линии О были союзными кривыми кон­
груэнции ^-прямых первого канонического пучка, 2 ) уравнения (30) 
удовлетворялись тождественно.

Действительно, прямая (29) тогда и только тогда пересекает реб­
ро AqA.̂  репера, когда Ff — O. Условие Ft — О и характеризует союз­
ные кривые конгруэнции /-прямых первого канонического пучка. 
Если же уравнения (30) удовлетворяются тождественно, то плоскости 
плоских кривых <«’ О образуют пучок с осью (29), что и доказывает 
теорему.

В рассматриваемый класс поверхностей входят поверхности, опре­
деляемые уравнениями (2 2 ).

Т е о р е м а  2. Нели поверхность в проективном пространстве не­
сет на себе семейство линий, характеризующихся постоянством ин­
вариантов линии на поверхности, то все инварианты поверхности или 
постоянны, или могут быть представлены, как функции одного и то­
го же аргумента.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, если то, как мы
видели (см. уравнения (16)—(20)), все коэффициенты полуканониче- 
ского репера постоянны. Если Dm^- O, то мы можем положить

dv. Из третьего параграфа (см. уравнения (9), (10), (14)) видно, 
что в этом случае все инварианты полуканонического репера являются 
функциями одного V. Так как все инварианты поверхности могут 
быть выражены через коэффициенты полуканонического репера (см. 
|1]), то теорема доказана.

Т е о р е м а  3. 1̂ случае Dw* О проективные дуги кривых о)-'=-О, 
заключенные между кривыми i»' =  О, пропорциональны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если Dio-=  О, то можно положить o>2=dy. 
Проективная длина дуги кривой =  О определяется по формуле

ds - (Ло^о Л,'' А '"  У  da.

Используя теорему 2 , мы получаем для линии =  о

\

ds =  (А^ А А ’̂ ')   ̂ dll — -л {v) dll. 

Отсюда сразу следует утверждение теоремы.
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ТРУДЫ т ом ск ог о  1 '0С У Д А РС Т В Е Н Н 010  УНИВЕРСИТЕТА 
имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 160 1962

О РАССЛОЯЕМ ОЙ ПАРЕ ЛИНЕЙЧАТЫ Х ПОВЕРХНОСТЕЙ

М. Б. П ЕРГА М ЕН Щ И К ОВ, В. А. ПЕТИН

В это11 статье изучается канонический репер расслояемоп пары 
линейчатых поверхностен [1] в трехмерном проективном пространстве 
и устанавливаются некоторые св011ства этой пары.

§ 1. Канонический репер расслояемой пары линейчатых поверхностей

Пусть прямые Л, Л, п A^ описывают расслояемую пару линей­
чатых поверхностен, и Л,, А^, А —̂ аналитические точки вершины 
некоторого репера, деривационные формулы которого имеют вид

=  >1̂  ̂ (/, л =1, 2, 3, 4), ( 1)

где О)* формы Пфаффа, удовлетворяющие уравнениям структуры 

проективного пространства
Ош*- ш/ J  (2)

и условиям расслояемости

colj ;-())| <о| = 0 , U)J U)} -j- («5 = 0 ,

U)-J CO.', ( I ) '  =  О, ( « 4  Ш-,’ i U ) j  ID *  =  О, (3)

(i)| (uj - u)-̂ Oil =  0, ujJ wj — cô  11)̂ =  0.

Как известно (см. [2], стр. 318), любая расслояемая пара линей­
чатых поверхностен может служить фокальными поверхностями для 
некоторой конгруэнции W. Учитывая это, выбираем вершины репера 
так, чтобы прямые А^ А^ и А., A^ касались обеих рассматриваемых 
линейчатых поверхностей.
Тогда

(1)̂  =  (1)̂  =  (l)J =  (»!■; 0. (4>
Проведя дальнейшую фиксацию вторичных параметров обычным при­
емом (см. |3), глава XIV), получим деривационные формулы канони­
ческого репера в виде;

=  л'/4, 7-Л., - Лз,
ds

уЛ., 4- Л^,
ds



dA,

ds

(5)>

Ai + zA; y-Ai,

=  A., - 7.A, -  tA„
ds

причем л: -г у - z \ t =  0.
Дадим геометрическую характеристику этому реперу.
Потребовав, чтобы прямые А^ Aj и А^ A^ принадлежали линей­

ному комплексу {а/7} =  0 , получим;

(а112|} =  0, 

1а 1121} =  0.
(6)

здесь и ниже [ik] -^[Ai Л*|.
Дифференцирование обоих уравнений системы (6 ) приводит к од­

ному и тому же соотношению

{а; 1141+[3211 =  0, (7).

продифференцирован которое, получим

{а 1141). (8 ) '

Уравнения (6 ), (7) и (8 ) определяют пучок общих линейных комплек­
сов, имеющих с рассматриваемой парой линейчатых поверхностей 

соприкосновение второго порядка

Этот пучок содержит два специальных липенных комплекса, осями 
которых служат, соответственно, прямые А^ А^ и Л, Ai.

О п р е д е л е н и е .  Точки пересечения осей специальных лине1жы.х 
комплексов, имеющих с расслояемой парой линейчатых поверхностей 
соприкосновение второго порядка, с С0 0 тветствуюп1ими лучами пары, 

назовем Р  - точками.
Итак, вершины канонического репера геометрически охарактери­

зованы—они являются Я-точками лучей расслояемой пары линейча-- 

тых поверхностей {Л, Л,} и {А-̂  Л,}.

§ 2. Замечание о паре линейчатых поверхностей (Л, Лд} и {А-> Л^}.

Чтобы убедиться в том, что линейчатые поверхности, о которых 
идет речь в заголовке параграфа, образуют расслояемую пару, доста­
точно в формулах (3) сделать подстановку индексов (I) п воспользо­

ваться формулами (5).
Так же, как в § 1, находим, что Р-точки этой расслояемой пары 

линейчатых поверхностей совпадают с вершинами репера, а уравне­
ние пучка линейных комплексов, имеющих с aroii парой соприкосно­

вение второго порядка, имеет вид:

а,,/?’’ ' -f =  0. (Ю)*-

В ы в о д .  Обе пары расслояемых линейчатых поверхностен {Л, Л,} 
и {Лз A i), {Л, Лд) и {Л^ Л^} равноправны относительно построенного 

канонического репера.



§ 3. Геометрическое значение инвариантов репера

Для геометрическо!! характеристики инвариантов репера нам 
понадобится следующая лемма:

Единичные точки £ , 3 - А, A j и — А, A i канонического
репера расслояемой пары линейчатых поверхностен описывают меди­
анные линии [5| относительно направляющих, описываемых Я-точ- 
ками.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Уравнения криволинейных асимптотических 
линейчатых поверхностей [/I, А.,\ и [А  ̂ Л,| совпадают и имеют вид:

dt ; г ( г - л - ) . .+7.(1 -   ̂ = 0 ,  (11)

где А^ - t А^ или М ,  — произвольная точка луча А  ̂ /4, или
Аз Если точки А^ -t^A-> и А-̂ - t-,Ai или A^ — t^A^ и A i-^t-.A i 
описывают медианные линии с направляющими {/I,} и {А.,}, соответ­
ственно, {i4 3 l и {/I4}, то

Л +  =  0  ( 12 )

(13)
cit, • а (1 -/?)-<'>^ =  0 , )

dt.^rt-,(z : а{1 — =0.  I

(вкладывая оба уравнения системы (13), учитывая при этом (12), по^ 
лучим — ч.т.д.

Уравнение квадрики Ли линейчатой поверхности имеет вид

а (л-’ — х ’ х'̂ ) — (л f  /) =  0 . (14)

.Пиния пересечения этой квадрики с плоскостью (AiA^At) вырож­
дается, причем одна из прямых, на которые распадается эта линия,

ах ' — (л‘ - /)л'- =  0 пересекает A^ А^ в точке F  =  •- —  Л,,
A--i t

а то гда

- ^ - - = [ ) V ( A , A ^ -  Ey.F). ( 1Г))
X  \ t

Аналогично находим
x - \ - t = D V { A , A , -  F,E,.^, (16)

где £ 'js = > lr ’ / I3—единичная точка луча Л, 4 ,, а —Лз+(л' ; /) Л,- - 
точка пересечения прямой, принадлежащей вырожденной конике, по­
лученной пересечением квадрики Ли линейчатой поверхности [Л1 А.̂ ] 

•'■с плоскостью (/i, А.^А^) с Л, А^. Соотиоп1ениями (15) и (16) характе­
ризуются инварианты а и Что касается геометрического значе­
ния остальных пиварнантоБ репера, то его можно установить анало­
гично тому, как это сделано в |4|.

§ 4. Некоторые свойства расслояемых пар линейчатых

поверхностей

В предыдущих параграфах было доказано существование пучка 
общих линейных комплексов, имеющих с расслояемой парой линей­
чатых поверхностей соприкосновение второго порядка. Из этого пуч­
ка можно выделить один линейный комплекс, который имеет с рас­
сматриваемой napoii линейчатых поверхностей соприкосновение треть­
его порядка и который будем называть с о п р и ка с а ю щ и м с я линей­
ным комплексом расслояемой пары линейчатых поверхностей.



Уравнения с о п р и к а с а ю щ и х с я  линейных комплексов для 
расслояемых пар лнненчатых поверхностен {/1 , Лг) и {А^ /1 ,}
и {A iA i) относительно канонического репера имеют, соответственно, 
вид:

Р"' =  О, (17)

=  0 . (18)

Комплексы (17) и (18) определяют пучок линейных комплексов, 
из которого выделяются два специальных с осями

\Â -тÂ \ lA ,—A^; А^ А-̂\. (19)

Тем самым геометрически характеризуются единичные точки прямых 
A tA i и Ао As. Дадим еще одну геометрическую характеристику 
прямым (19).

Т е о р е м а  1. Директрисы линейной конгруэнции, общей пучку— 
общих касательных линейных комплексов к паре линейчатых поверх- 
HOCTeii {A^A^} и {А^А^}, совпадают с прямыми (19).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если А\~ tA^ н Л 2 + — вазифлекнодаль-
ные точки (см. [4], стр. 50) пары линейчатых поверхностей {А^ A^] и 
{А., A.j} то и т определяются соотношениями:

(d(A , 'rtA,), А ,+ хАз)=0,

{d(An-\ xA,), А^, А„ ^ ,  + M i)= 0 ,

из которых находим t —- и t-=\, что и доказывает теорему.
Т е о р е м а  2. Если: 1) обе линейчатые поверхности \Ai А.,] и 

[Лл Л.,] касаются обеих линейчатых поверхностей [Л, Лд] и |Лз Л,] 
вдоль линий [Л,] (/=1 , 2, 3, 4) и 2) квазифлекнодальные точки ли­
нейчатых поверхностей |Л, Л^1 и (Л, Л,] делят гар.монически, соот­
ветственно, точки Л, Л 4 и А ,, Лз, то |Л, ЛЛ и [Л, Л ^  |Л, А,\ и [Л., Л,] 
образуют расслояемые пары линейчатых поверхностей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу первого условия теоремы имеем

o)J =  U)] =  u)‘ =  (1)2 0 . (2 0 ^

Потребовав, чтобы квазифлекнодальные точки линейчатых поверхно­
стей {Л, Л 4} и {Ап Аз} делили гармонически, соответственно, точки
Л|, Л^ и Л,, Лз и учитывая при этом (20), получим

со* (0J — ш' (U'J - СО̂ tuj = о, )

 -Ь 4of U)| -L U)j U)1 _  U)< =  0, I

шЗ O)' — (U< U>2 = 0 , (2 1 a)

0)2 0)j—  (0< 0)3 = 0 .  (216)

^ Соотнощения (20) и (21a), (20) и (216), соответственно, характери­
зуют тот факт, что линейчатые поверхности {А^ Л,} и {A3 A^}, 
{Л, Лз) и {Ао Л 4}— расслояемы, ч.т.д.

Т е о р е м а  3. Если линейчатые поверхности имеют общую связку 
касательных линейных комплексов. т о  они образую т расслояемую

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {Л] Л^} и {Л3 Л 4  ̂—  рассматриваемая 
паралинейчатых поверхностей. Точки Л,. Л ,, Л 3. А, выбираем так.

(21)

откуда следует



(2 2)

прямые >4 , Л , и касались обеих лине11чатых поверхностей
(в общем случае это возможно, см. |4|).
Тогда

(1).̂  =  О);] =  o)J =  0)̂  =  0.

' Потребовав, чтобы прямые А, Л , и Аз Л, принадлежали общему ли­
нейному комплексу {а/?} =  0 , получим

{ а 112|} =  0 ,

{а 1341} =  О,

откуда дифференцированием находим

{п; о , 1321 4-0.^141}=. О, 1
I (23)

{а; |32] U)’ [14|} =  0 . J

Чтобы условия (22) и (23) определяли связку лнпепных комплексов, 
очевидно, должно иметь место соотношение:

(l)J U)J ---  (I)' (uj =  0.

Таким образом, рассматриваемые линейчатые поверхности характери­
зуются соотношениями (2 0 ) и (2 1 а), определяющими расслояемую
пару линейчатых поверхностей, ч.т.д.

Т е о р е м а  4. Квадрика Ли одной из линейчатых поверхностей 
расслояемой пары пересекает соответствующий луч второй ли­
нейчатой поверхности этой пары в Р-точках.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямые Л , и Лз описывают рас­
слояемую пару линейчатых поверхностей, отнесенную к канониче­
скому реперу. Тогда уравнения квадрик Ли этих линейчатых поверх­
ностей имеют, соответственно, вид

(л- + t )х^ х^-х- х^ -  л-' л* =  О, (24)

( ; c-f / ) х ' А - ' х З - х ' А - '  =  0. (25)

Очевидно, что квадрика (24) пересекает прямую Л,, Л., в точках Лз, Лд, 
а квадрика (25) прямую А^ А , в точках Л(, Л,, ч.т.д.

Дадим еще одну геометрическую характеристику Р  - точкам.
Легко показать, что расслояемые линейчатые поверхности {Л, А }̂ и
{Л, Л^} имеют общую касательную квадрику (репер канонический):

х ’ -  О, (26)

которая в то же время касается линейчатых поверхностей {Л, А^} и 
;Л.> Л 4}. Характеристика этой квадрики распадается на прямые Л, Лг, 
Л,"Лз, Л,Лд, Л 2 Л 4 (соответствующую выкладку опускаем). Очевидно, 
что наличие общей касательной квадрики является характеристиче­
ским признаком расслояемой пары линейчатых поверхностей.

§ 5. Некоторые классы расслояемых пар линейчатых 

поверхностей

Пользуясь результатами предыдущих параграфов, можно выде­
лить следующие наиболее интересные классы расслояемых пар линей­

чатых поверхностей.



1. П а р а а  =  0 характеризуется каждым из следующих свойств:
а) линейчатые поверхности [Л, А.̂ ] и \А̂ А̂\ принадлежат одной и 
той же линейной конгруэнции с директрисами 4 , /4, и i4, б) линей­
чатые поверхности \Ai А^] и \А., А^] образуют расслояемую пару.

2. Пара А'-Ьу=0 (x - rz  — 0) характеризуется тем, что линейчатые
поверхности [>1 , /Ij] и \Аз А^] ([i4, Лз| и принадлежат одно­
му и тому же линейному комплексу.

3. Пара x + t =  0. Из формул (24) и (25) следует, что квадрики 
Ли линейчатых поверхностен \А̂ Аг\ и \А̂ А^] этой пары совпадают 
и их уравнение имеет вид (26), причем эта квадрика стационарна. 
А это означает, что линейчатые поверхности |/1, Ао] и [А^ At\ вырож­
даются в одну и ту же поверхность второго порядка (26).

§  6 . Преобразование расслояемых пар линейчатых поверхностей

Рассмотрим две линейчатые поверхности |5, fio] где
^ 1 = ^ 1 + « ^ 2. ^ 2=^^3 +  uAi, =  A^-\-vAo, Bi =  A ^ ^ v A ^  (здесь 
ы, г; — некоторые функции главных параметров), связанные с рас- 
слояемои парой линейчатых поверхностей \Ai А.,\ и [AзA^\. Поставим 
такой вопрос: при каком условии линейчатые поверхности [5 , Во] и 
[^3 ^ 4] образуют расслояемую пару?

Приняв точки fi|, В2, Вз, Bi за вершины нового репера и обозна­
чив через V f{ i,k  -^\, 2 , 3 , 4 )  дифференциальные формы Пфаффа 

этого репера, получим:

l / i = K ^  =  V/| =  l/| =  0, ^

у  я _  — —

u —v

dv — (v-~\)io\ — x;((,)| —0 )0  

U —  V

— du \-{u-~ 1 ) (oj — M («){—

u —v

u—v

(27)

Условия расслояемости линейчатых поверхностен [В, B,J и [В, В̂\ 
имеют вид (3) и в силу (27) сведутся к одному дифференциальному 
уравнению:

{uvY+o.{u-\-v)(\—uv)—2 {x-\-z)-uv=0. (2 8 )

Очевидно, что соотношение (28) дает необходимое и достаточное 
условие того, что линейчатые поверхности \В̂ В̂\ и [В^ B 4I образуют 
расслояемую пару, которую в этом случае будем называть первым 
преобразованием Р  расслояемой пары линейчатых поверхностей 
И ,  А 2\ и [Лз Д4]. Первое преобразование Р  расслояемой пары линей­
чатых поверхностей B  ̂ BjJ и \Вз В 4] будем называть вторым преоб­
разованием Р  пары [Ai Ао] и (Л3 Л 4]. Аналогично можно ввести 
третье преобразование Р  пары [Л, Л,] и [Л3 Â\ и т. д.

Соотношение (28) будем называть дифференциальны.м уравне­
нием первого преобразования 'Р  расслояемой пары линейчатых по­
верхностей [Л.Ло] и (Л 3 Л 4].



Непосредственным вычислением устанавливаются следующие ха­
рактеристические признаки первого преобразования Р:

1) квазифлекподальные точки линейчатых поверхностей |Bi B4I и 
[Bi fijJ делят гармонически, соответственно, точки fi,, ^ 4  и В,, Вч\

2 ) единичные точки В^±В:^ или Bi±B^ соответствующей линей­
чатой поверхности описывают медианные линии относительно направ- 
ляюпщх [fi,] и [B2I или, соответственно, [В3] и IB4].

Аналогичными свойствами обладают, очевидно, и второе, и третье 

и т. д. преобразования Р .
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ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ ПАРА ЛИНЕЙЧАТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

В ТРЕХМЕРНОМ ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

в. А. РОМАНОВИЧ

Параболической парой линейчатых поверхностей в называется 
такая пара, у которой линейная конгруэнция, общая пучку линейных 
комплексов, касающихся обеих поверхностей пары, является парабо­
лической. При построении репера произвольной пары этот случай был 
исключен из рассмотрения (см. [1|). С другой стороны, при исследо­
вании классов линий на поверхности в Яз, классов конгруэнций, а 
также при исследовании пар конгруэнций и комплексов естественно 
возникает возможность выделить определенные классы вышеупомяну­
тых геометрических образов в связи с обращением той или иной 
пары линейчатых поверхностей, ассоциированной с данным геометри­
ческим образом, в параболическую пару.

В предлагаемой работе построен канонический репер параболиче­
ской пары линейчатых поверхностен в трехмерном проективном про­
странстве, выделены основные классы пар, а также приведены неко­
торые теоремы относительно пар линейчатых поверхностей, образо­
ванных ребрами канонического тетраэдра поверхности.

§ I. Построение канонического репера

Пусть первая поверхность пары описывается лучом В\ В>, а вто­
рая—лучом Вз Bt. Поместив вершины Аи А,,, Аз, Л 4 подвижного тетра­
эдра соответственно на лучи Bi В 2 и В^ В^, найдем:

0)(=au)J, (o5=6u)j, 0)^=CO)J, co'=(?(bJ,

(1)

где lu* суть коэффициенты в деривационных формулах

(/, /г =  ], 2, 3, 4), (2)

удовлетворяющие уравнениям структуры проективного пространства 

Du)f=[o)"u)*] (л-=1, 2, 3, 4).

Вершины Ai, А 2, Л 3, А^ можно пронормировать так, что

5. Труды ТГУ . т. 10»



Применяя известный прием (см. [2]) к соотношениям (1), получим 
следующие уравнения для продолжения фиксации репера:

d(i — а а̂ «>4 -j-(al?—c) loj -j

dh /)(«)?,'-О)])4 -f t ' Ь(с—aft)0)^—0)?, Bw'l,
(3)

dc+c (o)] —oi; «>5 I Ш4) -f-ftc(«; - a«)’ —rtCU)M ftw'J -Cuy'l, 

rfc»+ 2<? (o) ’ (0 ii) I 2 —adw s -- eu>' —/ш J =  Яш ?,

de +  e(u>l-2i»l +  ̂ l)  ; (be • d) «>f— =

( a / f  i

( “ ' !  - i  « S ' ) " ' ?  ■'(/ I f’S)

Л(ш| w i)- 3A au ,l^  (2Ab ‘-Ba С) (..? -дп»)?,

-  ш;|) r3fifto>'f + (С-Лй — 2fiaju)^ =

dC -C (m l  — о>^)-(Лс+2аС)»)5 Ь (flc+2Cft) o>2 -  Лш' =  ^ 3  (.>■;,

^ я + я  (ш] -  (O-:̂ )—(Л(?+2а N) a.'* -i- {Bd^2Hb) u)'j E -  F̂>i\ = X , u)J,
(3')

dE + E  ((1)2 — ш;|) -  (2Ea +  Ae) «>•' + (Be 4-Я j-2£'ft) o? —  Gw  ̂=  Л'5 u>J,

dF t '̂(u>} —  ô\] — (H  \ A f  + 2Fa) + (Bf-\-2Fb) «)̂  Ч Gi»^ — Ag ur,',

rfG + G (0,2—и.^)-(£-!-Л^^ 4 2aG\u,̂  +  (F | fig+2ftO)o,2 ^  ,„n

Поместив вершины A\ и подвижного тетраэдра в квазифлек- 
нодальные точки (см. [1]) соответственных лучей пары, и, учтя, что 

пара параболическая, получим:

a = e = d - c g  -0, f-\-bgiO. . (4)

Из соотношений (3) и (3'), записанных для вторичных параметров, 
легко видеть, что можно произвести следующую фиксацию:

::̂  =  0, В=0, С-АЬфО-, тг'=  О, дЕ Я /=0 , Од Ef—Hg^O. (5)

Геометрически это означает, что вершина A^ подвижного тетраэдра 
помещена в точку пересечения прямой Д, с квадрикой L 12 (/.<*—с о ­
прикасающаяся квадрика Ли к поверхности, описываемой прямой BiBk), 
а вершина Л 2— в точку пересечения прямой Bi B j с квадрикой L 34. 

Чормировку вершин тетраэдра можно произвести таким образом,

что
ft==c^O, g = / ,  д 1 , (6 )

откуда, согласно (4), получим 5 '=  —  . Заметим, что в силу такой фик-
Ь

сации, а также в силу того, что имеет место соотношение f- j- ё'Л = 0 , 
последнее условие в формулах (5) примет вид:

Ag^-Hg^-G-^Q.



Соотношения (6 ) дают основание утверждать, что точка £ , 4  (£/* — 
единичная точка луча Ai Ak) есть точка пересечения касательной 
плоскости в точке к поверхности (Д| А^) с прямой а точ­
ка £'12 есть точка пересечения касательной плоскости в точке Л, к по­
верхности (A iA^) с лучом Д 1

Введем такие обозначения:

A g^-M g-^G =2L , Cg^ - H g - G ^ R ,

-----л 1 г =  ,
2 U + 1  I и

o = J L L 5 —  -.4 I

2 ( « ( « t D  I ’ 2Я

В этих обозначениях деривационные формулы канонического репера 
и уравнения квадрик Lu и примут соответственно вид:

dAx =  {axiAi +/7/1И-Лз)^^5,

dA 2={fA\-\-ci2>A2-\rbA'i-\-bA^ds, (7)

dA^ =  {Ay\ a^iA^+qA^)ds, 

dA , =  {gAx^^gA.,-^tA^'rai^A^)ds-,

Abxl—‘lbxx x^^ 2b- Х2Х^— 2Ь- x.,x^ + 2KXi (81)

F:gx\-\-2Lxx x,-':-2g-X\ X3~ 2g- x .x^=Q . (83)

Из рассмотрения исключены следующие пары (вскобках указаны 
условия, обеспечивающие исключение того или иного класса пар):

1 ) пары, у которых поверхность (Л 1 Л^) есть торс {ЬфО),
2 ) пары, у которых поверхность (Лз Л«) есть торс (й'т^О),
3) пары, у которых луч Л 1Л 2 касается квадрики L-m

{2L^^Ag^ -  Hg-VGfO ),

4 ) пары, у которых луч Лз A^ касается квадрики /,12

(2 К = С — АЬ^-0),

5) расслояемые пары (Ь ф —1).

§ 2. Геометркческий смысл инвариантов репера

1'еометрический смысл инвариантов g, q, р , t, г, ds деривациоН' 
ных формул (7) дается следующими соотношениями:

g ^ - W u  q = W „  p = W „  t = - W i  W „ rz= ir ,

одесь
ds =  у D V iA iA r , X iX , )  ■

Wi =  DV(AiA,;  £ , 2 Л,), W.,=DV{fiixA^\ Л » £ и ) ,

=  D I / ( Л 2 Д з; £ 2 3 ), W ,  =  D V { A . A 3 ;  £ 2 3 ),

W, =  DV{A,  A,; £uA i^ );



Л ,—точка пересечения плоскости Р ‘̂ ' — полярная плоскость точ­

ки А/ относительно квадрики с прямой .4 , ^ 2;
точка пересечения касательной плоскости к поверхности {A ,A J  

в точке Ai с прямой A jA ,;
A'j—точка пересечения прямой Л,Лз с плоскостью, проходящей через 
прямую Л 2Л, и точку, бесконечно близкую к точке Л,- (/=1,3).

Единичная точка Ец есть точка, полярная плоскость которой от­
носительно квадрики Z-34 пересекает прямую Л ;И 4 в точке, являющей­
ся образом точки Aj при любом проективном преобразовании, пере­
водящем точку Aj в точку Лз, .4, в A^, f , ,  в £ 34.

Так как единичные точки f , , ,  £ , j ,  геометрически охарактери­
зованы, то геометрический смысл остальных единичных точек, в ча­
стности точек £ j 4, Е 23, становится очевидным.

§ 3. Частные классы пар линейчатых поверхностей 
и некоторые теоремы

Полученные деривационные формулы (7) дают возможность вы­
делить следующие основные классы пар линейчатых поверхностен:

\) пары, для которых р д  =  0, характеризуются тем, что поверх­
ность (Л ,Л ,) является торсом;

2 ) пары, для которых r t= \ , характеризуются тем, что поверх­
ность (Л2Л 4) является торсом;

3) пары, для которых p f= g ,  характеризуются тем, что поверхность 
(A iA i) является торсом;

4) пары, для которых rgq=\, характеризуются тем, что поверх­
ность (ЛоЛз) является торсом;

5) пары, для которых ipr]— tq f  \-̂ pq =  0, характеризуются тем, 
что пара (Л 1Л3) — (.42Л 4) параболическая;

6 ) пары, для которых =  О, характеризуются тем, что точки
Л, и Лз описывают асимптотические линии на поверхностях пары.

Имеют место следующие теоремы:
1) если пара (Л , Л 4) — (Лг Л,) расслояема в одну сторону, то o h :i  

расслояема и в другую сторону; то же самое справедливо и для пары 
(Л И з )- (Л ,Л 4 );

2) если пара (Л 1Л 3)— (Л.Л*) расслояема, то пара (Л] Л 4) — (Л^ Лд) 
параболическая;

3) если rg-'rt =  Q, то расслояемость пары (Л 1Л 3) — (Л 2Л 4) влечет 
за собой расслояемость пары (Л 1Л 4) — (Л 2Л 3);

4) сложные отнощенпя квазифлекнодальных точек и соответствую­
щих вершин тетраэдра равны для каждой из пар (Л1 Л 3) — (Л2 Л 4) и 

(Л 2Л з)- (Л ,Л ,) ;

5) если квазифлекнодальные точки одной из пар (Л,Лд) — (Л 2Л 4), 
(Ло Лз) — (Л, Л 4) гармонически разделяют соответствующие вершины 
тетраэдра, то квазифлекнодальные точки другой пары также гармони­
чески разделяют соответствующие вершины тетраэдра.

Рассмотрим в Яд поверхность, отнесенную к нормальному тетраэдру 
(см. [2]). Имеют место следующие теоремы:

1) вдоль асимптотической линии iu' =  0 (ш-^О) директрисы Виль- 
чинского образуют параболическую пару; квазифлекнодальные точки 
этой пары суть точки А„ и Л 2 (Л,);

2) вдоль линии coJ=a(u'-г Ли)^=0 директрисы Вильчинского обра­

зуют параболическую пару; квазифлекнодальные точки этой пары суть 
точки Л 2 и Лз;



3) В Д О Л Ь  Л И Н И И  (1)2=  5о)' 4 -  Ьт' =  О директрисы Вильчинского об ­

разуют параболическую пару; квазифлекиодальные точки этой 
«ары суть точки Л, и Л,.
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При исследовании геометрических образов методом репеража под­
многообразий (см., например, [1|, |2|, (З), [4]) основную роль играет 
,полуканоническии“ репер образа, т. е. такой репер, который полно­
стью геометрически фиксируется только после задания некоторого 
подмногообразия. Так как при этом подмногообразие задается диф­
ференциальным уравнением, то одновременно задается не одно, а бес­
численное множество подмногообразии определенного вида. Поэтому 
говорят, что геометрический образ расслаивается на семейство под­
многообразий. Например, повер.хность расслаивается на семейство 
линий, конгруэнция—на семейство линейчатых поверхностей. При 
этом обычно автоматически выделяется еще одно семейство подмно­
гообразий, геометрически инвариантно связанное с первым. Это вто­
рое семейство часто иа.зывают „сопряженным” с первым, а оба се­
мейства вместе называют „сопряженной сетью“. Так как эти семей­
ства обычно играют роль координатны.ч подмногообразий, то м о жн о  
сказать, что при построении полуканонического репера исследуемый 
геометрический образ относится к сети сопряженных подмногообра- 
3iiii. Эта терминология употребляется давно в теории поверхностей, 
а с недавнего нремении в теории конгруэнций (ср. (1|, [2], [3], [5]).

В предлагаемой работе производится построение полуканониче­
ского репера для комплекса прямых в эквиаф4)инной геометрии. 
Основной особенностью построения является то, что ,сеть“, вслед­
ствие нечетномерпости исследуемого образа, состоит из многообразий 
различного вида, а имемно: из лине11чатых поверхностей и неголоном- 
ных конгруэнций. В работе даны аналитические и геометрические 
характеристики репера. Приложения результатов для изучения спе­
циальных классов комплексов и его подмногообразий составят содер­
жание других публикаци!!. Первой публикацией по теме данной ра­
боты была последняя часть заметки [4]; там же приведены основные 
факты теории эквиаффинного канонического репера комплекса, кото­
рый с точки зрения, принятой в данной работе, можно рассматривать 
как репер комплекса, отнесенного к сети, состоящей из основных 
цилиндроидов и сопряженной им неголономной конгруэнции.

§ 1. Сопряженная сеть в комплексе

К понятию сопряженно!! сети комплекса можно подойти следую­
щим образом. Поместив вершину А и вектор г подвижного репера



на луч комплекса, мы можем записать деринационные формулы ре­

пера в виде
d 6i,

d  ei =  е/г, (i, k ~  1, 2, 3) (1)

где Л — радиус-вектор вершины, а ei и ^2 — пока не фиксированные 
векторы репера. При этом формы ш', »>J и являются главными,
так как при ш* =  =  ***3 = = 0  луч {̂ 4, становится неподвиж­
ным. Так как комплекс есть трехпараметрическое многообразие, то 
между четырьмя главными формами имеет место линейная зависи­
мость, которую, как обычно (ср. |6 ], стр. 416; [7]), можно записать 

в виде:
(о2 ai ш‘ -г а., -i til

Тогда одномерное подмногообразие комплекса—линейчатая по­

верхность-может быть задана уравнениями:

О)' ; («J : 0)'̂  =  CLi : a.j : а,, (3)

где а,- — определенные с точностью до общего множителя функции 
главных аргументов. Простейшие одномерные подмногообразия—тор­
сы—выделяются соотношением

(dA , е„ d e , ) ^ 0, (4)

т. с. уравнением
II) ’ ш.', — ш1 (о!̂  =  О,

которое, пользуясь обозначениями (2 ), можно записать в виде:

ср =  ш> (a,ci)J — oij?) Н- ^  0. (5)

Квадратичная дифференциальная фор.ма « является, очевидно, про­
стейшим относительным дифференциальным инвариантом. Приравнивая 
нулю полярную к о билинейную форму, мы получаем аналитическое 

условие
Ф — (гДо'к'.*, -f- '»■)■“ '') "f 2ajm?,ze'J -(- +

(6)
—  со̂ да' =  О,

которому удовлетворяют две линейчатые поверхности комплекса, за­
данные, соответственно, отношениями форм и)':ш';u)2 и Гео­
метрическое значение этого условия, как известно, состоит в следу­
ющем: пусть каждой точке Р  луча соответствует касательная плос­
кость - поверхности ;(i)2, а плоскости я соответствует точка Я",
в которой плоскость "  касается поверхности проходящей
через тот же луч; тогда точечное соответствие Р->Р является инво­
люцией только при Ф  =  0. М. А. Акивис [8 ] назвал условие (61 усло­
вием гармонического пересечения линейчатых поверхностей, Н. И.Ко- 
ваицов [9 ] назвал его условием проективной перпендикулярности. 
Однако естественнее назвать его у с л о в и е м  с о п р я ж е н н о с т и ,  
так как, очевидно, что изученные в [1] и [2 ] сопряженные (в смыс­
ле Санниа) линейчатые поверхности конгруэнции определяются ана­
литически, а следовательно, и геометрически точно так же.

Рхли задать семейство лине11чатых поверхностей комплекса урав­
нением (3 ), то уравнение (6 ) определит совокупность линейчатых по­
верхностей z c > 4 z c ' J сопряженных с (3], причем через каждый луч



комплекса будет проходить одна поверхность семейства (3| и бесчис­
ленное множество сопряженных с ней. Совокупность всех линейча­
тых поверхностей комплекса, сопряженных с поверхностями семей­
ства (3), задается одним уравнением Пфаффа (6), линейным относи­
тельно форм w\ w l, wl и, в общем случае, не вполне интегриру­
емым. Следовательно, эта совокупность есть н е г о л о н о м н а я  к о н ­
г р у э н ц и я  (ср. [10]). Мы будем называть ее неголономной конгру­
энцией комплекса, с о п р я ж е н н о й  с линейчатыми поверхностями 
(3). Недавно С. Е. Карапетян [11) пришел к этому же понятию из 
рассмотрений в А, и ввел тот же термин.

Если, наоборот, задать уравнением

а и*‘ +  ? -Ь 7 = О (7)

неголономную конгруэнцию комплекса, то уравнения

(fZi о)‘ — 0)2): (2а-> («?, а, 0)2 -|- oio)') : (а., ю), — ш') =  а ; j5l:  ̂ (8)

определят семейство линейчатых поверхностей, сопряженных всем 
линейчатым поверхностям конгруэнции (7), причем через каждый луч 
комплекса проходит единственная поверхность (8).

Мы можем теперь ввести следующее определение: неголономная 
конгруэнция (7) и семейство линейчатых поверхностей (8) образуют 
сопряженную сеть комплекса.

§ 2. Построение репера

Для построения полуканонического репера рассмотрим „коорди­
натную сопряженную сеть“, т. е. неголономную конгруэнцию

«' =  О (9)

и сопряженное с ней семейство линейчатых поверхностей

< « '=  «зш ’ , rtgiul =  — —  Я1«з) ш_?,. (1C )

Чтобы эта сеть могла быть любой сопряженной сетью комплекса, 
мы должны при построении репера не фиксировать две вторичные 
формы, так как задание сети, как видно из уравнения (7), связано 
с выбором двух произвольных функций. Приступая к построению 
репера, будем пользоваться обычными обозначениями о, т:', для 

дифференцирования по вторичным параметрам и уравнениями струк­
туры эквиаффинной группы преобразований:

D  U)' — [(U-'' U)j] , о  toj =  [(!)* , (11)

( « ; + 0 , 2 = 0 .  (12)

Продифференцировав внешним образом соотношения (2), получим 
обычным путем (см. [6], гл. XIV) формулы:

-2 (13)

■2— «I'-’, (14)

(15У



■Определим теперь фокальные элементы неголономпой коигруэиции 
-<(9). Егли точка F  =  А f  является фокусом, то вдоль соответству­
ющего торса должно быть dF  Ц е ,̂ то есть

/ ..,1= : 0 , .«2 -; -/«>2 - 0 . (16)

•Отсюда видно, что вершина репера А есть один из фокусов коорди- 
HBTHoii конгруэнции, а соответствующий торс имеет уравнения

(»i =  o)= =  0. (17)

Второй фокус находится в точке

F = .A - a ,,e , ,  (18)

а  соответствующий торс имеет уравнения

(» '=»4=:0 . (19)

Фокальные плоскости определяются бивекторами:

jf/(>l —  II ^з! (20)
и

[ ( t / > i ; o ..=»,.=0,  е ^ \ \ \ \ е . , е ^ \ .  ( 2 1 )

Чтобы координатная неголономная конгруэнция оставалась любой 
неголономнои конгруэнцией комплекса, мы не должны при построе­
нии полуканонического репера изменять положение вершины А и 
плоскости |ео^з[. Так как о /1 =  г'* и о je, =  г ' — it} [е., е;,[, 

то это значит, что мы не должны фиксировать формы и it’ . Имея 

это в виду, произведем при помощи формул (13), (14), (15) такую 
фиксацию:

=  О ,  а ,  =  О ,  ( 2 2 )

^ 1 - 0 , а , =  ], [23)

=  +  а з = 1 .  ( 2 4 )

Гак как [ (^/^)o,i=,„2_o , II { ^ i « i  ^з'> то фиксация (22) 

означает’ совмещение плоскости [^163} репера с касательной плоско­

стью цилиндра комплекса, проходящего через данный луч. Из ф ор­
мулы (18) следует, что нормировка (24) привела к тому, что длина 
вектора et равна расстоянию между фокусами. Значение нормировки 
(23) выяснится в § 4. Однако уже сейчас можно выяснить, какие не- 
голономные конгруэнции мы исключили при этих нормированиях. 
Коль скоро в силу (18) и (24) фокусы становятся всегда различными, 
то нормирование (24) привело к исключению из рассмотрения (в ка­
честве координатных) параболических неголономных конгруэнций 
(они рассмотрены по существу в работе К. И. Гринцевичуса [12), 
хотя автор и не говорит об их неголономности). Так как при условии 
( 10 ) и (?i= 0  мы имеем

{^3, de.,\\\\ei, е  ̂— 2 а.е.^^, d-e^) =  >.a ,̂

•то нормировкой (23) мы исключили случай «2  =  0. когда координат­
ная линейчатая поверхность является основным цилиндроидом [4f. 
Этот случа11 может быть легко исследован в каноническом репере. 
После фиксации (22) -(24) соотношение (2) принимает вид;



(31)

а координатная лине11чатая поверхность имеет уравнения

lÛj =1 — 2ш'.

Дифференцируя (25) внешним образом и применяя уравнения струк­
туры (11) и известную лемму К'артана, получаем:

рС(|)|, (26)

—2ш| —1')̂ =̂  (27)

(«я — (  ̂4-»)“) =  C(t)' -1- /̂ <11J - г Ou)2. (28)

Внешнее дифференцирование этих равенств дает соотношения:

[ш', fM-f^(o>2-2»)})]4-|.»', (iB -ЗЛш>--Л((оЗ-(»^)— С<«?1 +

-i |ш|, dC ; С(шЗ— Ш>)— (Л-| B)m.i— (1)||=0, (29)

I».', ciB 5...'+Л(ш1-о,о'— 2o.^)I ' [...J,

-1-B(u)‘ —(ojl-f 11)3— /•'(«2-f2u)f] • [u)'̂ , d F ~  (30)-

-/=■(...2- ,„з)+С(ш|-2ш‘, -  )-(B  + Я )ш ' -f ...j J ==0,

|u,', i/C-LC(o.^-<«>)-(^+S)a.^-u)f] : [m.J, dF+

-I F(2»)3-.«i)— C(u)i— o,3)_(6+£-)u.’r r iu ?—

+  |.»i dO ; G (2u,^-.o?)-2('C+F)».i|=0, 

из которых обычным путем находим:

о.4 = Л(г1+е),

IB =  Л(-1 -̂ '),

^C =  (Л +  B

2 В - 2 т . 1  (32>-

r.f =  ( B-{-/:^rC-2n-i-{C i~2FW-T:l

oG =  2(C i /")-i-3G(-i+-^’).

Чтобы полуканоннческий репер был теснее связан с самим комплек­
сом, нужно стремиться фиксировать репер независимо от форм 
и Так как

о (А Е - В ^ ) =  —2 А

то можно положить:

- ? - 0 , В^-=АЕ. (33>

При этом мы исключаем из рассмотрения те комплексы, для которых.
Л =  О *).

*) Так как при А = 0  имеем {^i -о II то в исключенных ком­

плексах цилиндры вырождаются в плоскости.



Из формул (29) И (31) ПО лемме Картана получаем: 

dA~A{^.nl~ 2ioj) =  XiU)'-j-x,(0^-fA'3 0i3, ( 3 4 )

( 3 5 )

■ e l" ! . ( 3 6 > '

-«>1 “

( 3 7 )

1 . ( 3 8 )

Развертывая же по лемме Картана формулу (30), получим только одно 
новое соотноп1ение:

dB-{- 3 (oi) -f 2 В (ш^-(«^)—2 F<.)2^-2 («̂  =

=  A'̂ <o'-)-.V,n«>3-f-V;U),5. (39У-

Дифференцируя (33) п используя (34), (35) и (39), получаем;

2 А о>;* =  (А X, 4 £  X, 2 В  х , ^  2 (А F  -  ВС) Л ) 4 

-f (Лл',0 г fA-, 2Bx^-^r2{AF BC)B)ml\-

(40)
+ (Л А, -f - 2 В  Л-, 4- 2 {AF-BC) С) ш;|.

Фиксацию последней вторичиоА формы rij надо ировестп независимо

от и г-' и так. чтобы в результате получилось oi paini4 enne на

коэффициенты деривационных формул, а не на коэффициенты jc,.

Проще всего это достигается следующим образом. Из формул (34) 
и (35) обычным путем находим:

(:т> - р :г^>)4-ЗЛ-г',

г.х, =  х ,{ < - ^ ^ )  ‘ з л е г ' ,

« 4  =  - Л-., (т г ’  -f- Г - ')  I- 2 X ;  ( - '  7Г^')

Комбинируя эти соотношения с (32), получаем:

S (2 АВх., -  В^ X , ..Л^ А,) =  (-,' 4- It--*) (2 АВ х , В^ х , -  Л^ х^) -f 2 Л=*

Рассматривая (40), мы видим, что последнее соотношение дает иско­
мую фиксацию:

п̂  =  0, A^-Xi =  2 A B x , - В'^х,. (41)

Для сокращения записей введем обозначения:

ш З  =  5ц 0 )1  4 -  T jo О )’  - I-  С „  < « 5 ,

(42)
«./ =  S/ ш‘ +  Tj/ -f Ц м‘1  

Тогда (40) при фиксации (41) дает соотношение



В итоге мы получаем, что деривационные формулы (1) иолукаиоии- 
ческ'ого репера содержат следующие дифференциальные формы:

-i- == ’О '"Ч-Т /0 + Со W?,,

2 0̂ \={В \ А) с..' -1- {В ^Е ) о.' I- (С т F) ...2,

OJJ =  Л О)' -J- в  («J -г- с  ui|, О)'* =: {AF ВС) м)' Гц ш' -}- (orj,

=  ('3 -  ?о -  С) w' -!- (т,з — т„, — F) ш> 1- (:, G) (4 4 )

0)̂  =  'о »)‘ Vj, («̂  -!- ti)j, («2̂

">;! ' ’3 г Сз ” ii,

где, для краткости, положено

В- -.А=Е, =  71̂  =  7,;, 7 М , 2, 3 . (45)

Таким образом, репер комплекса, отнесенного к сопряженной се­
ти, определяется шестнадцатью инвариантами, связанными, конечно 
условиями вполне-интегрируемости системы (1), которые можно 
получить при помощи уравнений структуры (11).

Из этих уравнений, прежде всего, получаются следующие ф ор­
мулы, определяющие внешние дифференциалы главных форм (^=1 ,2):

IW  =  Р  |n,i u,'| л- Q |ш' Ц| ; R  |ш'

(46)
=  Р , |...> о.'| +  Q , |ш' „гЦ +  со?,|,

(»)* . И)

где

R  — t  <'/ -I - ,̂0 -(- 3̂ 2С„

Л  =  +  +  Q , - C  +  ;o =3 . (47)

=  С) Р , ^ - А ,

-  у (- 4  ;-ft)-f 2 ; ,.  R, =  C L(B-{-F)+2ri,.

Из остальных уравнений структуры получаются следующие квад­
ратичные уравнения (</ =  1, 2; /? =  1, 2, 3):

\diu <•>'] +  Кг,о ш'] =  I ,  |о,> ш'| +  11„ |с«' ш̂ | Н- /.о | < « ' (48)

1 ^ Ь ‘"Ч Н- -г |̂ /Сз<..2] =  Н, jc> ..,’ 1 4- Из |о,> о.2| -i- Z, (W)

-f =  Z* leu' 0.>] +  II* 1..,' -̂ IW-Zl (50)



Здесь только семь независимых уравнений, так как в силу условия 
эквиаффинности (12) имеем: ;} + =  т)] -j- Т|2 4- Tjj| =  -|-Ц —

Значения коэффициентов в правых частях формул (50) следующие:

+  ( 5 1 )

7 *  —  _  P ik _  p  .,k __  D  Г* i ' /  „fr
'-q — ‘< ‘’4 -g ^  \ S' "q

Здесь 9  1,2; /г,у =  1,2,3.  Значения коэффициентов формул (48)
и (49) получатся из (51), если положить ^ = 0  или q= 3 , а индекс k 
убрать. Три из уравнений (50), а именно те, которые получаются 
при ^= /г=1 ; ^ 1 ,  k = 2  и q—2 , к =  \ могут быть заменены уравне­
ниями (29), (30) и (31).

Система (48), (49), (50) содержит 16 неизвестных функций —инва­
рианты репера. Первый характер Sj равен числу этих уравнений, т. е.. 
семи; определяя обычным путем второй характер, получаем s ,=6 ; 
следовательно, 5з=16 7 6=3 . Число Картана равно 7-f2 • 6+3 • 3 =  
= 28 . С другой стороны, развертывая все уравнения нашей системы 
по лемме Картана, получим соотношения (34)—(38) и еще двенад­
цать соотношений:

d im — Xim + Х2т «)'

d  У\т -  '^т  «>' =  Х 2т  4 “ ->̂ 4,71 +  А '5 „  с)2 ( 5 2 )

d У]т И;;, U)' ~  Z„ U)' =  Хят + Xsm U)J + Хцт «О̂,

где /и=0, 1, 2, 3 и Н; =  1Г*, Z, — Zj* при / =  1,2, 3. Рассмат­

ривая эти соотношения с учетом формул (40), (41) и (43), получаем, 
что наиболее общий интегральный элемент нашей системы зависит 
от Л' =  28 параметров: х,, Хэ, х,, л%„ д:,.„ л,, х ,,, л',ц, Xjm
{J— 1, 2, 3, 4, 5, 6; m =0 , 2, 3). Критерий Картана (см. [6]) удовлет­
ворен, и мы получаем следующую основную теорему.

Т е о р е м а .  Задание шестнадцати инвариантов полуканонического 
репера .4, В, С, F, G, т],, 1̂, ‘•т, Cm(f« =  0, 2, 3). удовлетворяющих 
уравнениям (48), (49), (50), определяет комплекс, отнесенный к не­
которой сопряженной сети неголономных конгруэнций и линейчатых 
поверхностей, вплоть до эквиаффинного преобразования с произво­
лом в три функции трех аргументов.

§ 3. Геометрическая характеристика репера

Так как вершина репера Л, вектор е, и его нормировка, а также 
плоскости и^е-2 уже характеризованы геометрически в пре­

дыдущем параграфе, то остается найти геометрическую характеристи­
ку плоскости 1̂ 1 и нормировки одного из векторов е,, ^2- При по­

строении эквиаффинного канонического репера комплекса (см. [4], 
|131) используется одно из его простейших подмногообразий—основ­
ной цилиндроид, т. е. тот цилиндроид, проходящий через данный луч, 
направляющая плоскость которого совпадает с касательной плоскостью 
цилиндра, проходящего через тот же луч. В терминах §2  уравнения 
основного цилиндроида имеют вид:

(Сз, des, d -ез) =  {е.̂ , е,, de,) =  О
или

u)̂  =  л (j)‘ 5  ю' =  0. (53)'



Определив обычным способом уравнение соприкасающегося папабо- 
лоида основного цилиндроида, получим (учитывая (33) и (41));'

A y z - A x - B y ^ Q ,

1 Д е  Л-, у ,  2 — локальные координаты. Отсюда сразу видно, что век­
тор «I параллелен диаметрам этого параболоида

"*ФФ"""“ и центр 14| луча комплекса, заметим, что
главная корреляция (точка луча —касательная плоскость конуса комп­
лекса, имеющего в этой точке вершину) имеет вид:

Л e,Y (55)

(точка- касательная плоскость основного цилидро- 

А - X Ах) е^~Ае,, (5 6 ^

Следовательно, аффинный центр находится в точке

С = А
В - А

2А
ег. (57}

Диаметральные плоскости параболоида (5 4 ), проходящие через поя- 
молипе"„ые образующие в ,тоЛ точке! имеют y p L e Z ,  "= 0

- Л 2  В - А . Следовательно, плоскости {е, е̂ \ и {е, е,} параллельны этим 

плоскостям, т. е. одноименным координатным плоскостям каноничес- 
комплекса, построенного в |13| и |4]. Этим завершается 

геометрическая характеристика векторов и плоскостей полуканони- 
ческого репера. 1 еометрическая характеристика последней нормиров­
ки получится в следующем параграфе.

§ 4. Связь с каноническим репером. Инварианты первого и второго
порядка

Эквпаффпннып канонический репер комплекса (см. |4 | и Ц31) со ­
стоит из аффинного центра С луча и векторов £3. з̂. Si. направленных 
по прямолинейным образующим и диаметру соприкасающегося пара- 
оолоида основного цилиндроида в точке С, причем нормирование произ­
ведено так, что уравнение параболоида в локальных координатах х ‘ 
принимает канонический вид л:* — л:'=  0 . Деривационные формулы 
этого репера и.меют вид

d C=v^ d Si =  sy. (58)
где

г-- =  г-', 2  =  (/7,-^г) v ^- v  г>1 + ( р ,-w)

2 г-} =  -  X' г'2 ~=v' + Z  -уЗ, =  г- г, v\ +

(59)
- 2  =  { р , -г Z) v^ +  V V I  +  ( р ,  - f  W )  . ^ 2  ^

- 4  =  +  S 2 и '  S 3  -^32, 2 v I  =  —  2 o , v  ̂+  2 (Z- -р,) V I  - f  (V  ̂ 2  q ,)  v l

Здесь V, w, г—инварианты второй дифференциальной окрестности 
луча, P i, qi, г,-— инварианты третьей окрестности, s, — четвертой Их 
геометрическое значение выяснено в работе [131.



Пользуясь геометрической характеристикой полуканонического 
репера, можем положить:

А =  С вз, е\ =  ’̂ Ъх, 2̂ =   ̂® I 4- Р Sj- =  S3 . (60)

Дифференцируя эти соотношения и применяя формулы (1), (44), (58), 
(59), найдем, прежде всего:

2 > .= Л - 5 , 1, 2Л  V =  Л + В, рЛ-=1, (61)

Л и' -  —  Л (А-\-В) «)2, 0)2 =  А- vl, ш‘ г)' — В  -  — (А^-В^) V I 2 . . .  . ^

(62)

v\ =  —  ^ 2 1^-  ш2 vl =  —  Ц , -у' =и>'4- -U
Л ' 2Л2 ' Л2 " ^  Л •’

Таким образом, переход от одного репера к другому может произво­
диться по формулам:

А =  С ■ --  -  £з, 1̂ =  6,, 2Ле, =  (Л I 5) е, 4-2е;,, вз =  Аг^. (64)

Отсюда, в частности, следует, что вектор полуканонического репе­
ра нормирован так, что его длина равна длине вектора Si каноничес­
кого репера, чем завершается характеристика нормировки полукано­
нического репера.

Продолжая извлекать все следствия из результата дифференци­
рования формул (60), получим следующие независимые соотношения 
между инвариантами реперов:

Ле, - Л {АР~ВС)=г\

4Л С—(Л I В)'-’ =  4 г,

Л« 0  =  и--1-(й- -4)г» -Ь 2 ’| ^ ~ ‘̂ ^ ^ | ‘г - Л = '£  -:

А-у\х =  г, B v ,

4 Л =  4 гз -f 2 (Л А-В) Гг -f {A-LB^ г\

2'х, =  Л (2^1 f  З в  +  ЗЛ ),

2x , =  2Bqx-\-2{p,-z) + ZB {A + B ), (65)

4Лл:з =  2(2^з — г;) + (Л +5)2 9, + 2{А + В ) { p i- z )  4-бЛ2(С+ Г),

4 Л= лгз =  4 (яз -  та») + 4 Вдз — (Л -\ 2В) v -| 3 Л (Л -j-fi) (p i- z )  -f 

-f 6 fi {C \-F) Л2 -  4 Л- (С=-Л G),

2 A 4 ,  =  2si +  v{A + B),

2 Л» Ti2 =  2 (BS1+S2) +  {A ~: B) (r., -{-Bv),

8 Л Ч , =  8S 3 -f (Л  ̂ B) (Г-Л -f fis, -b S2) -f- 2 (Л 4-5)2 (r., + Bv) -|- 

+ 2 (Л 2- 5 2 )5 , + (Л + 5 )(Л 2 - 5 2 )^ _



Эти формулы показывают, что инварианты нолуканонического репе­
ра А , В , С, F , G (и их комбинации Е, Ei) связаны со второй диффе­
ренциальной окрестностью луча, инварианты tji , Ci (а также иефигу- 

рирующие в деривационных формулах ковариантные производные -гг/ин- 
вариантов предыдущей окрестности) —с третьей, а инварианты

с четвертой. Так как фиксация форм и (и их комбинации 

и может производиться только на этих этапах, то, накладывая 

те или иные связи на эти инварианты, мы можем выделить ту или 
иную конкретную сопряженную сеть комплекса и отнести к ней комп­
лекс. В то же время наложение связи на инварианты следующей диф­
ференциальной окрестности -rjo, т).,, С., не приводит к выделе­
нию конкретной сети, ибо через каждый луч проходит бесчисленное 
множество выделенных линейчатых поверхностей и в комплексе со ­
держится бесчисленное множество неголономных конгруэнций, обра­
зующих сопряженную сеть с заданным свойством. В этом смысле, 
используя аналогию с реперажем подмногообразий в теории конгруэн­
ций ([1], |2]), можно сказать, что инварианты Л, В , С, F, G, -rj', Си
и, -/12, С, образуют систему инвариантов первого порядка, а Tj,„ Со, 
^3, ■'is, Сз систему инвариантов второго порядка. При этом следует 
иметь в виду, что та или иная связь на инварианты первого порядка 
может носить инвариантный характер и фиксировать не сеть в комп­
лексе, а класс комплексов. Чтобы различить эти случаи, надо обра­
щаться к формулам (32), показывающим зависимость инвариантов вто­
рой окрестности от вторичных параметров, и к следующим формулам 
для инвариантов третьей и четвертой окрестностей (их можно полу­
чить дифференцированием соотношений (65)):

оУц 2y|, (,г1 — тЗ),

5С, =  - З С , ) ' '  -т ’t= )-b (v i, - | - = , ) i ,

Ч> =  -  3 л, (<  +  гЗ) + I, (z > -  гЗ) + :г>, (66)

«-С, =  — 4 Со (-  ̂-f -®) -ь ClЛ2 +  2 (Tij-fS,) л '---’̂ п)

Впрочем, в простейших случаях инвариантный характер фиксации ви­
ден и сразу из формул (65). Например, при A F—В С ^ О  мы имеем 
аффинно-симметричный комплекс г>=0 (см. [4]), а сопряженная сеть 
еще никак не фиксирована. Если же положить, например, В  | Л = 0 , 
то мы зафиксируем в силу (32) форму тг', т. е. будем рассматривать 
такую неголономную конгруэнцию комплекса, один из фокусов кото­
рой совпадает с аффинным центром луча. Внося это условие в фор­
мулы (48)--(52), мы получим, что система (48)—(50) будет иметь ре­
шение, зависящее лишь от двух произвольных функций трех аргу­
ментов. При этом из формул (34), (35) и (41) возникает еще одно ко­
нечное соотношение на инварианты:

C-i /=-=r2(S3-f r,3-=o-^io).

В заключение заметим, что формулы (65) могут быть использо­
ваны и для нахождения геометрических характеристик всех инвариан­
тов первого порядка. В самом деле, из этих формул легко получить 
выражения всех этих инвариантов через .4, В и инварианты каноничес-



КОГО репера. Геометрическое значение последних определено в ра­
боте (13], а значения А и В легко найти из формул перехода (64) 
или из формул (55) и (56). Что касается геометрической характеристи­
ки инвариантов второго порядка, то она может быть получена при 
изучении более глубоких свойств неголономной конгруэнции u>i =  О, 
что и будет сделано в другой работе. Отметим здесь лишь, что ус­
ловие /?= 0  характеризует, как это сразу видно из формул (46) и (47), 
случай голономности этой конгруэнции.
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К ЭК ВИАФФИННОЙ ТЕОРИИ НЕГОЛОНОМ НОГО 

М НОГООБРАЗИЯ

Р. Н. Щ ЕРБА К ОВ и М. О. РАХУЛА

Уравнение Пфаффа со “ О, связывающее неоднородные криволиней­
ные координаты точки обычного трехмерного пространства, опреде­
ляет, как обычно, в каждой точке Р  пространства плоскость г, яв­
ляющуюся совокупностью касательных к интегральным кривым 
уравнения «>=0, проходящим через точку Р. Составное многообра­
зие, элементом которого является нульпара " j, называется него-

лономной поверхностью (так как в случае вполне интегрируемости 
уравнения ш= 0  оно расслаива^ется на оо‘ поверхностей), или неголо- 
номным многообразием X I .  Метрическая и проективная теории этого 
многообразия подробно изучены (см., например, обзорную работу [1] 
и работы В. В. Вагнера [2], |3], [4] по метрической теории и гла­
ву VII монографии 15|—по проективной). В предлагаемой работе ус­
танавливаются основные факты эквиаффиннои геометрии этого мно­

гообразия.
1. Деривационные формулы эквиаффинного репера, определяе­

мого векторами г, е,, е^, е^, где (^i ^2 ^3) =  1 , имеют вид*):

d r -= (1)

dCi --- Cj,

причем («]-|-0)2 4-ш!* =  0. Эти уравнения являются вполне интегри­
руемыми в силу уравнений структуры:

£)ш'■= [ш-'0)'.]̂  (2')

[».f а,/1. (2")

Выбор векторов е,, в-,, (и, следовательно, форм «){) репера в точке

с радиусом-вектором г=г{и\ и-,и^) зависит от восьми вторичных
параметров г'',..., В процессе канонизации репера мы добьемся,
чтобы все эти вторичные параметры стали функциями от первичных 
параметров н‘ , и-, и\ При выборе этих зависимостей будем исходить 

из геометрических соображений.
Совместим плоскость с заданной в точке г плоскостью

*)Все индексы, кроме номеров вторичных параметров, принимают значения от 1 

до 3.
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л е Г ^ Г в и д ;  дифференциальное уравнение многообразия бу-

0.^=0, (3)

а формы и 0)3 станут главными:

5 Л?, =  (я:’ , J aj*,) + 2 a f^  :г!

5 а? ,

За'/,, ~  ^2 8 ~1 (if 1 ^а? , тг2 -̂ a U -

Sai!, — ‘'̂■j •> +  «'? 1

=  -г а ^ , ) г 1 + 2 а 1 ,

= “ г + о,1г г ai;., T.'l

(5.)

параметров. ............... и ,, и я:;, от вторичных

Перейдем к выбору векторов е, и е, в плоскости е.Л. Кривая

з„я :ес.«“ ‘ Г Гсо „“ „ Г ^ я £ ' Х Г ™ ’ Г „а д ? е Г
если /. удовлетворяет уравнению: ‘ •’

« ? , / . * + (а?2+  + а^ , =  0. (6)

Будем рассматривать лишь те элементы многообпачня А'’

= Г „ ; '^ е Г ,Г т Т ;Г б 7 д е :Г е “^̂̂ ^̂

СЯ главными, та1 как т е п е р ь Г ? Г = 0

Приступнм к выбору направления вектора е. С каж 7ым члрмои 
том многообразия^ ассоциируется так называемый поляритет П ан?Г

р а к 1 е 'р „Х „Т ™ о с ™ 'с ?е Г Г г Г б 7 а зГ :^ 7
о?д“ а Г ,-  “ Р-^Ристиж, ,,„е J  (»"".„"к“а л "°^

I -̂  ̂=  0,

I л:'of + 0)3 =  0.
® проективной неголономной геометрии играет ооль 

основною  поляритета голономной повепхнпгти r

аффинная нормаль соответствует нкобственной ..п П
аффинной нормалью „ero^oHOMHOli новер™остГ называют П о Т Т /
«ую которая в поляритете Пантазн соответствует „егабств'ен^оп
прямой плоскости (е,е,1 Эта прямая oпpeдLяeтc, вектором



=  0 ,  (9)
T. e. вектором

( ’0>
a l ,  <4-2

Ha уравнения (9) можно также смотреть как на уравнения некото­

рой кривой, не принадлежащей многообразию. Через 
пространства проходит одна такая кривая, а плоскости 
соответствующие точкам этих кривых, параллельны между собой. 
Таким образом, аффинная нормаль неголономной поверхности есть 
касательная к линии, вдоль которой плоскость многообразия остае с

параллельной сама себе,
Направив вектор репера по аффинной нормали, получим.

=  О, И о  ^ 0 ,  a l ,  - 0 ) .  (11)

что в силу формул (5) означает фиксацию еще двух вторичных^па- 
раметров и превращение форм »)?! и w?, в главные, так как теперь

=  -= 0.
Формулы (4) принимают теперь вид;

u)3 = а,\ со'-'; (1)3 = « 3 ,  ш ', (1 ^ ) '

причем а ? , #  О и а;1, ^ 0  (эти неравенства исключают из рассмотре­
ния случай неопределенности аффинной нормали). Все формы w .(i- j) 

стали главными, и можно положить;

Внешнее дифференцирование формул (12) приводит к двум конечным 

соотношениям между :

ai3(a?3 + a5,) =  a ^ r t j „

которые имеют место при любой фиксации оставшихся двух вторич­
ных параметров, т. е. носят инвариантный характер. Из этих соотно­

шений следует: ,,гч
(а?з- аз% )(й - Ь- «з2 ) = « Г з « Ь .

так как a f 2 a.?i¥=0 .  ̂л. wo
2. Находя выражения, совтавленные из коэффициентов не

няющиеся при изменении нормировки векторов репера, получим ин­

варианты изучаемого многообразия. Рассмотрим репер

г, е, = Aje,, £3 =  ^2̂ 2, ^3 =  >-3 63 , 

обозначим пфаффовы формы в его деривационных формулах через.

ш-', и найдем соотношения, не зависящие от а,. Имеем;

(jr =  vi'ei =  10'6 ;  =  <“ '^1 

dsi =  ш/зу =  (в/ Ay €j =  d).i ei +  i-i “>/ Sj,
откуда

ш' =  lo' Л,, Ш- =  U)").2, Ui* =  3̂t

U)| = rfln X, ь “I,



0)1 - , (I):' I n (17)

ч ) ? , =  — ( u j ,  ( i) j  ^  —  («]-, 0 )^ b » > j i .

Aj /.о

Кроме того, так как (s,  ̂ 1, то

A l/.,/,3=l. (18)

Исключая из (17) и (18) величины получаем следующие нивари- 
;антные формы:

(19)

<«|- ( - ‘"'i u>ii + In 

Т1олагая получаем:

f 2 '̂1 'Ч 2 > я . ^^13'

'^:il — I ' — T“
'•1 (20)

h  -̂2 

" i  I =  >-2 ' '1  I . i  -i =  —  « U .  1 Л =  ' * b -
>.J

Исключение л/ из пятнадцати соотношений (18) и (20) дает 12 инваг 
;риантов:

^ _ ^ '| i J _ I jr _  ^̂1 :! J!’ _  _1LlL- •

cq, ' а\, ' ~ а\, ' а ' ,

_  « ! , « ; ,  , _  aJ , (Zf ,  . _

* й , ) *  ’  ̂ '  № “ ■’ “ (« ь )*
(.ii)

у д1ча?., J  _  / ,  =  J j jL l i i i-

•^10 ^  I 2 ^  J I i  •

1ак как при помощи (14) /' и I "  можно выразить через /,:

1,== Г +  1,Г, I "  I, \-\, (22)



ТО имеется десять независимых инвариантов первой дифференциаль­
ной окрестности.

Далее, так как

ш '■ О)'+ dv’', (у=1, 2, 3; р = \ ‘1\ по / не суммировать!)

и da). =  du^ + dvP =  (а*’л, ю' ^ dv'’
’ dll' dvi’ dv>‘

то из соотношений (17) получим enie тесть инвариантов BTopoii диф­
ференциальной окрестности:

----- -----11. ->2 — — ;-----«12. Л  = --------- 1 ,
a i.

(23).
J  1 J  _ ( ' Ц | ) 2  •, ■>
J i — , -;— — " j ) .  — ---- aU .

a\, «J ,  ,г.],

Следует отметить еще соотношения

a l l  i «21 i =0.  " 1 . +  =0 .  -г (iji, V. о, (24>

вытекающие из «)' =  0, в силу которых инварианты

I- , "32>

выводимые из <«|i =  ( / I n (см. (17)), являются зависимыми or 
инвариантов (23).

Итак, имеем шесть независимых инвариантов (23) второй диф­
ференциальной окрестности.

3. Перейдем к окончательной фиксации репера. Конус Малю- 
са (51 для асимптотического направления ^ , ( / / 3 )  данного элемента 
многообразия есть геометрическое место касательных к линиям, при 
движении вдоль которых асимптотическая касательная, определяе­
мая € i, описывает торс. Их уравнения находятся из условия [ei dr dei) =  (y

0 > ' (О- II)**

при — - =  •—  —  н виде:
лг' Л-’

для e^: a f ,  (х 'У  -  ( a j , х ' -f х ‘̂ х ’') х'> ^  0. (25)

для е.,: a 'i, (л:')" — {а\, х ' + а!,., х'  ̂+  « з з -У') ~ О- (“6)'

Назовем аналогичный конус для аффинной нормали (е,) также кону­
сом Малюса (для направления е^). Его уравнение имеет вид;

(x ')’ - a j ,  (х^)“ - a '^ jx 'x '^  = , jc’ =  0. (27>

Этот конус пересекает плоскость л'-̂ =  О по прямым

х^ - 0 ;

« i i  (-^')' — «i-2 (-̂ '̂)- + ( « Ь  - « J , ) j c ‘ x̂ ' =  0,

которые являются аналогами главных направлений метрической тео­
рии. Аффинные линии кривизны неголономного многообразия можно,, 
следовательно, определить уравнениями:



- 0 ;  — , _ д 1  =  (29)

Найдем проективную нормаль неголономного многообразия (см. |5|). 
Она лежит в пересечении полярных плоскостей прямой x^ =  =  О
относительно конуса (25):

— =  0 (30)

и прямой =  А'̂  =  о относительно конуса (26):

a l ,  - а},, =  0. (31)

Непосредственной выкладкой можно убедиться, что на плоско­
сти (30) находится центр квадрики Ли, определяемой тремя последо­
вательными смещениями асимптотической касательной при дви­
жении репера вдоль линии =  и>‘ О, а на плоскости (31) находится
центр квадрики Ли, соответствующей асимптотическим касательным е-̂
н смещению репера вдоль линии — ((. Отсюда вытекает аф ­
финная геометрическая характеристика проективной нормали: проек­
тивная нормаль лежит в пересечении плоскостей, каждая из которых 
определяется асимптотической касательной и центром той квадрики 
Ли, которая задается тремя смещениями этой асимптотической каса­
тельной при движении репера по другой асимптотической линии.

Возможна следующая окончательная фиксация репера. Поместим 
единичную точку (х* =  jc" =  =  1) на проективную нормаль. Тогда
координаты этой точки должны удовлетворять уравнениям (30) и (31), 
что возможно при

=  « Ь ,  я? , а * ,. • (32)

При этом исключаются из рассмотрения многообразия, у которых 
проективная нормаль лежит в координатных плоскостях х ‘ -■ 0. У с­
ловия (32) не носят инвариантного характера и, таким образом, фик­
сируют оставшиеся два вторичных параметра vf, так как внешнее 
ди({)ференцирование форм (..] =«•;[,• (u.J с учетом (5) дает:

й ((7̂ 2 - ‘4 ’ ) -г а'п 7Г' := О,

(33)

Итак, на 27 коэффициентов накладывается 11 конечных свя­

зей (7,) (12), (14), (24) и (32). Независимыми останутся 16, которые 
становятся инвариантными; таким образом, выше (§2) нами была най­
дена полная система эквиаффинных инвариантов канонического репе­
ра рассматриваемого многообразия.

Если все формы ш/ записать теперь в виде

«)> =

то уравнения структуры (2) можно записать в виде

^ 'ч 'ч  ~  1р ) ч \ i "! ^ Ц р  ‘^ik\ q\

гд е (34)
[а{^)  ̂«>" =  d a l  '

4. При дальнейшем развитии эквиаффинной теории неголономного 
многообразия Xr̂  должны быть получены: а) геометрические характе­



ристики инвариантов многообразия, б) важнейшие классы этих мно­
гообразий, Приведем здесь только некоторые простейшие факты.

Геометрическое значение инвариантов ^ следовательно,

и /, выясняется тем, что прямая, соответствуюп1ая в поляритете Пан- 
тази проективной нормали, имеет в локальных координатах (отно­
сительно канонического репера) уравнение:

х ’ I- а:], л-2 1 =  0.

Для получения геометрической характеристики инвариантов /' и / "  
воспользуемся введенным в |7) понятием „конусов А'*'. Конусом Ki, ас­
социированным с вектором 6i канонического репера, называется геомет­
рическое место прямых о= г  х ‘ е,, неизменно связанных с репером 
и описывающих торсы при смещении dr\\ei. Уравнения конусов Д', 
найдутся из условия (р, с/г, ф )= 0  при л:'=  const, «>' а/’=(), 1ф ] ф 1г ф 1
в виде:

(К,) ■ af, л-> л'» -  (д:], -  =  О,

(Д'.,) ^  4> {x*f — a]^_x-x‘ f  л-» =  О,

(Д'з) а^з (х1)2 4 ,  (x^f + ' ( 4 )  “  -t- “ ‘ 3̂3 =  0.

Конус Ki и конус Малюса (26) пересекают плоскость л'̂  =  О по 
прямым

а,̂ , л ' ^ л - '  О,

al̂ x-> !-4 iA-' = 0 ,

которые вместе с прямыми |г, и [г, составляют сложное отно­

шение, равное Г.
Конус Кл и конус Малюса (27) пересекают ту же плоскость по 

прямым
«'̂ 3 А'> -f .V' =  О,

которые вместе с прямыми jr, ^jj и |г, .дают то же сложное от­

ношение.
Конус Д'г и конус Малюса (26) (а также конус Аз и конус Ма­

люса (27)) пересекают плоскость а"'=0 п о  прямым, которые вместе 
с прямыми |г, Bi] и образуют сложное отношение, рапное /" .

Наконец, воспользовавшись тем, что совокупность всех аффин­
ных нормалей образует неголономную конгруэнцию (см. |8|, [9]), 
определим ее фокусы Р = г  '-\нел из условий: = и>' I - =  («'̂ +

-fiJ-mjl =  0. Исключая отсюда отношение форм ш' ; получим:

(«31 « I  -  4  ^32) ^̂ 32) -i- 1

Величины Н  а\̂~г а\̂ и Д"-- я ’, а|, — ^ 2  "ож но назвать соот­

ветственно, средней и полной аффинными кривизнами многообра­
зия X j.

В заключение отметим натуральные уравнения некоторых экви- 
аффинно-инвариантных классов неголономных многообразий;

1) многообразие /г =  1 (т. е. Н^^О) является средней неголо-
номной поверхностью неголономной конгруэнции своих аффинных 
нормалей и может быть названо аффинно-минимальным;



2) у многообразия / 3 = 1  аффинные линии кривизны (29) гармо­

нически разделяют асимптотические линии;
3 ) у многообразия aj^a\  ̂=  0 (в случае =  0  инвариант / , а в

■случае инвариант /', становятся в силу формул (14) неопре­

деленными) одно из семейств аффинных линий кривизны совпадает 
•с одним из семейств асимптотических линий;

4 ) у многообразия К = 0  вдоль одного из семейств аффинных ли­
ний кривизны аффинные нормали описывают цилиндры.

Исследуя системы уравнений (34) обычными приемами ([6 |, гл. V IIl)i 
получим, что каждый из отмеченных классов существует и опреде­
ляется с произволом одной функции трех аргументов.

Наконец, многообразие /\— О является голономным, т. е. 
расслаивается на оо' обычных поверхностей, так как уравнение (3) 

в этом случае вполне интегрируемо.
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ТРУД Ы  TOMCKOI'O rOCNV lAPCT lJEHHOrO  УНИВЕРСИТЕТА  
имепп В. В. К УЙ БЫ Ш ЕВА

Том 160 1962

ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩ ЕНИЯ 

В АФФИННОЙ ГЕОМЕТРИИ

А. Л. Л У Ч И Н И Н

§1. Постановка задачи

В работе рассматриваются поверхности в аффинной геометрии, и» 
которых существует семейство линии, характеризующихся постоян­
ством инвариантов линии на поверхности. Эти поверхности и дальней­
шем будем называть поверхностями V'.

Отнесем поверхность (5) аффинного пространства к С-реперу, 
построенному Р. И. Щербаковым [1]. Деривационные формулы этого 
репера имеют вид;

г/г ю'е, + 11)-̂ ,.

de,  =  -Ь »)= е.;. (1)"ез,

/̂6*3 =  (зт> +  о..2)е, -I-( -  

Условия совместности системы (1) можно записать в виде:

/^ш' =  — _  j;, I  |,||1и,2| ̂ U j  [(,)! 0)-|,

|^/рш-') =  \ 3 ( 1 Ь - о В )  -  2т} |и,‘ «)-'|.

(1 >

[Jpw 'l * |f/A(0-J = ^ 3 (o/7 - X j5) ;

-- 1/ (̂3 у)_2г/?}|.,;'а,--|,

— [(/to)'! -f |r// 0,2] { ; /;) 4- (Л



Возьмем изучаемые линии за одно из семейств координатных ли­
ний, например, за линии ш-=  0. тогда условия того, что линии »)2=0 
имеют постоянные инварианты линии на поверхности, запишутся в виде:

[й?).ш2]=0, [i/pi»-]=0, |(//7ш2]=0, |^зш2] =  0, [ci-шЦ ^ 0 .  (3)

Присоединяя эти уравнения к условиям совместности (2) системы (1) 
и проделав несложные выкладки, получаем, что задача имеет реше­
ние лишь тогда, когда или D<')^=0, или Dw-фО, но р=0-

§ 2. Случай

Если D»)2 =  0, то ‘'■=0 и 43 уравнений (2) и (3) мы нолу-
2

чаем, что искомые поверхности определяются с произволом в одну 
функцию одного аргумента следуюп1е11 системой уравнени11:

В j - l x - O ,  (/>. =  (2т - з ( х /7 /,р (1)-.

-  2т(р i Ь) ( 3— 7 )

(4)

d h =  j— (X* ; ob) - о —Л-I U)'.

1^/.ш2]г=0.

Линии ш-=0 на этих поверхностях являются линиями класса

« _ ( / ? )  =  0.
га“-0

где а — инвариант линии на поверхности [1|.
Если на изучаемых поверхностях линии (о- =  0 суть линии Сегре, 

то из уравнений (4) получаем, что искомые поверхности определяют­
ся с параметрическим произволом следуюп1е11 системой уравнений:

р=0. /i +  y / .= ( l .  d'f. =  {2 - 3 rh)w^.

i / 3 =  — /.т .»- . =  —  2t/7»)2 . t / / ; =  / — 3 -  /72

(5)

Используя формулы перехода от С-репера к каноническому ре ­
перу поверхности (см. [2]), мы получаем, что искомые поверхности 
входят в класс поверхностей, для которых

А— Сг^О,

где Л, С. F, G — инварианты поверхности. Из равенства F  * С/ =  0 вы­
текает, что на этих поверхностях вторая директриса Вильчинск'ого« 
имеет аффинно-биссекторное направление относительно векторов ка­
нонического репера поверхности.



§3 . Случай D m-^O. f. —о

Если р=-=0, то, используя уравнения (2) и (3), получаем

р = - .= Ь  =  у = 0, d '/.= 0, В = —к. ; =  — (6)
2 ’

. Эти поверхности определяются с произволом в одну постоянную и 
обладают следующими свойствами:

а) эти поверхности входят н класс поверхностей нулевой аффнн- 
Hoii полной кривизны, для которых

E = F  =  C , ^ - l- .  С = - ~ / .  А = - / .  /  =  Y I a ;
2 2 2 2

б) эти поверхности принадлежат классу поверхностей переноса, 
линии переноса которых суть линии Д арбу—Сегре, рассмотренных в

в) у этих поверхностей вторая директриса Вильчинского неизмен­
но связана с репером, так как вторая директриса Вильчинского пере­
секает асимптотические касательные в точках

4 4
А ,=  Г -----А2=  г ------------- Вп

31 31 ■

и имеет направляющий вектор

где г,— векторы канонического репера поверхности;
г) у этих поверхностей касательная к индикатрисе аффинных нор­

малей параллельна аффинно-биссекторному направлению между асимп­
тотическими касательными, так как

1-̂ 2̂  (г, i г,,);

д) линии II)' = 0  на этих поверхностях являются плоскими цилин­
дрическими линиями Дарбу, а также аффинными линиями кривизны 
и определяются системо!! дифференциальных уравнений с постоянны­
ми коэффициентами

- ±  =  е.. ^ = 0 .
ds с/ s cl s (is

Интегрируя эти уравнения, получаем

Г =  ■''■■C’l -I « ’2-f у

(7)

где С; — фиксированные постоянные векторы. Следовательно, линия 
<ч‘ = 0  является параболой, уравнение которой имеет вид:

=  х = 1 з ,у ^ ;  (8)



е) ЛИНИИ (|>-=-0 на этих поверхностях являются: 1) плоскими,
2) цилиндрическими линиями Сегре; 3) союзными линиями; 4) аффин- 
но-геодезическими; 5) аффинными линиями кривизны; они определя­
ются из системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффи­

циентами

ds (is (is ds

Интегрируя эти уравнения, получаем

г =  —  --- — ;■ Со-
За " 2а

=  f ’ 3 = 2 a e ’ " C i — З а е - - ” С 2 .  ( 9 )

Следовательно, линия »г=0 задается уравнением вида:
\

x-v'*=----z = 0. (10)
. 72 а"

Таким образом, изучаемую поверхность можно построить параллель­
ным движением кривои (8) вдоль кривой (10).

§4. Поверхности V' с семейством плоских линий ш̂ =  0

Если «г=0 является плоской, то

_  а 8 4- '  =  О
ds

или, используя уравнения (3), получаем

T = lx (p i- ^ ? ) . (11)

В случае Dio-^O линии уже являлись плоскими кривыми. Р ас­
смотрим случай 0ш^=0. Присоединяя уравнение (11) к уравнениям, 
определяющим поверхности в случае D«)-=0, получаем, если р=0 , 

следующую систему уравнений:

p = x = f c = 0 ,  с / > . = 0 .  ( 1 2 )

Эти поверхности входят в класс поверхностей, для которых

A =  C = F = G = 0 ,  Е = Р .

Так как у этих поверхностей F = G = 0 ,  то рассматриваемые поверх­
ности принадлежат классу аффинных сфер. Линии u)*=0 на этих по­
верхностях являются плоскими линиями Дарбу, которые определяются 

системой

dr de, de, , de^



____  ____  А. Л. Лучнннн

Интегрируя этн уравнения, получаем

'•=^0 + ^  =  С;,+ L^(c,e‘>-'>-c.,e
“ а

а  ■

бо^шГв^ида^^''^’ поверхностях являются гинер-

-̂ У =  — А .  2--0. 
(/'

Линии .«-=0 на этих поверхностях являются плоскими цилиндрически-

аффинно-геодезическими ли- 
циеГами Уравнений с постоянными коэффи-

_ de^ de-. Не

d s ~  ^ = 2 ^ ' “'"-

Интеграция этих уравнений дает нам

e■,—C:̂ e~'̂ \ е-̂ =  ае^‘' 'с ,—2ае^ ’ 'г,.

Следовательно, кривая о)-=0 имеет вид;

. ) . = = i ,  z= 0 .

Если р^О , то из уравнений (4) и ( I I )  получаем

/.|з-(-/;-----_ /.-’-Upft = 0 ,

-.= 1 к ( р  : Ь), =  (— 2/.Й— -^Ао j(.,2,

d p  =  | з - х -  А р 2 _  з р  /;1 d-̂  =  - l — f - - b ( ^

^0-2 ; рг;)-з-^;г]ш=, \d/_m-'-\=Q.db

Отсюда получаем три следующих класса поверхностей:

1. Если А = 0 , а а-! yfcO, то искомые поверхности определя­
ются с произволом в одну функцию одного аргумента системой:

Х_т-^5=0 , dp— |з — у _  ^с;-’_ 3 р  uj2^



i/3 =  — />(з — dh— Ь — ̂  — Ь" or, |(//«|̂ | =0.

Линнн ш==() на этих поверхностях являются плоскими коническими 
линиями Дарбу, а также аффинными линиями кривизны. Эти линии 
определяются из системы дифференциальных уравнений с постоянны­
ми коэффициентами:

dr  ^ dC\ _  г, „ I „ de-i____  de^

ds ”  ds ' - '  ̂ ds ' ds

Интеграция этой системы дает

г  =  с , , - ; -   ̂ { с ) ,  
а

ei =  Cie"^-\-c..e-" ,̂ е.=-Сз4- —  ),
а

е з- — ?с.у‘: '‘'-(c^e“^̂— c■,e ),
а

где + Отсюда получаем, что кривая u)-=0 является гипербо­
лой, уравнение которой имеет вид

х у = - - ! г .  z= 0 . (14)
а-

Следовательно, наша поверхность образована одпопараметрическим 
семейством кривых (14).

2. Если Х^О , но 3 Ь-— —  У- ] рЬ=0, то искомые поверхности

определяются с произволом в одну функцию одного аргумента системой;

& =  (), 3 = — >.2, Т = — А fy, 5 + — /.=0,
2 2 2

t//. =  — АрС)-, ( / р= ( — — V ------- ^  р- I Ш-, (rf/(i)’]=0.
2 12 2 ‘ J ' • ‘

.Пинии ю-=0 на этих поверхностях являются плоскими цилиндриче­
скими линиями, для которых I

[1—2а- =  0, —-=0, а — (S) =  0.

3. Если >.=0 и 3 ^Ь--\-рЬ=0, то искомые поверхности определяют­
ся с произволом в одну функцию одного аргумента системой:

\ ^- ^= Ь = а= В = 0, 

d(. =  ( — у— 'j u)-', [ ^ //У !^0 . (15)



Рассматриваемые поверхности принадлежат к классу поверхностей, 
для которых

К =0 , F = E  = а ,  А =  — 1, С = - ~  I.
2 2

Эти поверхности являются поверхностями переноса, линии переноса 
которых образуют сеть Дарбу— Сегре.

Среди рассмотренных поверхностей непосредственными аналогам1г 
поверхностей вращения являются поверхности, определенные уравне­
ниями (12), (13), (15). Так как для них Du)2=0 и линии u)2=o явля­
ются плоскими аффинными линиями кривизны. В этом случае в евкли­
довом пространстве мы получаем поверхности вращения (см [3]).

Точно так же, как в предыдущей работе [З], можно доказать сле­
дующие теоремы относительно поверхностей V'.

Т е о р е м а  1. Если поверхность в аффинном пространстве несет 
на себе семейство линий, характеризующихся постоянством инвариан­
тов линии на поверхности, то все инварианты поверхности или по­
стоянны, или могут быть представлены как функции одного и того же 
аргумента.

Т е о р е м а  2. В случае Dw-—Q кривые и>2=0 соответствуют про­
порциональностью аффинных дуг, заключенных между линиями и>'=0.
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ПАРА. СОСТОЯЩ АЯ ИЗ КОНГРУЭНЦИИ И ПОВЕРХНОСТИ,

В ЭК ВИАФФИННОЙ ГЕОМЕТРИИ

Н. м. ОНИЩУК

в настоящей работе прн помощи метода внешних форм Картава 
рассматривается пара М , состоящая из конгруэнции К и секущей ее 
поверхности 5, в эквиаффинной дифференциальной геометрии. В ра­
боте построен и геометрически характеризован канонический репер 
пары М , дана характеристика основных классов пар М.

§ 1. Построение канонического репера

Поместим начало репера в текущую точку Р  поверхности S, 
вектор ез направим по лучу конгруэнции К, проходящему через 
точку Р. Пользуясь дериваиионными формулами

d P  =  Cl, 

dek =  ^ ‘̂  6i,

замечаем, что неподвижность луча и точки на нем обеспечиваются 
обращением в нуль форм Пфаффа ш>, и>2, щЗ, ш|, и>2 . Следовательно 
для рассматриваемого геометрического образа эти формы являются 
главными. Будем считать формы ш', и>з̂ независимыми, тем самым 
исключим из рассмотрения случай, когда конгруэнция К  пары М  
является цилиндрической. Тогда между пятью главными формами 
имеют место следующие линейные соотношения;

=  ЯШ» 

0̂  =

(1)

Дифференцируя внешним образом систему (1) и используя соотно­
шение U)} +  u)2 4-u)3— о, вытекающее из условия эквиаффинности 
пространства (f j, €■,, вз) =  1, получаем уравнения:

" 1 ] -г [Т‘"з-г >-‘«5. “ J] =

=  ш’ ] -f [й?.3, ш|]+а[[со2, со’ ] - f (2)

-г h a . +  “' " — ‘“и]}!,
7. Трули ТГУ , т. 160.



|а,„1 ,„2] |„,1_ ^(„2 _j_,j_j„2| ,„1] ^

: [Л, ш;:;| + -(■[(,,i, „,]| _{- |ш_2, «.л +

+  1">|]. “>1]}+ >̂ {|">J, «>?|-! |‘»з. »>Ш, 

l““ i -г 3(1)̂ , «.)?] :- |7ш' -r'lM'i, о>5| +  V (2)

-t- 2[!tu)j VI»;-;, ш;*! =  а (jioj, w]] '

-'г а>1 ] }  - г  ‘“ ?1  : [">3 . ‘“ 2 I  }  -

■ 1̂ /:̂  ">11 + |я''. "'iil- . /

Обозначим через о и -f символ дифференцирования и дифференци­

альные формы, соответствующие вторичным параметрам, т. е. пара­
метрам, характеризующим выбор репера. Выписывая затем значение 
квадратичных форм системы (2) для двух систем дифференцировании 
и учитывая, что тг'=г==7;3=г’ =т:^=и]-!-т:2-^ itj =  О, получаем сле­
дующие уравнения:

л
оа =  — aj _ vj-1 1̂ 2»

S? - ‘З-г +  (3t— /.)

=  2т::| (/. — a

0/, =  —

mi -2т: !j)^ V-2 — s r j—-1:5,

Sv=  v(z5 - 2r^)-: jit:.' -

(3)

Замечаем, что между формами оа, о ,̂ Sy, I I  существует следующая 
зависимость:

^a^-л)o ( f 3 ) - 2 f ? 3  (а Н - )-) +  (/. —  а) (м л  -  >.Ss) =  0.

Это значит, что из четырех величин а, ?, л при помощи выбора 
вторичных параметров можно фиксировать только три.

Уравнение торсов конгруэнции К и.меет вид:

(4 )

Вторичные параметры можно выбрать так, чтобы имели место сле­
дующие равенства:

Тогда уравнение (4) запишется в виде:

(5)
Следовательно, сеть линейчатых поверхностен ш’ = О становится 
сопряженной в смысле Санниа [1], а случай, когда конгруэнция К 
параболическая, исключается из рассмотрения.

Далее, выбирая а =  v =  о, 1г ^ = т г З = о  (что можно сделать пои 
о .ф  ±\),  совмещаем плоскость 62] с касательной плоскостью по­



верхности S. Так как фокусы конгруэнции К имеют радиус-векторы

=  Я -  (я-f 1) ез,

=  Р  — (а— 1) вз.
(6)

то исключенный случай а =  + 1 геометрически характеризуется сов­
падением поверхности 5  с фокальной поверхностью конгруэнции К- 

Формулы (1) и (2) примут теперь, соответственно, вид:

О)’ =  au)* -j- О)!-,

1)= =  0)1

ш'' = о
(7)

(rfa 4 ao.ij+  2, ш ']— 2[о.^, .о||

[б/а-I-аш;:; -i 0)2 , „ 2 ] _ 2 [ ( о } ,  о)'|

[au)J О)?] L- |u)’ -гяш|, o)i>| = 0.

= 0, 

= 0, (8)

Для того, чтобы закончить построение канонического репера, 
нужно еще зафиксировать форму -f. С этой целью из последнего 
уравнения системы (8), применяя лемму Картана, получаем

<»i' =  (Л аЛз) О)’ 4” (^1 — “>з.

ш» =  ( Л ,  —  а Л ) u)J -(• ( Л — а Л ,) u)_5.

Отсюда обычным путем приходим к соотношению:

= (Л ,  +  Л,)1г1.

Так как уравнение асимптотических линий поверхности 5  есть 

Л2(‘»5)' + 2Л ш’ 0)2 !-Л, ((«^)2 =  0,

то, считая Л, +  Л з ^ О  и выбирая вторичные параметры так, что Л = 0 , 
= 0 ,  мы исключаем из рассмотрения тот случай, когда торсы кон­

груэнции К высекают на поверхности S асимптотические линии. 
Уравнение асимптотических линий примет теперь вид:

(9)

Следовательно, сопряженная сеть линейчатых поверхностен <uj cu^=0 
конгруэнции К высекает на поверхности S  сопряженную сеть линий. 
1акая сопряженная сеть линейчатых поверхностей конгруэнции, ко­
торая высекает на секущей поверхности сопряженную сеть линий, 
существует только одна. Действительно, уравнение любой линейча­
той поверхности, не являющейся координатной и торсом, можно за­
писать в виде: o ) J - f =  о ^  О и tф\ ). Уравнение сопряженной 
с ней в смысле Санниа линейчатой поверхности будет: o)2-l-^u,i=o. 
Если линии toj -f = о и 0)2 -f =  О сопряжены на поверхности S, 
то (1— а2)“ (Л, + Л 2 )= 0 . Это возможно только в случаях о.^=\ и 
Л,-|-Л2 =  0, исключенных из рассмотрения. Будем называть эту сеть 
двоякосопряженной сетью. Таким образом, в построенном канониче-



(П )

ском репере пара М  отнесена к двоякосопряженно11 сети подмного­
образии (')?, о>2 =  0.
Полагая

»>{ =  С2 -j- £̂ 2

0)'f =  G2 -f /V, (I)

,,)i =  .Vj »)j I- G, oq,

(1)2 =  U)1 ,„j(

и подставляя эти соотношения в (8), получаем

da =  {а (С, + Е,) + -  G,  ̂2Е,} ш ’ +

(10>
+  {а (С , £ 2) r A ’, - G ,- 2 £ , } u > i

Деривационные формулы построенного канонического репера 
имеют вид:

dP  =  {(xwl i- !- (o)J ~au)2)^2,

dei =  (Cj o)J >- Eo (»5) 1̂ +  (G, luj + N 1 u)^)e,+

-b (— аЛо i»i -r u'D ^3, 

de, - (N., (oj -f Gi 4il)ei {E\ «>’ -f Ci ю^) e, r

(Л 2 U)J — ЯЛ1 0>i) ^3,

dCi =  U)J ^ 1  +  («;■; e, — \ (C, + £ ,)  «>̂  + (^ , + ̂ 2) “>з! ^3 .

Условиями совместности этой системы являются уравнения: 

(1 - а „ )К Л ,,  .«11 -  ■! - Л ,(3 /:з- Л ^ , 1-ЗС,) -  2а Л^ ( -|- 

+  М  —  G,) +  а= Л , (3£, + С, -  Л д  +  Л 1 (2Л^2 —  G2 -  

- 2 £ 2 )+ 2 а Л ,С 2 - а М 1 0 2 |  [cuj, ш|],

(1 -а2)[Й Ль со?,] = М ,( 3 £ ,- .У 1  +  ЗС2) +  2 а Л ,(- £ 2  +

+ ^2 — G,) -  а- Л1 (3£, г С2 -  A î) -  Лз (2 М -  G, — 

- 2 £ . ) - 2 а Л 2 С ,+ а М 2  0 ,П ‘“1. ‘«§],

1̂ ^С2, ш1]+[^£-2, ш = ] z = { C 2 (- ^ ,  + Л ^2-Q )- ^

+  Е2(2Е\ — Л̂ ]) -j-G] Gj — Л̂1 N 2 —  All [‘“з. ‘“з].

\dG.„ >«1] г  IdNi ш2] =  { G , (yV. -  3 ^ 2) +  М  ( -  Л ', +

-f 2 С2) — аЛ,} [“ з, “ з],

IdN^, шЦ-г [^/Gb 0,2] = ^ G l(3 £ l- Л ^ l)  +

+ Л/2(— 2Ci) !-аЛ1) [со’ , 0)2],



\dE„ o . i |  [ r f C „  « . i l  =  i f ,  { N , - 2 E , )  f  C ,  ( -  N , \-

-Г C,) r yV, yVo — G\ O2 ~r ^ 2} [‘“з> ‘"зЬ

{dGi \-dE2, o > J l - I - ш’ 1 = — Go (З^Г,— I ^j2)

-  N.. + C,) — (3 f  2 — 2N. +  2C,) -  G, (— yV, +  3£', +

+  С , ) - £ , ( - 2 Л ' ,  +  3£, -;-2а)} 0.1].

Система (12), состоящая нз семи независимых квадратичных уравне­
нии, содержит десять неизвестных функций Л,-, С/, Ei, G/, TV,- (/=1 , 2),
входящих под знак дифференциала. Из теоремы Бахвалова [2] сле­
дует, что произвол решения этой системы -- три функции двух аргу­
ментов. Таким образом, имеет место следующая о с н о в н а я  т е ­
о р е м а :

Функции а, Ai, Cl, Ei, G/, N\, удовлетворяющие системе уравне- 
HHiY (10), (12), определяют пару М  вплоть до эквиаффинного преоб­
разования с произволом трех функции двух аргументов.

§ 2. Геометрическая характеристика элементов репера 
и инвариантов пары М

Как отмечено выше, канонический репер пары М  состоит из 
точки Я, поверхности S (начало репера), вектора направленного 
по лучу конгруэнции К, проходящему через точку Р  и векторов 
^ 1, e-i, лежащих в касательной плоскости поверхности S в точке Р.

Йз формул (6) следует, что длина вектора е-̂ равна половине 
расстояния между фокусами, а инвариант а есть взятая со знаком
минус координата центра луча конгруэнции относительно канониче­
ского репера. С помощью деривационных формул устанавливаем, что 
касательной плоскостью линейчатой поверхности Ц  =  0 в центре 
луча является плоскость (е,- Cj) (/ -^1, 2). Таким образом, векторы 

е> направлены по линиям пересечения плоскостей, касающихся 
авоякосопряженных линейчатых поверхностей в центре луча конгру­
энции К с касательной плоскостью поверхности 5  в точке Р.

Чтобы дать геометрическое истолкование нормировке векторов 
е,, и ^2, а также инвариантам пары М , определим в нашем репере 
некоторые геометрические образы, связанные с координатными 
линейчатыми поверхностями. Уравнение соприкасающейся квадрики 
Ли лине11чатой поверхности о>'з =  О конгруэнции К имеет вид:

(G,- + 2Ei — 2Ni) XI -f G,- x l — 2С,- Xi x* — 2x,- л-3 — 2ал,-Ь 2.V*, =  0. (13)

Здесь и во всем дальнейшем изложении индексы /, k принимают 
значения 1, 2, причем 1 ф к . Радиус-вектор центра этой квадрики 
можно записать в виде:

P +  ve, - - I Ck [(5 -г v )Q i-C i\  j , (14)
Gi 1, J

где V — координата произвольной точки луча конгруэнции относи­
тельно построенного репера. Вектор

т, =  г*. +  [(а -f •у) Gi -  С,] ^3, (15)

являющийся направляющим вектором аффинной нормали линейчатой
поверхности «>'з =  U в точке (О, О, v), нормирован так, как обычно



нормируется вектор аффинной нормали |3). Действительно, из ра­
венств

d (Я + г' £>з)^ f  (з -г "I’) — V +  Q )  е̂ \ + dv

+ O idve^

'(Н; —  несущественные коэффициенты) видно, что линейчатая поверх­
ность ш'з =  0  и индикатриса ее аффинных нормалей соответствуют 
параллелизмом касательных плоскостей. Из (14) и (15) следует, что 
вектор е* нормирован так, что он равен проекции вектора аффинной 
нормали линейчатой поверхности '«з =  0 на касательную плоскость 
поверхности S. Отсюда же вытекает и геометрическая характеристика 
инвариантов G, и С,, а именно: —  G,- есть средняя аффинная кривизна 
линейчатой поверхности 4)3 =  0 , а Q  — угловой коэффициент аффин­
ной нормали этой линейчатой поверхности в центре луча относительно 
репера в плоскости \е̂  е^].

Будем называть линию пересечения какой-либо линейчатой .по­
верхности конгруэнции со средней поверхностью линией центров этой 
лине11чатой поверхности. Вектор

+ — Л/,)ез (16).

есть направляющий вектор касательно!! к лин!!и центров линейчатой 
поверхности «)‘з=0, а вектор

ei— X^e-i (\7)

определяет сопряженное с ним направле!!ие на дан!Ю!1 линейчато!'! 
новерхност!!. Отск^да видна геометрическая характеристика 1!нвариан- 
тов A'l и £■(.

Конгруэнцию, описываему!о 1!рямой, проходящей через точку Р  
в направлении вектора е,, назовем конгруэнцией К,. Асимптотическая 
плоскость [3| линенчатон поверхности «>‘3 =  О конгруэ1!ции К, имеет 
уравнение

yV,A-3 =  0 (18)

Эта плоскость пересекает плоскость \е̂  е^} по прямой с уравнением

A ,x , — N ix , =  0 I 

л-, =  0 i
19)

Так как геометрическое значение И1!вариантов /V, известно, то из (19) 
выясняется геометрическое значение инвариантов /1,.

На этом заканчивается геометр!1ческая характеристика всех эле­
ментов репера и инвариантов пары М.

§ 3. Основные классы пар Л1

Пользуясь полученной геометрической характеристикой репера 
и инвариантов, выделим важнейшие классы пар М .

1) Пара М  класса а =  0 характеризуется тем, что поверхность ,S 
является средней поверхностью конгруэнции К  (см. (6)).

2) Пара М  класса Gj - О характеризуется тем, что линейчатая 
поверхность ч»!, =  О конгруэнции К имеет равную нулю среднюю аф­
финную кривизну, т. е. является цилиндроидом.

Т е о р е м а  1. Для того, чтобы пара М  принадлежала классу 
G; =  О, необходимо и достаточно, чтобы асимптотическая плоскость



линейчатой поверхности i»', ^  О конгруэнции К совпадала с асимпто­
тической плоскостью соответствующей линейчатой поверхности кон­
груэнции К,1.

Доказательство. Асимптотической плоскостью линейчатой поверх­
ности 1о'з=0 конгруэнции К является плоскость с уравнением л*^=и. 
С другой стороны, асимптотическая плоскость линейчатой поверхно­
сти ujf, =  О конгруэнции Kk имеет уравнение а.4,-д:,-;-С,Хз 0. При
Oi О и только при G — 0 эти плоскости совпадают.

Т е о р е м а  2. Если пара М  принадлежит классу (7, =  О, то линей­
чатая поверхность и)'з=^0 конгруэнции цилиндроид.

Справедливость теоремы следует из того, что при G; О и ч''з =  0 
обращается в нуль определитель dCj ,̂ d ’e,,).

3) Пара М  класса W,- --0 характеризуется тем, что направление 
вектора сопряжено направлению касательной к линии центров ли­
нейчатой поверхности ш'з - О в центре луча (см. (17)). Из формулы 
(18) следует еще и другое характеристическое свойство этой пары: 
для того, чтобы пара М  принадлежала классу Л ’,-=0, необходимо и 
достаточно, чтобы плоскость, касающаяся линейчатой поверхности
о)‘з -О конгруэнции К  в центре луча, совпадала с асимптотической 
плоскостью соответствующей линейчатой поверхности конгруэнции Ki-

4) Пара М  класса С /=0  характеризуется тем, что аффинная нор- 
.маль линейчатой поверхности ш'з=-0 в центре луча параллельна век­
тору 6k (см. (15)).

5) Пара М  класса Л,- О характеризуется тем, что поверхность 
S  — торс; линия — О является его прямолинейной образующей 
(см. (9)).

Т е о р е м а  3. Если многообразие А/ принадлежит классу Л ,—О, 
то проекция центра квадрики Ли линейчатой поверхности ш'з^-О кон­
груэнции К на касательную плоскость поверхности 9̂ совпадает со 
вторым фокусом конгруэнции Kk-

Действительно, вектор

Р -  \ (20)
AkCji \ '^A^Nk

является радиус-вектором второго фокуса конгруэнции Kk- Проекция 
центра квадрики Ли линейчатой поверхности «>з- О конгруэнции К на

касательную плоскость поверхности 5  имеет радиус-вектор Р ---- 6k

(см. (14)), который совпадает с вектором (20) при 0. Заметим, 
что при Л ;—О инвариант Ak не обращается в нуль, так как Л 1—ЛафО.

Т е о р е м а  4. Если пара тИ, у которой поверхность S не совпа­
дает со средней поверхностью конгруэнции К, принадлежит классу 
A k^O , то прямая, сопряженная на линейчато!! поверхности >̂3- О, 
касательной к линии центров этой линейчато11 поверхности в центре 
луча, пересекает касательную плоскость поверхности S во втором 
фокусе конгруэнции Kk-

Доказательство. Прямая, сопряженная на линейчатой поверхно­
сти u)* =  0 касательной к линии центров этой линейчатой поверхности 
в центре луча, имеет уравнение

.\’kXk ; Хз + а-0 ,

л-(=0.

Точка с координатами л'д. = -- х ,= 0 , О является точкой пере-

сечения рассматриваемой прямол с плоскостью {Ci е-,\- С другой сто­



роны (поскольку а и Ai отличны от нуля), из (2 0 ) видно, что второй 
фокус конгруэнции кк при о имеет такие же координаты.

Т е о р е м а  5. Если пара М  принадлежит классу Л,- О, то линей­
чатая поверхность о>з=0 как в конгруэнции Л",, так и в конгруэнции 
л, вырождается в плоскость \ê е,\.

Справедливость теоремы вытекает из формул;

3

"bQ  €i,—aAi е^),
3

{dP, е„ ={dP, л ,(«.§)-’.

Из этих же формул следует (при афО)

Т е о р е м а ^  6 . Если линейчатая поверхность <«'3 = 0  хотя бы одной 
из конгруэнций K^ или Л",—торс, а поверхность 5  не совпадает со 
средней поверхностью конгруэнции К, то пара М  принадлежит классу 
j4 £* =  О.

6 ) Пара М  класса Л ,= Л , характеризуется тем, что конгруэнция 
Л сопряжена поверхности S, т. е. торсы конгруэнции К высекают на 
поверхности S сопряженную сеть линий. Это следует из формул (9).

Т е о р е м а  7. Если пара М  принадлежит классу то две
прямые, соединяющие точки пересечения касательных к соответст­
вующим линиям о)'з -О на фокальных поверхностях конгруэнции Л с 
касательной плоскостью поверхности S’, и прямая, соединяющая пер­
вые преобразования Лапласа поверхности S по направлениям каса­
тельных к линиям пересечения торсов конгруэнции А 'с поверхностью 
5, пересекаются в одной точке.

Для доказательства достаточно найти уравнения этих трех пря­
мых.

7) Пара М  класса £ , (С,-|-0',-!^,-;У,) £,(C,-i 0.,+Е., -Л'.,) харак­
теризуется тем, что конгруэнция К многообразия Ж есть конгруэн­
ция W.

Действительно, асимптотические линии на фокальных поверхно­
стях (/^,) и (/%) имеют, соответственно, уравнения:

(£ ,- f£ ,) ( .o l)H (C ,+  f/,+£-,-yV , + C, + G ,+  

— уУз)(п1„, 15-f(£ ,.;-£■,) (,„2)^0 

(o,J)H(C,4-G, : Е ,-А \ -С , G ,~  Е, 

п - Л ч ) » ) ’ (..2 Р(/Г, - Е, ) Ы1 У  О,

(21)

' 2 2 )

из которых следует наше утверждение.

8 ) Пара М  класса Ei =  Eo О характеризуется тем, что сеть линии, 
соответствующих сети двоякосопряженных подмногообразий пары Л/, 
на обеих фокальных поверхностях конгруэнции К являются сетью 
асимптотических линий. Это следует из уравнений (2 1 ) и (2 2 ).

0 ^) (^7) вытекает еще один характеристический признак
пары М  класса - £ ‘, = 0 , а именно: разность угловых коэффициен­
тов касательной к линии центров и прямой, сопряженной с ней в 
центре луча, па каждой из двоякосопряженных линейчатых поверхно­
стей конгруэнции К равна средней аффинной кривизне этой линейча­
той поверхности.



Т е о р е м а  8. Если многообразие Ж принадлежит классу f ,  - 
£ 2=0 и поверхность S не является средней поверхностью конгру­

энции К, то прямая, соединяющая центр луча конгруэнции с проек­
цией по направлению вектора е,- на плоскость {е^е^' преобразования 
Лапласа поверхности 5  по направлению касательно11 к линии Ц —О, 
сопряжена касательной к линии центров линейчатой поверхности

0.

Доказательство. Точка Р ‘ ‘

а(1-а=)
~7~о ГГл 7~ о7с---является преобразованием Лапласа точки

Р  по направлению касательной к линии ш' 0. При ZT, О и афО 
прямая, соединяющая центр конгруэнции К с проекцией точки Р' на 
плоскость {езв^}, имеет направляющий вектор который,
с другой стороны, определяет направление, сопряженное направлению 
касательной к линии центров линейчатой поверхности “ J O .

9) Пара Л1 класса C■,-\-Ĝ-\-Ê—N, =  Ĉ -\-(J2-:-E2~^^2=^^ характе­
ризуется тем, что сеть линий, соответствующих сети двоякосопря­
женных подмногообразий пары М на фокальных поверхностях 
конгруэнции К, является сопряженной сетью. Конгруэнция К при 
этом есть конгруэнция W. Справедливость утверждения следует из 
уравнений (21), (22).

10) Пара М  класса 0Vf2£'i--/V, G2+ 2E2 Л’, - О характеризуется
параллельностью касательных плоскостей поверхности .S и средней 
поверхности конгруэнции К в соответствующих точках, так как урав­
нение касательной плоскости к средне!! поверхности конгруэнции К 
имеет вид:

(r /ifL ’f i - A ’i) д-,-, (Г/2 ; 2Ei \’,)л:.-л-з-а - 0.

Т е о р е м а  9. Нели пара М принадлежит классу G t+ 2Ei--\\ ^  
Ci2 \ 2E.> N 2=0 и поверхность не совпадает со средней поверхно­

стью конгруэнции Л', то она принадлежит классу Л, Л,.
Доказательство. Подставим в систему (12) О','-- 2Z;, и Л'.,=

- G2+2£'j . Складывая затем четвертое и пятое уравнения этой систе­
мы и подставляя результат в последнее уравнение, получаем конеч­
ное соотношение а(.4|—Л ,)=0 , откуда и следует справедливость тео­
ремы.

Т е о р е м а  10. Для того, чтобы пара М. принадлежала классу 
О’, j 2/:,— =  2 Z:'2—Л̂ 2= 0 , необходимо и достаточно, чтобы про­
екции касательных к линиям ш'з :г О фокальных поверхностей конгру­
энции К на плоскость {е^ e j  были параллельны.

Для доказательства достаточно найти у|)авнения этих каса- 
те^тьиых.

Т е о р е м а  11. Если пара М  принадлежит классу Gi-f-2£', .'V,=
G.,-\ 2Е-, N.,=0, то прямая, соединяющая точки пересечения каса­

тельных к линиям (1)'з  ̂О на фокальных поверхностях с плоскостью 
1^1 параллельна касательной к этой линии средней поверхности, 
которая соответствует огибающей вектора на поверхности S.

Для доказательства достаточно найти уравнение прямых, о кото­
рых говорится в теореме.

11) Пара М  класса Cj i-£'2 =  C '2+ ^i=0 характеризуется тем, что 
годограф вектора соответствует поверхности S параллелизмом 
касательных плоскостей. Это видно из формул (11).

Т е о р е м а  12. Пара М  класса - Co4-^i=0 принадлежит
классу Лд=Л,.



Для доказательства теоремы достаточно сложить третье уравне­
ние системы (12) с шестым уравнением этой системы и учесть, что 
С] ~1~ Е .>= Cj -г = 0.

Т е о р е м а  13. Для того, чтобы пара М  принадлежала классу 
C^ 'rE i^Q , необходимо и достаточно, чтобы любые две прямые из 
трех: касательная к центральной линии линейчатой поверхности
<!)§ =0 и проекции касательных к линиям о>*—О фокальных поверхно­
стей на плоскость были параллельны.

Для доказательства нужно найти уравнения прямых, о которых 
говорится в теореме.

Пары М  классов 1) —7) сут,ествуют с произволом двух функции 
двух аргументов, а пары М  классов 8) —11)—с произволом одной 
функции двух аргументов.
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РЕПЕРАЖ  ПОД М Н ОГООБРА ЗИ Й  В ТЕОРИИ ПАРЫ, СОСТОЯЩ ЕЙ 

ИЗ КОНГРУЭНЦ ИИ И ПОВЕРХНОСТИ, В ЭК ВИ А Ф ФИ Н Н ОЙ

ГЕОМЕТРИИ

Н. м . О Н И Щ У К

в предыдуще!! статье [4| рассмотрена пара М , состоящая из 
конгруэнции К  и произвольной секущей ее поверхности S, в эквиаф- 
финной геометрии. В этой работе изучается подмногообразие Н  пары Л1, 
состоящее из линейчатой поверхности L конгруэнции К и линии В, 
высекаемой на поверхности S  поверхностью L. При исследовании 
подмногообразия Н  применяется метод репеража подмногообразий 
(см. [1]), т. е. строится полуканонический репер многообразия, кото­
рый может служить каноническим для подмногообразий, на которые 
расслаивается многообразие. Для двумерных многообразий такой по­
луканонический репер получается, если в ходе построения кано.чи- 
ческого репера оставить нефиксированной одну вторичную форму, 
определяющую выбор сети.

§ 1. Полуканонический репер пары М

Если при построении канонического репера пары М (см. [4] §1 )  
оставить произвольной форму то получится полуканонический 
репер этой пары. Векторы полуканонического репера и соответствую­
щие формы Пфаффа обозначим г̂- и z'f (/, k 1, 2, 3). Деривационшле 

формулы примут вид:

1 [{A*

G tv l)z , +  (Efv\ + C f iq )z ,^ r  

+ I(.4| аЛ*)г'' : (Л* аЛГ)х;^)

где
Л Л ' :  - r

Условиями совместности системы (1) являются уравнения:

(1)>



1^/(Л=’̂ -аЛ|), г^'1-r i 0LAi){4/f.

- N h [2 C 'l)- {A *- o iA * )(N ';- 3 E *  - ЗС|) : (7 | И *- аЛ 1 )-  

- ;У Г (Л !- а Л * )И г '’ ,г.?.|,

\ d(Ari-olA*), г-1] | |^/(Л*-аЛП, |- (Л ? - ^ А ^ )(З Е 1 -

- Л '| + З С ;)- (Л * -  аЛГ)(Л^: - 4 £ ^ - 2 а )- Ь .У !(Л : аЛ^^О- 

- t r ^ (Л ‘̂ ^-aЛ!)Пг^i,г-^l,

- 2H :)- ^G \ G * ,- N tm  ЛГ-|-аЛП[^'^.^5Ь

- 2 С ? )  + Л='=- аЛ |М г '^г ’11.

[(/Л̂ 2 , =  ; 2С Г )- 0 ^ (Л ^Г -

- 2ЯП-:-*^:+Л*Иг-1,г';!1,

\c1E\,vl] \ \ dC*,vl\ =\ -E\ {2E:-m)-Cl{N\ - Е * -

-  а  )+iV* т - 0 \  (П -гМ-^А*\[г-1, v?i],

\dO  ̂+ d E ^ , vl] 4- \dG* -\ dE * , z/J 1 =  { G ! (3£| -

-  .V.J -:-C* (Gt (-/Vr-b3£T +CJ )- £? (2 C :i- 3 G r-

- 2 A ’?)-r^t(-2.VM-3£t-r 2СЛ)\ [г-’ , г-,̂ ].

По теореме Бахвалова [2| произвол решения этой системы —четыре
• функции одного аргумента.

Так как торсы конгруэнции К определяются уравнением (г’1)’ —
-  (г̂’?)^=-0, то линейчатые поверхности г>1 сопряжены в смысле
Санниа.

Геометрическая характеристика элементов и инвариантов полу- 
канонического репера получается точно так же, как для канониче­
ского репера. Начало репера помещено в точку Р  поверхности 5. 
Вектор е,, равен вектору канонического репера, т. е. он направлен 
по лучу конгруэнции н по длине равен половине расстояния между 
фокусами. Плоскость |г, ŝ ,[ касательная к поверхности S в точке Р, 
а плоскость {г/г,} касается линейчатой поверхности в центре
луча и является асимптотической плоскостью поверхности •у* =  0 (здесь 
и в дальнейшем i, k=\, 2 и /ф/г). Нормированы векторы s,. аналогично 
векторам е,- канонического репера. Инварианты С*, Е*, G * , N* харак­
теризуются через геометрические образы, присоединенные к линейча­
той поверхности v'̂  О, точно так же, как инварианты С,-, G,-, N i
канонического репера- через геометрические образы, присоединенные 
к линейчатой поверхности «>‘з=-0. Инвариант а имеет то же геометри­
ческое значение, что и в каноническом репере, т. е. равен взятой со 
знаком минус координате центра луча конгруэнции К относительно 
построенного репера.



§ 2. Канонический репер подмногообразия Н

Поскольку в полуканоннческом репере пары М  сеть v\ О не 
фиксирована, то мы можем считать, что произвольное подмногообра­
зие Н  этой пары имеет уравнение 1',:| =0. Тогда, полагая в форму­
лах (1) г'5 = 0 , ■yj - ds и обозначая

^ / v 5 - o = / ’ ^  (-t)'

получаем деривационные формулы канонического репера подмного­
образия Н  в виде;

dP

ds
— Acj-f 6̂ ,,

r/£, ,
—  =«l-fg'e2 Т«ез,
ds

, (5)-
, S  I.; f 5 ,-Ьг,,

ds

ds
где

- ^= > - {c + f)+ n ~ g  4e. (6)*

Геометрическое значение инвариантов л, с, g, п, е, f  видно из соот­
ношении (4). Выясним геометрическую характеристику инвариан­
тов а, Ь.

Будем называть линейчатую поверхность г = Р  - v^i линейчатой 
поверхностью Линия пересечения асимптотической плоскости ли­
нейчатой поверхности L ilL .)  с плоскостью is., с.,̂  ({е; e,!) имеет урав­
нения

ал-,-^Хз=0

л ',=0
или

Ьх^ — пхз=0  

Х2 =  0.

Так как инварианты g  н п охарактеризованы геометрически, то из 
угих уравнений выясняется геометрическое значение инвариантов 
а  и Ь.

Запишем уравнение линейчатой поверхности L в виде 

r(s, (s)



И рассмотрим квадратичную форму

■'j={d-r, г,, r i,)= [2 ( /x + n ~ e - v f )- g

—O' r'vy й"! ds--r2dv ds.

Для линейчатой поверхности эта форма совпадает с основной экви- 
аффинно-инвариантной квадратичной формой поверхности, геометри­
ческое значение которой найдено В. Бляшке (см. [3], стр. 128). Тогда 
геометрическое значение дифференциального инварианта ds можно 
дать формулами:

i''A-o
dŜ -:

если

и

если

2(Lc+n-e)-g(\  ,

2(ХС r-«-^)-^(l+A2)=5tO

i/s------ --------  ,
- 2 /- (л  \A)g

2(1с^ n-e)-g(\^r-)=0.

Здесь и значения формы '1̂, вычисленные, соответственно,
вдоль линии В и вдоль линии, уравнение которой есть г = Р  ; з...

§ 3. Выражение инвариантов подмногообразия Н  через инвариантные 
дифференциальные формы пары Ж

Так как направляющие векторы линий пересечения касательной 
плоскости поверхности S с фокальными плоскостями в полуканони- 
ческом репере суть г,—г, и а в каноническом репере направ­
ляющими векторами этих же линий являются, соответственно, век­
торы е^—е., и е,-; во, то можно записать следующие соотношения;

е ,-е ., =  1г, (г,-г,),

e,+e,:^-k.,{h+4)-

Отсюда, учитывая, что векторы e-j и г., равны и что из условия экви­
аффинности следует /г, Ло=1, имеем:

2k,

е-,—

1-^'?

2k,

1 \ kl 

2k,

(7)

Сравнивая выражения для dP  в формулах (11) работы [4] и (1) дан- 
Hoii работы, получаем:

2k,

1-fe?

2k,

2k,

1 +  fe? 
2k,



При x 'i= 0 , z'l =  ds формулы (8) примут вид:

ds.

ds,

откуда имеем:

(‘"D —

Из формул (7) и (9) получаем:

И) „ in -
S = __1- р : __^  р
■ d s ^ '  ds

i/s cfs

-3 =  ̂ 3-

(9)

(10)

(И)

■Формулы (5) дают возможность получить следующие выражения для 
инвариантов подмногообразия Н:

-(' di.

/? =

ds

d%2

I *3» “ I

ds

/ =

(12)

■/. (2c f/)-} 2 « - ^ —2^ =
d^P

ds-

Из соотношений (11), используя формулы (11) работы [4], находим
dzj

выражения для --  и, подставляя их в (12), получаем искомые вы-
ds

ражения инвариантов подмногообразия И  через инвариантные формы 
канонического репера:

C-ds^ =  С, (u>D'H- (^2+Л^2- G о) (ш-5 )= -f

+ (G .-A ',- £-Jc«^ („,|)2+с, (o.i)3, (13)

g  ds"̂  =  ..l do l̂ -o>i du.l-^G ,(ioiy- { N ,+ E ,^

(14)
-С з) (0.1)^‘« 5 ) . « ’ (»>!)—

«£/52 =  - а Л ,(а . ')  —  (Л,-гЛ,)о>^ (15)



I" )

(21)

- £•,) (ш')^ ...2 ;

/  ̂ /ŝ ' i )̂ ' (G, i С, -  .V .)... i )М «> Г г (Л', с ,

h ds^ ,42(о)’ )^-а(Л,+Л2)«);', со?, : .4, (с..,:;)̂  (18)

ic \f)ds=(C,-\ £',)^.>^г(C ,+£•,)-^, (19)

{ n - ^ ~ 2e)ds (Л ’о Cl. 2£,)...1 + (A',--G, (20)

eds^ /Г,(ш '/'+( Л̂ ,-г a  ;

{ui \b)ds- 1-Л, («),:5)2](l - a-’), (22)

где Q , Ei, Gi, jWi, Л/ инварианты пары М . Из формул (13) (22)
видно, что только g  и п являются инварианта.ми второго порядка
подмногообразия Н , все остальные основные инварианты этого под­
многообразия суть инварианты первого порядка.

§ 4. Основные классы подмногообразий Н

Геометрическая характеристика инвариантов подмногообразия Н  
дает возможность выделить следующие основные классы этих под­
многообразий.

1) Подмногообразие Н  класса g = Q  характеризуется тем, что ли­
нейчатая поверхность L есть цилиндроид.

Из формул (1) легко заметить также следующее свойство этого 
подмногообразия: линейчатая поверхность есть цилиндроид, на­
правляющая плоскость которого совпадает с направляющей плоскостью 
цилиндроида L.

2) ПодмногЪобразие Н  класса с = 0  характеризуется тем, что аф­
финная нормаль линейчатой поверхности L в центре луча параллельна 
вектору е,.

Из формулы (13) следует, что в классе Q = 0  пар М  одно семей­
ство подмногообразий Н  класса с = 0  совпадает с одним семейством 
двоякосопряженных подмногообразий (ш‘з=0).

3) Подмногообразие Н  класса я = 0  характеризуется тем, что на­
правление вектора сопряжено касательной к центральной линии 
на линейчатой поверхности L в центре луча.

Другое свойство подмногообразия этого класса: асимптотическая 
плоскость линейчатой поверхности совпадает с плоскостью, касаю­
щейся поверхности L в центре луча.

Действительно, асимптотическая плоскость линейчатой поверхно­
сти Z.O имеет уравнение Ьх^— пх^= 0, которое при л = 0  совпадает с 
уравнением плоскости

4) Подмногообразие Н  класса ^ =  0 характеризуется тем, что раз­
ность угловых коэффициентов касательной к центральной линии и 
сопряженной ей прямой на линейчатой поверхности L равна средней 
аффинной кривизне этой линейчатой поверхности, взятой со знаком 
минус.

Из формулы (21) следует, что в классе £', =  £'о =  0 пар М  два 
семейства подмногообразий Н  класса е = 0  совпадают с двоякосопря-



женно11 сетью подмногообразий, а в классе C2+ G ,+ f ,-  Л ,̂ =  С, ^  
 ̂ О с сетью подмногообразий, соответствующих асим­

птотическим линиям фокальных поверхностей конгруэнции К.
5) Подмногообразие Н  класса а = 0  характеризуется тем, что 

линейчатая поверхность Z., - торс. Это вытекает из формул (1).
В классе С̂-\ Е., =  С.;,-\-Е^=Ь пар М  подмногообразия Н  класса 

а  О соответствуют асимптотическим линиям поверхности, которая 
является годографом вектор-функции е,. Это следует из формулы 
(15) и из того, что при C i- t^ ,= C 2+ £ i = 0  уравнение асимптотиче­
ских линий на поверхности г имеет вид:

(А,-\ А ,)^.1^о1+ аА ,{^1У=0.

6 ) Подмногообразие Н  класса Ь= 0  характеризуется тем, что ли­
нейчатая поверхность Z,j—торс (см. (1 )).

В классе Ĝ -\-2Ê —N  ̂ -G2-\-2E 2—N i ^0 пар М  линейчатые поверх­
ности подмногообразия Н  класса Ь = 0  высекают на средней поверхно­
сти конгруэнции К асимптотические линии. Справедливость утверж­
дения следует из формулы (18) и из того, что асимптотические 
линии средней поверхности при G ^ ^ 2E^—N^ =  G2^ 2E 2—N 2 — 0 и А^ =  
=Лг имеют уравнение;

Ло(ш1)=- а(Л ,+ Л )и )^

7) Подмногообразие Н  класса / ^ 0  характеризуется тем, что по- 
луразность угловых коэффициентов проекций касательных к линиям 
пересечения линейчатой поверхности L с фокальными поверхностями 
конгруэнции К на плоскость {so £3} равна угловому коэффициенту 
аффинной нормали в центре луча. Для доказательства достаточно 
найти уравнения этих проекций.

Из формул (17), (21) следует, что в классах Е ^=Ео~ 0 и 
-fGj-f-f' ,— £ 3— Л̂ 2 = 0  два семейства подмногообразий Н  
класса / = 0  совпадают с двумя семействами подмногообразий Н  клас­
са е---0, а линейчатые поверхности третьих семейств этих классов 
сопряжены в смысле Санниа. При этом в классе £ , = £ '2 = 0  совпавшие 
семейства подмногообразий Н  классов / ^ 0  и е = Ь  совпадают также 
с двоякосопряженной сетью подмногообразий, а в классе 
-h^ i—Л/) =  Ci-i-O2-f£'2~ '^ 2 = 0  эти совпавшие семейства соответствуют 
асимптотическим линиям фокальных поверхностей конгруэнции К.

8 ) Подмногообразие Н  класса Ха+й=0 характеризуется тем, что 
линия В  на поверхности 5 является асимптотической (см. 22).

9) Подмногообразие Н  класса g'+2e—и ^О  характеризуется па­
раллельностью касательной к линии центров линейчатой поверхности 
L вектору ^2-

10) Подмногообразие Н  класса c- f/ характеризуется тем, что 
проекции касательных к линиям пересечения линейчатой поверхности 
L с фокальными поверхностями конгруэнции И  на плоскость {sj h} 
параллельны касательной к линии центров. Для доказательства доста­
точно найти уравнения этих прямых.

11) Подмногообразие Н  класса п = е  характеризуется тем, что 
средняя аффинная кривизна линейчатой поверхности L равна удвоен­
ному угловому коэффициенту асимптотической касательной этой ли­
нейчатой поверхности в центре луча. Утверждение справедливо, так 
как направляющим вектором асимптотической касательной линейчато:"1

/ а \
поверхности L в центре луча является вектор 5,+  е — /г-|--- £3.

8. Труды ТГУ, т. 100.



12) Подмногообразия, являющиеся экстремалями основной квадра­
тичной формы пары Л]. ____________

Рассмотрим функционал (ш;-;)'-
Полагая

u)l=pdu, u>l=qdv и ii =  u{t), v =  v{t), 

имеем; __________________

s = f V  р Ч ч )-~- {v 'Y- dt .

Уравнение Эйлера, определяющее экстремали этого функционала, 
запишется в виде:

p-q"̂  (du d-v — dv d-и) \ 2p ‘qqu dv dii- — q'^ppu dv du- —

q-'qii dv’' 2ppy q- du dv'^ rP'^Pv p ’qqv du d v ^= 0.

С другой стороны имеем:

«)’ —0)2 dw\ pq{dud-v dv d-u) rpdudv  dq—q dv dudp .

Учитывая, кроме того, что из уравнений .

D i» l =  {2E.,~X.,+ С,) [.о'.  .«31,

=  2i?i-Co) u)2j
следует

(2E.,~N,_ yCi)pq, qu=^(N i-2E i~ C .)pq , 

получаем уравнения искомых экстремалей в виде:

ш), afu)2 — u,̂  i/o)’ [(Л ,̂ С,- 2E.)u)}, {-{Ni—

(23)
Обозначим

(С, 4 (С+£-,).»^

ds

Тогда уравнение (23) примет вид:

-c+f.

п e = c ^ f .

Подмногообразие Н  класса c- f/= 0  характеризуется тем, что его ли­
нейчатые поверхности сопряжены в смысле Санниа линейчатым поверх­
ностям подмногообразия Н  класса c-\-f=0. Для пар М  класса С\-\-Е̂--= 
=^C2+ f i = 0  экстремалями основной квадратичной формы являются 
подмногообразия Н  класса п=е .
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Т РУД Ы  ТО.ПСКОГО 10СУ Д Л РСТ ВГ :И И 0Г0 УНИВЕРСИТЕТА 
именн В. В. КУЙБЫ Ш ЕВА

Том 160 1962

ЭКВИА ФФИ Н Н А Я ТЕОРИЯ ПОВЕРХНОСТНОЙ ПОЛОСЫ

Л. И. М АГА ЗИ Н Н И К ОВ

Пусть дана пространственная кривая и в каждой ее точке — пло­
скость, проходящая через касательную к кривой. Получающийся при 
этом геометрический образ называется поверхностной полосой. Мет­
рическая и проективная теории поверхностной полосы изложены в 
монографиях В. Бляшке [1] и Г, Боля [2]. Предлагаемая работа по­
священа основам эквиаффиннонтеории поверхностной полосы.

\

§ 1. Построение канонического репера полосы

За начало репера примем точку кривой, вектор е, направим по 
касательной к кривой, за плоскость примем плоскость полосы.
Тогда' в деривационных формулах:

dr — О)' <?/,

dei =  o)f е^,

будет;
= ог* =  0. (1)

Кроме того, так как в эквиаффи1пюй геометрии всегда

(е,, б2, ез)=1, то w ;+«):]+(«з=о.

При изменении репера главный параметр f остается неизменным, 
но меняются вторичные параметры, формы Пфаффа, от которых обоз­
начим tJ, rĴ , а дифференцирование по ним —буквой о. Имеем:

гг =  г.‘ ei, 

lei =  ^k,

где -г =  0.
Чтобы обеспечить неподвижность точки на кривой и плоскости 

в этой точке, необходимо, чтобы было; т:> =  ■г-=;:■' =  т:| =  т:!] =  0. 
Следовательно, формы о)', o)-J, — главные. Так как эти формы
зависят от дифференциала одного пара.метра, то между ними должно 
существовать 4 линейные зависимости.
Учитывая (1), запишем их в виде;

(0= =  О,



-1 =  7*“ ,

<.)■’ =Хш'.

Дифференцируя (2) внешним образом, получаем:

' 1=0 ;  (3>

|Л — Х(ш] ) О)!* — U)i|)— ifO)*, U)'] =  0. (5)'

Отсюда для фиксации вторичных форм имеем соотношения;

3-1 =2т^1 

8X =  X(«i -1-::^ -гЦ)-Ь-(т:'.

Возможна следующая фиксация:

Х =  0; Т =  1; 2T:]-:Tf, = 0 ;  = 0 .

Для дальнейшего построения репера используем соотношения (3) и 
(4), из которых получаем;

2<»1 — o)i| =  [11')'.

Дифференцируя внешним образом эти формулы, получаем;

[ r f 3 - 2 3 o ) > 1«Ч=0.  (6>

\d\i —  111»} -| 23itiJ + 3o)J, oj>] =  0. {ТУ

Для вторичных форм имеем:

0!1 =  (1^1-23^1- S r J ,

что позволяет положить 3 =  0, и. =  О за счет обращения в нуль фор.\р 
Tt| и

Соотношения (6) теперь принимают вид:

Ы ,  «>'] =  0;
отсюда:

=  А'шЧ

Поступая как и раньше, получим:

[rfx — u)>] =  0.

Отсюда для фиксации формы имеем:

Ьх==2х ~ 1

М ожно положить д :=  — 1; 7г5 =  0. На этом построение репера закан­
чивается.



О)  ̂ и)  ̂ (У ^
Вводя обозначения: о ' =  rf/", —  =  Л, —- — ■< и — получим

d t  d t  d t

•следующие деривационные формулы:

d r

~ d T ~ ^ '

^  =  ke, +  е-, 
d t

fi р
^  =  - З/г^о (8)
d t

=  v^i — e.i -\ 2ке^.
d t

Прямую R  =  г -\- )~е̂  будем называть аффинной нормалью полосы.

П р и м е ч а н и е :  из предыдущего построения репера видно, что из рассмотре­
ния исключены полосы: 1) плоскости которых совпадают с соприкасающейся пло­
скостью кривой; 2) плоскости которых постоянны; 3) кривые которых плоские;

§ 2. Геометрическая характеристика репера и 
дифференциального инварианта d t

Из деривационных формул непосредственно следует, что
1) плоскость (е,, е^) репера является соприкасающейся плоскостью 

«ривон,
2) вектор е, направлен по характеристике плоскостей полосы. 
Т е о р е м а .  Вектор репера направлен по аффинной нормали

ттроекции кривой полосы на соприкасающуюся плоскость при проекти­
ровании параллельно вектору е .̂

Доказательство. Каноническое представ.1ение кривой относительно 
репера полосы, если принять рассматриваемую точку за начало коор­
динат, а векторы канонического репера за базис, имеет вид:

г (S) =  г' (О 5 +  г” ф  0-' -t- у  г” ' ф  г'V о< + [5|, (9)

«'де  ̂ Используя деривационные формулы, получим:

г̂  =  ег, 

r'^ =  е,;

=  е, +  3ке,; (10)

r iv  == (S k k ' -I- -  k "  +  4/fev -f v' - / )  e , -i- (7 A:’  Ж  +  v) e^.

Пусть r =  x^e^ x^e-y-' Используя (10), из (9) находим:

X, =  о f  —  А8= 4 ~  (k ' -\-k' : - v) г» -f- — Cikk' k' +  v I k'* I 4 b  —
2 6 24 .

S^+15|;



О

X, =  —  а- + —  ko^+—  (7k- + 3k' f  v) ~Ь [5|.
’ 2 2 24

Каноническое представление указанной в теореме проекции кривей, 

есть:

-|-± (/?•-’ +  * ' : v)o^+[4];
2 6

Пучок соприкасающихся конических сечени!! (соприкосновение 

третьего порядка) к этой кривой имеет уравнение;

-̂1 **̂33 -̂3

Общий диаметр пучка направлен по вектору е^.
Известно, что аффинная длина дуги кривой выражается фупкциеп:

I ^  Отсюда ds =  dt. Следовательно,
\ lit ' df^ ' dP 

d t есть аффинная длина дуги кривой, а потому вектор ê  норми­
рован так же, как и вектор £, в репере Винтерпица пространственной 

кривой [3].
Уравнение пучка квадрик, имеющих с кривой соприкосновение 

3 -го порядка, относительно которых плоскость (^2. является поля­
рой точки (1, О, 0) н одновременно параллельна диаметральной пло­
скости сопряженной с хордами направления в;,, имеет вид:

Х\ — 6^1  rV.. - г  « 2! 1- 2 a ' i  а'з -f 6Л ' ,  — 2 .V3 =  0.

Все эти квадрики пересекают плоскость х^ =  0 по кривой:

Л-? -1-2л-,Хз — 2хз =  0.

Центром ее является точка (1, 0 ,-1 ). Этим характеризуется норми­
ровка вектора е .̂ Вектор же е, нормирован так, чтобы было (е,. е ,̂.

е г ) -  1 .
§ 3. Геометрическая характеристика инвариантов полосы. 

Простейшие классы полос

1 Используя деривационные формулы Винтерница пространст­
венной кривой [31 , найдем, что / г е , s., где е,— главная аффин­
ная нормаль кривой. Отсюда следует, что /г есть угловой коэффи­
циент главной аффинной нормали кривой, а натуральное уравнение 
k — 0 характеризует полосы, для которых е  ̂— г,.

2. Лучевая точка полосы, т. е. точка пересечения трех беско-

что инечно близких ее плоскостей, имеет координаты О, , О
\  ■/-

дает геометрическую характеристику х. При -/==0 торс, огибаемый 
плоскостями полосы г* =  г ] '}€■,, превращается в цилиндр-, а при'

и d\n |х|
к —-------- i—  в конус.

2,d t



3. Торс, огибаемый плоскостями (Cj, е,), имеет уравнение:

D  > . /  ’  1R  — г ---- ег-гХ'---- е ,-----е,
X \  у. V

/ 1 \
Отсюда следует, что точка 0 ,0 ,---- есть точка пересечения

V '
характеристики плоскостей (в-, е.̂ ) с осью ез, а при v =  О образующие 
этого торса параллельны е,.

4. Натуральное уравнение 4v^ — х =  О характеризует класс 
полос, аффинные нормали которых образуют цилиндроид, так как это 
уравнение эквивалентно условию (е^, е\, е’\)—0.

5. Натуральное уравнение 3 ^ ' — 7й-— v =  О определяет полосу, 
кривая которой принадлежит аффинно-инвариантному классу линий 
/г.^0, где й,— первая аффинная кривизна кривой. В самом деле, вы­
числяя ^ 1, получим:

k , =  —  (г'^, =  — (7k^ +
4 4

§ 4. Полосы, образованные касательными плоскостями 
вдоль линии на поверхности

Линию на поверхности вместе с касательными плоскостями вдоль 
нее можно рассматривать как поверхностную полосу. В метрическоГ! 
геометрии реперы линии на поверхности и полосы полностью совпа­
дают (|1| и [4|). Выяснить, в каком отношении находятся эти образы 
в эквиаффинной геометрии —задача этого параграфа.

Деривационные формулы линии на поверхности имеют вид [3|:

d fi с/е, о .

I t  “ *'■ d t “  d t ~  ” =■

dt
— !̂ гl +  "22-

Направления векторов с, и г., совпадают с направлением векторов 
е> и ^2 канонического репера полосы. Вектор направлен по аффин­
ной нормали поверхности. Пля сокращения вычислений перейдем к 
другому реперу, введя вектор N  по формуле jV =  ^ 3 -t-?^2. Получим 
следующие деривационные формулы;

dR  i/s, , c/$2
— = S ., — i-=ae, - N, — =• =  уг. — as,,
dt d t ' ' d t ' '

(11)

- — (!■̂ T  ?'V) -f + i'')e2-
dt

Используя последние формулы и геометрический смысл вектора 
найдем, что

з̂|| Y  +

Только в случае а —О, ,3 =  0, т. е. на поверхностях, у которых линии 
Дарбу являются линиями класса !̂ =  О, векторы и £3 параллельны.



Но такое требование накладывает ограничение на произвол сущест­
вования поверхности. Из условия вполне интегрируемости уравнений, 
определяющих поверхность в случае отнесения ее к сопояженной 
сети [3], находим, что произвол существования таких поверхностей 
равен четырем функциям одного аргумента.

Из сравнения деривационных формул (8) и (11) вытекают сле­
дующие утверждения;

1. Полосы линий а : О суть полосы класса k — 0.
2. Полосы линий 7 =  0 суть полосы класса =  0.
Легко доказать, что:

, c/ininl
1) линии а = -1-!— несут полосы класса к =  —  '

cit Ш  '

2) полосы линий а '+ 2а^ I-а + 3('). +  Py) =  0 суть полосы класса v=0.

§ 5. Некоторые классы полос, характеризуемые при помощи 
присоединенной полосы

Поставим такую задачу: „Найти поверхностную полосу, для кото­
рой можно построить присоединенную полосу так, чтобы векторы ее 
репера для соответствующих точек имели направления, неизменно 
связанные с репером данной полосы*.

Условия задачи можно записать так:

г* =  г ег,
(12)

ef =  Kiiifek, / = 1 , 2 , 3 ,  

где г*, е* —  векторы репера присоединенной полосы,

c‘ =  c<(t), ( jf- cons t, и А, --=" 1. (13)

Деривационные формулы реперов обеих полос запишем в виде;

dr dr*

dt dt*

dt ' dt^ ^

Дифференцируя no t соотношения (12) и используя деривационные 
формулы, получим

ЗА, (Jj =  1 i ; (14)

зХ, а] =  ~  3c-k f  г ’  -Ь ; ( 15)

; (16)

^  Д- af /, т  =  о. 3, (17)



dt*
где 3 = -- . Из (17) умножением на алгебраические дополнения

dt
.4* элементов а* определителя !̂  — det\\a’l\\ и суммированием полу­

чим 9 соотношений:

(18)
d t

л , 0 ? = 0  (19)

=  (20)

^ 4 - / .2  6’? =  -3a/..,/fe* (21)
dt

X .G :]= 0  (2 2)

/.,G ' =  3V * (23)

/., G\ =  зл,у.* (24)

О 5 =  зл. (25)

с/а,

d t
=  2з>,зй*, (26)

где G” Лу. Из определения величин (/" следует, что О Ц

-)-С/5=0. Легко видеть, что (26) есть следствие (18) и (21). Из 
уравнений (14) —(16) можно найти функции c4 t). Уравнения (13), (18). 
(20', (21), (23) — (25) служат для определения неизвестных функций 
>1, '̂2. '■}, о. '>*■ Оставшиеся соотношения (19) и (22) дадут на­
туральные уравнения полос, для которых поставленная задача имеет 
решение:

(а ! A'i — 3(J? .Ц  ^ 2и\ A l) k  - Л?х +  -4?v л .  Л1 Ч = 0 :

(27)

( я '  Л ?  - З ы 1  А 1  I 2ы1 A l ) k  i- ( i l  .4?-/. -  a l  +  A j  +  a ]  А ^  = 0 .

1. В случае, когда эти уравнения зависимы, т. е. коэффициенты 
при инвариантах пропорциональны, будем иметь одно уравнение вида;

A k Ви г C'i D  =  где .4, В, С, D  постоянные.

2. Если все с ' =  const =?t О, то задача решений не имеет, так как 
в этом случае на 3 инварианта полосы возникает 5 соотношений. 
Если в (14)—(16) положить все с ‘ =  0, то в этом случае дополнитель­
ных ограничений на инварианты полосы не возникает, и решение су­
ществует для полос (27), но теперь (2j =  a j = 0 .  и уравнения (27) 
принимают вид;

/г — const, /.:v =  const.

3. Для полос класса k ^ 0  существует присоединенная полоса,
такая что: еЩе-,, езЦе^.

4. Натуральные уравнения v =  const, y-:k — const характеризуют 
полосу, для которой имеется такая присоединенная полоса, что
et \\е-л, е*, \\е.,, \\вз.



5. Для полос, определяемых соотношениями х О и /? =  const, 
существует такая присоединенная полоса, что е* \\е-,, elWei, вз Ц^з.
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ТРУДЫ т ом ск о г о  ГОСУДЛ1>(ЛИКтЮГО университета 

имени в. в. К УЙ БЫ Ш ЕВА  ____

РЕПЕРАЖ  ТОЧЕ ЧН Ы Х ПОДМ НОГООБРАЗИЙ В ТРЕХМЕРНОМ 

К ОНФОРМ НОМ  ПРОСТРАНСТВЕ

В. с. М АЛАХОВСК ИЙ

(1.1)

В работе построены и геометрически характеризованы канони­
ческие асимптотические реперы поверхности и канонические реперы 
линий на поверхности в трехмерном конформном пространстве. По­
лучены натуральные уравнения некоторых классов линий на поверх­

ности.
§ 1. Асимптотические реперы второго порядка

Присоединим к текччцеп точке n o s e p x i i o c T H  (5) репер R  Кар­
тина [1], состоящий из трех единичных взаимно-ортогональных сфер 
5,, S.,, S3 и двух принадлежащих им точек .4,,, .4(, одно11 из которых 
является текущая точка поверхности. Верпишы .4,,, Л 4 репера R  нор­
мированы так, что их скалярное произведение равно единице. И с­

пользуя деривационные формулы

i/,4o=‘"o^o+"''^VT d A r

‘»)'Л„ - f " {i, 7 = 1, 2, 3), 

дифференцируем соотношения;

(^0, ^o )= 0 . (Л , .4 J- 1

(.S',, A ,) 0, (5,, A J  0, (5,,

где через (P, Q\ обозначено скалярное произведение сфер Р  п Q 

([2j, стр. 40). Имеем:

u )/t u ) j.= 0 , 0 . ? = — ш', (1 .3 )*

Если точка А^ неподвижна, то

(|)>=;гО, К)2 =  0, <0^=0, (1 .4 )

и наоборот, если удовлетворены уравнения (1.4), то точка непод­
вижна. Следовательно, формы Пфаффа ш' главные, приче.м одна из 
них линейно выражается через две другие. Представим эту зависи­

мость в виде

( 1.2 )



Дифференцируя (1.5) виетним образом, получаем:

[Ла,шЧ —О, (1.6)
где

А а , =  - ] )(»■'— ЯоК)f - >

^a.,=da., \-(а\ I)»);] t i

' Присваивая дифференцированию по вторичным параметрам символ о 
и обозначая для этого дифференцирования значения форм ш/ через 

получаем из (1.6) систему:

о«, =  — f a j -  1 «2-j—

=  ■ 1 )г-;;—

■ Фиксацию вторичных параметров осуществляем так:

^г,=0; <г, =  0; -^=0; -;!=0. (1.7)

Уравнения (1.5), (1 .Ъ) принимают, соответственно, вид:

( 1.8)

-0. (1.9)

Учитывая в деривационных формулах (1.1) уравнение (1.8), убежда­
емся, что в построенном репере первого порядка сфера 5., является 
касательной сферой к поверхности (.S'), а сферы S,,So касаются линий 
<()' О, «)’ = 0 , образующих на поверхности (S) ортогональную сеть. 

Разрешая уравнение (1.9) по лемме Картана, имеем;

(I)? - —а ,2»)% =  (1-Ю)

Мовое дифференцирование дает:

0. [ Л г г , |  (1.11)
где

А(/,, =  — 2(2i^u)J b “>3t

Аа,., Л/,,-1а,2<'>М-(ац-(Г.г)<'>?, (1.12)

Ао.^,=г/а^2-гао;,ш;]2aiu>u)Л-шЦ.

• Отсюда для дальнейшей фиксации репера имеем систему: 

о а п = — rtn'i; -̂2я12ти? -'з',

'̂ ‘̂ 1J ^ц~(р■ ;"(<̂ J.J 1 ) " f , (1.13)

35 =  а —2(1, ,1̂  f ” |{.

Наиболее целесообразно осуществить фиксацию одним из двух спо­
собов:

1) а . ,- 0 ,  а , ,  =  - 1 , ẑ ' =  0, тг1! =  0, (1.14)

2) =  а „  =  0, <1, ,  -О, - Н О , -С 0. (1.15)

При этом исключается случаи, когда поверхность (5) является сфе­
рой.



IlepBbiii способ фиксации приводит к каноническому реперу, по­
строенному Р. М. Гейдельманом на линиях кривизны [3]. Рассмотрим 
второй способ фиксации. Уравнения (1.10), (1 .П ) принимают, соот­

ветственно, вид:
(i)i| =  u)’, (1.16)

[«)» — 2ш?; («Ч : I , j

1«>;;о)Ч I [(|."+2ш?; o.^j=o J

Построенный репер второго порядка характеризуется тем, что 
сферы 5 i, S j касаются конформно-асимптотических линий поверхнос­
ти, а сфера S3 является центральной сферой Сз пучка касательных 
сфер (|2|, стр. 59). Действительно, уравнение конформно-асимптоти­
ческих линий относительно произвольного репера первого порядка 
имеет вид:

а„(»П )’ -г2 а,,(..'о.’ -! aj,(<«^)“= 0 , (1.18)

а центральная касательная сфера С, определяется по формуле:

Q=(^11+^^35Mo + '̂ 3 (1.19)

(|2], стр. 59). Учитывая (1.15), получаем:

2 «.Ч.)̂  =  0 , Сз =  5з,

откуда вытекает, что сфера 5 ,(5 2 ) касается конформно-асимптотичес­
кой линии 10* —0 (u)'* =  0 ) и что S3— центральная сфера пучка касатель­
ных сфер.

§ 2. Канонические асимптотические реперы поверхности

Разрешая уравнения (1.17) по лемме Картана, получаем:

(0« — 2 о); b-2U>\ и)'з’ ---2 ш’ C,(u'+£';,io’ . (9.1)

Дифференцируя (2.1) внешним образом, получаем:

[ЛЙ,о)>] i [Жс«^1= 0 , I |Лс,о.“] = 0 ,

[Дс2<«’ 1=0,
где

Д 1 =  , -Ь 26, (О«-  Зй.,ш J—З о ) -  2ш %

(2 .2)

\ b,=db,+ 2b,mO^ (Ь^-2с,)оГ-+т1 (2.3)

Ac2 =  ̂ 2-f2c,o)[l+3c,(«J-3(..«-2m'.
Отсюда

o6, =  -2& .r«+3u«, ob2= ~ 2b,■я^^--l I
(2.4)

Фиксацию вторичных параметров можно осуществить тремя спо­
собами:

J )  6 ,= 0 , с ,= 0 , -«=0 , (2.5)

2) Ь , ^ с , = 0, Ь ,+ с ,= 0, т:<' =  0, -!.*=0, (2.6)

3) Ь ,- с ,= 0 ,  Ь - с ,  =  0, -» =  0, -“= 0 . (2.7)



В зависимости от саособа фиксации получаем три асимптотических 
канонических репера поверхности: /?,, R. ,̂ R^.
В репере /?,

<  0, (2.8)

откуда следует, что точка является o6niefi точкой производных
сфер [3] всех линий на поверхности (5) в точке Л„. В репере R^ точ­
ка Af совпадает со второй точкой касания центральной сферы 5. с 
огибающей ее поверхностью.

Действительно, из уравнений (2.1), (2.6) находим:

‘«3=0. (2.9)
Имеем;

(S,, Л ,)-0 , (^5з,Л.) =о)'’ =  0,

откуда следует, что (.4J огибает двумерное многообразие сфер 5з_ 
В репере R^ сферы 5,, S.̂  имеют соприкосновение второго поряд­

ка, соответственно, с конформно-асимптотическими линиями «>' -^0, 
ш’ = 0 . Действительно, из уравнений (2.1), (2.7) следует, что

>•*? 0. (2.10)
K J р р м  *

а'М I, =  (... )Л (, -г (dw' - - (I) II (U ’—(.)’ U) 2 )Si -r- 

-:-(^и.^-:-(..||с«'--о,>.,?)5,-г(...)5з i

где круглые скобки означают не интересующие нас выражения.
Из сравнений

(5„Л„)Е0, (5„^Л„)е 0, (5„fl?M,)E0(modco’);

(5„Л о)=0 . (5„^/Л„)=0, (5„rfMo)EO(mocU-.0

следует, что S ,, S, имеют соприкосновение второго порядка с соот­
ветствующими конфор.мно-асп.мптотическими линиями.

§ 3. Канонические реперы линии на поверхности

Для изучения линий на поверхности (5) конформного пространст­
ва целесообразно применить метод репеража подмногообразий, раз­
работанный Р. Н. Щербаковым [4]. Сущность этого метода состоит в 
том, что при построении репера один вторичный параметр не фикси­
руется. Это позволяет с каждой линией Г на поверхности связать 
свой канонический репер и линию Г характеризовать ее натуральны­
ми уравнениями относительно этого репера.

Репер линии Г на поверхности (5) состоит из пары точек Мц 
и трех проходящих через них единичных взаимно-ортогональных сфер 

3̂, причем УИо есть рассматриваемая точка линии Г. В репере 
первого порядка Зд—касательная сфера поверхности (S), а Oj, о ,— ор ­
тогональны поверхности. Обозначая коэффициенты деривационных ф ор­
мул конструируемого репера через d ’ (р, д=0, 1, 2, 3, 4), имеем:

0. (3.1)

При построении репера второго порядка приходим к системе (1.16); 
только теперь фиксацию осуществляем неполную, оставляя форму 
свободной. Именно:

=0. =  1̂1 =  0, - ''-О. (3.2)



Полагая .
« , ,= а ,  а , ,  =  Ь, (3.3)

имеем
v'  ̂=  av'+bv\ bv^—av^, (3.4)

причем
b-\ . (3.5)

Как и в случае асимптотического репера второго порядка, сфера 
становится при такой фиксации центральной сферой пучка касатель­
ных сфер а точки и Ж , пронормированы таким образом, что от­
носительный инвариант ([2], стр. 57) равен /. В репере второго по­
рядка сети линий кривизны и конформно-асимптотических линий за­
даются, соответственно, уравнениями:

b[ivУ-{v^У] ] 2av 'v^=0 , (3.6)

a[(v^y-(vy]n-2bv'V^ =  0, (3.7)

т. е. принадлежат пучку, который определяется координатной сетью 
и ее биссекториальной сетью.

В силу (1.11), (1.12), (3.2), (3.3) для построения репера третьего 
порядка имеем систему:

(1а ra'v^— 2bv^ ~\ v'  ̂=  (iiv^ \ a^v\ 

db rbv'i i 2av1 — a.^v^ + a^v\ (3.8)

— d a —av^i +  2bvl~\-v?J =  a^v^ +  a,v\

Дифференцируя (3.8) внешним образом и разрешая полученные 
квадратичные уравнения по лемме Картана, убеждаемся, что наибо­
лее целесообразны две фиксации:

1) ^  а ( а ,- Г , )  . Ь а ,= 0 , + К  =  0, :т';=0, т:?=0, (3.9)

2) а ,+ '^ .= 0 , (3.10)

приводящие к двум реперам и R ,. В репере /?,

(3.11)

следовательно, /W4 является общей точкой всех производных сфер, 
проходящих через М^.

В репере точка совпадает с точкой касания центральной 
сферы Од со второй полостью огибающей поверхности, так как из 
(3.9), (3.8) следует, что

г / ^ 0  (3.12)

Построенные реперы /?,, имеют три общих элемента с соот­
ветствующими каноническими асимптотическими реперами поверхно­
сти /?1, R-i. две общие точки и общую центральную касательную сф е­
ру. Для получения канонического репера линии Г на поверхности 

достаточно расположить сферы oj р е пе р а ( / ? з )  так, чтобы задан­
ная линия Г стала координатной, т. е. определялась уравнением:



1) Д е р и в а ц и о н н ы е  ф о р м у л ы  р е п е р а / ? ,  линии  Г. 
Дифференцируя внешним образом (3.11) и разрешая полученное 

квадратичное уравнение по лемме Картана, получаем:

Положим
(3.13)

Уравнения (3.8), (3.9) приводятся к виду:

I'li О, v^=pv' -\-gv-, 

da =  b\{2h l-bp—ag)v'' т(2к- ap—bq)v-].
Обозначим;

v  ̂=  ds, (a)t,.-o  ̂ a, (ft)t,^-o=,3, (с)г,>=о=Т, 

{e)v‘‘ -o=^, (Л)„>«о=--е, (/c)t,>_o=Ti. 

Деривационные формулы репера R^ линии Г принимают вид;

г_-а„ -р =7Ж о + £02 +  азз— Жд, ^  =ЛУИо-£з, + pSg.
ds ds ds

doq . * „ dA4̂  . I Q2 1
=  Т | У И о - а з 1— ^  = - 7 0 , — Ла. . — T| a, ,  a -  ; - P = l .

(3.14)

(3.15)

(3.16)

ds ds

2) Д е р и в а ц и о н н ы е  ф о р м у л ы  р е п е р а  Я , линии Г.
Дифференцируя внешним образом (3.12) и разрешая полученное 

квадратичное уравнение по лем.ме Картана, имеем:

v 4=cv'-\-fv\ t'j' =  ег’‘ +

Положим

с~ (3.17)

(3.18)p =  aâ -\-b(i2, q аа.^— f»a,, v] =  hv'^-'rKv'‘ .

Уравнения (3.8), (3.10) приводятся к виду:

г>"=/7г''4-^г'’ , г»“ =  0, da = b{{2h—g]v' -{2k p)v^}. (3.19)

Вводя обозначения (3.15), получаем деривационные формулы ре­

пера /?2 ЛИНИЙ 1':

= ^ ^ о + ° ь - 4 ^  =  Ж4, =Л/Ио-ез,+рзз,
ds ds ds

d°z о

(3.20)

ds * •

§ 4. Геометрическая характеристика инвариантов линии Г

Пучок сфер S, имеющих в точке Мд касание второго порядка с 
линией Г, определяется условиями:

(5,Ж о)=0, [ s , ^  ')= 0 ,
\ ds I \ ds  ̂ }



Используя (3.16), (3.20), получаем для обоих реперов/?i, /^2 общую 
формулу:

5  /»(з, f-syWo)-}-(;r(o5 i-K/V/o). (4.2)

При /7=0; ^=1  имеем касательную соприкасающуюся сферу S(, при 
/) =  ]; </--:0 —нормальную соприкасающуюся сферу S„; при

^  (в р еп е ре^ ,)

+  = (в р еп ере^ ,)

получим „трисоприкасающуюся“ сферу; наконец, при

P ^ - J s --- f  +  (ь репере R ,)

(врепере^^г)

получим главную соприкасающуюся сферу линии Г (см. 131)
Имеем:

а= (5„ .И ,), г= (3„.М ,1  (4.3)

т. е. инварианты а и £ линии Г суть .проекции на точку“*) А/^, соот­
ветственно, касательной соприкасающейся сферы Sf и нормальной со ­
прикасающейся сферы S„.

Для характеристики инварианта вычислим эйлерову конформ­
ную кривизну линии Г в точке Мд. По определению (см. [3]) эйлеро­
вой кривизной линии v~=mv'^ в точке называется число

Л

;2
где

(4.4)

y,=(^'S+'^’S)t-»-o('y’)=+(x^!|-i)Sb^-o -(^')^ Л=('У')= +  ('У=)“. (4.5)

Учитывая (3.14), (3.19), убеждаемся, что в обоих реперах эйлеро­
ва конформная кривизна линии Г в точке Мо равна ее инварианту -п 
в этой точке, т. е.

^= A V  (4.6)

О^значим  через ?ь Тз. ?з У''-'1ы, образованные производной сферой 

кривой (Mi), соответственно, со сферами а,, а,, з .̂ Из формул

(3.16) заключаем, что инварианты у, Д, т) линии Г в репере про­
порциональны косинуса.м углов ®,, ср,, ср^, т. е.

у  Л  7)
-------- -- (4.7)

costpi cos'fa cos»3 

Пусть cos'f37=0. Тогда из (4.6), (4.7) находим:

(4.8)
C0S?3 COSS3

*) Этот термин введен Р. М. Гейдельманом в [3].

9. Труды ТГУ, Т..1Ш,



В репере R-, имеем:
Т _  ^ _ (4.9)

CO S'fi C0S'f2

§ 5. Натуральные уравнения простейших классов линий

Каждому конформно-инвариантному классу линий на поверхности (S) 
соответствует натуральное уравнеме,_выраженное через инвари' н , [,

А, S, TJ канонического репера (/^2) и, наоборот, всякое 
ное уравнение определяет некоторый конформно-инвариантныи класс 

линий Нуль-линии инвариантов репера
обоазом- линии а= 0  суть конформно-асимптотические линии, линии 
з1о-линиГкривизны; линии ?='Ь-линии, для которых производная

(-фера -^^ортогональна сфере Sj; линии Д =0—линии, для которых 

ds

производная сфера ортогональна сфере а,, линии £=0-конформ-

по-геодезические линии [3]; линии т1= 0 -линии нулевой эйлеровой

Натуральные уравнения некоторых других классов линий в репе­

ре выражаются следующим образом;
1) линии, касательная конформная кривизна [3] которых сов

ет с эйлеровой конформной кривизной; а =  const. ^
2) линии, у которых трисоприкасающаяся сфера совпадает р

мальнои соприкасающейся сферой; — -|-Д—а^=0.

3) линии, у которых трисоприкасающаяся сфера совпадает с к а­

сательной соприкасающейся сферой; ^ +
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ТРУДЫ томского ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 
имени В. В. КУЙБЫШЕВА

Том 160 1962

О Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л Ь Н О Й  ГЕОМЕТРИИ ЛИНЕЙЧАТЫХ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ ПРОСТРАНСТВА ЛОБАЧЕВСКОГО

В. И. М АШ АНОВ

Дифференциальная геометрия линейчатых поверхностей про­
странства Лобачевского исследовалась разными методами в работах 
А. И. Нахимовской и Д. Зартайско!! [3], Б. С. Вакарчука [4], Гёнен- 
ча [о], Б. У. Британа [9]. В данной работе методом внешних форм 
Картана строится канонический репер линейчатой поверхности, рас­
сматриваемой как однопараметрическое многообразие прямых, дается 
геометрическая характеристика инвариантов поверхности п выделя­
ются основные классы поверхностей.

§ 1. Репер нулевого порядка линейчатой поверхности

Прямую {X U } в пространстве Лобачевского будем задавать ана­
литическими точками и  и X , соответствующими ортогональной ей 
плоскости и  и точке X  их пересечения. Точки и плоскости будем 
задавать вейерштрассовыми координатами (см. [б), § 1 , § 3 ) .  Если 
положим U — U(t) и X  =  X ( t ) ,  где /̂ — некоторый параметр, то по­
лучим, очевидно, одиопараметрическое множество прямых {Л (t), 

U{t)}, т. е. линейчатую поверхность.
Деривационные формулы произвольного подвижного репера про­

странства Лобачевского имеют вид:

dAj =  ^^)A,, (1)

где (о‘ =  О, (1)“ =  0)0, =  — О)* (здесь и ниже / ,у ... =  0, 1, 2, 3,

а а, : 1, 2, 3). Условия полной интегрируемости системы (1) име­

ют вид (см. [1], [2] ):

=  [ш̂., 0)*]. (2)

Пусть ось {ЛоЛ,} репера {Aj} совпадает с лучом { U ( t ) ,X ( t )  } 
данной линейчатой поверхности. Тогда, обозначив dA ji dt-^o— Aj, 
<•>* I = 'у, получим; S Ло =  I'o Л ,, оЛ 1 =^"йЛо, "о ~ " I  = ’'i =

Отсюда видим, что формы и>1, <«05 “>1. ~ главные, т. е.

аи>г, =  о>-*=-гшг. (3)

Внешнее дифференцирование этих соотношений дает систему;



1̂ /̂  +  (аЗ- -7 ).оМ-Га  ̂ 1)..5, cuiil о,
= 0 ,  (4)

{d 7 - f- (Т ? -  а) »'(', +  (а Т ■ 1- ^  "> ?. I =  0.

Отсюда обычным приемом получаем:

8 ? =  (1 (5>

г-; =  (а- 7 Ь ):г ' - ( ^ 1  a; )z5.

Уравнение касательной плоскости в точке А '=  ЛосЬ г - i - s h /■ луча 
{Лд, Л|} линейчатой поверхности находится как уравнение плоскости, 
проходящей через аналитические точки А„, Ль dX . в виде:

(u)3 -f th г) л:“— (ш5 +  (uf th г) =  0. (б>;

Плоскости, являющиеся предельными положениями касательной 
плоскости при г —> ± 0 0 , назовем а с и м п т о т и ч е с к и м и  п л о с к о ­
с тя ми ,  а половину угла между ними — а с и м о т от и ч е с к и м у г- 
лом  Qi луча. Уравнения асимптотических плоскостей в репере ну­
левого порядка имеют вид:

(ujJ -f- £ (1)3) ((«2 -1- г ,„2) л-'i =  О, (7)

где £ =  ± 1. Подсчитывая угол между этими плоскостями, получаем 

th2ai = 2 -------— ^

(8)
^ 2 _______ det| Лп, Л ь  dAp, dAx \

{d A ^Y - {d A x f- 2 { A „ d A ,f

Г о р л о в о и  т о ч к о й луча линейчатой поверхности называется 
предельное положение основания общего перпендикуляра двух смеж­
ных лучей при стремлении соседнего луча к совпадению с данным. 
Ее положение на луче определяется ориентированным расстоянием 
г от точки Ло, вычисляемым, в силу соотношения (23) из [6], по 
формуле:

th 2 г -  Иш Л , (^ + А О ) -К Л , (Г). Ло (  ̂+ А __

А̂ -̂ о(Л, (О, Л1(г? -f Д t)) V (Aoit), A ,(t-{-^ t))

^  о {dA^,dAx) ^  ^ + 0̂oЦ>1_________^

(й?Ло)^-Ь(й^л.)- “ К )^  + Ю -  +  (со2)2 +  (.о̂ ;)2

? +  ат
т-

1

Плоскость, секущая ортогонально луч поверхности в горловой 
точке, назовем горловой нормальной плоскостью луча.

Т е о р е м а  1. Точка Л , луча (Л,Л]) является горловой точкой 
тогда и только тогда, когда

(^Л „а 'Л ,)  =  0 .  (10)^



Т е О р е м а 2. При

{ciÂ y- {dA,y =  0 (Ц)

поверхность есть цилиндр с параллельными образующими, сходяпш- 
мися в несобственнон точке, соответствующей аналитической точке

-г tAx, где г =  ± 1.

Доказательство. Пусть аналитической точке М  — А ^ соот­
ветствует несобственная точка луча {Лц, Л)} (см. [6|, опр. 5). Анали­
тическая точка Л/ =  Лo + й^Лo+e(Лl + ^/Л,) будет определять несоб­
ственную точку луча (Л„-!-^Ло. Л , ^ / Л , ) ,  если N ‘̂ — (dAo)'^-{- 
-\-2г {dA^,dAi) + {dAx)'^ = Так как в силу условий — Л 2= Л? =  1, 
(Ло, Л О ^  О имеем {M ,N) =  0, то смежные лучи поверхности при 
условии (И ) параллельны (см. [6], (31)).

С л е д с т в и е .  Горловая точка луча цилиндра с параллельными об­
разующими совпадает с несобственной точкой пересечения образующих.

Действительно, при условии (11) из (9) следует, что t h 2 r  — е, 
следовательно, г г = + о о . '

Предельное положение плоскости, проходящей через луч {Лд, А\) 
ортогонально плоскостям =  Л^ sh г -f А\ ch г и U  dU, назовем 
С - п л о с к о с т ь ю  в точке К =  Л„ ch г | Л] sh г данного луча. Урав­
нение С-плоскости можно искать в виде clet J Л', Л,,, Ль =  О (см. [61, 
теорема 6), что дает

(w2th/- + (03)л-2 — (o)2thr-j-(o2)A-3 =  0. (12)

Подсчитывая угол » между касательной плоскостью и С-плоско­
стью в точке ^  =  Ло ch г Л 1 sh г луча {Л„, Л|}, получаем

tlet I Лр, Ль t/Лг,, dAx 1(1 -  th^r)

\{dA,)  ̂ -t- {dAxY]\\ir+{dA„ ^/Л,)(1 -f thV ) ■  ̂ ^

Т е о р е м а  3. Предельные положения С-нлоскости при г—-►ioo 
совпадают с асимптотическими плоскостями луча.

Доказательство немедленно следует из того факта, что lim te'-P =  О 
в силу (13).

1 е о р е м а  4. Касательная плоскость и С-плоскость ортогональ­
ны только в горловой точке луча.

Для доказательства достаточно приравнять [{улю знаменатель 
соотнощения (13) и найти th2r.

Поверхности с неизменной касательной плоскостью вдоль луча 
называются т о р с а м и  (или развертывающимися поверхностями, 
см. [3], [4]).

Т е о р е м а  5. Для того, чтобы поверхность была торсом, необ­
ходимо и достаточно, чтобы в репере нулевого порядка выполнялось 
соотнощение

«)2 ; (1)2 =  0,3 . „̂3 ^  1, (̂ )_ (14)

При I |А (^) 1 <  1 существует огибающая Л" Л^ ch г -f Л 1 sh г, th г =
— A t) лучей поверхности. При [х(0 =  г =  ± 1 поверхность есть 
цилиндр с параллельными образующими. При 1 !а (0 !> 1  горловая 
нормальная плоскость ^7 =  Л„ sh r-f-Л 1 ch г, th г =  —  1 : |х (/̂ ) является 
базисной плоскостью (см. [7], стр. 415) данного луча {Л0 Л 1} и со ­
седнего луча { Л о dA^, A^-\-dAx) поверхности (ср. [4J).

Доказательство. Соотношение (14) непосредственно получается 
из требования независимости положения плоскости, определенной 
уравнением (6), от параметра г. Далее, ищем на поверхности X {r,t) =



=  ^„chr- ;- .4 ish r кривую X (r{t)t), такую, чю  dX  ldX\dt Это 

условие дает систему
u)j ch г 0)2 sh г =  О,

(о̂  ch sh г =  0.

имеющую условием совместности соотношение (14) н дающую th r  =
=  _ j i .  Условие dU  =  'i.dU\di^o, геометрически означающее, что пло­
скость и  \ dU, ортогональная лучу { Л о + A\ \-dA\}, ортогональна 
и лучу Л)} (см. [6], следствие из теоремы 6), дает t h p— — 1 ;а. 
При thr  =  — !х =  £ =  + 1 мы находимся в условиях теоремы (2).

С л е д с т в и е .  Уравнения цилиндра с параллельными образующими, 
имеющими общую несобственную точку, соответствующую аналити­
ческой точке Л„-1-гЛ 1, имеют в репере нулевого порядка вид

- г « «>? =  f*-
(15)

,„з ^  е =, 0.

Т е о р е м а  6. Для того, чтобы поверхность была торсом, необ­
ходимо и достаточно, чтобы ее смежные лучи были компланарны.

Доказательство. Условие компланарности лучей {Лц, Л)} и {Лп +
\ dA^, A\ -\-dA\] имеет вид (см. [6], теорема М)

ие1|Ло,Ль ^/Ло, ^/Л ,|-0, (16)

а это условие равносильно условию (14). (См. также [3], [4|).
Т е о р е м а  7. Для того, чтобы поверхность была торсом, необ­

ходимо и достаточно, чтобы тангенс дво11Ного асимптотического угла 
был равен нулю для любого луча (см. (8)).

Т е о р е м а  8. Для того, чтобы поверхность была торсом, необ­
ходимо и достаточно, чтобы С-плоскость была неизменна вдоль луча 

(см. (12)).
Т е о р е м а  У. Для того, чтобы поверхность была торсом, необ­

ходимо и д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  С - п л о с к о с т ь  и к а с а т е л ь н а я  плоскость 
совпали хотя бы в одной собственной точке произвольного луча,
(см. (13)).

§ 2. Канонический репер

Из уравиени11 (5) можно получить следующую фиксацию канони­
ческого репера; а =   ̂ О, тг’ = -ij =  О при 1 -р 7* ¥= 0. Репер полно­
стью фиксирован. Из (9) теперь следует, что t h2r  =  0, т. е. вершина 
Л„ канонического репера совпадает с горловой точкой, а плоскость 
Л] — с горловой нормальной плоскостью.

Пусть поверхность не есть торс, имеющий огибающую его лучей 
(см. теорему 5). Тогда из уравнения (6) при г О следует, что Лз 
есть касательная плоскость, а {Л„Лд}— нормаль к поверхности в гор­
ловой точке. Будем называть их г о р ло в о й к а с а т е л ь н о й п л о с ­
к о с т ь ю  и г о р ло в о й н о р м а л ь ю .  Прямая (Л^.Л)! есть пре­
дельное положение общего перпендикуляра бесконечно б.1изких лу­
чей. Будем называть е е г о р л о в о ! !  к а с а т е л ь н о й.  Геометриче­
ская характеристика канонического репера торса, имеющего огиба­
ющую его лучей, дама в § 3. Относя поверхность к длине дуги 5 (см. 
[8], гл. VI) горловой линии, получаем следующие деривационные фор­
мулы канонического репера:

dAf^^A^pxds Ь А-2Р2 ds, dA i =  A^pids -f Лд </i ds, 

dA ‘2 =  AfiPids ~ AiCj^ds, dA^ =  — A) (]i ds  ̂ A 2g-ids, (17)



где, очевидно, р , =cos-b, p , =  siirW а * - у г ол  луча с горловой ли­
нией. При отнесении поверхности к дуге горловой линии исключа­
ются из рассмотрения конусы. Уравнение (6 ) касательной плоскости 

в каноническом репере принимает вид:

q\ th rx- — p>x^ =  О,

а угол ® этой плоскости с горловой касательной плоскостью нахо­

дится по формуле

=  (18)

Р -2
аналогичной формуле Шаля евклидовой геометрии (ср. |9], § 4). 

Очевидно, что инвариант

tgai =  ^ i: /b

играет в этой формуле роль параметра распределения. В самом деле- 
легко убедиться, что тангенс асимптотического угла равен пределу, 
отношения угла между бесконечно близкими лучами к расстоянию 

между ними.
Нетрудно заметить, что построенный репер является канониче­

ским и для поверхности горловых касательных данной по­
верхности {Ло, .4i}. Обозначив инварианты поверхности {Лц, Л. } / ? ! ,  
Р2 , q’\, q’l и учитывая несовпадение ориентаций реперов {Л„, Ль Лз, 

Аз} и {Ло, Ло.'Ль Лз}, получим

Р \ = Р 2, «Л

Произведя в (19) указанную замену инвариантов, получим

tgivj =  — Я1 'Р\, (2 1 )

где ао — асимптотический угол луча {Лц, Л,;}.

§ 3. Основные классы поверхностей

И каноническом репере торсы выделяются условием (/iP2 =  0 . 
При Pi — О торс имеет огибающую Л|,(х) его лучей. Плоскость A-z яв­
ляется его касательно11 плоскостью. При 9 1 =  О горловые нормальные 
плоскости Л] являются базисными плоскостями смежных лучей. При 
q^=p.^  — 0 поверхность вырождается в прямую {Л^.Л]}.

Поверхности p i = 0  называются б и н о р м а л ь н ы м и ,  так как они 
являются совокупностью бинормалей (см. [1|) пространственной кри­

вой Л(,(5 ).
Поверхности </2 =  0 характеризуются тем, что имеют поверхность 

{Aj, Аг} горловых касательных с расходящимися смежными лучами. 
Плоскость A'i является базисной плоскостью смежных лучей поверх­

ности {Л„, Лг}.
Поверхности рг =  д2 =  0 имеют неподвижную горловую касатель­

ную {Лц, Л 2}. Такие поверхности, по аналогии с соответствующими 
поверхностя.ми евклидова пространства, назовем г е л и к о и д а м и .

Лучи поверхности р\ =  q\ =  0 ортогонально пересекают непо­
движную плоскость А\ репера в точках кривой Ло(5). Поверхность 
есть цилиндр с расходящимися образующими.

Асимптотические плоскости данной поверхности {А, ,̂А\}, поверх­
ности {Лп, Ло} ее горловых касательных и поверхности {А^, А^} ее 
горловых нормалей имеют соответственно уравнения



г, /)., л-'* - О, е.ч/2 л-’ — /J| л--' О, (22)

Л-’ (Р 2 - з ,7 2 ) x H lb  ЧЧ\) О,

где Еа =  ± 1 . Эти плоскости, попарно пересекаясь, дают 12 прямых, 
проходящих через горловую точку Ао данного луча исходной по­
верхности. Если уравнения (22) совместны, то три прямые (при за­
данных £о) пересечения плоскостей сливаются в одну прямую. Линей­
чатая поверхность, допускающая такое совпадение, имеет натураль­
ное уравнение

=1/^1 ЧЯ\) =  ^2Р-2(/2 :{Р2 — S3 qi).

Свойства введенных в рассмотрение прямых тесно связаны со 
свойствами данно11 поверхности. Рассмотрим, например, четыре пря­
мые пересечения асимптотических плоскостей данной поверхности 
{Л(,, Л 1} и поверхности {Л^, Л 2} ее горловых касательных. При дви­
жении репера эти прямые описывают четыре линейчатые поверхности 
{Лц, Ke.eJ с касательными плоскостями в точке Л„, имеющими урав­
нение

4- jc« (
Pi р -2 \4l <?2 ;

=  0 .

Задание надлежащим образом индексированной четверки лучен {Л^, 
определяет, очевидно, положение репера вплоть до направле­

ния одной из его координатных осей. Далее, по количеству и взаим­
ному расположению лучей {Л*, V,,,,} можно судить о виде поверх­
ности. Действительно, например, к лучу данной поверхности {Л(„Л|!, 
имеюп1ей ребро возврата Ло(«), вместо четырех лучен {Л,,, V} при­
соединяется два луча, лежащих в его касательно!! плоскости А ■■ 
к лучу бинормальной поверхности—два луча {Л,„ V}, лежащих в eio 
горловой нормальной плоскости; к лучу торса с расходящимися об- 
разуюпщми —единственный луч, совпадающий с его горловой каса­
тельной; к лучу поверхности с расходяп1имися горловыми касатель­
ными— единственный луч, совпадающий с данным лучом и с хо д и о п  
поверхности, и т. д.

11оверхности/?_> £3 ^2  =  О {р\ £3 ^ 1 = 0 ) характеризуются тем,
что одна из асимптотических плоскостей поверхности горловых нор­
малей проходит через луч (ортогональна лучу) данной поверхности.

Поверхности p l — q\ =  Q характеризуются, очевидно, ортогональ­
ностью асимптотических плоскостей их лучей.

Поверхности с натуральным уравнением ?i +  г/7г 92 =  О, где 
5 =  ± 1, характеризуются тем, что tgai =  etga2 (см. (19), (21)).

Поверхности p\Q\ Р2Чг =  0 характеризуются тем, что данная 
поверхность имеет общую горловую линию Л„(5 ) с поверхностью ее 
горловых касательных. Это непосредственно следует из того, что 
горловая точка Л" =  ЛцСЬ г f  Лд sh г луча {Л,„ Л 3} определяется зна­
чением г, вычисляемым по формуле

\\л2г--2{р1 Цх ^ р 2  ^̂ 2): (1 -г Ч\ -'гЯЬ).

Поверхности P\:q\ =  Р 2 '-Я'2 ~ \>-{s) характеризуются тем, что их 
горловые нормали образуют торс (см. теор. 5).

Поверхность </i: 92 =  — /^2 :/?! = const описывается лучом, пере­
секающим под углом О, \g<!̂  =  p2 :p\, неподвижную прямую {Л„, I/} 

и вращающимся вокруг этой прямой. Здесь V = { —A\q2-rA>q\) ; V q'i \ qi. 
Такую поверхность, по аналогии с соответствующей поверхностью 
евклидова пространства, назове1М к о н о и д о м .
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ТЕОРИЯ КОНГРУЭНЦИИ ПР ЯМЫХ ПРОСТРАНСТВА 

ЛОБАЧЕВСК ОГО

В. И. М А Ш А Н ОВ

Дифференциальная геометрия конгруэнции прямых трехмерного 
евклидова пространства развивалась разными авторами в течение бо­
лее ста лет. Систематическое изложение накопленного материала 
имеется в монографиях С. II. Финикова [1] и В. Главатого |10|. 
Дифференциальная геометрия конгруэнций прямых трехмерного эл­
липтического пространства построена в монографии М. С. Бродского 
[2|. В работах И. Л. Габададзе |7], Л. Я. Березиной (8|, К. А. За- 
рецкон |9] разными .методами исследованы некоторые вопросы диф­
ференциальной геометрии конгруэнций прямых пространства Л оба­
чевского.. Дифференциальной геометрии конгруэнций прямых прост­
ранства постоянной кривизны посвящена работа Б. У. Британа |4|. В 
данной работе методом внешних форм строится канонический репер 
конгруэнции прямых пространства Лобачевского, исследуются основ­
ные свойства конгруэнций и выделяются некоторые специальные 
классы.

§ 1. Репер нулевого порядка конгруэнции прямых

Будем задавать прямую {А", U} в пространстве Лобачевского 
аналитическими точками U и X , соответствующими ортогональн011 

ей плоскости U и точке X  их пересечения. Точка и плоскость зада­
ются вейерштрассовыми координатами (см. |5],§1, §3). Если U 
" ^2) и X  ^  X{t^, t.,), где и ^2 —некоторые параметры, то дву­
параметрическое множество прямых t.y), есть конгру­
энция.

Деривационные формы произвольного подвижного репера прост­
ранства Лобачевского имеют вид [3|

• ^1)

где и)‘ =- О, u)0... ш’, — ш“. Здесь и ниже i, j . . .  0 ,1,2,3, а а. ^ =

1,2,3. Условия полной интегрируемости системы (1) имеют вид (см,
13], |8]):

Dm* =  (0*|. (2)



Пусть О С Ь  \ В ^ ,  /?,1 репера { B j }  совпадает с лучом {Л:(Л,

U{t^, ^2)} данной конгруэнцни. Тогда, обозначив

dBj\dt,=.dt,-Q

получим , о лл
Ь В , =  т . 1 , В ъ  1 В ,  =  - ' , В „  =  ^? , =

Отсюда видно, что формы ш?,, «'?, — главные.

Приняв <  и о>|| за независимые формы, можем положить:

т ‘{ =  /(1)3 Z^l, (3) ■

0)3 =  !|шо + /?")?,.

Этим исключается случай, когда вершина В ^  лежит на ребре воз­
врата торса. Внешнее дифференцирование соотношений (3) дает сис- 

тему
\dx А-(•/.- + 2г; — 1)ш(1 — (Z -г “о1 +

■-[dz-\-z{y. , /?)(')о4-(>' — ">:!1 - 0̂

[(/С+ :{х -1- : (V. -  /г>.)3, >»о1 ч-

-\ \dk -г {к- -г 2 ; — » Н +  (2 ’ "’21 =  О-

В репере нулевого порядка асимптотический угол данного луча 
линейчатой поверхности, принадлежащей конгруэнции, вычисляется 

по формуле (8) работы [6| в внде

. .  _____________ : Ы ) Ч - { к _____________ (5)

Так как tga служит для линейчатых поверхностей параметром рас­
пределения (см.'|6|, § 2), то линейчатые поверхности с экстре\1аль- 
ными значениями угла а назовем р а с п р е д е л и т е л ь н ы м и .  Диф­
ференцируя (Ь) по »)5 и 0)3 и исключая из полученных соотношении 
tg2o, получаем уравнение распределительных поверхностей в виде

(o)g) 2{2;(хс +  kl) —  (■/. —  k) (1 -  -  :- )}  - f  2o),i»)3|[;(l —

г2)  -  A2) +  г  ( 1  —  -/.2 - -  ?)}  ! -  К ) - ’ { ( / - / г )  (1  -

-  г- -  /?-) -  2z{v.z — k:)} =  0. (6)

Расстояние г  от точки В ^  до горловой точки линейчато!! поверхнос­

ти вычисляется по формуле (9) работы |6j;

^  _  о .(0)^)-4- (^4-C)o.i!ol4 M » '» i ) i_________ _____ . (7)

Экстремальные положения горловых точек данного луча линей­
чатых поверхностей конгруэнции назовем г р а н и ч и ы м и т о ч к а м  и. 
Линейчатые поверхности, имеюшие граничные точки луча конгруэн­
ции горловыми точками, назовем г л а в н ым и  п о в е р х н о с т я м и .  

Дифференцируя (7) по «>,? н получаем систему



2м>1 + (Z ^  _th2r(m;^(l -f- /.-' • :^) „,|;(/2Г /с'Л,

{Z  -'г :}а>2 - -= -tli2/-{c«2(v^z + К) I- 0>il(l }- 4-г')}.

Отсюда, исключая получим уравнение для определения гра­
ничных точек

th2r{(i - •/.HC'KI : - zO-(/.2-;-K)“} -

-  2th2r{(:-t-z) {y.z ' /г") -  X ( 1  ■ k-^+z-^) -

V)} : {4/^ C+zy-} (8)

a исключая th2r, получим уравнение главных поверхностей 

(<«,?)={2х(хг к:) ~ (: + Z) (1 + I- ■?)} +

- 2 ш {-/.(1 + к-̂ J- Z’) А:(! С̂ )} +

+ (<“i;)4(2’ i- С) (1 i - z ‘‘ )- -'lk{y.z - k"̂ )) == 0. (9)

Середина отрезка между граничными точками называется ц е н т р о м  
луча (см. |4], §3). Расстояние г от точки до центра луча вычис­
ляется по формуле:

th2r- (у.-г*):(;2 — 1). (Ю)

Геометрические места граничных точек и центров лучей конгру­
энции назовем, соответственно, граничными и центральными поверх­
ностями конгруэнции.

Приравняв нулю tg2a, получаем уравнение торсов (см. [6], тео­
рема 7) конгруэнции и виде

(/г — —  z(®i S)' ’ = 0 .  ( 1 1 )

Огибающая А =  Д,г!1Г-f 5ishr лучей торса находится из уравне­
ния

=  ~  ( 12). --2ш2 ,0)2 I-*,.);'

при При торс является цилиндром с параллельными об­
разующими и выделяется в репере нулевого порядка уравнениями

■ш1 -1- гш;] =  su)2̂

(13)
-I- 1̂0 3 =

'(см . [6], следствие из теоремы 5). При |[i|>l горловые нормальные 
плоскости ^/==5(,sh.o-i-fl,chp, thp =  l;n лучей торса являются базисными 
плоскостями смежных лучей (см. [6], теорема 5). Точку касания лу­
ча торса с огибающей назовем фокусом касания и обозначим Фл. 
Горловую точку луча торса с расходящимися образующими назовем 
ф о к у с о м  с е ч е н и я  и обозначим . Под ф о к у с о м  будем 
подразумевать горловую точку луча торса, принадлежащего конгру­
энции, независимо от ее типа. Геометрические места фокусов назо­
вем ф о к а л ь н ы м и  п о в е р х н о с т я м и .  Исключая из (12) юЗ:»)?, 
получим уравнение фокусов в виде



причем, как' показано выше, при |н|<1 имеем фокус касания, а при 
|и.|>1— фокус сечении. Величина

(15)

есть дискриминант уравнений (11) и (И ). При А >0  через данный луч 
проходят два торса и луч имеет два фокуса. Такой луч назовем 
г и п е р б о л и ч е с к и м .  При А =--= О торсы совпадают и луч имеет один 
фокус. Такой.туч назовем п а р аб  о л и ч е с  к и м. ПриА<Олуч не имеет 
ни одного торса и называется э л л и п т и ч е с к и м .

§ 2. Канонический репер конгруэнции

Расписывая обычным приемом уравнения (4) для двух систем 
дифференциалов, получаем

о/. (1

(16)

Фиксируя •/. =  А О, при

(1 - : z )  i^ + z ) ^ o (17)

получаем 0. Репер полностью фиксирован. Из соотношения
(10) видно, что вершина репера совмещается при такой фиксации 
с центром луча*). Уравнение (6) распреде.штельных поверхностей 
приводится при условии (17) к виду

‘«б">3=0.  (18)

Следовательно, репер отнесен к центру и распределительным поверх­
ностям. Так как формы i«' и стали главными, то таблица коэффи­
циентов деривационных формул репера принимает вид:

Во В, 1 в . в .

<1В, 0 |̂u)»-|-OT<oi5 < <

dBi 0 го.;;

dB. < —гш;’ 0 Ч(л1+Пи>1

dB, < -•'‘“о—«<“3 0 (19)

Рассмотрим распределительную поверхность o )g=0 . Канонический 
репер конгруэнции является каноническим репером этой поверхнос­
ти в смысле работы [6], причем

=  cos'.do, (ug =  p d o  -г= sintrfs.

Здесь t — угол луча с горловой линией, а з — длина дуги горловой 
линии поверхности oj{|=0 (см. [6] §2 ). Отсюда следует, что fi =  ctg". 
Аналогичными подсчетами получаем, что

> =  tgai, — v:î  =  tg7a,

*) При этом, в силу замечания после формулы (3), исключаются из рассмотре­

ния параболические лучи, фокусы касания которых совпадают с центром луча.



где a i—асимптотнческип.угол данного луча распределительной по­
верхности 10^ = 0 , а ^2—асимптотическим угол луча линеичатон поверх­
ности горловых касательных поверхности (и;] 0. Далее, если (ц, а.„ t 
имеют тот же смысл для поверхности («,V О, какой имеют ai, а., и '  
для поверхности o>i;=0, то — ctgf, z = —tgoi, =  —tga,.

Величины
Н  - ( . - z ,  (20)

К — Cz (21)

назовем, соответственно, с р е д н и м  и п о лным п а р а м е т р а м и  
р а е м р е д е л е н и я .

Дифференцируя соотношения (»J —аи>5 ur'i-vo)^- -«(„-i ^ ис­

пользуя (4), получаем систему квадратичных уравнений;

+  [dm, »);1| ={(1

[f/v,in;;| ; u)j5| =  {1-|-;2— +

+ Imn — 2[V>} |(»3, (22)

\dz, (..■;] =  {от(!;2— 1)-/г(М-г)} [«.g,

{ —14^'— 1) — -Ь г)] 1о)2, (1),";].

Т е о р е м а  1. Задание величин а, т , I, г, v, п, удовлетворяющих
(22), определяет конгруэнцию прямых пространства Лобачевского с 
с точностью до ее положения в этом пространстве с произволом две 
функции двух аргументов.

§ 3. Основные свойства конгруэнций прямых пространства
Лобачевского

В каноническом репере асимптотический угол а лине1’1чат011 по­

верхности ‘«о :<и|5 = tiT'i вычисляется по формуле

tg2a =  2 ________ l^ g .L - £ jg l------ . (23)
(1-C2)ctgtt4-(1—Z‘)tg«

При изменении ^ от О до -2  tga изменяется от tga, =  ' до tgai — 
г. Формула (7) принимает вид

th 2 г = -  2 2Г)

(1 -:̂ )(о>г,)̂  +  (1 f ^ ^ ) ( “>ii)̂

---------------------- -̂------- (24)
(1-гС-) ctg ? ~ (1 + 2^)tg 9

(аналог формулы Гамильтона евклидовой геометрии). Отсюда сле- 

дует
Т е о р е м а  2. Распределительные поверхности при ,+ z  ^  О ха­

рактеризуются совпадением их горловых точек с центром луча.
При С -г Z О горловые точки всех линейчатых поверхностей 

конгруэнции совпадают с центром луча; распределительные понерх- 
ности в этом случае не определяются. Такие конгруэнции назовем 
и з о т р о п н ы м и .  В силу условия (17) они исключены из рассмотре­

ния.



Уравнения главных поверхностей и граничных точек приводятся, 

соответственно, к виду;

(1 + г ') (•■>?.)-= 0. (25)

(1 ( i + z ’ )th22r-(!;-i = 0 .  (26)

Уравнения касательной плоскости и С-плоскости (см[6|, §1), в точ­
ке А"  ̂ 5ochr e,sh/- луча линейчатой поверхности, принадлежащей 

конгруэнции, находятся в виде

((«и I- Ci« ;̂thr)jc2 —((1)2 zo)i;thr)x’ - О, (27)

(u.i;thr-p!:o.&)x-(o.£thr-f 2 »>Г,)а-’ - О. (28)

Т е о р е м а  3. Асимптотические плоскости главных поверхностей 

ортогональны.
Доказательство вытекает из того, что условие ортогональности 

касательных плоскостей к главным поверхностям в точке 
-|-Zi,shr имеет вид:

z'^) (1 -  thV) =  0. (29)

Уравнения торсов (11) и фокусов (14) приводятся к виду:

С(о.о)2 z((..i;)2 О, (30)

С 2 а ^ - 1 = 0 .  (31)

Т е о р е м а  4. Фокусы симметричны относителмо центру (см. (30)).
Уравнение (30) можно представить в виде | —г) z с»;'’ =  О,

где £= :! 1. При t ;z> l конгруэнция имеет два фокуса касания

Ф , =  (Бо1 Cz i-c5o:] Cz -  1 . (32)

Отсюда видно, что конгруэнции с фокальными поверхностями ка­
сания, совпадающими с центральной поверхностью, исключены из рас­
смотрения. При 1 > ч 2 > 0  горловые нормальные плоскости U =

С z -- fii): I  1— Cz являются базисными плоскостями смеж­
ных лучей торса. Фокусы сечения определяются соотношением

Ф , =  ()5о -5,3) й );|. (33)

При Cz =  О торсы совпадают с одной из распределительных поверх­
ностей, а фокус сечения совпадает с центром луча. При Cz <0  дан­
ный луч является эллиптическим.

Касательные плоскости торсов по аналогии с евклидовой геомет­
рией назовем ф о к а л ь н ы м и  п л о с к о с т я м и ,  а угол между ними — 
ф о к а л ь н ы м  у г л о м  луча. Уравнения фокальных плоскостей име­
ют вид

=  (34)

Фокальный угол находится по формуле

cos® =  (С — z):(C-(-Z). (35)

Отсюда получаются следующие теоремы:
Те о ре  .ма 5. Касательные плоскости (С-плоскости) любой линейча-

T O i i  поверхности конгруэнции в фокусах касания Ф*. (в фокусах се­
чения Фг) совпадают с фокальными плоскостями луча.



Т е о р е м а  6. Фокальные плоскости и касательные плоскости ч 
главным поверхностям в центре луча симметричны относительно ка­
сательных плоскостей к распределительным поверхностям в центре 
луча.

Т е о р е м а  7. Касательные плоскости (С-плоскости) распредели­
тельных поверхностен неизотропнои конгруэнции ортогональны толь­
ко в центре луча.

Т е о р е м а  8. Асимптотические плоскости распределительных по­
верхностей конгруэнции совпадают тогда и только тогда, когда [Л*!--! 
(см. (21)). ' '

§4. Основные классы конгруэнций

Рассмотрим некоторые основные классы конгруэнций, характери­
зующиеся обращением в нуль их инвариантов.

Конгруэнции !i=()(/H=0) геометрически характеризуются тем, чтО’ 
распределительная поверхность ш3=0 (и>^=0) является бинормальной 

поверхностью (см. [6], §3).

Конгруэнции v=0(rt=0 ) характеризуются тем, что горловые ка­
сательные распределительной поверхности и)3=о («>^=0) образуют торс, 

горловые нормальные плоскости

кото)рого являются базисными плоскостями смежных лучей, 
(онгруэнции с 2 = 0  характеризуются тем, что одна из распреде­

лительных поверхностей является торсом, горловые нормальные пло­
скости которого являются базисными плоскостями смежных лучей. Так 
к̂ ак все лучи такой конгруэнции параболические, то такую конгруэн­
цию назовем параболической.

Произвол существования указанных конгруэнции— одна функция 
двух аргументов.

Конгруэнции 4= v = o  геометрически характеризуются тем, что рас­
пределительная поверхность шЗ=о является совокупностью прямых,

лежащих в плоскоСт!! плоской кривой /з) Ls.o ” секущих эту

кривую под таким углом что c tg i =  |a.. Произвол такой конгруэн­
ции—3 функции одного аргумента.

Конгруэнции u.=v=0 характеризуются тем, что распределительная 
поверхность u)J =  0 есть геликоид (см. [6], §3). Произвол такой кон­
груэнции—4 функции одного аргумента.

Конгруэнции ]x=//z=0 характеризуются тем, что центральная по­
верхность сечет ортогонально лучи конгруэнции. Такая конгруэнция 
называется конгруэнцией Гишара— Пето (см. [4], §4). Произвол су ­
ществования такой конгруэнции —три функции одного аргумента.

Н о р м а л ь н о й  назовем конгруэнцию, которая допускает поверх­
ность, секущую ортогонально ее лучи.

Т е о р е м а  9. Для того, чтобы конгруэнция была нормальной не­
обходимо и достаточно, чтобы средний параметр распределения (см. 
(20)) был равен нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть поверхность Y -= г -V
-|-fijsh  г (^],/̂2) сечет ортогонально лучи конгруэнции. Тогда плоскость 
V'=^oShr--.6iChr касается этой поверхности, т. е. {dr\ 1/) =  0. Полу­
чающееся уравнение вполне интегрируемо тогда и только тогда, когда 
Я=С -г=-0 .

С л е д с т в и е  1. Для того, чтобы неизотропная конгруэнция была 
нормальной, необходимо и достаточно, чтобы фокальные плоскости 
каждого луча конгруэнции были ортогональны (см. (35)).



С л е д с т в и е  2. Для того, чтобы неизотропная конгруэнция была 
нормальной, необходимо и достаточно, чтобы главные поверхности 
были ортогональны хотя бы в одной точке любого луча конгруэнции 

(см. (29>).
С л е д с т в и е  3. Нецилиндрическая конгруэнция нормальна тогда 

и только тогда, когда фокусы совпадают с граничными точками.
Это следует из того, что условие равносильности уравнений (26) 

и (31) имеет вид (1—Cz)-(C—г)‘̂ =0.
С л е д с т в и е  4. Для того, чтобы конгруэнция была нормальной, 

необходимо и достаточно, чтобы торсы совпадали с главными поверх­
ностями конгруэнции.

С л е д с т в и е  5. Произвол существования нормальных конгруэн­
ций— одна функция двух аргументов.

Назовем конгруэнцию п с е в д о о р т о г о н а л ь н о й ,  если через 
каждый луч можно провести такую плоскость, что все такие плоско­
сти, проходящие через лучи первой дифференциальной окрестности 
данного луча конгруэнции, ортогональны одной и той же плоскости, 
проходящей через данный луч.

Т е о р е м а  10. Для того, чтобы конгруэнция была псевдоортого­
нальной, необходимо и достаточно, чтобы полный параметр распреде­
ления (см. (21)) конгруэнции был равен единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f / = f i 2C0 sc?(^i, ^ о ) ® ( ^ .  _̂>)— ис­
комая плоскость, проходящая через данный луч Тогда {dU ,V )=
= 0 , где К = — ^jSincp Ь£?зС05ср. Полученное уравнение вполне интегри­
руемо тогда и только тогда, когда / f = — Сг=1.

С л е д с т в и е  1. Для того, чтобы конгруэнция была псевдоорто­
гональной, необходимо и достаточно, чтобы асимптотические углы рас­
пределительных поверхностей конгруэнции в сумме составляли ~/2.

С л е д с т в и е  2. Распределительные поверхности псевдоортогона­
льной конгрузиции имеют общие асимптотические плоскости.

С л е д с т в и е  3. Все лучи псевдоортогональной конгруэнции эллип­
тические.

С л е д с т в и е  4. Произвол существования псевдоортогональных 
конгруэнций—одна функция двух аргументов.

Конгруэнцию с постоянным фокальным расстоянием и постоянным 
фокальным углом назовем п се  в д о  сф е  ри ч ес к ой.

Т е о р е м а  И.  Для того, чтобы конгруэнция была псевдосфери- 
ческой, необходимо и достаточно, чтобы распределительные поверх­
ности конгруэнции имели постоянные асимптотические углы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условия (С—2r):(C+2r) =  const и Cz=const (см. 
(31) и (35),) равносильны условиям C=tga,=const, z —— tga, =  const.

С л е д с т в и е .  Произвол существования псевдосферической кон­
груэнции—две функции одного аргумента.
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