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Аннотация

Настоящая работа посвящена оцениванию параметра мо-
дели устойчивой авторегрессии первого порядка с дискрет-
ным временем. В работе проводится сравнительный анализ
процедур оценивания параметра модели устойчивой авторе-
грессии первого порядка AR(1): последовательная процедура
оценивания, усеченная последовательная процедура оцени-
вания. Проведено имитационное моделирование, с помощью
которого установлено, что обе процедуры позволяют полу-
чить оценки с заданной среднеквадратической точностью.

Ключевые слова: параметрическое оценивание; модель
авторегрессии первого порядка (AR(1)); последовательный
подход к оцениванию; усеченная процедура последователь-
ного оценивания.

В задачах обработки временных рядов широко используются
авторегрессионные модели, описывающие стационарные случайные
процессы. Как правило, параметры таких моделей неизвестны, по-
этому требуется идентифицировать параметры модели перед ее ис-
пользованием. В работе рассматривается задача оценивания пара-
метра. Проводится исследование качества оценки модели авторе-
грессии первого порядка с дискретным временем.

Для получения последовательных оценок с произвольной точно-
стью необходимо иметь выборку неограниченного размера. Однако
на практике время наблюдения системы, как правило, фиксиро-
вано. Последовательное оценивание и усеченное последовательное
оценивание являются подходами для нахождения оценок с гаран-
тированной точностью.

Целью исследования является сравнение последовательной и усе-
ченной последовательной процедуры оценивания параметра модели
устойчивой авторегрессии первого порядка.
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Рассматривается задача оценивания параметра процесса 𝑥𝑡, за-
данного стохастическим разностным уравнением

𝑋𝑖 = 𝜆𝑋𝑖−1 + 𝜎𝜀𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., (1)
где 𝑋0 = 0, 𝜀𝑖 – независимые одинаково распределенные слу-

чайные величины. 𝐸𝜀𝑖 = 0, 𝑉 𝑎𝑟𝜀𝑖 = 𝜎2 < +∞.
Чаще всего для оценивания параметра модели AR(1) применя-

ют метод наименьших квадратов (МНК) [1]. Можно рассмотреть
процедуру оценивания по методу наименьших квадратов, в которой
число наблюдений не фиксируется заранее. Процесс наблюдений
останавливается в некоторый момент времени.

При последовательном оценивании число наблюдений заранее
неизвестно, оно определяется в ходе наблюдения процесса [3]. По-
строим последовательную оценку, представляющую собой оценку
по методу наименьших квадратов, вычисленную в момент останов-
ки, когда значения дисперсии и параметра 𝜆 неизвестны. При этом
пользуются правилом остановки, построенным по наблюдаемому
процессу [4]

𝑡𝐴 = 𝑖𝑛𝑓(𝑛 ≥ 𝑚𝐴 : 𝑛 ≥ 𝐴1/2�̂�𝑛), (2)
где �̂�𝑛 = 𝑛−1

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑋𝑖 − �̂�𝑛𝑋𝑖−1)2 – оценка дисперсии по выбо-

рочным данным и 𝑚𝐴 - заранее заданный объем выборки. Таким
образом, последовательной оценкой параметра модели авторегрес-
сии первого порядка является оценка по МНК [5]

�̂�𝑡𝐴 =
∑︁𝑡𝐴

𝑖=1

𝑋𝑖𝑋𝑖−1

𝑋2
𝑖−1

. (3)

Оценка МНК нелинейная, что затрудняет исследования, хоро-
шо исследованы ее асимптотические свойства: полученная оценка
является асимптотически несмещенной и асимптотически нормаль-
ной [1].

При решении практических задач может оказаться, что при за-
данном объеме выборки момент остановки не достигается. В этом
случае используют усеченную последовательную процедуру.

Определим в общей процедуре оценивания весовые функции [2]

𝑤(𝑛) =

{︃
0, 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚;

𝜒[𝜎2
𝑚 > (𝑙𝑜𝑔𝑚)−1], 𝑚 < 𝑛 ≤ 𝑁.

(4)

Длительность процедуры определяется правилом

𝜏𝑛 =

{︃
𝑖𝑛𝑓{𝑘 ∈ [1, 𝑁 ] :

∑︀𝑘
𝑛=𝑚+1 𝑥

2
𝑛−1 ≥ 𝐻𝑁},

∑︀𝑁
𝑛=𝑚+1 𝑥

2
𝑛−1 ≥ 𝐻𝑁 ;

𝑁,
∑︀𝑁

𝑛=𝑚+1 𝑥
2
𝑛−1 < 𝐻𝑁 ;

(5)
где 𝐻𝑁 = ℎ𝜎2

𝑚𝑁 – пороговое значение.
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Весовая функция имеет вид

𝛽𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 1 ≤ 𝑛 < 𝜏𝑁 ;

1, 𝑛 = 𝜏𝑁 ,
∑︀𝑁

𝑛=𝑚+1 𝑥
2
𝑛−1 < 𝐻𝑁 ;

𝛼𝑁 , 𝑛 = 𝜏𝑁 ,
∑︀𝑁

𝑛=𝑚+1 𝑥
2
𝑛−1 ≥ 𝐻𝑁 ;

(6)

где 𝛼𝑁 = (𝐻𝑁 −
∑︀𝜏𝑁−1

𝑛=𝑚+1 𝑥
2
𝑛−1)/𝑥2𝜏𝑁−1.

Тогда усеченная последовательная оценка модели (1) имеет вид

�̃�𝑁 =
1

𝐻𝑁

∑︁𝜏𝑁

𝑛=𝑚+1
𝛽𝑛𝑥𝑛𝑥𝑛−1𝜒[

∑︁𝑁

𝑛=𝑚+1
𝑥2𝑛−1 ≥ 𝐻𝑁 , 𝜎

2
𝑚 >

> (𝑙𝑜𝑔𝑚)−1]. (7)
Приведем формулировку теоремы о свойствах усеченной после-

довательной оценки [2].

Теорема 1. Пусть модель (1) устойчива, тогда усеченная после-
довательная оценка (7) удовлетворяет следующему неравенству

𝐸𝜇(�̃�𝑁 − 𝜆)2 ≥ 1

𝑁ℎ
+ 𝜀𝑁 . (8)

Проведено имитационное моделирование, в ходе которого уста-
новлено, что обе процедуры позволяют получить оценки с заданной
среднеквадратической точностью. Моделирование проведено для
случая гауссовских ошибок (ошибок из стандартного нормального
распределения). Для определенности значение параметра 𝜆 приня-
ли равным 0.1. 𝑋0 = 0, 𝐴 = 400, 1000, 4000, 𝑚𝐴 = 5.

Приведем результаты численного моделирования для последо-
вательной процедуры оценивания. Здесь �̂�𝑛 – оценка параметра мо-
дели, вычисленной по МНК при фиксированном объеме выборки;
�̂�𝑛 – оценка дисперсии при фиксированном объеме выборки; �̂�𝑡𝐴 –
последовательная оценка параметра, вычисленная в момент оста-
новки 𝑡𝐴; �̂�𝑡𝐴 – оценка дисперсии, вычисленная в момент остановки
𝑡𝐴; 𝑆2

0 = 1
𝑡𝐴

∑︀𝑡𝐴
𝑖=1(�̂�𝑡𝐴 − 𝜆)2 – среднеквадратическое отклонение по-

следовательной оценки от истинного значения параметра.
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Таблица 1

Результаты численного моделирования последовательной процедуры оце-
нивания

По имеющимся данным построен график, иллюстрирующий из-
менения среднеквадратического отклонения.

Рис. 8. Изменение среднеквадратического отклонения
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Таким образом, с увеличением цены наблюдений точность оце-
нивания становится выше, а значит и оценки становятся более эф-
фективными.

Приведем результаты численного моделирования для усеченной
процедуры оценивания. Здесь �̂�𝑁 – оценка параметра модели, вы-
численной по МНК при фиксированном объеме выборки; 𝜎2

𝑚 – оцен-
ка дисперсии; �̃�𝜏𝑁 – усеченная последовательная оценка параметра,
вычисленная в момент остановки 𝜏𝑁 ; �̂�𝜏𝑁 – оценка дисперсии, вы-
численная в момент остановки 𝜏𝑁 . 𝑆

′2
0 = 1

𝜏𝑁

∑︀𝜏𝑁
𝑖=1(�̃�𝜏𝑁 − 𝜆)2 – сред-

неквадратическое отклонение усеченной последовательной оценки
от истинного значения параметра.

Таблица 2

Результаты численного моделирования усеченной последовательной про-
цедуры оценивания

По имеющимся данным построен график, иллюстрирующий из-
менения среднеквадратического отклонения.

Уменьшение среднеквадратического отклонения при увеличе-
нии объема выборки доказывает, что усеченная последовательная
процедура оценивания является эффективной.

Таким образом, как последовательная процедура, так и усе-
ченная процедура оценивания, дают надежные оценки с заданной
среднеквадратической точностью. В случае неограниченного объ-
ема выборки удобно пользоваться последовательной процедурой
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Рис. 9. Изменение среднеквадратического отклонения

оценивания. Если при заданном объеме выборки момент остановки
не достигается, оценивание следует проводить с помощью усечен-
ной последовательной процедуры.
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