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В. В. Слухаев

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ КРИВИЗНЫ 
ТРЕХМЕРНОГО РИМАНОВА ПРОСТРАНСТВА

В работе изучается геометрия трехмерного риманова пространст
ва, причем основное внимание уделяется интегральным характеристи
кам кривизны. В § 1 и 2 вводится необходимый для исследования ана
литический аппарат: подвижной репер, векторные дифференциальные 
операторы и их ковариантное дифференцирование. Определяется поток 
кривизны через поверхность. В § 3 определяется геодезическая кривиз
на поверхности в трехмерном римановом пространстве и доказыва
ется трехмерный вариант теоремы Гаусса— Бонне. В § 4 вводится пол
ный поток репера и интегральная гауссова кривизна репера. С помощью 
этих величин дается геометрическая характеристика скалярной кривиз
ны пространства и кривизны в трехмерном направлении.

§ 1. Подвижной репер. Векторные дифференциальные операторы.

При исследовании геометрии трехмерного риманова пространства 
будем использовать для проведения аналитических выкладок ортого
нальный подвижной репер [1, 2], образованный тремя взаимно орто
гональными векторными полями e t , заданными в некоторой области 
риманова пространства. Деривационные формулы, определяющие кова- 
риантные дифференциалы полон ё , , имеют вид

V ё 1 (г, у'-=1,2,3), ( 1.1)

где || <oj || — матрица связности [2]. Эта матрица кососимметрична

ю)+ш‘ = 0, ( 1.2)

и каждая форма со) является линейной комбинацией дифференциалов 
координат d x ‘ . Между формами и векторами в формуле (1.1) должен, 
конечно, стоять знак тензорного умножения ® , но мы не будем упот
реблять этот символ, поскольку никаких других произведений формы 
на вектор, кроме тензорных, в данной работе не будет.

Кривизна связности определяется кососимметричной матрицей 
||Qj || из форм второй внешней степени, определяемых уравнениями:

2 / со/Д о»/ , (1.3)

где d — символ внешнего дифференцирования. Если ы1 — базисные 
дифференциальные формы, дуальные к базису ё { , то

2 / -  Я!/», (о'/Х®". (1.4)
3

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Набор функций Rljim образует тензор кривизны [1] риманова прост
ранства. Формы Q/ удовлетворяют тождествам Бианки [1], распадаю
щимся на две группы:

ш 'д д Ц О , (1.5)
r f2 f+ 2 jA «> {-(o ^ A 2 j= 0 . (1.6)

Для дальнейшего нам понадобятся векторные дифференциальные
операторы, имеющие вид

^ = 0 leh (1.7)

где 0 ' — формы первой или второй внешней степени. Для таких опера
торов определены обычным образом сложение и умножение па функ
цию, а также следующие операции:

1. Ковариантное внешнее дифференцирование (1, 2], которое будем 
обозначать символом D. Эта операция определяется формулой

£>0=^Ог^ + ( -1 ) « 6 ' 'Л Т
=  ( d 0 4 - ( - l ) ^ A < o ') e f. (1.8)

Здесь q — степень форм 0'.
2. Скалярное умножение на векторное поле. Если а =  и 'ё г, то

< а ,  0 > - | у 0 г. (1.9)

3. Векторное умножение на векторное поле.
[ а , Ь \ = а ^ [ ё ^ ё Л  _  _ ( 1.10)

4. Внешне-скалярное умножение onepiTopoe Ь=0‘ ё 1 и ср̂ =-ср*ё,:

< 0 Л ? > = 2 0 'Л ? г. (1.11)

5. Внешне-векторное умножение операторов:

[0Л?]=-0'Л<р;1ё; , ёу]. (112)

Свойства перечисленных произведений в основном совпадают с 
обычными. Некоторые особенности вносит косокоммутативность внеш
него умножения. Из-за этого, например, внешне-скалярное произведе
ние двух операторов первой внешней степени косокоммутативпо, а 
внешне-векторное произведение таких же операторов коммутативно. 
Важнейшими свойствами перечисленных произведений являются зако
ны их поведения при внешнем дифференцировании (обычном или ко-
вариантном). Запишем их в виде четырех тождеств:

d < d ,  0>  =  < у а  , 9>  +  < а ,  £>0>, (1.13)
D\a, 0]=[\, а, 0]~Нй, Db\, (1.14)

d < b ,  <р>  =  < D 0 ,  < ? > + (—1)?< 0 , £ < ?> , (1.15)
£> [0Л ?]=  [DT) , ? ] + ( - 1 ) ?[0 й  (1.16)

Здесь, как и в (1.8), буква q означает степень форм 0‘ . Тождества 
(1.13) — (1.16) можно проверить непосредственным вычислением при 
помощи формул ( 1.8) — ( 1.12) и ( 1.2).

4

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



§ 2. Примеры векторных дифференциальных операторов

1. Простейшим примером является ковариантная производная лю
бого векторного поля.

X7a =  (dai+a ju>‘)e[. ()2.1)

Этот оператор определен глобально, если векторное поле а задано 
на всем многообразии.

2. Оператор смещения или единичный оператор, обозначаемый dr\
4 r=w‘ (i2.2)

Этот оператор определен глобально на всем многообразии, так как 
если ё (—другой подвижной репер, а ш‘—дуальный к ё/ базис диффе
ренциальных форм, то u»iei=<o/ei . В евклидовом пространстве dr 
можно представить как дефференциал радиуса-вектора г. Поэтому
в римаповом пространстве dr можно интуитивно представлять как век
тор бесконечно малого смещения.

В силу того, что кручение [1] риманова пространства равно нулю, 
формы (о* удовлетворяют равенствам:

d (о*—<о>До>*=0. '(2.3)
Пользуясь (1.8), можно эту систему равенств представить в виде

D d r = 0. (2.4)
3. Оператор кривизны

('2-5)
так же, как и оператор смещения dr, определен глобально. Это стано
вится очевидным, если заметить, что оператор кривизны представляет 
собой вектор, соответствующий кососимметричпой матрице ||Q/ ||.

При помощи оператора кривизны тождества Бианки (1.5), (1.6) 
могут быть записаны в виде

[r ffA fiJ -O , (2.6)
П2 0. (2.7)

Полезны также следующие тождества:
f l V a - I a . y ] ,  (2.8)

D-D0^[0/\12], (2.9)
проверяемые непосредственным вычислением. _

Для каждого поля а скалярное произведение < a ,  Q >  представ
ляет собой дифференциальную форму второй внешней степени, кото
рую можно интегрировать по поверхностям. Если в качестве а взять 
поле п единичных нормалей к поверхности 2 , то интеграл

.!'< «, 2 >  (2.10)

назовем потоком кривизны через поверхность 2 .
4. Векторный элемент площади [3]

с ? о = ( о 2Д (о 3ё 1 | (оЗ Д о)1 /\ ° >2ё з .  (2 .1 1 )
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Как и dr, оператор da определен глобально и для него

Dd в = 0 . (2.12)
Если Я— поле единичных нормалей к поверхности 2, то интеграл

J <  « , flfa> (2.13)
v;

представляет собой риманову площадь поверхности 2 , чем и объясня
ется его название. При помощи операторов dr и d а для каждого век
торного поля а можно определить его ротор rota и дивергенцию diva 
формулами, аналогичными соответствующим формулам евклидова про
странства [3]:

a ?< a ,r fr >  =  <rot a , d a y ,  (2.14)
d < a ,  rfa>=-div adQ, (2.15)

где afQ=-=u)1Aw2A«i)3—риманов элемент объема.
Векторное поле а называется голономным (3], если оно параллель

но полю нормалей некоторого слоения. Условие голономности имеет 
вид

< a , rot а > = 0. (2 16)

В заключение параграфа докажем две теоремы о потоке кривизны. 
Теорема 1. В пространстве постоянной кривизны поток кривизны 

через поверхность 2 пропорционален площади поверхности.
Доказательство. В пространстве постоянной кривизны вращением 

репера можно привести оператор 2  к виду [1]

Q=  Kda,  /f= con st.
Поэтому

[< п ,  Q> =  K  \<п, d а<.  
и s

Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть векторное поле Я параллельно, а 2 поверхность 

(состоящая, может быть, из нескольких связных компонент), ортого
нальная полю Я и ограничивающая объем Q. Тогда поток кривизны 
через поверхность 2 равен нулю.

Доказательство. С помощью (1.13) и (2.7) находим, что

оГ < Я ,2 >  =  <  V  й А О > . (2-17)

По формуле Остроградского получаем
j '< n ,Q > = J < V  л, 2 > .
S Q

Так как поле Я параллельно, то УЯ =  0 и интеграл по объему исчезает. 
Теорема доказана.

§ 3. Теоремы Гаусса— Бонне

Пусть в трехмерном римановом пространстве задана двумерная 
поверхность 2. Зададим в некоторой области на этой поверхности под
вижной репер {ё\, ё2, <?з} таким образом, чтобы вектор ё3 совпадал с 
единичным вектором нормали Я к поверхности 2. Тогда
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\ п— ^з==0)зе1+(озё2. (3 .1 )

Отложив все векторы п из одной точки в одном из касательных 
пространств трехмерного риманова пространства, мы получим единич
ную сферу в этом пространстве. Формы соз и из определяют риманову 
метрику на этой сфере

^ 2=(«>з)2-Н<«>з)2. (3.2)
Риманову площадь, т. е.

/^ (E )  =  (V3A«>1, (3.3)о у

назовем интегральной геодезической кривизной поверхности 2 .
Данное определение можно считать непосредственным обобщени

ем определения геодезической кривизны линии на поверхности, по
скольку геодезическую кривизну линии можно интерпретировать как 
длину единичной окружности в неевклидовой метрике.

Придадим теперь формуле (3.3) инвариантный, т. е. не зависящий 
от выбора подвижного репера, вид.

Теорема 3. Пусть Я— поле единичных векторов, определенное в 
некоторой окрестности поверхности 2 и совпадающее на 2 с полем 
единичных нормалей этой поверхности. Тогда

Л"г(2 )= -^ - |‘<  Я , [ 7 ЯЛ V n ]>  . (3.4)

Доказательство. Выражение под интегралом представляет собой, 
как следует из результатов § 2, дифференциальную форму второй внеш
ней степени, определяемую векторным полем Я. Положив Я =  ё3, полу
чим (3.2). Теорема доказана.

Подходя к формулировке теоремы Гаусса—Бонне, следует опреде
лить интегральную кривизну области трехмерного риманова простран
ства. Пусть В — область, диффеоморфиая шару, ограниченная поверх
ностью 2, которая диффеоморфна сфере. Интегральной кривизной К(В) 
области В назовем поток кривизны через границу этой области. Из 
(2.10) следует, что интегральная кривизна области В вычисляется по 
формуле

К ( В ) =  Г<й , Q >  =  |'rf<n, 2 > .  (3.5)
s я

где Я— поле единичных нормалей к поверхности 2. Ясно, что интег
ральная кривизна является аддитивной функцией области.

Теорема 4 (Гаусса— Бонне). Если В — область, диффеоморфиая ша
ру, ограниченная поверхностью дВ =  2, диффеоморфной сфере, то ин
тегральная кривизна области В и интегральная геодезическая кривиз
на ее границы в сумме дают 4л. Иначе говоря,

K { B ) + K g(dB)=\T.0 (3.6)

Доказательство. Используя формулы (1.8) — (1.16), вычислим 
внешний дифференциал о ? < Я ,[ г « Л 7 Я ]  . Имеем

d <  Я , [ V п Д V  Я ]>  =  <  V /i Л[ Vn Л V rt]>  -\- 
+  < я ,  [£ > У Я /\ У Я ]> — <  Я, [ V Я Д 0 У Я ]> .

7

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



Так как Ds7n~ оператор второй внешней степени, a У Я —первой, 
то внешне-векторное произведение [О уЯ Л У й ]-косоком м утати вн о 
и второе слагаемое в сумме с третьим дает 2 < Я , [Ds/ti, V n ] > .  
Первое слагаемое равно нулю. В самоу деле, < '7 Я Л ^ Я Л ''? Я ]>  =  

=det ]| 0<л6'л0* II , где V n = 0 * e (. Но ранг системы форм 0’ , 0% 03 
равен двум в силу того, что Я—единичный вектор ( d < V n ,  V n > = 0 ) .  
Поэтому

d < n ,  [У Я А У Я ]> = 2 > Я , [£ > V n A V n ]> .

Пользуясь формулой (2.8) и раскрывая получающееся двойное 
векторное произведение, находим

d <  Я, [ “  ЯД У  Я]>
—2< Я,2 >  д  <  я, У Я >  —

—2<"2 А  V  Я > .

Пользуясь формулой (2.17) и равенством < Я , Ч п > =  0, получаем

^ < п, [У Я А У Я ]>  =  - о! < Я ,  2 > .  (3.7)

Это равенство имеет место всюду, где определено поле Я. Непосред
ственно к этому равенству нельзя применить теорему Остроградского, 
так как при любом способе продолжения поля единичных нормалей Я 
к поверхности Е внутрь области оно будет иметь особенность. Окру
жим эту особенность поверхностью Еь ориентированной так же, как и 
Е (можно всегда сделать ее достаточно малой геодезической сферой с 
центром в особой точке, окружающей малый геодезический шар), и 
рассмотрим поверхность E2 =  E U (—2 0 . Она ограничивает область В\, 
диффеоморфную области между двумя концентрическими сферами. 
В области В1 поле Я не имеет особенностей, формы < Л , [У Я У У Я ]>  и 
С  Я, Q >  определены всюду. Пользуясь теоремой Остроградского, по
лучаем из (3.7)

<Л , [ V n A V n ] > +  fr f< n , 2 >  =
2 s в,

=  -^-| СЯ, [ У Я /\ У Я ]> . (3.8)
~ -I

Будем теперь устремлять к нулю радиус геодезической сферы Еь Пер
вый интеграл при этом не меняется, он равен Ке (дВ). Второй интеграл 
стремится к аналогичному интегралу по области В, т. е. к К(В).  Тре
тий интеграл стремится к 4л, т. е. к геодезической кривизне бесконечно 
малой римановой сферы, которая равна кривизне евклидовой сферы. 
Подставляя соответствующие значения интегралов в (3.8), получаем 
(3.6). Теорема доказана.

§ 4. Скалярная кривизна и кривизна в трехмерном 
направлении

Пусть в области В с кусочно-гладкой границей дВ =  Е задан под
вижной репер. Это значит, что в области В задано три взаимно орто
гональных векторных поля без особенностей. В каждой точке облас
ти В для каждого из векторных полей ё 1 репера определены два ин-
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варианта: гауссова кривизна /С, и средняя кривизна Ht =  dive, [3]. 
Обозначим

\ ё 2~|-//з^з. (4-1)
Интеграл

F(B)=\ </,da>  (4.2)
дВ

назовем полным потоком репера через границу дВ области В. Ясно, что 
полный поток репера есть аддитивная функция области.

Интегральной гауссовой кривизной репера в области В назовем 
интеграл

G ( B ) ^ ( K l+ K i+ K 3)dQ. (4.3)
в

Обозначив как в [3]

и>!=а(<ог, (вз=^(о‘ , и>1=С;(1>', (4.4)

получим после несложных выкладок, что подынтегральное выражение 
в (4.2) имеет вид

< 7 , й?а>=(01Д a)3+u)2A(i)i +  u)3/\a)2, (4.5)
а подынтегральное выражение в (4.3) имеет вид

(Л’гЬЛ’г+Л ’з) dQ—ш1 Дач Диц-[- (4.6)
+  (02 Л «>2 Л “>2 +  и>з Л “ з Л <о3 •

Э. Картаном в (1] была введена кривизна в трехмерном направ
лении. Эта кривизна R3 в наших обозначениях будет иметь вид

/?3rfQ==(o1A 2 3 + ‘«2A 2 i *т
+  а > з д д ^ - < у г Л 2 > .  (4.7)

Интеграл

/? (£ )=  | < V  г Л2
В

(4.8)

назовем объемной кривизной области В трехмерного риманова прост
ранства.

Теорема 5. Пусть в области В с кусочно-гладкой границей дВ в 
трехмерном римановом пространстве задан ортогональный подвижной 
репер. Тогда разность между интегральной гауссовой кривизной репе
ра в области В и полным потоком репера через границу этой области 
равна объемной кривизне этой области.

Доказательство. Аналитически теорема сводится к следующему ра
венству:

.(■ (Л ^ + Л у ь /С з )^ -  f < / ,da >  =
В дВ

=  I <  V  г Л "2> . (4.9)в
Применяя ко второму интегралу теорему Остроградского и формулы 
(4.5) — (4.7), сведем равенство (4.9) к равенству нулю тройного интег
рала по В. Подынтегральное выражение будет иметь вид
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а)1 Л о>1 Л  (в?-|- о>2 Л  <о2 Л m2 -| - (°3 ̂  1,)з А  0)3— d  (w1 Д о’з 'А ^ А  ®? -Ь
®3Л®2)— (ш 'Д З з+ ^ Л  2 3+ ® 3Д 22)= 0 .

Последнее тождество проверяется непосредственным вычислением с ис
пользованием формул (1.2), (1.3) и (2.3). Теорема доказана.

Следует отметить, что интегралы в левой части равенства (4.9) 
неинвариаитпы и зависят от выбора репера. Правая часть от выбора 
репера не зависит. Доказанную теорему можно рассматривать как гео
метрическую характеристику объемной кривизны. Из нее нетрудно по
лучить геометрическую характеристику кривизны в трехмерном на
правлении (рассматривая последнюю как плотность объемной кри
визны).

Отметим в заключение, что

/?з--2 Я,
где R — скалярная кривизна риманова пространства (полная свертка 
тензора кривизны).
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Л. А. Зернышкина

ИНВАРИАНТНЫЕ АФФИННЫЕ СВЯЗНОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ
ВИНТОВЫХ ЛИНИИ

Общая теория, изложенная в работах [1—5], применяется к про
странству К7 произвольных винтовых линий.

Пусть G7 — группа подобий. Множество элементов группы G7 мож
но поставить во взаимно однозначное соответствие с множеством орто
гональных реперов (А, Е7), базисные векторы которых имеют одина
ковую длину

dA=u>iEi,dEi=(o^Ek, а>1 =  <1)2—°>з.
<■>?=—и>1, i=£k, i, £=-1,2,3. ( 1)

С каждой винтовой линией
r ^ A + k ( E l cos * - f£ 2sin t )+ tE3 (2)

ассоциируем репер ( 1).
В пространстве К7 рассмотрим однопараметрическую группу пре

образований А > 0, сжатий к оси винтовой линии в отношении
X/k. Тогда каждой винтовой линии (2) ставится в соответствие винто
вая линия

г —А + Х (£'1 cos sin t)-\-tE3. \(3)

Пространство K7 рассматривается как однородное пространство с 
группой преобразований Gs, которая является прямым произведением 
группы подобий и группы g{X).

Условия стационарности винтовой линии (3) имеют вид

са1 — ш2=  ш?== X -0 = 0 , (4)
где 0=<о3—и)?.

Уравнения (4) определяют однопараметрическую группу g винто
вых движений относительно оси (А, Е3) с постоянным параметром.

Формы о)1, (о2, со?, <о?,о)2, 9, и}, dX — базисные инвариантные формы 
групп Vs и удовлетворяют соответствующим уравнениям структуры.

Согласно [5] пространство К7 отождествляется с множеством Galg 
правых классов смежности, а движения индуцируются правыми сдви
гами в группе G8.

Уравнение ш? = 0  задает оснащение подгруппы g. В пространстве 
К7 можно ввести аффинную инвариантную связность без кручения (ка
ноническую связность (5]). Геодезические канонической связности суть 
однопараметрические семейства винтовых линий, образованные из дан-
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ной винтовой линии применением преобразований однопараметрических 
подгрупп либо параллельных переносов, либо вращений, либо винтовых 
движений, оси которых ортогональны оси данной винтовой линии, либо 
гомотетий с центром на оси винтовой линии, либо сжатий к оси винто
вой линии, либо преобразований, касательный вектор которых в едини
це является линейной комбинацией аналогичных векторов перечислен
ных подгрупп группы G8.

Для следующих подгрупп G8, содержащих группу g,
1) g i : а)?=ш2=ю1=(и2==0;
2) g2 : <oi=tt>2=iuI=iu2= â(Х=0;
3 )  £ 3 : u > i= u )2 = o )1;= u )2 =  0 = io j =  O

определяются оснащения и в пространстве Gs/g имеем 3 типа аффин
ных связностей без кручения: Г ](Ы , Г2(£2), Гз. где £ь |2— произволь
ные константы. Применяя теоремы из [5], получаем следующие пред
ложения.

Геодезическая связности T id i) есть траектория сложного движе
ния: винтовая линия перемещается под действием однопараметриче
ской группы либо вращений относительно оси винтовой линии, либо 
параллельных переносов вдоль оси, либо гомотетий с центром на оси, 
либо сжатий к оси винтовой линии, либо преобразований, касательный 
вектор которых в единице является линейной комбинацией касательных 
векторов перечисленных групп, а в то же время пучок круглых цилин
дров с общей осью, содержащий данную винтовую линию, перемеща
ется под действием однопараметрической группы либо параллельных 
переносов вдоль направления, ортогонального оси пучка, либо враще
ний, оси которых перпендикулярны оси пучка цилиндров, либо винто
вых движений относительно оси, ортогональной оси пучка.

Геодезическая связности Г2(£2) есть траектория сложного движе
ния: винтовая линия перемещается под действием однопараметрической 
группы либо вращений относительно ее оси, либо параллельных пере
носов вдоль оси, либо гомотетий с центром на оси, либо преобразова
ний, касательный вектор которых в единице есть линейная комбинация 
касательных векторов перечисленных групп, в то же время пучок ци
линдров, ось которого совпадает с осью винтовой линии, перемещается 
под действием однопараметрической группы либо параллельных пе
реносов вдоль направлений, ортогональных оси пучка, либо вращений 
с осью, ортогональной оси пучка, либо винтовых движений относитель
но оси, перпендикулярной оси пучка, либо сжатий относительно оси 
пучка, либо преобразований, касательный вектор которых в единице 
есть линейная комбинация касательных векторов перечисленных групп.

Геодезическая связности Г3 есть траектория сложного движения: 
винтовая линия подвергается преобразованиям однопараметрической 
группы сжатий к ее оси, в то же время геликоид, на котором распо
ложена винтовая линия, перемещается под действием однопараметри
ческой группы либо вращений, либо винтовых движений относительно 
оси, ортогональной оси геликоида, либо гомотетий с центром на оси 
винтовой линии, либо параллельных переносов вдоль направления, пер
пендикулярного оси геликоида, либо преобразований, касательный век
тор которых в единице является линейной комбинацией касательных 
векторов перечисленных групп.

Вместо формы о? введем форму

ич =  ш1—qd\—р«>{, (5)
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где р и q —  произвольные константы. Тогда из структурных уравнений 
группы Gg следует, что стационарная подгруппа g винтовой линии до
пускает о о 2 оснащений. Геодезические линии полученной канонической 
связности T(q,p) при p = q =  0 переходят в геодезические связности Гз.

По способу, указанному в работе [5, п. II], определяются вполне 
геодезические многообразия связностей Г(</, р).

В качестве примера рассмотрим нахождение вполне геодезических 
многообразий, задаваемых подгруппой /С-группы инвариантности 5-се
мейства винтовых линий, оси которых параллельны.

Пусть

n ^ x xEi +  х2 е1~\г х 3 El
—направление, инвариантное относительно этой подгруппы, где (А0, 
Е\,е1,Ез)—репер, соответствующий единице группы.

Из условия dn\\n имеем
2 3 2 3 3 3—лг2и>1—лг3«>1 х 3ш2 x ^ i - l - x ^  ^
X! — х2 — х3

Рассматриваются две системы уравнений. Одна состоит из урав
нений (6) подгруппы К и уравнений (4) подгруппы g. Другая полу
чается присоединением к системе (6) уравнения

О)? — qi  X— р ш|=0.

Сравнивая ранги полученных систем с рангом системы (6), нахо
дим, что подгруппа К допускает вполне геодезические многообразия 
двух типов. Вполне геодезические многообразия первого типа получают
ся применением следующих подгрупп преобразований: винтовая линия, 
ось которой параллельна инвариантному направлению п, вращается 
относительно прямой I этого направления, подвергается преобразова
ниям подгрупп параллельных переносов в любом направлении, гомо
тетий с центром на прямой I и сжатий к оси винтовой линии. В резуль
тате получается 5-мерное многообразие — совокупность винтовых линий, 
оси которых параллельны. Для второго типа имеем 6-мерное вполне 
геодезическое многообразие, которое получается, если винтовую линию, 
ось которой перпендикулярна инвариантному направлению п, подверг
нуть преобразованиям, указанным для первого типа. Полученное впол
не геодезическое многообразие есть семейство винтовых линий, оси ко
торых параллельны одной и той же плоскости.

В работе [6] таким же способом рассмотрены еще несколько впол
не геодезических многообразий.
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Б. А. Розенфельд, Р. Н. Щербаков

ПРИМЕНЕНИЕ СЕГРЕАН К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ 
СЕМЕЙСТВ ПЛОСКОСТЕЙ

Алгебраические поверхности издавна применяются в дифференци
альной геометрии. Со времен Монжа и Дюпена наметилось два спо
соба их применения: в качестве соприкасающихся поверхностей и в ка
честве индикатрис. Линии кривизны па поверхности в Р3, например, 
можно определить с помощью соприкасающейся сферы [17, с. 74] или 
с помощью индикатрисы Дюпена.

Понятие индикатрисы Дюпена легко обобщается на гиперповерх
ности [1, с. 449]. Для m-поверхности Д. Стройкой введена [2, с. 109] 
индикатриса кривизны — алгебраическая поверхность, описываемая 
концом радиуса-вектора р = d2r/ds2 при непрерывном изменении направ
ления в касательной плоскости m-поверхности г = г(и], и2, .... ип) в Rn. 
Эта поверхность является частным случаем многообразия Веронезе 
[3, с. 63— 64] и называется веронезеаной. Она широко применяется в 
неевклидовой теории многомерных поверхностей (см. например, [4,5]).

В теории семейств прямых и плоскостей нашли применение другие 
индикатрисы, о которых мы и расскажем ниже. При изучении таких 
семейств часто используется диаграмма Циндлера [6, с. 188], или Z-диа
грамма [7], которая представляет собою проективное пространство 
Р т- 1 , полученное при помощи кокасателыюго векторного простран
ства m-параметрического многообразия. На Z-диаграмме любая инва
риантная дифференциальная форма изображается алгебраической по
верхностью. Поляритет относительно этой поверхности позволяет ввес
ти сопряженность пеголономпых подмногообразий данного многообра
зия [7], что дает возможность глубокого изучения последнего.

Исследуя дифференциально-геометрические свойства грассмапианы 
Гр(d, N), т. е. ( d + l ) ( N —d) -поверхности в P v, v =  — 1, изобра
жающей грассманово многообразие G r(d, N) всех d-плоскостей проек
тивного пространства PN, М. А. Акивис заметил [8], что обращение в 
нуль асимптотических форм грассмапианы определяет па Z -диаграмме 
Р ц , p = (d + l ) (y v —d) — 1, алгебраическую поверхность, являющуюся 
многообразием Сегре [9, с. 107] £ (d , N—d— 1), т. е. естественным ото
бражением произведения P (/XP;V-rf-i в Р  ̂ , p = (d + l) (J V —d) — 1, по 
формулам г1%= х ‘ у а , где х ‘ , у*, г1* — проективные координаты точки 
в Pd, Р N-d-\ , Рр.. соответственно. Многообразие Сегре 2(р, q) назы
вается [16] сегреапой. Сегреане 2(р , q) соответствует такая же сегреа- 
на 2 '(р , q) в касательной плоскости Тм грассмапианы в ее точке М. 
Она представляет собой совокупность точек, соответствующих образу
ющим грассмапианы, проходящим через точку М, на проективизации 
связки прямых, проходящих через М и принадлежащих Тм- Рассмотрим 
сегреану 2 (р, q), соответствующую фиксированной точке грассманиа-
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нны, т. е. некоторой плоскости Ld cG r(d , М). Через каждую точку сег 
рееаны проходят две образующие; d-мерная и (N—d— 1)-мерная.

В PN каждой точке этой сегреаны соответствует 1-семейство 
сМ-плоскостей Z.d( l ) .  Оно представляет собой пучок d-плоскостей, со- 
деержащих некоторую плоскость La- i c  L(t и принадлежащих некото- 
роой плоскости Ld+\ a L d.

Всякому а-семейству d-плоскостей на Z-диаграмме соответствует 
(аа— 1)-плоскость в Р̂ .. Ее пересечение с сегреаной 2 (d, N—d— 1) вы- 
дееляет специальные подсемейства. Например, конгруэнции прямых 
(aa = N— 1, d = l )  соответствует (N—2)-плоскость Q и сегреана 2(1, 
N-!— 2), являющаяся алгебраической поверхностью порядка {N— 1). 
ПЛлоскость Q пересекает эту сегреану в N — 1 точках, которым соответ
ствую т фокальные 1-подсемейства. По сегреапе 2 '(1, N—2) в этом слу- 
чаае находятся двойственные элементы — фокусы.

Другую сегреану мы получим, опираясь на исследования Л. 3. Кру- 
гллякова и его последователей. Рассмотрим а-семейство L(a) d-плоскос- 
теей в Яуупри a<^N—d, т. е. тот случай, когда возникает (a +  d )-мерная 
пллюскостная (при d = l — линейчатая) поверхность S a+d (см. [10]). Для 
кааждой плоскости L семейства L(a) имеется две серии касательных под- 
прространств. Во-первых, у каждого 1-подсемейства L (4 fi)c=L(a) есть 
каасательное подпространство 7’ >. =  7’L(4/ i) (см. (11, с. 10— 11]), кото- 
роое определяется как линейная оболочка плоскости L и касательных 
пррямых 7\Y(4fi) к линиям, описываемым точками Xc.L вдоль Y j. Во- 
вт.торых, в каждой точке Xc^L имеется касательная плоскость Т9 к по- 
веерхности 5 а+^. Как известно, эти две серии подпространств П  и Гр 
воспользуются для определения псевдофокалыюго соответствия и его 
оббобщений (см. (11, гл. 5]). Касательное пространство семейства L(a), 
соодержащее все Т\ и Тр, обозначается TL(a) и имеет в общем случае 
рэазмерность n = a(d+  l ) + d  (если, конечно, N—d ^ a f d + 1) [12]). В лю- 
боой оснащающей (М—d— 1)-плоскости Т° подпространство TL(a) вы- 
сеекает (a (d + l )  — 1}-плоскость Т*. Подпространства Т высекают в Т* 
соо" - 1 d -плоскостей, а подпространства Т9 высекают вТ*<х>‘<(а— 1)-плос- 
ккостей. Эти две серии плоскостей и являются двумя сериями образую 
щцих сегреаны 2(d, а— 1) в Т*. Простейшая сегреана получается 
ддля 2-семейства / ( 2) прямых / в Я5, особенно подробно изу- 
чаенпого Л. 3. Кругляковым. В этом случае N = n = 5, d =  1, а = 2 и по- 
эттому d =  a—1 =  1, вследствие чего в общем случае (для афокального 
сеемейства 1(2)) сегреана является линейчатой квадрикой, расположен- 
наой в трехмерной плоскости Т* =  Т°. В репере, построенном Л. 3. Круг- 
ляяковым в [12], она имеет каноническое уравнение х3х4 = х5х6 относи- 
теелыю вершин А3, Л4, А5, Л6 репера, расположенных в Т°.

Для частных случаев а-семейств d-плоскостей, когда размерность 
каасателыюго пространства TL(a) понижается, сегреаны заменяются 
«кквазисегреанами», которые можно определить как проекции сегреан 
няа плоскости Р ?с 7 *  из точек или подплоскостей пространства Т*. На- 
прример, когда 2-семейство прямых в Р5 является псевдофокальпым или 
пполуфокальным, имеем dim TL(a) =4. В первом случае квазисегреана 
янвляется семейством касательных в конике (тогда каждое подпрост- 
роанство Т\ является и некоторым подпространством ТР, что и опреде- 
ляяет псевдофокалыюе соответствие) и является проекцией сегреаны 
22(1 , 1) из точки, не лежащей на сегреапе. Во втором случае квазисег- 
роеана является парой пучков прямых и получается проектированием из 
таючки, принадлежащей сегреапе 2 ( 1, 1). Классификация квазисегреаи 
ппозволяет классифицировать семейства L(a).

Особенно удобно пользоваться сегреапами и квазисегреанами в
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неевклидовой и симплектической геометриях, где оснащающая плос
кость определяется с помощью абсолюта или абсолютной нуль-системы. 
В работе [14] найдена и применена для канонизации репера 2-семейст- 
на прямых в пятимерном симплектическом пространстве сегреапа 
М(1, i) ,  см. также [15, 16].

Несомненно, что теория сегреан найдет широкое применение в ис
следовании семейств прямых и плоскостей как в проективном прост
ранстве, так и в пространствах с фундаментальными группами, являю
щимися подгруппами группы проективных преобразований.
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Н. П. Чупахин

К ГЕОМЕТРИИ ПЛОСКОСТНЫХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 
ПРОСТРАНСТВА Рп

В данной работе продолжается начатое в [1—3] исследование П-со- 
ответствия, связанного с семейством многомерных плоскостей, образу
ющих плоскостную поверхность. Это соответствие введено в {3] под на
званием 2П*-соответствия.

Рассмотрим плоскостную поверхность X(d, а), образованную се
мейством L(a) d-плоскостей «-мерного проективного пространства Р„. 
Область пространства параметров, для которой выполняются все на
лагаемые ограничения, обозначим Vа.

Присоединим к каждой плоскости L из L(a) один подвижной ре 
пер {Aj}  ( /  =  0, 1, ..., п), вершины Л, (7 =  0, 1, ..., d) которого поместим 
в эту плоскость. Деривационные формулы репера (Лу ) имеют вид

d Л /=  (в/Лу(/, 7 = 0 , 1 , i(l)

где ш/ — формы Пфаффа, зависящие от дифференциалов параметров 
семейства L(a) и удовлетворяющие уравнениям структуры проективно
го пространства и условию эквипроективпости.

В силу включения плоскости L в репер формы (г =  0, ..., d; р =  
= d -f 1, ..., п), обращение которых в нуль фиксирует эту плоскость, вы
ражаются через базис 0* ( х = 1, .... а) пространства дифференциалов 
параметров семейства в виде

0х. ( 2 )

В каждой плоскости L рассмотрим грассмапово многообразие всех 
/г-мерных подплоскостей Lh, каждую из которых зададим уравнениями 
вида

x l= k \  Xs (/=0 ,...,А ; /= А + 1 ,...,</). (3)
Введем новые обозначения. Грассмапово многообразие плоскостей 

L л, ранее (см. [1— 4]) обозначавшееся Lft(«zft), теперь обозначим La. 
Здесь индекс L указывает, что берется многообразие всех Lh из L. Та
кое обозначение короче предыдущего, что способствует лучшей обозри
мости формул. Грассмапово расслоение всех La , принадлежащих всем 
плоскостям L семейства L(a), ранее обозначавшееся Lh(mh, а), обоз
начим Lk(a). Плоскостную поверхность X(d, а) будем теперь обозна
чать X L(a). Касательное подпространство для плоскости Lh к L a (а) 
будем обозначать 7LLh (а), а касательное подпространство в точке X к 
X L(a) — через TXL(a).

Одномерному распределению Д,, заданному уравнениями
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в » :  02 0а= Х >  : X2 (4)

где Xх — функции от параметров семейства, в семействе L(a) соответ
ствует однопараметрическое семейство L (4fi). Это подсемейство поро
ждает подрасслоение L* (M̂ i) грассманова расслоения Lь (а). 

Распределению Дс, заданному уравнениями
v = c + l , . . . ,c ) ,  (5)

в семействе L(a) соответствует T(WC) интегральных х1г1), называе
мая пфаффовым (неголономным) подмногообразием [3] этого семей
ства. Совокупность Z.(*FC), в свою оче:едь, порождает совокупность 
£ а(ЧГс) подрасслоений /•л('1г1) расслоения LLh{a).

Пусть ( Дс|—множество распределений Дс на V„, а (А-} —множес
тво неособых точек плоскости Lh из L. Отобр-жение П( Дй, Lh) ; 
: Дс} (названное я [3] 2П*-соответствием, а в [2, определение
1.1]—просто П-соответствием относительно пары (Д ,̂ Lh)) обозначим 
Пь Л Х ) =  Дс. Для каждой точки X  из Lh оно определяется соотно
шением

TX'{Wb)^ T L Lh(Wc),
где А'ДЧД)—неголономное по/1многообразие, соответствующее Дй. 
В случае же Ь=а отображение \\a,h( X ) =  !хс определяется соотноше
нием

TXL{a)~TLLh(Wc). (6)

Из теоремы 1 работы [1] известно, что такое П-соответствие при 
условии

P^dim 77w ;(fl)-dim 7\\'i ( a ) = l  (7)
является биекцией.

Если Lh— неособая относительно семейства L(a) плоскость, то 
имеет место

Теорема 1. Отображение П ( А ) = Д С, где X — неособые точки из 
неособой относительно семейства L(a) плоскости L h и а > 1 , является 
биекцией тогда и только тогда, когда семейство L(a) описывает плос
костную гиперповерхность.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся равенством 
(7). Так как каждая точка X — неособая, то dim ТХ 1 (a) — d + a. В свою 
очередь, для неособой плоскости Lh имеем [4, с. 38, замечание 3]
dimTLh(a) =m in{/i; d + a(h+  1)}. Поэтому равенство (7) принимает вид

p=min{/z.; d-\-a{h-\-\)\ —d—а=\.  (8)

Если n ^ d  + a(h + 1), то из (8) следует, что a ( / i + l ) —a = l ,  т. е. 
аЛ=1. Так как 1, то a ^ l ,  т. е. равенство (8) выполняется только 
при h — a=\.  Но по условию теоремы а > 1 . Поэтому следует предпо
ложить, что n<cd + a(h+  1). Но тогда из (8) получаем, что п—d—a = l ,  
т. е. X L(a) — гиперповерхность.

Обратно, пусть Х!-(а) — гиперповерхность. Тогда

n=d+a-\-1. (9 )

Если n'^d + a(h+  1), то в силу (9) а+ \ ~^a(h-\-\), т. е.
ah 1. (Ю)
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Но так как Л ^1, то (10) возможно только при а<;1, что исключено 
условиями теоремы. Поэтому n<.d +  ct(h+1). Тогда из (8) в силу (9) 
имеем р=1 . Теорема доказана.

Обобщая теорему 8 работы [1] на семейства плоскостей любой раз
мерности d, приходим к следующему результату.

Теорема 2. Если Х\ и Х2— неособые точки плоскостной гиперпо
верхности, принадлежащие плоскости Lh из L, то соотношение

T X i(4 \ -k) n T X ^ ( ^ h) = T X ^ l _ h) = T X ^  Чг2_*), (11)
где ЧГо_л(а=1,2 ) —неголономное подмногообразие, соответствующее 
распределению Ла_л= П a.h(Xa), имеет место тогда и только тогда, 
когда h = 1.

Доказательство. Пусть h =  1. Покажем, что в этом случае имеет 
место соотношение ( 11).

Поместим вершины А\ и Л2 репера в точки и Х2 прямой L\. Так 
так А\ и А2 — неособые, то касательные плоскости ТА\ (а) и ТА2 (а) 
к гиперповерхности XL (а) в этих точках (е!-|-а)-мерны. А поскольку 
для взаимно однозначных П-соответствий из предыдущей теоремы сле
дует, что n = d + a + 1, то

A\m\T Ai(a)V\T A2(a)\=d-\-a—\. (12)
Поместим вершины Ad+U..., Ad + a репера в плоскость Ld+a- i =  

=ТА{;(а)Г\ТА2(а), вершину Ad+a—в плоскость7M f(a), а вершину 
Ad+a+i — B плоскость ТА2(а) и, учитывая, что ТAt(a )= {L ,  afi Ар,..., 
аЦаАр) (а = 1,2), получим

a i ta+l= a i t a= 0. (13)
Зададим распределения Да- i  уравнениями:

Д* _! : 61=0; (14)
Д2-1 : О°=0. (15)

Так как для прямой L ^ A XA2 касательное подпространство TLf 
(4Ti-i) имеет вид TLfi(Wa-i) :- (I ;t i«2Ap,...,aZaAp), где ЧГд- i  соответст
вует Д̂ - i  = n a,i(A 1), то из условия 77.f(4fa-i )= Г А [ (а )  [см. ( 6)] сле
дует, что

a » 'eH', =  ...-a a ,4e+,= 0. (16)
Аналогично получаем, что из условия TL[(4a-\ )= Т А 2( а ) , где 

'fa—I соответствует распределению Да- i  = П а>1(Л2), следует
rf-ffl d-\Cl л / 1а п  = а  12 = ...• -=  a ia_ 1= 0 .  (17)

В силу (13), (16) и (17) уравнения подпространства 7\Л[(ЧГ]!_1) 
имеют вид:

0, a i ix Pl --=aiixp,= . . .= a i i - iX Pl ^ 0  (18)
{p l-=d-\-\„..,d+a—1), 

а уравнения подпространства ТА2(Ч\_,)—вид
■*г=°, a22x Pi = : i22x Pl = . . . = a 2̂ xPl = 0 .  (19)

Так как Л| и Л2 — неособые точки, то

R I! an'af2...aia_i 1| =--7? || a^a23...a£ l| = a —1.
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Поэтому каждая из систем (18) и (19) имеет одно и то же тривиальное 
решение

( 20)
которое определяет подпространство

Ld+a-i—T 1) n r A i(W !^ ) .

Таким образом, все три подпространства ^d+a-i, TAf(W a-i) и ТА\ 
(Ч^-и) совпадают, т. е. соотношение ( 11) выполняется.

Обратно. Предположим, что Аг и Л2 принадлежат подплоскости 
£ а(А >  1) плоскости L. Если П-соответствия Па,Л(Л 1)= Д с и Па>А(Л2)=  
=  Д2С взаимно однозначны, то согласно [ 1, теорема 1] имеем c ^ a —h.

Проведем фиксацию (13), а также поместим вершины Л0,..., Ah 
в плоскость Lh и зададим распределения Да-А и Дд_А соответственно 
уравнениями:

Д^_А : 01=  02= ...-= 0Л=О ;
Да_й: 0а_Л+1 =  ... =  6а=О.

Условие (6) П-соответствия Д2,_А имеет вид
T A ft a y ^ n t iw l-* ) .  (21)

Так как T I a( 'P I-a) в силу предыдущих фиксаций задается системой
x t=0 ,  afvXp =  0 (22)

( у = 0,...,Л; p^d + 1,..., п\ v = A +  1,...,а ),

то из (21) и (22) в силу (13) имеем

0. (23)
Аналогично, так как в данном репере 77.А(ЧГп_А) задается системой

л:г-=0, и^хр 0 (!■*•= 1,..., а —А), (24)
учитывая (13), из условия 77-А(ЧГо_А ) = Т А ^ а )  П-соответствия Па>А 
(Л2) =  Дд _А имеем

a f t a =  0. (25)
Рассмотрим теперь касательные подпространства ТA'{(Wl^h ) и ГЛ2 

(ЧГ];_А). Учитывая (13), (23) и (25), получаем, что ГЛ ^Ч ^-л) задается 
системой вида

х г= 0, ап х р, .> =  а&-нхр, = 0  (26)
(Pi~d -\-\,...,d-\-a—1), 

а ГЛ2(ЧГд_А)—системой вида
x t= 0, a2'h+\Xp,=.. .^a^Xpt= 0 .  (27)

Если выполняется соотношение (11), то системы (26) и (27) име
ют только тривиальные решения (20). Поскольку А\ и Л2 — неособые 
точки, т. е. ранги системы (26) и (27) максимальны, и системы состоят 
из а—h уравнений каждая относительно а—1 неизвестных xPl, то каж-
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дая из них не имеет других решений, кроме тривиального, только при 
h =  1. Теорема доказана.

Следствие. Если для двух точек Х| и плоскостной гиперповерх
ности, принадлежащих некоторой прямой Lu выполняется соотношение 
( 1 1 ) ,  то имеет место биекция: Па,1 , ( Х а ) = A a _ : (а =  1, 2 ) .

Доказательство. Проведя фиксацию (13) и задав Ai_i 
ответственно уравнениями (14) и (15), из (11) получаем

a ^ a-^ a ita+K-  О
( * = 2 р = 1 , . . . , а — 1).

Тогда уравнения для TLi(Wla- i ) имеют вид

X I  0 ,  (Tav-X/7, 2а JCet-\-a +

(ct—1,2; yE71-= r f+ l,... ,r f+ a — 1).

И Aa-l co

r n

(29)

Так как Л1 и Л2—неособые, то ft || а «  || 1 и а%аа+1ф 0. Поэто
му система (29) имеет только тривиальное решение : *(=*/>,-=-*d+a+i=0,
т. е. ) = Т Ai(a).  Следовательно, Д],_1 = П а,| (Л^. А так как
Ах принадлежит гиперповерхности X L(a), то согласно теореме 1 это 
П-соответствие—биекция.

Аналогично, так как уравнения подпространства ТЦ(Ч\_i) в силу 
(13) и (28) имеют вид

* .= 0 ,  а * х р, - a f i +a^ +a= 0 , (30)
то, учитывая, что Л, и Л2— неособые точки гиперповерхности, из (30) 
получаем, что TLi(Wl_1) = T A 2 (a), т. е. Да- i  = П а>1(Л2). В силу же 
теоремы 1 это соответствие биективно. Следствие доказано.
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А. Г. Мизин

КОМПЛЕКСЫ /Ci ДВУМЕРНЫХ ПЛОСКОСТЕЙ В ПРОЕКТИВНОМ
ПРОСТРАНСТВЕ Р6

Грассманово многообразие Gr (2, 6) всех двумерных плоскостей L 
пространства Р3 двенадцатимерно. В работе рассматривается девяти
мерное подмногообразие У9, или комплекс Ki [1].

§ 1. Торсы и связанные с ними отображения

Отнесем комплекс К х к подвижному реперу (А/) ,  деривацион
ные формулы которого имеют вид dAf = ^ А/, а формы Пфаффа о>' , 
связанные условием u>o-|-u>i+  шб-= 0, удовлетворяют уравнениям 
структуры D  У, /С==0,1,...,6). Поместим вершины репера
А Д {=0,1,2) в текущую плоскость комплекса К х, тогда формы u>f 
(базисные на грассмановом многообразии Gr (2,6)) связаны на комп
лексе К х тремя вполне интегрируемыми соотношениями

A p V = 0 ,  i = 0 , 1,2; р = 3 ,4 , 5, 6; е -1 ,2 ,3 ,  (1)

где коэффициенты Ар суть функции главных, а также вторичных (2] 
параметров комплекса Ki. На Gr (2,6) комплексу Ki соответствует то 
интегральное многообразие V9 распределения (1), которое проходит че
рез L. Фундаментальное решение системы (1) даст нам базис 0 х (х =  
=  1, 2, ..., 9) комплекса Кь а проективизация касательного пространст
ва к многообразию У9— «диаграмму Ципдлера» (ср. [2]), т. е. проектив
ное пространство Пз, однородные координаты точек которого суть 
0 ‘ :02: ...:09.

Пополним уравнения ( 1) всеми линейными комбинациями вида
w f= 0, (2)

где / ь t2, /3 — функции, зависящие от тех же величин, что и А'р. Каж
дое уравнение вида (2) задает некоторый неголономный гиперкомп
лекс, содержащий исходный комплекс К\. Проективизация связки таких 
гиперкомплексов дает некоторую проективную плоскость П2, однород
ные координаты точек Т которой суть tx:t2:t3.

Рассмотрим все торсы L(4r1), проходящие через L и принадлежа
щие комплексу К\. Уравнения совокупности таких торсов получаются 
из условия /?||со| II =  1, где, конечно, формы cof удовлетворяют уравнени
ям (1). На диаграмме Циндлера Г18 торсы изображаются точками дву
мерной поверхности, задаваемой шестью уравнениями второго порядка.

Определим некоторые отображения, связанные с торсами комплекса 
К\. Зафиксируем в плоскости L некоторую прямую Lb заданную урав
нением atx l =  0, и рассмотрим все торсы комплекса К\, проходящие че
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рез L и имеющие характеристикой плоскости L прямую L,. Линейная 
оболочка касательных подпространств всех таких торсов задается (1] 
уравнениями

Ара^хр=0.  (3)

Прямую L\, для которой RHA^a, || =  3, будем называть регулярной. Она 
является характеристикой одного торса, при этом система (3) задает 
/з-касательное подпространство этого торса. Таким образом, определено 
отображение множества {L J  регулярных прямых во множестве { / 3 }  

3-плоскостей, ф :{Т,}->-{/3}. Если же

R !! ЛЕЯ  II = 2 , (4)

то прямую L\ назовем критической. Заметим, что дальнейшее пониже
ние ранга возможно лишь для частных классов комплексов К\, кото
рые исключаются из рассмотрения. Критическая прямая L\ является 
характеристикой оо1 торсов, а система (3) определяет 4-плоскость 
Ф*(Е|). Найдем геометрическое место всех образов при отображении ф. 
Из (3) следует, что 3-плоскость /3=  (L, х р AJ тогда и только тогда яв
ляется касательным подпространством некоторого торса, когда

det || Л’рХр || = 0 . (5)

Уравнение (5 ) задает гиперконус Q третьего порядка с плоской вер
шиной L, каждая трехмерная образующая которого является касатель
ным подпространством некоторого торса L (4r[).

Рассмотрим неголономный гиперкомплекс, задаваемый уравнением 
(2). Для него можно определить (так же, как это сделано в [1] для 
голономного гиперкомплекса) основное соответствие фг : по 
формуле

(6)

Гиперплоскости ф7*(Л-i), соответствующие всем прямым Lx плоскости 
L, пересекаются по некоторой плоскости, называемой в (1] ассоцииро
ванной и задаваемой уравнениями

teApXp=0-  (7)
Если RIUsA6/ || =  3, то точку T(tx:t2:ti) в плоскости П2 назовем регуляр
ной. В этом случае уравнения (7) задают 3-плоскость /3 — касательное 
подпространство некоторого торса L('F|). Таким образом, на множест
ве регулярных точек определено отображение т: {7’} —»-{/3} . Если же

R II t*Ap II = 2 , (8)

то точку T(tx:t2:ts) будем называть критической (дальнейшее пониже
ние ранга возможно только для частных классов комплексов К\). Для 
критической точки Т уравнения (7) задают 4-плоскость /4 =  т*(Г ), ко
торая является линейной оболочкой касательных подпространств для 
оо1 торсов L (4ri).

Итак, с каждым торсом L (4ri) комплекса К\ связывается тройка 
(Ll; Т, /3). Наоборот, если Lx или Т регулярны, а /3 принадлежит гипер
конусу Q, то каждый элемент из такой тройки порождает некоторый 
торс L (4fi). Таким образом, на множествах регулярных прямых L, и 
регулярных точек Т возникают соответственно отображения л = т _1ф и 
л' =  ф-1т. При этом запись 7’ =  л(Т1) или Ьх=л'{Т)  означает, что пря-
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мая L\ и точка Т соответствуют одному и тому же торсу / .(Y i) . Ясно, 
что если T = n(L\) и Li=n'(T)  регулярны,T on '(n (L i)) = ^ i и п(л'(Т)) — 
= 7\ Формулы отображений л и л '  получаются из (3) и (7) путем ис
ключения Jt3:.*4:*5:*6.

§ 2. Критические прямые Е\ и критические точки Т

Прежде всего заметим, что критические прямые и критические точ
ки взаимно однозначно соответствуют друг другу. Действительно, пусть 
L\ — критическая прямая, тогда из условия (4) следует, что существу
ют такие t\, t2, з̂. что

f .A p a ,= 0. (9)
Так к_ак эта система должна однозначно определять критическую пря
мую Г), то должно выполняться условие (8), т. е. соответствующая точ
ка f (ti : t2:t3) — критическая. Теперь становится очевидным и обратное 
утверждение о том, что критической точке Т соответствует критическая 
прямая Е\. Факт соответствия между критическими Е\ и Т будем запи
сывать в виде Т = л*(Еi).

Т е о р е м а  1. Пусть Ег и Е \ — критические прямые, a T' = n*{Ei 
и Т" =  п* (L j )— соответствующие критические точки. Тогда для любой 
регулярной прямой L\ из пучка, определенного прямыми Е[ и Е\, точ
ка T = n(Li) лежит на прямой (Т', Т"), а 3-плоскости <p(£-i) и т(7’ ) за
полняют одну и ту же 4-плоскость.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем репер так, чтобы Ег={А0, Л,), 
Е\={А0, А2) . Затем потребуем, чтобы Т' =  Т1( 1:0:0) и Т" = Т2(0:1:0). 
Тогда в силу (9) имеем

Л )* -А ? = 0 , р—3, 4, 5, 6,

причем должны выполняться условия ( 4 )  и (7), т. е. R || Л̂ °Л̂ 2 || =  
|| А)}А3р || = 2  и R || Ар°лУ !| = R  || А2рА% || —2. Теперь система 

(3), задающая 3-плоскость ф(А]) для регулярной прямой L, из пучка 
с центром в точке Л0, принимает вид

Л),1 агх р=0 ,  \%а2хР=0,
(Аграх+ А ¥ а 2)хР=0,

п система (7), задающая 3-плоскость т(7’) для регулярной точки Т на 
прямой (Г1, Т2), принимает вид

i1A1pXp=  0, t2A f x p= 0,

( t X 0A-t2 А ? ) х р= 0 .
Отсюда в силу регулярности прямой L\ (а ^ ф О )  и точки Т {1^2ф 0) 
заключаем, что все <p(Li) и т(7’) заполняют одну и ту же 4-плоскость, 
задаваемую уравнениями A1pXp=AfxP=-0.  Так как любая 3-плос- 
кость, проходящая через L и лежащая в указанной 4-плоскости, явля
ется касательным подпространством некоторого торса, то и T=n(L\).  
Теорема доказана.

§ 3. Построение репера
Прежде всего, никак пока не фиксируя вершины репера в плоско

сти L, выберем за прямые (Ль А2), (А0, А2) и {А0, Ах), регулярные от-
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носительно отображения ф прямые и включим их образы в этом ото
бражении в репер так:

<p(Hlt A2))= (L ,  Л6), «р((Л0, A2))=(L,  л 5),

?((Л „, А ) ) = ( ^ .  а 4).
1( 10)

Тогда в (3) будем иметь

A^0= A ^ = A V ^ Oе2
( 11)

а условия регулярности указанных прямых задаются неравенствами
det || A50AS0AS° || фО, det || А^А^А? || фО,

det || A iaAS2Aea I! ФО. (12)

Поскольку в нашем распоряжении выбор базисных уравнений в систе
ме ( 1), т. е. точек Г1 (1:0:0), Г2 (0:1:0), Г3 (0:0:1) в плоскости П2, потре
буем, чтобы

*((Л „ Л2) ) = л ,  *((Л 0, А2) ) = т тс(( Л0, Л1)) =  7’3. (13)

Тогда в силу (10) из (7) получаем

A i '= A 25W f = 0 ,  (14)

а условия регулярности точек Т\ Т2, Т3 принимают вид

det || А^Л^Аб* I! фО, det || Аз*Л2,Ав* |; Ф0,

det || A^A^A?1 || фО. (15)

Зафиксируем теперь в плоскости L вершины Л0, Аи Л2 так, чтобы 
через каждую вершину проходили бы критические прямые, причем каж
дой прямой Lb проходящей через Л, , соответствовала бы критическая 
точка Т = п*(£\) на прямой, задаваемой в плоскости П2 уравнением 
t[+1 =0. Это требование приводит в силу теоремы 1 и соотношений 
(9)— (15) к равенствам

а 21__ А 32 АЮ . 32 .1 0  . 21 пЛ4 —Аз = А 4 Л« -—А з =Л « ==U. (1 о)
В дальнейшем мы будем исключать случай, когда в плоскости имеется 
бесконечное число критических прямых, т. е. будем считать, что

A ”  aJ2 А з°+ Л ^ А ^ А н1 фО. ,(17)

Это условие получается из (4) с учетом проведенных фиксаций (11), 
(14) и (16). Проведем еще фиксацию

А з2= А з°=  А з! =  0. (18)

Обычным путем [2] проверяется, что фиксация ( 11), (14), (16) и 
(18) возможны в общем случае, т. е. при условии (17), а также при 
условии

Лз^Аз1 Аз2Л " А20А (2 A^AjpAf;1 фО, (19)

которое получается из (12) и (15). Действительно, возникающая при 
такой фиксации однородная система относительно вторичных форм 
* / (*. / =  0, 1, 2; 1=7̂ /)  и nq (р , <7 =  3, 4, 5, 6; рфд)  имеет в силу (17)
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и (19) лишь тривиальное решение. Этот этап канонизации завершим 
нормировками вершин за счет коэффициентов из (19), полагая

( 2 0 ).  12 .10As =Л з А ?= А ?= А21--Аз , А30— Л31— А32 As =Л б =  А3 ,

ЧТО приводит К равенствам тг2= тг} =  т:|; 7Гз=7и4=7г|=-=иге . 
Теперь величины

А = A f  : A ? ; B = A f : Л|2; С = Л ”  : А^°; Е-= АУ : Л °̂ (21)

становятся инвариантами комплекса Ki, так как вычисления показы
вают, что 6А =  6 5 = 6 С = 6 £ ' =  0. Далее, репером R* называется репер, 
который получается при некотором произвольном завершении прове
денной канонизации.

Итак, в репере R* комплекс К\ задается следующей вполне интег
рируемой системой:

«о+Сю?+£ш?+а»§--=0, (22)
к)? - ) -  j4(l)2-f-(fl0 -l -u)2 —  о ,

W2+-® <йО +  ШО +  «>1 =  0,

причем Е(Е +  1) =5̂ =0 в силу (17) — (21). Найдем формулы отображений 
Ф и т в репере R*. Для задания 3-плоскости /3=  (L, хРАр) достаточно 
определить отношения х3:х*:х5:х6, поэтому фундаментальное решение

х 3 : х 4 : х 5 : х * = —(Е +1)г0аха2: а2((а0)24-(а1)2—
— (аг)2+ А а ха2—Ва0а2+Са0ах) : ах{(а0)2— Е(ах )2+

+Е (а2)2—АЕаха2-\-ВЕа0а2-\-Са0ах] : а 0[(а2)2— (23)
—(а0)2-\-Е(ах )2+ А Е а ха2+В л0а2—Са0ах)

системы (3) с учетом (22) и определяет отображение ф. Аналогично 
из системы (7) получаются формулы отображения т в виде

jc3 : дс4 : дез: лгв= - ( £ Ч - 1 ) / , ^ з : *зКМ2+ ( М 2— 
~ ( t 3)2~ A t 2t3+ B t xt3+ C txt2\ : / 2(£ (М 2- ( ' 2)2+  (24)

-\~(. 3̂)'JrAt2t3-\-EBtlt3— Ctxt2\ : tx\(t2)2 — 
- E { t x)2+ E { t3)2+AEt2t3- B E t xt3- C t xt2\.

Для нахождения формул отображения л разрешим систему (7) с уче
том (22) относительно t\\t2:t3 (это возможно в силу (5)) и в  получен
ные выражения внесем равенства (23). Получим

tx : t 2: t3= a 0\(a0y + E 2(axy + ( a 2y +
+ 2  С(а0)3ах—2 В(а0)3а2— 2 СЕ(ах )3а0+

+А Е (Е — 1 )(«! )3л2+ 2  В(а2)3а0+ А ( Е — 1 )(а2)3ах +
+ (С 2—2 £,)(а0)2(а 1)2+ (Д 2—2)(а0)2(а2)2— 

- ( А * Е + Е 2+\)(ах)2{а2)2+ { А - А Е  - 2 B C ) { a Q)2axa2+
+ ( А С - 2  ВЕ—АСЕ)(ах )2а0а2+ (  A B E -2  С— 

—АВЕ2)(а2)2а0ах) : аг{ — (а0)4—Е2(ах)4— 
—Е2(а2у —2С{а0)Ъх +

+ В (  1 - Е ) ( а 0)3. ,-2+ 2  СЕ(ах )3а0- 2  АЕ2(ах )3а 2+
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+ В Е (\ -Е ) (а 2)3а0+ 2  АЕЦа2)3ах-{- 
+ ( 2 £ - С « К в 0)8(а1)8Н-(£2£ + £ » + 1 )(ао)2еа8)а+  (25)

+ £ 2 (2 -Л 2 )(а1)2(а2)8 + ( 5 с + 2  АЕ-ВСЕ){а0)Чха2+
+ (£ £ 2 + 2  АСЕ-ВЕ)(ах )2а0а2+(А ВЕ *-2  С Е -  

—АВЕ)(аг)*а0ах) : а2(Я(а0)4 +Е(а1 )4+  
+ Е (а 2)4 -С (Е - 1 ) ( а 0Га1-2 В Е (а 0Га2-\- 

+ С (Е —1 )(a1)3J0+ 2  АЕ(а1 )3а2+ 2  ВЕ(а2)3а0— 
- 2 А Е ( а 2)3ах+ ( Е - Е 2- С 2)(аи)2(а1)2 +  

+ £ (Я 2 _ 2 )(а 0)2(а2)2+ £ (Л 2_2 )(а 1)2(<72)2+
-\-(ВС-\-2 AE—BCE)(a^})2ala2Jг{ACE-\-AC—
—2 ВЕ%а1)2а0а2-\-(С—2 ВЕ—СЕ)(а2уа0ах\.

Покажем, что прямые
Ц = а (А 2, Л0)+ (Л 0, Л ,); А1 =  Р(Л0, Л1)+ (Л 1, Л2), (26)

■^1=Т(^1> А2)-\-(А2, Л0),
где a = a lt a2; 0 = ^ , р2; у2 суть корни уравнений

а2-)-Л a— 1= 0; p 2 - f £ p - l = 0 ;  Та+ С  ? - £ = ( ) ,  (27)
и только они являются критическими. Действительно, из (23) следует, 
что все критические прямые принадлежат пучкам с центрами в точках 
Ло, Л1, Л2. Рассмотрим пучок прямых, например, с центром в точке Л0. 
Для произвольной прямой этого пучка по формуле (23), задающей ото
бражение ф, получим

х 3: х 4 : х 5 : jc6= 0  : а2{(а1)2+ А а 1а2—(а2)2} ;
: — а 1Д((а1)2-(-Ло1а2— (а2)2} : 0.

Отсюда следует, что любая прямая Lu для которой (ах)2-\-Ааха2— 
—(а2)2̂ =0, регулярна, так как <p(Z.j)=(Z, а% Л4—а,Л5), а прямые L\' и 
L\‘ являются критическими. Аналогично проходит доказательство 
для прямых L\ и L\ , L\' и .

Итак, в плоскости L комплекса К х имеется в общем случае 
шесть критических прямых. Соответствующие им критические точки
Ta=-it*(Ll)t T;,—k*(Ei ) и Т1=к*(Ц)  имеют вйд

Г“= - а Г 2+ 7 '3; Г ’= Г ' - р Р ;  Л - - ?  Г ‘+ £ Т 2. (28)

Это следует из (9) с учетом (22), (26) и (27).
Теперь 4-плоскости, которые являются линейными оболочками ка

сательных подпространств торсов с характеристиками L\, L\ , L] , за
даются соответственно уравнениями

<p*(Z.J): x 3+ a  а:6 =  0, С ах3+ Е  * х 4+ х 3=0 ,
<?*(L'i) : х 3-\-р л:5= 0 , Л р jc3+ jc4 л:6= 0 ,  (29)
<p*(Z.j[): лг3+ 7  Л’4= 0 , Е Y-t34 -f л:5+ х 6= 0 ,

а 4-плоскости, которые являются ассоциированными для гиперкомплек
сов, соответствующих критическим точкам Та, Л ,  f t ,  задаются соот
ветственно уравнениями
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т*(Га) : ал:3—л:6=0, Вхъ—а.х4+л:5=0, 
•**(7 )̂ s рjc3—jcs= 0, С х3+ Е л 4- М в= 0 , 
%*(Ti): ух3—Ех4= 0, АЕх3—у x5-\-ExG=  О.

(30)

§ 4. Геометрическая характеристика инвариантов

Прежде всего покажем, что шесть критических прямых не принад
лежат одной кривой второго класса. Обозначим через К а (К? , К^) 
кривую второго класса, содержащую все критические прямые, кроме 
одной из Li (Li , Lj). Непосредственным подсчетом из (26) и (27) по
лучаются уравнения кривых

K as=E{ax)2+ { a 2)2—(а 0)2+ Я з 0о 2—Са0ах+{АЕ-\-Д\+Е))аха2̂ о ,  
A';,= (a 0)2 -f£ (aB)2— Е(ах)2+С а 0ах—АЕаха2-\г{ВЕ-\-§{\-\-Е))а0а2=0,  (31) 
A \ = £ (a 0)2-|-£(ai)2—Е(а2)2+А Еаха2— ВЕаоа2+{СЕ +у{\+Е))а0ах=О.

Кривые Ка, и АД (К?, и /Ср.) различны, так как а.\Фаг (PiT^fc) в 
силу (27); кривые К х, и Къ различны, если у\Фу2, т. е. С2 + 4ЕФ0  
(ниже случай С2 +  4£ =  0 исключается из рассмотрения), а так как 
£ + 1=7̂ 0, то и все кривые A"a, К;,. /Ст различны.

Теорема 2. Пусть Lx— критическая прямая, а K l x — кривая вто
рого класса, содержащая остальные пять критических прямых. Тогда 
для любой регулярной прямой Lи принадлежащей Кц , имеем 
jt(Li) =Т, где Т =  n*(£i) .

Доказательство. Докажем теорему, например, для критической пря
мой L \. Для удобства вычислений вместо отображения л, задаваемого 
формулами (25), рассмотрим отображение ср, определенное равенства
ми (23). Покажем, что совокупность образов ср(£|) всех регулярных 
прямых L\ из К* есть 4-плоскость т* ( 7 ’ ), где ТЛ=л*(Ь\ ). Это и будет 
означать, ,то л ( Д)  = 7 " . Действительно, левые части уравнений 4-плос
кости т* (7 ’ ) из (30) с учетом (31) и (27) преобразуются к виду

а х3—х 6=^—а[)К а, Вх3- о . х 4-\-х5-^(а.а2—ах)Ка, 

что и доказывает теорему для Ll-
Теорема 3. Пусть Т — критическая точка, а Кт — кривая второго 

порядка в плоскости П2, проходящая через все критические точки, кро
ме Т. Тогда для любой регулярной точки Т па КТ имеем л '(Т)=Ех, 
где L\ = ( n * ) - ' ( f ) .

Доказательство аналогично доказательству теоремы 2. Уравнения 
кривых Кт для f  =  7 a, T f , 7 Т имеют вид

K*={ t2)3+ E { t3)2~ E ( tx)2+ C txt2- E B t xt3+{AE+<i{\+E))t2t3=0,
K ^ E ( t x)2̂ ( t 3) 2 - ( t 2)2+ A t 2t3~ C t xt2 +  (BE+^(l+E)) txt3̂ 0 ,  (32)
К  l= E ( t l )2-\-E(t2)2—E(t3)2-\-BEtlt3—AEt2t3->r (CE-\-y(l-\-E))tlt2—0.
Дадим геометрическую характеристику инварианта Е. Введем 

следующие обозначения. Пусть Z f-ДЛ,, Л Д  где i, j ,  k образуют 
диклщческую перестановку из чисел 0, 1, 2, а LI, L \ , L \  — регуляр
ные прямые из пучков с центрами в точках Лп, Ах, Л2 и лежащие 
на кривых К а, /Д  К х соответственно. В силу (31) имеем 7 ’  =  а (Л 2, 
Л0) Е (А 0, А Х), /£ — Е( Ах, Л2) Р(Л0, Л^, £а= f  (Л,, А2) — Е (А 2, Л0).
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Вычисляя сложные отношения четырех прямых Z.J=(A2, Л0), L\=(A0. 
Аг), L\ и L\ из пучка с центром Л0, получаем

D V (L \ ,L hL uL \)= -E .

Заметим, что это равенство не зависит от того, какая из критических 
прямых L\' и L i 1 выбирается из указанного пучка. Аналогично дока
зываются следующие равенства:

D V(Ll  Li; L l  L\)—DV {L i , L\; L\,
Перейдем теперь к инвариантам Л, В и С. В пучке прямых^ с 

центром в точке Л0 рассмотрим две критические прямые L\* и 
две регулярные прямые £ !', L\‘. Непосредственное помощью (27) по
лучаем

DV(L\\ £ ,\  L\\ tt)__34!±iL.
(1+ Е )!

Ясно, что это сложное отношение не зависит от нумерации корней а\ 
и СС2. Аналогично показывается, что

DV(L:1‘ , Li1; Li\ Li‘ ) =  

DV(L\', L[‘ - ,LV,G')

E(B2+ 4) 
(1 + Я )2 
C2+ 4 E

= 0  +  £ ) 2 '

§ 5. Гиперконус Q третьего порядка

Рассмотрим гиперконус Q третьего порядка с плоской вершиной L, 
каждая трехмерная образующая которого является касательным под
пространством некоторого торса. Он определяется уравнением (5), ко
торое в репере R* принимает вид

л:4 Вх2+ х 5
Сх'6+ Е х 4 х 3 x G = 0 . (33)

л:5 Лл:3+л:6 X*

Перечислим четырехмерные образующие гиперконуса Q. Во-первых, 
имеется шесть 4-плоскостей ср*(£? ), <р*(£? ), соответствующих
критическим прямым L\, L\ , где ос, р, у суть корни соответствую
щих уравнений (27). Во-вторых, имеется шесть 4-плоскостей т*(Тв ), 
t* (7'j,) > x*(7’t ) ,  соответствующих критическим точкам Т* , Т? , Тт. Эти 
образующие задаются соответственно уравнениями (29) и (30). От
метим, что каждая пара образующих внутри одного вида имеет лишь 
тривиальное пересечение по плоскости L, а каждая образующая одного 
вида пересекает пять образующих другого вида по некоторым 3-плос- 
костям (лишь <p*(£i) и т*(Т),  где Т = л*(С\), имеют тривиальное пере
сечение). Это следует из (29), (30) и (27). В-третьих, поскольку каж
дая пара критических прямых определяет пучок, которому по теореме! 
соответствует некоторая 4-плоскость, на гиперконусе Q имеется пятна
дцать четырехмерных образующих третьего вида. Любая пара из них 
имеет нетривиальное пересечение. Кроме того, каждая образующая 
третьего вида имеет нетривиальное пересечение с двумя образующими
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первого видаф*(Г1) и ф*(ZTi), а также с двумя образующими второго 
вида т*(Т')и х*(Т"), где T' =  n*(Ci ), T"=n*(Cl),  a L\ и Li порожда
ют тот пучок, которому по теореме 1 соответствует эта четырехмерная 
образующая третьего вида. Это следует из теорем 1— 3.

Рассмотрим произвольный неголономный гиперкомплекс, содержа
щий комплекс /Ci. Пусть Т — соответствующая ему точка в плоскости 
Пг, а фг — основное соответствие [1] этого гиперкомплекса.

Теорема 4. Если Ll =  n'(T),  то гиперплоскость фг (^м) является ка
сательной к гиперконусу Q вдоль образующей 13 = х{Т) =  ф(7.,).

Доказательство. Если комплекс /Ci задан уравнениями (1), то ги
перплоскость фг(^1) задается уравнением (6). В репере R* оно при
нимает вид

(я 0̂ 1+Са1£1-|-а<А-1--'4а2^2+а 2^з+
+ B a 0t3 )уз + (Еаг t t+ а 0/ 2 )У‘*■+ 

+ (в Ж + Я о<з)У5+(«а*2+«1<з)У6==0. (34)
Пусть теперь Z-i =  зх'(7'), т. е. образы т(7’) и ф(£|) совпадают с некото
рой образующей /3=  (L, х рАJ гиперконуса Q. Из систем (3) и (7) вы
разим ao:ai:a2 и через хр. В терминах репера R* с учетом выбо
ра базисного минора М = ( я3) 2—Ах3хв— (л:6) 2 в определителе из (33) 
получим

аа\ах: а2=  {(л:3)2— 4̂jc3-»c6—(jc6)2) : (Л 5(х3)2+
+Лл:3л:5 +  Вх3х3+ х 5х6—х3х4\ : {х*х6—В(х3)2—х 3х5}, (35)

^з=Ч(-*3)2— Ах3х6—(jt6)2) : {х5х6—С(х3)2—
—Ех3х*\ : [AC(x3)2-{-AEx3x i -{-Cx3x 6-{-Ex‘lx 6—х 5х 3}. (36)

Вычислим тангенциальные координаты гиперплоскости ф7'( / .1), зада
ваемой уравнением (34). В силу (35), (36) и выбора минора М имеем

o,0tl-]rCal -НМа“Ь Aa2ti-\-ci'2̂ 3+

+ B 2 0t3= M & -
дх3

dQ
<?JC4

°2^1 +  a Û 3 — <?л:5
, , , ,w dQ ndM

Я2̂ 2~Ьа1̂ 3— Г* OX6 o x 6
Так как МфО и /3 лежит на Q, то уравнение (34) гиперплоскости 
Фг ( 1 1) принимает вид

dQ 3 , dQ ,—_ у З  _|---- —у4-
dx3 dx*

dQ . . dQ г f, — —у5Ч— —у6=0. 
dx5 dx6*

Таким образом, гиперплоскость ф7-̂ )  является касательной к гипер
конусу для образующей /3, что и требовалось доказать.
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В. А. Петин

ПАРЫ КОМПЛЕКСОВ, СОДЕРЖАЩИЕ НЕГОЛОНОМНЫЕ 
ПАРЫ 0  КОНГРУЭНЦИИ

В теории пар конгруэнций наиболее известны ставшие классиче
скими пары Т и пары 0  конгруэнций (1]. В теории пар комплексов са
мым интересным классом является пара Т [2]. Известно (см., напри
мер, [3]), что пара комплексов является парой Т тогда и только тогда, 
когда она содержит три неголономных [4] пары Т конгруэнций. Естест
венно поставить вопрос и о парах комплексов, содержащих по крайней 
мере одну пеголономную пару 0  конгруэнций. Такие пары комплексов 
рассматриваются в настоящей статье.

§ 1. Основные уравнения и некоторые инварианты 
пары комплексов

Рассмотрим в проективном пространстве Р3 пару комплексов К и 
К', описываемых соответственно лучами AtA2 и А3А4, где точки А , 
( t =  1, 2, 3, 4) являются вершинами подвижного репера, деривационные 
формулы которого имеют вид

d A ^ A j  а ,  /= 1 ,  2, 3, 4). (1)

Здесь ы/ — формы Пфаффа, зависящие от дифференциалов как 
первичных, так и вторичных параметров, удовлетворяющие обычным 
уравнениям структуры проективного пространства и условию эквипро
ективности.

Выберем зависимость между главными формами в виде

и)3=аи)3-|-й(о^+Са) ,̂

‘*>з=а«>4+Р‘<>з+‘К >

0)4==/ ,n 0>! + / 7i2<0i + / 7i3lo2. (2)

Ш1 = Р 2 1  Ш1 + Р г г  °>,4+ /> 2 3  ">2.

°>4= Р31 “>2+^32 ш1+Рзз “ г-
Обозначая символом б дифференцирование по вторичным пара

метрам, а я» — вторичные формы, обычным путем [4] получаем
3а = а  ( i t ] —  ic2)-|-ir2— а 2ж1_|_(а £_}_с ) ,с4>

8с= 2с( я J )—Ьт̂—гм-к^-аъ*- f bci l̂, ( 3 )
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8 a = a ( ic g - i :< ) - f r c < —  « * * 5 -| - (« Р + Т )* а .

8P =P (w } — 1 l 2 ) _ 1t2-l-p21tI _ ( a p^ _ir) r 3i

St= 2 t(« 1 -hTC|— P*J-|-aw?+‘rP1t2—*«*4-
С помощью равенств (3) найдем, что величины

S=ab-\-c,
5 ' = а Р + Т , ( 4 )

/==а+р— by—со.
являются относительными инвариантами, а форма

Ф = а )З а)1_[_и)1и)4_|_ш31й2_|_(04и)2 (5 )

абсолютно инвариантна.
Если S =  0, то комплекс К — специальный. Его луч АХА2 касаются 

поверхности (фокальной), которая описывается точкой (фокусом) 
F = Ai—аАг и имеет касательную плоскость (А\, А2, М 3+Л 4).

Аналогично при S ' =  0 комплекс К' — специальный. Его лучи А3А4 
касаются фокальной поверхности, описываемой фокусом Е' =  Л3—аЛ4 
и имеющей касательную плоскость (А3, Л4, Л| +  рЛ2) .

Если /  =  0 и комплексы К и К' не специальные, то пара комплек
сов К и К' образует пару /  {5].

В самом деле, точка M = Ax +  tA2 соответствует в нормальной кор
реляции комплекса К плоскость Р, пересекающая луч Л3Л4 в точке 
М = Аъ +  1А2, где

a-\-t 
Ы -с

а плоскость, соответствующая точке М в нормальной корреляции комп
лекса К', пересекает луч Л1Л2 в точке

л , „ А + (» + 1 Ё )< + т £ ± !г А .
(1 + a  b)t-\-a—ca (6)

Отображение f, сопоставляющее точке М луча А,А2 точку N этого 
же луча, является проективным преобразованием, двойные точки кото
рого есть Г-точки луча [5].

Аналогично определяется проективитет / '  луча Л3Л4, сопоставляю
щий каждой точке М' =  Л3 +  ̂ Л4 точку

ЛГ'=Л3+ ( а + р ^ '+ д а —т А
(b$—c )t '—b i—c& 4

(7)

Из (6) и (7) мы видим, что только при /  =  0 оба преобразования 
f и f  являются инволюцией, то есть имеем пару комплексов.

Если же комплексы К а К' специальные, то есть S =  S/ =  0, то 
/ =  (a +  (i) (1 +Ьа) и его обращение в нуль означает, что касательная 
плоскость к фокальной поверхности одного из комплексов пары прохо
дит через фокус соответственного луча другого комплекса. Такую пару 
комплексов мы также будем называть парой /  комплексов (специаль
ной парой / ) .

Отметим, что Г-точки T = A x +  tA2 луча АХА2 определяются корнями 
уравнения
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(1+я6)*2+ ( я —ас— а ?—с ?= 0 , (8)

а 7-точки 7 =  /4i +  M 2 луча А{А2 — корнями уравнения
(с— / '2-Ц а + а £ + Р + 6 т )  t'+tt-i—7 = 0 . (9)

Прежде чем переходить к геометрической характеристике квадра
тичной дифференциальной формы Ф, рассмотрим произвольную пару 
линейчатых поверхностей (/) и ( / ') ,  описываемую лучами / и Г. Пусть 
касательная плоскость поверхности (/) в точке М пересекает луч /' в 
точке М', а касательная плоскость поверхности (Г) в точке М' пересе
кает луч / в точке N. Тогда возникает проективитет g : /-►/, определен
ный равенством g (M )= N . Аналогично определяется проективитет

Пары поверхностей, для которых оба проективитета являются ин
волюцией, названы в (6] парами П.

Косые пары линейчатых поверхностей рассматриваемой пары комп
лексов, аннулирующие квадратичную форму Ф, и есть пары П. Если 
же обе поверхности (/) и ( / ' ) — торсы, то они аннулируют форму Ф 
только в том случае, когда касательная плоскость к одному из торсов 
проходит через точку возврата другого.

Если же ( / ) — торс, а ( / ' ) — косая поверхность пары, аннулирую
щей форму Ф, и М' — точка пересечения касательной плоскости торса 
с лучом Г, то касательная плоскость поверхности (Г) в точке М' про
ходит через точку возврата луча /.

Упростим равенства (2) за счет выбора репера. Из (3) видим, что, 
не теряя общности, мы можем провести следующую фиксацию:

a = 6 = a = 0 , и2+Стс4= 0,

*з+стс1 =  0, (10)

« з + Г ' Н 0-
При этом S = c, 5 '= т ,  /= р .

Геометрический смысл этой фиксации таков, что неспециальный 
комплекс (А|А2) относится к нормальному реперу [4], то есть точке А] 
в нормальной корреляции соответствует плоскость (А1А2А3), а точке 
А2— плоскость (А\А2А^. Если же комплекс (А,А2) специальный, то 
точка А\ описывает фокальную поверхность с касательной плоскостью 
(A iA2A4). Точке А3 в нормальной корреляции неспециального комплек
са (А3А4) соответствует плоскость (А3А4А2); если же комплекс специ
альный, то А3 описывает фокальную поверхность с касательной плос
костью (А3А4, А ! -Ь рА2) .

§ 2. Неголономные пары в  конгруэнций пары комплексов

Рассмотрим произвольную пеголономную пару конгруэнций, за
данную уравнением

^ + е 2'->,4+ £3*4=0. (11)

Это же самое уравнение мы будем задавать и в виде

Н->}+1а2(Оз+ !А(О4= 0 - ( 12)
причем, конечно, должно выполняться условие

IAl ll)4 +  !J'2U)3+lJ'30)4 =  M£lu>f+£2t,)i“l"^ l02)- (13)
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Фокусы Fi — Ai +  tiA  ̂ и F2=A\ +  t2A2 неголономной конгруэнции 
комплекса (А\А2) этой пары определяются корнями уравнения

b P - h t + c t  i= 0 , (14)
а ее фокальными плоскостями в фокусах F\ и F2 являются соответст- 
венно плоскости

Р\—{А\А%, %2t\A2 А4) и Р2= { AlA2t %2t2A2
Аналогично, фокусы 7^ = Л 34 -^ А 4 и F'2-= A3-\-t'2A4 неголономной 

конгруэнции комплекса (А3А4) этой пары конгруэнций находятся из 
уравнения

l*2*'s—(ft+ P H s K + T I ^ O , (15)
а ее фокальные плоскости в фокусах F[ и F'2 суть плоскости
Р \ = ( Аз, ^4, M i+ (P p 3—Н Г\)Ад  и Р ’2= ( А 3А4, РзА + (Р ц3—М 2) Аг)'

Пусть теперь неголономная пара конгруэнций, заданная уравнени
ем (11), обладает тем свойством, что фокальные плоскости Р\ и Р2 
пересекают луч А3А4 соответственно в точках F2 и F\ , а фокальные 
плоскости Р\ и Р 2 пересекают луч А\А2 в фокусах F\ и F2. Такую пару 
по аналогии с [1] назовем неголономной парой 0  конгруэнций. Из опре
деления следует, что

t' =  — ^ f —_ ^
2 W  1 М 2’

< г = р - - * ; ,  *2= р-  -* ;•1*3 1 Из 2

(16)

П р е д л о ж е н и е  1. Если пара комплексов содержит неголоном- 
ную пару 0  конгруэнций, то она является парой /.

Для доказательства предложения внесем значения t\ и t2 из пер
вых равенств (16) в остальные два. Тогда

Р з $2^2 1*3 ^2^1
(17)

Умножив первое равенство в (17) на t2, а второе — на Л и вычитая 
одно из полученных равенств из другого, получим $(t2— /,)= 0 .  Учиты
вая, что t2=£t\, окончательно имеем

Р=0, (18)

то есть пара комплексов есть пара J.
Выведем уравнение неголономной пары 0  конгруэнций, для чего 

нужно определить значения £i:£2:£3 в (11).
Учитывая из (14) и (15), что ^ 2= ^ ,  2̂= — . перепишем ра-

?2 2̂
венства (16) при Р=0 в виде

(19)
*2 *1

Из этих равенств с использованием теоремы Виета находим
h =  vh-
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И1! • 2̂ " Цз'— • ^2 • 2̂* >(20)

Внесем в (13) значения рьргЩз и значение gi из (20), причем за
меним формы (04. соз. (04 из (2) их выражениями через базисные. При
равнивая коэффициенты при базисных формах в общих частях по
лученного равенства, будем иметь

Чтобы существовало нетривиальное решение системы (21). необ
ходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы этой системы был не боль
ше едишщы. Приравнивая все различные миноры 2-го порядка этой 
матрицы к нулю, получим два независимых уравнения

ЧРП ТРп)~С(РиР22 Р\2? 2 \ )Л'Р\\Рз2 Р\2Рз\, ) (22)
Х2-|~Х.(Р13—cpi2 — P32)JrC(PnP‘Z3~ P22Pia)-\~ Р\2Рз$ — Р\зРз2~0 • I 

Исключая Я из (22), получим одно уравнение
( ^ 2зН-Рзз)(А1-ТА2)2+ ( 7 ^ + Т Р з 2 - ^ 2 1 - / ,31)Х

Х (С А 14 2 + / ,11/,3 2 - ^ 12^21-^12Л1+^иЯхЗ-Т/?12Лз)==0- (23)

Это говорит о том, что в произвольной паре /  комплексов не может 
быть неголономной пары 0  конгруэнций.

В [7] Iотмечен класс П2 пар комплексов, характеризующийся тем, 
что для него квадратичная дифференциальная форма (5) распадается 
в произведение линейных форм, то есть в паре комплексов имеется две 
неголономных пары П [6] конгруэнций.

П р е д л о ж е н и е  2. Пара комплексов, содержащая по крайней 
мере одну неголономную пару 0  конгруэнций, является парой П2 комп
лексов

В самом деле, составив матрицу квадратичной формы (5) и потре
бовав, чтобы ее ранг был не больше двух (определить матрицы квад
ратичной формы равен нулю), мы получим условие (23).

С учетом предложений 1 и 2 мы видим, что справедлива следую
щая теорема.

Теорема 1. Чтобы пара комплексов содержала по крайней мере 
одну неголономную пару 0  конгруэнций, необходимо и достаточно, что
бы она являлась парой J и парой П2.

Отметим свойство фокусов неголономной пары 0  конгруэнций.
Теорема 2. Фокусы луча каждой неголономной конгруэнции пары 

0, принадлежащей неспециальной паре комплексов, делят гармониче
ски Г-точки этого луча.

Доказательство. Из формул (8) и (9) при условиях (10) и (18), 
где с ф 0, уфО, следует, что Г-точки лучей АХА2 и А3А4 суть точки

(21)

Т г -А . +  ^ус Аъ Т ^ А ^ - У у с А ъ  

T'i =  A3+ V tTc А „  7 V - А3-У ^ Г с  Л4. (24)
Равенства

(25)
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где F ^ A ^ t ,  А2, F'l= A 3—t'l A4 (i = 1, 2), выполняются в том и толь
ко в том случае, когда

( 26)
С I

Но из (19) следует, что (26) всегда выполнены для фокусов лучей не- 
голопомной конгруэнции'данной пары 0.

Заметим, что неголономных пар 0  в паре комплексов может быть 
или одна, или две, или бесконечно много.

В самом деле, еслй выполнено только условие (23) при а = Ь =  а =  
=  р =  0, то уравнения (22) имеют единственный корень X, которому со
ответствует одна неголономная пара 0  конгруэнций.

Если потребовать, чтобы из уравнений (22) осталось только одно 
квадратное уравнение, то

Рп~  ̂ 12=  1 (27)
W 22+T /?3 2 -^ 2 1 ~ /,31 =  0. I

При этом каждому из двух значений X соответствует только одна 
неголономная пара 0  конгруэнций.

Если потребовать, чтобы уравнения (22) имели такие корни, при 
которых ранг матрицы системы (21) был бы равен нулю, то мы полу
чим пару комплексов, содержащую бесконечно много неголономных 
пар 0  конгруэнций. Это возможно только при условиях

ft i= 0 , f t 2= 0, ср23+ р 33= 0 , ср22+ р 32+ р х з= 0 ,
^21 +  P3! +  Tft3 =  0. (28)

Система уравнений (22) при этих условиях сведется к одному квад
ратному уравнению (X—р13) 2= 0 .

§ 3. Существование пар комплексов, содержащих неголономные
пары 0  конгруэнций

Пусть имеем пару комплексов, содержащую одну неголономную 
пару 0  конгруэнций. Тогда ее дифференциальными уравнениями будет 
система (2) при а =  £> =  |3 =  а =  0 и условии (23). Дифференцируя эту 
систему при а = Ь — р =  а =  0, получим систему внешних квадратичных 
уравнений:

9iA<»2+  0гЛ<»?+ 9зЛ«>2= 0 -
O4/\«>i+(fli - T 02 +  ce5)A *o«+ e5A<D2=o; (29)

V jiA ® | +A ft2A «'J+ A ^(3AeJ=0, /= 1 , 2, 3,
ГДе Oj =  (02+04; fla=  —С.,Х_х8;

0a= _ d c _ 2 c ( w*+  » );. 04= rfT+ 2 T(» 2 + ^ ) ;  05= - u, 4 - Tu,3; (30)
(С У=1, 2, 3).

('Здесь выражение для Ар tj для нас несущественно.)
Если продифференцировать равенство (23) и заменить дифферен

циалы dc, dy, dp tj их выражениями из (30), то мы обнаружим, что 
0 3, 04, Aptj связаны одним линейным соотношением. Следовательно, 
q=  13; S i =  s 2 =  5, s 3 =  3, Q =  24 =  N — система в инволюции и произвол ее 
решения составляет 3 функции'3 аргументов.
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Если рассмотреть эту же систему при условиях (27), то есть опре
деляющую пару комплексов, содержащую две неголономных пары 0  
конгруэнций, то, Дифференцируя (27), получим две связи на формы 
0», 0 3, Др4j. Исследуя эту систему, находим, что <7=12, s1 =  s2=5 , s3=2, 
Q =  N и широта решения системы составляет 2 функции 3 аргументов.

Рассмотрим теперь пару комплексов, содержащую бесконечно мно
го неголономных пар 0  конгруэнций. Систему уравнений (2), опреде
ляющую такую пару комплексов, перепишем с учетом (10), (18) и (28) 
в виде

< * <0з= = Т/ , 13и)2'  (04==/ , 13<а2»

‘Л\—Рг\ Ш1+Р22 Ш?+Р 23 ш2> (31)

ш1=-(1Р и+ С р21) ^ - ( Р 13+СР22) т*-Ср#«>Ь 
где будем считать, что

Pi 3=5̂ 0. (32)
так как в противном случае комплекс К' вырождается.

Дифференцируя эту систему внешним образом, получаем .
0i A u,2 + 62 A u>^+03A U)2= O , ^

'Pi A ‘«14+ ? 2 A < « 2 = 0 .

?iA«o^ + 'р3Л<»21=0, (33) ,

— <Р2А<^— «РзЛ***! —о,
Д/72 1 Л ^  +  Д > 2 2 Л ^  +  Д /'2зЛ ^ = 0 ,  

где значения 01( 02. 0з, Д/ -̂ Д/̂ г» Д/>2з такие же, как в (29), а 
? 1 =  Л з( ^  +  ТЧ)+/>22 01 -/>2192.

сР2= ^(Т/71з) +  Т/?1з(и)1+3<1>!)4-/?2304—Рц 03» (34)

'Рз =  ̂ ^13 +  А з(«>1 +  ^ - 2 ^4) +  / ,2302 -Р 2 2 03.

Из (33) следует, что
tP i= ?2 = ?3 = °- (35)

Дифференцируя (35) внешним образом и присоединяя полученные 
равенства к системе (33), приходим к системе внешних квадратичных 
уравнений:

0iA<o^+02Au»f+03Ao>2= 0 . *
Д/»21 Аа»|+Д/722А«>4+Д /?23 А «5=0,

Д/^ггЛ0!—ДД21Л02 = / ? 1о)зЛ (о4+^2«)4Л<о32 + ^ Л ^ ,  (36)

— Д/>гзЛ01 +ДР21Л03 =  ̂ 2(Й2 +  ̂ 41О2А(О2 +  ̂ 5(О1Л‘*>2.

Д/7гз л  02— Д Р22 л  0з= ̂ зш2 л  «>?+ ^ 5°»2 А  ш2+ Л  <“2> 
где

/ ? != -2 /7 2 2 ( 7 ^ 1 3  + 2 с/721 ) - 2/721 р хз Я 4= - &ч2р \ й-  ̂ с р хз/ 721 -  4 с 2/72,; 

^ ? 2 = / ; 23(7Pl3-1 -2 ^ 2 ! )  ^ s= 2 t <?/»i3/>22+^47/J123 - 2 r /7 ^ + 2 c /7 21/713 -  4с2/721Г722;

Rz=P2i(Pi*+2cPi2) $ 6 = -  QP2u ~  4r/7l3/722-  4̂ '2/7̂ 2- (37)
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Полученная система не в инволюции. Продолжение этой системы 
также не в инволюции. Если положить, что система (36) не противо
речива, можно увидеть

с = Т = 0 ,  ( 3 8 )

то есть рассматривается случай, когда оба комплекса пары являются 
специальными.

При с = ч = 0  имеем 02= — 03=О , равенства (35) прини
мают вид

/ ?13«*з+Р22 +^21

Ръяш\—0. (39)

tfPia+Ae (u,} + “> 2 -« 4 ) - /723«>4t=0-
Из второго равенства в (39) замечаем, что

и>2=0, (40)

так как р2зФО (если р2з=0, то из последнего уравнения в (36) следует, 
что Pi3 — 0, а это. противоречит (32)) .

Система (36) теперь запишется в виде
<*>4Л«>1 =  0,

Др21 Л^+АРшЛ®,4—Др23дш 4=0,

Л ш4= —2/?а1р1з‘о|Л«>,4+ Л 3̂ 23а>1 Л«>2. (41)
— Д.р23Л Pi3P2t“>l Л “ i4— 6р*3 Л <4

Исследуя систему (41), заключаем, что она в инволюции и ее про
извол решения — 4 функции одного аргумента.

Отметим еще, что из первого уравнения в (4,1) и первого уравнения 
в (39) при условии (40) вытекает, что

, ш4= М з '"? . ® з=—*/»2\Ш1- (42)

Чтобы геометрически описать исследуемую пару комплексов, за
метим, что точка M =  Xp2\Ai+A3 описывает кривую с касательной Л[Л3: 
соприкасающаяся плоскость кривой есть плоскость (АХА3А^). Точка А\ 
описывает на торсе (Л ^з) кривую с касательной Л1Л4.

Тогда комплекс (А\А2) представляет собой множеств® всея пря-- 
мых, пересекающих кривую (Л[). Чтобы построить комплекс (Л3Л4), 
нужно в каждой соприкасающейся плоскости кривой (Л1)> задать все 
прямые этой плоскости.

Соответствие между лучами (Л1Д2) и (Л3Л4) в комплексах выби
рается так, чтобы произвольная пара линейчатых поверхностей, при
надлежащая паре комплексов, являлась бы парой П.

Все неголономные пары в  конгруэнций здесь имеют уравнение 
вида

2̂ Bl _t- 3̂U)2==^' (43)

Фокальные поверхности (Л,) и (Л4) неголономных конгруэнций 
(Л]Л2) и (Л3Л4) вырождаются в кривые, а общая часть всех неголо
номных пар в  конгруэнций есть пара конусов с вершийами в точках
38
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Ay и Ay, причем кбнус, описываемый лучом А3А4, представляет собой 
плоский пучок прямых, расположенный в соприкасающейся плоскости 
кривой (М).
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Н. М. Онищук, И. Н. Камеш

СВЯЗНОСТЬ НА МНОГООБРАЗИИ ГИПЕРПЛОСКИХ
ЭЛЕМЕНТОВ, ИНДУЦИРОВАННАЯ ЦЕНТРОАФФИННЫМ 

ПРОСТРАНСТВОМ

Гиперплоский элемент Ch состоит из гиперплоскости h и точки С, 
лежащей на этой гиперплоскости. В работе исследуется локальная гео
метрия (п— 1)-параметрического семейства (многообразия Мп-г ) ги
перплоских элементов Ch в л-мерном центроаффинном пространстве. 
Центральное место занимает изучение связности на Mn-i  , индуциро
ванной объемлющим центроаффинным пространством.

§ 1. Основные тензоры на Mn-t

Подвижной репер {О; е*) многообразия Л1П_, выберем следую
щим образом: точка О — центр пространства, векторы {е ,} параллель
ны h, е0 = ОС. Деривационные формулы репера имеют вид

(О
где формы Пфаффа удовлетворяют уравнениям

Ди?=в)1Да? (а, Р, y - 0, 1, 2,..., л -1 ) .  (2)
формы <о,==«>®, о) =  u)“ — главные (г, у, £=1, 2,..., п— 1).

Примем формы ы1 за независимые. Тогда соотношения между глав
ными формами имеют вид

ш =  Ь1<а\ <о,■=&/,• <о'. /(3)

При этом исключаются из рассмотрения многообразия Af«-i . харак
теризующиеся тем, что точки С всех гиперплоских элементов Ch ле
жат на конусе с вершиной в центре пространства.

Замыкая систему (3), получаем основную систему внешних диф
ференциальных уравнений

(V ^4A /'> ')A «> '=0 ,
( 4 b , j+ 2 b lf b k w,l) A ^ = 0 ,

где
Vbt=dbt— а»{ bk, v b u = d b , Ьл)—и1 blk. 

По лемме Картана из (4) и (5) получаем
чЬ;+Ь, УС0'= В1 .= в п ,

Vblj+2bljb k'o*--=BlJk<o*, BlJk= B lkJ.

(4)
(5)

(6)
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Введем обозначения: ft,/,> — симметричная часть тензора ft,/, ft[/,|—ко
сосимметричная часть тензора ft,,-,

/  != d e t  ft,/, / 2—detft(//|, / 3=detft(</).
Пусть б — символ дифференцирования по вторичным параметрам, а 
те*— вторичные форму, тогда из (4), (5) и (6) получаем

8ft,=w|fty, 8ft,-/-— те* ft,/ -fit* ft„, 85, /=те*5,/+«* 5/ft,

^<Ут =  1С* ^А /т+я/ +
llx=21^lr of 2= 2 / 2те|, 5/з=2/з те*.

Таким образом, величины ft,, ft,/, 5,/, 5 , / т — тензоры, / 2, / 3 — от
носительные инварианты.

Для получения контравариантных тензоров удобно взять формы 
со, в качестве независимых форм и тогда основные равенства для мно
гообразия Мп-\ примут вид

0) =  ft̂ io,, 0)' =  ft‘-, U)/, (7)

Мы в этом случае исключаем из рассмотрения те многообразия M „ - i  , 
для которых через каждый элемент Ch проходит 1-семейство с парал
лельными плоскостями /г.

Продолжая систему (7), мы получим
(vft'—ft^0'/) А<“г—0, (vftiy—2bubl><ok)/\(oj=0, (8)

где ^b^=dbiJrmikbk, v6'7=^ft'7+ “>£ ft*y+  o>i ft'*;
yft'—ft*'u)/=5,J to/, Bli= B i‘ , 

yb1’—2ft<; ft*toft= 5 //* (oA, 5 ';*—5'*'. (9)

Тем же способом, что р выше, доказывается, что величины ft', ft"', 
5 " , циь _  тензоры. Между тензорами ft,, ft,/, ft', t l> существует 
следующая связь: bJ=̂ b>‘ bh ft, ЬцЫ,ЬцЬ'к̂ Ц . Величина ft- ft, ft' — аб
солютный инвариант.

 ̂ § 2. Геометрическая характеристика основных тензоров

Пусть ( С ) — гиперповерхность, описываемая точкой С. Уравнение 
касательной плоскости к ней в точке С имеет вид

ft ,* '-J t °+ l= 0 . (10)
Таким образом, тензор ft, определяет в плоскости ft (я—2)-мерную 
плоскость

ft,AT' =  0, х° =  1,
касающуюся поверхности (С) в точке С. __

Компоненты тензора ft' суть координаты вектора А С = Ь ‘е ,, где 
А — точка огибающей плоскостей Л.

Проведем через центр пространства гиперплоскость Т0, парал
лельную касательной гиперплоскости Т поверхности (.С). Пусть К — 
точка пересечения плоскости Т0 и прямой АС. Тогда АС=ЬСК, т. е. 
инвариант ft равен простому отношению трех точек А, К  и С.

Дифференциальные уравнения асимптотических линий на поверх
ностях (С) и (Л) имеют вид
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Btj <•)* (o^=0,
B‘J(Bj (fly 0.

Oil)
(12)

Следовательно, тензоры Вц  и B ‘i определяют асимптотические линий 
на поверхностях (С) и (Л) соответственно.

Характеристике тензора btj предпошлем некоторые построения.
Пусть d — произвольная прямая плоскости h, проходящая через 

точку С. Множество всех прямых d представляет собой конгруэнцию 
(d) прямых.

Определение 1. Линейчатая поверхность L конгруэнции (d), цент
ральная [2] линия которой лежит на поверхности (С ), называется при
соединенной к (С).

Определение 2.. Плоскость лл-2 , проходящая через точку С и па
раллельная характеристике плоскости И при смещении по L, называет
ся сопряженной с прямой d.

Получим уравнение для л„_2. Прямая d , проходящая ч^рез точ
ку С в направлении вектора Ке,, имеет уравнение г =  £0 4-*(ХЦ,). 
Линейчатая поверхность конгруэнции (d), присоединенная к (С), оп
ределяется уравнениями:

О)1*—1
X1 Х2 ХЯ-1 (13)

Уравнения характеристики плоскости h при смещении по 1-семейству 
(13) имеют вид

л:0-■-= 1, Ьц >Jx‘ +bj

л:п= 1 , bijV х *—О

(14)

(15)

есть уравнения плоскости я „_ г.
Все плоскости, сопряженные всем прямым, инцидентным плоскости 

itл_ 2 и точке С, пересекаются по одной прямой du Эту прямую будем 
называть сопряженной плоскости лл -ъ

Свойство сопряженности прямой и плоскости не является взаим
ным. Сопряженность в плоскости h будет взаимной лишь тогда, когда 
bU = bJi • в  частности, прямая СА сопряжена плоскости пересечения h 
с касательной плоскостью поверхности (С), но не наоборот.

Определение 3. Прямая d, принадлежащая плоскости h и прохо
дящая через точку С, называется асимптотической, если сопряженная 
.к ней плоскость лл_2 содержит эту прямую d.

Совокупность всех асимптотических прямых в плоскости h есть 
(п—2 )-мерный конус второго порядка

bi)X‘ х !-= 0. ( 16)

Определение 4. Асимптотическим подмногообразием многообразия 
М я ~ 1  йазывается такое одномерное подмногообразие, вдоль которого 
асимптотическая прямая d описывает линейчатую поверхность конгру
энции (d), присоединенную к поверхности (С).

Асимптотические подмногообразия определяются уравнением
bij <а1ш->=0

и не определены только в случае, когда b p ^ —bjt.
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Простым вычислением можно проверить, что подмногообразие М\ 
является асимптотическим лишь тогда, когда для каждого элемента 
Ch^Mi его основная 2-плоскость [1, с. 60] принадлежит плоскости Л.

Определений 5. Пусть плоскость ir„_2 сопряжена основной прямой
[1] многообразия Через центр пространства и плоскость
«я-2 проходит плоскость Плоскость 2, являющаяся пересече
нием характеристики плоскости tc„_ i и плоскости ъп- 2 , называется 
центральной плоскостью плоскости it„_2, соответствующей данному Мх.

Теорема 1. 1-семейство является асимптотическим лишь тог
да, когда центральная плоскость плоскости ял- 2, сопряженной основ
ной прямой плоскости h для данного Мх, проходит через точку С.

Доказательство. Плоскость тсл_2, сопряженная • прямой d, зада
ется уравнениями:

bij>Jxl= 0, ;с°=1,

где Х̂  — координаты направляющего вектора основной прямой d. 
Уравнения центральной плоскости ir„_2 имеют вид

b ijtix ‘^0 , лг°=1,
(В1}кх ‘ +Ьк,)ь П }= 0. (18)

Эта плоскость проходит через точку С. лишь при условии bij\JM=Q. 
Тогда 1-семейство, для которого плоскость (18) является централь
ной, определяется как решение уравнения Ь^ю1 юЛ=0, т. е. является 
асимптотическим. Теорема доказана.

Выясним геометрический смысл тензора BiJk. Из (18) следует, 
что геометрический объект (bkj, Bljk) определяет для каждого нап
равления \iel сопряженную ему (я—2)-мерную плоскость и в ней 
центральную плоскость, соответствующую 1-семейству

(О1 <1)2 тп~*
X7 _ Х2 ~~ х ^ '

§ 3. Связность на многообразии М п~\ . Геодезические 1-семейства

Из системы (2) выделим две подсистемы:
Dio1 — — /\и>1,

Da>/ =  — (о/Д<о|-)-<о,Ли)/. (20)

Подставляя (3) в (20), получим
D iяг= — <1)]дм k-\-b ji»j /\1п1,

D<oj= — wj Диф+бдО^ДоА (21)

Система (21) является системой структурных уравнений Картана [3], 
определяющей связность на многообразии -Мя-ь При этом формы ю£ 
являются формами связности, формы Q,l=bjio1/\ю1 — формами круче
ния, формы Q\=bik(ok/\ю̂  — формами кривизны этой связности. Пред
ставив формы 2* и 2] в виде

2 <=йуО*<о'Д<й\ 2 ' =  6,fto'mo>*Au)m,

получим, что тензор Tljk= b {j(>lk является тензором кручения, а тен-
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зор /?/*т = £/|л8т] —тензором кривизны. Тензор кручения имеет лишь 
(л— 1) существенную компоненту bh а тензор кривизны имеет (л —I)4 
существенных компонент Ьи.

Абсолютные дифференциалы базисных векторов определяются фор
мулами:

ve0=w'e/, уе,= <•'/<?,, (22)

т. е. являются проекциями дифференциалов этих векторов на плос
кость h из центра пространства. Из (22) для любого вектора а= Х ' e[t 
параллельного плоскости h, получаем

у а = у Х ' е (23) 
где vX'=rfX'-

Геодезические подмногообразия определяются следующей систе
мой дифференциальных уравнений:

0)| U)̂ uj2— oĵ cu'd)1 — о 1d ю 2 —|— о; 2̂  »)1 =« О,
d.j. uAo3— ;i.3j)/())l — (nI(/o)3-[-u)3rfod= 0, (24)

< e j . —  W? ^о.Л»'— (0‘сУt п 1 <t,п l^/d)i=iQ

Теорема 2. Подмногообразие Mi является геодезическим лишь тог
да, когда основная 2-плоскость для каждого СТгеМ) проходит через 
центр пространства.

Доказательство. Основная 2-плоскость элемента Ch определяется 
системой уравнений:

JC°= 14-W2>.' tui,

(25)

Хп -  и1 X" ■'1 ~\-ы2 уХя-1,

Запишем условия, при которых плоскость (25) проходит через центр 
пространства

и1 _  уХ1 и1 __ уХ "'1
н* X1 ’ ’ и2 X"-1

Следовательно,

уX1 уХ2̂ _ _  уХ*-1
~х> "х2 ”

или

dW+'/Ju'. X2—dk2 X1 — ХЛь2 х>=0, 
С̂ Х̂ .ЗЦ-Х̂ ’ ХЗ-^ХЗХ1-  Х/'ш2 X1 =0,

(26)

(27)

rfX1 X*-i +  X'с.«» X* —rfX“ -  ’ X1—о» ? - 1 ХА»= 0 .

В силу (13) система (27) совпадает с (24). Теорема доказана, 
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§ 4. Классы-многообразий Мя-\

1) Многообразия Mn-i  с нулевым кручением (А ,=0). При bt=  0 
плоскости h являются касательными плоскостями гиперповерхности 
(С ) [см. (10)].

Из системы (4 ) получаем Ь^^Ьц, а система (5) принимает вид

V^J/A ">/= 0 . (28)4
Это специальный случай нестандартной системы (см. [4, с. 80]). Систе
ма такого рода всегда в инволюции, и произвол решения ее — одна 
функция (л— 1) аргумента.

2) Многообразие Мп_х с нулевой кривизной ,(А/;= 0 ). Из (3) сле
дует, что при Ьц=0 формы равны нулю и плоскости h при любом 
смещении остаются параллельными. Таким образом, класс bti= 0  мно
гообразий Afn_j представляет собой некоторую произвольную по
верхность (6), пересеченную пучком параллельных плоскостей А.

3) Многообразия Мп̂ х, для которых b\iл = 0 . Для многообразий 
Mn_x класса Ар/] =  0 имеем Az;= A /j. Система (4), (5) в этом случае 
принимает вид

уЛ,Л<»'=0, (29,)
(V * iy + 2 * ,/V -* )A « '= 0 . (29,)

Уравнение (29,) стандартное, а система (292) такого же вида, как и 
(28). Произвол решения системы (29,), (292) — две функции (л— 1) 
аргумента. Итак, класс b \ц\ = 0  многообразий М я_i существует и оп
ределяется с произволом двух функций (л— 1) аргумента. N

Как уже отмечалось выше, в случае b tj = Ьу, свойство сопряжен
ности прямой и плоскости будет взаимным.

Определение 6. Пара, состоящая из конгруэнции прямых и псевдо
конгруэнции (л— 2 )-плоскостей, называется центроаффинно-расслояе- 
мой в сторону от конгруэнции прямых к псевдоконгруэнции (л—2)- 
плоскостей, если через каждую точку луча конгруэнции можно провес
ти секущую гиперплоскость, касательная гиперплоскость которой 
параллельна плоскости, определяемой центром пространства и соответ
ствующей (л—2 )-плоскостью псевдоконгруэнции.

Определение 7. Пара, состоящая из конгруэнции прямых и псевдо
конгруэнции (л—2 )-плоскостей, называется центроа'ффинно-расслояе- 
мой в сторону от псевдоконгруэнции (л—2 )-плоскостей к конгруэнции 
прямых, если через каждую точку (л—2 )-плоскости псевдоконгруэнции 
(л—2 )-плоскостей можно провести секущую гиперповерхность, каса
тельная гиперплоскость которой параллельна 2-плоскости,' определяе
мой центром пространства и соответствующей прямой конгруэнции.

Определение 8. Пара, состоящая йз конгруэнции прямых и псевдо
конгруэнции (л—2 )-плоскостей, ^называется центроаффинно-расслояе- 
мой в обе стороны, если эта пара центроаффинно-расслояема от кон
груэнции прямых к псевдоконгруэнции (л—2 )-плоскостей, и наоборот.

Теорема 3. Если в плоскости h через точку С проходит прямая и 
(л—2 )-плоскость, описывающие центроаффинно-расслояемую в обе сто
роны пару, то многообразие М „_2 принадлежит классу Ь\щ =0.

Доказательство. Пусть en-i  — направляющий вектор прямой d, а 
линейно независимые векторы еи е2, ..., е „ -  компланарны (л—2 )-плос
кости я л—2 • Уравнения (ял_2 ) и (d) имеют соответственно вид

r = e 0+ v * e A ( А , 5=Д , 2,..., л—2) и r^=e0+ v e „ -x.
Из определения центр оаффинно-расслояемой пары следует
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(30)
q̂ vbn—i ), en~2) —0,

(d{e0+ v * e A), e0, <?„_,)=().

Из (30) получаем
(d v + m '-i+ v ^ z l)  (e „ -lt e„_2)= 0 ,

(аГгИ+иИ-[-г>в и>2) (<?д, <?„, e „_ ,)= 0 .
Так как {e^} — линейно независимы, то <

c/u +  o' 4  4-'Do)«3|=0,
-=0. (31)

В теш нее .дифференцирование (31) дает
(А Д  в ) " - 1+ЧЙ4 Д  co“ - 1+ г » (  Д  O) " - 1 Д  U)^~l ) = 0 ,

•«> A w^Ч- •<л Л + IIя ( >̂в Л Л +  -од-1 Л «И_1)= 0 .

Так юах эти равенства должны выполняться тождественно для любых 
о и од, то условия центроаффинной расслояемости пары запишутся.в 
виде

шА шП~Ч'а)Л Л шЛ-1=0> 
ш д  « И с о п-1 д  o)^_j= 0 ,

“«-lA®"'1 Ли)"~1=0.
и,вЛ ш'4_Ь иа 'л ^ я -^ О -

Из двух последних уравнений при В = А получаем
юд A  А шЛ~* =  0

или
btjiо1/\ш!=0.

Следовательно, b \ц\ =0. Теорема доказана.
Для класса Ьщ\ =0 имеем

2*=/?мт 1«*Д(от 5=Ькт «>*А ,,»т=:0.

Таким образом, многообразие Afn_i класса Ь\щ = 0  характеризу
ется также тем, что для него связность, индуцированная центроаффин
ным пространством, является эквиаффинной.
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В. Б. Цыренова

НЕГОЛОНОМНЫЕ КОНГРУЭНЦИИ КОМПЛЕКСА В За

Неголономные конгруэнции „комплекса прямых в трехмерном ев
клидовом, аффинном и проективном пространствах достаточна изучены 
(см. [2—5]). В данной работе построен квазиэллиптический полукано
нический репер комплекса прямых, рассматриваются- наиболее важные 
подмногообразия линейчатого комплекса (неголономные и голономные 
конгруэнции). Рассмотрен вопрос о возможности расслоения комплек
са на конгруэнции определенного вида. Используется теркгиыология 

бот [6—8].

§ 1. Полуканонический репер комплекса в. 3 з

После включения элемента в репер получаем полуканонический 
репер, являющийся каноническим для неголономного подмногообразия 

которое имеет уравнение <»<j=(X Даривационные формулы полука- 
нонк1чеекого репера комплекса имеют вид

rfA2=co|A3, (1.1)
d A {= —^ 0 +  u)2/42+a)3A3, dA3 =̂—a*A2, 

где

( 1.2 )

io3^a2u)§-b^2«)3+c2u)3_

Условия вполнеинтегрируемости системы (1.1) дают основную систему 
дифференциальных уравнений

[rfa/mol +  [ r fV o I + [^ < <0i ]= -A»[luoa,o]+^ » К Ч 1 + СЛ Ч Ч 1’ О-3)
где i = 0, 1, 2. Коэффициенты A h Вь С, имеют вид

А0=Ь -̂\~ го(йо̂ 1 аг) ^о^2"Ь^о(й1 ao^2~b^oa2)>
Bq—Ci -Ь ̂ 2“Ь го(;г(/ч С0а 1) ^о(^1“Ь '̂2)-1- о̂(®2 0̂ ^0̂ 2)1
C e = V l- flu (V i  "Ь^г) А А  ^оА)> (1.4)
Аа — &а (^i)^i А 31 ^2)' А  А~Ь^а (^1 0̂̂ 2~f”A^2)*

Д* =  Ur ((IqĈ -̂11̂1) А  ( 1  ~ 2 ( 0̂®2 ^оА)>
Са --  Ur (A^l Cq̂ ?1-|-C2) А  А  Cr (.С\Л'Ь3С2 СдЬ2),

где cc =  1, 2. Далее полагаем
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a0= a , bQ= b , С0= с , А0= А ,  5 0= £ ,  С0= С . (1.5)
Система (1.3) стандартна (см. [1, с. 79]) и определяет комплекс с не- 
голономным подмногообразием ф2 с произволом трех функций трех ар
гументов.

§ 2. Неголономные конгруэнции комплекса (подмногообразия ф2)
ф

Как известно [1], всякое линейное уравнение относительно базисных 
форм too, too, to? определяет в комплексе неголономную конгруэнцию ф2.

Будем относить комплекс к произвольной неэллиптической неголо- 
номной конгруэнции

и>2 = 0 (2. 1)

и сопряженному с ним регулюсу

au>\-\-2bu'\-\-c , ш§—сшЗ^о. (2.2)
Фокусы образующей неголономной конгруэнции (2.1) суть точки 
F X= A 0 и F2= b A Q+ c A x, а фокальные плоскости а1= (Л 0Л1Л3) и а2 =  
= (Л 0, Аи сА2+ А 3).

Полуканонический репер геометрически характеризуется так: 
точка А0 есть фокус образующей неголономной конгруэнции (2.1), 
точкз Л, — четвертая гармоническая к Л0 и точкам 'пересечения об 
разующей с абсолютными плоскостями, точка Л3—точ:са пересечения 
фокальной плоскости (ЛцЛ^з) с абсолютной прямой, точка Л2—гар
моническая к Л3 «  точкам Л2± М 3 абсолюта. В нормальной корреля
ции точкам Л0 и Л1 репера соответствуют плоскости с (Л0 Ах Л2) +  
-{-(А0АХА3) и Ь(А0АхА2)—j (A 0AxA3) соответственно. Фокальные плос
кости пересекают абсолютную прям ю в точках Л3 и сАг-\-А3. Сле
довательно, геометрические значения инвариантов i  и с находятся 
из формул '

t g 8i = 4 >  t g o 2= c ,  
о

где 6i — расстояние между фокусами F\ и F2, б2 — расстояние между 
точками пересечения фокальных плоскостей с абсолютной прямой.

Абсциссы tr горловых точек и параметр распределения thd произ
вольного регулюса too: со? конгруэнции (2.1) находятся из формул

* Си 2о)3(оЗ J l-n 0  2о)д (Oj

ts,2tr=  Ю М ® ? ) 2- W  th2B==~  ( W f + K ) 2'
Находя экстремумы этих выражений, получаем главные регулюсы 

(1—<&2)(Ш3)2Ч_( 1_|_<72)(шЗ)2= 0 , 
абсциссы t граничных точек

♦ „о, (^2- l ) ( l + g 2) - 2 ^ ± K ( ^ - l ) ( l + g 2) ( l - 4 ^ )
в 2 ЬЧг

и распределительные регулюсы

((&а-1)(ш®)*+2Лсо)»т»+(с8-1-1)(«»)*=0.
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§ 3. Геометрическое значение инвариантов полуканонического репера

Рассматривая деривационные формулы координатных регулюсов, 
можно получить геометрические характеристики всех коэффициентов 
деривационных формул полуканонического репера, в том числе и инва
риантов Ь, с, b 1, Ci, b2, с2 неголономной конгруэнции юо =  0. Регулюс 
и>о=а>о=0 является торсом неголономной конгруэнции, фокус которого 
совпадает с вершиной А0 репера. Регулюс ш о=© 1=0 являетсй регулю- 
сом, принадлежащим неголономной конгруэнции, горловые точки кото
рого совпадают с вершинами А0 и А\ репера. Деривационные формулы 
для него можно записать в виде ■

^1т оА~Ьи)о'^з> dA2= b 2u>%A3,
d.Ax- ^ - b xu>lA0+bu>lA2, </Л3= - - £ 2ш<И: (3.1)

т. е. этот регулюс характеризуется совпадением его канонического ре
пера с полуканоническим репером комплекса. Торс (oo='M i=0 не при
надлежит неголономной конгруэнции, но определяется ею инвариантно. 
Его фокус совпадает с вершиной А\ репера. Будем называть по ана
логии с [1] эти торсы и регулюс прлуцентральными. Координатные ре- 
гулюсы геометрически характеризованы. Рассматривая деривационные 
формулы их, легко получить, геометрические значения всех коэффици
ентов деривационных формул полуканонического репера. Теперь мы 
имеем возможность характеризовать целый ряд классов неголономиых 
конгруэнций при помощи их «натуральных» уравнений, записанных в 
терминах полуканонического репера:

1) с =  0 — параболическая неголономная конгруэнция (фокальные 
плоскости и фокусы совпадают);

2) 6 =  0 — одновременно нормальная [1], псевдонормальная [9] и 
центрофокальная неголономная конгруэнция (фокусы гармонически 
делят точки пересечения образующей с абсолютными плоскостями и 
совпадают с центрами образующей комплекса, т. е. они ортогональны);

3) &i =  0 — неголономная конгруэнция, у которой в силу (3.1) ре
гулюс о)«= to? = 0  является регулюсом р =  0 (см. [7]);

4) Cj =  0 — полуцентральный торс coo =too— 0 является конусом с 
вершиной в точке Л0;

5) 62=0 — полуцентральный регулюс является регулюсом о =  0 
(см. [7]);

6) с2 =  0 — полуцентральный торс too =«оо =0  является торсом, 
вдоль которого точки А2 и Л3 неподвижны;

7) а =  0 — касательная к линии, описываемой фокусом А\ торса 
а>? =  (о? = 0, совпадает с образующей А0Ай

8) «1 =  0 — вершина А0 полуканонического репера описывает орто
гональную траекторию па торсе й)о=ш? =  0, так как ^^о|шз=шз 0=и>2Л2.

9) «2 =  0 — торс соо=(о? = 0  является торсом, у которого dA2 = dA3 =  
= 0, т. е. точка пересечения касательной плоскости торса, с абсолютной 
прямой неподвижна.

Условие, при котором уравнение (2.1) становится вполнеинтегри- 
руемым, имеет вид

Ьхс—сЬх—с2= 0 . (3.2)
При выполнении этого условия комплекс расслаивается на оо1 голоном- 
ных конгруэнций.
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§ 4. О расслоении комплексов на конгруэнции специального вида'

Проверка с помощью формул связи между каноническим и полу- 
каноническим реперами комплекса показывает, что присоединение к 
условию голономности (3.2) конгруэнции ©0=  0 одного соотношения на 
инварианты полуканонического репера не приводит к соотношению 
между инвариантами канонического репера. Так, возможно расслоение 
комплекса на конгруэнции любого из класса 1)—9), указанных в § 3.

Теорема 4.1. Комплексы, допускающие расслоение на непараболи
ческие псевдосферические [1] конгруэнции, определяются с произволом 
двух функций двух аргументрв.

Доказательство. В этом случае в голономной конгруэнции шо=0 
должны быть постоянны и расстояние между фокусами, и угол между 
фокальными плоскостями. Это дает db =  Ха> I, dc = рыо. Присоединяя 
эти соотношения и условие голономности к системе (1.3), получаем ко
нечные соотношения

, ЬуС—Ьс̂ —с2= 0 , Ьг(1-{-с2)—ЬЬ1—сс1—Ьсс2̂ 0  (4.1)

и систему внешних квадратичных дифференциальных уравнений: 
[dX-fX(a^1— bax —a2)^\JrKacx—cal )ш®, tog]= 0 ,

1̂ Н-+ (̂<2̂ 1—Ьах— ш§]=0,
[с?а+(Л —Х)«)3-(-(В—р,)to®, a)2J—0, (4.2)

[da , « § ]+ [dbx ш®],+ [dcx wf] = Ах [wgco® ] [  cogw®] + Сх [<о®ш®],

[ ^ 2Ш§ ] + [ ^ 2и)Зо] +  [ ^ 2со®] =  Л2[ш®:«Зо] +  5 2[Ш®о?]+С2[шЗХ]. ,

Так как конгруэнция непараболическая, то с Ф 0. Поэтому мы можем из 
соотношений (4.1) найти выражения для dcx и dc2 через остальные диф
ференциалу и внести их в систему (4.2). Тогда система внешних диф
ференциальных уравнений примет стандартный вид (1, с. 79]. Широта 
класса равна двум функциям двух аргументов. Теорема доказана.

Условие того, что у неголономной конгруэнции совпадают гранич
ные точки [см. (2.3)], имеет вид

(£ ® -1 ) (1 -4 /> с ) -0 . (4.3)
Теорема 4.2. Комплексы, расслаивающиеся на параболические кон

груэнции с совпадающими граничными точками, существуют с  произ
волом двух функций двух аргументов.

Доказательство. Для параболической конгруэнции условие (4.3) 
принимает вид b2=  1. Это дает db =  0. Присоединяя эти соотношения и 
условие голономности к системе (1.3), получаем конечные соотношения

Аа—bby-\-2aa2-=0,
из которых находим

dc2= 4 ::dc1, db2=±:dby-~ 2 a^ia—2 ada2.
Система внешних квадратичных дифференциальных уравнений

[dawgJ^JwgwSJ+tfJ^u,®],
[^iU)2]+[rfAlU)®]-f [^(oSJ-^^JwgioSJ+fiJmgcoaj+CJcegw®],

[da2o>®]+[ ± d b i — 2 a2da—2 ada2, “ l l^
- - Л 2[ w® w® ] + Д2 [ to® ]+ C 2[ cog «if ].
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стандартна и имеет старший характер S2=0. Следовательно, широта 
класса равна двум функциям двух аргументов.

Теорема 4.3. Комплексы, допускающие расслоение на конгруэнции 
любого из классов 3)—б) с совпадающими граничными точками, суще
ствуют с произволом трех функций двух аргументов.

Доказательство. Присоединяя условие (4.3), условие голономности 
и любое из условий 3)—6) к системе (1.3), получаем стандартные сис
темы. Старшим характером каждый раз будет что и дает ука
занный произвол.

Теорема 4.4. Параболическая конгруэнция, у которой полуцент- 
ральный торс юо=шо = 0 вырождается в плоский пучок, голономна. 
Комплексы, расслаивающиеся на такие конгруэнции, существуют с про
изволом трех функций двух аргументов.

Доказательство. Для рассматриваемых конгруэнций имеем с=С| = 
=  с2 =  0. Следовательно, условие голономности выполняется. Присоеди
няя эти условия к системе (1.3), получаем стандартную систему

[dao>2Q J-f [ db*%\ =  А[ («г ш* ] -\-В\ u>2 w3]-С [  и.3«.»],
[ da !<og]+ [ d bx o,j> ] = A, [... §0.3 ]+B, [ ...г i _|_ c  [ - f  J,

[^ 2 и)с1-ЬКА21',о1=Л2[ ло1Во]+ ЯЛи,о(,>1 “0
которая определяет указанные комплексы с произволом трех функций 
двух аргументов.

Теорема 4.5. Нормальная конгруэнция, у которой полуцентральный 
регулюс является конусом с вершиной в точке Аи а полуцентральпый 
торс (i)o= ®o = 0 является торсом с неподвижными точками А2 и Л3, го
лономна. Комплексы, расслаивающиеся на такие конгруэнции, суще
ствуют с произволом трех функций двух аргументов.

Доказательство. В этом случае Ь = Ь1 = с2^0. Внеся это в (1.3), по
лучаем стандартную систему со старшим характером $2=3, что и дает 
указанный произвол.

Теорема 4.6. Конгруэнция, у которой полуцентральный торс 
«>о —(оо=0 вырождается в плоский пучок, а полуцентральный регулюс 
является регулюсом р = 0 (см. (7]), голономна. Комплексы, расслаиваю
щиеся на такие конгруэнции, существуют с произволом одной функции 
трех аргументов.

Доказательство. Для указанных конгруэнций имеем 61 = с1 = с2 = 0. 
Следовательно, условие голономности выполняется. Из (1.4) следует, 
что С j =  0. Присоединяя эти условия к системе (1.3), получаем стан
дартную систему

[rfflU)2]+[rfA(o3]-|-[rf^oI3[ =  ̂ [u)2c).3]-f-5[o)2o)3]_C[(.g(.)3],

[(/(Tj0>2| = [ u)qU)3| ~ { - [л*«»*|, (4.4)

lda1">« 1— \db2Bol='Ai [ « + £ )  (l»o“?l +C 2[ “>ои>?1
со старшим характером st =  3. Следовательно, широта класса равна 
одной функции трех аргументов.

Теорема 4.7. Параболическая, нормальная конгруэнция, у которой 
полуцентральный торс является торсом с неподвижными точками i42 и 
А3, голономна. Комплексы, расслаивающиеся на такие конгруэнции, су
ществуют с произволом одной функции трех аргументов.

Доказательство. Для указанных конгруэнций имеем Ь=с = с2 = 0. 
Следовательно, условие голономности выполняется. Присоединяя эти ус
ловия к системе (1.3), получаем конечное соотношение Ь2 = 0 и систему
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[dav>l)={bx-\-a2bx—aa2) Iw H I + (fl2+ ci + a2<7i)[U)ou,?b

ld e i® 2 J + l^ i“,o M rfcim?I - - « i M i —fla+ C i)K « o H - ..
+ a 1(ac1-Z>1)[m2u,3]_(^2+ c 2)|UJ3J)3]i

[da2w2] = a 2(abx—a2)[«>2 и)»]+ a a 2cx [ u>g <■>*],

которая имеет стандартный вид. Старший характер ее s i= 3 . Следова
тельно, широта класса равна одной функции трех аргументов.
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А. Т. Мусин

К ВОПРОСУ О ФЛАГОВОЙ НАЛОЖИМОСТИ 
ЛИНЕЙЧАТЫХ КОМПЛЕКСОВ

Трехмерное неметрическое флаговое пространство Ф3 определяется 
как вещественное проективное пространство с фиксированным абсолю
том, состоящим из инцидентных друг другу плоскости, прямой и точки. 
Его фундаментальной группой является подгруппа группы проективных 
преобразований, сохраняющих абсолют. Метрическое флаговое про
странство F3 получается введением метрики в Ф3.

О. Майер в работах [7, 8] ввел понятие центроаффинной наложи
мости регулюсов и конгруэнций. В работе (6] это понятие распростра
няется на линейчатые комплексы и их подмногообразия — неголоном- 
ные конгруэнции. В настоящей работе решен вопрос о наложимости 
линейчатых комплексов трехмерного метрического флагового простран
ства. Терминология соответствует принятой в [3].

§ 1. Полуканонический репер комплекса
Включим прямую A +  te, комплекса в репер и откажемся от рас

смотрения комплексов с несобственным флаговым центром [2]. Тогда 
основное соотношение для комплекса примет вид

0)3=  . (1)
Флаговым центром будет точка

С - A — y e v (2)
а уравнение торсов примет вид

Р(ш] )2-t ( y(°i — W2)w? +  X'ofu)2 —0. (3)
Так как

3P=T1t2— 8х =  — " 2,

т. е. после включения прямой в репер осталось два вторичных пара
метра, то этот репер можно считать полуканоническим (1], а комплекс 
считать отнесенным к двум пеголономпым конгруэнциям (а не к одной, 
как, например, в [1, с. 197]. Это объясняется тем, что ни одна из коор
динатных конгруэнций со2 =  0, со? =0, со? = 0  не является произвольной 
неголономной конгруэнцией комплекса уже после включения элемента 
в репер. Действительно, все неголономные конгруэнции vco2 +  p,(oi = 0  
характеризуются тем, что каждая из них содержит только регулюсы
с общей флаговоцентралыюй (4] точкой /? =  А +  — elt а все конгруэнции

3 2асо 1 +  Я.С01 =  0 — цилиндрические.
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По аналогии с центроаффинной теорией [5] назовем неголономные 
конгруэнции vci)2 +  po)i=0  ф-уницентральными, а точки /? =  .4+ -^ ei—
флаговыми уницентрами. Среди них выделяется голономная цилиндри
ческая конгруэнция о ?  =0 , которую по аналогии с [5] будем называть 
ф-цилиндроидальной. Она характеризуется тем, что флаговый уни
центр — несобственная точка луча.

Конгруэнция <о2 =  0 является произвольной не ф-цилиндроидальной 
уницентральной, а конгруэнция o)i =  0 — не ф-цилиндроидальной цилин
дрической. К ним и отнесен комплекс. Начало репера является одним 
из фокусов неголономной конгруэнции м2 =  0 (другой фокус является 
флаговым центром [2] луча комплекса), а вектор е2 имеет направление 
касательной к кривой /? =  е,| з_о , являющейся «флаговой индикатри

сой» цилиндрической конгруэнции о)? =  0. Таким образом, выбор на
чала репера на луче комплекса и направления е2 в сильноизотропной 
плоскости {е2, е3} эквивалентен выбору неголономных подмногообразий 
со2 =  0 и со? =0. Тем самым мы геометрически охарактеризовали строение 
полуканоническрго репера. Деривационные формулы полуканоиическо- 
го репера имеют вид

d A=(S,«oi - и Х -f О 2)*?,+ ш2£2+

+(Р®1 + Т т 1 + ХО)2)ез.
dex=<s>\e2-\-tŝ e2, (4)

de 2= ( $2o>i+Т12ич-К2ш2)ез, 
de з=0 ,

т. е.

co-^^cof-f-Thoif+g,*»2,
0)3 =  Pa)?-f--J(0?-fx(0:’, ш|= 4-^20>1 +  ?2ш2- (5)

Внешние дифференциалы базисных форм таковы:
£>(1>?=0, О(1)?=со1д(7]2(о?+^2<о2), Do>2=(7)1u>?-fC1«>2)A«>?. (6)

Основная система внешних дифференциальных уравнений

d$/\<a\+d ■хДм1+</хЛсо2^=(51_ ТТ12_|_Х7)1) (в2д а)3_^

+(51+Л2)ш2 А ш1 + (х 1̂ — $2~ tSjW A w’ . '(7)
d%x/\v>x-\-d SiЛ«)2= [%(^2— Si)“ ?— ( t l— Л1S2)°>2] Лш2,

d\2 A “i + ^ 7I2A ‘Ot+rfS2Ae>2:= [ ( YJ— ̂ 2 1̂ )ш?— &г(Si—Л*)*®2! A «**i .
является стандартной (1]. Произвол решения ее — три функции трех 
аргументов, одна из которых определяет произвол комплекса, а две 
других — произвол задания двух неголономных конгруэнций в семей
ствах уницентральных и цилиндрических неголономных конгруэнций. 
Фокальные плоскости неголоном^й конгруэнции о 2 =  0 определяются 
бивекторами

\Р, ех) =  {-т е2+ ^ е3,е х], [ех,е3]. (8)

Имеем
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(9)‘Р = (^ лГ<г2) = —
ТГ

Касательная плоскость цилиндра комплекса задается уравнением

(Я — А  <?!, <?2+ * * з )= О , (10)
т. е. определяет направление

<?2+*<?3. (11)
Собственный фокус цилиндрической конгруэнции оп =  0 находится 

в точке

F = = A + ^ -ex. (12)
х

Таким образом, геометрически характеризованы инварианты р, у, 
и. Координатными подмногообразиями комплекса являются s-торс 
ю?=(о2 =  0, т. е. семейство прямых, лежащих в изотропной плоскости и 
огибающих кривую s; цилиндр ш?=<оf =  0; полуцентральный регулюс 
ш? =  to2 =  0, т. е. регулюс, канонический репер которого совпадает с по- 
луканоническим репером комплекса.

Деривационные формулы репера s-торса имеют вид
dex=w\ez, йег=у\гт\ег, de3̂ = 0, (13)

Из первой формулы (13) следует, что
•yjj u»i=ds.

есть дифефренциал длины дуги линии, описываемой началом репера — 
точкой А вдоль s-торса. Равенство

7li= 0 (14)
означает, что почка А описывает сильноизотропную прямую вдоль 
s-торса. Далее,

7],= Urn —г— ,
As-*0 у

(15)

где ф — угол между близкими изотропными осями репера s-торса, (р — 
угол между соответствующими близкими лучами s-торса.

Равенство

% = 0 (16)
означает, что вектор е2 постоянен вдоль s-торса. Равенство

т = о
означает совмещение флагового центра луча комплекса с точкой А. 

Деривационные формулы репера цилиндра оэ^=tof =  0 имеют вид

l̂:j - = l i e l+ e 2+-*.e3,d ei ^ 0 , ^ 2 . = ^ 3, de3= 0. (17)
da da

Отсюда

Si

dA
da *i (18)
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т. е. инвариант -=- есть угол между образующей и касательной к ли- 
*•2

нии, описываемой точкой А на цилиндре. В случае
£2= 0  (19)

вдоль цилиндра комплекса вектор е2 постоянен. Равенство
х = 0

означает, что касательная плоскость цилиндра совпадает с неизотроп
ной плоскостью (/?—А, еи е2) = 0  репера.

Полуцентральный регулюс <а =  to2 =  0 принадлежит обеим конгру
энциям, к которым отнесен комплекс. Инварианты р, |г являются 
инвариантами ku k2, k3 (см. [3]) полуцентрального регулюса.

§ 2. Флаговая наложимость комплексов
Для двух прямых I и /' общего положения определена единствен

ная сильноизотропная прямая (бисеканта), инцидентная обеим. Фла
говое расстояние между точками пересечения с бисекантой назовем 
по аналогии с [7] флаговым расстоянием d между прямыми / и Г. Про
должая аналогию с [7], главную часть флагового расстояния между 
близкими лучами / и /' регулюса назовем элементом ds флаговой дли
ны регулюса. Два регулюса, между лучами которых установлено вза
имно однозначное соответствие, назовем флаговоналожимыми, если эле
менты ds для соответствующих лучей равны. По аналогии с (6] два 
комплекса будем называть флаговоналожимыми (в окрестности данной 
пары лучей /, /*), если любые два соответствующих регулюса, прохо
дящие через лучи / и /*, флаговоналожимы. В этом случае можно гово
рить о флаговом изгибании одного комплекса в другой. Будем искать 
наложимые пары комплексов.

Произвольную пару комплексов будем задавать, включая в репер 
бисеканту. Точнее, точку ее пересечения с лучом первого комплекса 
примем за начало репера, а вектор еi направим по лучу /. Вектор е2 
выберем так, чтобы он был компланарен с направляющими векторами 
соответственных лучей I и /*. Тогда лучи I и /* задаются так:

/ ? - A + t e lt (20)
fl^ A + zn ea + B to+ p eg ), (21)

где В = А + те3 — радиус-вектор точки пересечения бисеканты с лучом 
/*; î +  p 2̂ — направляющий вектор этого луча; т — расстояние между 
точками А и В бисеканты; р — угол между лучами пары. Точки А и В 
назовем 1-точками лучей пары. Для первого комплекса наш репер бу
дет полуканоническим, а для пары — каноническим. Следовательно, 
пара комплексов определяется с произволом пяти функций трех аргу
ментов. Три из них составляют произвол решения системы (7), а две 
другие суть т и р. Репер

А*=А+т е3, е \ = е ^ е г,е\=еъ е\=е3 (22)

является полуканоническим для комплекса {/*}, имеющего то же строе
ние, что и полуканонический репер комплекса {/}. Формы, входящие 
в деривационные формулы этого репера, имеют вид 

* * •
С)1 — О)1, (|)2=  К>2 —  ро)1, 0 )3 =  (О3- ) - of/71,

(23)
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a dm и dp — вид
^/я=/га1(01-1-/Я20>1+/Яз®г» '(24,)

^Р=Р1“ 1+Р2®?+Рз®2- (242)
*  •  *  -

Формы ш1, а»3, со2 имеют аналогичные (5) представления:

<о>= $i coi +  y)! со1 +  ̂ '>'2, u»3= P ® i +  T

О)2 —$2 ?2Ш » (25)
где \, t]l , , р, у, х, $2, Tj2 i2— инварианты полуканонического репера
комплекса { /} .  Дифференцируя (22) и используя (23), (24),; (25), по
лучаем следующие связи между инвариантами полуканонических репе
ров двух комплексов:

К i+Pi ) + p?2t- pSi * = Р + «ч . (26,)

Т( И-Р^г)—'xPyli=Tf+^2. 026,)
• •

ТР^2-ЬХ(1—pS iH x+ ^ 3 . (26»)

i ( l+ P i)+ P ^ i? 2— SiP5i=Si, (26„)
• •
У Ь -Н ” !» )— pC i^ T h . (265)

YliPC2+ ( l  — p£,K=£i> (26.)
• • •

&2(1 + P i) - H 2P$a— SapSi^Sj, (267)
* *

r/2(l+ P ^ 2)—SaP^i^7),- (26.)

Л2рС2Н-Ca( 1—pCi ) = c 2. (26.)

Бисеканту двух близких лучей в первом комплексе можно задать
так:

R = A + x e x-\-dse3, (27)
где ds — элемент флаговой длины того регулюса, которому принадле
жат близкие лучи. Если близкий луч задать уравнением

R = A + d A + \ (e l+ d e l ), (28)
то из условия компланарности прямых (20), (27) и (28) получим 

U)2-|-Xcu2= 0 , u)3-j-X|(Bi=fi?5. Поэтому
flfs=((o3(o2—u)2'o?): u)2. (29)

Точно так же получается выражение для элемента флаговой длины 
дуги соответствующего регулюса второго комплекса

rfs*==(<*о3®?— (30)
Из равенства ds = ds* для всех пар регулюсов, принадлежащих паре 
комплексов, получаем локальное условие наложимости комплексов (20) 
и (21):

(u>i)2dm-\-d p(co?u)i-(-(D2fil/n)=
=ра>1 (со 2а)2 — со1©?—рш1 (О2). (31)
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Внося сюда значения dm и dp из (24), и3> со1 и « г , из (5) получаем
P23Ep3z=0 и еще шесть конечных соотношений:

W pti-1 )=0 . (32.)
4i(l+P4a)=0, (322)

( & - 1 К 1+РЛ2)+ Р Ч ^ + 1  + Р != 0 , (З23)
'ra2(l+Pi)+^iP(l+PTb)+P 2'n^2:=0> (32<)
Р^рСх-1 ) + « з (  1+Pi )+Ра̂ 2 = 0 . (32s)

/M l  +  Pi)+P8«iSa=0. (32«)

Поскольку теперь dp=.piG)2 и согласно (23) <oi (1 H-pi) a>?, то зада
ча теряет смысл при l +  pi =  0. Поэтому всюду в дальнейшем считаем, 
что

1 + Р ^ О . (33)

Заметим, что так как Dco2 =  0, то можно положить он =du. Тогда 
dp = pidu и pi = dp:du. Таким образом, угол р между лучами пары яв
ляется функцией одного переменного и, т. е. длины дуги индикатрисы 
вектора e t вдоль полуцентрального регулюса со? =со2 =  0.

Равенства (32j) и (322) дают четыре варианта
a) ^ i=^2=°. б) p£i— 1=0, l-fp ri2= 0 ,
в) Ръ!—1=0, rii=-0, г) t2= 0 , 1+Рт1г==0-

Случаи в) и г) в силу (З23) дают р,-|-1=0, т. е. невозможны. Рассмот
рим отдельно варианты а) и б).

§ 3. Случай а)

Внося т| 1 =  ̂ 2 =  0 в (З23) — (326), получаем

( l+ P ^ X l -p S iH l+ P i .  (34.)
Wa=51p:(pCi—1). (342)

" »з = Р Ч (1 — PCi): ( 1 + P i ) ,  (З43)
т1̂ =т2 т3. (344)

Так как l + p i^ o ,  то полагаем

(1+Рт12)(1 P̂ i)=7̂ 0. (35)
• •

Геометрические равенства г}| =  ̂ 2 =  0 и вытекающие из них tii =  £2= 0  оз
начают, что 1-точки лучей комплексов {/} и {/*} описывают сильноизо
тропные прямые вдоль s-торсов, а вдоль цилиндров комплексов {/} и 
{/*} вектор е2 постоянен. Система (7) принимает вид

dZlA d u + d tlA u2̂ tfduA<»2, (36j)

d l2A du+dfi3Au>i=—radu/\<4, (362)
dfyAdu+diAM i+d  хДш2=

= ( ^ i — Т Л 2 ¥ « А ® ? + ( ^ 1 — 52К м Л '» 2+ ( С 1+ Л 2)® 2А ш? . (З63)

причем уравнение (З63) не зависит от остальных, а замыкание (24^
с учетом (342) — (344) дает
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P% d  т)2 -d
.(1 + pt* )(1 -p£i) U -p S i

5iP A (ui -
?42d tx

(1+РЛа)(1—pCi) U + P *l2
P̂ 2

=P[ (1—°£i)(1 JrPf\i)]~ldu A ( +$ 2? > 2).

Дш2=

(364)
Система (36i), (362), (364) не в инволюции. Продолжаем ее, по

ложив
d $i=$nrf« +  $12<o?-Hi3'o2,

d Si= Sii^w+S12<i>?-(-Ei3a,2i
d %2“  “b ̂ 22***!

d  % = y i21rf«  +  rl22<0l +  7i23<o2-
Внеся (37) в (36), получим

5 l 3"

£ц—£i(£i 2 ti2), $22—7]2i-b T)2' £i2
?i2= 0> ^гз^О» £i3= 0, Лгг^О'

-----^ L(7l2i+7i2). 1-(,l2i+7l2 )+Ci.
1+РЧ2 ' ‘ ““  1+P^2

2̂i= ^2(2?i ^г)’ г̂з —О-

(37)

(38)

Отсюда следует, что функции £1 и т̂ г зависят от одной переменной и и 
связаны одним уравнением

^ = Ф -Q +  tf. (39)
dti

где

ф =4 = ^ ,  д = ^ + л ! .
1+РЛЬ du

Тогда |13 =  0 .Q , l22 = Q и
^ 51=Si(^l—2 -п2)с?//+Ф -Q <о2,

d S2=?2(2 £i~ ri2)du-\-Qwu

Замыкая последние уравнения, получаем
Q .® '= 0 , Q '=2(C 1— 42)Q.

Отсюда возникают два подслучая: Q =  0 и Ф '=0 . 
Рассмотрим первый из них. Формулы (41) дают

d In S1=(C 1—2 vj2) 
d In E2='=(2^i — ti2) du.

(40)

(41)

(42)

(43)

Таким образом, функции |ь |2, а следовательно, ти т2, т 3, так 
же как и £1, г|2, стали функциями одного переменного. Внешнее квадра
тичное уравнение (З63) дает произвол в одну функцию трех аргументов. 

Рассмотрим второй подслучай. Из Ф '= 0  получается

Р= \~С C=const. (44)
Ci+C>i2

Из уравнений (42), (36)), (362), (44) с учетом (40) функции £ i(«), 
т]2(м), ! i ( u), h ( u) и р(ы) определяются с параметрическим произволом.
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Таким образом, произвол решения определяется уравнением (З63) и 
составляет одну функцию трех аргументов.

§ 4. Случай б)

Внося р£,— 1 =  0, 1+рЛ2 =  0 в (З23) — (326) , получаем
P2y)l£2"H-+Plr=0>

/П'2==̂ 2 • (s2i ^3 ' fU\ tlt2‘ tTl̂ .
Система (7) сводится к

d {A d u + d  г^Д со?^  

d l2/\du-\-d C2A u,2=

га^ 2ш2— —n»i | Adu,

—2^2^— U)2+ 71i°>: j  Adu,

d Р д du-\-d 7Д(о{-(-г/*Л (о£-=

?i + — 4 -^ i )®i +  
p /

2̂ T?>2
P

A du,

а замыкание (24|) дает

Л1 d 2̂
ruC2

Л <°i 4" \,%d
к

Д <1)2--=

Adu.

Продолжая систему (47i), (472), (474), положив

d\x -=S11af«+$i2<i>i4-̂ 3°>2. 
drn̂ 7]udu+ TiiX+ri^oA 

d &2 ~^21^M4- S22a)l4- ?23U)2> 
d С2=?21^И4 C22(°l4-C231"2.

(45)
(46)

(47.)

(472)

(473)

(474)

(48)

получим

« u = f — ■ 6 , 3 - 2 ^ .
\ A p /

Tll2= ' Tll3= C22==S23 '==6 i 2̂2 “  2  ^ 1 »  2̂3 =  ^2^12 ’  ’ l l ’ (49)

Tln = ^ 24-— , Са1= ( ^ - 4 - - ^ ) С 2, S2V
p \4i P

-U
2112
’ ll

-  — eiCa-
p

Замыкание уравнений (48) с учетом (49) дает три внешних урав
нения

dtl2Adu=0,

^ 2Л°>?=̂ = 2 £12f ~̂ "4------"W^A ш* *
W  Р /

d\2A * 2= 2 \ J — + — У « Л ‘»2.
\ % Р /

(50)

(51)

(52)
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ц одно тождество. Уравнения (50), (51), (52) эквивалентны одному 
уравнению Пфаффа

замыкание которого дает тождество. Таким образом, система (47i),
(472) , (474) вполне интегрируема. Внешнее квадратичное уравнение
(473) дает решение, зависящее от одной функции трех аргументов. От
метим наиболее интересные свойства полученной пары комплексов. Из 
равенства p£i =  l следует, что угол между линией, описываемой 1-точ
кой на цилиндре, и образующей цилиндра равен углу между соответ
ствующими лучами пары, а в силу (23) неголономная уницентральная
конгруэнция (о2 =  0 комплекса {/*} соответствует неголономной цилин
дрической конгруэнции комплекса {/}. Далее, неголономной цилиндри- * «
ческой конгруэнции <ai=0 комплекса {/*} соответствует в силу (23) 
уницентральная конгруэнция комплекса {/}.
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Р. И. Каланчук, В. В. Слухаев

ГЕОМЕТРИЯ МОНЖЕВЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 
В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В статье изучаются отображения произвольного векторного рас
слоения в касательное расслоение евклидова пространства. Если раз
мерность базы больше размерности евклидова пространства, а размер
ность слоя — меньше, то в каждой точке возникает конус и множество 
его касательных плоскостей. Эту конструкцию мы и называем монже- 
вым отображением. В § 1 вводятся основные определения, а в §2 стро
ится подвижной репер монжева отображения. Особенностью используе
мого репера является то, что мы не связываем себя однозначным вы
бором базисных форм. В § 3 изучаются замкнутые формы и интегралы 
от них: площадь сферического изображения и интегральная гауссова 
кривизна. В § 4 рассматриваются связности на мопжевом отображении.

§ 1. Основные определения

Пусть |т= (М, л, В )—m-мерное векторное расслоение. Морфизм 
[1] расслоения 1т в касательное расслоение т (N) многообразия N бу
дем называть монжевым отображением, если dim В> dim N, a m<dimiV. 
В локальных координатах отображение f : B-+N можно представить в 
виде f : (х‘ , ta)-+ (x ‘ ), где t = l ,  ..., dim N, a =  dim/V+l ,  .... dim#.  Пусть 
dim В— diimV =  r. В касательном пространстве Т XN точки xeiV  опреде
ляются образы слоев расслоения |т над всеми точками полного про
образа f - ' (x) .  Образ каждого слоя — подпространство, поэтому в ло
кальных координатах монжево отображение можно представить в виде 
системы пфаффовых уравнений

P j ( x , t ) d x l^0,  (11)
где s =  1, ..., /л. Исключая ta из системы уравнений

Pi (х, i ) d x ‘= О

получаем систему уравнений вида
F a( x , d x ‘) =  0, (1.2)

однородную по dxl . Эта система в общем случае определяет коническую 
поверхность в TXN (при фиксированных х ‘ ), которую будем называть 
конусом Монжа.

Таким образом, исследование монжевых отображений может быть 
полезным для изучения пфаффовых систем (или распределений) на 
многообразии N, зависящих от m параметров t% (1.1), а также для изу-
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чения монжевых [2] или нелинейных неголономных многообразий {3]
( 1.2).

Если N =  En— n-мерное евклидово пространство, то количество ас
социированных с отображением геометрических образов еще более уве
личивается за счет того, что каждое подпространство имеет ортогональ
ное дополнение. Например, при т = п— 1 каждая гиперплоскость сис
темы (1.1) при заданных х 1 и Р1 имеет единичный вектор нормали 
c{x,t) ,  поэтому монжево отображение определяет (п +  г) -параметриче
ское поле единичных векторов.

В дальнейшем будем отождествлять монжево отображение с его 
образом и называть монжевым отображением семейство т-мерных 
плоскостей, определяемое системой (1.1), а монжевым многообразием 
семейство конусов (1.2).

Векторы в точке х ^ Е п, касательные к одной из плоскостей мон- 
жева отображения (2.1), будем называть допустимыми, а векторы, на
правленные по образующим конуса Монжа (1.2),— интегральными [3].

Для монжева отображения в евклидовом пространстве нетрудно 
ввести связность на множестве допустимых векторов. В самом деле, 
допустимое векторное поле на монжевом отображении можно предста
вить как («  +  т)-параметрическое поле ё(х, t) в Еп. Пусть de — полный 
дифференциал векторной функции i {x, t ) ,  P t — плоскость монжева ото
бражения (t фиксировано), a p t :Т х E„-*-Pt— оператор проектирова
ния. Тогда V  = p, - d — оператор ковариантного дифференцирования до
пустимых векторных полей. Пусть ё г(х Д )— подвижной репер в Еп, 
выбранный таким образом, что первые пг векторов лежат в Pt (при 
соответствующих /). Деривационные формулы репера имеют вид

(1.3)

тогда матрица связности V  будет матрицей порядка m\m, лежащей в 
левом верхнем углу матрицы ||ш/||.

§ 2. Подвижной репер двумерного монжева отображения 
в трехмерном евклидовом пространстве

Будем изучать монжево отображение двумерного векторного рас
слоения с четырехмерпой базой В в трехмерное евклидово простран
ство. В этом случае п =  3, пг =  2, r=  1. Возникающие геометрические об
разы изучались под различными именами различными авторами: мон
жево многообразие [2, 4, 5], нелинейное неголономное многообразие [3], 
четырехпараметрическое (или нестационарное) векторное поле (6, 7], 
поле пучков направлений [8], многообразие конусов [9]. Тем не менее 
эти конструкции весьма интересны и достаточно сложны для того, что
бы проведенные ранее исследования не считать исчерпывающими.

Пусть монжево отображение определено в области G трехмерного 
евклидова пространства. Пусть с каждой точкой х этой области, имею
щей радиус-вектор г, соединено семейство реперов {et, ё2, ё3}, завися
щих от параметра t таким образом, чтобы вектор ё3(/) был бы векто
ром нормали к двумерной плоскости монжева отображения (1.1) при 
соответствующем значении t. Пусть вектор ё\(Р) будет направлен по 
образующей конуса Монжа, а вектор ё2(() выбран так, чтобы тройка 
{<?!, е2, е3} была правой тройкой единичных взаимно ортогональных 
векторов. Деривационные формулы полученного репера имеют вид

d f = w l ё ё2-\-ш3ё3, 
d ёl=ш\ё2—ш\ ё3,
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d e 2= — ш2^ — u>| ё  з,

3—i»i ёi_j_t02g2) (2.1)

где формы o ' ,  (о̂  { i , j ,k= 1, 2, 3) суть дифференциальные формы от 
и t, причем формы о)* линейно независимы и не содержат dt. Фор

мы со* , ш/удовлетворяют уравнениям Гаусса— Кодацци, имеющим вид
rf.o(-=u)̂  Д (oj,
dw* Д(о .̂ (2.2)

Система (1.1) сводится в нашем случае к одному только уравнению
ш3=0. (2.3)

Условие, что вектор ё\ направлен по образующей конуса Монжа озна
чает, что плоскости (R—г, ёз)=0  огибают конус Я=<кёь что приводит 
к равенству

( ё 1, d ё u ё2)= 0  (mod о)1, ш2, ш3),

т. е. к равенству
ш1 Д о)2 До)3 Д (Од—0.

Последнее означает, что

ojg А1<о1-|-^2",24"^з(')3. (2.4)

Не выбирая пока четвертую базисную форму, заметим, что это 
может быть либо форма он, либо форма о 2. Выбор каждой из них име
ет свои неудобства, так как при

и)1Ло)2Ди)3Д(о2= 0  (2.5)
конус Монжа вырождается в прямую, а при

со1 Д (02 Д (03 Д  О)2— 0 (2 .6 )

он вырождается в плоскость.
Геометрическая характеристика инвариантов b t давалась в [6]. 

Нам в дальнейшем понадобятся следующие утверждения [6].
1. Класс Ь\ = 0 характеризуется тем, что множество образующих 

конуса Монжа (т. е. прямых Я = г +  Хёi) образует линейчатый комплекс 
( 10].

2. Класс b\ = b2=0  характеризуется тем, что множество образую
щих конуса Монжа образует специальный (10] линейчатый комплекс, 
т. е. все они касаются поверхности

(2.7)

Заметим, что класс форм ы3 и со1 в общем случае равен четырем. 
Об условиях понижения класса этих форм говорят следующие теоремы.

Теорема 1. Класс [11] формы о 3 понижается до трех только в двух 
случаях: 1) если 63 =  0; 2) если конус Монжа вырождается в плоскость. 
Класс формы со3 понижается до двух (т. е. форма становится интегри
руемой), только если конус Монжа вырождается в плоскость и Ь2 =  0. 

Доказательство следует из равенств
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du>3/\dm3——2£3u>1 Д(о2Да>3Д'1)|) 
d со3 Дш3=  — Л2а>1Дш2Ди>3—ш2 Дш2Дш3

и условия (2.6).
Теорема 2. Класс формы со1 понижается до трех только в двух слу

чаях: если &i =  0; если конус Монжа вырождается в прямую. Класс 
формы со1 понижается до двух, только если конус Монжа вырождается 
в прямую и Ь2 =  0.

Доказательство следует из равенств
dw1 /\du>l =  — 2А1и)1Лсо2Лсо3Ди)21 

flfu)1 До)1 —— Дш2 Дсо3—со1 Д ш2 Дш2

и условия (2.5).

§ 3. Замкнутые дифференциальные формы

При помощи внешнего дифференцирования и формул (2.2) нетруд
но проверить, что формы

и^Дсо2, и>2Дш3, (и’ Дш3,

шзЛ и)з/\ 11)3. и)2/^ и)2Л и)2

замкнуты.
Так как геометрическая характеристика аналогична, то рассмот

рим только формы «>зДш| и 'о^Ди)2дш3, Все сказанное об этих фор
мах будет справедливо и для других форм с заменой только вектора 
ё3 на ё, или ё2.

Форму шз Л и)з можно интегрировать вдоль поверхностей (при за
дании ( t ^ f ( x ‘ ) или вдоль линий (при свободном t).

Интеграл
J шзЛ (0з

определяет площадь сферического изображения множества векторов 
ё3 вдоль поверхности (когда в каждой точке задай единственный век
тор) либо вдоль линии (когда в каждой точке множество векторов, за
висящее от t).

Для формы шзЛ шзЛ",3 прежде всего отметим тождество
d (w1 Дш3-}- (о2 Дш?() = —• 2и>зЛ1»дЛ(о3. (3.1)

Форму и>1,Д(о2л<о3 можно интегрировать по объему, задав t =  f ( x ‘ ). 
При таком задании t в каждой точке выделяется только один вектор ё3, 
ортогональный одной из плоскостей монжева отображения. Будем го
ворить о векторном поле, принадлежащем монжеву отображению. Если 
t =  f (x l ), то все формы становятся формами только от трех переменных 
х ‘ и можно положить

шз==а1(и1_Ьа2ш2~Ьа зи)3- (3.2)

Равенство (3.1) при этом условии принимает вид
d(b3 ю2д<1)3—а3ш1 Дш3—(/?!-1-а2)и>'До>2—

= —2{Ь1а2—аф2) о»1 Д и > 2Д ( о 3. (3.3)
Левую часть последнего равенства можно записать как
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d( k—(divc3)e 3, da),

где da — векторный элемент площади (12]; k — вектор кривизны век
торной линии поля ё3 (k = di3/ds, где ds — длина дуги векторной ли
нии). Вектор k— (div ё3)ё3 рассматривался С. С. Бюшгенсом в (13] и 
был назван там присоединенным вектором поля ё3. В правой части ра
венства (3.3) Ь\а2—axb2 — R, где — гауссова кривизна векторного по
ля ё3 (12]. Обозначив 7 присоединенный вектор, перепишем равенство 
(3.3) в виде

d(l, da)=RdQ, (3.4)
где dQ — элемент объема. Отсюда следует [12] полезное равенство

R^-divJ (3.5)
и теорема.

Теорема 3. Пусть В — область в евклидовом пространстве, имею
щая кусочно-гладкую границу дВ. Для любого векторного поля п = ё3 
поток поля присоединенных векторов 7 через границу дВ равен интег
ралу от гауссовой кривизны поля п по области В (или интегральной 
гауссовой кривизне поля).

Доказательство. Равенство
f (7, do)=§ RdQ (3.6)

ов в
получается интегрированием формулы (3.4) и применением теоремы 
Остроградского к левому интегралу.

Теорема 4. Форма шзЛ^зЛш3 обращается в нуль только для та
ких монжевых отображений, у которых либо bx = b2 =  Q, т. е. у которых 
все образующие конуса Монжа принадлежат специальному комплексу 
прямых; либо конус Монжа выражается в плоскость, а гауссова кри
визна поля ё3 (не зависящего в этом случае от t) равна нулю.

Доказательство следует из равенства
(й ̂  д  Д ш3 ^ ̂  j а)1 д (о ̂ д ш3  ̂2 со 2 д  о) | д  (и 3 

геометрической характеристики класса b\ = b2 = Q и условия (2.6).

§ 4. Связность и параллельное перенесение на монжевом отображении

Как отмечалось в § 1, связность V, индуцируемая на монжевом 
отображении связностью евклидова пространства, имеет матрицу

О (О2
—to2 О (4.1)

Эта связность определяет на множестве допустимых векторов 
ь = ь хё\ +  и2ё2 параллельное перенесение уравнениями

dvx— и2о)2= 0 ,
dv2-\-vxu> 2= 0 . (4 2)

В силу кососимметричности матрицы (4.1) выполняются все обыч
ные свойства параллельного перенесения, как то: сохраняется скаляр
ное произведение векторов, модуль вектора и угол между параллельно 
переносимыми векторами. Не следует забывать, однако, что параллель
ное перенесение определено только для допустимых векторов, т. е. па-
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раллельно переносимый вектор в каждой точке должен лежать в ка
сательной плоскости конуса Монжа, построенного в этой точке.

Если вектор и единичный, т. е. £> =  cos qp̂ i +  sin фё2, то уравнения 
(4.2) сводятся к одному

Угол ф рассматривался в [3] под названием «абсолютный угол».
Рассмотрим теперь двупараметрическое многообразие с краем век

торов ё3, нормальных к монжеву отображению. Как уже отмечалось в 
§ 3, такие многообразия могут быть двух типов. В пространстве выде
лена некоторая поверхность и в каждой ее точке задан вектор ёз. Урав
нения такого многообразия х ‘ = х ‘ (и, v), i =  t(u,v),  параметры и и v 
удовлетворяют некоторым неравенством. В пространстве задана линия 
jc * = x '(s ) , t свободное, s и t удовлетворяют неравенствам. В любом 
случае обозначим многообразие символом 2, а его край — дЕ.

Теорема 5. Угол поворота вектора, параллельно переносимого вдоль 
края многообразия 2, равен площади сферического изображения поля 
нормалей ё3 к монжеву отображению вдоль 2.

Доказательство. Из (2.1) и (2.2) имеем

по последний интеграл и есть площадь сферического изображения.
Из этой теоремы следует, что параллельное перенесение не зави

сит от пути, только если либо конусы Монжа во всех точках одинаковы; 
конус Монжа в каждой точке вырождается в плоскость и пфаффово 
многообразие [12], ортогональное векторному полю ёз, и имеет нулевую 
кривизну. Этот результат был известен еще В. В. Вагнеру [3].

Теорема 6. Для монжева отображения, удовлетворяющего услови
ям b\ = b2 = 0, параллельное перенесение вдоль поверхностей ш3 =  соз =  0 
не зависит от пути.

Доказательство. С помощью (2.2) нетрудно проверить, что 
Ь{ =  ё2 =  0 система уравнений ш3= wf =  0 вполне интегрируема. Незави
симость параллельного перенесения от пути следует из (4.5).

Так как поверхности ю3 =  соз =  0 — интегральные поверхности урав
нения Монжа, то параллельное перенесение (4.2) для них совпадает 
с обычным параллельным перенесением в смысле Леви—Чивита. Так 
как результат перенесения не зависит от пути, то эти поверхности — 
развертывающиеся.

В заключение решим две задачи.
1. Найти закон параллельного перенесения, который совпадает с 

(4.2) для допустимых кривых, существуют монжевы отображения, для 
которых параллельное перенесение не зависит от пути.

2. Вторая задача отличается от первой заменой допустимых кри
вых на интегральные кривые монжева уравнения.

Первая задача сводится к изучению закона перенесения

Й?<р+'о2=0. (4.3)
Отсюда получаем, что

(4.4)

<р= —J <о?=— | j «0> Д<о|, (4.5)

d<p -j- 0, (4.6)

а вторая

arcp-[-a)2-|-X(03-j-p.0)2 = 0 . (4.7)
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Коэффициенты X, р, должны найтись из условия интегрируемости 
уравнений (4.6) и (4.7).

Рассмотрим сначала первую задачу. Условие интегрируемости (4.6) 
сводится к равенству с?(ш2 +  Хсй3) =0, или подробнее

«)’ Д o>|-f Хш1 Дсв’ +Х'о2 До)|—^ХДа>3 =  0.

Умножая это уравнение на со3, получаем

(o’ A u)^o)3+X(«»^<i)gAo>3 -|-и>2Л и>зЛи>3)—0.

Предполагая, что конус Монжа не вьтождается в плоскость (в этом 
случае решение задачи известно [14]), приравниваем к нулю коэффи
циенты при линейно независимых формах

(о1А<о2Л а)3' «о1 Л 0)3Л ">3
и т. д. Получаем

Х/?2 —1— X 2̂ А  Хг== ,
Отсюда видно, что решение первой задачи возможно только при 

Х =  0, т. е. закон перенесения (4.2) — единственный.
Для решения второй задачи заметим, что условие интегрируе

мости уравнения (4.7) сводится к равенству d (o>2-|-Xc»3+pu>-)= 0 ,  или 
подробнее

шз Л <“з+Ха»1 Л шз+ ^ш2 А а»2—

— d\f\o>3— Р ^ Л а » 2— |мо3Ла»з— d < j.A ‘° 2=  0 . (4 g )

Умножая на ш2Ао>3, получаем с учетом (2.4)

Z»! о»1 А а»2 А о»2 Л о»3—ра»1 Аа>2Ла>2Ло)3- = 0.

Предполагая, что конус Монжа не вырождается в прямую, получаем

Отсюда следует, что ц =  6|а4. Подставляя это значение р в (4.8) и ум
ножая (4.8) на о»3, получаем

о)̂  А о»| А о»3 +  Ха»1 Л а>̂ Л “>3 +

+  Ха>2Аа>|Ла>3—Ьха ^ х A l,,2Aa»3— d(bxa4) Аа»2Ла>3=0.

Приравнивая нулю коэффициент при o>2Aa»^Aa>3, получаем Хд4= 0  
При а ^ - 0 конус Монжа вырождается в плоскость. Остается Х=0 и

^?+a»2+ ^ a 4(o2==0. (4 9 )

Это единственный закон перенесения [кроме, конечно, (4.2)], удовлет
воряющий решению второй задачи.

ЛИТЕРАТУРА

1. Х ь ю з м о л л е р  Д. Расслоение пространства.— М.: Мир, 1970.— 444 с.
2. С и н ц о в  Д. М. Работы по неголономной геометрии.— Киев: Вища школа, 

1972,— 296 с.
3. В а г н е р  В. В. Дифференциальная геометрия нелинейного неголономадого мно

гообразия в трехмерном евклидовом пространстве.— Матсмат. сб., 1938, т. 4(46), № 2, 
с. 3— 22.

68

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



4. Н и к о л а е н к о  М. А. Характеристики монжева уравнения в многомерном 
пространстве.— Укр. геометр, сб., 1966, вып. 3, с. 72— 77.

5. С е р г и е н к о  Л. Н. О совпадении геодезических и характеристических ли
ний уравнения Монжа.— Симпозиум по геометрии в целом к основаниям теории от
носительности. Тезисы докладов.— Новосибирск, 1982, с. 101— 102.

6. Ф и н к е л ь ш т е й н  В. М. Некоторые классы четырехпараметрических полей 
направлений.— Геометр, сб.— Томск: Изд-во Том. ун-та, 1967, с. 112— 125.

7. С л у х а е в В. В., Ф и н к е л ь ш т е й н  В. М. О подмногообразиях перемен
ного поля направлений.— Геометр, сб.— Томск: Изд-во Том. ун-та, 1973, вып. 10,
1. 173— 185.

8. С л у х а е в В. В. О возможности нестационарного баротронного движения 
идеальной жидкости с заданным полем пучков направлений скорости.— Геометр, сб.— 
Томск: Изд-во Том. ун-та, 1975, вып. 12, с. 61— 64.

9. Г е о р г и е в  Г. Дифференциальная геометрия многообразия конусов в трех
мерном пространстве. —Anal, stiln , ale Univ. Al. J. Cuza “  Jasi 1962 t. 8 s. 1 f
2,  p.  3 £ 3 — 3 6 7 .  ’ . . .

10. К о в а  н ц о в  H. И. Теория комплексов.— Киев: Изд-во Киевск. ун-та,
1065.— 292 с.

11. Р а ш е в с к и й  П. Т. Геометрическая теория уравнений.— М.— Л., 1947.—
278 с.

12. С л у х а  е в  В. В. Геометрия векторных полей.— Томск: Изд-во Том. ун-та.
1082.— 96 с.

13. Б ю ш г е н с  С. С. О линиях тока — ДАН СССР, 1952, т. 84, № 5, с 1119—
1 121.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



А. В. Никольский

НЕГОЛОНОМНЫЙ л-ГРАННЫЙ УГОЛ И ЕГО 
ИНТЕГРАЛЬНАЯ КРИВИЗНА

Интегральная кривизна многогранной поверхности [1] складывает
ся из интегральных кривизн ее вершин. Чтобы ввести это понятие для 
неголономных многогранников [2], рассмотрим более общий по сравне
нию с многогранным углом объект — неголономпый n-гранный угол.

Будем понимать под плоским углом замкнутую область, ограни
ченную двумя лучами с общим началом и имеющую радиапную меру 
в пределах от 0 до я. Лучи эти будем называть краями плоского утла, 
а точку их пересечения — вершиной.

Пусть л ^ З  полуплоскостей в Ег имеют общий край — прямую р, 
которую назовем особой. Эти полуплоскости будем называть направ
ляющими. Неголономным л-гранным углом назовем объединение л 
плоских углов, удовлетворяющее условиям:

1) вершины всех плоских углов лежат па особой прямой;
2) оба края каждого плоского угла лежат в направляющих полу

плоскостях;
3) ни у одного плоского угла внутренность не пересекается ни с 

одной направляющей полуплоскостью;
4) при параллельном проектировании относительно особой прямой 

ни один плоский угол (в дальнейшем эти плоские углы будем назы
вать гранями неголономного л-грапного угла) не отображается на 
другой.

Два неголономных л-гранных угла при одной и той же особой пря
мой с теми же направляющими полуплоскостями будем называть экви
валентными, если грани одного из них можно совместить с гранями 
другого некоторыми параллельными переносами вдоль особой прямой 
(не обязательно на одинаковые расстояния).

Ориентируем особую прямую, зчд- в на ней единичный вектор р. 
Обозначим каждую грань через г=Д ,..., л. Здесь St—верши
ны, [5 ,А ,) и [5 гДг)—края. Считаем, что нумерация граней возраста
ет от 1 до л с движением рукояток правовинтового буравчика, вкручи
ваемого вдоль особой прямой в указанном на ней направлении.

Если каждая грань / = = 1 ,  л— 1, пересекается с гранью
А *+1 St+i Bt+i (а грань A nSnB „ ~  с гоанью А ^ Д , )  в единственной 
точке Т1 (Тп), не лежащей на особой npHN ой, то такой неголоном- 
ный л-гранный угол назовем правильным.

Построим к граням произвольного неголономного л-гранного угла 
единичные нормали vt так, чтобы их проекции на особую прямую были 
положительны. Такой неголономпый л-граиный угол назовем ориенти
рованным. Поскольку особую прямую можно ориентировать двояко, 
всякий неголономпый л-гранпый угол допускает две ориентации. Про
нумеруем направляющие полуплоскости, считая, что (-тая полуплос-
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кость разделяет t-ую и t '+ l-ую грани при t =  1, .... л— 1, а при i=n  — 
п-ю и первую. Отложим из какой-нибудь точки особой прямой векторы 

ортогональные особой прямой и лежащие в направляющих полу
плоскостях с соответствующим номером. Затем построим нормали mt 
к направляющим полуплоскостям так, чтобы все тройки (7р т , , р ) 
были правыми. _

Величина г, =  (й/, т (, vi+i), г= 1 ,..., п— 1, zn= ( v n, тп, vx) назы
вается скаляром неголономностй [2]. Если при всех i z t =  0, то мы 
имеем либо голономный л-гранный угол, либо эквивалентный ему него- 
лономиый. В дальнейшем считаем, что z 0. _ _

Обозначим Pj = [v i +1, m ,], г' =  1, .... п— 1, P„=[vy, тп]\ qi =  l v t, 
т г], г =  1,..., л ; ^ ( = (sign 6<+i], / =  я— 1, w n-=(sign zn) [vn,
c j .  Интегральную кривизну неголономного л-гранного угла опреде
лим по формуле

/  (Л")=2тс- о>,
г=1

i  рр 
/=1

(1)

где

w ^arccos (Ри. 4l ) .
\Pn\-\(~h\ ’

u); ^arccos (Pi-1. 4i)
\Pi-i\-\Qi\

i = 2,..., л;

p ^ a rccos (Wj, Pj) — arccos <?i)
K M ^ tl ’

/= 1 ,. . . ,  л.

Интегральная кривизна эквивалентных неголономных л-гранных 
углов одинакова.

В формуле (1) со, — это величины плоских углов — граней неголо
номного л-гранного угла. Геометрический же смысл углов р ,, которые 
назовем углами расщепления, можно показать, введя для неголономно
го л-гранного угла аналог понятия развертки.

Выберем из множества эквивалентных неголономных л-гранных 
углов правильный. Прямую, проходящую через точку Т{ и имеющую 
общие точки как с /, так и с t+ 1 -ой гранями, назовем t-ой осью 
(л-я ось проходит через точку Тп и имеет общие точки с л-й и первой 
гранями). Проведем на первой грани луч с началом в вершине Si и 
сделаем вдоль него разрез. Он разделит первую грань на две части; 
гу часть, которая пересекается со второй гранью, назовем правой, а ту, 
которая пересекается с л-й гранью, назовем левой. Оставляя на месте 
правую часть, повернем одновременно все остальные грани, включая 
левую часть первой грани, вокруг первой оси так, чтобы нормали к 
правой части первой грани и ко второй грани оказались сонаправлены. 
Затем, оставляя на месте правую часть первой грани и вторую грань 
(теперь они лежат в одной плоскости), повернем остальные грани во
круг второй оси так, чтобы оказались сонаправлеппыми нормаль к тре
тьей грани и нормаль ко второй (таким образом, теперь в одной плос
кости с правой частью первой грани и второй гранью лежит и третья 
[рань). Так шаг за шагом переведем в одну плоскость все л граней. 
Когда наступит черед производить поворот вокруг л-й оси, нам оста
нется повернуть лишь левую часть первой грани. Мы построили раз
вертку неголономного л-гранного угла.
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Вершину правой части первой грани по-прежнему обозначаем 5 Ь вер
шину левой обозначим S',. Угол расщепления р;.— это меньший угол меж
ду лучами [Г ,^ )  и [TtSi:r 1), отсчитываемый от второго к первому; р„ — 
угол между лучами (7YS,,) и [ТnSx'). В зависимости от расположения 
лучей угол расщепления может быть положительным или отрицатель
ным (ориентация плоскости развертки, в которой лежат лучи, опреде
ляется нормалями к граням). Отрицательность угла расщепления р, 
указывает на то, что при построении развертки те части краев граней, 
которые содержат отрезки [^ S ,]  и [7C.SY. i ] ,  накладываются друг на 
друга. Положительное же значение говорит о том, что эти части краев 
при повороте вокруг (-той оси расходятся в стороны.

Далее, осуществим такие параллельные переносы всех граней раз
вертки, при которых вершины граней переходят в вершину Si. Имеет 
место свойство, аналогичное свойству развертки окрестности вершины 
многогранной поверхности [3]: величина угла между берегами разреза 
первой грани, считая от левого к правому, равна интегральной кри
визне.

Докажем для правильного неголономного л-гранного угла аналог 
теоремы Гаусса—Бонне.

Последовательно соединив точки Tt прямолинейными отрезками 
и задав соответствующее направление обхода, построим на неголо- 
номном л-гранном угле замкнутую ломаную. Обозначим а, =
-  ZT i - XTt Sit г -2 , . . . ,  /г, ZT.T,  Su pt--= z S J 1 - 1 T„  г - 2 ......  n,
^ i = Z S l Tn 7\. Здесь запись видр ZTi xTi Si обозначает абсолютную 
величину угла между лучами [Г,-7̂  П и [ T^Sj). Таким образом, а, и 
(3, — это углы, образуемые звеньями ломаной с краями граней.

Интегральную геодезическую кривизну ломаной на участке 7\_i 
Ti Ti+i определим пи формуле

/ k f —к -а ,  — р ,-р / ;1, (2)

г-1,..., гг— 1, —ая-р „ — pj.

Если интегральная геодезическая кривизна на каком-то участке 
равна нулю, то на развертке неголономного л-граиного угла этот учас
ток представляет собой прямолинейный отрезок.

Полную интегральную геодезическую кривизну ломаной найдем по 
формуле

£  г* ? - (3)1-1
Поскольку величины л1 и р; связаны с величинами соотнош е

нием аг+Рг"Ьшг ^ и м е е т  место аналог теоремы Гаусса—Бонне.
Теорема. Интегральная кривизна правильного неголономного 

л-гранного угла и полная интегральная геодезическая кривизна по
строенной на нем замкнутой ломаной составляют в сумме 2л.

I (K)+Ikg=2*.  (4)

Введенные выше направляющие полуплоскости, пересекающиеся по 
особой прямой, делят трехмерное евклидово пространство на п секто
ров С (, не содержащих внутри себя направляющих полуплоскостей. 
Определим на внутренности каждого сектора по три постоянных функ
ции Р I, Qit R[ . Составим п уравнений Пфаффа

P i d x + Q f d y  +  R i d z  0, г — 1,..., л. (5)
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Интегральными поверхностями каждого уравнения являются 
плоские углы (в предположении, что ни один из векторов \Pt, 
Qt, Pi) не ортогонален особой прямой). Объединение интегральных 
поверхностей всех я уравнений (5) назовем я-гранным неполономным 
многообразием. Оно является объединением множества эквивалентных 
неголономных я-гранных углов с исключенными краями граней.

Ориентировав особую прямую и направляющие полуплоскости, как 
это было сделано для неголономного я-гранного угла, и пронормировав 
векторы V t , можно ввести понятие ориентированного я-гранного него
лономного многообразия и определить его интегральную кривизну. По
полнив это многообразие точками замыкания, можно построить замк
нутую, гомеоморфную окружности, ломаную вокруг особой прямой, оп
ределить для нее интегральную геодезическую кривизну и с помощью 
тех же рассуждений, что и выше, доказать аналог теоремы Гаусса— 
Бонне для я-гранного неголономного многообразия — специального ви
да неголономного полигонального слоения [2].
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М. А. Чешкова

О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПОЛЯХ НЕВЫРОЖДЕННОГО 
ОТОБРАЖЕНИЯ В АФФИННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В я-мерном аффинном пространстве Ап рассматривается отобра
жение ранга п. Определяются два тензора типа (1, 2), которые инду-

1 2
цируют [1] алгебры U(A„, A),  U(An, А ). Исследуются свойства этих 
алгебр.

1. Рассмотрим в Ап отображение f (M)=N.  Присоединим репер 
/? = {М , в\, ..., еп} с деривационными формулами

Матрица А(Лу)д1> где Aj=aj-\-oj является матрицей d f M. Дейст
вительно,

и структурными уравнениями

dm1— ыА /\шк,
. j  к . J /\шк .

Отображение f (M) =N  зададим в виде
.V  — M - ^ a  — M A -d 'e r .

Продолжая (1), получим
( 1)

\jal =aj<oJ, \7a'j-=<»*, ( 2 )

где

d N = e 'e /t
где

Q,=(o, -\-CtjioJz-~ ЛуиД (3)
Поля, определяемые собственными векторами матрицы Л(Лу), на-
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званы [2] фундаментальными. Если спектр Л простой, то в Ап опреде
лится фундаментальная сеть линий.

/ 1 ,Обозначим /f^ d e t  || Л/ || , И — - А/  Дифференциальные уравнения

(4)
(5)

(6)

где

К,  ц>'=0,
Н /СО/ =  0 )

d K —Кцо1, сШ—Н/ш1,

определяют голономные гиперраспределения Дд- i ,  Дл- i ,  вдоль которых 
соответственно A=const, Н =  const.

2. Рассмотрим формы

о*', (7)

Qj -=wj— а!/к<ок . (8)
где

bjK^djKAs, AsAj=oj. (9)
Из (7), (8) имеем

d w1=d)y д  9y( a — 1,2),

dSj— 9л-Д0у =  ^ Rj k m A® 
2

м ( 10)

где

RjKMr=2bs/( bjM—2 b'sMbjK,

R j K M = a ' s K a j M — c is m c ij k .

<t «
Таким образом, формы 0/ определяют на Ап [3] связности V

(а=1 , 2) нулевого кручения.
Тензорные поля b/к, ci'jk определяют в Е-модуле дифференцируе-

1 2
мых полей на An F-алгебры U(An, А ), U(A„, А ) [1], где

А(Х.  Y )=b ‘JKXJY«eu (11)

A { X Y ) = a ' j KX JYKeh (12)

В силу (2), (9), (11), (12) имеет место
1 2

Теорема 1. Алгебры U(An, А ), U(An, А ) коммутативны и связаны 
соотношением

Л А ( Х , У ) = А ( Х , У ) .  (13)
Используя (7), (8), (11), (12), можно записать

b xY = V xY - A ( X t Y), (14)

хУ-^\/ ХУ А (Х , У).
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Рассмотрим интегральную кривую у поля X, проходящую через М. 
Имеем

dM dX  v , w  ^  '"q X е,, — X1 V jXJej — \/хХ, (15)

где
dM ^u'e,, io'=QX', a f0 = 0 A 0 i 

0, 9 еГ о(Л „).
Таким образом, соприкасающаяся плоскость кривой у имеет вид

*=( М,  Х м, ( V X* M -
п

V -геодезическая — прямая линия. Пусть у V -геодезическая, т. е.
а

V *A ' =  sA') e^F(A„) .  Тогда в силу (14), (16) соприкасающаяся пло
скость у примет вид

1=(М,  Хм, А(Х,  Х)м).  (17)
а

Поле (А„, А) называется [4] характеристическим, если

А ( Х , Х ) ^ Х ,  y^F(An).  (18)
Характеристические поля являются ^-геодезическими в смысле [5]. 

При ф =  0 после X называется [4] 2-нильпотентным.
Из (13), (17), (18) вытекают следующие теоремы.

а
Теорема 2. 2-нильпотентные поля алгебры U(An, А) являются

2-нильпотентными полями алгебры U(A„, А) (а, р=1 , 2).
<1

Теорема 3. Если любое поле алгебры U(An, А) 2-нильпотентное, то
а

алгебра U(A„, А) нулевая.
а

Теорема 4. V -геодезическая будет прямой тогда и только тогда, 
когда касательное векторное поле является характеристическим алгеб-

а
ры U(Ап, А).

а
2. Потребуем, чтобы любое поле X^U( An, А) было характеристи-

а
ческим. Так как алгебра коммутативна, то существует [4] 1-форма q и 
выполняется равенство

А(Х,  Y)=q(X)V+q(V)X. (19)
Алгебра, обладающая свойством (19), называется [6] проективной 

алгеброй Вейля.
2

Рассмотрим алгебру U(A„, А). Тогда условие (19) можно записать 
в координатах

а'л<=Ярк-\- (20)
где

? 1 / я „Яз=- — а - и = —— Н 3. 
1 Я-)- 1

(21)
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2-нильпотентные поля проективной алгебры Вейля ЩАп, А) удов
летворяют уравнению

q ( X ) = qjX ' = f f j X ' =  0. (22)

Сравнивая (22), (5), получим следующую теорему.
Теорема 5. 2-нильпотентные поля проективной алгебры Вейля

* и
U(An, А) принадлежат гиперраспределению Дл-i.

Тензор bjK в силу (9), (20) примет вид
2 2

bjK — qjAK+qicAj. (23)

Из (2), (14), (20)', (23) получим соотношения:
2

У * 4^=0,
2 2 2 2
W< 7 y = — (24)
1 2 2 • о 2 2 * 5 2
V  kQj~  — qK^jqs—qjA^qs- 

Из (24) вытекает
Теорема 6. Гиперраспределение ковариантно постоянно отно-

2
гительно связности V  на всем Ап относительно связности V  вдоль по
лей, принадлежащих Дп-\-

1
Рассмотрим случай, когда U(A„, А) проективная алгебра Вейля,

т. е.

b/K=qfii( -\-qi$!r,

<7у =  —Ц- b'j=A safj. 
п + 1

(25)

Проведем частичную канонизацию репера Я = {М , е,}.  Направим 
е [ вдоль фундаментальных направлений, т. е. положим

А ^ 0 ( /^ -У ) .

Из (3), (26) получим
(А/— Ау )к>/=а./кшк t 

с1А‘,=а ',к к .

(26)

(27)

!огда
А"=А} Аг ... А2,

+ ... + % У - к , (28)

<7у =
1

(л +  1 )К
K j,

ajK — qjAlK-\-qKAj. (29)

Ковариантно дифференцируя (29) и используя а!гкм=а!гмк, получим
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* j * / 4 /
V mQj Лк— V к Яj —

1 i 1 ! l f
— qMdjK+ S/mQkAy— V at Я м Лу=0

или
1 / 1 *r 1 IA m<1 fix — V at Qĵ m+Qk bjM—

—Qm bjK-\- V мЦк'ч— V к 4m$j ■-0.
В силу (25) имеем

A мЯ fix — V at q ft м~ Яму fix +  Я j Як̂ м=0.
Таким образом, получаем

1 1 1 
VAr?./=<7Af<7./, 

i i  i i
V at̂ = — ЯкЯт,

2 1 1 1 1 л  1 1
V хЦ j ~  Як^^Я s яЛхЯя \-ЯкЯ]-

(30)

Из (30) следует
Теорема 7. Гиперраспределение Лл- i  ковариантно постоянно от-

1 к
носительно связности V  +  V  на всем Дл-1 , относительно связностей 

1 к 
V, V  вдоль полей, принадлежащих Ал_1.

а
Теорема 8. Если алгебра U(An, А) проективная алгебра Вейля, то 

фундаментальные поля сопряжены относительно каждой связности V , 
1 2 
V, V.

Доказательство. Так как А /—Лу^О, то в силу (27) можно поло
жить

<*>/—TJix^K(l
причем

( Л/—Л/)Г/д- = a J/ K  • (31)
Используя (31), (25), либо (20), и условие a'jK— brK jA/, Л/=£0, по
лучим

Г/аг= Я мг— bj/c—O 
( / ,  У, К — разные).

Тогда

У / б у = Г / у е / - ) - Г /у е у е А 2( ^ / ,  £ j ) ,  

x7\ej=(r,ij— b'ij)el-\-(Tu— bJij)eJ^.A2(eh еД  

V / « y = ( r / / — а и ) е , + ( г 1 ; — а / у ) е у <= Д 2( в Л е у ),

что доказывает теорему.
Фундаментальные гиперраспределения в этом случае голономны. 
Имеет место теорема, аналогичная теореме 5.
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Теорема 9. 2-нильпотентные поля проективной алгебры Вейля 
U{A„, А) принадлежат гиперраспределению Дл- ь

ЛИТЕРАТУРА

1. N l c o l e s c u L . ,  M a r t i n  М. Sur l'algebra accociel un champ tensoriel du 
type (1 , 2 ) II Acta Math. Acad. Sci. Hungarical, 1978. 31. № 1— 2. P. 27— 35.

2. Ч e ш к о в a M. А. Об отображении аффинных пространств ранга п— ^ /Д и ф 
ференциальная геометрия многообразий фигур: Межвузовский сб. науч. тр./Калинингр. 
ун т, Калининград, 1986. Вып. 17. С. 94—96.

3. Е в т у ш и к  Л. Е., Л у м и с т е  Ю. Г., О с т и а н у  Н. М„  Ш и р о к о в  А. П. 
Дифференциально-геометрические структуры на многообразиях//Проблемы геометрии. 
М„ 1979. Т. 9. С. 5— 246.

4. N l c o l e s c u  L. Courbes m — Caracterlstidues // Tensor. 1985. 42. № 3 
P. 198-203.

5. Б а з ы л е в  В. T., К у з ь м и н  М. К., С т о л я р о в А .  В. Сети на многооб- 
раи1Ях//Проблемы геометрии. М., 1981. Т. 12. С. 97— 125.

6. B a l a n  V Of deformation algebra // Bull. mat. Sos. Sci. RSR. 1985. 29 
№ 4. P. 291—296.

7. P ы ж к о в В. В. Характеристические направления точечного отображения 
Рт В РпЦТр. геометр, семинара. М., 1971. Т. 3. С. 236— 242.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 



РЕФЕРАТЫ НА ОПУБЛИКОВАННЫЕ СТАТЬИ

С л у х а е в  В. В. Интегральные характеристики кривизны трехмерного риманова
пространства. Геометр, сб., вып. 28. Томск: 41зд-во Том. ун-та, 1988, с. 3—10.

Для трехмерного риманова пространства определяются интегральная геодезиче
ская кривизна поверхности А г (2 ) и поток кривизны через поверхность. Для замкну
той .поверхности дВ, гомеоморфной сфере, поток кривизны определяет интегральную 
кривизну К(В) области В, ограниченной поверхностью. Доказывается, что Л^(<?В) +  
+  /С (В )= 4 я  (аналог формулы Гаусса— Бонне) и другие интегральные теоремы.

Библ. 3.

З е р н ы ш к и  на Л. А. Инвариантные аффинные связности в пространстве винто
вых линий. Геометр, сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1988, с. 14—13:

В пространстве произвольных винтовых линии евклидова пространства с исполь
зованием теории А. М. Васильева (РЖМат, 1961, 4А401, 4А402) вводятся инвариант
ные аффинные связности, геометрически характеризуются их геодезические, приводится 
пример вполне геодезического многообразия.

Библ. 6.

Р о з е н ф е л ь д  Б. А., Щ е р б а к о в  Р. Н. Применение сегреан к дифференциаль
ной геометрии семейств плоскостей. Геометр, сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том. ун-та, 
1988, с. 14— 16.

Кроме многообразия Сегре, определяемого на Z -диаграмме (РЖМат, 1979, 
2А512К) асимптотическими формами грассманианы, изображающей грассманово мно
гообразие многомерных плоскостей, с плоскостной поверхностью L(a) гссоциируется 
другое многообразие Сегре (сегреана), определяемое пересечением плоскостей Тхи Тр 
(РЖМат, 1968, 9А464) с оснащающей плоскостью. При понижении размерности каса
тельного пространства ТЦа) возникает «квазисегреана», которая определяется как 
проекция сегреаны.

Библ. 17.

Ч у п а х и н  Н. П. К геометрии плоскостных гиперповерхностей пространства Рп. 
Геометр, сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1988, с. 17— 21.

Для семейства многомерных плоскостей, описывающих плоскостную гиперповерх
ность, находятся условия взаимно однозначности 2П£ -соответствия (РЖМат, 1979, 
2А512К) в случае k =  0.

Библ. 4.

М и з и н  А. Г. Комплексы К\ двумерных плоскостей в проективном пространстве 
Ре- Геометр, сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1988, с. 22— 30.

С текущей плоскостью L комплекса К ,, т. е. девятипарамстрическсго семейства 
L(9), связывается проективная плоскость, каждой точке Т которой соответствует не- 
голономный гиперкомплекс, проходящий через А,. Вводятся: 1) отображшие ф, отно
сящее прямой L| плоскости L линейную оболочку касательных нодпростр1нств торсов 
для которых L ! — характеристика плоскости L\ 2) отображение т, относяцее точке Т 
соответствующей некоторому гиперкомплексу, плоскость, которая является ассоцииро
ванной для текущей плоскости L этого гиперкомплекса. Прямая L, и течка Т назы-
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н ан отея  р е гу л я р н ы м и , е сл и  о б р а з ы  <р(£|) и т ( Г ) _  тр е х м е р н ы , и к р и т и ч е ск и м и  Е х и Т, 
е с л и  ф ( £ , )  и т ( ? )  ч е ты р е х м е р н ы . К р и ти ч е ск и е  L x и Т с о о т в е т с т в у ю т  д р у г  д р у г у . И х  
в о б щ е м  с л у ч а е  ш е ст ь . С  и х  п о м о щ ь ю  н а х о д я т с я  г е о м е т р и ч е с к и е  х а р а к т е р и ст и к и  ч е 
т ы р е х  и н в а р и а н т о в  к о м п л е к с а  К х.

Б и б л . 2.

П е т и н  В. А. П а р ы  к о м п л е к с о в , с о д е р ж а щ и е  н е г о л о н о м н ы е  п а р ы  6 к о н гр у эн ц и й .
Геометр, сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1988, с. 31— 39.

Вводится понятие неголономной пары 0  конгруэнций, принадлежащей паре комп
лексов. Изучаются пары комплексов, содержащие такую пару конгруэнций, и доказы
ваются теоремы существования.

Библ. 6.

О н и щ  у к Н. М., К а м с ш  И. Н. С в я з н о с т ь  н а  м н о г о о б р а з и и  ги п е р п л о ск и х  э л е 
м е н т о в ,  и н д у ц и р о в а н н а я  ц е н т р о а ф ф и н н ы м  п р о с т р а н с т в о м . Геометр, сб., вып. 28. Томск: 
Изд-во Том. ун-та, 1988, с. 40— 46.

Найдены и геометрически охарактеризованы основные тензоры многообразия 
-Ия—х гиперплоских элементов, объект аффинной связности на М л - 1  , индуцирован
ной объемлющим центроаффинным пространством. Выяснено строение тензоров кру
чения и кривизны. Изучены классы многообразий Мп-1  , характеризующиеся: а) нуле
вым кручением, б) нулевой кривизной, в) эквиаффинной связностью.

Библ. 4.

Ц ы  ре  н о в а  В. Б. Н е г о л о н о м н ы е  к о н гр у эн ц и и  к о м п л е к са  в  S3. Геометр, сб., 
вып. 28. Томск: 1Ч'зд-во Том. ун-та, 1988, с. 47— 52.

Построен полуканоннческий репер комплекса прямых. Выделены важнейшие под
многообразия комплекса (неголономные и голономные конгруэнции). Доказана воз
можность расслоения комплекса на конгруэнции определенного вида.

Библ. 9.

М у с и н  А. Т. К в о п р о с у  о  ф л а г о в о й  н а л о ж и м о с т и  л и н е й ч а ты х  к о м п л е к с о в . Г е о 
метр. сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1988, с. 53— 61.

Построен полуканоннческий репер линейчатого комплекса трехмерного метриче
ского флагового пространства. При этом комплекс отнесен к двум неголономным кон
груэнциям в семействах уницентральных и цилиндрических конгруэнций. Построен ка
нонический репер пары линейчатых комплексов, который является полуканоническим 
для одного из них. Найдены все пары флагово-наложимых комплексов, отмечены их 
свойства. Флаговая наложимость определяется по аналогии с центроаффинной 
(РЖ Мат, 1964, 9А413).

Библ. 8.

К а л а и ч у к Р. 11., С л у х а е в  В. В. Г е о м е т р и я  м о н ж е в ы х  о т о б р а ж е н и й  в е в к л и 
д о в о м  п р о ст р а н с т в е . Геометр, сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1988, с. 62__69.

Изучается отображение двумерного векторного расслоения с четырехмерной базой 
в касательное расслоение трехмерного евклидова пространства (монжево отображе
ние). Основное внимание уделяется замкнутым дифференциальным формам (интег
ральным инвариантам).

Библ. 13.

Н и к о л ь с к и й  А. В. Неголономный / i -гр а н н ы й  у г о л  и е г о  и н те гр а л ь н а я  к р и в и з 
на. Геометр, сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том. ун-та, 1988, с. 70— 73.

Вводятся понятия неголономного н-гранного угла, его интегральной кривизны и 
интегральной геодезической кривизны ломаной, проходящей по интегральным поверх
ностям. Доказывается аналог теоремы Гаусса— Бонне.

Библ. 3.

Ч е ш к о в а М . А. О  х а р а к т е р и ст и ч е ск и х  п о л я х  н е в ы р о ж д е н н о г о  о т о б р а ж е н и я  в 
а ф ф и н н ом  п р о ст р а н с т в е . Геометр, сб., вып. 28. Томск: Изд-во Том ун-та 1988 
с. 74— 79. J

iB многомерном аффинном пространстве рассматриваются алгебры деформаций 
связности, определяемые невырожденным отображением 

Библ. 7.
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