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Восемнадцатый выпуск «Геометри­
ческого сборника» содержит работы, 
обсуждавшиеся на городском Гео­
метрическом семинаре им. Н. Г. Ту- 
ганова при Томском университете 
и семинаре по теории функций науч­
но-исследовательского института при­
кладной математики и механики.

Он содержит 10 работ, посвящен­
ных различным семействам много­
мерных плоскостей и парам т-по- 
верхиостей в проективном простран­
стве, задаче Бианки в проективной 
теории конгруэнции коник, распреде­
лениям на многообразии гиперпло­
ских элементов центроаффинного 
пространства, некоторым вопросам 
неевклидовой геометрии, а также те­
ории некоторых классов отображе­
ний.

Сборник предназначается для на­
учных работнвков, интересующихся 
вопросами дифференциальной гео­
метрии, геометрической теории фун­
кций и связанных с ними вопросов.
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Л. 3. КРУГЛЯКОВ

КАСАТЕЛЬНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА 
И ХАРАКТЕРИСТИКИ МНОГООБРАЗИИ, 

АССОЦИИРОВАННЫХ С СЕМЕЙСТВОМ МНОГОМЕРНЫХ
ПЛОСКОСТЕЙ

Предлагаемая статья является продолжением работы [11 С по­
мощью разработанного в [1] аппарата в ней изучаются касательные 
подпространства rZ-l»!'*) и характеристики ChL{'¥b) î -плоскости L пфаф­
фова подмногообразия i  (Ч *) й-семейства L{a)  й^-плоскостей L в про­
ективном 7V-пространстве. Решается вопрос об отыскании всех под­
многообразии L { 4 * )  по заданному касательному подпространству или 
характеристике. В текущей плоскости L семейства L(a)  ищутся в̂ О 
Л-плоскости I* , для которых касательные подпространства TLAm, а) 
плоскости L,  как элемента внутренне порожденного многообразия

а) всех плоскостей I *  С  L С  1 ( a )  (см. [1]) совпадают илО ин­
цидентны. Аналогичная задача решается для характеристик ChlAm-, а) 
внешне порожденного многообразия /Д/га,, а) всех /-плоскостей / 
содержащих L и содержащихся в касательном «-подпространстве TL (а\

'  =  совоку^пность хар1Й 
теристик СЛ/Д/га,, { , )  для всех подсемейств /Д/га,, 'F,) семейства 
/Д/га,, а) образует гиперповерхность в L порядка а. Изучаются слу­
чаи, когда она распадается. Формулируются двойственные результаты 
чения- ®  ̂ принимают следующие зна-

/ ,  J ,  К  =  0, 1, . . . ,  N-  х =  I ..а ;

 ̂ d\ +  1, ..., га; а =  га -f- 1, ..., /V;
j =  0,. . . ,k-, h =  k +  I, d;
r =  d - f l ,  ...,/; s = t + \ .......ra;

“ I ,- . . ,/ ’; ''' =  б Д '1 , . . . , а .
Все рассмотрение носит локальный характер и все функции поед- 

полагаются аналитическими. Так как все определения и р е зу л ^ ты  
описаны геометрически, то вопрос о том, как изменяются те и1и и н ^  
величины при изменении репера, не рассматривается.

§ 1. Касательные подпространства и характеристики пфаффова
подмногообразия

Присоединим к каждой //-плоскости L а-семейства L (а) в Л/-мео-
ном проективном пространстве Рд/подвижный репер I Л/} (/ 7 = 0  1
так, что его вершины А, (г =  о, 1..... 4} лежат в ило™сти i ,  а 'вер
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л . 3. Кругляков

шины А (р =  d +  1, .... п) — В касательном «-подпространстве TL{a)  
для плоск^ти L семейства L (а). В остальном выбор репера произво­
лен Пусть, как и в [1], формы ш» (к =  1.......а) образуют базис про­
странства дифференциалов параметров семейства L{a).  В деривацион­
ных формулах

dAi  - СО/ A j ( 1. 1)

в силу произведенного выбора подвижного репера имеем

(О; =  О (а =  « -Н 1, ^)-
Положим

cof =  of, (О*. ( 1.2)

(1.3)

(1.4)

Зададим 1-подсемейство L (Y ,)  семейства L{a)  в виде
со'

а пфаффово подмногообразие L (Ч'*) — в виде

U)’' =  со'' (t =  1 , ... , Ь\ V =  Ь +  1 > ... <̂ ).
Каждому подмногообразию проходящему через фикси^-

ванную плоскость L семейства L(a), на диаграмме Циндлера Яа- i  U I 
соответствует (6 — 1) — плоскость гь-и причем Ь: — линейные комби­
нации грассмановых координат плоскости Z6_i в пространстве P ^ i .

В работе 111 рассматривались касательное подпространство TL{Yt,) 
и характеристика^C/iL (Ч\) для плоскости L пфаффова подмногообра­
зия Г (Т б), заданного уравнениями (1.4). Их уравнения имеют вид

 ̂  ̂ П с: ч
TL С^ь) Ь'и Хр =  О; (1.5)

ChL{4!\): х<> = 0 ,  bf-. х‘ =  0, (1-6)
где -  проективные координаты точки, ху-тангенциальные коор-где X — -------- ' гл >
динаты гиперплоскости относительно репера {Aj} и

=  +  blal. (1.7)

Пусть некоторое подмногообразие L (Ч*;) задано системой урав­
нений ш ''= 0  Его касательное подпространство =  TL (Т*) имеет 

/ _  ^ д- /? гле II II. Здесь и далее для трех-
К к с н ь щ  величин, Полученных из (1.2), означает ранг матрицы, 
у которой индекс является индексом строки, а остальные индексы 
Шляются индексами столбцов. Поместим вершины А, (г =  d +  , t]
репера {Лу} в подпространство Тогда

0 (s =  < +  1....... '̂ )■ ( 1.8)Vt>tz -- V > I • ' /
т е о р е м а ! .  Все подмногообразия L{W„) с касательными под­

пространствами, принадлежащими //= TL (Т ,) ,  образуют подмногооб­

разие Z, (Ч^Д где б , — р^П1^ (̂1.'7) и (1.8) требование принадлеж-
пгтП подпространства Vz. (Ть) подмногообразия 7-(Ч\), определенного 

уравнениям^и (Е4), подпространству It приводит к системе уравнении

b-.al  =  0. (1-9)

Для каждого фиксированного .  из (1.9) получаем систему уравнений 
относительно а - Ь  неизвестных bl  Обозначим

R , II a l  II =  q. ( 1. 10)
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Если a —q =  b, то система (1.9) имеет только нулевое решение 
и тогда все L{'¥^) с касательным подпространством, принадлежа­
щим If, совпадают с /.(Т*). Пусть теперь a — q > b .  В [1] показано, 
что систему для нахождения всех подмногообразий, проходящих че­
рез плоскость L и имеющих касательное подпространство 1(={L, Аа+], 
. . . ,  А,) можно записать в виде

Я/х to’ =  0.
в  силу (1.8) и (1.10) она имеет решением Z. ( Т * , ) з  (Т ,̂). Теоре­
ма доказана.

Следствие 1. Если ранг R, ||<2ь|| максимален и если
=  а - 6 - ( с ?  +  1 ) ( / г - О > 0 ,  (1.11)

то все подмногообразия L (Т ,̂) с касательными подпространствами, 
принадлежащими образуют подмногообразие L ( Т * , ), где =  6-Ьз,, 
а если 3, .^ 0 , то из совпадения касательных ^-подпространств для 
двух подмногообразий L (Т*) и L (Т^) следует совпадение самих 
подмногообразий.

Следствие 2. В общем случае в семействе L{a)  существуют 
различные подмногообразия L (Т^) с одним и тем же касательным 
/-подпространством тогда и только тогда, когда все подмногообра­
зия / .(T j)  с касательным /-подпространством отображаются на диаг­
рамму Ра-\ в семейство плоскостей z*_i, зависящее от числа пара­
метров большего, чем произвол /-плоскости, принадлежащей под­
пространству TL(a)  и проходящей через плоскость L.

Действительно, из теоремы 1 работы [1] следует, что
Ь 3̂  -|- {п — / ) ( /  — d) >  о,

где / =  dim TZ. (Ч' )̂. Через плоскость L проходит oo'^s где
/Иг =  (/г- / ) ( / — rf),

/-плоскостей. Семейство плоскостей z*_i зависит от ^ з , - f /п̂  парамет­
ров. Поэтому из неравенств (1.11) и (1.12) вытекает требуемое.

Пусть подмногообразие L (Т*) имеет характеристику L^—ChL (Т*) 
размерности ^ > -0. Поместим в нее вершины Aj (j =  0 , . . . ,  к) и зада­
дим под.многообразие L{'¥b) уравнениями ш’ =  0. Проведя рассужде­
ния, двойственные предыдущим, получаем следующие результаты.

Теорема 2. Все подмногообразия L ( 'Fj) с характеристиками, со­
держащими Z,*, образуют подмногообразие Z,(*i'*,,), где Ь-, =  о.—

( 1. 12)

(1.13)

R,||a/v I
максимален и еслиСледствие  /. Если ранг R, 1|ау,|

3 =  а — 6 — (А-Ь 1 ) ( / /— //) >  о, (1.14)
то все подмногообразия L (4 ‘j), имеющие характеристики, содержа­
щие плоскость Lb =  GhL {Wь), образуют подмногообразие L ( T i J ,  где 
йо =  6 +  3, а если 3 ^ 0 ,  то из совпадения характеристик размерно­
сти k для двух подмногообразий Z. ('F*) и L('F(,) следует совпадение 
самих подмногообразий.

Следствие 2. В общем случае в семействе L (а) существуют 
различные подмногообразия L (Т*) с одной и той же характеристи­
кой размерности k тогда и только тогда, когда все подмногообра­
зия LCYb) с характеристикой размерности k отображаются на диаг­
рамму Рд_1 в семейство плоскостей Zb-\, зависящее от числа
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л. 3. Кругляков

параметров большего, чем произвол А-плоскостн, принадлежащей 
плоскости L.

Заметим, что указанное в следствии 2 число суть

b ' z [ k \ ) { d  — k). (1-15)
Из (1.14) при  ̂ =  0 получается а >  « — d-\-b. Это значит, что 

для комплекса d-плоскостей индекса р > 6  [1] имеет место совпаде­
ние характеристик у различных подмногообразий L (Т^).

В заключение заметим, что условия (1.11) и (1.14) эквивалентны 
только при (d +  1)(« — )̂ =  (fe-f-1 )(л — d), в частности, при

n =  2 d + \ ,  t =  n — k ~ \ .  (1.16)

§ 2. Касательные подпространства и характеристики 
первого и второго типа

Пусть =  CAZ, (T j)  — характеристика плоскости L для подмно­
гообразия Z. (T j) .  При изменении всех параметров семейства L{a)  
А-плоскость описывает а-семейство L^{a), которое назовем харак­
теристическим семейством. При к — 0 характеристическое се­
мейство есть а-поверхность, которую часто (например, для конгруэн­
ции прямых в трехмерном пространстве) называют фокальной по­
верхностью [2].

Определение.  Характеристику =  ChL{4.\) назовем характе­
ристикой первого типа, если подпространство TL^(a) содержит 
плоскость L, и характеристикой второго типа в противном 
случае.

Заметим, что для конгруэнции прямых Ь{2)  в фокальная плос­
кость TLf,{2), где Lg =  ChL{'¥.^) — фокус торса Z.('Fi), содержит пря­
мую L.

Итак, пусть Li, =  ChL{^i,).  Поместим вершины Aj{J  =  0, . . . ,  к) 
репера {Лу} в плоскость и зададим подмногообразие Z-('F(.) урав­
нениями (v =  6 + l , . . . ,  а). Тогда из (1.6) и (1.7) получаем

Положим
а% =  0 (х =  1....... Ь).

u)y =  а% ш'(А — к г  1, . . . ,  d).

(2.1) 

(2.2)

Теорема 3. Если ранг R/,||ayx|| максимален, то при d <. к 
д-6{А +  1) плоскость L̂  =  ChL{^V^) является характеристикой перво­
го типа, а при d >  А -f 6 ( А 1) — характеристикой второго типа.

Локазательство.  Так как точки а)., а% Ар в общем случае 
не лежат в L, то пересечение пространств 7Х* (а) и L в силу (2.1) и (2.2) 
задается уравнениями

V о, АуЧ = 0,
\ \ а %

(2.3)

типа (d—А) Xа его размерность равна A +  R̂ ||ay-||, где матрица 
X  (А 4 -1 )6 .  Здесь возможны два случая:

1) 6 (А -Ь 1) >  d — А, тогда R  ̂Ц аух || =  d — А и dim [Lfl 7'^* (^)l — 
т. е. — характеристика первого типа;

2) 6 ( A + l ) < d  — А, тогда R̂ , || ау-1| =  6 (А-|-1) и dim [Lfl (^)1 =  
=  А-Ь 6 (А +  1) <  d, т. е. — характеристика второго типа.

Следствие.  Если ранг R||aJ:|l максимален и точка Х =  САА(Ч̂ )̂, 
то при d < 6  точка X  — характеристика первого типа, а при d > 6  —
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второго типа (в этом случае пересечение Z.f|7’X (a )  имеет размер­
ность Ь).

Заметим, что если L̂  =  ChL{a),  то T L ^ { a ) d L .  В частности,' при 
 ̂=  0 имеем, что если а <. d, то =  X  — характеристика второго 

типа, а если a ^ d ,  то—первого типа. При d  точка X — особая 
для поверхности X  (а).

Пусть / ,=  rz, — касательное ^подпространство для плоско­
сти L подмногообразия Z, (T j) .  Семейство 1/(а) назовем касательным 
семейством. Пусть С Л ( а )  — характеристика плоскости семейст­
ва lt{a).

Определение.  Касательное подпространство li =  TL(W^) назовем 
касательным подпространством первого типа, если характеристи­
ка Chlf (а) содержится в плоскости L, и касательным подпространст­
вом второго типа в противном случае.

Поместим вершины А,.{г =  d +  , t) репера {Aj) в подпрост,
ранство If и зададим подмногообразие Z. ('F*), как и выше, уравне. 
ВИЯМИ u)’ = 0 .  Тогда aU =  0 (s =  Z +  1.......  п). Пусть Име­
ет место

Теорема 4.  Если ранг R, || а,, || максимален, то d ^ t —b (n—t) 
плоскость l f =  TL('^\) является касательным подпространством пер­
вого типа, а при (л — Z) — касательным подпространством
второго типа.

Доказательство легко получается по принципу двойственности 
с подпространстве TL{a) нлн непосредственными рассуждениями, двой­
ственным рассуждениям, проведенны мпри доказательстве теоремы 3_

Следствие.  Если ранг R || а?,: || максимален и гиперплоскость Г 
является касательным подпространством П  (Т*), то при d ^  п — Ь — \ 
гиперплоскость Г — первого типа, а при d < i n  — Ь — \ — второго типа.

§ 3. Случай, когда число характеристик 
или касательных подпространств конечно

Из следствия к теореме 2 работы [1] получаем, что нефокаль­
ное семейство L(a)  имеет для каждой плоскости L конечное число 
фокальных порядка k подмногообразий /.(Т*), если

т^А-mf,-=b{kA-\)(n. — d), (3.1)
где

пц =  Ь(а — Ь). (3.2)

Решим вопрос о числе характеристик =  CAL (Т^,). Система (1.6) 
определяет характеристику L,̂  =  C h L { W если

R i \ \ b 4 4 ^ d - k . (3.3)
Система kj, <u о (ср. [1] § 6) определяет подмногообразие Z.('Fj), 
для которого /.* =  СЛ/. ( Y j) ,  если

где
Rx \\k%\\^a-b,

А/, =  a’j, ~т k j анг,
а коэффициенты к) взяты из уравнений

х>' =  kj хч =  о
fe-плоскости L . d L .

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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л. 3. Кругляков

Из условия (3.3) получаем систему уравнений, каждое из 
которых степени d — k-\-\ относительно величин Ь\, определяющих 
(см. (1.4)) подмногообразия L(Wf,).

Из условия (3.4) получаем систему /га, уравнений, каждое из ко­
торых степени а — Ь -\- \ относительно величин kf, определяющих ха­
рактеристику I* .  Переходя к однородным системам и применяя 
теорему Безу ([3], с. 174), получаем следующий результат.

Теорема 5. Если число характеристик =  ChL (Т*) плоско­
сти L в семействе L {а) конечно, то оно не превосходит

min { (а — 6 1)™‘, ( r f — ^ +  1)"’"}.
При Л =  О, fc =  l имеем

min {а‘‘, {d +  1)“~'} =
( d + 1 ) " -

при а'>- d 1, 
при а <  -f 1,

т. е. получается результат из работы [4] (с. 21).
Из следствия к теореме 1 работы [1| получаем, что семейство 

L{a)  имеет для каждой плоскости L конечное число подмногообра­
зий L{Wb) с касательным ^-подпространством, если

Ш2 +Шз — b { d + 1)(п — t). (3.7)

Система (1.5) определяет касательное ^-подпространство l, =  TL{Yb) ,  
если

Rp\\b?.\\ =  t - d .  (3.8)

Система ш* =  О определяет подмногообразие Z. ('F*), для которого 
TL{Wb) =  lt, если

R, II II =  а -  6, (3.9)
где

tlx =  a'lx t'r u'ix, (3-10)

a коэффициенты взяты из уравнений в тангенциальных координатах

х, =  0, X, =  fr X, (3.1 i)
^-плоскости I/TDL.

Проводя рассуждения, аналогичные предыдущим, приходим к сле­
дующему результату.

Теорема 6. Если число касательных подпространств =  П ( 'Г б )  
для плоскости L в семействе L{a)  конечно, то оно не превосходит

min {(а — й I ) ™ ’, {t — d .

При t — п — \, Ь =  \ имеем
■ Qt-d-i npua~:^n — d,
(га — d)"“ ' при а ^ п  — d,

т. е. получается результат из работы [4] (с. 21).

min (га — d )"" ’} =

§ 4. Торсальные плоскости, 
ассоциирующиеся с элементом семейств L{a)

Рассмотрим внутреннее порожденное многообразие 7-й(/га,, а), 
т. е. [1] совокупность всех й-плоскостей L̂ , принадлежащих плос­
костям L семейства Z. (а), причем т, =  {к ^  \){d — к). Касательное
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подпространство TL/^̂ rrii, а) для плоскости этого многообразия 
задается [1] в тангенциальных координатах системой

Xi =  0 ; k% Хр =  о, (4.1)

где величины k% определяются по формуле (3.5).
Пусть плоскость 1* с :  задана системой уравнений х* =  0 (Л =

=  k +  \, .. . ,  d) и пусть касательное подпространство а)
имеет размерность t =  d-\-R, где jf? =  R,, || aj". ||. Поместим вершины Л 
(г :z^-d+\,. . . ,  t) репера {Лу} в это подпространство I,. Тогда

а/. =  0 ( 5 - / + 1 , . . . ,  «). (4.2)
Теорема 7. Все плоскости с касательными подпространства­

ми TLfi(nif, а), принадлежащими образуют плоскость , где
k̂  =  d~-R^\\aL\\, h =  k +  1 , . . . ,  d- s =  / +  l .......  «; x =  l , . . . , a.

Доказат ельство.  В силу (3.5) и (4.2) требование принадлеж­
ности подпространства а) для плоскости L̂ , заданной урав­
нениями (3.6), подпространству TLkim,, а) приводит к системе урав­
нений

kj a l  -  0. (4.3)

Для каждого фиксированного / из -(4.3) получаем систему относи­
тельно d — k неизвестных kj. Обозначим

Rftl|â x|| =  ?̂,. (4.4)
Если d — qi =  k, то система (4.3) имеет только нулевое решение
II тогда все Z.*, для которых a)(Zili, совпадают с L*. Пусть
теперь d q i >  k.

В [1] показано, что систему для нахождения всех плоскостей 
L ^ d L ,  для которых касательное подпространство внутреннего поро­
жденного многообразия совпадает с можно записать в виде

х ‘аи =  0.
В силу (4.2) и (4.4) она имеет решением Z,*, Теорема доказана.

Определение.  Плоскость Z,*, d ( ^ i  >  ^) назовем k-торсальной 
к^плоскостью класса d +  а { к -{-\) — t, если существует хотя бы 
одна плоскость для которой /-подпространство а)
совпадает с линейной оболочкой всех подпространств TL^{nii, а) для
L . d L l ,

Заметим, что 0-торсальная /г,-плоскость класса нуль совпадает 
с торсальной плоскостью Z.*, относительно семейства L{a),  введен­
ной в [7].

Следствие 1. Если ранг /̂,||алх|| максимален и если
:ŝ  =  d ~  к — а {п — t ) ^  (4.5)

то /fe-торсальная плоскость /.*, класса d \ a(k +  \) — t имеет размер­
ность ^i =  >fe +  a,, а если о, < 0 ,  то из совпадения касательных /-под­
пространств TL^{rriu а) и Тй{т^,  а) следует совпадение плоскостей 

и Lk.
Следствие 2. В общем случае в плоскости L семейства L (а) 

имеются ^-торсальные плоскости класса d +  а (^ +  1) — / тогда и толь­
ко тогда, когда для о,-семейства всех ^-плоскостей плоскости L,
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10 л. 3. Кругляков

имеющих касательные ^-подпространства TLu{m^, а), справедливо не­
равенство S, >  т,.

Действительно, из теоремы 4 работы [1] следует, что
о, =  (А 1) Oj /и, ^  0. (4.6)

Остается сравнить неравенство (4.2) и (4.6).
Заметим, что в общем случае t =  d a { k
Пусть а) — внешне порожденное многообразие, т. е. [1]

совокупность всех ^плocкocтeй ltClTL{a)  и проходящих через плос- 
кости L семейства L{a),  где =  — d) {п — t). Характеристика
Cnli(m2 , а) для ^-плоскости этого многообразия задается уравне­
ниями [1]

;с'? =  0; хНн =  0, (4.7)
где величины tU определяются по формуле (3.10). Пусть =
=  Chit (/и,, а) — характеристика для некоторой плоскости 1], которую 
зададим в тангенциальных координатах системой х, — х  = 0 ( г  =  0=  .....  /). < г V

Поместим вершины репера Aj в плоскость L̂ . Проводя рассуж­
дения, двойственные предыдущим, получаем следующие результаты.

Теорема 8. Все /‘-плоскости с характеристиками Ск1({гпп, а), 
содержащими 1 ,̂ пересекаются по плоскости It, где t, =  d 4- R |la/J|
/ =  0,..., г =  d + 1.....  a. ■

Определение.  Плоскость lt,ZD t) назовем 1-торсальной
t^-плоскостью порядки k-\-u{n — t) — d, если существует хотя бы 
одна плоскость для которой характеристика L,, — Chlt{ni2 , а)
совпадает с пересечением всех характеристик Chlflm.,, а) для ItZDlt].

Следствие I. Если ранг /?J|ayx|| максимален и если
a =  ^ - a f — а ( *  +  1 ) > 0 ,  (4.8)

то /-торсальная плоскость l\ порядка k-{-a(n — t) — d  имеет размер­
ность =  t — а если 3 ^ 0 ,  то из совпадения характеристик 
Chli {гп2 , а) и Chit {т,, а) размерности k следует совпадение плоско­
стей If и It.

Следствие 2. В общем случае через плоскость L семейства L (а) 
проходят ^-торсальные плоскости It, порядка /г 4- о (п — /) — d тогда 
и только тогда, когда для 8-семейства всех ^-плоскостей, проходя­
щих через L и имеющих характеристику Chlf(m.y, а) размерности к, 
справедливо неравенство 3 > m , .

Заметим, что из теоремы 5 работы [1] имеем
о =  (л — О 3 + /те, > 0 .  (4.9)

Если /л, =  л/2, то условия (4.5) и (4.8) эквивалентны, в частности, 
эквивалентность имеет место при n = 2 d 4 ~\, / =  л — — 1 (ср. с (1.16)).

§ 5. Случай, когда число характеристик внешне порожденного
многообразия конечно

Пусть плоскость является характеристикой Chif (m2 , а). Тогда, 
как следует из § 6 работы [1],

R, II II =  ^ *
и система (4.7) определяет искомое L̂ .

(5.1)
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Из условия (5.1) получаем систему a { k -\-\) {п — t) — m-i уравне­
ний, каждое из которых степени d — k + \  относительно величин ft, 
определяющих ^-плоскости имеющие характеристики L̂  =  Chl,(m,, а). 
Таких плоскостей будет конечное число, если

nti +  т, =  a{k-{- \ ) {п — t). (5.2)
причем это число не более (d — k I)"'».

Пусть ^-плоскость If является касательным подпространством 
для плоскости L̂ . Тогда из § 6 работы [1] следует

Rp\\k%\\ =  t - d , (5.3)
II система (4.1) определяет искомое l̂ . Из условия (5.3) получаем 
систему a ( ^ - f  1)(« — t) — т-, уравнений, каждое из которых степени 
t — d  +  \ относительно величин k'}, определяющих ^-плоскости Z.̂ , 
имеющие касательные Z-подпространства TL„{mu а). При условии (5.2) 
таких ^-плоскостей будет конечное число не более (Z — rf -b !)'"■.

Так как . при условии (5.2) в общем случае выполняются нера­
венства 3, <  О и 3 < 0  из § 4, то приходим к следующему результату.

Теорема 9.  Если число характеристик =  СН1,(то. а) в плос­
кости L семейства L (а) конечно, то оно не превосходит min {(Z — 
— d +  O'"-, (d — k +  !)'">}.

При  ̂ =  О, t =  n — 1 имеем

m\n[{n — dY,  (̂ Z f  1

Заметим, что 
любо.м d  <  n.

в этом случае

{п — d Y  при n>^2d-Y  1;
{d при л < 2 ^ +  1.

из (5.2) получаем п =  а-\-\ при

§ 6. Характеристическая гиперповерхность плоскости 
L многообразия tn-aitn-i, а)

Каждое подсемейство Z^('F,) порождает многообразие ltini2 , 'Fj) 
всех плоскостей для которых плоскости Z,czZ.('F,) являются осями. 
Характеристика Chli{tn,, 'F ,) определяется системой (см. [1], § 6)

х ‘ф ^  =  0.

Эта система имеет решение относительно Z", если

/? II х'г;?. II =  а -  1. (6.1)

Условие (6.1) при d >  n — t — a +  ] определяет поверхность, которую 
назовем характеристической поверхностью для плоскости If и обоз­
начим S{li). Эта поверхность состоит из характеристик Chlf{m2 , Т , )  
для всех /, (Ч’,)  CZ Z. (а).

Рассмотрим случай t =  п — а, при котором характеристическая 
поверхность (6.1) является гиперповерхностью порядка а. Обозначим 
ее S‘‘ {l„-a) и рассмотрим некоторые ее свойства. Поместим вершины 

{г =  d t =  п — а) репера {/!/} в плоскость 1„-а. Тогда урав­
нение гиперповерхности S" {1п-а) в силу (6.1) и (3.10) примет вид

Пусть
del II х'аи II =  0.

T X { d ,  Т , )  =  (1, х ‘аЧфА.)

( 6 .2 )

(6.3)
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— касательное подпространство в точке X d L  к порожденной плос­
костной {d +  1)-поверхности X {d, 'F,) подсемейством /-(Т,), заданным 
уравнениями (1.3). Потребуем, чтобы TX{d,  T,)CZ/n-a. Тогда имеем

x'flixX* =  О (S =  « — а -f  1,.. .,  п). (6.4)

Эта система, как и следовало ожидать, имеет единственное решение 
относительно /.* только для точек, принадлежащих гиперповерх­
ности (6.2).

Заметим, что все гиперповерхности (/̂ ) при различных I f d L  
(t =  п — а)  содержат характеристическую поверхность 5[C/iL('F,)] 
плоскости L семейства Ца \  |1]. Действительно, если точка X яв­
ляется характеристикой для некоторого подсемейства Z-('Fi), то

x'afxX* =  OfjD =  1,..., п), (6.5)

т. е. условия (6.4) выполняются.
Имеет место
Теорема 10. Если подмногообразие L (Ч”̂ ) имеет характеристику 

=  ChLQF,,), плоскость /„_о, содержащая Z,, принадлежит касатель­
ному подпространству 7'Z.('F ,̂) размерности п-~а-\-Ь,  то гиперповерх­
ность 5 “ (/л_а) распадается на гиперконус/С* порядка Ь с вершиной 
и гиперповерхность порядка а — Ь.

Доказательство.  Зададим подмногообразие L{}Vb) уравнениями 
(О’ =  0. Поместим вершины Aj в характеристику L̂ . вершины Аа+\,..., 
Л„_а — в плоскость 1„-а, а вершины Ля-я+1,..., Лn-â ^̂  — в подпро­
странство TL ('F*), содержащее 1п-п- Тогда из (1.4) —(1.7) получаем

Ui == о, afx = Q{p = п — а -\ Ь I ,..., п). (6.6)
В силу (6.6) уравнение (6.2) гиперповерхности S°{l„-a)  примет вид

(let •det|| x'nf, II =  о, 
p =: n — a +  b 1.

(6.7) 

«. Отсюдагде т, т, =  1.....  b; V =  /? +  1.....  а;
и следует утверждение теоремы.

Заметим, что если dim ChL ('F*) =  k, то dim TL ('F*) <  +  b{d — k)
( c m . теорему 3 из j l] ) .  В общем случае, когда dim7 7 .(’F*) =  7̂ +  fe(̂ /— 
— k), из теоремы 10 получаем

п =  d а b { d — k -  1). ( 6 .8 )

Семейство L{a)  в общем случае обладает подмногообразиями 
7 (Т*), имеющими характеристику СЛ7(ЧД) размерности k тогда 
и только тогда, когда (ср. (1.15)) /«,- f /п, — ft (7 4-1)  (я — d) 0. 
Внося сюда (6.8), получаем k =  0, f t=  1. Таким образом, в общем 
случае конус Д* вырождается в гиперплоскость 7d-i плоскости L,
проходящую через характеристику 
гиперплоскости имеет вид

=  СЛД (Ч',). Уравнение этой

=  Г; хР =  л-“ =  0. (6.9)

Случай d =  2, а — 3, л = 6  рассмотрен в работе (5|.
Пусть теперь я =  d а -f 1. Имеет место
Теорема II.  Если я =  d +  а 1 и подсемейство 7 ( 4 ’,) имеет 

характеристику размерности d — 2, то гиперповерхность на ко­
торую распадается поверхность S‘‘ {la+\) для плоскости ld \̂. принад­
лежащей касательному (d +  2)-подпространству 77(4^, )  этого под­
семейства 7(4" ,) ,  состоит из точек .Y, в которых T X {d ,  a ) Z ) 7 7 ( 4 ’ ,).
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Доказательство.  Поместим вершину Аа+\ в плоскость /d+iZ)/-, 
вершину Ad+ 1  в подпространство TZ,{T,) подмногообразия Z.('F,), 
которое зададим уравнениями ш-=  . . .  о)“ =  О, а вершины Ad~ 2
в характеристику Ld- 2  — ChL{4\).  Тогда, как и при доказательстве
предыдущей теоремы, получаем ayi =  О, ah — О (/ =  0,..., d — 2; р =  
=  d +  3,..., л). Касательное подпространство Т X (d, а) в точке X 
плоскостной (d +  а)-поверхности X (d, а) в тангенциальных коорди­
натах задается уравнениями х̂  — 0, x‘a h x  = 0 .  В силу выбора репера
{Aj} условие TX {d ,  a)Z)TZ .('F ,)  примет вид 

det II || • det || xUih || =  0, (6.10)

где йт — символ Кронекера, т, r =  d + l ,  d-i 2; h =  d — 1, d;/7 =  
=  d +  3,..., d +  r t + l ;  '<=2,.. . ,  a. Определители det || л:*ал15m|| при 
/w =  d ' r  1, d +  2 одновременно не обращаются в нуль, иначе харак­
теристика ChL{4:\) имеет размерность больше d — 2, что противоре­
чит условию теоремы. Поэтому из (6.10) следует бе1||д:'аь|| =  0, т. е. 
уравнение поверхности в точках которой TX(d ,  а) ID 7Х (Т ,) .

Из теоремы 10 и 11 для поверхности X {d, а) при /i =  d +  ^^+l 
имеют место следствия.

Следствие I. Если =  C/iL ('Г,) — характеристика подмного­
образия Z-('F]) плоскости L семейства L{a),  то в L имеется пучок 
(d — 1)-плоскостей, проходящих через характеристику Ld- 2  и одна 
и та же поверхность S“~‘, на которые распадаются поверхности 
S°{ld+\), соответствующие всем плоскостям принадлежащим
касательному (d +  2)-подпространству TL{4:\).

Следствие 2. Если =  С/г/-('F,), то поверхность 5 " “', на ко­
торую распадается поверхность S"{ld^\) для плоскости ld+\ инци­
дентной (d Ь 2)-подпространству T F('F ,) ,  содержит все особые точ­
ки [1], кроме особых точек характеристики Ld-i.

Действительно, все особые точки принадлежат поверхности 
S“ (ld+\), а плоскость Ld-\, на которую распадается поверхность 
S“ (ld+\), содержит характеристику Ld-2 .

Заметим, что при d =  2, 6 =  1,  ̂ =  0 поверхность становится 
кривой, найденной в [6].

§ 7. Касательный гиперконус для плоскости 
L многообразия La-i {ти а)

Каждое подсемейство Z.('F,) порождает многообразие L^{m ,̂ 'F,) 
всех плоскостей L̂ , принадлежащих плоскостям L подсемейства F ( T ,) .  
Касательное подпространство Т ,)  определяется системой
(см. [1], § 6)

=  о, =  0 .
Эта система имеет решение относительно )-*, если

ÎI^A^Tpll =  а — 1. (7.1)

Условие (7.1) при л — d — 1 > й  — а +  2 > 0  определяет конус с вер­
шиной L гиперплоскостей, который назовем касательным конусом 
для плоскости L* и обозначим К (L )̂. Он содержит касательные 
подпространства TL^{m^, Y , )  для всех L (^\) <:z L {а).
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14 Л. 3. Кругляков

Рассмотрим случай k =  a — \, при котором касательный конус
(7.1) является гиперконусом класса а. Обозначим его (Z.a-i) и рас­
смотрим некоторые его свойства, которые являются двойственными 
по отношению к результатам § 6. Поместим вершины Аа-\
в плоскость La-\. Тогда уравнение гиперконуса Ka{La-\) в силу (7.1) 
и (3.5) примет вид

X,. =  0; det || о/, || =  О

(/ =  0,..., k =  a — \\ х = 1 , . . . ,  а; /7 =  d +  l,..., п). (7.2)

Заметим, что для любых L a - i d L  конус Ka{La-\) содержится 
в касательном конусе /C(7L('F|)] для плоскости А[1].

Теорема 12. Если подмногообразие Z.(‘F*) имеет касательное 
подпространство /< =  Т1(Тг,), причем t <  п, плоскость La-\, содержа­
щаяся в L, проходит через характеристику C/iZ, (Т*), размерность ко­
торой равна а — 5 — 1, то конус Ka{La~\) распадается на два конуса 
гиперплоскостей с вершиной L: конус Кь класса 5, огибающий конус 
(t 1 )-плоскостей, погруженных в подпространство /,, и некоторый 
конус Ка-ь класса а — Ь.

Доказательство.  Зададим подмногообразие 7. (Т*) уравнениями 
u)' =  0. Поместим верщины Л^+|,..., Af в пс 
Л(„..., Ла_*_1 в характеристику ChL ('F*), 
в плоскость La-\. Тогдз получим

aU =  =  о ( / =  о, ..., а ■

В силу (7.3) уравнение (7.2) примет вид

XI =  det II X, || ■ det || aj, || 0,
где h=^a — b, ..., а — 1, т =  1.......5; v =  5 +  1.........а.

Заметим, что если dim TL (Ч''̂ ) =  t, то dim ChL ( T J  > d  — b{t — d) 
(cm. теорему 3 из [1]). В общем случае, когда dim СЛ/. (Т^) =  d — 
— b{t — d), из теоремы 12 получаем

а =  d - b ( t - d - \ ) ^ \ .  ( 7.5 )
В общем случае 5 = 1 ,  / =  1, а конус Кь вырождается в ги­

перплоскости, пересекающиеся по (d +  1)-плоскости, уравнение ко­
торой

X, =  0; Ua_,.ix, =  0. (7.6)
Пусть теперь a — d. Имеет место двойственная теореме 11
Теорема 13. Если a = d  и подсемейство 1(4",) и.меет касатель­

ное ( d - f  2/-подпространство, то конус Ka-i, на который распадается 
конус Ka{Ld-\) для плоскости Ld-\, содержащей характеристику ChL (*F,) 
размерности d — 2, состоит из гиперплоскостей Г подпространства 
TL{a),  для которых САГ [ t i ~ d  — \, а) С  ChL ('F,).

Из теорем 12 и 13 при a — d имеют место следствия.
Следствие I. Если /^+2  =  FZ, (Т ,)  — касательное подпространство 

подмногообразия 7.('F,) плоскости L семейства L{a),  то через L про­
ходит пучок ( d -|-1 )-плоскостей /d+iCl/d+2 и один и тот же конус 
Kd—i, на которые распадаются конусы K^(Ld-i), соответствующие всем 
плоскостям Ld-iClL,  содержащим характеристику ChLi'V^).

Следствие 2. Если 7̂ +2 =  T I  (Т ,) ,  то конус Kd-i, на который 
распадается конус Kd{Ld-\) для плоскости Ld-tZD ChL(W^), содержит­
ся в каждой особой гиперплоскости, кроме тех, которые проходят 
через плоскость ld+2 .

вершины Аа-Ь,-- .. Ла_1

- 1). (7.3)

1 - 0 , (7.4)
.... а.
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Касательные подпространства и характеристики многообразия, ассоциированных 
___________________ с семейством многомерных плоскостей

Пусть теперь одновременно имеют место условия теорем II и 1о; т. е. •' г
« =  2 r f + l ;  a =  d\ k =  d — 2, t =  d-\-2. ( 7 J )

Теорема 14. Если выполняются условия (7.7), то имеет место 
взаимооднозначное соответствие между La-\ Z)CAZ.(T,) и Id+xCLTLOV ) 
определяемое следующим образом: конус Ku(.Ld~\) распадается на ко­
нус Ad_i и плоскость Id+u а поверхность S“ {ld^ )̂ распадается на по­
верхность 5 ''- ! и плоскость Ld-\.

Доказательство,  Указанное в теореме соответствие получается 
применением теорем 10 и 12 при условиях (7.7). Тогда конус К” яв­
ляется гиперплоскостью Z) 1, -̂2 =  CAZ.(T,), определяемой урав­
нениями (6.9), а конус /(ft — совокупностью гиперплоскостей, пересе­
кающихся по плоскости /</+1 С /d+2 =  7Z. (T j) ,  определяемой уравне­
ниями (/.Ь). Остается показать, что это соответствие взаимооднознач­
ное. Поместим в плоскость Id+i вершину Ad+i репера {Л/}, а в плос-

■ вершины Ад, ..., А̂ d-i. Тогда из

■̂dt̂  Ф 0. (7.8)

кость соответствующую ей Ld-i 
уравнений (6.9) получаем

a d t h  =  0;

получаем соответствующую плоскость 7̂ +, 
С/7- ^Т, )  и заданную уравнением (7.6), которое в силу (7.8) примет 
вид Qd-u Xd+i^O, т. е. при аа1 1 , 1 ф 0  плоскость Id+j совпадает с Id+i
(при Ud—i,! =  о указанное в теореме соответствие вырождается) Тео­
рема доказана.
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Л. 3 . КРУГЛЯКОВ

о  п л о с к о с т н ы х  ПОВЕРХНОСТЯХ, 
ОБЛАДАЮЩИХ ТОРСАЛЬНЬШИ ПЛОСКОСТЯМИ

в заметке 111 изучается класс плоскостных поверхностей типа з 
в проективном ЛГ-пространстве. т. е. таких поверхностей, которые опи­
сываются а-параметрическим семейством L (а) d-плоскостеи L, оола- 
дающим 3 подсемействами торсов. Такие поверхности в оощем случае 
расслаиваются на тангенциально вырожденные поверхности ранга з [z\.

В предлагаемой работе изучаются плоскостные поверхности, не обя­
зательно являющиеся поверхностями типа а, вводятся понятия тор- 
сальной ;Ь-плоскости относительно пфаффова подмногообразия м ч  j  
семейства L(a)  и поверхности типа з по L^CZL, которые при к ~  а 
совпадают с поверхностями типа з [1]. Устанавливается связь между 
типом 3 по индексом плоскостной поверхности [1] и пересечением 
плоскости Lb с характеристической поверхностью плоскости L подмно­
гообразия L ( 'F ,) ,  относительно которого плоскость — торсальн^я.

Некоторые из результатов данной работы для случая d — 2, к — I 
аноксированы в [З], а для случая k — \, N  =  2 d -\-2, а — полу
чены в [4].

§ 1. Регулюсы d-плоскостей

Рассмотрим а-семейство L{a)  d -плоскостей L в Л^-мерном про­
странстве Pjv. Присоединим к каждой плоскости L а-семеиства неко­
торый подвижный репер {А,} (/, J, К =  0, ..., N),  так что его верши­
ны At а  =  О, ..., d) лежат в плоскости L, а вершины Ар (р =  й +  1, 
п ^  N)  — в касательном «-подпространстве TL(a)  для плоскости 
семейства L{a).  В остальном выбор репера произволен.

Семейство L (а) в заметке [11] названо регулюсом индекса р -  « -  
— d — a, если р >  0. Регулюсы образуют плоскостные ( d -Е а)-поверх- 
ности X(d,  а), не являющиеся тангенциально вырожденными (пос­
ледние получаются при р =  О, « <  N).

Пусть
d.4/ =  ы/ Aj ( 1 . 1 )

— деривационные формулы подвижного репера, причем формы ш/ 
удовлетворяют уравнениям структуры

Dio/ =  lof Л к̂- (1-2)

Обращение форм и {р =  d ..., * = « - ’,- 1, •••, AI) в нуль
фиксирует плоскость L в семействе L{a).  Учитывая выбор подвижного 
репера, запишем основные соотношения [6] для семейства L{a)  в виде
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о  плоскостных поверхностях, обладающих торсальными плоскостями 17

u)f =  â ’,w^ to“ =  О (х =  1, а), (1.3)

где (О* —  некоторый базис пространства дифференциалов параметров 
семейства L{a).

Пусть уравнения
«)': u)̂ : . . . :  ш" =  : У? : . . . :  (1.4)

задают 1-подсемейство L ( T , )  семейства L (a ) ,  а уравнения
О)» =  (- =  ...^  й; V =  й -f  1, . . . ,  а) (1.5)

--пфаффово (неголономное [6]) подмногообразие*) L(4;\) семейства 
L{(i), т. е. совокупность всех 1-подсе.мейств (1.4), для которых /Д =
=  ь:л\

Каждое подмногообразие /-(*F*) порождает подмногообразие плос­
костной поверхности X {d, а), которое обозначим A'(af, Т^), а каса­
тельную к нему (rf 4 - й)-плоскость в неособой точке X ^ L  обозначим 
T X {d ,  Т *) .

Пусть CAZ. (Y j)  — характеристика плоскости L для подмногообра­
зия I ( ’ift), т. е. все такие точки, которые вдоль 1-подсемейств

/-('K .)C Z.(Y ,)

описывают линии с касательными, инцидентными плоскостям L Урав­
нение характеристики ChL (Т ,̂) имеет вид

л'й?: =  0, (1.6)
где

=  аГт 4 - й̂  a?v. (1.7)
Совокупность характеристик ChL(^\)  для всех L L {а) об­

разует поверхность, которую назовем й-характеристической и обозна­
чим i  [ChL (’F j)] .

^ КЗЖДОЙ плоскости L регулюса L{a)  индекса p при 
a >  й (й г  p) существует 6-характеристическая поверхность S \ChL (ЧС)! 
размерности — й(й4-р) и порядка не выше (а — Ь +

Доказательство.  Систему уравнений (1.6) для характеристики 
подмногообразия Z-('Fj), заданного уравнениями (1.5), запишем в виде

(о̂ -с -|- йт ofv) =  о (t =  О, . .*  d).

Она имеет решение относительно bl, если

R II х ‘ х‘ af, || =  а — Ь

(•о фиксированно), что дает й(й4-р)  однородных уравнений степе­
ни а — й 4- 1 относительно х ‘. Применяя теорему Безу (см. [101 с 174) 
получаем размерность и порядок поверхности S fC A Z .(T j]  Теооема 
доказана. '

Заметим, что если ранг R/ по i матрицы || йА II не больше d то 
для любого L ('I ) имеется характеристика СЛТ. ( Т , )  размерности 
не менее й — В общем случае это имеет место, если d>b(a-\-a).  
Отсюда при й = 1  получаем известный результат [81: если n < 2 d  
то каждое /.(Т,) имеет характеристику ChL{4!\). '

Заметим также, что если (А; ^  1) [ а -f  р + /fe _  rf] а _  i ^о име­
ется подсемейство L(Y^),  обладающее плоскостью L^ ~  ChL(T^),  ко-

•) Далее под 7,(4^* ) будем понимать всегда пфаффово подмногообразие опуская 
для краткости слово «пфаффово». ^
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18 Л. 3. Кругляков

торая принадлежит характеристической поверхности 5 [CAZ. ('F,)] раз­
мерности d — р— 1 и порядка не выше аР+’.
Отметим также, что касательные подпространства могут быть зада­
ны так:

TX{d ,  а) =  [L, x ‘ afi А x‘ afaA ) ( 1.8)

TX (d ,  Т , )  =  (L, х ‘ Ь?, .... x<bfb V -  ( ‘ -9)
но в особой точке X эти подпространства определяют контингенцию 
касательных TX(d,4: ' ' , )  для всех Z. ('t',) с ( а )  и I  (Y,) С  ('F^) со­
ответственно.

Теорема 2. Если (^ — 1)-плоскость I*_i является характеристи­
кой CAZ.(Tft), а ^-плоскость то во всех неособых точках
X q_L^ подпространство TX {d ,  одно и то же.

Доказат ельство.  Поместим в плоскость L*_i вершины репера 
Л / (/=  1, ..., й). Тогда уравнения плоскости примут вид
x̂  ̂=  Щ х'̂  {h =  k 1, d). Из условия теоремы в силу (1.6) полу­
чаем Ь% =  0. Для неособых точек X(^L^

TX {d ,  ЧГ,) =  (Д к!^гАр,.. 
где

ku- =  flo' 0̂ ОЛт.
Теорема доказана.

Заметим, что для случая Ь =  1 этот результат получен в работе [8]. 
Многообразие всех L ^ d  L d  L СИ"ь) образует внутреннее порож­

денное пфаффово многообразие [5], которое обозначается 'F j),
где/п, =  (^ +  1) (rf — fe). Правая часть выражения (1.10) дает касатель­
ное подпространство TL {̂,m̂ , 'F*) =  V T X  (rf, Y для всех X(:L^, где 

— знак линейной оболочки.

теперь имеем 

kSbAp), ( 1.10)

( 1.11)

§ 2. Торсальные ^-плоскости

Пусть подмногообразие L{Y^)  задано уравнениями (1.5). Оно по­
рождает подмногообразие X  (d, 'F*) поверхности X {d, а).

Определение 1. Плоскость L*kdL при k'^  1 назовем торсальной 
относительно подмногообразия L ('F^), если для всех неособых то­
чек X(:L\ (t/-f 6)-подпространства T X {d ,  T *)  совпадают, и торсаль­
ной относительно семейства L{a) ,  если для всех неособых точек 
X ^ l I совпадают (d Д а)-подпространства T X {d ,  а).

Из определения следует, что для такой плоскости

dim TZ.* ( т , ,  T j )  =  d +  5. (2.1)
Теорема 3. Регулюс L[a)  обладает в каждой плоскости L тор­

сальной плоскостью L\ относительно подмногообразия L(Y, ,) ,  если
о =  /те, -р /Из —  (rt —  d - -  Ь) >  о, (2.2)

где
/и, =  (й +  1) (d — т з  =  Ь{а — Ь). (2.3)

Доказат ельство.  Пусть L\ задана системой

л-'' k )x J  (/ =  о......к- Л =  & f  1, ..., d), (2.4)
т. е. репер {Л/} выбран так, что минор К при неизвестном х* отличен 
от нуля. Имеем (см. [5])
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о  плоскостных поверхностях, обладающих торсальными плоскост-лми 19

где
T») =  (L, (bk)%A.), (2.5)

является торсальной относительно /.(Т*),

Rr.

(2 .6 )
если

(2.7)

(bk)%=--b% +  klH,.
Плоскость 

(см. (2.1))
II (bk)% II := Ь.

Условие (2.7) дает систему из bk{n — d — b) неоднородных алгеб­
раических уравнений относительно неизвестных k'j и 6-. Пе­
реходя к однородным уравнениям, получаем (см. [10], с. 172), что при 
условии (2.2) всегда имеются решения, определяющие торсальные 
относительно /. (Т*) плоскости L*/).

Следствие 1. В общем случае*) при а, =  О в плоскости L име­
ется конечное число не более (6 +  1)'”.+'"з торсальных Z-i; относительно 
подмногообразий 7. ('F*).

 ̂ Замечание,  При Ь — а из (2.2) получим условие для торсальных 
L k d L  относительно семейства L(a).

Следствие 2. Если з, — то для каждого 7.(4^*) имеется конеч- 
таких плоскостей что 7.̂  — торсальная относительно 

L('tb) ,  т. е. устанавливается соответствие L{4!'b)-^L^.
Следствие 3. Если а, =  т̂ , то для каждой плоскости 7.̂  имеется 

конечное число таких подмногообразий L (Т*), что -  торсальная 
относительно 7 .(т*) ,  т. е. устанавливается соответствие 7.* ^  7. (Т*).

 ̂('i*’*) содержит фокальные [9] подсемей­
ства L ( Р,), то характеристики последних образуют в плоскости L 
алгебраическую поверхность, которую назовем характеристической 
^®^^Р^»остью для плоскости L подмногообразия I ( V * )  и обозначим

Теорема 4. Если плоскость 7.* С  7. пересекает характеристичес­
кую поверхность 6'[L('F*)| плоскости L подмногообразия 7. (Т*) семей­
ства L (а) по поверхности размерности k — 1 и порядка Ь, то L ~  
торсальная плоскость относительно подмногообразия 7,(Т(,).’ *

Доказат ельство.  Помести.м точки А̂ , ..., А  ̂ в плоскость L,  и за­
дадим подмногообразие 7.(Т<,) уравнениями (1.5). Тогда характерис­
тика CAL('F,) для 7. (Т ,)  С  7. ('Fft) находится из системы л̂  =  0 
а поверхность 7,;̂  f) 5(7. ('F*)j определяется из условия

7? II xibf^W = Ь - \ .
Чтобы ее размерность была равна k ~ \  и порядок был равен Ь при 
любых хЛ необходимо || 5/, || =  Ь. Касательное подпространство 

т ь) в тангенциальных координатах имеет уравнения х , =  О 
Ь%Хр =  О и размерность dim TL,  (w,, 'F^) =  d +  R„ || b% \\ =  d 4 - b. Так 
как плоскость содержит неособые точки, то в силу (2 П теопемя 
доказана. } у ■ /

Следствие.  Если пересечение поверхности 5[7,(Тг,)] и плоско­
сти 7.* распадается на Ь характеристик 7.*_i =  C h L { ^ ) ,  то являет­
ся торсальной не только относительно 7. ( Т , )  3 7 .  (Т]), но и относи­
тельно каждого L (TJ).

Последнее непосредственно следует из теоремы 2 при Ь=1.

**) Здесь и в дальнейшем под «общим случаем» будем понимать, что никаких 
ограничений на величины п f , , р з „ , ,  указанных, нет.
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20 Л. 3. Круглядрв

Теорема 5. Если I» — торсальная относительно подмногообразия 
L ('Fi,) семейства L{a)  плоскость, то она сечет характеристическую 
поверхность S [L (Тг,)] по поверхности размерности — I и порядка 
не выше Ь. *

Доказат ельство.  Поместим вершины А̂ , Л* в плоскость Z,*, 
вершины Л й + .(-=  1 . - ,  *) в подпространство Тогда из
(2.5) получим

Ь%^0 (д =  d - b + (2.8)

В силу (2.8) точки пересечения плоскости Ь1 с характеристической 
поверхностью s [ L ( T ’t)] находятся из уравнения

det II ... X' b‘jb''\\ =  о, (2.9)

которое задает гиперповерхность в /.* порядка не выше Ь. ^
Следствие.  В общем случае каждая прямая L, плоскости 

торсальной относительно L (Т\), является торсальной относительно 
L ('¥,).

Действительно, в общем случае прямая д, С1Д* пересекает по­
верхность (2.9) в Ь точках и в силу теоремы 4 является торсальной
относительно Z, ('Fj).

Заметим, что при k — d поверхность (2.9) в общем случае рас­
падается на Ь гиперплоскостей Ld-\ [!]•

§ 3. Плоскостные поверхности типа а по Lh

В работе [1] под плоскостной поверхностью aVd+a типа о пони­
мается такая (d +  а)-поверхность X( d ,  о), для которой касательные 
(^ +  а)-плоскости T X ( d , a )  во всех неособых точках Х е /  имеют 
(d +  o)-MepHoe пересечение /d+„ названное ассоциированной ( d а)-
ПЛОСКОСТЬЮ для L. V/J \

Определение 2. Плоскостную поверхность л  (а, а) назовем по­
верхностью типа о по н обозначим ,l/d+a(6*), если в каждой ее 
образующей L существует такая плоскость L̂ , что во всех неособых 
точках Х б б ь  касательные плоскости T X { d , a )  имеют (d +  a)-MepHoe 
пересечение ld+.{L,).  Последнее назовем ассоциированной, плоско­
стью для Li ,dL-  . ,

Теорема 6. Если поверхность X  (d, а) является поверхностью
типа а по LbCZl, то в общем случае существует такое единственное 
подмногообразие L (T .)  семейства L (а), относительно которого 
является торсальной плоскостью.

Сначала докажем лемму.
Л ем м а.  Если для всех неособых точек прямой подпро­

странства T X { d , a )  содержат одну и ту же (d +  1)-плоскость id+i 
и подсемейства Z.('F}) и L { W H  для которых

T X o { d , Y \ ) = T X , { d , ^ ' \ ) = X d + u  Х̂ , X, еб,

различны, то все такие подпространства T X { d , a )  содержат и 
плоскость T X, ( d ,  Т Д , где 1 (^ 2 )  определено подсемействами L(Y\)  
и 1 (Т ? ) .
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Доказат ельство.* )  Поместим вершины Aj (/ =  0, 1) репера 
в точки Xj, а вершину Л^+i в плоскость /̂ +1. Тогда в силу (1.8) ус­
ловие ТХ {d, а) ^  Аа̂ \ примет вид

(3.1)... xiaj^l =  а — 1

и является тождеством относительно дсЛ Зададим подсемейство Т('Т1) 
сис^мой ш'’> =  0 (v̂  =  2 , а),  а подсемейство I ( T f )  системой =  0 
(V, _  1, 3, 4, а). Тогда в силу условий теоремы имеем

d+\ d+\
“01 -“ 12 0. Ooi =  а ?2 =  о (s =  rf +  2, л) (3.2)

Так как точка Л, неособая, то можно поместить вершину Aa+i в под­
пространство TA^(d.W\). Тогда получим

<2и'^^¥=0, Ли =  о (г =  с( +  1, d т-3, ..., л). (3 .3)
Теперь условие (ЗЛ) примет вид

R
. . .  x i a j i

xlaj^^ . . .  XiUja
=  a 2. (3.4)

Точка Ad+ 2  принадлежит подпространству T X ( d , a )  в некоторой точ­
ке X прямой L̂ , если

Щх1а%\\=.а-  1 ( г =  d +  1, d +  3, .... л) (3.5)
В силу (3.2), (3.3) и (3.4) условие (3.5) выполняется для всех неосо- 
бых точек прямой Z.,, т. е. T X { d , a )  содержит (d - f  2)-плоскость 
(Х-, '^d+i, Л^+г) — Т Л I ( d , ' f  2), где £ ( ^ 2) задано системой =  ... =  
=  =  0. Лемма доказана.

Доказат ельство теоремы 6  сначала проведем для k — 
Поместим вершины Aj в две неособые точки прямой L̂  поверхно­
сти Л (а, а). Тогда подпространства TAAd, а) в силу условия тео­
ремы содержат ассоциированную плоскость /d+,(£*). Очевидно,
существуют такие подмногообразия £('T i) и £ (Т1), что 

r Л o ( d , T i ) - r Л ^ ( d ,  =  '
Если £ (T't,) =  £ ('Fcr), то ТХ (d, <F̂ ) одно и то же для неособых X  б £i 
и теорема доказана. Предположим, что эти подмногообразия различ- 

4 подсемейство £ (»F?) С  £ (Т ; ) .  что
= 'F?)Cl/d+.. Так как сущест-

т̂ л С/У \1Л2\’ TЛo(d, Y\) ~  то условия леммы выполнены и 
о I . F 1). принадлежит пересечению Но тогда точка Лл — осо­

бая для поверхности X  (d, а). Это противоречит выбору точки Ло 
Следовательно, £ ( 'F’) и £ (W;) совпадают.

каждой прямой A^XdL^  подпрост­
ранства 1 Л { а , а )  имеют пересечением в общем случае плоскость 
ia+o, т. е. ЛеЛ является торсальной относительно некоторого £ (ТЛ 
одного и того же для всех прямых, так как TA^(d,'¥A =  ld+,. Сле­
довательно, существует единственное £ ('Fo), относительно которого

торсальная плоскость. Теорема доказана.
Т еорем а  7. Если в каждой плоскости £ регулюса £ {а) имеется 

торсальная относительно подмногообразия £ ( Т , )  плоскость £*, то опи­
сываемая плоскостью £ поверхность X  (d, а) является плоскостной 
поверхностью типа а > £  по £*.

) Проводится по аналогии с леммой, доказанной Б. С. Сушниковым в [4].
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Действительно, в этом случае подпространство 7 'X (d , 'F j)  во всех 
неособых точках X плоскости l I о д н о  и то  же. Но

TX(d,  'F J C .7 'X ( d ,  а).

Поэтому подпространство ld+ь =  ТХ { d , W содер^жится в подпрост­
ранствах T X { d , a )  для всех неособых точек X^Lk.

Заметим, что если не существует подмногообразия L i
относительно которого Z-t является торсальной плоскостью, то з =  6.

Замечание.  Из теорем 4 — 7 следует эквивалентность (в общем 
случае) следующих свойств плоскости Lд,•. , ч.—f / ч

1) плоскость является торсальной относительно i
2) плоскость L^dL сечет характеристическую поверхность 5 [L(T j)l 

плоскости L подмногообразия Z.{'F(,) по поверхности размерности 
fe — 1 и порядка Ь\

3) семейство L (а) описывает поверхность типа а =  & по плоско- 
сти L с /■

При *  = 1  характеристическая поверхность S [Z. (Т*)] пересекает 
прямую L\ в Ь точках X' =  ChL{W{) (х =  1, ... Ь). Случай d = 2  к =  \ 
указанной выше эквивалентности отмечен в [3], а случаи а =>d-\-^, 
k = \ ,  n =  N =  2d + 2 рассмотрен в [4].

Найдем связь между индексом р =  л — d — а и типом поверхно-

Теорема 8. Для поверхности ,Vd+a{L^) имеет место соотношение 
р <   ̂(а — з) +  а (d — А). (3.6)

Доказательство.  Поместим вершины ЛДу =  О, ..., fe) в плос­
кость Lj, а вершины — в ассоциированную плоскость
Тордзdim А J {d, а) ^  d г а {а — о) {k -\- \ ) =  d +  а k {а — о),

где — знак линейной оболочки. Осталось d — k базисных точек 
л Д  с  (ft =  ft + 1  . . .  d). причем dim V г  Л. (d, а ) <  d +  а (d -  ft). Те-
перь для касательного /г-подпространства TL{a)  имеем 
+  k { a  — o )-\-a{d~k) ,  откуда и следует (3.6).

§ 4. Некоторые частные случаи

Рассмотрим теперь такие поверхности aVd+a(l~i,), для которых 
поверхность (2.9) распадается на з плоскостей U - i .  Обозначим такие
поверхности через ,Vd+a{Li,) и заметим, что при k — \ w при k — d 
(см. [1]) поверхности oVdda(L\) и „Vd+a всегда обладают указанным 
свойством. Зададим подмногообразие L('F,) уравнениями ш’' =  О (v =  
=  3 + 1 ,  ..., а). Тогда (2.9) примет вид

... x i a ‘jr-\\ =  0. (4.1)

Плоскость L\-i является характеристической для подсемейства L (Ti), 
которое зададим системой

.и — : (о"' —' =  =  ... =  0)’ =  Ш" =  0. (4.2)

Тогда из уравнений характеристики для Т ( 'F f ) : дг'а?, — 0 получаем
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‘ — =  1, з; т — фиксировано), (4.3)
т. е. матрица при каждом т разложима.

Теорема 9. Для поверхности (Z-*) типа з > 2  по Z.* каса­
тельное подпространство (/п,, а) додержит все касательные под­
пространства где х, ^  т, щ  =  k { d - k  +  l).

Доказательство.  Пусть как и ранее

ш? =  аи (4 4)

Поместим вершины Aj(j  =  0, k) в плоскость L̂ , вершины 
Of ■■•1 1) в плоскость Lit—i, а вершины (/з=: 1 , yfe) в пло­

скость L*_i. Подсемейство Z,(WJ) зададим уравнениями (4.2). Тогда

< 1  =  =  0. (4.5)
Уравнения для подпространств ( т , ,  а) и Г / .* ( т „ Т ? )  в танген­
циальных координатах имеют соответственно вид

= о, < 2  Хр =  ... =  =  0 ; (4 .6 )
Xi =  0; а^ Хр =  0. (4.7)

Так как /.*_[ и любые две различные плоскости из
то в силу (4.6) и (4.7) теорема доказана.

Следствие.  ^Если 1* — торсальная относительно L (Т ,)  плоскость 
и пересечение Z.* П S [Z. (Тс) I распадается на а плоскостей Z.J_i =  
=  Т* П ChL (Ti), то

r r * _ , (от„ Тс) =  Т { ’),

где X, X, =  1, .... а; X, ф х.

Обозначим через ld̂ \ подпространство T f)  и используем
понятие внешне порожденного многообразия [5].

Теорема 10. Если для поверхности ^Vd+a(L^) типа о > 2  по Z.* 
имеется характеристика Ch~ld+i(m-,, а), то она содержится во всех 
плоскостях кроме /.J-i(x, # х ) .

Доказат ельство.  Проведем фиксацию (4.5) и поместим вер­
шину Ad+i в подпространство Тогда

^/1 — 0. ФО (s =  -f- 2, ..., ft). (4.8)
Пусть dim Ch4d+\ (пи, a) =  m >  0. Тогда система

afx x' =  0 (4.9)

имеет решением /п-плоскость В силу (4.5) и (4.8) из (4.9) полу­
чаем х « =  х>‘ =  0, т. е. L„ClLk-i.  Теорема доказана.

Следствие.  Если Z.* - торсальная относительно L (Тс) плоскость, 
то характеристика СЛ^Z,d+i (/Пс, Тс) совпадает с пересечением L\, 
и всех характеристик C/iZ.(T{'), где х, ф-..
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ГЕОМ ЕТРИЧЕСКИЙ СБОРНИК

Выпуск 18 1977

Н. Р. ЩЕРБАКОВ

ОЛ-ПСЕВДОФОКАЛЬНЫХ СЕМЕЙСТВАХ ПЛОСКОСТЕЙ 
В ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Понятие /г-псевдофокального класса р а-семейства d-плоскостей 
L(a)  в А-мерном проективном пространстве, то есть семейства, об­
ладающего П*-соответствием между ^-плоскостями L^czL и пфаф­
фовыми подмногообразиями Z.(Tj), введено Л. 3. Кругляковым в ра­
боте [1]. Для такого семейства

1 л -  d -  а ( *  +  1 ) <  —^  < б , < а  -  p ( d - А). ( 1)
1 d + 1 '

В данной статье найдены характеристические свойства П*-соот- 
ветствия в произвольном й-псевдофокальном семействе. Рассмотрен 
случай р =  а — Ь.

Присоединим к каждой плоскости L семейства L (а) один под­
вижной репер {Л/} (/, У=0, ..., N) так, чтобы вершины Л,(г =  0, ..., d) 
были инцидентны плоскости L, а вершины A „ { p = d  | 1,..., л < А )  
поместим в касательное пространство TL(a)  [1] плоскости L семей­
ства L{a).  Деривационные формулы репера имеют вид

dA; =  (О/ л у,
причем формы uij =  \/i du (х =  1, ..., а), где м* — параметры семей­
ства, удовлетворяют уравнениям структуры проективного пространст­
ва. Возьмем фиксированный базис оЛ ((о’‘ =  н*,dw*‘ (х, х, =  1,.. . ,а), где 
Ых. — функции от л", удовлетворяющие условию det|lMiJ^0 в
рассматриваемой области изменения параметров л*). Формы ш? {q =  
=  d - t - 1, ..., Л̂ ), обращение в нуль которых фиксирует плоскость L 
на 1 (a ) ,  выразятся через базис так [2]

щ — alx О)’ ; ш? =  О (/7 =  л +  1, ..., N). (2)
Будем, как и в [3], задавать пфаффово подмногообразие Z. ('Г ,̂) [4] 

семейства L(a)  уравнениями

ш" — blu)' (-: =  1, ..., Ь\ V =  6 +  1, ..., а ),
а ife-плоскость d  — уравнениями

х'‘ =  k') У  (I =  О......к- h =  k +  \, ..., d).

(3)

(4)
1. Рассмотрим А-псевдофокальное семейство класса р =  1. Пусть 

Ь =  а — p(d — к). В этом случае, как показано в [1], каждая неосо-
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26 Н. Р, Щербаков

бая -̂ПЛОСКОСТЬ L ^ a L  является fe-псевдофокусом единственного под­
многообразия L(Yb),  то есть

где
TL, ( т „  а) =  (L, k% А,)  =  (L, А )̂ =  TL (Т ,) ,

m , = ( k  +  \ ) i d - k ) ,  k% =  a% +  kj b1. =  +  Ы.a L
Так как р =  1, то касательное подпространство TL^{m^,a) является 
гиперплоскостью в касательном пространстве TL{a),  и если К(у'’) —ее 
произвольная точка, то уравнение подпространства TL (̂rrii, а) имеет 
вид

yPD^^O,  (5)

где £)р — определители порядка a ( k +  1), получающиеся из матрицы 
(k%) вычеркиванием строки с номером р и умножением на (— 1)р. 
Обозначим характеристику касательного подпространства а),
задаваемую системой уравнений

yPDp =  0,

(в,

через Ch{TL^{m^, а)\{т^). Размерность этой характеристики равна 
/г — т ,  — 1. Заметим, что при b =  a — d-\-k касательное подпрост­
ранство внутреннего порожденного многообразия [5] пфаффова под­
многообразия L (Yfc), то есть Т*), имеет размерность
d-\-b(kA^\) =  n — nil — \. Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. В /г-псевдофокальном класса р а-семействе ^ -̂плocкo- 
стей L(a)  плоскость является Л-псевдофокусом подмногообра­
зия L{Wb) {Ь=а — p(d — k)) тогда и только тогда, когда

Ch а)} (/га,) =  TL* (/га,, 'F*).

Доказательство.  Для упрощения выкладок докажем теорему 
сначала для случая р =  1.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть плоскость L ^ d L  есть А-псевдофокус 
подмногообразия L (Д’*). Поместим в нее вершины репера Ло, ..., Л*. 
Тогда уравнения (4) примут вид х'" — 0. Подмногообразие Т ('I'’*), 
fe-псевдофокусом которого является плоскость 1 ,̂ зададим уравне­
ниями ы’ =  0. Вершины Лй.р|, ..., Л^+*(л+|) поместим в касательное 
подпространство (/га,,'Fo), то есть положим

а]Г"'‘ =  ... =  а% =  0. (7)

Тогда подпространство TZ.  ̂(/га,, Т *)  будет задаваться уравнениями
уп-т, — — уп (8)

Так как 'F*,) (Z а), то вершины Л„_„„, ..., Л„_1  естест­
венно поместить в касательное подпространство Т1ь(т,,  а), которое 
по условию теоремы совпадает с касательным подпространством 
TL{Wi,). Для этого достаточно положить

а% =  а1-. =  0; ф 0. (9)

Обозначим определители, получающиеся из Dp при k j = 0 ,  че­
рез dp. Тогда в силу (9)

ddw — ... =  dn-\ =  о
и уравнение (5) примет вид
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У" =  0. ( 10)

По правилу дифференцирования определителей получим частную 
производную определителя Dp по kj  ̂ при k j — 0 в виде

дО„ =  У, .0 ^  ’dk'j:

где определители Dp""'"’' отличаются от D тем, что в них вместо
_  _ ^  _i _

столбца к‘1г {р / р)  стоит столбец —  ̂ =  a*,.. Покажем теперь,
dk

что
dp'’' =  о {р" =  d - f  1, ..., п — m̂  — 1).

Для этого рассмотрим одну из производных (Л =  Лу, j =  /„) опреде­
лителя D •:

дО,

dk ft"=0 — ^  dp“̂ “̂ — ||aoi ... cija, ..., йлд ... ... a^o, .... ... a*a|| -!-•••
T  0

• • • 11̂7̂1 ... .... ... ... â â, .... ... a%a | +  (1 1)

If lo i  . . .  floe, . . . ,  йуД . . .  0.h„b+\ . . .  . . . ,  a * i  . . .  a * a |  +  • • •

••• - ) -  IjaSi . . .  Ooa, ..., a £ l  ... йу„(, ... Йл^а, ..., flfti ... й(*а|.

В силу (9) последняя строка первых Ь определителей состоит из 
нулей. Разлагая последние а — Ь определителей по единственному 
отличному от нуля элементу последней строки — йл„„ получим опре­
делители, у каждого из которых в последних m̂  =  ( к \){d — k) 
строках на одних и тех же местах стоят отличные от нуля элемен­
ты, а остальные элементы этих строк в силу (7) равны нулю. Так как 
ненулевых элементов— — Ь) — \ =  (^-|-l)(d — — 1 =  m̂  — \,
то есть меньше, чем строк, в которых они расположены, то все пос­
ледние а — Ь определителей равны нулю. Сказанное имеет место, 
очевидно, при любых h,  /, р". Следовательно dp-* =  0, то есть во всех 
уравнениях системы (6) коэффициенты при уР" равны нулю. Поэтому, 
считая

о . . .  1
det V У

0. ( 12)

получим уравнение характеристики Ch {TL^{rrit, й)} {m )̂ в виде (8), 
то есть если плоскость Lp является ^-псевдофокусом подмногообра­
зия L ('F*), то характеристика Cfi{TL^(m^, а)} (m̂ ) совпадает с каса­
тельным подпространством TL^(m,, 'Г*).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть Ch{TL^{nii, а)} { т , ) — TLi,(m^, Т*). 
Поместим вершины репера Л,,,. . . ,  в плоскость L/,, а подмногооб­
разие L(T(,), для которого Ч̂ *) =  Ch{TL^(m^, а)} {m )̂ зададим
в виде О)'’ =  0. Будем считать, что проведена фиксация (7), то есть 
что Г/.д,(т,, Ч̂ б) (Л,„ ... , ), Вершины Лл_т„ . . . ,  Лй+а(*+1) по­
местим в касательное подпространство Г 1 р (т , ,  й). Тогда

а% =  0. (13)
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Так как Ch{TL^{m^, а)} (/и,) =  ( Л „ , ). то в уравнениях (6) 
отсутствуют коэффициенты при уР":

= У ‘Ч‘- =  о. (14)dk'j
*У=о

причем выполняется условие (12). После фиксаций (7) и (13) имеем
Г/.* (от,, а) =  (Z., Aa+ .̂......... 4„_,);

TLiJVb) =  (Z-, Ad+\, ... , An-m,-i, Ар ), 
p ' =  n — nit, . . . ,  n.

Теперь достаточно показать, что в силу (12) и (14) эти пространства 
совпадают, то есть что =  0.

Рассмотрим одно из уравнений системы (14). Оно имеет вид (И).  
Пусть А =  /г +  1, i — О, р" =  d +  \. При доказательстве необходимо­
сти условий теоремы было показано, что если имеет место (7), то 
последние а — Ь слагаемых в (11) равны нулю. Сумма первых Ь сла­
гаемых с учетом (7) и (13) может быть записана в виде

V  + _
jm i d + l  ~

^ 0 .  *  +  1 . • ^ / г ,  а  » « Л  +  1, 1 »
,£/- )  2 

<Jo,  ь  ,  . . .
_ а + 2  

,  я * ,  ь

я - т - 1  
*  -f 1 . • • а

1 1
♦ ^ * 4 - 1 .  1

^  л -  лг — 1 Л — т  — 1
• • ^ 0 ,  г» ,

п - т - \  
. . .  ,  0 , к . Ь

.  п— ш 
UO,  f t + l  .  .

п — т  
• ^  а  » ^ / г + 1 .  1 » 0  .  .  . 0 ,  .  . 0

^ 0 .  +  1 .  . - a l 7 a  .
^ л - 1  
^ к ^ \ ,  1 , 0  .  .  . 0 ,  . .  , 0

0 .  0 ,
п

й ^ к ^ Л .  1, 0  .  .  . 0 ,  .  .  , 0

+

ЙО, *  + 1 .
,(/ + 2 

• а  »
</+2 

^^0.1 ’
^ d  +  7  
«0, 2 . « *  + 1 , й ,  ■ 1 « * ,  Ь

Л — m - 1  
« 0 ,  >̂+1 ■

п - т -  
• • ^ к ,  а

^ п —т  — 
» I

1 п — т - \
7 «0 , 2

п - т — \
■ . «  *  4-1, *  , .

п - т - 1  
. ,  CLk, Ь

п — т
ЙО, i + 1  . • • ^ к ,  а  у 0 , 0  . .

п ~ т
• ( l k - V \ , b  , • ■ , 0

Л -
^0.  г>+1 .

п - \
• ^ к ,  а  > 0 , 0  . .

^ л —1
. 0

0  . . . 0  , 0 , 0  . .
^л

, 0

(здесь переобозначено m̂  =  т) или, обозначая через А* 
гебраическое дополнение минора

А + 1, d 1 1 — ал-
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Л—m
^ 0 ,d -h l  •

п—т
• • а  »

^л—ш 
^Л+1, X

_ л —I 
аи, *4-1

^ п -1  
• • а

л
^ *  + 1. X

0 . . 0  ,
л

^А+1, X

в соответствующем определителе, в виде

V  ŵ + i. о, -__ Wrf+i
ь

V=  2dТ=1
s; *-И 1, d + \

причем Ъ- будут одни и те же для любых р" и у. Таким образом, 
при фиксированном Л =  получаем систему из ( k + \ ) { n  — m̂  — 
— d — \) =  b { k + \ Y  однородных уравнениА на Ь миноров 8 .̂ В си­
лу (12) она имеет только нулевое решение. Рассуждая аналогично 
для любого Л, получим, что если имеют место (12) и (14), то 8* =  0.
Так как каждое 8? может быть представлено в виде

„п0-. =  ал- ао, л+1
Л —1
0̂. ft + I

m.
• ^ k , а

„п~1
• ^ k . а

а плоскость Z.*. — неособая Rang (ау, ) =  а ( ^ -1-1)), то из того, что 
8 * = 0 ,  следует ah- =  Q.

Все эти рассуждения проходят при любом р. В самом деле, 
в [3| показано, что и в это.м случае каждой неособой ^-плоскости 

соответствует единственное подмногообразие, для которого эта 
ife-плоскость является Л-псевдофокусом. Для этих ^-плоскостей и под­
многообразий рассмотрим касательное подпространство TZ. ,̂(/n,, 'Г*). 
Его размерность равна d \ Ь (k +  \) =  п — p{mi +  I) (считаем Ь =  
— а — p(d ~  k)), то есть это пространство задается р(/п,+  1) уравне­
ниями. Но так как теперь dim TZ.* (/и,, а) =  d +  а (k-\-\) =--п — р, то 
пространство задается р уравнениями, а его характеристика — р (a i ,-f l)  
уравнениями на неизвестные у"-р, , . . ,  у". Проведем
те же фиксации, что и при доказательстве необходимости при р =  1 
условий теоремы 1. Для произвольного р условия (7) и (9) примут, 
соответственно, вид

ау- =г о (а =  я — р(/д,  +  1) -I 1 , ,  п)  
и

=  ау, =  о (Р =  я — р ф- 1, . . ,  я).

Рассуждая далее так же, как и при р =  1, получим, что коэффи­
циенты при у' +̂̂ \. . ,  у"-р('”|+1) в системе, задающей характеристику 
Ch{TL^(m^, а)} (яг,), равны нулю, то есть эта система состоит из 
Р (яг, -|- 1) однородных уравнений на р(яг, 1) неизвестных у"-р ('”i+i)+>̂  

г/”; таким образом, при произвольном р искомая характеристика 
совпадает с касательным подпространством (яг, Т*), если плос­
кость — Л-псевдофокус подмногообразия 7-{Тл).

Если же наоборот дано, что СЛ (ГАДяг,, а ) } (я г , )=  Г/.Дяг,, Т*), 
то проведя фиксации Г1Дяг„ Тл) /1„_р и Г/.Дяг„ а) =
=  Ло,. .,  A d +a (k+\) , ТО есть положив ау- =  0 и ад =  0 и рассуждая 
аналогично доказательству достаточности условия теоремы 1 при р =  1,
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,d + l Уп -р  ( т ,  + 1) В снс-получнм, что из того, что коэффициенты при У' 
теме уравнений, задающих характеристику, равны нулю, следует, 
что =-- о, а это и означает, что плоскость — й-псевдофокус под­
многообразия Теорема доказана.

Заметим, что необходимость условия теоремы 1 для случая k = 0  
показана в [6].

2. Напомним понятие характеристической поверхности [7].
Пусть /-плоскость l ,{t =  d , я — 1), принадлежащая каса­

тельному подпространству TL(a)  и проходящая через плоскость L, 
задана в тангенциальных координатах уравнениями

Xi =  0\ =  fr (г =  d +  , /; X =  / i- 1 , ,  п).
Совокупность всех IfZDL образует семейство 1,{гП2), где т , — 
=  (/ — d)(tt— /) — число параметров /г. Характеристика совокупности 

1 ,{гп2 , 'Fi) всех 1-семейства /-(Т,) есть Chl  ̂ (гп-,, —
Уравнения этой характеристики имеют вид

о.
где /I. =  Oi  ̂Г* Г O' Ы-

Характеристической поверхностью плоскости многообразия
1,{то, а) называется |7| совокупность всех характеристик Ч’,)
для всех 7. (Ч?",) CI 7-(а):

5«(7Л-Х1СЛ,(/и„ Ч’,)|С7..
Уравнения характеристической поверхности получаются из условия

Rang II х' / / Л  =  а — 1.
Отсюда видно, что при 7 = /г а (х =  я — а J - 1 , ,  я) уравнение ха­
рактеристической поверхности имеет вид

del II л ' 4 II =  о, (15)
а поверхность 5"  (7л_о) является гиперповерхностью порядка а в L.

Пусть р =  а — Ь. iHa (1) следует, что для ^-псевдофокального 
семейства такого класса k =  d — \.

Теорема 2. Пусть в (d — 1)-псевдофокальном а-семействе d-плос­
костей i  (а) класса р — а — Ь плоскость La-\ является (d—1)-псевдо- 
фокусом подмногообразия ЦЧ:"ь)- Тогда для (я а)-плоскости 1п~а, 
проходящей через L и принадлежащей касательному подпространст­
ву TLd-i(rn^, a) =  TL(Yb),  гиперповерхность (/«-a) распадается на 
гиперповерхность 5* порядка Ь и на (а 5) раз взятую плоскость 7,^_].

Доказательство. Зададим плоскость Ld-\ уравнением х ‘̂  — 0 
( L d - i=  (-̂ ot 3 подмногообразие L{Yt,),y которого (d- 1)-
-псевдофокусом является плоскость Ld-\, —уравнениями ш'' =  0. Про­
извольная плоскость ln~a~^L В тангенцизльных координатах может 
быть задана уравнениями

x̂  — t l x ^ r - d - \ - \ , . . ,  я -  а; х =  я — а +  1, . . ,  я).
Тогда уравнение (15) гиперповерхности S° (1п-а) примет вид

I I (аи +  t'l а'и )|| =  0.
Поместим вершины репера Af,,.., Ad̂ a\-\) в пространство 

TLd-iX{rtii, a ) ^ 7 ’7.(W*). Тогда

aj, =  а% =  0 (х =  я — р -  1, , я),
а так как l„-a(ZTLd-i (nii, а), то в (16) имеем

(16)

(17)

( 18)
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^ ^ -0 ,  (19)
и уравнения (16) плоскости /„_а примут вид

•̂ 1 “  ~  (̂ S ~  fl — л 1, , П — р). (^9)

Внеся (18) и (19) в (17) с учетом того, что р =  а — Ь, получим урав­
нение гиперповерхности в виде

\x̂  {а I- 1 г Q-'iz) =  0. (21 )

откуда и следует требуемое распадение гиперповерхности S “ (l„-a)' 
Теорема доказана.

Из всех плоскостей ln-aClTLti-\(mi, а) особый интерес пред­
ставляет та, которая совпадает с касательным подпространством 
7'Z.d_i(/rai, ’Fft). Заметим, что для неособых плоскостей Z.d_i [3| это 
возможно только, если а =  р(<7-(-1), тогда как в общем случае 
а р (rf-г 1). В самом деле, для неособой плоскости dim
TLa-iX. {̂ n̂ , 'I'*) =  d (6  Т 1). Если же d(b-\-\) =  n — а, то при 
р =  а — 6 нмее.м п ^  d {\ — р)-j-а (d - f - 1). Но из (1) следует, что в 
(d — 1)-псевдофокальном семействе « =  p +  d ( a + l ) ,  то есть 
должно быть а —p(d f l ) .

Итак, пусть La-i — (A„,..,  Аа-\), а подмногообразие /.(*Е*) за­
дается уравнениями со' =  0. Тогда TLa-i {m ,̂ 'F*) (L, а%Ар), а коэф­
фициенты в уравнении (2 0 ) имеют вид

' D ’

где D =  \\a'j-\\, а oпpeдeлитeл^D, отличается от D тем, что вместо 
г-го столбца стоит столбец а%. Внося эти значения коэффициен­
тов fr в (17) и учитывая, что

а р - а  — Ь, получаем уравнение характеристической гиперповерхно­
сти 5 “ (/TZj, 'Fft)] для случая, когда плоскость Z-d_i является
(d — 1)-псевдофокусом подмногообразия 7-('F*), в виде

I а dv =  0.\\ х'̂  {а  t  О- dr)

откуда следует, что гиперповерхность S“ [TLa-l{m^, Ч"**)] есть а раз 
взятая плоскость La-i.

Если же напротив, дано, что 5“ [ 7'Z.d_i (/л,, Т *)1  =  1 ^_,, то по­
местив вершины Л„, . . . ,  А п - а  в плоскость 1 п -а ,  получим, что в (17)

а% =  о, fr о (/ =  о ,..., d — 1 ). (2 2 )
Поместив вершины 71„_a+i, . . ,  A d ( a + \ )  в касательное подпространство 
TLd-\{m^, а), то есть положив

а), =  о, (23)
получим уравнение характеристической гиперповерхности (17) в виде

х ‘ al,dd-.

Cldx Х‘‘ Ud̂
=  0 . (24)
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32 Н. Р. Щербаков

Из (24) ВИДНО, что вырождение этой поверхности в а раз взятую 
плоскость Ld-\ возможно в двух случаях:

а) а% -- О,
б) fldT =  0.

Если выполняются условия а), то плоскость La-\ является особой 
класса d { a +  1) — « - i - a  =  a — р =  6 , так как при этих условиях в си- 
лу фиксации (2 2 ) имеем a% =  Q, то есть dim ( т , ,  а) =  п — а, 
в то время как для неособой плоскости La-i эта размерность рав­
на r f ( o - f  •)• Мы считаем плоскость L^-i неособой. Следовательно, 
указанное вырождение гиперповерхности (24) возможно только в слу­
чае б), что и означает в силу (23), что плоскость Ld-\ есть 
(б?- 1)-псевдофокус подмногообразия Z-(4’*).

Эти рассуждения можно резюмировать так:
Теорема 3. Если для (d — 1)-псевдофокального класса р = а —Ь 

а-семейства d-плоскостей L (а) имеем
(iimTLd-l{m^, 4'*) — п — а,

то плоскость Id -1  является (d — 1)-псевдофокусом подмногообразия 
1 ('Г(,) тогда и только тогда, когда характеристическая поверхность 
S‘̂ \TLd-\{тn ,̂ Т *)]  вырождается в а раз взятую плоскость Ld-i.
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ГЕОМ ЕТРИЧЕСКИП СБОРНИК

Выпуск 18 1977

А. А. ЛУЧ И НИН

О ГЕОМЕТРИИ ПАРЫ/я-ПОВЕРХНОСТЕЙ 
В ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ/>„

При изучении пары поверхностей и точечного соответствия между 
ними возможны две точки зрения. Первая предполагает, что две поверх­
ности, между точками которых установлено точечное соответствие, не 
являются жестко связанными и их можно считать расположенными 
в разных проективных пространствах. Геометрия этой пары поверхнос­
тей изучается по отношению к группе, являющейся прямым произведе­
нием групп проективных преобразований пространств, в которых распо­
ложены поверхности. Этот подход к изучению пары поверхностей исполь­
зует В. С. Болодурин [1].

Другая точка зрения предполагает, что обе поверхности расположе­
ны в одном пространстве. Геометрия этой пары поверхностей изучается 
по отношению к группе проективных преобразований, действующих 
на пару поверхностей, как на единое целое. С этой точки зрения пара 
поверхностей изучалась С. П. Финиковым [2], Л. С. Ермолаевым Г31 
В. В. Гольдбергом [4], Е. Е. Вересовой [5] и др.

С этой же точки зрения мы изучаем пару нг-поверхностей в п-мер- 
ном проективном пространстве. Изучение ведется с использованием ин­
вариантного метода, разработанного Г. Ф. Лаптевым [6 ]. Строится ана­
литически инвариантное оснащение пары т-поверхностей, рассматрива­
ются некоторые геометрические образы, связанные с оснащением Рас­
смотрения ВСЮДУ' имеют локальный характер. Все рассматриваемые 
В данной работе функции предполагаются аналитическими.

§ I. Фундаментальные геометрические объекты пары 
т-поверхностей в

Пусть Sm И s i  две т-мерные поверхности, погруженные в /г-мео- 
ное проективное пространство Р„, между точками которых установ­
лено взаимно однозначное соответствие. Присоединим к рассматри­
ваемой паре т-поверхностей некоторый проективный репер Р — {АЛ 
с деривационными формулами i' t' \ и

dAi =  А J
и структурными уравнениями

( 1)

причем D ы / =  (I) / л  ш/г.

=  Q.

(2)

(3)
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34 А. А. Лучинин

(/, J, 1, 2 .......  л +  1)
Проведем следующую частичную канонизацию репера: точки Л, 

и Л„ + 1 поместим в соответствующие точки рассматриваемых поверх­
ностей пары, точки Л г , Л „+ 1  — в касательной /га - плоскости 
L '„  к  /га-поверхности S,n в точке Л,, а точки An-m+i, , А„ в каса­
тельной гаг-плоскости Lh к т - поверхности Sh в точке Л„+1. Тогда 
уравнения, определяющие пару /га-поверхностей, принимают вид

QJ ^ 0 ;  QA =  0; =  Л ■ 12';

=  Alf QA =  А% 2 :̂

где обозначено

.7

^Л? +  ЛИ«>1 -
\Aij Aij Ш] =  Aijh S*; 

vAa3 +  А̂ ^ш’'„Х\ =  'Л,

(4 )
(5,)
(S )̂

(5з)

( 6, )
(6 ,)

(6з)

V Л “=  с/Л “ -f- Л( (0  ̂— Лу ;

^ =  dA jj -f- Aij m'j — A'nj (ot+i — A ‘“/+1:

 ̂ =  dA -t- Afy Aa-j u)p.
Здесь и в дальнейшем индексы будут принимать следующие значе­
ния; „ , ,

I, J, К ,. . .  =/га +  2 , . . . ,  п +  \;
i, j, k, . . .  =  1........ /га; (7 )
Л, В, . . .  =  1........ га — /га;

а, ?, ■;>••• = «  — m -f  1, . . . ,  га.
Так как между поверхностями Sm и Sm установлено взаимно од­

нозначное соответствие, то det || Л“ || =7= О, то мы можем ввести в рас- 
смотрение величины Аа по формулам

я i ша I _ 5*̂Ла Лу — Оу J Ai — Oji .
Из (5) и (8 ) получаем

V Ла — л 1 (ш} ---Шл + 1) =  ЛаЭ 2 ,̂
где

ЛаЗ =  — л 7* л (л{ Лр.
Фундаментальным геометрическим объектом второго порядка 

пары /га-поверхностей является объект
Г, =  [А], Ajj, AaV Л’у).

Последовательное продолжение уравнений (5) приводит к последова­
тельности фундаментальных геометрических объектов пары ///-ло­
ве рхн остей

Л“; А/у, Адр, Л,у; ... ; Л,у... А„,... Л;,

Очевидно, что совокупности величин
г ;  =  (Л^у); г ;  =  (Лд̂ з)

образуют подобъекты объекта Гг. Последовательное^ продолжение 
дифференциальных уравнений ( 5 J  и (5з) подобъектов Гг и Гг приводит

(8 )

(9)
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о  геометрии пары /п-поверхностей в проективном пространстве Р, 3 5

К пос,/1едовательности фундаментальных геометрических объектов 
/д-поверхностеГ1 Sm и Sh, соответственно

-'Оу ••• 1 ... 1 . . .

л А д А-АоР , ... , I ...

Дифференциальные уравнения последовательности этих фундамен­
тальных объектов можно записать с помощью рекуррентных Фооммл 
полученных Н. Л\. Остиану [7]. v v У у

§ 2. Обращенный фундаментальный объект

В дальнейшем будем предполагать, что соприкасающаяся плос. 
кость второго порядка ^-поверхности а следовательно и 5 “, запол­
няет все пространство следовательно, л <  j  _

каждой из m-поверхностей S]n и Sl, существует относительный инва­
риант, охваченный фундаментальным геометрическим объектом по­
рядка два (см. [7]). Обозначим эти инварианты (их строение указа­
но в [7]) ^

r  =  I'{Mjy, 1" =  Г {А % )  ( 10)
и будем рассматривать только такую пару т-поверхностей, для ко­
торой они не равны тождественно нулю. Тогда мы можем ввести
в рассмотрение объекты второго порядка У‘/  и V f  следующим об­
разом:

/У .. 1/“Р

д \ п Г д\п1"
V a =

дА'и ’ '■ дА ( И )

Величины 1/;̂  и y f  удовлетворяют следующим дифференциальным 
уравнениям:

^ У У - У '/ш \  =  у ‘1<2»; ( 12 ,)

2 т. (12з)
Полученные тензоры [6 ] У‘/  и 1/Д̂ называются обращенными фунда­
ментальными объектами второго порядка (ср. |7]) соответственно 
для т-поверхностей и Sl,.

Гак же, как в [71 получаем, что инварианты (10) удовлетворяют 
следующим дифференциальным уравнениям:

In / '  =  -  /71 ( /I  -  /га) 0)1 +  2 (га — т) ш1^1 — т  - f  l \  Q‘ ;
I =  m (га /га) o)„jJl} -\~2 (n — m) o)“ — тшд +  / a 

где
l 'k = V ‘/A',j,- / ; = 1/Д^л«%.

Продолжая уравнения (12), получаем

V V/k =  У/  -р 5 * УУ Ь{ у У о)'^1  —
-  I/У л/,«)1+'.

V VÂ  =  - f  8" l^I-^0)"+* +  8? -

V]y Af , , о)Д' -  U J 3 а У , CO Ь -  A f„  +  I /

(13.)

0 3 2 )
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§ 3. Оснащение пары т-поверхностей

Одной из основных задач дифференциальной геометрии т-по- 
верхности является построение инвариантного оснащения [9]. Обоз­
начим через Z.2m+i (2/и Ч-1)-мерную плоскость, натянутую на каса­
тельные /га-плоскостн обеих поверхностей пары.

Задача оснащения пары т-поверхностей сводится к нахождению 
(л — 2 т  — 2)-мернЬй плоскости Ln-im-ч, инвариантно присоединенной 
к паре т-поверхностей и не имеющей с (2 т -f  1)-плоскостью 1чт+\ ни 
одной общей точки. Заметим, что Lom+i является касательным (2т-| 1)- 
-мерным подпространством лг-параметрического многообразия, эле­
ментом которого является прямая Â  Ап л̂, т. е. содержит прямую

Л „+1 и всю ее первую дифференциальную окрестность. Плос­
кость L„-2m- 2  можно рассматривзть как пересечение оснащающих 
плоскостей каждой из поверхностей пары.

Оснащающие плоскости поверхностей Sh и Sh мы можем задать 
соответственно точками

М/=  Л/-ф V/Л,-Ь V/Л/-1-1; (14,)

М а =  ЛА-ф>Г'Л„+,Ч-^'кЛ„, (14.)

где величины (v}, v'/) и (va+‘, va) удовлетворяют следующим дифферен­
циальным уравнениям;

VV/ =  — V/U)} — V/(u)+i — (1)/ Н- аф
i i f l  , i о /=  — Ш/ +  v/y ц-';

(15.)

лф 1 а л4“1 лф-1 я + 1 л +1 л } 1 (*)J ,V̂a =~VAU>a — Wa — Va r̂t î +  VAe , (15.)

yVA =  — ША -Ф
Объект (Ф, v/)((v"a'', ч\)} определяет инвариантное оснащение поверх­
ности 5^(5^). Компоненты v) (va ) объекта оснащения образуют само­
стоятельный подобъект, который определяет поле инвариантных 
(л—т)-мерных плоскостей таких, что плоскость, определяемая им, 
имеет с касательной плоскостью Li, (LI,) поверхности только
одну общую точку Л,(Лл-ь1). Такое поле инвариантных  ̂плоскостей 
называется полем нормалей первого рода поверхности Sm{Sm) (ср. [Ю]).

Нормаль первого рода поверхностей Si, и Sm мы можем задать 
соответственно уравнениями

rl + i - V/ X Г - 0; (16)

л:* — vaX ' = 0 , (17)

а оснащающие плоскости поверхностен и Sm—соответственно урав- 

х ’ — v'l х' =  0 ; х'+' — — 0 ;
нениями

а:«+1 _  vl+‘ =  0 ; х* -  =  0 .

(18)

(19)

Тогда (л — 2 т  — 2)-плоскость L«_2m-2  задается уравнениями (18), (19) 
а (л —2т)-плоскость L„_2m, инвариантно присоединенная к паре 
и имеющая с (2т  +  1)-плоскостью L2m+i общие точки А̂  и Ля+ь за­
дается уравнениями (16), (17).
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о  геометрии пары /п-повер.хностей в проективном пространстве Р„ Э7

Нашей задачей будет являться охват объекта рснашения (v‘
А , ■'А) фундаментальным геометрическим объектом пары /«-по­

верхностей.

§ 4. Объект оснащения пары /«-поверхностей

Продолжая уравнения (б,), (63), получаем

1— — 2 А(,* ш} _  j\fî  Ajii О) —

~  ш*) + i +  Aijki 2 ';

уАа.чт =  Шл+1 +  — Л(̂ р A|̂ j (û  —

(20)

Положим 
М ‘у =

2 '
-p Аар̂ а 2 ®i.

' (2« V/j' 4
« («г +  2 )

Тогда в силу уравнений (6 ), (13), получаем 

хМ ‘у =  -LMjy 2 Л

(2 « — /«)2

П'‘ v ‘j  y f  yj‘\
п{т-\-2)

где

KYj

причем
/« +  2

■ т {п — т) Ь‘ l f - 2 A i A %  V f V [ \

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

Так же, как в [И], можно по^<азать, что del ||/Оу || 0, и мы можем
ввести обращенный тензор K/j

'»/.» — , А IJ к Лг =  rjk О/ , (26)
компоненты которого удовлетворяют уравнениям

=  (27)
Рассмотри.м величины

1\ =  ж '  K\i, (28)

охваченные фундаментальным геометрическим объектом третьего по­
рядка. Из (22) и (23) получае.м

V/̂ /+  со-'г ' = 2 ' .  (29)

Сравнивая (29) с (15), видим, что квазитензор [6 ] //можно взять в ка­
честве подобъекта оснащения .

Рассмотри.м величины

1\ =
2п — т

(« ~  т){т +  2 ) \̂у 1̂1 —
1

(« — т){т -i- 2 )
VViKi. (30)
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В силу (5), (15), (29) имеем

+  (31)
Следовательно, совокупность величин /1 образует квазнтензор, охва­
ченный фундаментальным геометрическим объектом третьего поряд­
ка. Этот квазитензор определяет инвариантную (от — 1)-плоскость 
принадлежащую касательной от-плоскости LJ„ поверхности и не 
проходящую через точку Л,. Следуя [10], мы эту (от — 1)-плоскость 
будем называть нормалью второго рода поверхности Эту нор­
маль второго рода можно задать либо точками

Л +1 =  /] Л, +  Л,+ь (32)
либо уравнениями

х ^ = 0  (33)
относительно локального репера R.

Продолжая уравнения (31), получаем
,1 1 /> ' /1 >V ^ iJ “    2/ i j  OJl   l l  L j  --Г-

Рассмотрим совокупность величин

v y i ]  ) +  /},
от

( v y i l j

(34)

(35)

удовлетворяющую следующей системе дифференциальных уравнений:
V // =    // ш] — I f  -- 10/ l ) i  . (36)

Сравнивая (29), (36) с (15,), мы можем сделать вывод, что объект 
оснащения для от-поверхности 5ш, охваченный фундаментальным гео­
метрическим объектом четвертого порядка, имеет компоненты и /'.

Используя объекты, построенные для от-поверхностей и S\i и 
объект отображения Л̂ , найдем объект оснащения для от-поверхно­

сти S'm.
Рассмотрим совокупность величин

1Г,. =  Ail Л” -f
2п — от

В силу (5), (8 ), (12), (15) имеем

(VI^a U -  1/f Л]).

, от(«у Г; =  — Г/ (1)1 -I-
2п — от

1) 1 от (л 1) .а
‘“ <+1------------------ Л/

2 л — от
О);-' +  г,., LV,

(37)

(38)

т. е. совокупность величин (Л“, Г,) образует геометрический объект. 
Рассмотрим совокупность величин

”  Г, А[ -  л '  1\, (39),я + 1 _  ► а —
от (л +  1)

которая удовлетворяет системе дифференциальных уравнений
/Л +1 ( /я+1 л+1 I Л-4-1 /л4-1

Следовательно, совокупность величин (39) образует квазнтензор, ко­
торый определяет (от — 1)-мерную плоскость Lm-i , принадлежащую
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о  геометрии пары ш-поверхностей в проективном пространстве Р„ 39

т-плоскости L h  и не проходящую через точку Л„4-1. Эту ( т — 1)- 
-плоскость можно задать уравнениями

л:* -  0; д;А =  О (41)
или точками

Яа =  Л„+1 +  л ..  (42)
Будем называть (/я — 1)-плоскость Lm-i нормалью второго рода 
/я-поверхности

Продолжая уравнения (40), получаем
1П4-\ O/^ +  l Л +  1 /Л-f-l Л-Ы /Л4-1 Л“г1 .\ h j  =  — 2 / ар + I — и  — / р <Оа “Г

I А  А  / Л - ) - 1  7  А  А  Я  +  1 I |Л * т - 1

Построим величины

/л =  - ( Л / у Л { / ? - Л ' ) 1/ Г Л М ”,  ,
т , /я"(я +  1)

которые образуют квазитензор, так как

V И  +  со А = I h
Рассмотрим совокупность величин

=  -L V f  (/;+' _  /̂ +‘ Га ,
т

•7(5 Гу л.  , 2 (2я -  111) , .,3 *V t A lT , ,

(43)

(44)

(45)

(46)

которая удовлетворяет системе дифференциальных урав!1ений
_ /Л4-1 I /Л+1 Л-j-l I /* Л+1 • n-f-l /Л+1 (Лп / |7\Vi А +  ‘ А <"«+l4-iA«)a -fcOA =  / а1 (47)

Сравнивая (45), 46) с (15з), мы видим, что геометрический объект 
(^л^\ А ) является объектом оснащения поверхности Sm •

Таким образом, (л — 2/я)-плоскость /-л-2т задается в локальных 
координатах уравнениями

х'+1 -  /'/ =  0; X- -  Га а: '  =  0, (48)
а (2/я — 1 )-плоскость Т-зт-ь принадлежащая (2/я — 1)-плоскости 
и не проходящая через точки Л, и Лп+ь задается в локальных ко­
ординатах уравнениями

х ' - / 1 х » + >  =  0; л:’ =  0; х ' =  0 ( ;= / я ф 2 ...... я - т )  (49)
или точками

Я-+1 =  /М ,  +  Л,-+.; А п ^ х + А ,. (50)

( я -■ 2я1 — 2)-плоскость 7.„_2m_2 задается в локальных координатах 
уравнениями

л-' -1 \ х >  ^  0; х"-1 -  Гд+’ х-  ̂ =  0; х '+ ‘ -  l ‘i х ' =  0;
(51)

х̂  — Г  х А =  0 .

§ 5. Соприкасающиеся гиперквадрики яг-поверхностей
S m  И S m  п а р ы

Присоединим к яг-поверхности 5^ поле многообразий второго по­
рядка, заданных уравнениями (ср. [7])
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40 А. A. Лучинни

Cuv X" X® =  о (и, и =  1, 2...... .. п -г 1). (52)
Потребуем, чтобы каждое из многообразий (52), присоединенное 
к точке Л, поверхности S'm имело с поверхностью S'm в этой точке 
соприкосновение второго порядка; тогда получаем

Си =  С(,/+1 =  0; =  -  А/; С'и. (53)
Пронормируем коэффициенты в (52) так, чтобы

Си =  b'j, (54)

тогда уравнения поля многообразий (52) запишутся в виде

A'ij х ‘+> х>+> -  2х'х^^ 2CUyJX̂ +^  ̂ +  c'jL х^х  ̂=  0. (55)
Аналогично для то-поверхности 5^ получаем

х’А-Р -  2 х«+' х-4 +  2 C(*fl ^  Свв, х^ =  0 . (56)

Свернув (55) и (56) соответственно с тензорами

Ьл — ' — Afp Гв Iai/Э
(57)

(58)

получаем поля инвариантно присоединенных к поверхности Sm и Sh 
гиперквадрик, имеющих с поверхностями S'm и 5^ соприкосновение 
второго порядка

(59)
(60)

a,jX‘-̂  ̂х7+' — 2Ь/х'х' 'г 2bi Ci+i,j х-' ■]- Ь/С'л х-'х‘- — 0 ;

где

Положив
(61)

(62)

а»р x ’̂ x̂  — 2Ьа х"+' х  ̂ -f  2Ьа C aвx ’̂ x  ̂ +  Ьа Свв, х  ̂х ®- =  0,

dij Ь/ А/у, Цдр =  Ьа Аар,

С/ К  ̂ f J  *ч//1i~hJ ~  Xlj ~

Cji =  a 'ij l) /{ — /(j o[) ~ 7l>;

0-B  ̂В  ^ a 1

\A /П + 1>4 , /̂ A t'l
^ B B :  == ^ B i —  1 {B  ' Г  ^ a { B  ,

из (59) H (60) получаем единственные соприкасающиеся гиперквадри­
ки поверхностей S'm и Sh, соответственно.

Эти гиперквадрики обладают следующим свойством; поляра пер­
вой (второй) нормали поверхности S'm {Sh) относительно гиперквадри­
ки (59) ((60)) проходит через вторую (первую) нормаль поверхности 
•Sm(Sm). Следовательно, между нормалями поверхности Sm(S'm) гипер­
квадрика (59) ((60)) устанавливает квазнполярное соответствие [11].

Из уравнений (59), (60) сразу следует, что тензоры Ь/ и Ьа опре­
деляют инвариантные гиперплоскости, задаваемые соответственно 
уравнениями

Ь,х' =  0; (63)
ЬаХ̂  =  о, (64)

которые проходят через касательные /ге-плоскости L'm и и являют­
ся полярами точек Л, и An-̂ -i относительно гиперквадрик (59) и (60), 
соответственно.
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Полярами точек /4„+i и Л, относительно гиперквадрик (59) и (60) 
являются соответственно гиперплоскости

Ь п+1  —  b i C i + i , n + i  —  b i C ' „ M i , j X ^  =  0;

b x̂"+̂  -  Ьа C l л:’ — Ьа Cte х^ =  0 .

(65)
(66)

Отсюда сразу получаем, что геометрические объекты (Ь„^и 6/Cf+i,„+i) 
и (bi, Ьа С^) определяют две инвариантные (/«— 1)-плоскости, при­
надлежащие касательным /я-плоскостям L'm и Lh и являющиеся пере­
сечениями гиперплоскостей (65) и (66) с и Lm соответственно. 
Уравнения этих (от — 1)-плоскостеи имеют соответственно вид

Ьп+1 х̂  -  b,Cl+un+i x ‘+̂  =  0; л:' =  0; (67)
-  ЬаС̂ 1 X- =  0 ; JC» =  0 . (6 8 )

Находя характеристики гиперплоскостей (63) и (64), получаем 
соответственно

aij х ‘+̂  — b/jx’ =  0; Ь/х'= 0; (69)
Оаз JC" — йлз =  0; Ьа х'̂  — о, (70)

т. е. они определяются объектами (Ау, Ь/, bij) и (А̂ р, Ьа  ̂ Ьал) соот­
ветственно.

В /я-плоскостях L'm и L’n тензоры а,-;-, и квазнтензоры /], 
определяют соответственно квадрики

(a^j+l'i /]) х ‘+̂  -  21\ д:‘+> х' 4- (х')^ =  0 ;
XI  __ 0 ;

(а.з +  /Г ) х’хЗ -  2/Г х’х"^!-- (л«+1)2 =  0; 
х̂  =  0.

(71)

(72)

Полярой точки Л, (Лл+i) относительно квадрики (71) ((72)) яв­
ляется вторая нормаль /я-повгрхности (5т).

§ 6 . Некоторые проективные преобразования линейных подпространств, 
ассоциированных с парой т-поверхностей

Для упрощения дальнейших вычислений воспользуемся репером 
С, который определим следующим образом:

С ,  =  Л , ;  C i + i  =  A i + i  +  / 'л , ;

Cl — А /~  l\ A i 1/Ai+i,

где 1-формы 9?  из деривационных формул dQ =  0 ;С,, связаны с 
1-формамн О);’’ следующими соотношениями (;, т ] = 1,..., я 4- 1):

01 =  (О} -  Ц QI; 0(41 =  о /. 0 /  =  0;

0]+1 =  {Ih -  I] I) -  Mj 1] +  Л/УI) 7*)2Л

(73)

0 (1 ! =  -  iWi+i - f  0 !+ 1  ==..У+1 iL ' (74)
0 ) =  (l]j _  1)1) _  /- i)j) oj ^ Ц] i) i) _  1)1)) Д

0 '+' == /; gi +  i)j Qj _  i) i) 0 ( =  +  /'lof+ii iK .J
‘«y+i;

j
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1. Рассмотрим уравнение 1-семейства

9 j=  /'■ +' 0 ; D0 =  0 Л

dt‘ ri _  (i+i .̂,1 ^  fj+i
(75)

Ему на /га-поверхности Sh, (5 .̂) соответствует линия, описываемая 
точкой Л, (Л„4-1).

Точка X  =  x̂ +' Ĉ|+l, принадлежащая второй нормали L'm-i гп-по- 
верхности S',n, вдоль (75) описывает линию с касательной ТХ (t). Имеем

dX^  =  (...)' С ш  +  л-'-' {l]j -  /!• I) -  X j  1) +

+  A'ij lU\) C, -Г a' + ‘ h'ij />+1 С/. (76)

Линейное пространство, натянутое на Im-i и T X (t) ,  пересекается с 
L'„-m в точке

К = ( и _ 1, Т^(0)П 7-/.-т =  у 'С , -fy'C/, (77)
где

у1 =  (/],. _  I] I) -  A'j I] - f  Aij 1) /i)

y ' =  a 'ij (78)

Вдоль (75) точка Y описывает линию с касательной TY{t). Имеем

—  =  (...) С, : (...)'С/ +  {у’^+' +  у'(/}5]( +  
Н

(79)

Линейное пространство, натянутое на и TY(i),  пересекается
с L)n-\ в точке

А-* -  (L'n-ш: T Y (t ) )  П U -1  =  ^'+’ С,+ь (80)
где

=  {8j { l l ,  - I U I  +  Alp п  l\) л- Alp -  А^, п  1\)} />+> ь. и. (81)

Соотношения (81) определяют проективное преобразование ( т  — 1)- 
-плоскости L'm-i в себя, которое определяется матрицей (lly.j;i), где

Jlj+l =  (З; (Zjp -  / ’ 1\ +  a 'j,  I) 1\) -Ь а ; ,  (Zip -  Alp 11 I'j)} Z" ’ ■ Ẑ  i (82)

Это преобразование будет преобразованием U [12], если lli.|li—О,

{/’о -/1/! +  a 1;Z?Z1 +  a 1;(Z?,— Al,Z?Z?)}Z'->ZZ+>=0. (83)

Таким образом, в {т — 1)-плоскости L'm \ мы получаем квадрику, 
каждой точке которой соответствует преобразование 1Е плоскости 
L'm—i В себя. Эту квадрику в репере R .можно задать уравнениями

{l]j -  I] I] +  А'и l1 Zl +  A'pj {I'll -  Ai, 1] fj)} x'+' -  0;

=  0 ; a ' -  Zl A">'=  0. (84)

Квадрике (84) в m-плоскости Lm соответствует конус

{l]j -  Zl Z) ■ f  A',j l1 Zl A'pj {Ih - Ail l) Z>)} A'+i xJ A =  0;
x ' =  {). (85.)
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Аналогично в /и-плоскости Lh получаем конус

{lit '  -  4"- '̂ Л -  а 1. /Ь)} л- хЗ =  0 ; =  0 .
(85.)

2. Пусть дана точка X — x^Cj  ̂ принадлежащая оснащающей 
плоскости /«-поверхности sin- Имеем вдоль (75)

=  {.. .у  С, - f  х '  {/},- - 1 ) 1 ] -  I) l ‘,j -f  Aij {l\ 1) l ‘j -

-  1) 1))} C, -i- x '{ l ) l ]  - f  l)j -  Aij 1) l‘j) tJ+i G+b 

Пространство, натянутое на и T X (t) ,  пересекается с i i ,  в точке
(86)

где

Из

^ — (Ln—m-\, Т Х  {t))f]L]rt — у’Cl у ‘+' C/+I, 

у ’ =  { l] j  -  I) I] -  I) l) j  +  A ij  (Л 1) 1‘ -  I)  / ) ) }  //•+>;

у'+1 =  (/) 5' l)j -  1) l ‘j) х‘

dV
—  =  (...) С, -f  (...)■ Q+. -f уЖ  д/, /у+1 с .

получаем, что

где
X* = (L' ,̂ ТУ(0}П^^-т-1 =  Р С : . (87)

х' =- a 'ip ( 4 К- +  Ojj -  Ij II) t-'+' i^+' (8 8 )
Следовательно, мы получаем преобразование (88) {п — т — 1)-плоско- 
сти Ln-m-\ в себя, которое определяется матрицей (П/), где

П/ =  л//(4г* +  ilk -  Apk 4  /1) /̂ '+'. (89)
Если преобразование (8 8 ) является преобразованием U7, то

Аи {it 5* +  lik -  a U if ij) =  0. (90)
Таким образом, мы получаем в /«-плоскости L'm конус

Аи (4<j* ■{- hk — Лр* 4  4) =  0;
у! —о, (9 1 J

образующим которого соответствуют 1-семейства (7 5 ), дающие пре­
образования и̂ '(/г- - /и — 1)-плоскости Lk-m-\ в себя.

Аналогично в /«-плоскости 1 ;„ получаем конус

А% ( 4 + ’ 2̂  ^  /лт -  A ll / а /а) хт =  0;
^ ^ = 0 , (912)

образующим которого соответствуют преобразования W { n - m - \ ) -  
плоскости В себя.

3. Рассмотрим точку А = х ' С ,  А х^С/, принадлежащую (// — /«)- 
плоскости L'n̂ m- Имеем вдоль (75)

~  =  (...) С, -  { . . .у  С, -f {л-’ /ж +  (Л 5' +

+  i j  — А̂ к it ij) С/+1,
тогда

r = ( Z . i_ „ ,  Г Х ( 0 )П ^ т -1  =  у'+'С,+,,

(92)

(93)
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где

Из

получаем

где

h%lUj)V'+'.

=  С,+1 +  У"*”' {̂ \j — 1\ l) — h'u +

y*+' =  +  x' {l]bj l)j

0
^  h\jiU\) C , -у + 'л Ь ^ ^ + 'С /

X * =  ( U - b  TX {t))^L\.m  =  x'C,-\-x'C,,

(94)

(95)

.1 _

(Z/Si +  4
(96,)

{l\j -  l\ 1) -  h'u 1) -b Ло- ll l\) + ' Z>-r> A* -f- 

i\jk ij) (,i\p — 1\ ip — hip ij 4“
+  Afp/y/*)Z*-‘ Zr+’ x',

X '  =  ло- Z'-"' Z>-’ X ' +  Ло- (Z) +  I jk  -  A m  Z? Z[) ZZ+» Z‘ + ' x A

Следовательно, (96,) определяет проективное преобразование (л — m)- 
плоскости Lh-m в себя, задаваемое матрицей (IlZ) (7, 7 =  1 , 
п +  1), где

Til -  ‘Л  -  Z) Z) -  А.7 Zl +  Аи Ij ll) Z‘+’ Z>+b 
П) =  +  l‘,j -  Am li Ij) (lip -  l\ ll -

-  Aip I'j +  Aip Ij Zl) ZZ+' Ilf =  Ao- Z'+' Ẑ + >; 
n / =  Ao(Z/8l +  Zf*-AMZ?Zi)Z^+iZ‘ +A (97)

Это преобразование будет преобразованием Û ', если

Л  -  1\ I) г Л  ll ll  +  A'ik Л  -  a Ij 11 ll)) Z'+' =  0
Следовательно, мы получаем в m-плоскостн L'm конус

Л  -  /'/ /) ; • Ао- // /I 4- а М  -  a Ij 11 Ij)} =  0:
х '  =  0 , (98.)

образующим которого соответствуют 1-семейства (75), дающие пре­
образования W {п — лг)-плоскости L'„-m в себя. Аналогично получается 
преобразование (л — /л)-плоскости /-я-ш в себя:

X ' = (Z,3 — и  h  ~А'^?1а 'Г^‘-аЗА\̂ т ) I 1"̂ X  г

+  Л Л  51 +  Ц, -  Аъз ll Гв) { 1 Л  -  1 Л  IV ’ +  Afa, 1 Л  4- 

4- а 1,1в 1?:')1^1^‘

Л  =  А»3 Z’ Z3 л-«+> -f  Ач'з { 1 Л  51 +  Zb, -  Ai®«, Zb Zb.) Z? Zif x^ (98г) 
и конус

{IV '̂ -  1 Л  1 Л  4- А.'з Ч  z r '  4- Ат" ilh  -  Ач.э ч  И)} Х̂  X? =  0; х-̂  -  0
(Уоз)

в Л1-ПЛОСКОСТИ Lh, образующим которого соответствуют преобразо­
вания W (л — лг)-плоскости Ая-т в себя.

4. Возьмем точку X — х'С, +  x ‘+'C/+i, принадлежащую касатель­
ной /л-плоскости лг-поверхности Ь]п. Имеем вдоль (75)

^  =  (....) С, +  (...)'• С,+. 4-  X'-* Л  Z'+i С/,
О

(99)
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d V

тогда 

где 

Из
с
' в

nOviynaeM

где

V={Ll„, TXit))r\L'n-m-i = у'С ;, (100)

у' =  а '

=  { . . .у  Cl +  /  {l\j -  1] 1) -  l\ l\j +  Aw 14 l‘j -  141))) C, -i-

+ y ' {1] 5y -h l a  -  Aw- 14) C.-+1 (101)

X  =  (U-m. r  K (0 )n^-m =  x'C, +  Ci+b ( 102)

h  =  {4- - / } / ) - 1\ y,j +  Aw- (̂ 1 -  ^41])} Ak4 ^‘ +'; (103.)

=  Л̂ у ( )̂ s' +  1% -  Am /? Zy) ZP+' a:*+>. 
Следовательно, (103i) определяет проективное преобразование m- 
плоскости L'm В себя, которое задается матрицей (П;,) (;, т]= 1, 2 ,..., 
т), где

llUi =  {l\j -  1) 1) -  I'l la +  Aw- {141 \ l‘j - 141])} a U Z’ +';
Jlit\ =  Л/У {1) Sp +  I4p -  Am Ẑ ) //'+> C+>; Tlj =  li ;+ ‘ =  0. (104)

Рассмотрим преобразование, для которого 11,‘+} =  0 (такое преобра­
зование будем называть преобразованием Û '); тогда

Аа {1)^Р +  l4p -  Z/ Ij Aip) 1”+̂  Ẑ >i =  0. (105)
Следовательно, мы получаем в /ге-плоскости L]n конус

Aw (Z}Sf +  I4i -  lÛ j A«) лг'+‘ =. 0;
x ' =  0, (106,)

образующим которого соответствуют 1-семейства, дающие преобразо­
вания W  m-плоскости L]n в себя. Аналогично получается проектив­
ное преобразование т-плоскости Lh в себя

д̂ "+1 =  {1 7 . '— 14у ' 14 '̂ 

- А  Zb+‘)}A^t Z-

17 ' l \ .  Ч- А^а (Z" ' 1а 1'в

(103.)

=  А"т ( / Г ‘ S:, - г  17 -  а 7  Za Гв ) Zt л:?

А̂ З ( 1 7  Зт +  --  Af.. П II) х9 =  0 ;
=  о

и конус

(106.)

в т-плоскости Lm, образующим которого соответствуют преобразо­
вания W' т-плоскости Lh в себя.

Теорема.  Если преобразование (81) ((96,)) является преобразо­
ванием W плоскости Z-m-i (7 -т )  В себя, то и преобразование (96,) 
((81)) является преобразованием W плоскости L'n-m{Tm-\) в себя. 
Если преобразование (8 8 ) является преобразованием W плоскости 
Lk-m~i в себя, то преобразование (ЮЗ )̂ является преобразованием W' 
плоскости Lm В себя и наоборот, если преобразование (103,) является 
преобразованием W' плоскости L'm, то (8 8 ) является преобразованием
п л о с к о с т и  L n - m - l .
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46 А. А. Лучмнин

Доказательство непосредственно следует из (105i), (98i) и
(91.), (106,).

Аналогичная теорема имеет место и для /га-поверхности 5 ^
3  а м е ч а и и е. Каждому из конусов (85,),(91,),(99,) или (106,) плос­

кости Z-m, образующие которых дают преобразование W или Û ", со­
ответствует в силу 2 “ =  Л?2' в плоскости Li, также некоторый конус, 
определяющий соответствующие преобразования плоскостей, присое­
диненных к щ-поверхности Si,.
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Выпуск 18 1977

Л. 3. КРУГЛЯКОВ, А. Г. МИЗИН, Е. С. НИКИТИНА

КОМПЛЕКСЫ ИНДЕКСА ОДИН ПЛОСКОСТЕЙ 
В ПРОСТРАНСТВЕ />5

Введение

Комплексом индекса один двумерных плоскостей L в пятимерном 
проективном пространстве называется [1] 4-семейство 1 (4). Как 
показано в работе [2 ], такие семейства обладают соответствием (обоб­
щающим одно из свойств комплекса прямых трехмерного простран­
ства — см., например, [3|) между точками плоскости L и гиперплос­
костями, проходящими через L. Однако в плоскости L комплекса L(4) 
имеются в общем случае особые точки [5], для которых однозначность 
этого соответствия нарущается.

В, данной работе устанавливается соответствие между особыми 
точками и фокальными класса нуль пфаффовыми подмногообразиями 

[4], вводится понятие торсальной класса один прямой, доказы­
вается, что их три и что на каждой из них не более двух особых 
точек. Далее исследуются введенные в [5] точки прикосновения плос­
кости комплекса с подмногообразиями 1 ( 'Г ,)  и L('F.,). Обозначения 
и терминология соответствуют работе [4 ].

§ 1. Некоторые предварительные сведения

К каждой плоскости L комплекса Z.(4) в пространстве присо 
единим подвижной репер {Л/} (/, J, К — О, ..., 5) так, что его верщи 
ны Ai (1 =  0, 1, 2) лежат в плоскости L. Пусть, как п в [4], формы ш
(х =  о, 1, 2, 3) образуют базис форм wf (р — 3, 4, 5), входящих в де 
ривационные формулы

dAj  =  ш/ .4/
подвижного репера, т. е.

Р  Р ^»Ч =  йГх tu .

( 1. 1)

( 1.2)
Зададим подмногообразие L(4:\) комплекса 1 (4 )  в виде

(О®: со* : со'-*: иР =  л®: X*: X*: X®, ( i .3)

а пфаффово подмногообразие L (Т*) (6  =  2, 3) — в виде

ш- =  b'U'i'- =  о, Ь — \; v = 6 , ..., 3). ( 1.4 )

Характеристика ChL(4!\) плоскости L подмногообразия I  (Т ,)  на­
ходится из системы

7c/’ =  0 ; x̂ â’!Л■^=Q, ( 1.5 )
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( 1.6)

а касательное подпространство из системы

А-/ =  0 ; а”н л* Хр =  о,
где х '  — точечные, а Х/— тангенциальные координаты точки X  и ги­
перплоскости Г соответственно. Если

det II afx Х* 11 =  о, (1.7)
то системы (1.5) и (1.6) одновременно имеют ненулевые решения, 
определяющие точку X d T -  и гиперплоскость V zdL. Если для точек 
X  (х ‘) и гиперплоскостей Г (л:̂ ,)

R А"' - R du х̂ =  3. ( 1.8)
то между такими точками X d L  и гиперплоскостями TZ)7. устанав­
ливается взаимнооднозначное соответствие, которое в [2 ] называется 
основным соответствием. Будем обозначать соответствуюицие элементы 
через Г (Х )  и X (Г), а подмногообразие, для которого точка X  явля­
ется характеристикой, — через_Z.('Fi).

Однако существуют точки X, для которых нарушается условие (1.8). 
Такие точки называются в [5] особыми, точками плоскости L комплек­
са (для внутренне порожденного многообразия X (2, 4) они являются 
особыми точками класса два [4], а все остальные точки — особыми 
класса один). Из (1.5) следует, что каждая особая точка X  является 
характеристикой ChL(^\) для некоторого подмногообразия^ /.('Ег). 
Гиперплоскость Г (Х )  не определена (каждому Z-(Tj) С  Г ('Гг) соот­
ветствует своя гиперплоскость).

Заметим, что всюду далее исключается частный случай комплек­
сов Г (4 ), обладающих торсами, т. е. случай, когда ранг матрицы оп­
ределителя в (1.7) равен единице, т. е. предполагается, что

(1.9)R =  2.

§ 2. Особые точки и фокальные класса нуль подмногообразия

Пусть X =  д:'Л,-— особая точка плоскости L. В общем случае 
в каждой плоскости L комплекса имеется не более 3- особых точек X 
так как для них

R II II =  2. (2.1)

В силу (2.1) касательное подпространство внутренне порожденного 
многообразия X (2, 4) в особой точке X  является гиперплоскостью, 
которую обозначим Г и назовем особой гиперплоскостью (для внеш­
не порожденного многообразия Г (2, 4) она является особой порядка 
два [4]). Ее уравнения имеют вид

А,- =  0; x^ а”и Хр =  0, (2.2)

причем выполняется условие
R si А̂, а? 11 - 2 .  (2.3)

В силу следствия из теоремы 1 работы [4] через плоскость L про­
ходит конечное число (не более 3*) фокальных класса нуль подмно­
гообразий Г ( '1'’2) комплекса, которые будем обозначать через Г ('Г*).
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Теорема I. ЛАежду осооыми точками X  и фокальными класса 
нуль подмногообразиями Z,(T*) имеет место взаимнооднозначное со­
ответствие, определенное условием

ТХ {2 ,  4) =  Г/.(Т:).

Доказат ельст во. Особые гиперплоскости Г находятся из усло­
вия (2.3). Уравнения касательного подпространства Г* =  Т/,(Ч’*) для 
подмногообразия /.('Гр, заданного системой ( 1.4 ), имеют вид ^

Xi =  0; {af. + af,) Xp =  0. (2.4)

Совокупность всех гиперплоскостей Г* удовлетворяет [4 ] условиям

R !1 «А Хр af, II =  2 ; (2 .5 )

R II Хр af, II =  2 (2.6)

■ 0>Г ‘'' =  2,3; •: фиксировано). Поэтому совокупность гиперплос­
костей Г* совпадает с совокупностью особых гиперплоскостей Те­
перь покажем, jito указавшее в теореме соответствие взаимно одно­
значно. Пусть X =  СЛ/. ('Го)_^Совместим вершину А„ с точкой X, за­
дадим подмногообразие ('ip) уравнениями ш-=  =  о и поместим
вершины Лз и Л4 в подпространство ГЛ  ̂(2,4). Тогда из уравнений (2  2 ) 
получаем ' ' '

af, =  a f , - 0  (т =  0,1; v =  2,3). (2.7)
Требование Г !  ('Г*) =  (L, Л3, A )̂ в силу (2.4) и (2.7) дает

а-\~. +  bl а?, =  0; а®, -|- Ь\ а|, =  0. (2.8)
При -: =  0 и • : = 1  нз (2.5), (2.6) и (2.7) следует, что система (2.8) 
имеет единственное в общем случае ненулевое решение относительно 

определяющее искомое Z-('F*,), причем Z. ( 'Гр #  Z. (Т\).
Пусть теперь подмногообразие Г ( 'Г р  задано уравнениями (о<> =  

=  «) =  0 . Поместим вершины Л4 и А, в подпространство (Ч'р Тогда

a,v о  (v =  2 , 3 ) . (2.9)
Требование Т Х (2 . 4) =  (L, А„ А,) в силу (2.2) и (2.9) приводит к ус­
ловиям ^

x 'a 'f  =  0  (т =  0 , 1). (2 . 10)
Система (2.10) в силу (2.3) им̂ еет единственное ненулевое решение, 
определяющее искомую точку X. Теорема доказана.

В § 3 будет показано, что на каждой плоскости комплекса име­
ется не более шести особых точек.

Теорема  2. Совокупность всех подмногообразий I ( ' r f ) ,  соответ­
ствующих неособым точкам X  прямой, проходящей через две особые 
точки, есть подмногообразие /.('Г,).

Доказат ельст во.  Совместим ве^и н ы  Aj (/ =  0 , 1) с особыми 
точками и зададим подмногообразие L (Y i) ,  для которого Л - =  С/гЦЩ) 
уравнениями оУ =  « +̂2 == 0. Тогда  ̂ ^

ао1 — af) =  afo =  0(2 =  0 .
Теперь для точки X =  х̂  Aj уравнения (1.5) примут вид 

X'' ( a f j +  a f , ) } )  -г X' (af. П + afâ p̂ = 0.
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Исключая из них д;®: х' для неособых точек {x̂ >x̂  
получаем

-  0 ;
Л,)А =  о,

где
Дз>.'

I Лп 0̂2 йлл I

0 ) прямой AqA ,̂

(2 .11)

A l  =  1 <2ц0 Я о 2 d \3 I

А., I аоо dll оГз I Аз =  1 аЦо о-п do21.

В силу (1.3) система (2.11) эквивалентна двум уравнениям Пфаффа.

§ 3. Торсальные прямые класса один

В работе (6 ] прямая L, названа торсальной относительно под­
многообразия L ('I' 2)i если касательное 4-подпространство ТХ  (2, 'F j)  
во всех неособых точках X прямой L̂  одно и то же. Из теоремы 2 
этой же работы следует, что любая прямая, проходящая через осо^ ю  
точку X, является торсальной относительно подмногообразия /.(‘f j ) ,  
для которого X  — СЛ/, (Ч'з).

Определение. Прямая L\(Z.L называется торсальной прямой 
класса один, если существуют такие что касательное подпрос­
транство TL\ (2, 'Гг) трехмерно.

В этом случае подмногообразие Г ('Г,) будем обозначать L('I''2). 
Теорема 3. В общем случае в плоскости L комплекса имеется 

конечное число торсальных прямых класса один.
Д оказат ельст во.  Зададим прямую L i d L  уравнениями

x̂ - =  h)xJ и = 0, \),  ( 3 . 1)
а подмногообразие Z-('Г.>) уравнениями (1.4). Тогда она будет торсаль­
ной класса один, если подпространство TL, (2 , 'Га) имеет размерность, 
равную трем, т. о. [4]

Яр II II =  1, {T= 0 ,l ;v  =  2 .3 ;y = 0 ,l ) ,  (3.2)
где „ „

(bh) :̂ =  a1, -1- a% +  h )a t  J-  b", hja,..
Матрица в (3.2) имеет размеры 3 X 4 .  Поэтому условие (3.2) дает сис­
тему из щести уравнений второй степени относительно щести неиз­
вестных h] и Ь\, которая в общем случае имеет конечное число ре-
щений. , -

Теорема 4. На торсальной прямой L\ класса один имеется не бо­
лее двух особых точек, а для всех остальных точек X этой 1̂ рямой

гиперплоскости Г (X) образуют пучок с верщнной /з =  TL\ (2,  ̂Ч'’г).
Доказат ельст во.  Поместим точки А̂  и Â  на прямую L,, а точ­

ку Лз в подпространство ТГ, ( 2 , 'Г.) и зададим подмногообразие L('T,) 
уравнения.мн «Л =  =  0. Тогда

=  =  0 ( / = 0 ,  1; х= :0 , 1). (3.4)
Условие (2.1) для нахождения особых точек прямой ЛоЛ, примет вид

R
х̂  Ujo аji х̂  aj2 х̂  аjz

о
О

о
о

х> а% X’ а% 
xi O.J2 X’ а%

=  2. (3.5)
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Так как система х!а)- =  0 не имеет решений в силу (1.9), то усло­
вие (3.5) выполняется только для точек, удовлетворяющих уравнению

XI a%-xiojl =  О,
которое имеет не более двух действительных решений

Найдем теперь гиперплоскости Г (Х )  для точек Уравне­
ния (1.5) для подмногообразия I  ( 'F f ) примут вид

XI а% /-* = 0; XI а% = xi а% 1л = 0.

Эта система для неособых точек эквивалентна следующей:

/.2 =  /.3^0; х1 ау,л’ =  0 . (3 .6 )

Гиперплоскость Г (X)  =  TL ( T f ) в силу (3.4) и (3.6) имеет вид

(Z-, Лз, ап {s =  4, 5), (3 .7 )

т. е. содержит 3-плоскость TL\(2, '? ,)  для всех Х а Ц .  Теорема до- 
кзззнз.

Следствие. Подмногообразие LiW-,), соответствующее торсальной 
прямой Z.,, совпадает с подмногообразием L (Т ,) .  состоящим из всех 

 ̂ ).
Определение. Подмногообразие называется (ср. [7 ]) тор-

сальным класса один относительно прямой I , ,  если для всех 
T ( F i ) c Z-('F2) 3-плоскость ТЦ {2, Т ,)  одна и та же.

Теорема 5. Подмногообразие 7-(То), соответствующее торсальной 
класса один прямой Z.,, является торсальным класса один относитель-
НО \ •

Д оказат ельст во.  В силу (3.4) и (3.6) для каждого подмногооб­
разия Z, ( 't  i ) им е^  TL* (2, T i')  =  (L, Лд). Теорема доказана.

/е о р е м а  Ь. Прямая является торсальной класса один тогда 
и только тогда, когда для любых неособых точек X и У прямой L, 
3-плоскость ТУ (2, 'Fi') одна и та же. При этом все L (Т^ )̂ образуют 
торсальное относительно L, подмногообразие 1 ( Т з ) .  ^

Д оказат ельст во.  Необходимость следует из теоремы 5. Пусть 
теперь 3-плоскость Т F(2, ’F f )  — одна и та же для всех X Ус-L 
Поместим вершины и Л, на прямую L,, вершину Лз — в ’ 3-плос­
кость ТУ {2, Wi) и зададим подмногообразие L (’Fi )̂ уравнениями П 3) 
Югда из уравнении касательного подпространства Т Х {2 ,  'F])

получаем
= 0 ; х , - = : 0

ajr. =  а% =  0 .

(3.8)

Так как X =  ChL{Yi),  то в силу (1.5) получаем

xla%l- =  Q. (3  9 )

Из (3.92 ч™ совокупность всех L ( T f )  образует L{W^) и что
Т У {2 Тз) одно и то же для всех У а Ц .  Теорема доказана

Характеристическим свойством торсальной класса 
один пря\юй L* является совпадение подпространств ТХ  (2, ’F/̂ ) 
и ТУ{2, 'F i ) хотя бы для одной пары неособых точек X, У(^Ь*
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Произведем частичную канонизацию репера. Выберем за базисное
^ о П о ^ 1 ) ^  __  “ Т/^Г'ГТП л _ QQnPrmVin HPorn-формы U)J =  to®, U) 

бая точка и в (1.2) имеем
10'  =  W- — г I®. Тогда Aq — заведомо неосо-

floi ■ fl02 =  O-W — Й10 — 1;

al, =  rto3 =  йда =  =  Лоз =  о̂э =••■ Яо1 =  =  о̂2 =  — О-
(3.10)

Дифференцируя (1.2) внешним образом с учетом (3.10) и приме­
няя лемму Картана, обычным путем [3] можно найти вариации вели­
чин afx при изменении вторичных параметров и произвести фиксацию

ап =  ah — Й22 =  fllO =" Й10 =  ^̂ 20 =  Й2Э =  «12 =  î2i =  Я21 =  0. (3.11)

Эта фиксация возможна только при условиях

¥= 0; ^13 Ф 0; «12 «20 +  «л Ф 0.

При этом обращаются в нуль вторичные формы

(3.12)

•01 01
2 _0  .-1 ^4~11 “ 2 1 2 1 3 TZ ^ _3 - 5  ^ 3  ^ 4

^4 » ^ 4  1 5 » 5 *

Произведенная фиксация геометрически означает, что прямьге 
ЛцЛ, ,  A qA’, н AiA-, являются торсальными класса один, а подмногооб­
разия

со= =  (О® =  0 ; ш’ =  = 0 ; Ш® =  ш-’ =  0 (3.13)

являются торсальными для этих прямых соответственно. Обозначим

их Z L ( Т ? )  и L (Т1^). Вершины пучков гиперплоскостей Г (X)
для точек X  прямых ЛоЛ„ Из совпадают, соответс̂ ^̂ ^̂
с 3-плоскостями (L, Лз), (L, Л4), (1, Л5) и Г (Л^) — (Т, Лз, Л4), ( ,)
=  (L, Лз, Лз), Г ( Л 2) =  (^-1 Л4, Лз). Для продолжения фиксации выпи­
шем вариации;

г«'зо +  а5о(г:1 - ^ ? - ^ ^ + z * )  =  0

S«?2 -1- (“S -  “ 1 -  ^̂4* +  “ I) =  о

2«л +  «л (“о -- “2 “3 г ;) =  0

S « 2 3  Д  «2 3  (“о '̂ З 4  +  ^1) =  о

З «23  +  « 2 3  (г^О “Ь  ■'̂ 4 '^2 ’ • ь) ^1

'  ,5  0U23 «23 (1̂ 0 — =  0 ;

г « ы + « ы ( ^ ? - ^ 1 )  =  0; (3.14)

oah - f  «13(■̂ 0 — “ 1 — '̂ 1 +  ^4) —

Проведем нормирование

« 1 2  =  « 21  =  ^23  =  « 1 3  =  1 ;

Тогда величины

-0*'0 1 2 • р 3 —  ,— 4 —  ^  
‘ 3 * '4  —  ^

а \ з  =  « ;  « 2 3  =  Ь ; « м  =  с ;  « з о  —  ^ —  1

(3.15)

(3.16)

станут абсолютными инвариантами. Теперь основные соотношения (1.2) 
для комплекса запишутся в виде

1\3 —- /«З» 5 =  0)2 ао)**;

со*, =  ею® +  ЬчА‘, (Oj =  ш ' СШ®. (3.17)
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Нормировкой (3.15) исключается случай, когда две из тре.х точек; 
Л, — особые, а условием — 1 — случай, когда имеется оо> особых 
точек.

Далее репером R* называется репер, который получается при не­
котором (произвольном) завершении проведенной канонизации. 
Оговорка ,в  общем случае“ будет означать выполнение условия (1 9> 
и исключение случаев (3 .12).

Теорема  7. В каждой плоскости комплекса в общем случае 
имеется не более шести особых точек.

Доказат ельст во.  В терминах репера R* матрица Ix^alA пой­мет вид г II II 1-

(3.18)

X* X® 0 Х2

ех^ 0 X® х ‘ 4- Ьх-
0 х̂  х ‘ X® 4- ах' 4- сх^

Из (2.1) следует равенство нулю минора
x^ X® 0

ех^ 0 X® = - (1  4 -

0
- 1

х̂ X*

X® х' X -  = 0,
откуда сл^едует, что все особые точки находятся на координатных
прямых Lu В силу теоремы 4 их будет не более 2 X  3 -= 6 . Теорема 
доказана.

Обозначим особые точки через X/ (1 =  О, ..., 5), а подмногообра­
зия, д.1я которых они являются характеристиками— L(T^). Подстав­
ляя в (j3.18) X- =  О, _£' =  О, =  0^ в силу (2.1) получаем, что особые
точки X j(j  =  0, 1), Xi(t =  2, 3), Х^(х =  4, 5) удовлетворяют соответ­
ственно уравнениям:

а:-==0; (хД*-Ь — ( х ')2 =  0; (3.19)
х ‘ =  0; (х")2 4- ^  0; (3.20)
х*̂  =  0; {х 'У +  Ь х ' х - ~  е ( х у  =  0. (3.21)

Подмногообразия L(Wi), /.('Гг) и /.('Гг) задаются уравнениями
/.2 а ;/.3 =  /.' 4 - aj л« - 0 ; (3 .2 2 )

-4 /4 =  )4 4_ 4 _ ^̂ 0) ^  0; (3.23)

'•' +  +  al^) -f  ск̂  =  А +  л» о, (3.24)
•/> корни уравнений (3.19), (3.20), (3.21) соответственно.

§ 4. Основное соответствие комплекса.
Единственность тройки торсальных прямых класса один

Из системы (1.5) при условиях (1.8) в терминах репера R* по­
лучаем уравнение подмногообразия /.(^’f )  в виде

л®: ■/.': /4 : /4 =  х° {(х®)* 4 - ах®х' 4- сх®х  ̂— (х-у  — (.х')  ̂—
— ЬхКА}: — х' (х®)2 4- ах®х‘ - f  сх®х= 4- е (х^)» — (х'У  —

— бх' х^} : {е {х^у — е (х °у  — aex'^x  ̂ — сех°х^- — (х' )^ —
— Ьх'х^}; (1 4- й) х®х' х2. (4 . 1 )
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Подставляя (4.1) в (1.6), получаем
jcj =  0 ;
лгз =  -  д:̂  {е  ̂{х°у  4- { х у  (х'У - ' - а е ( е - 1 )  { х у  л' +  2се‘̂ { х У  х  ̂ -f 
+  а (й -  1) х" (рс')-’ -  2сй* (х^)' х" -  (1 +  е'^+а^е) (х«)- {х ')--2Ь ех '  (х*)з +  

+  2Ь {х 'У  X» +  й= (с- -  2) { х у  { х У  +  (6* -  2й) ( х 'У { х у  -f {2Ье -  асе \- 
асе^) (х'*)’“ х'х- -f- {abe 4 - 2се — аЬ) х" (х')^ х ‘‘ +

; (26сй +  ай — ае*) x^jc'(х^)’ };
(4.2)

х< =  хЧ - ( а: Т -  (Jf')‘ - ^ ' ( j f ' ) ' - 2a(x«)''x' +  й(й -  1)(х'^)^х’ +
+  (2  -  а'-) { х У  {х'У  +  (1 +  й f  й=й) (х«)2 { х У  +  2 ах« (х ’ )'' +

+  йй (й -  1) х“ { х У  -  2Ь {х 'У  X* +  (2й -  Ь"-) {х'У { х У  +
4- {2Ь 4- асе — ас) (х“)* х'х- 4- {2аЬ 4-й се) х° (х ')*  х- 

4-  2Ьех' (х-)'* 4- {he — 2ае — Ьсе) х '̂х' {хУ)\
Хз =  — л:® [ е { х У  4 - й ( х ’ ) ‘ 4 -  е ( х ' ) ‘ 4 -  2 ай { х У  х' 4 -  2йс (х ® ) ’ л-- •- 

— (1 — й) х' (х*)" 4 - 6 (й — 1) X- (х')'* — 2 йсх“ (х-)" — 2 айх® (.х')" 4 - 
4 - й (а  ̂ -  2 ) (х®)Чл:')- (й̂  -  2 ) й (х«)= (х '̂  ̂-  (1 +  й» +  /7̂ ) (х')^ { х У  +

+  {Ь — еЬ  - f  2 а се)  (х®)- х' х- 4- {аЬ  — аЬе — 2 се)  х® ( х ' )- х- 1 

-Ь {Ьс — Ьсе — 2 а е )  х® х' (х-)-}.
Отсюда следует, что неособым точкам координатных прямых соот­
ветствуют гиперплоскости

{L, Лз, йх® Â  — х' Лз), {L, At, ex" Л̂  — х® Лз),

(L, Лз, х ' Л з - х М , ) .  (4.3)

Определение. Основное соответствие, распространенное с по­
мощью формул (4 .3 ) на особые точки, будем называть расширенным 
основным соответствием. _

Дадим геометрическую характеристику гиперплоскостей Г (_Х). 
Особая точка X  является характеристикой для вс^х L ('Г,) С I  (Дг). 
Среди всех таких /.('Г,) имеется единственное L{'[\), принадлежа­

щее подмногообразию L (Ч’з) (см., например, (3.9)), соответствующе­
му торсальной прямой, содержащей эту особую точку. Назовем под­
многообразие Z-('T,) основным подмногообразче.н, соответствующим 
точке X.

Из (3.22) — (3.24) и (3.13) получаем, что основные подмногооб­
разия Z.(4^i), Z.(T{) II L{4^1) задаются соответственно уравнениями

)1 ) з _ 0 ;
4  J- V g}0 — =  /4  =  0 ;11
И +  у ,?  :г. ).» =  л" = 0 .

Отсюда и из (1.6) следует, что Г(-^/).
Теорема 6'. Особые точки X/ и A'j торсальной 

прямой характеризуются условием

ТХ,{2, 4:i) =  TXj{2, 4’f) (/ # 7 ).

(4.4)

(4.5)
(4.6)

класса один

(4.7)
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Доказательство получается непосредственной проверкой.
Теорем а 8. В, каждой плоскости L комплекса в общем случае 

имеется единственная тройка торсальных класса один прямых.
Д оказат ельст во.  В силу теоремы 4 торсальные класса один 

прямые следует искать среди 15 прямых, проходящих через пары 
особых точек. Для доказательства теоремы достаточно проверить 
условие (4.7). Из (3.19), (3.21), (3.22) и (3.24) находим

TXj (2, T t)  =  ( I ,  Л4 -  Лз +  а,. Лз); (4.8)

ТХ, (2, Т {)  =  (Z., еЛ, +  РИз -  “у Л,). (4.9)
Так Ф — 1, то 3-плоскости (4.8) и (4.9) не совпадают, и пря­
мые (XjX^) в силу теоремы 6 ' не являются торсальными класса один. 
Аналогично проверяется условие (4.7) и для остальных 8 прямых. 
1аким образом, из 15 прямых 12 условиям теоремы 6 ' не удовлетво­
ряют, а остальные три стали торсальными класса один при построении 
репера R*. Теорема доказана.

§ 5. Точки прикосновения подмногообразия 7.(4’’i)

Пусть X — ChL (Wi) II подмногообразие T('F|) задается уравне­
ниями (1.3) при

=  (5.1)
По определению из [5] точка X ( ^ L  является точкой прикосновения 
/ .(Т,) с плоскостью L комплекса, если Г Х  (2, 'F,) С1 Г (X) =  TZ. ('F^) 
или в силу (1.6) и (3.8)

х ‘ а”и К =  с^а% /7 (/ =  О, 1), (5.2)
где определяются по формулам (4.1). Три уравнения (5.2) имеют 
решение относительно с̂  только при условии

(л'Хз 4- ex^x^) +  /.' ( х«Хз +  х ’ Хз) +

I X’ {х' х̂̂  -f- х'х^) Х̂  [х^х  ̂-j- (х' -f- Ьх~) X^
-• (х®-f а х ' -f сх*) Х5] =  О, (5.3)

где значения х ,̂ х<, Xj взяты из (4.2). З'аким образом, доказана
Теорем а 9. Совокупность всех точек прикосновения подмного­

образия L (Ч'’,) в общем случае есть кривая шестого порядка. 
Обозначим эту кривую через X'’’ (4 ’’i).
Следствие. Если Z, ( 4 ’f) — фокальное подмногообразие, то точ­

ка X  принадлежит кривой X “(4 ’f).
Теорем а 10. Каждая особая точка X  является двукратной точ­

кой прикосновения для любого подмногообразия А(Ч',).
Д оказат ельст во.  Рассмотрим прямую L^czL, проходящую че­

рез особую точку, например, Хд (а, 1, 0) и точку А,. Пусть X  =

— /*Хд 4- t-A  ̂— текущая точка этой прямой ( здесь а = ] а- — 4 — а 
2 ,

Тогда тангенциальные координаты гиперплоскости Г (Х ) примут вид

=  (5.4)
Xb =  {F )-F A t\  F),
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где Fp — многочлены третьей степени относительно Внося (5.4)
в (5.3), получаем

Г - )= 0 ,  (5.5)

где F {t', г'*) — многочлен четвертой степени относительно t-. Тео­
рема доказана.

Следствие. Если подмногообразие Т (Т ’,) имеет характеристи­
ку X, принадлежащую прямой L*, то любая точка этой прямой яв­
ляется точкой прикосновения.

Действительно, если X принадлежит L\, то в силу теоремы 4 
подпространство ТК(2, T f )  = / 3, где K c i Zi h  все Г (К) проходят че­
рез / 3 .  Поэтому 7’К(2, T f )  (Z Г ( У̂ ) при любых Y.

Теорема 11. Кривая A'“(T’i) для подмногообразий Z-(Ti), соот­
ветствующих точкам Ai пересечения двух торсальных класса один 
прямых, распадается на эти прямые и кривую четвертого порядка, 
для которой особые точки третьей торсальной прямой являются 
двойными точками.

Д оказат ельст во.  Из (5.3) следует, что для подмногообразия 
L (Ту) точки прикосновения удовлетворяют уравнению

х'хз -f ex' x̂  ̂=  О,
или в силу (4.2)

л-'л:“{[(л:')2  ̂ ]^-f qx }̂ =  О,
где ^ -  многочлен третьей степени относительно хК Отсюда и из (3.21) 
следует утверждение теоремы.

Обозначим кривую четвертого порядка, на которую распадается 
кривая А®('4’1) через АД*!'!).

§ 6 . Точки прикосновения подмногообразия Е(М’'2)

Пусть подмногообразие А (Ч’о) задано уравнениями (1.4). Точка 
X c z L  является [5 ] точкой прикосновения подмногообразия L(Yo) 
с плоскостью L комплекса, если

ТХ  (2, Ч\) -  Г (X) =  rz. (4Y). ( 6. 1)
Теорема 12. Если для подмногообразия ^.('1’з) число точек при­

косновения конечно, то их не более 36.
Доказат ельст во.  Уравнения касательного подпространства 

ТХ (2, Ч’г) порожденного пфаффова .многообразия X  (2, T j )  в точ­
ке X  имеет вид [4]

х  ̂=  0 ; д:' 6 ?, Хр =  0 ,

где Ь1- =  аи-\-Ь\аи. Условие (6.1) принимает вид

х  ̂bi. =  d  а% ( /  = 0 ,  1),

(6 .2 )

(6.3)
где А* определяются по формулам (4.1). Уравнения (6.3) имеют ре- 
щение относительно с{ для фиксированного i только при условии

det II х ‘ bî  а% 'к || =  0 .

Из (6.4) и (4.1) при т=и0,1 в терминах репера R* получаем 
(х'-\-х-Ь1)Хз - f  \х’е +  х Ч 1 ^  (д:‘ -f  x-b)bl]Xi  -f

(6.4)
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+  \х̂ Ь1 +  (JC® +  х'а  -ь хЧ) Ь1\х-̂  =  0 ;
(6.5)

(.v« +  х Щ )х ,-г [х ^ Ь ^ ,+  (х  ̂ +  хЩ  +
-j- [x-b\ +  (л:*’ +  ax' +  сх^) b\ +  д:̂ ] =  0 .

Внося сюда лгз, лг4, х  ̂ нз (4.2), получаем утверждение теоремы.
Найдем точки прикосновения торсального подмногообразия

L (4 :̂ 2') относительно прямой Af̂ Â .
Для нее система (6.5) в силу (4.2) принимает вид

х'х-  {[(л:')- +  Ьх'х“ — е (д:-)''']’’ +  qx' }̂ =  0 ;
хЧ -  {[(jc'’)̂  -I- сх'̂ х'̂  -  (д:-)-]* +  гд;'} =  0 ,

где q \\ г — многочлены третьей степени относительно х'. Отсюда 
получаем следующий результат.

Теорема 13. Совокупность точек прикосновения подмногообра­

зия /.('Гг*) (г, А =  о, 1, 2 ; 1ф к )  состоит из точек торсальной класса 
один прямой А,А^, особых точек двух других торсальных класса 
один прямых и точек пересечения кривых К '( '1'() и /С'(Д’*).

§ 7. Диаграмма Циндлера

Рассмотрим диаграмму Циндлера (ср. [3]), то есть проективное 
пространство Рз, однородные координаты точки которого суть

X® : ).* ; }? : X® =  ш® : U)' ; ш* ; (1)®.

уравнения (1.7) в пространстве Рз задает поверхность третьего 
порядка, которую обозначим через Q. Ее точки изображают фокаль­
ные подмногообразия /.('Г)). В нашем репере R* уравнение поверх­
ности Q имеет вид

Л”
е/ч® -f- Ь)?Q =

к'
/.2
13 /2 -1- а р  V Оч-

0 . (7.1)

Теорема 14. Линия на поверхности Q, изображающая все такие 
L ( T f ) ,  у которых X  есть точка прикосновения некоторого подмно­
гообразия /.('ГЦ, есть линия пересечения поверхности Q с первой 
полярой точки, соответствующей L ( T , ) .

Доказат ельст во.  Решая системы (1.5) и (1.6) относительно .х 
и Хр, в терминах репера R* получим

X®: л:’ : X* =  {(с — аЬ) (/.̂ )̂  +  — еУА)? —
— яе)-®/.̂  — Ь)Т>?}: \Ь (/.̂ )® +  — сХ̂ /.з};

:{(Х2)2-(Х5)2 +  яРХЗ}; (7.2)
JC3 : д:,; =  {(Х2)2 _  (Р)2 +  яХ-ХД ; {Х®хз _  Х'Х̂  _  яХ'Х®}: {Х5.з -  Х»ХД (7.3)

и поэто.му в силу (5.3) имеем
х'хз +  ex^Xi =  {(Х2)2 -  (Х®)2 - f  яХ̂ Х̂ } [Ь +

-f  2X®X̂ g — (1 e) X'X- — ае)У)? — c'lXi?} =  M
(?X«
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д:«д:з +  =  {(),2)2 -  (/3)2 +  ^

(7.4)

I V  -  с)ДА] (а'/А -  I V )  =  У И (272 ^  д)3) Q.J 2

(с _  ай ) (>.2)2 _  (1 -I- g) >.0X3 -  ае/.̂ Х® —  Й/.2Х2} =  М

+  х'х-, =  {(/.2)2 (с _  аЬ) +  ХЛ.2 -  e W  -  a e l V  -  

-  6) Л 2} {Хо>.2 -  Х'/.2 _  аХ'/.2} +  [Ь (>.2)2 +  e l V  -
,d_Q
(?Х2

x2jC3 +  (х' +  x2ft) Х4 -Ь (х® +  ах' 4- сх2) Хд =
=  [().5)2 (Х2)3 4- а).2Х2]2 4- [Ь (>.2)2 g>,0X3 _  Х'>.2 -  C lV  +

4 . Ь (>,3)2 _  ь  (>.2)2 -L а6Х2>.2] (>.0>.з _  Х'Х2 — a l V )  +  [ (с  -

-  аЬ) (>.̂ )2 + >-'/.̂  -7'/-^ — O V  +  аЬ { 1 ^  +  <^elV —

-  а).')? -  flc>.2>.2 +  с (>.2)2 _  с (72)2 _  ас>.2>.2] (Х'Х2 -

-  Х0>.2) =  ж  —  -  (а>.2 -  2>.2) Q, 
d>.2

где УИ =  (>.2)2 — (>.3)2 а>.2Х2 ф  0 (если М =  0, то те же выражения
можно получить, введя какой-либо другой отличный от нуля минор 
второго порядка матрицы Q, которая в силу (1.9) имеет ранг 2). 
Внося (7.4) в (5.3), получим уравнение поляры

Ж У  > ^ ^  - 0 . 
д).-х-О

Теорема доказана.
Аналогично доказывается
Теорема 15. В общем случае совокупность всех подмногообра­

зий /.('!'’,), для которых X одна из точек прикосновения, изобра­
жается на диаграмме Р\ касательной плоскостью к поверхности Q 
в точке, изображающей фокальное подмногообразие L ( T i ) .
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ГЕОМ ЕТРИЧЕСКИП СБОРНИК

Выпуск 18 1977

Н. М. ОНИЩУК

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ Ат НА МНОГООБРАЗИИ 
ВСЕХ ГИПЕРПЛОСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ п-МЕРНОГО 
ЦЕНТРОАФФИННОГО ПРОСТРАНСТВА ( т < п )

Гиперплоский элемент (или вырожденная нуль-пара [2]) СН  есть 
гиперплоскость Н с фиксированной на ней точкой С. В данной рабо­
те изучаются локальные центроаффинные свойства т-мерных распре­
делений [1 ]  на аналитическом многообразии Ф гл - !  размерности 
( 2 я — 1) гиперплоских элементов СН «-мерного пространства и опре­
деляемых ими пфаффовых многообразий [3]. Предполагается, что 
плоскость Н  не проходит через центр пространства и / « < « .

Распределение Д„ на Ф^л-! можно задать системой из 2п — т — \ 
линейно-независимых уравнений Пфаффа вида

(«•', du^) — О,
где «•'— координаты элемента (главные параметры) СН на Ф ^л -ь  
5 =  1 ,2 ,  ..., 2л — 1; / =  1, 2, ..., 2л — /л — 1.

Присоединим к каждому элементу СН  все реперы {О; ва} 
(а, р, Y, ... =  О, 1, ...,л — 1), где О — центр пространства, во =  б с ,  — 
векторы, параллельные плоскости Н (i , J ,  k = \ , 2 ,  ..., л — 1). Дерива­
ционные формулы репера имеют вид

( 1)
формы Пфаффа wt удовлетворяют уравнениям структуры центроаф­
финного пространства

Dwt =  Л W?
и зависят как от параметров центрэаффинной группы, так и от глав­
ных параметров. Формы со =  wj, ~  ш}' являются главными
формами многообразия Фгл-ь

§ I. Основные А:-плоскости одномерных многообразий элементов СН

Одномерное многообразие Ф, элементов СН зададим системой 
уравнений:

0)‘ со" * _ Ш| СО„_| О)
(2)

где л, суть компоненты геометрического объекта [4 ], задание
которого эквивалентно заданию касательной в точке С линии С(Ф,) 
и характеристики плоскости Н. Вектор
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/.^0 + (3)
является направляющим вектором касательной, характеристика плос­
кости Н  имеет уравнения

(4)x » = l ;  Ад;'' +  ).̂ д:' =  0 .

Теорема 1. В плоскости Н  всякого элемента С//6 Ф,, для кото­
рого касательная к линии C(O j) в каждой точке С не проходит че­
рез центр пространства, существует единственная прямая t\, такая, 
что характеристика плоскости, определяемой этой прямой и центром 
пространства, проходит через точку С.

Д оказат ельст во.  Будем искать уравнение прямой Ь\ в виде
=  (5)

Характеристика

плоскости, проходящей через прямую (5) и центр пространства, со­
держит точку С (1 ,0 ,  . . . ,0 )  лнщь при i»'=  "X'. Поэтому существует 
единственная прямая L[

=  1; х‘ =  ).'■ t. (6)

О пределение 1. Прямая C^L\), для которой харак­
теристика плоскости, определяемой этой прямой и центром простран­
ства, проходит через точку С, называется основной прямой элемен­
та СН  многообразия Ф,.

Очевидно, что когда касательная к линии С(Ф,) в точке С не 
проходит через центр пространства, основная прямая элемента СН  есть 
проекция из центра пространства касательно!! к линии С(Ф ,) в точ­
ке С на плоскость Н. Если же касательная к линии С (ФО в точке С 
проходит через центр пространства, то всякая прямая, принадлежа­
щая Н  и проходящая через С, является основной прямой элемен­
та СН.

О пределение 2. Основной k-плоскостыо элемента СН {() мно­
гообразия Ф, с единственной основной прямой называется yfe-плос- 
кость являющаяся предельным положением ^-плоскости Z.*, про­
ходящей через основную прямую элемента CH{t)  параллельно 
основным прямым элементов СН (t )̂, СН {t.,), СН {t^), при стрем­
лении to, ..., t/̂  к t.

§ 2. Геометрический объект, определяющий распределение Д,
на ФJл-l

Распределение Д„, на Фги-! можно задать системой линейно-неза­
висимых уравнений Г1фаффа

diA +  а .4 (Oj -- а.4 (О =  о (7)
(Л =  1,2, . . . ,2п- ■ т I, т <  п),

где формы Пфаффа w'+  од <“г +  Ол « являются относительно инва­
риантными. Так как ранг матрицы системы (7) равен 2л — т — \ 
и система содержит 2 л — 1 форм Ш;, ы', со, то среди них имеется т 
базисных форм. Рассмотрим случай, когда среди форм ю' имеется т
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линепно-незавнсимых форм, примем их за базисные и обозначим 
шб (г, =  1, Тогда систему (7) моисно представить в виде

со =  bj, (tP*;
(О; =  6 ,7, (об;

=  ( 8 )

( /ь  / „  ... =  1 ,2 , ..., т\ 12, jo, ... =  от -Ь 1, ..., п  — 1).
Выполнение условии инвариантности системы (8 ) относительно под­
группы стационарности элемента СН  обеспечивается заданием на 
Ф2Я-1  поля геометрического объекта Го =  {6у„ 6 ,7., Ь‘/ ] ,  определяемого 
вполне интегрируемой системой уравнений Пфаффа

dbj, (U7,' bk, — bjj 6 m, =  Aj, -f- Aj\k Ш Aj, (0,

d b i j ,  —  bik, u)y.‘ —  bkj, Щ —  bim, b f ;  со”; =  S,7, CO +

— (9)
dbj] -  b‘l  coy.‘ -r bf; col:; -  6l; 61; со); +  со); =:

~  C / i *  “ ' a  +  +  C j '  C O .

Найдем геометрическую характеристику объекта Fq. Непосредствен­
ными вычислениями проверяется, что в общем случае 

/
^Rang Ь у х  Ь->1 . . b n - 1 1 &1

. b n . - I  m ^m
=  от

при выполнении условий (9) на Фгл-i становится инвариантным поле 
от-пар [2 | Ln-m-i}, где 1 „,-плоскость размерности от, проходящая 
через точку С и параллельная вектора.м

b j ,  ^0  + ( 10)

а Z.„_m-i — плоскость размерности (л — от— 1), принадлежащая ги­
перплоскости Н  и определяемая уравнениями

X q —  1; 6у, - р  6,и, А — 0 .
Кроме того, становится инвариантным отображение h

h  : V '  { b j ,  в о  - f  e j ,  б 1 ;  б / J
л:“ =  1

{bj, - 1-  bij, x‘) =  0

( 11)

( 12)

между направлениями плоскости L„ и (л — 2)-плоскостями, содержа­
щими плоскость Ln-m-i. Верно и обратное: задание на Фгл-с поля 
от-пар {L '̂ îC, Ln-m-iCl Н) и отображения ( 12) влечет за собой вы­
полнение условий инвариантности системы (8 ). Таким образом, в рас­
сматриваемом общем случае объект Го можно интерпретировать как 
от-пару [L^, Ln-m-i) и отображение h. В общем случае, т. е. когда 
Rang16;/,, bj,\-m, имеет место следующая теорема.

Теорема 2. Многообразие Ф, С1 Ф2Л-1  является интегральным 
многообразием системы уравнений (8 ) тогда и только тогда, когда 
касательная L, к линии С(Ф,) принадлежит плоскости L^, характе­
ристика Z,„_2 плоскости Н  содержит L n - m - l  и 6  (L,) = /,л_2.

Д оказат ельст во.  Пусть система уравнений (2) определяет Ф,, 
у которого касательная

г =  е о + t{),ea +  'î êi) (13)
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К ЛИНИИ С(Ф,) принадлежит плоскости L^, а характеристика (4) со­
держит Ln-m-u Касательная (13) принадлежит тогда и только 
тогда, когда ранг матрицы

равен т, т. е., когда 

Ь, 1 0 . . .  О 

Ь-г о 1 ... О

Ь^О О  ... 1 
>. ... /.”

bi 1 0 . . 0 b1

Ьг 0 1 .. 0 . . . b l
-1

Ьщ 0 0 ... 1 Оп—\ .. b l -1
-1

Xи Х2 .. X'" ) m—1

. 0 1 0 . . 0

. 0 ь7^' 0 1 .. 0 ь г ^

. 1 Оп~\ 0 0 .. 1 b"n-\
'f tn /̂ +̂1 X' /.2. .. X™у Л —1

=  0 . (14)

Вычисляя определители (14), получаем

(15)

Характеристика (4) содержит плоскость определяемую систе­
мой уравнений ( 11), лишь тогда, когда ранг матрицы

>•1 Хз . .. Xrt_i X
ftjl . . bn~\ 1 b ,

b lm b'im  • fcrt—I m b „

равен т. Так как ранг матрицы

bn Ьг\ • • b n—11 b I

b\m Ь'Ы ... hfi -\ 1 b

biji'i X =  5y,.
равен т, то

(16)

Используя (4), (13), (15) и (16), находим, что вектор

(/by. Со 4 ej,-{-b'j\eO
является направляющим вектором касательной Т,, а уравнения

х« =  1; \^j'{bJЛbiux■^)=0
определяют характеристику Ln- 2  плоскости Н  (соответствующие од­
ному и тому же Ф,). Отсюда видно, что соответствие (12) выпол­
няется только тогда, когда рл =

Итак мы показали, что для рассматриваемого Oj имеем

С другой стороны, только при выполнении этих условий многообра­
зие Ф,, определяемое системой уравнений (2), является интегральным 
многообразием системы (8 ). Теорема доказана.
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Всякое интегральное одномерное многообразие системы (8) обоз­
начается Т , .  Множество всех интегральных одномерных многообра­
зий 'F, данного распределения обозначается и называется 
пфаффовым многообразием [3].

Выше мы исключили случай, когда ранг системы форм о)' мень­
ше т\ геометрически это соответствует тому, что мы не рассматри­
ваем имеющее хотя бы одно 'F,, для которого линия С (Т , )
является прямой, проходящей через центр пространства. Мы пред­
полагали также, что Rangl^/y, ftyj = /л. Случай, когда Rang||ftjy,ftyJ </л, 
возможен лищь тогда, когда среди Т ,  имеется хотя бы одно, для 
которого плоскость Н  неподвижна. Кроме того, мы будем считать, 
что Rang||6iy, I = /л, т. е. 'F„ не имеет Y ,  с параллельными плоскос­
тями Н.

§ 3. Аналоги сопряженности и асимптотических

Через Lm обозначим плоскость, являющуюся проекцией из цент­
ра пространства плоскости на плоскость Н. Поместим векторы еу, 
в плоскость Lm, тогда Ь)\ =  0. Это можно сделать, положив ’'л =  0. 
Формулы (8) и (9) при этом принимают соответственно вид

ш =  bî  (u‘‘; 

co's — 0;

db], -
dbij\ u)y' bkŷ  (0/ =  Bij\ -|- B/y,j, CO -f" S/7,

c«;> =  Cy:‘ co, +  c'>(o* +  c ; > .
Отсюда заключаем, что величины Г =  bijJ образуют геометриче­
ский объект, подобъекты bij„ bij  ̂ которого суть тензоры. Плос­
кость Lm относительно выбранного репера определяется уравнениями

х<̂  — 0, (19)
произвольное 'F, — уравнениями

ш =  bj\ со̂Ч
(О; =  biĵ  (оЛ; (20)
(о'а - 0:

ĵ'l bk, — -Ay, со;̂  +  Aj k̂ Ay, со;

(17)

( 18)

/3

(где Х'| _  направляющий вектор основной прямой), а характеристи­
ка плоскости Н  для рассматриваемого 'F, — уравнениями

х» = Ь]\У'А-Ьи^ x 4 h  =  0. (21)
Так как Rang || 6/у, || =  лг, то характеристика плоскости Н  для всякого 

есть (л — 2)-мерная плоскость.
Через точку С проведем плоскость L„_2, параллельную плоскос­

ти (21). В общем случае {bijjJ'  ФО) плоскость L„_2n^m имеет раз­
мерность /га — 1 и определяется системой уравнений

X® =  1;
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Если

bij, =  0;
л:'* =  0. (22)

(23)

то LmCiLn-i. Только при det || bij, Ц = 0  существуют T j ,  для которых 
характеристика плоскости Н  параллельна плоскости Lm-

Определение 3. Будем говорить, что плоскость L квазисопряже-  
на прямой d (Z. Сп (С е d) в элементе СН, если для одного и того же 
'Г, прямая d является основной прямой, а плоскость /. — пересечени­
ем плоскости Lm с плоскостью, проходящей через точку С и парал­
лельной характеристике плоскости Н.

Для всякой прямой d a l m ^ C ^ d )  существует в общем случае 
единственная квазисопряженная ей плоскость Lm-\ размерности т — 1. 
Все плоскости, квазисопряжениые всем прямым, принадлежащим плос­
кости /-ш-ь пересекаются по одной прямой d̂ . Эту прямую c?i будем 
называть квазисопряженной для плоскости Lm-\.

Прямая d̂  совпадает с прямой d тогда и только тогда, когда тен­
зор bij, симметричен. Действительно, пусть d имеет направляющий 
в е к т о р т о г д а  плоскость L имеет уравнения (22). Найдем урав­
нения прямой di, сопряженной с L. Уравнения произвольной прямой 
из (21) можно записать в виде

, ---------- b,„j\ (А™ 'I-'' .
'  ■

X'" =  (24)

Плоскость, сопряженная прямой (24), определяется уравнениями
=  1;

X'. =  0;
bi,\ x̂  ̂(— b2J, ----- - — bmj, V-"' 2̂‘) -f 6iy, х/' {btfi х'> (А- - f  • • • +  bl,m х ''(а'") =  0
Отсюда следует, что прямая di, сопряженная плоскости L, имеет урав­
нения

х« =  1; 
х '“ =  0;

(feiy, bifi — bij b2j\) x'- =  0;

{b l j ,  bi,m —  bi,X b ,nj,) X'- XA =  0 .

Потребовав, чтобы прямая d̂  совпадала с прямой d, получим
bij, bifl — bî \ b:j, +  fell, bj,2 bĵ \ b:i, =  0;

^ly, — bi,\ bm j ,  +  b u ,  bj^m bj\\ bm i,  — 0- (25 )
Отсюда при î  =  /i =  1 получаем 6 i2 =  b>t, ftu =  3̂i> •••> bx  ̂ =  b^x, t . e. 
bxi, =  bi,i. Теперь из (25) при ч = /i получаем bii, =  bifi, з̂/, =  Ь/̂ з, ... 
bml, =  bt,m, Т. е. bij  ̂=  fcy,;,.

Определение 4.  Прямая dziL,n{C^dx)  называется квазиасимп- 
тотияеской, если она принадлежит квазисопряженной ей плоскости
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Lm-i. Многообразие Т , ,  у которого в каждом элементе основная пря­
мая является квазиасимптотической, называется квазиасимптотическим.

Совокупность всех квазиасимптотических прямых в элементе СН  
есть (/тг — 1)-мерный конус второго порядка (быть может и мнимый), 
принадлежащий плоскости определяемый уравнениями;

д:« -  1;
6,-,д д:'- лгЛ =  0;

=  0.
(26)

Совокупность всех квазиасимптотических Y , является совокупностью 
интегральных 1-семейств системы, состоящей из уравнений (17) и урав­
нения

(!)''■ =  0. (27)
Теорема 3.  Многообразие Y , является квазиасимптотическим лищь 

тогда, когда в каждом элементе CT/gYi основная 2-плоскость принад­
лежит пу^оскости //.

Доказат ельство.  Потребуем, чтобы основная 2-плоскость неко­
торого Т| принадлежала плоскости Н

i,d{\‘^eiX е,, 2̂, ..., e«_i) = 0 .

Отсюда, пользуясь уравнениями (1) и (20), получаем

■ ( , =  0.

§ 4. О бисекантах

Определение 5. Бисекантной называется такая т-пара 
Ln-m-u, для которой существует единственная прямая (бисеканта), 
проходящая через центр пространства и пересекающая каждую из плос­
костей и Ln-m-i- В противном случае /«-пара называется небнсе- 
кантной (ср. [5]).

Найдем необходимые и достаточные условия, при которых /«-пара 
7-т, Ln-m-\ является бисекантной. Бисеканта определяется системой 
уравнений

bj, х° -I bij, ус' F= 0; -X'» =  0. (28)

Так как ранг || btj\ || =  т, то система (28) определяет единственную 
прямую. Остается потребовать, чтобы эта прямая пересекала каждую 
из плоскостей и Ln-m-i- Ищем точку пересечения бисеканты (28) 
и плоскости L^, определяемой системой уравнений

ус" == 1 -f  id' bj\\ xJ' =  //-'■; x'" =  Q. (29)
Подставляя (29) в (28), получаем

ibij, +  bi, bj\) id' +  bj, =  0. (30)
Следовательно, бисеканта (28) имеет единственную точку пересечения 
с плоскостью тогда и только тогда, когда

d ^ n b i j ,  +  btXiA\=d0.
Координаты точки пересечения бисеканты (28) с плоскостью 
определяются системой уравнений

ус“ =  1; 4- bij, х>' -  0; = 0 .  (31)
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Эта система имеет единственное решение лишь при условии
det II bij, II =h 0.

Итак, /и-парз Ln-m-\) бисекантна тогда и только тогда, когда
det II 6,-,л II =^0; det|16,-,/,-f Ь/,йл11 ¥-0.

Очевидно, что если /л-пара {Z.„, бисекантна, то плоскость
L„, пересекается с плоскостью Ln-m-\ лишь в одной точке и эта точ­
ка М есть точка пересечения бисеканты с плоскостью Ln-m-\- Коор­
динаты точки М суть (1, - Ь \  - f c ' .......  - fc" ' ,  о....... 0), где

(32)

-т е н зо р  И! и =  & { ; - символ Кронекера.
Теорема 4. Прямая СМ квазисопряжена в элементе С п  (пг—1)- 

мерной плоскости, являющейся пересечением плоскостей Н  и 
Доказательство.  Уравнения плоскости L „f ]H  имеют вид

=  0; А''̂  =  0. , (33)

Пользуясь уравнениями (22), получаем, что {т 1)-плоскость, квази- 
сопряженная произвольной прямой плоскости (33), имеет уравнения

X® =  1; л:'» =  0;

Ь, {blfi х ‘‘ -1------- Ь bi,m х ‘' А'") — bi,i а'* (6̂ /3 -1------- Ь̂  А'”) =  0.
Отсюда получаем, что прямая rf,, сопряженная плоскости опре­
деляется системой

х" =  1; а‘» =  0;

( — bi,\ Ь> bfiifi) а ‘̂ =  0;

(— bi,\ Ь„ bibi m̂) =  0.
Точка С(1, о, .... 0) принадлежит прямой i , .  Пользуясь формулами (31), 
убеждаемся, что и точка Л1 (1, — Ь', ..., — Ь"', 0, ..., 0) принадлежит 
прямой rf|. Т. е. прямые СМ и с?, совпадают. Теорема доказана.

Пз (29), (30), (32) находим точку ’

о, ..., 0 ] ,  пересечения бисеканты (28) с плоскостью L^, величина

fj ^  является абсолютным инвариантом. Для всякой бисекантной
/п-пары определим центроаффинное расстояние, обобщающее понятие 
центроаффинного расстояния между двумя прямыми трехмерного про­
странства. Пусть Ml и М — точки пересечения бисеканты с и L„-m-i 
бисекантной т-пары и О — центр пространства. Центроаффинным рас­
стоянием от плоскости до плоскости Ln-m-\ называется отношение, 
в котором точка УИ, делит отрезок МО.

Инвариант Ь равен центроаффиниому расстоянию от плоскости 
до плоскости Ln-m-i распределения

Для двух ^-мерных плоскостей и Р*, пересекающихся по (А —1)- 
мерной плоскости введем понятие величины центроаффинного
угла. Величиной центроаффинного угла между упорядоченной парой 
плоскостей Р,̂  и Рк называется отношение, в котором плоскость Р,, 
делит пару плоскостей: Рк и плоскость, натянутую на Р^Р\Рк и 
центр пространства.
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Инвариант Ь равен центроаффинному углу между парой плоскос- 
т̂^̂й Т зкже очевидно, что Ь есть отношение, в котором точ­
ка М делит отрезок КС, где — точка пересечения прямой МС 
с плоскостью, проведенной через центр пространства, параллельно L 

Теорем а 5. Совокупность основных прямых в элементе СН вс^х 
тех '1 ,, для которых центроаффинное расстояние от касательной к ли­
нии С(Т|) до характеристики плоскости Н  равно инварианту Ьф — \ 
есть (/га — 1 )-мерный конус второго порядка.

Доказательство.  Найдем центроаффинное расстояние от каса­
тельной к линии C ('F ,)  до характеристики плоскости Н. Для этого 
найдем точку пересечения плоскости

х ‘> =  x̂  ̂ — О, (34)
определяемо^! касательной к линии С (fi)  и центром пространства 
с характеристикой '

— 1; bj, Х-'* X® bij yJ' х̂  =  О (35)

плоскости /7, н найдем точку пересечения гиперплоскости

bj, +  btj, А/' х' -  О, (36)

определяемой характеристикой (35) и центром пространства, с прямой

=  1 -f х'- =  7/.Х; х'̂  =  О, .{37)

касающейся линии C('F|). Вычисляя искомое центроаффинное рассто­
яние и приравнивая его инварианту Ь, получаем

(bt, bj\ — bbij,) l ‘< I/' =  0 (38)
или в координатах '

х ® = 1 ;  х '. =  0; { b i , b j , - b b , j , ) x ‘ 'xJ> =  0.
Теорема доказана.

Теорема 6. Совокупность основных прямых всех тех Д’,, для ко­
торых касательная к линии С (Т ,)  и характеристика плоскости Н  сос­
тавляют небисекантную 1-пару, образует два конуса, один из которых 
является конусом квазиасимптотических прямых.

Доказательство.  Для каждого'F, с небисекантной I-парой, сос­
тоящей в СН  из касательной к C ('F ,) и характеристики плоскости Н  
должно быть выполнено хотя бы одно из условий: 1) плоскость (34) 
не должна иметь единственную точку пересечения с (35); 2) гипер­
плоскость (36) не должна иметь единственную точку пересечения 
с пря.мой (3/). Первое условие выполняется лишь тогда, когда

bij, Х*' ХА. =  О,
второе — лишь тогда, когда

(5/.Л + bi, bj,) Хч ХА. =  о,

где Х̂. -  направляющий вектор основной прямой многообразия Ч*".,
В нервом случае получаем уравнение квазиасимптотического кону­
са (26), во втором — ^

X® =  1; х'А =  0; (6/.У. -f bi.bj;) х'А хА. =  0.
Теорема доказана.

(39)
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(41)

, , , § 5. О некоторых геометрических объектах

■ Условия полной интегрируемости системы (18) имеют вид

• . ■  (dЛ). -1- «V A i -  -  Ьр, *̂>) л
' • +  { d A j\ k  — A p .k  — OJ* А ,\р  — Ьр, C j ‘k u>p‘ +  A j\k  lo) л  +

-f (dAj^ -  Л*. -  bp, Ĉ : < 0  Л -  Aj, Л u)̂  + bk, «>л Л = 0;

( d B ' i j ,  +  lUp B l j ,  — Щ  B p j ,  — u)y,‘ B^p, — B i j ,  CO h ip ,  Cj^k ‘“ft)  Л  ‘“* +

+  { B i j ,k  —  ‘« f B p j\k  —  ‘“Л  B ip ,k  —  B i j ,p  —  bip, (Oft +  со) Л  у** +

• • ' - (d B ij, -  -  co;̂: -  ft/p. C): Л --

• ' ■ ■ ■ Ч- B ij, CO* Л «J* + fcift, «V. Л “J*' + CO; Л ‘“* = 0; (40)

{ d c ) f  \ <о‘] c r , “ c l ] “ -  c ' f  CO) Л ‘O, +

Л" {dC/̂ k +  ‘“ft Cj,% — co/i' Cp,k •“* C/,p +  Cj\k ‘“) Л ‘“* 4“

; •:) + {d cj\ + «)ft C j I -  ‘0y,‘ Cp“ Л ‘“ 4- C'j\ со* Л “v — “V. Л ‘“'' = 0.
Введем обозначения'Г 1 _

Aj,k, =  Aj,k, +  Aj, bk, r A), bpk, +  bj,k,',

^Uik, =  Bij,k, “b Bij,bk, +  Bij, bpk, “b ‘̂ bij, bk,\
Cj\k, =  Cj,k, +  C‘j\ bk, +  Cj\ bpk,.

Величины bi, bi/„ Aj,k„ Bij, ,̂ образуют геометрический_объект Г, 
a величины I\ =  {bi, bij,, Лу,*,, C'/x) » =  (^o I’u,’ Idijx, C/,*,} суть
подобъекты геометрического объекта Г. Найдем геометрическую ха­
рактеристику объектов I’l и Tj.

Линия С ( Т , )  называется аси м п т о т и ч еск о й ,  если ее соприкасаю­
щаяся 2-плоскость в точке С принадлежит плоскости .Многообра­
зий T i ,  для которых С(Ч^) суть асимптотические линии, определяются 
сйстек(ой, состоящей из уравнений (17) и уравнений

Л,-,у, co'i cuA =  0; С у у , =  0- (42)
Х?ким образом, геометрический объект Г, определяет те на кото­
рых’ Линии C ('F ,)  являются асимптотическими.

Определение 8. Квазиасимптотическое 'Г, называется основным 
квссзаасимптотическим, если в каждом элементе СН его основная 
2-пЛоскость принадлежит (/и — 1)-плоскости, касающейся квазиасимп- 
тотического конуса по основной прямой этого Т , .

Основные квазиасимптотические 'Г, являются интегральными одно­
мерными многообразиями следующей системы уравнений

‘U =  bj, ц)7';
‘“i =  bij, 0)А;

' ujA =  0;
bij, u)‘ u)7i =  0;

Cy>, ‘«7‘ t“*‘ =  0;
,̂y,*̂ 0)'u)7.(o*> =  0. (43)
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Таким образом, геометрический объект Гг определяет основные квази- 
асимптотические многообразия Т , .

Величины Гз =  (6/, с ‘/,к,) образуют подобъект геометрического
объекта Г. Геометрическая характеристика объекта Гз выяснилась пос­
ле того, как мы обнаружили, что система, состоящая из уравнений (17) 
и уравнений

С%, u)‘> =  0, . (44)
определяет те 'F,, для каждого из которых основная прямая принад­
лежит характеристике плоскости, проходящей через Lm и центр прос­
транства. Такие Т| будем называть квазиасимптотическимн 2-го рода 
в отличие от квазиасимптотических, определенных в § 4, которые мы 
теперь будем называть квазиасимптотическимн 1-го рода. Если много­
образие *Т, является одновременно квазиасимптоткческим и первого, 
и второго рода, то такое Т", назовем квазиасимптотическим 3-го рода. 
Все квазиасимптотические 'F, 3-го рода определяются уравнениями (17) 
и уравнення.мн

=  0; Сщ, o)7i =  о (45)

и характеризуются, с другой стороны, тем, что для каждого из них 
в каждом эле.менте СН оснощ(ая прямая принадлежит плоскости 
_ Величины г; =  (6,., 6/л, П  =  (&<', Л

С|)л,| суть геометрические объекты.
Теорема  7. Пфаффово многообразие голономно тогда и толь­

ко тогда, когда обращаются в нуль компоненты BiUk\, Cf/*]
геометрического объекта Г .̂

Доказат ельство.  Пусть голономно, тогда система (17) впол­
не интегрируема, т. е. выполняются условия

{dbj  ̂ — vdjl bk, +  6у,*, io*‘) Л =  0;

(dbij\ 4- 26iy, bk, (u*' — bii;̂  (0*1 — bkj, 0»*) Л = 0;

Л ш*‘ =  0.
Отсюда, используя (18) и (41), получаем

=  0; /̂|y,Aii =  0; = О- (46)
Наоборот, если условия (46) выполнены, то система (17) вполне ин­
тегрируема и 'I — голономно. Теорема доказана.

Дддим геометрическую характеристику условию голономности 
пфаффова -М}югообразия В общем случае свойство сопряженности 
в плоскости не ямяется взаимным. Оно взаимно тогда и только 
тогда, когда Л,/,*.] =  С|у,*,]. Действительно, касательная к линии С (Т ,)  
и характеристика плоскости для этого > определяемого систе- 
•мой (20), имеют соответственно уравнения

 ̂ ~  (bi, 0̂ +
bi, х'‘ -4- 1 — х° =  0;

=  0; (47)

Лу.«. хЛ 0;

С;>. хЛ л*. =  0. ■ ' (48)
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Возьмем теперь некоторую прямую

г =  +  et),  (49)

принадлежащую характеристике (48); для нее выполняются условия

Лу,», [1̂ ‘ X*- =  0; С'/х =  0. (50)
Потребовав, чтобы характеристика плоскости соответствующая
прямой (49), содержала прямую (47), получим условия

А Х-'‘ =  0; С/*, Х7' 1х»| =  0. (51)

Сравнивая (50) и (51), заключаем, что 71|у,*,| =  0, =■ 0.
Пусть Ч’, и 'F', два произвольных одномерных многообразия из 

'F„,, а Ln-ч и Ln- 2  суть характеристики плоскости Н,  полученные при 
смещениях по 'Fj и Ч'", соответственно. Пользуясь формулами (9), 
(11), (19), (4), находим, что пересечение плоскости Z.n-m-i с характе­
ристикой плоскости 1л_2, полученной при смещении по Ч’', совпадает 
с  пересечением плоскости с характеристикой плоскости Z,„_2,
полученной при смещении по Ч'’,, лищь тогда, когда имеют место ра­
венства

Итак, мы закончили геометрическую характеристику условию голоном- 
ности пфаффова многообразия

§ 6. Частные виды распределений Лт

1. Рассмотрим распределение для которого 5/, =  0. Геометри­
чески оно характеризуется каждым из свойств: a)L^czH ,  б) C(:Z,n_m_i.

Таким образом, в случае 5/, =  0 обе плоскости L„ и L„ „-х рас­
пределения принадлежат плоскости Н  и пересекаются в точке С. 
Основная прямая всякого Ч‘, касается линии С(Ч’,), а основная й-плос- 
кость совпадает с соприкасающейся й-плоскостыо линии С(Ч’,).

npji 5/, — о из уравнений (18) следует Лу,», =  0, 71* = 0 ,  Лу, =  0, 
т. е. т4у,«,, =  5у,*, (см. (41) и уравнения (42) совпадают с уравнения­
ми (45), т. е. линия С(Ч'’,1 для квазиасимптотического Ч', 3-го рода 
является асимптотической и, наоборот, всякое Ч’, с асимптотической 
линией С(Ч’|) является квазиасимптотическим 3-го рода. Основные 
прямые всех Ч',, для которых касательная к линии С(Ч’,) и характе­
ристика плоскости Н  не бисекантны при b i , = 0  образуют лишь один 
конус — конус квазиасимптотических прямых (см. (39)).

Такое распределение Д„, существует и определяется с произволом 
т {п — т) — (I — т) {п — \) функций ( 2 п — ]) аргументов.

П. Распределение Д„,, для которого обращается в нуль инвариант 
Ь, т. е. для которого равно нулю центроаффинное расстояние от плос­
кости до плоскости Ln-m-x характеризуется тем. что для него плос­
кости и L„.m-x пересекаются в точке Л4, (см. § 4). Точка при­
надлежит квазиасимптотическому конусу.

111. Распределение Д„,, для которого тензор 5/,у, — антисимметри­
чен, т. е. для которого 5(/,у,) =  0, характеризуется тем, что для него 
квазиасимптотнческий конус не определен, т. е. всякая прямая dczLm  
(CQd)  является квазиасимптотической, а всякое Ч’, является квази-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Распределения на мнегообразии гиперплоских элементов 71

асимптотическим. Такое распределение определяется с произволом 

т (2/1 — т
,. т (т  +  \ ) , „ „ ,1 ) ------ -̂-------- - функции 2/г— 1 аргумента.

IV. Рассмотрим распределение для которого 6;,/, =  0. При 

т >  ------  ̂ требование bij  ̂ — 0 влечет за собой снижение ранга матри­

цы II 6 ,7,11, последнее означает (см. § 2), что через данный элемент СН  

проходит T i  с параллельными плоскостями Н. При — размер­

ность плоскости Ln-m-\ не меньше размерности плоскости и обращение 
в пуль тензора b,j, означает, что плоскость Lm параллельна плоскос­
ти 6 я-т -1  (см. (И). Такое распределение определяется с произволом 
гп (2п — 2т — 1) функций 2/г — 1 аргументов.
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ГЕОД\ЕТРИЧЕСКИП СБОРНИК

Выпуск 18 1977

Г. В. ШУЛЕНИНА

О ЗАДАЧЕ БИАНКИ В ПРОЕКТИВНОЙ ТЕОРИИ 
КОНГРУЭНЦИЙ КОНИК

В настоящей работе для конгруэнций коник, плоскости которых 
образуют двупараметрическое семейство, в трехмерном проективном 
пространстве решается задача, аналогичная „задаче Бианки" теории 
поверхностей (см. [1], с. 330, [2], [3] с. 157). Г. Д. Толстовой [4] ре­
шена подобная задача для конгруэнций коник в эквиаффинном про­
странстве. Роль нормали в нашем случае играет инвариантная ось 
канонического репера [5]. Получено общее решение задачи, иссле­
дованы некоторые частные классы конгруэнции коник, дающие ре­
шение задачи. В работе используется аппарат статьи [5], теоремы 
существования доказываются с помощью теории стандартных си­
стем [8].

§ 1. Постановка задачи

Невырожденная [6] конгруэнция коник отнесена к полуканони- 
ческому реперу, построенному в [о]. Вершина репера Во помещена 
в характеристическую точку плоскости коники, вершины By и Дз 
ходятся на поляре точки Во и гармонически делят точки А, и Ао 
(точки пересечения поляры с коникой). Линия 1 ;,- j - (— 1)-' 'Ц2 =  0 
(у = 1 , 2 )  на поверхности (Вр) геометрически характеризуется тем, 
что касательной к ней в точке Во есть прямая BqAj , которая в точ­
ке Aj является касательной к конике. Вершина В̂  находится на ли­
нии / пересечения плоскостей П̂ , где Пу проведена через прямую BoAj 
и касательную /у к линии и, +  ( — 1 ) ^ =  0 в точке Aj поверхно­
сти (Aj). Вместе с Во они гармонически делят точки пересечения 
прямой / с /у.

Нормировка вершин проведена так, что локальное уравнение ко­
ники имеет вид

(■̂ о)̂  (- î)' — (-̂ 2)" — 0. -̂ 3 — 0-
Деривационные формулы репера имеют вид

dB  ̂=  vlB^, >. =  0, ..., 3, и =  0, ..., 3, 
где

Vx =  Ьк Vj, v(i =  Vj, j =  1,2.
и имеют место следующие соотношения:

а32 3̂1 ,.02 =  Oi — 1,
.31 ,32й> - bl

( 1)

(2 )

(3 )
(4 )
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о  задаче Бианки в проективной теории конгруэнций коник 73

(ЬТ +  Ь?) (2bf  -  1) -  2 b f  (ЬЧ- +  bV) =  0; 

b\' +  b f  -  b?, b f  ^ - b \ ' +  bV-rb l

k02v

a21bi bf.

(5)
( 6)

Обозначим b'l — p, b̂i = q .  Условием 2 р ~ \ Ф  ± 2 q  исключен случай, 
когда прямые Ij лежат в плоскости коники. Уравнения структуры 
дают закон внешнего дифференцирования базисных форм

D u '= 6 ,  [т), г/.]; Dvl==bi[v^v^\ 

и основную систему внешних дифференциальных уравнений:

где

1 +  [db?v^\ =  H\ [fi щ\\ (7.1)

f dbV V =  77? [v (7.2)

[ ^ v ] +  \ d b f  Vn] =  77? ['У) г’з]: (7.3)

+  \dqv.2\ - H\\v V., 1; (7.4)

\^v,\ +  \dp Уз! = Щ  [u 1; (7.5)

[ db̂ 2 V.1 =  77' [u (7.6)

\db̂ 2 V 1 r =  Я? [«i ^2]; (7.7)

\db̂ 2 Vi ] +  [ ^ v .2 \ =  m (•^1 v-A; (7.8)

[ db) V I + =  77' [^1 '̂ ■гЬ (7.9)

[dbVv \ - r [ ^ ' v 2 ] =  772 (7.10)

\ ^ v ] +  \dbf V 2 ] '̂ >2b (7.11)

\db2̂  V =  772 Т'г], (7.12)

^ b f - b f b l ' b̂ Ab.2,

«.02 гbi) Ог-No =  ЬГ -  ЬГ -  ЬТ Ь,

1 ,2 ,3 ,  р =  0, 1,2, 3. [д =  0, 1,2, 3.

а "  а  а 0 1  а 21  I а 2 2bl , b.i =  bi) — 62 +  fcl

Система (7.1 — 7.12) — в инволюции, так как является стандарт­
ной (базис системы „выделенных переменных" [8] образуют подчерк­
нутые дифференциалы). Старшин характер равен числу уравнений, 
содержащих две подчеркнутые формы, т. е. семи. Таким образом, 
эта система определяет невырожденную конгруэнцию коник, отнесен­
ную к произвольному подмногообразию, с произволом семи функций 
двух аргументов.

З а м е ч а н и е .  В статье [5] допущена неточность в формуле (56), 
исправленная в формуле (5) настоящего параграфа.

Сформулируем задачу. В каждой плоскости коники надо выбрать 
прямую L так, чтобы полученная прямолинейная конгруэнция обра­
зовывала расслояемую пару с конгруэнцией прямых BqBs.
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§ 2. Общий случай

(8 ) 

II Z.

Пусть Qg — gB^ В 2 — точка пересечения искомой прямой L с 
прямой BqB̂ , где g" — неизвестная функция от параметров конгруэн­
ции. Уравнения лучей конгруэнций расслояемой пары запишем в ви­
де (ср. [3]) ' _  _  _  _  _

N ^ B , ^ y Q g \  M ^ B ^  +  zB̂ .

Задание подмногообразия ti, =  О определяет прямую В, Q  ̂ и обрат­
но. Как известно [3], условия полной расслояемости состоят в том 
чтобы уравнения

{(xNNB.B^) =  {dMMB^Qg) =  0
образовывали вполне интегрируемую систему относительно 
Раскрывая (8), получаем

dy =  y-{gv^ +  y j) -г у ("у! — gv.i — vl)  — v'j;

dz =  z" (■yS -  у1 gf) +  2 (T̂ li -  - •Уз)-
Внешнее дифференцирование этих уравнений дает

y''-{[dgV i \ +  g ' d ' y S  т ’ ,1 -  [ у 1'у ! 1 +  [ У з У ' з ! )  +  [ ' ^2 y i ]  i [ у ’> у 11 г  

lt'5'yil +  [У3 У3 Ц +у{[2й'у; + 'уЦ  +  -
+  [у? '̂2] +  [у? y j]  — g  ([Уо Уг! +  [У1 У?1 +  [УзУ’з!) -
—  [г;!] ■у.,] —  [У з  у ?] —  [ у -з у .з I —  [^^^УзИ  +  \dy, v\] —  ( Ю .1)

— [dyvl]  -  g[dyvn] — [v\ •У;] -  [г-? v]]  — [zi? v\\ -  [z»«, v.] =  0;

2 М [ У ?  y S I  +  ] У з  y ? l  i [ У з У з 1 - r  [ y i y S l  —  g  [ У 3 У 2 ] —  g [ y ; U ' ? ] —

— g  1уз у "! - -  g  [t»!! y d  — [^ёГУз]} 4 2 { 2 \dz, v% — vl g] +  (10.2)

+  b i  y't’l [У-з У'Л -  ^([УЦ Уз] — [У1 У?] — [УзУз! -  |у̂ ЙУз] —
-  [Уз У?1 -  ]Уз У?]} [^2, у" - v.,g -  y.d =  0.

Внося в (10) dy II dz из (9), получаем

у 'Мй'Ч у х Уз] — S '[у-] У||  ̂ [̂ ^^■yil + g-[уЦ у,|-I [у " у Л 
4 - [у?  у Л) 4 - у  {[у ? у .] +  [у?  y .d  -  й'[УоУз1 - [  g^yiyi I

— g  [УзУ^ ■ [ '̂з Уз1 — [Уз y d  — i^g'yj]} -г (И )

4- (S '(у? Уз! -  [у? Уз] --  [у? yd) = 0 ;  

г Ч -  ]y" y d  g  4 - g - [ y 3 y.d 4 ]УзУ'.'] 4- ]у 5 у 'Л -  g ] y J y ; ]  -
—  g  ]у.з y d  -  \ d g v l \ }  4  г { ] У |  у " ]  4  ] У з У ' Л  -  g  [ у И У з ] -

— g  [Узy d  4- g ]y?yi] 4- ]Уз y d  — ]̂ ^̂ Уз] -  ]yJ у?]} =  о.
Потребовав, чтобы эти соотношения стали тождествами относительно 
у и г, получим, что условия вполне интегрируемости системы (9) 
«сводятся к соотношениям

( 12)

(13)

(14)

,21 ,01gbx — bi
,02

pb~i 4  qb'i =  0;

gfei' — bV(p — \) : bi g = 0; 

dg  =  Ĝ v̂  4 - G-yv-.,
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где
Gi =  — Ь? ~  g  (fci‘ — bV +  b‘l‘) +  рЬз — qbz

Сз =  g'-’ +  g  (bf  -  bV) -  b f  +  qbf  -  (Д -  1) bW 
Сравнив (12) H (13), получим

bi (bi -T pb 3 — qb i) =  bi {b[ — Ьз P Ьз —  Ьз q).
22 ,21

(15)

(16)
Исключим из рассмотрения случай b\ -b\ = 0  (он будет рассмотрен 
в § 3). Тогда подстановка значения g, найденного из (12) 
ние (14) приведет к уравнению Пфаффа

bV dp -f- pdb f  — qdbV — dq) —,21 / .,01bi (dbi

dbf {bT + p b ^  -  qbV) =  ( b f r  {G.z-, +

в уравне-

(17) 

получаем

(18)
где 0у — формы, вид которых для дальнейшего не существен. Ко­
нечные соотношения (5) и (16) можно представить в виде

Продифференцировав уравнение (17) внешним образом, 

[pdbl^ +  В|, T'll ; 1(1 —p)dbl'  - f  0 2 ,  'Z’il =P['^'i  t'2],

0̂1 _  (2p -  \) (bT +  bf )  -  2qb' 
2q

I 2 2 / ,  01 , „ , 2 2 ,  ,21 , , 0 2
,21 bi [bi рЬз)  —  oi (bi 03 =  ---

1,22Ьз q)
b f  q -  bf  i p - l )

предполагая
q^O- b f q - b V i p - l ) ¥ = 0 .

(19.1)

(19.2)

(20)

Исключенные при этом классы также будут рассмотрены в § 3. Те­
перь базисными формами остаются db'f, dbf, dbf,  dp, dq, dbV, dbf.
db j , dbf, dbf,  dbf, db'f, dbf, (/ =  1, 2). Получившаяся система диффе­
ренциальных уравнений стандартна [8], и следовательно — в инво­
люции со старшим характером, равным четырем. Таким образом, 
в общем случае решение задачи существует и определяется с произ­
волом четырех функций двух аргументов. Отсюда вытекает, что для 
произвольной конгруэнции коник наша задача не имеет решения, 
ибо, как известно, общая конгруэнция коник определяется с произ­
волом шести функции двух аргументов.

З а м е ч а н и е .  Так как в единственное (возникшее в ходе решения 
задачи) конечное соотношение входит инвариант второго порядка b f  
подмногообразия г», =  О (см. [7], [5]), то класс конгруэнций коник, 
для которого наша задача имеет решение, определяется с произво­
лом трех функций двух аргументов, так как уравнение второго по­
рядка подмногообразие не фиксирует.

Это замечание следует иметь в виду и в других случаях, рас­
сматриваемых в работе.

г,22

§ 3. Исключенные случаи

Рассмотрим классы конгруэнций коник, исключенные из рассмот­
рения при решении задачи в обще.м случае в § 2.
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I. Пусть
<7 =  0; =f O. (21)

Тогда, подставив в (5), получаем

(2 / 7 -1 ) (Й ^ +  &?’) =  о, (22)
причем (2/7 — 1) О, ибо в противном случае прямые Ij лежат в пло­
скости коники (см. § 1). Следовательно, возможно лишь следующее:

2 р - 1  Ф 0; bf  -f ЬТ =  0. (23)

При  ̂ =  0 уравнение Пфаффа (17) и условие (19.2) примут соответ­
ственно вид

b f d p  + p d b f )  -  db? (Ь?‘ -Ь p b f )  =bV (dbT
= (bTy-(G^,v,^G:v,};  

(̂ 7?̂  -f  pbj-) -  bV b?̂  
b i ' ( p - i )

bs =  -

(24)

(25)

где G, =  Gu G, =  gI при q =  0. При этом /7 — 1 ^ 0 ,  так как при 
р — 1 =  (/= О, так же как при p — q — 0, семейство плоскостей ко­
ник — однопараметрическое. Этот случай из рассмотрения мы исклю­
чили. Подстановка (21) в (7.4) и (7.5) приведет к уравнению Пфаффа.

4- 6з')}т-, -d p ^ { - b ? p - { p - \ ) { b V  Л-ЬГ 

- { b \ ' { p - \ ) - y p { b f ~ b 7 -
Продифференцировав его внешним образом, получим

[ -  / 7d 6 i ‘ - f  в з ,  17, ]  4 -  \ - p d b 2  - Ь  Н 4, U , ]  =  И з  [17, 17о],

2Ь\~ -f  62')} 17,. (26)

(27)
где И„(а =  3, 4, 5) — формы, вид которых для дальнейшего не су­
ществен. Теперь базис образуют следующие формы: dftf, dbWdbf,  
db\\ db]\ db]\ dbf, db\\ db\\ dbl', dbW dbf.  В итоге получается стан­
дартная [8] система дифференциальных уравнении со старшим ха­
рактером, равным двум. Решение определяется с произволом двух 
функций двух аргументов. Таким образом, для этого частного клас­
са задача имеет решение, причем (см. замечание в § 1) произвол 
класса конгруэнций коник—одна функция двух аргументов.

И. Пусть
bV bV =  0; дфО.  (28)

Возможны два случая.
1)б1‘ =  0; ьТ ф О. (29)

Тогда g  определится из уравнения (13), а соотношение (19.2) и урав­
нение Пфаффа (14) примут соответственно вид

121  ̂ / «.'ll I l22 „\Ьз =  — {bi 4- Ьз р)\ (30)

b f  (dbf  -  dbV ( p - l ) - d p -  bV -f  bf  dq 4- qdbf) -  {bf  -  bV P 4-
-r bV -  b f  q) dbf  =  ( b f r  {G, 17, 4- G. 17.}. (31)

Продифференцировав (31) внешним образом, получим

l p d b f + в е ,  17, ]  - 4  [ — (/7 —  1 ) й г Ь з ‘ 4 - ' 9 - ,  V o ]  =  B g  [ 1 7 , 1 7 2 ] .

За базисные формы принимаем dbf, dbf, dbf,  dbf, dbf, dbf,  dbf,  
dbf, dbf, dbf,  dp, dq, (/=  1,2). Система дифференциальных уравне-
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иий стандартна и — в инволюции. Следовательно, в этом случае зада­
ча имеет решение, определяющееся с произволом трех функций двух 
аргументов. Геометрически этот случай характеризуется тем, что 
касательная к линии ■Цо =  О в точке В, поверхности (В,) пересекает 
прямую В„ Bj.

Случай b f  =  0 ,  Ы '=-А О геометрически отличается от предыдуще­
го тем, что касательная к линии г', =  О в точке В, поверхности (В,) 
пересекает прямую Вд Bj.

2. Пусть
^;f=z6f =  0. (32)

Внеся (32) в (7.3), получим

b T + p b V - q b V  = 0 .  (.33)

Сравнивая (32) и (12, 13), получим (33) и следующее выражение:

l / ^ - b ^ { p - l )  +  g b ^ ^ 0 .?2
(34)

Кроме того, имеет место уравнение Пфаффа (14), причем g  уже не 
определяется через коэффициенты 6Г- Дифференцируя (14) внещ- 
ним образом, получим

[ -  dbT dg {bf -  ЬТ) +  pdbj^ +  dp g  ( d b f  -  c/ftS') -  6]' dq -

-  qdbz -  dbf  -  qdbf -  b f  dq +  [p -  \) dbV +  bf dp-, v̂ \ +,22
(35)

Г [2gdg  - f  dg-{bf  — b̂o ) +  g {d b f  — dbf)  — dbf  +  b f  dq +  qdbf — { p — 

— \)dbf -  bf  dp-, u,] -f  {<7, {b? -  b f  -  b'f) +  G., {bf -  &Г)} [w, Vo] =  0.

Вместо dg  в (35) следует подставить его выражение из (14). Учиты­
вая (3, 4, 5, 6, 33, 34), принимаем за базисные в системе дифферен­
циальных уравнений следующие формы: dq, dp, dbf, dbf, dbW dbf  , 
dbf,  dbf, dbf,  dbf ,  dbf,  dbf, (j =  1, 2). В силу (32) уравнение (7.3) 
тождественно исчезает. Оставшаяся система дифференциальных урав­
нений стандартна. Решение определяется с произволом трех функций 
двух аргументов. Условие (32) геометрически характеризуется тем, 
что касательная плоскость к поверхности (В,) в точке (В,) совпада­
ет с координатной {В, Вд Вд}. Так как теперь функция g  определяется 
дифференциальным уравнением, то для каждого под.многообразия 
получается со' решений задачи.

III. Если qbf  — bV {р — I) = 0 ,  то в уравнении (19.2) можно пред­
положить pbf  — b f  q 7= о и разрешить его относительно bf.  Получается 
тот же результат, что и в общем случае. Если же

(В -  1) =  p b f  - b f q  =  о,

( 9 ) - - в ( в — 1) =  0,

t21 к22
Ю

(36)

а это означает, что асимптотические линии на поверхности (Вд) сдвоен­
ные, то есть поверхность (Вд) является торсом. Следовательно, се­
мейство плоскостей коник—однопараметрическое, что исключено.
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СБОРНИК

Выпуск 18 1977

Т. В. ЛЫЖИНА, Н. А. МАНДРИКОВА, Р. Н. Щ ЕРБАКОВ

НЕМЕТРИЧЕСКАЯ ФЛАГОВАЯ ТЕОРИЯ КРИВЫХ 
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ К ТЕОРИИ КОМПЛЕКСОВ

Среди неевклидовых пространств, описанных в известной моногра­
фии Б. А. Розенфельда [Т], особое место занимают флаговые простран­
ства, так как их абсолюты не содержат ни одной квадрики, не выродив­
шейся в дважды взятое линейное подпространство проективного прост­
ранства. Введение метрики в таких пространствах производится путем 
упрощения формул преобразования, сохраняющего абсолют, т. е. заме­
ной общей группы флаговых преобразований некоторой ее подгруппой.

терминах метода подвижного репера эти подгруппы получаются, если 
в деривационных формулах (см. ['3])

d r  =  2 ' dei =  Cj,
n.

( 1)

где
С У =  1,2,

L>i =  0, i >  j, (2)
считать равными нулю одну, все или несколько из форм (так как

=  (3)
при фиксированном i, то каждое соотнощение Qj =  0 выделяет под­
группу). Если все Q/ равны нулю, то мы получаем метрическую флаго­
вую геометрию (геометрию пространства Е п )— наиболее изученную 
(при 1 <; ц ^  4 она дает геометрию пространства-времени классиче­
ской механики — «геометрию галилеева пространства» [1]).

Геометрия пространства Фл, определяемого общей флаговой груп­
пой, изучена меньше. Что касается его дифференциальной геометрии, то 
нам известны лишь работы ['2], [3] И. А. Пеннер, в которых рассматри­
ваются кривые в Ф„ и поверхности в Фз, заметки [4], [5] 3. П. Бадае­
вой по теории поверхностей в Фз и работы Т. В. Лыжиной [6], [7] по 
теории регулюсов (линейчатых поверхностей) и конгруэнций. Имеются 
еще предварительные сообщения [8], [9].

Геометрия кривых во флаговой 2-плоскости исследовалась еще в на­
чале XX века, но во всех работах накладывались те или иные ограниче­
ния на формы Q,' и Qj — с.м., например, [10].

В предлагаемой работе геометрически охарактеризованы канониче­
ские реперы кривых в (1>2 и (1>з. Эти результаты оказались полезными при 
построении начал флаговой теории комплексов, так как при репераже 
последних оказалось, что все координатные подмногообразия яв­
ляются торсами, т. е. регулюсами, огибающими кривые.
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§ 1 . 0  плоских кривых

Для плоской кривой п =  2 и вектор е,  — изотропный (т. е. его 
направление определяется точкой абсолюта—флага). Исключая точки 
с изотропными касательными и включая в репер касательную к кри­
вой, получаем основное соотношение [И]

из которого применением алгоритма Картана [11] получаем
оа =  а(2-1  - ~ г ) ,

где о и  ̂— обозначения, относящиеся ко вторичным параметрам 
Исключая точки распрямления а =  О, фиксируем

а -  1, 2т:1
Следующий шаг алгоритма дает

_22] л. 2!; =  >.2';
о), =  /л: 1,

(3)
(4)

Если Х =  0, то получаются деривационные формулы
dA =  е, ds\ dCx =  {ke  ̂ -г е-,) ds, (5)

de-у =  2ke-, ds,
i-де s — инвариантный параметр. Отыскивая обычным путем соприка­
сающуюся конику, получаем цикл [1| 2х> =  0, который гипе-
роскулирует с нашей кривой.

Следовательно, проводя фиксацию )-=  1, мы исключаем из рас­
смотрения только циклы. Деривационные формулы канонического 
репера в общем случае имеют вид

dA ^ e i d s ]  det =  {kci +  e-,)ds-,
(6)

ds-y =  { 2 k +  \)e.y ds,
где s — флаговая длина дуги, a k — флаговая кривизна.^

Уравнение соприкасающейся параболической гиперболы [1] име­
ет вид  ̂ ^

Здгу -г 2-Vi x_> — блл = 0 . (7)
Ее центр есть точка

С, =  Л ; З е , - 9 е , .  (8)
Соприкосновение четвертого порядка с кривой имеет коника

9х ? -Е 6л-, л., -  (3* л- 1) л 18 л., =  О (9)
с центром в точке

С у =  л  Ч ------------ ^  ( ^ 1  -  8 е , ) .  ( 1 0 )2 -г Зк
Этих данных достаточно для геометрической характеристики норми­
ровки векторов канонического репера и флаговой кривизны: если 
проекции точки С, на прямые л =  и г =  Л + Х е . ,  обозна­
чить С,, и С|2, то

е, =  -^ЛС,,; ey — ~Ci-yA\
3 ^

(И)

наконец, через простое отношение (С, С>; Л) — С, А: АС> точек 
С|, С у и а кривизна в силу (8) и (10) выражается так;

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Неметрическая флаговая теория кривых и ее приложения к теории комплексов 81

у  {(С. с,; А ) - 2 ]. ( 12)

Отметим еще, что аффинная нормаль кривой имеет направление 
2 ^  ^'з~  ̂ неизотропная асимптота коники (7) — направление

Получим вычислительные формулы для 5 и k при задании кон­
вой как годографа вектор-функции

г =  г(/) (13)
относительно произвольной фиксированной флаговой системы коор­
динат (О, i.,), где /2 =  7 — изотропный вектор. Положив

г "  =  а г '  - г  ? i
II

г' =  3 е,;  ̂ =  ds :dt ;  е. =

(штрихи означают дифференцирование по t), найдем

а =  ( г " / ) ; ( г ' / ) ;   ̂ =  ( г ' г " )  ; ( г ' / ) ,

где (аЬ) — косое произведение векторов.
Отсюда и из (15) получается

за =  з ' - f  з2 Д:; р =  у; з =  (In  р )' -  2 а ,

что дает возможность получить окончательные формулы:

J  I г '  г") (г' 1)

л =  з ~ -  (з а  —  з ' ) .

Если же положить г  =  xi ,  - yi , ,  х  =  t,  у = у  ( х ) ,  то получатся 
формулы и. А. Пеннер (см. [2]) ^

( 1-1)

(15)

(16)

(17)

(18) 

(19)

5 »  ( ■ £ * ;  Г У .IV

о
(у"У (20)

Потребовав гипероскуляцию коники (9) с кривой (или неподвиж­
ность точки С,), получим натуральное уравнение коник (кроме цик-

d,k
9 ^  =  2(3/  ̂+ 2 )  (ЗА-:-1). (21)

Это есть (в терминах работы [12J) уравнение „картанова образа- 
Его порядок относительно k и dk -.ds равен двум, т. е. порядку урав­
нения коники, что соответствует [12].  ̂ зн
_  получаем параболическую гиперболу, при k =
— 2̂ \о — пярзоолу.

Другие кривые постоянной флаговой кривизны определены в 121 
И х  геометрические характеристики получаются из (9) ПО) и П 2)’ 
Например, для кривой у =  — х \ п х  в силу (12) имеем (С,С,-/4) =  —Г 
так как -fe =  -  1, а для экспоненты {k =  0) имеем (С,С.; Л)“= 2 .
6. Заказ 2357.
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§ 2. О пространственных кривых

В работе [3] проведено построение канонического репера прост­
ранственной кривой методом Картана, но не дана геометрическая 
характеристика репера и инвариантов и не отмечены некоторые иск­
люченные из рассмотрения случаи. Поэтому мы повторяем построе­
ние репера, уточняя геометрию вопроса.

Естественно ограничиться рассмотрением точек с неизотропными |oj 
касательными (т. е. с касательными, не пересекающими прямую фла­
га; такие прямые в [1] называются прямыми первого порядка) и не- 
из'отропными (т. е. не содержащими флаговую прямую) соприкасаю­
щимися плоскостями. Включая касательную прямую и соприкасаю­
щуюся плоскость в репер, сопоставим им вектор е, и бивектор 
репера. Тогда

dA =  i2'e,;
(22 )

При этом формы 01 0 2  “ 1

de, =  121 +  ^ ;e , .
я 2^ станут главными [11], т. е.

0  2 ^ 1 I to г =  асо'
(23)

Зо)'
Алгоритм Картана дает

(24)оа=:а(2-1  - т : ^ :

Исключая точки распрямления (а =  0) и уплощения (? =  0), фикси-
Ч)-

руем
- 1: Tt: ^ 2 : : ; ,  =3^1. ( 2 5 )

Так как по Картану следующий этап фиксации должен начаться

с о ? , - 2 ш ]  ( 2 6 )

( 2 7 )

с формы 

где
=  Т~1.

то необходимо выяснить, какие кривые характеризуются условием 
f  =  О, т. е.

(О 2 =  2с) 1 . ( 2 8 )

Положив coj  = Ы ' ,  MI.I увидим, что деривационные формулы для 
изотропной проекции (т. е. проекции в направлении e  ̂— cp. [6]) рас­
сматриваемой кривой на соприкасающуюся плоскость будут иметь 
вид (5). Следовательно, эта проекция есть парабола со слабоизотроп­
ным диаметром во. Таким образом, наша кривая расположена на па­
раболическом цилиндре с изотропными образующими. Оставим этот 
случай для специального рассмотрения (см. § 3), а сейчас рассмот­
рим общий случай, при котором возможна фиксация

■; =  1; zl = 0 .  (29)

Все вторичные параметры исчерпаны, и можно положить

со' =  ds\ со| =  kds-, (0  ̂ =  y-ds, (30)
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ЧТО приводит К окончательным деривационным формулам: 
dA =  е, ds; de^={ke^ +  е.,) ds\

(31)
de-, =  {{2k +  1 )^2  -L 63} ds\ de  ̂ =  х з̂ ds.

Направления всех векторов репера определены {е -2 — единственное 
слабюизотропное") направление в соприкасающейся плоскости). Ос­
тается выяснить геометрическое значение их нормировок и инва­
риантов k и /.

Так как изотропная проекция'кривой на соприкасающуюся плос­
кость имеет деривационные формулы, совпадающие с формулами (6 ), 
то нормировка векторов е, и е ,̂ а также геометрическая характери­
стика инварианта k даются снова формулами ( 11) и ( 12), причем, 
конечно, вектор е,  имеет не изотропное, а слабоизотропное направ­
ление.

Коль скоро геометрическая характеристика нормировки вектора е, 
известна, то определена кривая г — А -  ^ 2  на цилиндроиде [13]

г =  А~\'/.е2 (32)
с направляющей плоскостью {е-,ез}. Касательная к этой кривой имеет 
HanpaBvieHiie

l\\e  ̂ +  {2k ~\)е., +  е2. (33)
Отсюда следует, что вектор нормирован так, что касательная 
к указанной кривой в точке г =  Л +  ^2 имеет проекцией на полу- 
изотропную [6 ] плоскость {^163} репера аффинную биссектрису век­
торов ê  и е .̂

Определив нор.мировку вектора е ,̂ естественно рассмотреть кри­
вую г =  А ~ на изотропном цилиндре

г =  А +  le .̂
Ее касательная в точке г =  А е -2 параллельна вектору

т ■/.е3t
откуда следует, что х есть аффинный угловой коэффициент указанной 
касательной в той же полунзотропной плоскости [е^е ]̂.

Соприкасающейся квадрикой для цилиндроида (32) является ли­
нейчатый гиперболический параболоид [15],

2х^х., +  КХуХз — 2а'з =  О, (34)
где '

K = l f 3 > %  — X. (35)

В работе [3] вместо коэффициента х введен коэффициент х =  х — 3yfe.

Очевидно, что / (=  1 — X. Параболоид (34) пересекает полуизотроп-
ную плоскость Х-, О по лучу Хз =  о и по прямой

=  2, (36)
откуда выясняется геометрическое значение инварианта К, а следо­
вательно, и X. Еще одно значение для К получается, если найти со­
прикасающийся изотропный линейный комплекс [6 ] регулюса каса­
тельных

P i 2 -  Р03-]-Кр2Х=<^  (37)

*) Слабоизотропным называется ([3], [6]) направление, определяемое точкой фла- 
говои прямой. ^
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н его аффинную ось [ 11]. т. е. вектор, соответствующим в нуль си­
стеме (37) плоскости флага:

Ке, — 2 3̂.

Итак, пространственная кривая в Фз определяется инвариантами

S k и ■». (последний можно заменить на х =  х — ЗА или АГ=1—х). По­
лучим вычислительные формулы для этих инвариантов, предполагая, 
что кривая задана уравнениями

у =  у { х ) ; - г -  z(x)

относительно'неподвижной флаговой системы координат {О, /i, i-i, Ь}). 
т. е. вектор-функцией

А -  х/, -f  у (х) i-, -  2 (х) /з, ■ (39)

где, конечно, /3 — изотропный вектор, а /3 — слабоизотропный. Имеем
А'  =  /1 -h y'i-i -4" ('^9)
4̂(fc) =  y(*) /, -f  *3 (41 )

(штрихи означают дифференцирование по х). Так как е̂  — dA\ds — 
=  А' \а, где

ds

0^1 — i\ -\г y'h "Т 2 /3.

g., =  bi y “Ь ^̂ 3' с O',
63 =  а/з5 а фО.

Дифференцирование тождества (43) по х  дает

(з' -Ц Аз-) (/, -j- y'i> 2 '/з) -{- {Ы> -Ь щ'з) =  у 'in 2 /3,
откуда

то

Положим

(42)

(43)

(44)

(45)

а' +  Аз’ =  0; 

Ь =  у " : з’ ; 

с - г " : о’ .

(46)

(47)

(48)

Аналогично, дифференцирование (44) и (45) дает

Ь' =  Ь з ( 2 А - 1 ) ;  (49)

с' =  з(с(2АЧ-1) +  а); (30)
а' =  хзй. (31)

В силу (41), (47) и (48) имеем
.4" =  з’ (А7. +  а ‘з). (52)

Дифференцируя это равенство и применяя (41), (46), (49) и (50), по- 
лучаем

у " '=  3 5̂ ; г'" =  ^Цс +  а). (53)

Еще одно дифференцирование дает

yiv =  &а (̂1 -  А); 2 ''’ = з ‘ { с ( 1 - А ) Ч - а ( 1 + х ) } .  (54)

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Неметрическая флаговая теория кривых и ее приложения к теории комплексов 85

Из (47), (48), (53) н (54) получаются окончательные формулы:

(2>V y"__2"y 'V )y"X 4- 1 =
(2'" у" — 2" у'") у"

(56)

Эти формулы имеют смысл только при у ' " ^ 0 ,  т. е. из рассмотрения 
исключаются кривые, расположенные на изотропных параболических 
цилиндрах. В последней формуле предполагается, что кривая не пло­
ская (см. (48), (41) и (44)). Тогда имеем

При 2 '" =  О кривая расположена на параболическом цилиндре со 
слабоизотропной образующей, так как проекция на плоскость {/,/3} 
параллельно i-, есть парабола. Натуральное уравнение такой кривой 
в силу (53) и (54) имеет вид х =  2k.

Из фор.мул (36) и (37) вытекает геометрическая характеристика 
еще одного класса кривых: натуральное уравнение K =  Q характери­
зует кривые с изотропной аффинной осью (38) изотропного линейно­
го комплекса (37).

§ 3. О кривых, расположенных на изотропных 
параболических цилиндрах

Теперь мы закончим репераж для кривой, расположенной на 
изотропном параболическом цилиндре. В этом случае в (26) имеем 
7 = 0 , а для фиксации последнего вторичного параметра остается 
соотношение, вытекающее из (25):

- 3 « * 1 = / У ,  (57)

(58)
откуда

Ь. =  /.-}
Если уфО,  то возможна фиксация

х =  ^ 1 = 0 ,
а деривационные формулы приводятся к виду

dA =  е, ds\ dCi =  (ket -f  e,) ds\
(59)

de-, =  {2kc2 +  вз) ds\ de 3 =  (3^4-1)  e 3ds.
Покажем, что эти формулы определяют наиболее общую кри" 

вую, расположенную на изотропном параболическом цилиндре. В соот' 
ветствующим образом выбранной неподвижной флаговой системе коор­
динат (О, /3) уравнение такого цилиндра имеет вид 2у =  х-,
а уравнения общей кривой, лежащей на нем, задаются с произволом 
одной функции 2 одного аргумента х\

1 ,
У =  —  ̂ :

2

. , (60) 2 =  2 (х).
Покажем, что зная функцию 2 =  г (х ) ,  можно найти векторы канони­
ческого репера (Л, e ,̂ е,, ^з) ч инварианты s я k так, что будут вы-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



86 Т. В. Лыжина, Н. А. Л\андрикова, Р. Н. Щербаков

ПОДНЯТЬСЯ формулы (59). Система (О, г», *з) станет тогда началь­
ным положением канонического репера.

Положим
А =  xi, i -  Л-- i, +  2 (л:) (61)

Далее можно вести выкладки так же, как мы это сделали в форму­
лах (39) —(55), но с упрощениями, вытекающими из того, что у =

— — и вместо деривационных формул (31) действуют форму­

лы (59). Приводим результат
^  _  а _  ^  Z'" -

0̂  ( г ' У

=  /| -j- xij 4" 2 /3;

"■’62 =  Ij "Г 2 i}',

/"is;â es -  ■

ds
dx

,IV

(62)

(63)

(64)

(65)

( 66)

Никаких ограничений на функцию z = z{x )  не возникает, кроме пред­
положения чем и доказывается наше утверждение.

При 2''' =  О мы имеем кривую третьего порядка, расположенную 
на изотропном параболическом цилиндре.

Все кривые третьего порядка, как известно, проективно-эквива­
лентны. Все изотропные параболические цилиндры флагово-эквива­
лентны. Для кривых 2 "̂  =  О (так же, как для циклов на плсккости, 
см. § 1) канонический репер не определяется единственным образом. 
Но именно этот случай и исключен предположением у т- 0.

§ 4. i'-peiiep линейчатого комплекса

Пусть теперь элементом является непзотропная прямая

г =  А teu (67)

а главных параметров — три. Тогда в формулах (1) — (2) при /г =  3 
главными формами будут L2-=  =«)?, C>-J =  co,', так как
при включении прямой (67) в репер фиксируются вторичные формы

гх, и, 11 -
Если записать основное соотношение в виде 

аог’’ (̂1)2 +  у.ш2 =  О, 
то главная корреляция [11] примет вид

А ■ te,*— > { R - A ,  («̂  -  т) « ■ - • - ( ? - е, ) =  0. (69)

Она вырождается только для специальных [П] комплексов при

ар-  =  О-

( 68)
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Полуизотропной плоскости, проходящей через луч, соответствует 
в корреляции (69) точка

С =  Л +  -^ е „ (71)

которую естественно назвать флаговым центром луча.
Отказавшись от рассмотрения цилиндрических комплексов, пере 

пишем основное соотношение в виде

т. е. положим X
О)- =  аш" +  +  T‘“i . (72)

= — 1. Первый шаг алгоритма Картана [11] дает 
=  а(-^

(73)SP =  _ p _ j  ^  ^1.

Of — -Ь Т (”з '’'1 ■̂ з)
Исключив из рассмотрения комплексы (и отдельные лучи) с несобст­
венным флаговым центром, проведем фиксацию

а =  1; ' 2 -2 = 0 ;

7 = 0 ; т:' = 0 ,
(74)

совмещающую начало репера с флаговым центром луча и наклады­
вающую некоторую связь па векторы ej и е .̂ Так как условие (70) 
приняло вид 6 =  0, то еще одна фиксация

1; - т : '  = 0  (75)

исключает из рассмотрения специальные комплексы. Основное соот­
ношение (72) принимает вид

=  (76)

а его замыкание и лемма Картана дают вторые основные соотношения 
ш’ -|“ ‘“ '2 —  “̂ 1 =  -j-

— (o' =  K̂oj — 2(0'̂  foi (77)
W‘2 +  Ш3 — «'2 =  +  /'“'l +

Коэффициенты этих соотношений зависят от оставшихся вторичных 
параметров следующим образом:

оа =  2 (ft -г с) "1 +  аг^; of =
Sft =  ( / +  г -  ft) "1 -f  ft-^; 0^ =  д{2т:\ Н- '' з̂);
OZ = 2 { т. 1 - 2 т.\)- (78)

3̂  ̂ =  ( / + ^ +  ^̂) ~1
При завершении построения канонического репера следует при­

нять во внимание два фактора: связи фиксируемых коэффициентов 
с наиболее простыми геометрическими ковариантами луча и необхо­
димость получения основной системы внешних дифференциальных 
уравнений в виде, не требующем продолжения (т. е. удовлетворяю­
щем критерию Картана, коль скоро получить ее в стандартном виде 
не удается).

Замыкание соотношений (77) приводит к системе внешних диф­
ференциальных уравнений

[da, o,]]-\-[db, соП - [rfc, со̂ ] = Х ‘ Г г
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где

[db, ^̂ U +  [dz, о,?) -\df, U)3] =  x/ll/,; 
[dc, («5] +  {df,  u)?] -r [dg,  0.3] =  X i  WA,

IV̂ j =  [u) ,̂ (uj|; ~  «>?]; “̂l

(79)

a коэффициенты X j  являются полиномами относительно a, b, c, f ,  z, g 
H коэффициентов, при помощи которых после некоторой фиксации 
вторичных параметров выразятся через базис остальные формы, вхо­
дящие в деривационные формулы, т. е. коэффициентов выражений:

luj =  а!шЗ a2Uj J — ДзСцЗ;
0)5 =  W|W? +

(80)
0)3 =

(U? =  /7,U)J - г  P г /7зшЗ,

77Z;, 9 ; .  Pi в силу (77) :связаны щестыо соотноще-

p^ - O i  = а +  6 ;  р , +  <7. — « 1  =-- с;

р> — a., = b +  z-, р.. + — п и  =  / : (81)
Р з ^3 — С +  А  Р з -  d3 — т з = ^ д .

ниями:

Поэтому в основную систему дифференциальных уравнений вклю­
чатся замыкания только двух уравнений из (80), так как два осталь­
ных будут их алгебраическими следствиями при любой фиксации 
репера.

Обратимся к геометрическим соображениям. Прежде всего обна­
руживается, что все три координатные подмногообразия Т ,  [ l l j  — 
торсы, причем (uj =  (1)3 =  О — цилиндр, а (oj =  о)3 =  О — полунзотроп- 
ная плоскость. Лучи комплекса, принадлежащие подмногообразию

О, огибают плоскую кривую, которую, следуя Н. И. Ко- 
ванцову [14], назовем „кривой s “. Вдоль нее деривационные формулы 
дают

dA =  —
dei =  (й2̂ 1 -г ^з)' (82)
de3 —

Формулы (82) станут наиболее близкими к формулам (6) каноничес­
кого репера плоской кривой, если мы проведем фиксацию

г =  - 1 ;  7;  ̂ =  2):] .

Вторую фиксацию естественно выбрать так, чтобы во втором уравне­
нии из системы (79) осталась одна неизвестная функция. Тогда воз­
никает дополнительное конечное соотнощенне (один из коэффици­
ентов Х̂ з обратится в нуль), а само уравнение станет стандартным, 
что повысит вероятность выполнимости критерия Картана. Так как / 
не может быть приведено к нулю, то наиболее выгодной является 
фиксация

й =  0; ( / - ! ) : : }  = 0 .  (83)

Разумеется случай 6 =  0, / = 1  следует исключить из рассмотрения 
(см. о нем ниже — § 5).

Конечное соотнощенне Х ^ = 0  в подробной записи и.меет вид 
2а. +  ( 1 - / ) ( а 2 - 1 ) - 9 ,  = 0 .  (84)
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Будем называть построенный канонический репер s-рспером, так как 
он тесно связан с кривой s.

Теорема 1. Основная система внешних дифференциальных урав­
нений линейчатого комплекса, отнесенного к s-penepy, — в инволюции.

Доказательство.  Основная система состоит из пяти внешних 
дифференциальных уравнений, которые после проведенных фиксаций 
можно записать так;

( 8 5 . )  

( 8 5 j )

(85з) 
( 8 5 J  

( 8 5 , )

Здесь Да.....  означают выражения, представляющие собой с у м м ы

соответствующего дифференциала и некоторой линейной комбинации 
базисных форм, коэффициенты которых состоят из букв с,..., а,. 
Например:

[Да, со?] -1- [Д а, со-ч] =  0;

IV . <«1 =  0;
[Да, (о?[ [Л/, со?] -р [Д̂ -, соЗ] =  0;
[Да,, С0? [  +  [Да., c uf ]  4-  [ Д о з ,  ш^] =  О; 
[ V i .  ш?[ -f [Д 2̂. wj] 4- [Д з̂, соЗ] = 0 .

\ f  =  d f  ^  -г Х\.

Выражения Да и Да отличаются друг от друга только линейными от­
носительно базнсны.х форм слагаемыми, и оба содержат слагаемое dc. 
Система (85) не является стандартной. Однако проверить критерий 
Картана [11[ нетрудно. Для определения числа .V применим к систе­
ме (85) лемму Картана. Получим

Да =  /4со? Ви)3,
Да =  Всо? 4- Ссо-з,

Да — Всо? 4“ СсоЗ,

Sg =  Сш- 4- Всо? 4-
— В'сО'З. у

Да,- =  апш, +  а/2со-з 4- а,-зсоЗ, a,j =  ajr, 

Д<7; =  4- <̂210? -Ь ^  д.._

(86)

(87)

^ В силу сделанного относительно Да п Дс замечания коэффициенты

S  и С выражаются через В и С соответственно. Три коэффициента 
а,!, а ,2, а,з выражаются через остальные коэффициенты в силу (84). 
Таким образом, число независи.мых новы.х букв в правых частя.х 
соотнощений (8 6 ) равно пяти, а в правых частях (87) — девяти. Сле­
довательно, iV =  14. Для построения регулярной цепи [11] занумеру­
ем базисные формы так: =  ш? =  ы,, ш? =  Ранги линейных
систем для этой цепи таковы: г, =  5 (при « i ? = 0 )  и г., 8 . Так как
число неизвестных функций с учетом соотнощения (84) равно 10—1= 9 , 
то характеры системы имеют следующие значения: s, =  /-j =  5 , $ 2  =  
~  — /"j =  3, S3 =  9 — 8 =  1. Число Картана Q равно 14. Итак, Q =  N,
критерий ^Картана выполняется, теорема доказана.

Перейдем к геометрическому описанию s-penepa. Плоскость (г — 
А, а,, ^з) -  о определена при включении элемента в репер — это 

единственная полуизотропная плоскость, содержащая луч комплекса. 
Как сказано выще, начало репера соответствует этой плоскости в глав­
ной корреляции, принимающей вид
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А \ te, ^ (/? - А ,  ей <̂ tê  +  (Р +  0  е,)  =  0 (88)
в силу фиксации 7 =  0.

Та же самая корреляция получается, как известно, если точкам 
луча сопоставить плоскости, соответствующие им в нуль системе лю­
бого из пучка касательны.'с линейных комплексов. Уравнение этого 
пучка при 7 =  0 имеет вид

>Р2з ”1“ P̂z\ "t' Р\2 Р/̂и2 =  о (8^)
При Х =  0 получается изотропный линейный комплекс [6]. Его аф­
финной осью является вектор ае, +  е ,̂ откуда виден геометрический 
смысл фиксации я =  1; она определяет направление » плоскость

( / ? - Л ,  ез +  бз) =  0, (90)
которая касается цилиндра комплекса. Что касается последней фик­
сации первого этапа, т. е. фиксации р =  1, то она приводит глазную 
корреляцию к виду

А ф- te, ч— .  (R -  А, е„  t {е-, +  е,)  +  е.,) =  0, (91)
т. е., например, точке А -е  ̂ ставит в соответствие плоскость репера 
(r  — Л, е,, е.,) -  0.

Векторы -Ь бз и бз определяют вторую полуизотропную плос­
кость репера

(/? — г ,  во, вз) — 0. (92)
Как известно, каждой плоскости, проходящей через луч, каса­

ются в общем случае два торса. Плоскости (92) касаются торсы
— О)’ =  гео] ф- =  0;

(93)
(1) ] ( 1)  ̂ =  (со J (0^) ш ] .

Одним из них при фиксации Ь =  0 становится координатный торс
со̂ =  о. (94)

который мы будем называть основным торсом. Его фокусом является 
точка

F = A - e „  (95)
что определяет нормирование вектора е,, а следовательно, в силу (91) 
и выбор плоскости

( / ? - Л, <?.,) = 0 .  (96)
Пересечение плоскостей (92) и (96) определяет теперь направление 
вектора е-, и прямую /? =  Л te-,, которая иначе может быть харак­
теризована как касательная к линии флаговых центров на основном 
торсе.

Для выяснения значения последней нормирозки (г =  — 1) обра­
тимся к „кривой s “. Обозначим

вз =  е*/, со] КоТ =  ds*. (97)

Тогда для кривой s получатся такие деривационные с])ормулы:
dA -  e*dŝ -̂ de, =  (а,.е] +  el) ds*- del =  q^elds*. (98)

Сопоставив их с формулами (6), найдем
е\ =  зе,; el =  з'̂ бо, (99)

ГД6
3 =  ds-. ds*. (190)

Так как нормировка вектора е\ уже известна, то отсюда получается 
геометрическое значение нормировки вектора ез =  е‘ :
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=  (I0I)
Здесь \е,\ и lej l  — длины векторов канонического репера кривой s, 
а I е* I =  I i4 — /"I, где F — фокус основного торса, А — флаговый центр.

Коль скоро все векторы s-penepa и все координатные подмного­
образия геометрически охарактеризованы, то выписывая по отдель­
ности деривационные формулы (для всех векторов s-penepa) для кри­
вой S, основного торса и цилиндра, легко получить геометрическое 
значение всех инвариантов комплекса прямых. Например, из дерива­
ционных формул для кривой s;

dA =  i»\ê ; =  ( а . е , -f ^з) (uj;

получим
dco =  Pie-i) wj; de  ̂ =

a-2 = (de ,̂ e,, e )̂ 
{dA, e-,, 6 3 )

{de.,, e, ,  e-j)

m.> =

q., =

(de-,, g3, g|) 
{dA, Bo, 6 3 )

(de 3 . e,, 6 3 )

( 102)

(103)

(dA, e,, € 3 ) ■ (dA,  e., 6 3 )
C другой стороны, применяя вычислительные формулы (18) — (20) 

и (55) -  (56), легко получить инварианты кривой s и ребра возврата 
основного торса.

Например, флаговые длина .цуги .х и кривизна k кривой s выра­
жаются так:

а а *  — а '
 ̂ =  (^ 2  -  2а.) ds*-, k (104)

где
о =  ds : ds*\ g' =  d s :  ds*, 

a ds* введено в (97).
Для флаговой длины дуги s и инварианта k ребра возврата ос­

новного торса получаем

^ “ 1

ai -f- а, /тг, . „ , 1 / За,
ds*; k ^ ------ ' (105)

За, ’ (ii \а\ +  â
где cfs* =  o)J I „3 = „,з_о, а штрихи означают дифференцирование по .s*.

Наконец, зная геометрическое значение того или иного аффин­
ного или проективного коварианта комплекса, нетрудно найти его 
выражение в терминах s-penepa. Например, ннфлекционные цент­
ры [11] суть точки i4 +  /e,, где / — один из корней уравнения 

g p  - - 2 t̂  {g -  с -  f )  ^  t- {а ~ 2 с -  g  Л- 1) _
(106)

- 2 / ( / - Ь  1) -  1 = 0 ,  
а аффинный центр [14] есть точка

с А- f — 0
------^ ^  (107)

2g
е,.

Заметим в заключение, что цилиндрическая конгруэнция u)J — 0 голо- 
иомна в любом комплексе.

§ 5. Некоторые частные классы комплексов

Так как основная система дифференциальных уравнений не стан­
дартна, то доказательства существования комплексов, характеризую­
щихся натуральными уравнениями, которые связывают только инвз-
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рианты а, с, /, g, приводит к сложным выкладкам, хотя геометрическое 
истолкование таких классов очень просто. По той же причине трудно 
установить, существует ли комплекс, исключенный при фиксации (83), 
хотя из уравнений (93) сразу следует геометрическое значение этого 
случая: совпадают два торса, касающиеся полуизотропной плоскости, 
проходящей через аффинную ось касательного изотропного линейного 
комплекса (т. е. плоскости (92)).

Поэтому .мы отметим здесь лишь некоторые классы комплексов, 
определяемые соотношениями на коэффициенты форм и ю,-, так 
как одно такое соотношение в общем случае делает зависимой от ос­
тальных форм системы (85) одну из форм или Аа,., что не приво­
дит к нарушению критерия Картана при построении регулярной цепи 
тем же путем, что и в теореме 1, а влечет только изменение значений 
характеров.

Поэтому каждый из перечисляемых ниже классов комплексов су­
ществует и определяется с произволом трех функций двух аргументов.

1) <72 =  2a-i +  1; векторы е, п е-̂  канонического s-penepa комплекса 
совпадают с векторами и е-, канонического репера кривой s.

2) q-i = 2̂ 2', кривая s является циклом (см. формулы (5).
3) q2 — 2a-. =  С, где С — константа, отличная от О и I; векторы е, 

и бз s-penepa неизменно связаны с векторами канонического репера 
кривой s; флаговая кривизна кривой s равна С~*а2 (см. формулы (104).

4) =  о, т. е. а2 — \\ направление вектора е-, остается неизмен­
ным вдоль кривой S; кривая s и основной торс определяют голоном- 
ное подмногообразие 'F j [И] комплекса: =  0.

5) p̂  =  о, т. е. Oi =  — а; линия флаговых центров на основном 
торсе — прямая.

6) /?з =  о, т. е. Оз-г с +  f  =  направление вз остается неизмен­
ным вдоль цилиндра комплекса; цилиндр и основной торс определяют 
голономпую цилиндрическую конгруэнцию (wj =  0).
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г е о м е т р и ч е с к и й  с б о р н и к

Выпуск 18 1977

В. в. МАЛЮТИН, Б. А. РОЗЕНФ ЕЛЬД

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ПЛОСКОСТИ 
НАД ТЕНЗОРНЫМИ ПРОИЗВЕДЕНИЯМИ ТЕЛ

[<лассическая гиперболическая плоскость ’5  ̂— плоскость Лобачев­
ского — в СИЛ}' интерпретации Пуанкаре изображается на полуплоскости 
комплексного переменного таким образом, что ее абсолют изобража­
ется точками вещественной оси, т. е. полем R вещественных чисел, 
дополненным бесконечно удаленной точкой, а движениям плоскости 'S j 
соответствуют дробно-линейные преобразования вещественной оси, 
образующие простую группу Ли класса В,, т. е. группу Ли того же 
класса, что и группа движений плоскости

В настоящей работе * показывается, что аналогичные утверждения 
справедливы для эрмитовых гиперболических плоскостей

/. 0 .  определенных соответственно над полем комплексных чи­
сел R (/), телом R (t, j) кватернионов и альтернативным телом R{i,  /, I)

СИ
октав ([1], с. 622 и 683), и аналогичных плоскостей ..., I, ...),
определенных над тензорными произведениями R(i,  ...) (><)/?(/, ...) =  
=  указанных тел.

§ I. Представление абсолюта плоскости 'S-, элементами поля R, 
дополненного бесконечно удаленной точкой, можно получить с по­
мощью стереографической проекции этого абсолюта на прямую тон же 
плоскости, которую можно рассматривать как проективную прямую Р,. 
Проводя аналогичные стереографические проекции абсолютов прос­
транств 'S . i i ,  /), 'S,{ i,  /, О, /), /, /), /, /, У),

j, I, I) на соответствующие проективные прямые Р, (Л, Р, (/,/), 
P i(f, /. О. Pi (i, О. Pi(i, i, /), P\{i, j, /, У), Pi (г, /, /, /), мы устано­
вим взаимно однозначное соответствие точек проективных прямых 
с многообразиями точек абсолютов, высекаемыми из них проектирую­
щими прямыми. Указанные проективные прямые можно рассматривать 
как алгебры R(i) ,  R {i, /), R{i,  /, /), /?(г, /), у, j /  у)
и R {i, /, /, /), дополненные бесконечно удаленными и идеальными 
элементами, играющими роль обратных для нуля и делителей нуля. 
Таким образом, абсолюты рассматриваемых эрмитовых гиперболичес­
ких плоскостей являются расслоенными пространствами, базами кото­
рых служат соответствующие проективные прямые, а слоями — пере­
сечения абсолютов с проектирующими прямыми. Размерности абсо-

*) § 1 и § 2 написаны В. В. Малютиным, § 3 — Б. А. Розенфельдом.
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77. An Сз F ,

A n ( X ) A n Co

С з А з 7Уб C 7
F , Co ^ 7 Co.

лютов И ИХ пересечении с проектирующими прямыми определяются
соответственно по формулам

k =  pq +  р - q — 2 (1)
и /пчl =  p-i-q — 2, (2)
где р и ^ — размерности тел-сомножителей.

Заметим, что группами движений плоскостей '5г(Л, ]'),
‘So(i, j, 1) являются соответственно некомпактные простые группы Ли 
классов В,, Ап, Сз, F ,̂ образующие первую строку так называемого 
„магического квадрата Фрейденталя“ ([2], с. 4 47):

(3)

Группы движений плоскостей ’S2(0-  7), 'Sn(i, j, I) и I, I)
также некомпактны и образуют вторую строку квадрата (3). Группы

движений плоскостей /), 'ВгСг, /, 7), 'Sn{i, j, 7, У) — некомпакт­
ные группы Ли классов Сз, А̂ , D̂ , принадлежащие третьей строке

квадрата (3), а группы движений пространств /, 7) и '52(7, /, 7, 7) — 
некомпактные группы Ли классов /■( и Е ,̂ принадлежащие четвертой 
строке этого квадрата.

§ 2. Рассматриваемые тела и их тензорные произведения можно 
связать с градуированными алгебрами Ли, определенными И. Л. Кан­
тором (131, [4]). Для этого обозначим через 77_i тело или тензорное 
произведение тел, а через Ь, с >  тернарную операцию на _i,
определяемую соотношением

< а ,  Ь, О  (be) — Ь (ас) f  с (Ьа), (4)

где в правой части обычное умножение в теле или тензорном произ­
ведении тел, а черта и волна обозначают сопряжение соответственно 
в первом и во втором тензорном сомножителе. Определим, используя 
операцию (4), пространства ТУ,, и U- 2  операторов, действующих на 
U-U положив

U  ̂=  {Sa,b\Sa,b(x) =  < a , b ,  X »  (5)

”  U _ 2 = { K a . b l K a . b ( x ) = < a ,  x , b > - < b , x , a > }  ( 6 )

для а, Ь, X из 7У_1. Тогда прямая сумма
L =  U -2@  Е Un,  (7)

где и,  и С, — вторые экземпляры пространств 77_i и ТУ_2. является 
градуированной алгеброй Ли. В этой алгебре определен инволютивныи 
автоморфизм X, ставящий в соответствие элементам из 77; (i -  U) их 

двойники“ из и -i,  а операторам 8а.ь нз операторы — 5*,о. Закон 
коммутации в алгебре (7) с учетом указанного инволютивного авто­
морфизма определяется формулами 

[f/j, Uj] =  Ui+p [S, a] =  S (a ) ;  [S, K] =  SK — TC'S; [a, b] =  Ка.ь\
I Si, S 2] =  5 ,5 2 - 5 2 5 , ;  [7 ( , 'c ]  =  K (a); [a, "6] =  5„,/,; [7<„ тТСз] =  T(,K2
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ДЛЯ S, $1 ИЗ Ki  ИЗ и _ 2 ', а,  Ь из t / _ i .  Используя корневые системы, 
корневые пространства и схемы Дынкина полупростых алгебр Ли, 
можно определить пространства Ui (i=^0) в разложении (7 ) полупрос- 
той алгебры Ли следующим образом [4]: пусть тг — система простых 
корней алгебры L, Л — некоторый набор корней из а {Л };— мно­
жество положительных или отрицательных корневых векторов алгеб­
ры L, которые в разложении по простым векторам имеют при векторах 
из Л сумму координат, равную i. Тогда — прямая сумма корневых 
пространств, соответствующих векторам из {Л},-.

Если перейти от алгебр Ли вида (7) к соответствующим группам 
Ли, то пространству 7У_2 0 7 /_ 1  алгебры в группе Ли будет соответ­
ствовать пространство так называемых образов полупростоты корней 
набора Л, а в случае когда Л состоит из одного корня — пространство 
образов простоты этого корня [5 ]

И. Л. Кантор показал [6 |, что альтернативное тело R (i, /, /) октав 
и тензорные произведения R  (г, / ,  1,1), R (1, / ,  / ,  / ,  J), R  ( / ,  j,  / ,  / ,  у, ц  
с операцией (4) порождают по указанному выще правилу простые ал­
гебры Ли соответственно классов Fi, Е ,̂ Е ,̂ Эти алгебры неком­
пактны. Легко проверяется (см. [7]), что тела R, R{ i ) ,  R { i ,  j) и тен­
зорные произведения R {i, / ) ,  R (i, j, I), R( i ,  j, J , J )  таким же образом 
порождают неко.мпактные полупростые алгебры Ли соответственно
классов В,, А',, Сз Л2 (Х)Л 9, Л5 и D .̂ Очевидно, что из рассматривае­
мых тел и их тензорных произведений можно составить квадрат таким 
образом, что каждый элемент этого квадрата будет порождать алгеб­
ру Ли того же типа, что и соответствующая группа квадрата (3). При­
ведем этот квадрат в виде (9) с указанием алгебры Ли, порождаемой 
соответствующим телом или тензорным произведением тел, схемы 
Дынкина этой алгебры и корней, определяющих градуировку (7), т. е. 
корней набора А; эти корни на схемах Дынкина обозначены черными 
кружками.

Пространство T/_2 0 6 '_i можно рассматривать как тривиально рас­
слоенное пространство с базой 7/_i, являющейся телом или тензорным 
произведением тел, и слоем i/_2. Составим таблицу, в первой строке 
которой укажем тело или тензорное произведение тел, во второй — 
размерность пространства Т/_2  0 6'_i в соответствующей алгебре Ли/., 
а в третьей строке — размерность пространства U - 2-

Таблица

I

ос Ос й?

S

Ос ос

O'

Ос ос

*<

Ос Ос

S'
S
•«■С
S

ОС

II 1 3 7 15 6 12 24 22 42 78

III 0 1 3 7 2 4 8 6 10 14

Заметим, что числа второй строки таблицы имеют вид ( 1), а числа 
третьей строки — вид (2). Если дополнить пространство //_2 0 /7_i бес­
конечно удаленными и идеальными элементами, соответствующими 
обратным для нуля и делителей нуля, то указанные тривиальные рас­
слоения перейдут в упомянутые выще нетривиальные расслоения аб-
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93 В. В. Малютин, Б. А. Розенфельд

солютов определенных нами эрмитовых гиперболических плоскостей 
над телами или тензорными .произведениями тел, так что элементы 
пространств U- 2  0  И-\ можно рассматривать как аффинные коорди­
наты точек абсолютов этих плоскостей. Так как движения плоскости 

изображаются дробно-линейными преобразованиями вещественной 
оси, точки которой можно рассматривать как аффинные координаты 
точек абсолюта плоскости 'S 2, то преобразования аффинных координат 
точек абсолютов остальных определенных нами эрмитовых гнпер-

R R(i) R Ibj) R ( Ш )

• ф -ф 0 9 < 0 0 -0 0 #
Сз

R(J) RC^-I) R (M,J) R(/,I.J,L)

А, А,ФА,
о - т о ^ о • - o - o - o #

6  Е<5

R(U) R(4 ,I)
о - * 4о С г ф - О - 9 -Q

Аз
o o o e C ^ с к > ^ о » ю

к Ш . и )

f’.
9 - 0 - 0 0 - 9

6
СКЮ -О ^-О  

6  Е ,
• o g o o o o

( 9 )

болнческих плоскостей при движениях этих плоскостей можно 
рассматривать как обобщение дробно-линейных преобразований на под­
пространства iy_2 0 t/_i, соответствующие этим плоскостям.

§ 3 .  Пространства ty_2 0 f/_i для алгебр R{i,  j, I, /, J) и R { i , j ,  
/, /, У, L), расширенные указанным образом, можно рассматривать кактЛ
абсолюты эрмитовых гиперболических плоскостей j, I, /, У)

II ‘S 2 (г, /, /, /, У, L), которые мы пока не умеем определять в це­
лом.’ Таким образом, все определенные нами абсолюты гиперболи­
ческих плоскостей над телами и тензорными произведениями тел 
представляют собой расширение подпространства алгебр
Ли групп движений этих плоскостей и, следовательно, являются рас­
слоенными пространствами, базами которых служат расширенные те­
ла или тензорные произведения тел, которые можно рассматривать 
как проективные прямые над соответствующими алгебрами, а слоя­
ми—расширенные подпространства U^2 , которые можно рассматри­
вать как пересечения указанных абсолютов с проектирующими пря­
мыми. Поэтому квадрату (3) Фрейденталя соответствует квадрат (10)

at
эрмитовых гиперболических плоскостей (для плоскостей ‘ 5 2 (i, у, /, /, У)

г»
и /, /, /, У, L) пока определены только их абсолюты):
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Гиперболические плоскости над тензорными произведениями тел 97

'5, (0 '̂ 2 {i, i) ’•̂2( ^1  y. 0
>5", (/) ’ 2̂ (i, j) ’0. (/. /, J) ‘52 (1, /, y, L)

(10)
%  (i, i) 'S,(i ,J ,  /) I,J) ( / , / , / ,  y,L)

■52 0 / .  /, /) 'S. {i, J,  1,1, J) 'S .i i , / ,  /, / , y , L)
..рг. ал 1 еиры л и  ( / )  взять в качестве t / _ i  вм ес­

то тела или тензорного произведения тел R  ( i ......... /^. ) =

= / ?  (г , . . . )0 / г ( / , . . . )  алгебру / ? ( 0 , . . . ) ,  обладающую общей комплексной 

формой с телом / ? ( « , . . . ) ,  например, алгебру R  (е)  двойных чисел, 

алгебру R { i ,  е )  антикватернионов, алгебру / ? ( / ,  / ,  е)  антиоктав
( [ 1] ,  стр. 441 и 535 ) ,  или тензорное произведение R  ( 9  ... в  . ) 
таких алгебр, то указанным выще образом мы определим абсолюты  
эрмитовых эллиптических (так как закон инерции эрмитовых форм 
в п р о ст р ан ср ах  над этими алгебрами не выполняется) плоскостей

0 . ( 0 , . . . )  и 5 ,  ( в ,  . . . ,  0 , . . . )  над указанными алгебрами и группы дви­
жений этих плоскостей. На этом пути мы получим все некомпактные 
г р р п ы  квадрата Фрейденталя и таким образом для всех этих групп 
m v S r  интерпретации, идея которых для компактных
также [9^) ” высказана одним из авторов в 1956 году { [ 8 ]; см.
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г е о м е т р и ч е с к и й  с б о р н и к

Выпуск 18 1977

А. П. КАРМАЗИН

ЗАМКНУТОСТЬ КЛАССОВ ОТОБРАЖЕНИЙ 
BLk HfiLA(ft) ОТНОСИТЕЛЬНО РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ

1. Пусть D — произвольная плоская область, отнесенная к пря­
моугольной системе координат хоу.

Через I- обозначим множество всех точек из D, лежащих на 
прямой X если это множество не пусто. Аналогично определяет­
ся множество 1ц, у =  т]. Будем рассматривать еще множество про­
екцию D на ось ох.

Говорят, что некоторое свойство имеет место для почти всех 
(п в.) множеств если для любого измеримого подмножества
D'xCID x найдется подмножество E^dD x,  mesE^ =  mes Dx, такое, что 
пои отмеченное свойство имеет место для k-

О п р е д е л е н и е ! .  Отображение Г (z) = / ,  (z) +  t'A* (2) принад­
лежит классу BLk в области D, если это отображение непрерывно 
в D, функции f j ( x ,  у) абсолютно непрерывны внутри и внутри 1у 
для почти всех таких множеств и 

,  2
V
/ - 1

dfj а 1 dfj
дх ду

dx dy ^  К <  оо , (I)

или, что то же самое, если f j  непрерывны в D и имеют в D первые 
обобщенные производные по л: и у в смысле С. Л. Соболева, для 
которых выполнено (1). _ ^

Отображение Т (2 ) принадлежит классу BL̂  ̂ в D, если 7 ^ВЕк при 
каком-либо конечном К  (ср. с классом BL, рассматриваемом в кни­
ге [ i j ,  см. с. 2 2 ).

Пусть на (О, оо) задана вещественная функция k{i) ,  удовлетво­
ряющая следующим условиям;

1. k{t)  непрерывка, положительна, конечна, не возрастает и
11т  к (t) =  00 ;

2 . J   ̂(!) tdt <  0 0 ;
О

k{t)
3. [ ^ d t =

J  с -1
к  а < 2 .

Определение 2. Отображение Т (z) i--/i (2 ) +  г/з ( )̂ принадлежит 
классу BLl {k) в D, если оно непрерывно в D, функции f j {z )  абсо-
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i*?™ ? И внутри для почти всех таких мно-

[ J ̂ (|2 - г „ | )  V
У-1

а

дх + ^ \ ^ y ^ d y ^ K < o o ,

V ^ o^ D .

Т (z) принадлежит классу BL'^(k) в области D епи TPRf^ ib't при некотором конечном Л". ^̂ иласти и, если
З а м е ч а н и е .  Учитывая неравенство

(а +  Ь)̂  <  +  6̂  <  2'-^ (а Ь)\

нетрудно доказать что класс 
BL {k) совпадает с классом отображений с ограниченны.\1 потенния- 
лом градиента, введенным в рассмотрение в работах [2], |31

Возникает вопрос о замкнутости классов BL^ и BLl\k) 1 <Га^ 9  
относительно равномерной сходимости. Мы установим это св^'йст^^

методами, описанными в книге Г. Д Суворова 111’ 
Доказательства наших результатов полмчяштга пг,« MJ-
ствующих модиф „кац„й% а^ы Г?амТ^сс?ж де„„Г ™  ™ " ™ " '

2. Проведем доказательство сначала для отображений класса BL-
В LJ ,  К

Л е м м а  1. Пусть функции

'р/. (■«) == Tin W  +  i  Ъп W  ( «  =  1, 2 , . . . )
(<Р1« и tp2« вещественны) удовлетворяют условиям:

3) 'fjn{x) абсолютно непрерывна на (О, 1], у  у =  ] о-

б) Ппт_|(|у,'„|« +  |ср;„|«) 1 < а < 2 -
Л-вОО О ■ ^  ,

в) последовательность { с р „ ( ^ ) }  сходится равномерно к ф ( х \ -  =  ?! (JC) +  т ср2 (j :) на отрезке [0 1]  ̂ имсрно к <?(■*)-
Тогда функции (х) и срз (х) абсолютно непрерывны на [0, 1] и

J ( l?Ih +  |tp2|“) d x ^ K .
о

Доказательство. Из последовательности /ф„} выбеоем полпог.в 
довательность (обознапим ее снова через {? ,)) , д'ля « Z p o V

I
J (|®ы|'Ч-|?2„|“)й?х<Л-.п-ьоо о

Следовательно, для достаточно больших п
I

1 (1'?ыГ +  |*2л|“)^/л:<л:+  1.

вале?t  -  ( v 1 , )  с Т о "? ) ,г  L T  2, „„тер-

I V^Jn (Рл) — '?;„(«,)] I = I J <Pyn of-V I <
S

и V
г -  1

7 * .
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а—1 а—1

<(J|cpj„|“dx [ n i e s ( l j s ^ ) ] <(/<■+1) ' '“ [mes ( У б ,  j j
о

где ------->  0 .
Таким образом, функции ?у„ равностепенно абсолютно непрерыв­

ны. Отсюда и из условия в) следует, что предельные функции ср, и ср,

‘‘'^ 'Х™ а°жеГвта'’р Т % е Д е ' ^ и е  аеммы. Пусть е >  0 -  произволь- 
ное число. Найдется N  {г) такое, что при всех я > /V (г)

1 '
f  (1 'f in  I '̂  +  1 02л 1 *) ^  ^
‘о

Пустьп ; {О =  Хо <  <  ^3 =  1} -  произвольное подразделение
сегмента [О, 1]. Тогда будем иметь:

- i 1 f 1'< I
г«“1 ^' 4- _ «^r-i

Отсюда
2

V
Xmi
/=1

ДГг J
X   ̂ Г j* I ?;я 1 ” =  J  I '-Р/" I “

2 }  , ,
 ̂ S (?/„; II) <  J  (!?>"\^-{-\'?2n\^)dx^K +  t.

Щ п
R ГИЛУ УСЛОВИЯ в) леммы и произвольности выбора числа з >  0 

для лк55о?о'подразделе„и, П сегмента |0 , 1| имеет место следуюитее 
неравенство для предельной функции ®(х).

П ) < К ,

Теперь пусть П' -  подразделение [О, 1] с х, =  -  (г =  О, 1 , . . . ,  в). 

Положим

f j s i ^ ) =  ^ у ,Xf — лг — 1
пои Х б (х ,_ь  х ,)(г  =  1......S). в точках деления полагаем f j A ^ r ) = 0 .
Тогда справедливо следующее равенство.

 ̂г
1

J  '’“ ‘ xr-/

; V hjjfilzLldfrilll') = У  s te; П').
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Замкнутость классов отображений и BBJ^ (k) lOI

Таким образом,

+  п ' х л " .о

Нетрудно убедиться, что и. в. на [О, 1] (исключение могут со­
ставить только точки деления и точки, в которых не существуют сру)

В силу леммы Фату (см. [4], стр. 50) тогда
* _ 1

и лемма доказана.
Л е м м а  2. Если отображения Т„ (г) /,„ {х, у) i (д:, у){п =

=  1 .2 , . . . )  удовлетворяют в замкнутой ограниченной области О ус­
ловиям; •’

1) Г „ (2 )€ 5 А к (Л- не зависит от л);
2 ) {г), T{z)  =^f^{x,  у) +  //2 (х, у) при п ^  со равно­

мерно на G, то Т (z)Q B L k в G.
Доказат ельство.  Положим (см. [5], стр. 41—42)

(у) = д^п
дх

df,2л

дх
dx.

Из теоремы Фубини следует, что

dfu
дх

df-.2л

дх
dx dy (у) d y ^ K .

— _ '-'У
Здесь Gy — проекция G на ось оу.

Из последнего неравенства и леммы Фату заключаем, что функ­
ция ср(г/) =  Итср„(у) конечна для п. в. у б Gy, и что

I Т  (у) dy <  Ит  ̂ j  'f„ (у) dy.
п -*̂ 00 Q“у -----“у

Обозначим через Ну множество тех значений у, для которых 
выполнены условия:

а) все функции /m i x ,  у) абсолютно непрерывны по х внутри L\
Р) функции ср (у), tp„ (у) (л =  1, 2 , . . . )  конечны.
Очевидно, m e s m e s  Gy и для каждого фиксированного у^Ну, 

функции g ^ { x ) ~ f ^ ^ [ x ,  y)~\-if2„{x, у) удовлетворяют всем условиям 
леммы 1 на любом сегменте, принадлежащем /у. Действительно, ус­
ловие а) леммы 1 дается условием а), условие б) леммы 1 следует 
из равенств

Игл
Я-►00

^Jln
дх + df.2л

дх
dx  =  lim<p„(y) =  <р(у)

и условия Р).
Тогда, в силу леммы 1, для У^у^Н функции f  ̂ и /, абсолютно 

непрерывны по х  на каждом сегменте из / , и
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дА а дА
дх 1 дх

Точно также получим, что для п. в. xf- Gj. функции /[ и аб­
солютно непрерывны по у на каждом сегменте из 1̂ , и

дА
ду + dj2

ду
dy<'!^{x),

г д е

'Ь ( j t )  =  lim  (д:) =  И т

Таким образом,

д_А
дх

д_А
дх + дА

ду + ду

ду 

dx dy

дА2п
ду

I ?({/) dy-h

dy.

<  lim j cp„ (у) +  iiEl ' i 'nMdx
n-HXf J  n-*co J

Gx

Ox

<  lim 
«-►00

дАп Г , дАп и
-т дАп а

+ дАп
дх 1 ' дх ду ду

dx dy <  K.

Лемма 2 доказана.
Легко заметить, что отображение Т (г) принадлежит классу BLx 

в области D тогда и только Toj^a, когда T { z)^BL k в  любой ограни­
ченной замкнутой подобласти D 'с

Отсюда и из леммы 2 получается
Теорема I. Пусть {Г^ (г)} — последовательность отображений 

класса BLk в  области D, равномерно сходящаяся внутри D к отоб­
ражению Т (г). Тогда TQBlfK в D.

3. Точно по этой же схеме доказывается замкнутость относи­
тельно равномерной сходимости отображений класса BL%(k).

Л емм а. 3. Пусть функции

® „ (л ')= 'Pi„('^)+  ^>зЛ^) (« =  1. 2 , . . . )  

удовлетворяют условиям:
а) <fj„(x) абсолютно непрерывна на (О, 1J, / =  1 ,2 ;

1
б) 1 ^  J  Л (Л-) (I I М - 1 9 2л I ”) dx <  К, где 1 <  а <  2 , а h (х) -  не-

«-►00 О
прерывная конечная функция на [О,!], для которой min А (х) >  Ац >  0;

в) последовательность {'f„(x)} сходится равномерно к с?(х) =
=  ®| (•<) +  на 10, 1\.

Тогда функции ®i (х) и 92 (л;) абсолютно непрерывны на [О, I j  и

/i(2t ) ( l 9 l l M  l 9 2 h )  dx
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Доказат ельство.  Как и при доказательстве леммы 1, выбира­
ем из {срл} подпоследовательность (обозначая ее снова через {?„}), 
для которой

I I
11т
Л-К» .,,) h (*) (I ?'i/i I ”4 -  I ?2л I “) rfx < AT.

Тогда для всех достаточно больших п 
1
f +  |<р2п|“) dXi ^K

и
Далее имеем

1 г

Ло j  ( I ?1л| “ +  I I “) d x  <  I Л  ( х )  (I с?[„ I “ - И  в2я I “) d x .
о о

Следовательно, при п >  N

. К +  1(| I ” 4- ( =Р2п I “) djc < '
Лп

н мы находимся в условиях леммы I. Таким образом, функции <р, и tpj 
абсолютно непрерывны на [О, 1|.

Доказательство второго утверждения леммы проводится точно по 
схеме доказательства соответствующего утверждения из леммы 1. 
Укажем только необходимые здесь изменения при построении 5(<р/• П) 

Полагаем

где

5  (о „̂; П) =  V  с(г)
Г-1 ( X , -  X r - i Y - ^

0 '’> =  min h (х)]
X i IXr-l, X, (

Xr — Xr-x
если л-б(^гл-ь дг,), /yj (л',) — 0 .

Л ем м а 4. Если отображения (г) =  /,„ (х, у) -f  //г„ (х,
(« =  1, 2 , . . . )  удовлетворяют в замкнутой ограниченной области G 
условиям:

1) T„(z) (: BLl:{k) (К не зависит от п),
2 ) Т'(г) = / , ( x ,_ y )  +  //,(x, у), при п -*оо  равно­

мерно на G, то Т (г) Q BL.K (k) в G.
Схема доказательства леммы полностью совпадает со схемой до­

казательства леммы 2 . Нужно только соответствующим образом из­
менить функции о„ (у) и v„ (х):

?«(> ')=  (* k{\z-г^\)
\J
'у

’̂ п{х) =  I  k{\z-Z,\)
1

dfxn а dhn
дх ’ дх

dx:

д/хп
ду +

д/.2п
ду

dy.

Заметим, что, например, при фиксированном у функция Л (х) =  
= /г (| 2 — 2^1) удовлетворяет всем условиям, сформулированным в лем-
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ме 3: она неотрицательна, непрерывна и mln/i (>1) >-/iy >  0 на любом 
сегменте из Iг

Таким образом, нами получена следующая теорема.
Теорема 2. Пусть последовательность {Т„ (г)} отображений клас­

са BL]({^k) в области D равномерно внутри D сходится к отображению 
T{z).  Тогда T {z ) (cB Ll(k )  в D.
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СЕМИНАР И. Г. ТУГАНОВА 
В ТОМСКОМ УНИВЕРСИТЕТЕ

Доклады, сделанные на заседаниях с сентября 1975 года (о пред­
шествующих заседаниях семинара сообщалось в выпусках 2 —8 , 12 
и 16).

11/1Х 1975. Р. Н. Щербаков. О работе геометрического семинара 
им. Н. Г. Туганова в Томском университете (доклад, прочитанный на 
Всесоюзном совещании заведующих математических кафедр универси­
тетов) .

11/1Х 1975. А. А. Лучинин. О Шестой Всесоюзной геометрической 
конференции.

19/1Х 1975. Л. 3. Кругляков. Торсальные плоскости, ассоцииру­
ющиеся с элементом подмногообразия семейства многомерных плос­
костей.

2/Х 1975. Р. Н. Щербаков, Т. В. Лыжина, Н. А. Мандрикова. Не­
метрическая флаговая теория кривых и ее приложения к теории ком­
плексов прямых.

9/Х 1975. А. Ф. Соловьев. О некоторых свойствах неголономной 
гиперповерхности, связанных с геодезическими линиями.

23/Х 1975. О. Л. Сдвнжков. Геометрия непараболнческих т-по- 
верхностей г-квазиевклидова пространства.

13/XI 1975. И. А. Печников. Репераж сопряженных пар пфаффовых 
многообразий и подмногообразий.

20/XI 1975. Л. 3. Кругляков, А. Г. Мнзин, Е. С. Никитина. Ком­
плексы индекса один 2-плоскостей в проектпвно.м 5-пространстве.

18/X1I 1975. И. А. Печников. Об одном изложении алгоритма Э. 
Картана.

25/XII 1975. В. В. Кайзер. Характеристические векторные поля и не- 
голономные сужения распределений на дифференцируемых многооб­
разиях.

19/XII 1976. В. В. Кайзер. Характеристические подраспределения и 
сужения дифференцируемых распределений в многомерном проектив­
ном пространстве.

4/1И 1976. А. Ф. Соловьев. Кривизна и кручение связности, инду­
цированной распределением в римановом пространстве.

11/III 1976. А. Ф. Соловьев. Внешне и внутренне плоские распре­
деления. Распределения нулевой внешней и нулевой внутренней криви­
зны.

11/III 1976. Р. Н. Щербаков. Памяти профессора Й. Клапки.
18/111 1976. Л. 3 .Кругляков. Проективно-дифференциальная гео­

метрия семейств многомерных плоскостей (обзорный доклад).
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25/III 1976. Л. 3. Кругляков. Торсальные пфаффовы подмногообра­
зия семейств многомерных плоскостей.

1/IV 1976. В. А. Приходько, Л. 3. Кругляков. О комплексе прямых 
Ki в проективном 5-пространстве.

22/IV 1976. В. В. Кайзер. Расширения и сужения дифференциру­
емых распределений в многомерных проективных пространствах.

6/V 1976. Н. К. Смоленцев. Геометрия групп диффеоморфизмов п 
движения идеальной баротропной жидкости.

20/V 1976. В. Б. Цыренова. К теории поверхностей в трехмерном 
квазпэллиптическом пространстве.

27/V 1976. Л. Е. Куновская, Л. 3. Кругляков. О 2-семействах плос­
костей в Рз и конгруэнциях демиквадрик в Рз.

9/IX 1976. Р. Н. Щербаков, Л. 3. Кругляков. О Всесоюзной кон­
ференции «150 лет геометрии Лобачевского».

9/IX 1976. Е. С. Никитина. О фокальном класса N— 6 и индекса 
один комплексе плоскостей в проективном N—пространстве.

16/1Х 1976. Н. П. Чупахнн, Л. 3. Кругляков. О псевдофокальной 
сопряженности в теории семейств многомерных плоскостей.

30/1Х 1976. О. А. Сдвижков. Основы теории многомерных повер­
хностей в полуевклидовых пространствах.

14/Х 1976. В. И. Слободской, В. А. Баранова. Комплексная и двой­
ная структуры в многообразиях прямых п-мерных неевклидовых прос­
транств и их применение в теории прямолинейных конгруэнций.

4/XI 1976. Н. М. Оннщук. Кафедре геометрии Томского универ­
ситета — 30 лет.

11/Х1 1976. Г. В. Шуленина. О задаче Бианки для конгруэнции 
коник в проективном пространстве.

18/Х1 1976. А. Ф. Соловьев. Распределения постоянной кривизны 
в £„.

25/Х1 1976. М. С. Бухтяк. Изображение прямых одного линей­
чатого многообразия точками четырехмерного пространства.

2/XII 1976. В. В. Слухаев. О дифференциальных формах высших 
порядков.

9/XII 1976. Л- 3. Кругляков. О некоторых свойствах комплексов 
прямых в многомерном проективном пространстве.

16/XII 1976. В. Н. Черненко. О соединимости двух точек 3-мерного 
С°°-многообразия интегральной кривой невполнепнтегрируемой диф­
ференциальной системы.

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



ПОПРАВКА

В статье «Основы теории поверхностей квазиэллиптического пространства 5з'», 
опубликованной в ротапринтном сборнике трудов Томского университета, т. 258 (Гео­
метрический сб., вып. 15, 1975), следует внести следующие поправки. Формулы (4 ), 
(5 ), (7) из § 5 II первых два уравнения (5) из § 8 должны иметь вид

К=\-^Ьг\  (4)

/ С = 1 — ? = = ! - / ,  (5)
v= =  ,8= ctg=<p; (7)

[rfa,ui'] -I- [rfijO) = ] =  — a,,v[iu'u>2], [rf3,0)4 +  =  — ?jV [ш'ш’ ). (5)

в  реферате той же статьи следует читать «пря.мейшие» вместо «прямолинейные».

Цыренова В. Б., Щербаков Р. Н.
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Р Е Ф Е Р А Т Ы

ОПУБЛИКОВАННЫХ СТАТЕЙ

Касательные подпространства и характеристики многообразий, ассоциированных 
с семейством многомерных плоскостей. К р у г л я к о в  Л. 3 . Геометрический сб., 18. 
Изд-во Томского ун-та, 1977, 3̂ — 1̂5. Решается вопрос об отыскании всех подмного­
образий L (4'й) п-семейства L (а) rf-плоскостей L, имеющих заданное касательное 
^-подпространство или заданную характеристику Z-*. Характеристика называется 
характеристикой первого типа, если касательное подпространство TLk (о) Для плос­
кости Lb семейства Lf,(a) содержит L. В противном случае она называется характе­
ристикой второго типа. Двойственным образом вводятся касательные подпростран­
ства 1( подмногообразия L (Ч'*) первого и второго типа. Выясняется число (если оно 
конечно) подмногообразий L (Ч'*), имеющих характеристики L/, или касательные под­
пространства /,. Для внутренних (внещних) порожденных семейством L {а) многооб­
разий плоскостей LbC L  (// ID L) решается вопрос об отыскании всех Z,* (I,) по за­
данному касательному подпространству (заданной характеристике) внутреннего 
(внешнего) порожденного многообразия. Характеристическая поверхность плоскости 
п̂—а внешне порожденного многообразия (гпп, а) есть гиперповерхность S“ 

порядка а. Рассматриваются случаи, когда поверхность S“ распадается. Полу­
чены двойственные результаты, с их помощью определено соответствие ^
где Lj_^CZL, а и выделены семейства, обладающие таковым.

О плоскостных поверхностях, обладающих дорсальными плоскостями. К р у г ­
л я к о в  Л. 3. Геометрический сб., 18. Изд-во Томск, ун-та, 1977, 16—-2А. Пфаффово
подмногообразие L (Ч (,) а-семейства /. (а) rf-плоскостей /, с касательным н-подпрос- 
траиством в проективном Л'-прострапстве при р =  н — rf —  а > 0  порождает точечное 
многообразие A'(rf, Ч'*). Если но всех неособых точках плоскости Z .* C E  его каса­
тельное подпространство ТХ (rf, Ч’*) одно и то же, то Л* называется дорсальной 
плоскостью относительно L (Ч'(,). Если касательные (rf -Ь а)-плоскости к плоскостной 
поверхности X (rf, а), описываемой семейством L (а), но всех неособых точках плос­
кости Lb пересекаются по (rf -f  а)-плоскости, то X (с1, а) называется поверхностью  
типа а по Lb- Эквивалентны в общем случае следующие свойства плоскости /.*: 
1) она является дорсальной относительно L /,) С1 L (а)\ 2) она сечет характеристи­
ческую поверхность плоскости L подмногообразия 7.(4'";,) по (й — 1)-поверхности по­
рядка 6; 3) семейство L (а) описывает поверхность типа о =  6 по Lb- Для поверхности 
X (rf, а) типа о по Lb имеет место неравенство р ^  *  (я — z) a{d — к). Случай ^=rf 
рассмотрен в РЖМат, 1975, 4А740.

О /t-псевдофокальных семействах плоскостей в проективном пространстве. Щ е р ­
б а к о в  Н. Р. Геометрический сб., 18. Изд-во Томск, ун-та, 1977, 2 5 -  32. В й-псев- 
дофокальном класса р (РЖМат, 1972, 4А785) а-семействе rf-плоскостей L{a) плос­
кость L b d L  называется fe-псевдофокусом пфаффова подмногообразия L (Ч''*), если 
касательное подпространство ТЕ* ( т , ,а ) ,  где от, =  (ft-f- l )(rf  — к) внутреннего порож­
денного многообразия Е* (от,, я) (РЖМат, 1974, 2А 603) совпадает с касательным под­
пространством TL (Ч'(,) подмногообразия Е (Ч’*). Плоскость Е * является й-псевдофо- 
кусом подмногообразия E(4fft) тогда и только тогда, когда характеристика касатель­
ного подпространства 7'Е*(от,, я) совпадает с касательным подпространством 7’Е*(от,, Ф;,) 
пфаффова подмногообразия Е * (от,, Wb), порожденного подмногообразием L^Vb)- Если 
р =  я — Ь (тогда к =  d — 1), то для любой (я — я)-плоскости 1̂ _д Z) Е, принадлежащей 
касательному подпространству TL̂ _-y (rf, я) =  TL (Ч'*), характеристическая гиперпо­
верхность S“(lg_g) распадается на гиперповерхность порядка 6 и на я — Ь раз взя-

Электронная библиотека (репозиторий) 
Томского государственного университета 

http://vital.lib.tsu.ru



Рефераты опубликованных статей 109

тую плоскость Lj_i- Если (при р =  а — Ь) d im T i^ _|  (mj, Ч (,) = /г — а, то плоскость 
t-a-i является (rf — 1)-псевдофокусом подмногообразия L (4'j,) тогда и только тогда, 
когда характеристическая гиперповерхность S°\TL^_  ̂ (т̂ , Ч' )̂] есть а раз взятая 
плоскость L^_y

О геометрии пары т-поверхностей в проективном пространстве Р „■ Л у чи­
ни н А. А. Геометрический сб., 18. Изд-во Томского ун-та, 1977, 33— 46 В работе для

т (т 4- 3)
пары /п-поверхностей в пьмерном проективном пространстве при ----------  ана­

литически строится инвариантное оснащение для одной из поверхностей, а затем, ис­
пользуя полученное оснащение и объект отображения, строится инвариантное осна­
щение для другой поверхности. Рассматривается ряд геометрических образов (сопри­
касающиеся гиперквадрики, характеристики и фокальные образы инвариантных 
подпространств), которые позволяют выяснить геометрические свойства построенного 
оснащения. Изучаются также проективные преобразования инвариантных подпро­
странств, связанных с рассматриваемыми поверхностями.

Комплексы индекса один плоскостей в пространстве Ps. К р у г л я к о в  Л.  3. ,  
М н з и н  А. Г., Н и к и т и н а  Е. С. Геометрический сб., 18. Изд-во Томского ун-та, 
1977, 47—58. Комплексом индекса один двумерных плоскостей L в пятимерно.м 
пространстве Ps называется 4-семейство плоскостей 7 .(4). Устанавливается соответ­
ствие между особыми (РЖ М ат, 1964, 7А459) точками и фокальными класса ну.чь под­
многообразиями (РЖ М ат, 1971, 6А687). Прямая Li плоскости комплекса называется

торсальной класса один, если существует такое подмногообразие 7.('Гг), что касатель­

ное подпространство TL,(2, W2) трехмерно. В общем случае в плоскости 7, имеется 
три торсальных класса один прямых, на каждой из них имеется не более двух особых 
точек, а во всех остальных точках торсальной прямой соответствующие гиперплоскости

основного соответствия (РЖ М ат, 1964, 7А459) образуют пучок с вершиной 7"7., (2, Ч*'2).

Подмногообразие 7 .(^ 2) состоит из всех 1-подсемейств, имеющих характеристику на 
соответствующей прямой L\. Вводятся точки прикосновения подмногообразий /-( 'F i)  
и Т.(Ч^2) с плоскостью комплекса и исследуются подмногообразия по расположению 
точек прикосновения. Обозначения и терминология соответствуют работе Л. 3 . Круг­
ликова «К дифференциальной геометрии семейств подпространств в проективном про­
странстве».— Геометрический сб., 16 («Труды Томского ун-та», 263), 1975, 42—57.

Распределения А m «а многообразии всех гиперплоских элементов «^мерного цент­
роаффинного пространства О н и щ у к  Н. М. Геометрический сб., 18. Изд-во
Томского ун-та, 1977, 59— 71. В работе показано, что геометрический объект, опреде­
ляющий распределение Ат на многообразии Фгп—! всех гиперплоских элементов СН, 
состоит из т-пары {7 .^ , Р„^т-\ 1 ** отображения h. Инвариант Ь есть центроаффин- 
иое расстояние от плоскости Lm До плоскости . Основная прямая элемента

СН есть такая прямая 7, С  И, что характеристика плоскости, определяемой этой пря­
мой и центром пространства вдоль 1-семейства, проходит через точку С. Доказано, 
что 1) совокупность основных прямых элемента СН всех тех интегральны.х 1-семейств 
4̂ 1 распределения A ^ - Для которых центроаффипное расстояние от касательной к линии 
С(Ч^) до характеристики плоскости Н равно инварианту 1ф — \ есть ( т — 1)-мерныи 
конус второго порядка; 2) совокупность основных прямых элемента СН всех тех 4^i, 
для которых касательная к линии С (4*̂ 1) и характеристика плоскости Н составляют 
иебисекантную 1-пару, образуют два конуса второго порядка. Определены аналоги со­
пряженных и асимптотических линий для интегральных 1-семейств распределения А т- 
Отмечены их свойства. Дана геометрическая характеристика условию инволютивпости 
распределения А т - Выделены некоторые классы распределений Д т  ■

О задаче Бианки в проективной теории конгруэнций коник. Ш у л е п и н а  Г. В. 
Геометрический сб., 18. Изд-во Томского ун-та, 1977, 72—78. Для невырожден­
ных конгруэнций коник, плоскости которых образуют двупараметрическое семейство, 
в трехмерном проективном пространстве рещена следующая задача: в плоскости каж­
дой коники выбрать прямую L так, чтобы полученная прямолинейная конгруэнция обра­
зовывала расслояемую пару с конгруэнцией прямых В0В3, где ВоВз — ось канониче­
ского репера, не лежащая в плоскости коники и проходящая через характеристическую 
точку Bq этой плоскости. В общем случае решение определяется с произволом четыре.х 
функций двух аргументов (то есть не для произвольной конгруэнции коник). Иссле­
дованы некоторые частные классы конгруэнции, дающие решение задачи. Аналогичная 
задача в аффинной геометрии решена в РЖМат, 1974, ЗА572.
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Неметрическая флаговая теория кривых и ее приложения к теории комплексов. 
Л ы ж и н а  Т. В., AV а н д р и к о в а И.  А., Щ е р б а к о в  Р. Н, Геометрический сб., 18. 
Иэд-во Томского ун-та, 1977, 79—92. Канонические реперы и вычислительные форму­
лы системы инвариантов плоской н пространственной кривых применяются для геомет­
рической характеристики инвариантов и классов линейчатых комплексов в трехмер­
ном неметрическом флаговом пространстве (фундаментальная группа состоит из всех 
проективных преобразований, сохраняющих флаг, а не только из «движений»), в ко­
тором комплекс естественно относится к трем флагово-иивариантиым подмногообрази­
ям — плоской кривой, цилиндру и «основному торсу» (касающемуся плоскости, 
проходящей через луч и параллельной аффинной оси касательного изотропного линей­
ного комплекса). По теории кривых см. также РЖМат, 1968, 8А488; 1965, 12А Й 2, 
Бнбл. 15 назв.

Гиперболические плоскости над тензорными произведениями тел. М а л ю т и н  В.  В.,  
Р о з е н ф е л ь д  Б. А. Геометрический сб., 18. Изд-во Томского ун-та, 1977, 9 3 —97. 
Получены аналоги известной интерпретации плоскости Лобачевского па плоскость 
комплексного переменного для эрмитовых гиперболических плоскостей, определенных 
над поле.м комплексных чисел, телом кватернионов и альтернативным телом октав, 
а также над их тензорными произведениями. Так как указанные тела и их произве­
дения связаны с градуированными алгебрами Ли, определенными в РЖМат, ,1971, 
1.Й371; 1972, 2А386, то геометрически характеризуются и эти группы.

Замкнутость классов отображений SL “ и (k) относительно равномерной
сходимости. К а р м а з и н  А. П. Геометрический сб., 18. Из,т-во Томского ун-та, 1977, 
98— 104. Пусть {Т п (г )) — последовательность отображений класса либо
BL^(k) (k(t) — ядровая функция) в области D. Показано, что если {Г„ (г )}  сходится
равномерно внутри области D к отображению T(z), то Т(г) принадлежит тому же 
классу B L ’  (BL  ̂ (к)) в D.
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