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УДК: 517.946  
ЗАДАЧА ИНТЕГРАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ В ПОЛОСЕ С ВЕСОВОЙ ФУНКЦИЕЙ  

 
А.Х. Бегматов, А.С. Исмоилов 

Самаркандский государственный университет 
E-mail: akrambegmatov@mail.ru 

 
Аннотация. В настоящей работе рассмотрена задача восстановления функции по семейству 

парабол в полосе с весовой функцией, имеющей особенность. Доказана теорема единственности 
решения уравнение. Показано что решение поставленной задачи слабо некорректно, то есть получены 
оценки устойчивости в пространствах конечной гладкости.  

Ключевые слова: слабо некорректные задачи, преобразование Фурье, теоремы 
единственности, весовая функция.  

 
Yoʻlakda vazn funksiyali integral geometriyamasalasi 

Annotatsiya. Bu ishda yo’lakda maxsuslikka ega boʻlgan vazn funksiyali parabolalar oilasi boʻyicha 
funksiyani tiklash masalasi qaralgan. Yechimning yagonaligi teoremasi isbotlangan. Qoʻyilgan masalaning 
yechimi kuchsiz nokorrekt ekanligi koʻrsatilgan va turgʻunlik bahosi olingan.  

Kalit so zlar: кuchsiz nokorrekt masala, Fur’e almashtirishlari, yagonalik teoremasi, vazn funksiya.  
 

The problem of integral geometry in a strip with weight function 
Abstract. In this work we consider the problem of reconstructing a function from a family of 

parabolas in the upper half-plane with a weight function having a singularity. The uniqueness of theorem for 
the solution of equation is proved and the inversion formula is derived. It is shown that the solution of the 
problem posed is weakly ill-posed, that is, stability estimates are obtained in spaces of finite smoothness.  

Keywords: Ill-posed problems, integral geometry problems, integral transforms, inversion formula, 
existence theorem 

 
1. Введение 

Интегральная геометрия, один из актуальных разделов анализа и математической физики, 
изучает вопросы восстановления функции, от которой известны интегралы, заданные на семействе 
многообразий. Впервые связь между задачами интегральной геометрии и многомерными обратными 
задачами для дифференциальных уравнений была установлена в работе М.М. Лаврентьева и 
В.Г.Романова [1]. 

Приведем определение задачи интегральной геометрии[2,3]. Пусть ( )u   – достаточно гладкая 

функция, определенная в n  – мерном пространстве  1,..., n   , и   x  – семейство гладких 

многообразий в этом пространстве, зависящих от параметра  1,..., .mx x x  Пусть, далее, от функции 

( )u   известны интегралы 

( )

( ) ( )
x

u d f x 


 , 

где d  определяет элемент меры по  x . Требуется по функции ( )f x  найти функцию ( ).u   

Единственность широкого класса задач интегральной геометрии в полосе была установлена 
В.Г. Романовым. Задачи не вольтерровского типа изучались в работах М.М.Лаврентьева и А.Л. 
Бухгейма [4,5], Р.Г. Мухометова  [6].       

Слабо некорректные задачи интегральной геометрии вольтерровского типа с весовыми   
функциями, имеющими особенность исследовались в работах [7,8]. 

Теоремы единственности, оценки устойчивости и формулы обращения слабо некорректных 
задач интегральной геометрии по специальным кривым   и поверхностям с особенностями вершинах 
получены в [9-12]. 

В работах [13-14] изучены новые классы задачи интегральной геометрии и введены новые 
подходы к исследованию задач восстановления функции по весовым функциям с особенностью. 

Введем обозначения, которые будем использовать в этом пункте: 

 2 2 1 1 2
1 2 2, , , , ( , ): 0 ;x R R R R R x x x x           

 2
2: 0 },x R x l      

 2
2: 0 },x R x l      
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здесь,  0 l  . 
В полосе   рассмотрим семейство 1 2( , )P x x  кривых, которое однозначно параметризуются с 

помощью координат своих вершин 1 2( , )x x  :  
2

1 2 1 2 2 2 1 1 2 2( , ) {( , ) : ( ) , 0 }.P x x x x x           

 
2. Задача интегральной геометрии 

Задача 1. Определить функцию  двух переменных 1 2( , )u x x , если для всех 1 2( , )x x  из полосы    

известны интегралы от нее параболам 1 2( , )P x x : 

1 2

1 2

2
1 1 1 2 1 1 1 1 2( , ) ( , ( ) ) ( , ),

x x

x x

g x u x x d f x x   




         (1) 

где 1 1 1 1( , ) 2( )g x x        (2). 

Обозначим через U  класс функция 1 2( , )u x x , которые имеют все непрерывные частные 

производные до восьмого порядка включительно и финитны с носителем в 2R . Для определенности 
имеем 

supp  1 2 1 2( , ) : , 0 , 0 , .u D x x a x a a x l l             

Доопределим правую часть уравнения (1) при 2 0x  .  
Введем функцию 

1 2 2
1 2

2

( , ) , 0,
* ( , )

0 , 0.

f x x при x
f x x

при x


  

  (3) 

Как следует из  постановки задачи 1 и условий, наложенных на функцию ( )u  , к функции 

1 2*( , )f x x можно применить преобразование Фурье по 2x .  

2 2*
2 2 2 2

0

ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) .i x i xe f x dx e f x dx     
 



    

Таким образом, доопределив 1 2( , )f x x  в нижней полуплоскости нулём, к обеим частям 

уравнения (1) можно применять преобразование Фурье по 2x .  
Введем следующие функции  

0

( , ) cosiI e d   


  ,             (4) 

 
2 2( )

1 2 2 4

1
( , )

2 1 ( , )
i x d

I x e
I

    
   


 



 
 ,      (5) 

1 1( )
1 2 2

2 1 1 2 2 4

( , )1
( , ) .

2 1

i xe I x
I x x d

   
  

 

  




  

  (6) 

Справедлива следующая теорема: 
Теорема 1. Пусть функция 1 2( , )f x x  известна для всех 1 2( , )x x  . Тогда  решение задача 1 в 

классе U единственно, имеет место представление 
1 4 4

1 2 2 1 1 2 2 2 1 2 1 24 4
2 10

( , ) ( , ) ( , ) ,
х

u x x I x x E E f x x d d d    
 

 

 

   
         
    (7) 

и выполняется неравенство 

1,0 2
22

1 2 0 1( ) ( )
|| ( , ) || || || ,

W W
u x x C f

 
  

где 0C  – некоторая постоянная.  
Доказательство. Приведём уравнение (1) более удобному виду:   

2
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   
1 2

1 2

2
1 2 1 1 1 2 1 1 1( , ) 2 , ( )

x x

x x

f x x x u x x d   




    

2

2

2
2 2 1 2 2 2

0 2 2

2
2 2 1 2 2 2

0 2 2

2 ( , )
2

2( ) ( , ) .
2

x

x

d
x u x x

x

d
x u x x

x

  



  



    



    






 

 
2

1 2 1 2 2 1 2

0

( , ) ( , ) ( , ),
x

u x h u x h d f x x                 (8) 

где 2 2h x   .       

Применим преобразование Фурье по переменной 1x  к обеим частям уравнения (8) 

 
2

1
2 1 2 1 2 2 1

0

( , ) ( , ) ( ,
x

i xf x e u x h u x h d dx   




       

2 2

2 2 2 2

0 0

2 ( , ) 2 sin( ) ( , ) .
2

x xi h i he e
i u d i h u d

i

 

      
  

    

Теперь   1 2 2

1ˆ ˆ( , ) ( , ).
2

f x f x
i

   

Таким образом  
2

2 2 1 2

0

c o s ( , ) ( , )
x

h u d f     
 

 .    (9) 

Применим к уравнению (9) одностороннее преобразование Фурье по переменной 2x : 

2

2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 21
0 0 0

( , ) sin( ) ( , ) ( , ) sin .
x

i x i xf e h u d dx u e x dx d 



          


    
      Сделав в 

этом равенстве замену 2 2x   , получим: 

2

2

( )
2 21

0

0

( , ) ( , ) s in

ˆ̂ ( , ) s in .

i

i

f u e d d

u e d

  



 

       

    

   




 



 


 

Таким образом уравнение (9) примет вид 

1

0

ˆˆ ˆˆ( , ) sin ( , )iu e d f      


  ,                                (10) 

Нам нужно оценить снизу по модулю функцию ( , )I   , что позволит получить оценки для 

функции  ˆ̂( , )u   , а затем и для искомой функции  1 2( , )u x x . 

Покажем, что интеграл (4) является равномерно сходящимся относительно параметров   и  , 

причём параметр   можно без ограничения общности считать положительным. 

Сделав замену t   и учитывая  2d td t  , в интеграле (4), имеем: 

2 2 2

0 0 0

2 sin 2 cos sin 2 sin sin .i tI te tdt t t tdt i t t tdt     
  

      

Используя формулы 
2 2

2

0

sin( )sin(2 ) cos sin , [ 0, 0]
2 2

b b b
x ax bx dx a b

a a a a

  
    

 
 , 

2 2
2

0

cos( )sin(2 ) sin cos , [ 0, 0]
2 2

b b b
x ax bx dx a b

a a a a

  
    

 


 
 (см [15]), получим: 

3
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2 2 2 2

sin cos cos sin
2 2 4 4 4 4

I i
     
     

  
      

    
2 2

cos sin .
2 4 4 4 4
i i
     
   

    
            

 

Значит,  мы имеем следующие выражения: 
2

2 2
4 4cos sin .

2 4 4 4 4 2

i

I i i i e
 

       
     

 
  

 
    

             
 Модуль функции  ( , )I    имеет вид: 

.
2

I
 
 



 Учитывая  это неравенство и формулу (9) получим неравенство 

1

2 ˆˆ ˆˆ( , ) ( , )u f
    
 

 .
 

Отсюда несложно получит оценку

 21
.

I

 
 

                                    (11) 

Из уравнения (10), учитывая (11), получим 

1

1 ˆˆ ˆˆ( , ) ( , ),
( , )

u f
I

   
 

  

или 

1

ˆˆ ˆˆ( , ) ( , ).
( , )

u f
I

    
 

        (12) 

Разделим и умножим правую часть равенства (12) на ( 41  ): 

4
14

ˆˆ ˆˆ( , ) (1 ) ( , ).
(1 ) ( , )

u f
I

     
  

 


       (13) 

В правой части уравнения (13) функция 1

ˆ̂
( , )f    примет вид 

2
1 1 2 2

0

ˆ̂ ˆ( , ) ( , )if e f d    


  . 

Применяя интегрирование по частям четыре раза, учитывая, свойство дифференцирования 
преобразования Фурье получим следующее 

2 2

4
1 2

1 2 2 24 4
20 0

ˆ ( , )1ˆ ( , )i i f
e f d e d      

 

  


  .                (14) 

Подставляя (14) на (13), получим 

 
2 2

4
1 2

1 2 2 244
20 0

ˆ ( , )ˆ ˆˆ( , ) ( , )
1 ( , )

i i f
u e f d e d

I
         

  

  
   

    

 
2

4

1 2 244
20

ˆ ( , ) .
1 ( , )

ie E f d
I

   
  

  
  

  
         (15) 

Применим к уравнению (15) обратное преобразование Фурье по переменной  . 

 
2 2

4

2 1 2 244
20

ˆˆ( , ) ( , )
1 ( , )

i x iu x e e E f d d
I

      
  

 




            
   

4

1 2 2 1 2 24
20

ˆ( , ) ( , ) .I x E f d    


  
   

 
  

Значит 

4
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4

2 1 2 2 1 2 24
20

ˆ( , ) ( , ) ( , ) .u x I x E f d      


  
    

 
  

Последнее соотношение с учетом того, что 1 2 2

1ˆ ˆ( , ) ( , )
2

f f
i

    запишем в следующем виде  

4

2 1 2 2 2 2 24
20

ˆ( , ) ( , ) ( , ) ,i u x I x E f d      


  
    

 
                        (16) 

где 2 2 2

1ˆ ˆ( , ) ( , )
2

f f    . 

Разделим и умножим правую часть равенства (16) на ( 41  ): 
4

4 1 2 2
2 2 2 24 4

20

( , ) ˆ( , ) (1 ) ( , ) .
(1 )

I x
i u x E f d

      
 

   
      

   (17) 

В интеграле 

1
2 2 2 1 2 1

ˆ ( , ) ( , ) ,if f e d    




   

применяя интегрирование по частям четыре раза, учитывая, свойство дифференцирования 
преобразования Фурье получим следующее  

1 1

4
2 1 2

2 1 2 1 14 4
1

( , )1
( , ) .i if

f e d e d     
 

 

 




           (18) 

Отсюда (17) примет вид 
4

41 2 2
2 2 2 24 4

20

( , ) ˆ( , ) (1 ) ( , )
(1 )

I x
i u x E f d

      
 

   
       

  

1

4 4
1 2 2

2 1 2 1 24 4 4
2 10

( , )
( , ) .

(1 )
iI x
e E E f d d 

   
  

 



    
        
       (19) 

Применяя к уравнению (19) обратное преобразование Фурье по переменной   и используя 
теорему о свертке, а также свойство дифференцирования преобразования Фурье, получим: 

1 1

4 4
1 2 1 2 2

2 1 2 1 24 4 4
1 2 10

( , ) ( , )
( , )

(1 )
i x iu x x I x

e e E E f d d d
x

       
  

  


 

     
          
  

1 1( ) 4 4
1 2 2

2 1 2 1 24 4 4
2 10

( , )
( , ) ,

(1 )

i xe I x
d E E f d d

        
  

    

 

                 
    

или 
4 4

1 2
2 1 1 2 2 2 1 2 1 24 4

1 2 10

( , )
( , ) ( , ) .

u x x
I x x E E f d d

x
     

 

 



    
          
   

Отсюда имеем следующее представление решения задачи I: 
1 4 4

1 2 2 1 1 2 2 2 1 2 1 24 4
2 10

( , ) ( , ) ( , ) ,
x

u x x I x x E E f d d d      
 

 

 

   
         
     (20) 

где 2 1 1 2 2( , )I x x    определено с помощью формулу (6). 

Учитывая неравенство (11) и формулу (12), получим 

1

ˆˆ ˆˆ( , ) 2 ( , ) ,u f


     


 
   
 
 

 

откуда следует оценка 
2

2
2

1
0 0

ˆˆ ˆˆ| ( , ) | 2 ( , ) .u d d f d d


         


 

 

                    (21) 
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 Используя свойства дифференцирования преобразование Фурье, неравенство треугольника для 
норм, а также учитывая (20) и (21), условия наложенные на функцию u  получим оценку 

1,0 2
22

1 2 0 1( ) ( )
|| ( , ) || || || ,

W W
u x x C f

 
  

где 0C  – некоторая постоянная. 
 Из которой вытекает единственность решения задачи I . 
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