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Resumen

En aplicaciones de la Mecanica de Fractura, el método de Elementos de Borde
(“Boundary Element Method”) es un método numérico que tiene ventajas comparado
con el método de Elementos Finitos; sin embargo, su difusién estd ain muy restringida
a pesar de ser una técnica suficientemente madura. El parametro de campo K (factor
de intensidad de tensiones en modo I), es el principal paraimetro de la mecanica de
fractura elastico lineal. Para el modelado por elementos de Borde de una fisura aguda
es necesario usar técnicas especiales para evitar el aparecimiento de matrices singulares,
en este trabajo se utilizé el método “Dual Boundary” en modelado bidimensional para
materiales isotropicos, los factores de intensidad de tensiones fueron estimados usando
el método “crack tip opening displacement” (desplazamiento de abertura de la punta
de la fisura). Los tipos de probetas modelados fueron “Single Edge Notch Tension”,
SE(T), “Double Edge Notch Tension”, DE(T), y “Middle Tension”, M(T). Los
resultados obtenidos muestran una buena correlacién con los resultados analiticos y
con los relatados en la literatura.

Palabras clave: DE(T), SE(T), M(T), Factor de intensidad de tensiones Ki, “Dual
Boundary”

1 Introduccidon

El parametro de campo mas importante de la mecanica de la fractura elastica lineal
es el factor de intensidad de tensiones K. La mayorfa de las metodologias para
determinar el comportamiento y la tolerancia de las partes estructurales a las fisuras sin
que acontezcan fallas catastréficas estin basadas en la determinacién del factor de
intensidad de tensiones en la punta de la fisura.
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Los dos métodos numéricos mas usados en aplicaciones de ingenieria para analizar
y modelar problemas estructurales complejos son el método de los Elementos Finitos -
FEM y el método de los Elementos de Contorno — BEM, también conocidos como
Elementos de Borde. Una de las principales ventajas del FEM es su amplia difusion,
existiendo aplicaciones comerciales practicamente para todas las areas de las ciencias, al
contrario, el BEM tiene su difusién muy restringida, existiendo pocos programas
comerciales basados en este importante método.

Uno de los principales atractivos del BEM es que en su formulacién numérica,
cuando no existen fuerzas de volumen o de cuerpo, no es necesario integrar el dominio,
procediéndose al analisis unicamente del contorno del problema, lo que permite
disminuir la complejidad del problema en una dimensién; sin embargo el costo
computacional que se paga por esta ventaja puede ser bastante elevado, porque en la
aplicacion discretizada del método aparecen matrices llenas y con singularidades que
necesitan de técnicas especiales para su tratamiento. Existen reportes en la literatura
especializada de que en el analisis numérico de problemas de la Mecéanica de Fractura el
BEM lleva a resultados mas precisos [2].

Para el modelado de fisuras por BEM no es posible usar el método convencional,
porque aparecen matrices mal condicionadas, una alternativa recientemente desarrollada
para este tipo de problemas es la aplicacion del método “Dual Boundary” [7].

En este trabajo, para probetas tipo M(T), SE(T) y DE(T) mostradas en la Fig. 1, se
calcula el factor de intensidad de tensiones para solicitaciones de la fisura en modo de
abertura - K; (modo I), usandose el método de los elementos de contorno dual (“Dual
Boundary Method”), en andlisis bidimensional, los resultados obtenidos son
comparados con los relatados en la literatura especializada.

2 Formulacidon

Considerando una placa plana de tamafio y forma arbitrarios, con solicitaciones
mecanicas en el estado plano y conteniendo una fisura aguda de orientacién y tamafio
cualquier, el campo de tensiones alrededor de la punta de la fisura puede ser expresada
de forma aproximada por una expansion de la formula:

K
Gij(r,ﬁ):ﬁ'fij(r,ﬁ) (=1,2 /=12 (1)

En esta ecuacién, O; es el tensor de tensiones en un punto del material

posicionado a la distancia r de la punta de la fisura y a un 4ngulo de orientacién 6 a

partir del plano de la fisura, f; son funciones trigonométricas conocidas. Una

consecuencia importante de la Ec. (1) es que la distribucion de tensiones alrededor de la
punta de una fisura aguda es similar para cualquier estructura con el mismo factor de
intensidad de tensiones, y depende apenas de los pardmetros e 6. Por tanto, el factor
de intensidad de tensiones sirve como un factor de escala para definir la magnitud de las
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tensiones alrededor de la punta de una fisura. Este factor es funcién del tamafio de la
fisura, del tipo de cargamento y de la configuraciéon geométrica de la estructura o parte
mecanica fisurada. Una hipétesis fundamental de la Mecanica de Fractura Elastica Lineal
es que el comportamiento de la fisura es determinado estrictamente por los factores de
intensidad de tensiones.

El procedimiento analitico usual de calculo de K para configuraciones geométricas
comunes esta basado en la determinacién de un factor base Ko definida por la Ec. (2).

K,=07a 2)
Donde a es la longitud de la fisura. K; ahora puede ser determinado por la
aplicacion de la Ec. (3).
K; =K, F;(a,W) C)

Donde la funcién geométrica correctora FI es dependiente del ancho de la seccion
W y de la longitud de la fisura, esta funcién puede ser encontrada en manuales

especializados.
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Figura 1: Croquis de las probetas estudiadas. a) DE(T) b) SE(T) c)M(T)

2.1 Elementos de Contorno

En la implementacién del método de elementos de contorno es necesario usar
soluciones fundamentales; para elasticidad plana, estas soluciones son conocidas como
soluciones de Kelvin, dadas en la Ec. (4) para desplazamientos y en la Ec. (5) para
fuerzas de superficie.

. 1 1
O R L-L RT )
tfk.:_;{a_r[(l—Zv)é‘..+2r.rk]—(1—2v) (n.r.—n.r.)} (5)
P azr(i-v) | on i AN
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En estas ecuaciones: G = E/(2(1+V)) (médulo de elasticidad transversal), E es

el modulo de elasticidad longitudinal, V es el coeficiente de Poisson, 7 es la normal
externa al contorno, r es la distancia del punto fuente al punto campo, y Jj es el delta de
Kronecker. Los indices 4j,£ para el estado plano asumen los valores de 1 y 2.

Aplicando el teorema de Betti y la identidad de Somigliana en combinacién con las
soluciones fundamentales, puede deducirse la Ec. integral (6) base del método directo de

elementos de contorno.
% % %
[rtiugd I + [, b; uyd Q2 = [ t,u, dI'+cu; (©)

Donde # son los vectores de fuerzas de superficie, # son los vectores de
desplazamientos, & son los vectores de fuerzas de cuerpo o volumen y ¢ son las
constantes del método cuyo valor depende de la posiciéon del punto fuente con relacion
al contorno I La Ec. (6) en su versiéon discretizada y desconsiderando la accién de
fuerzas de cuerpo esta representada por la Ec. (7), ecuacién que es conocida como
ecuacion de desplazamientos del método de elementos de contorno.

c;u; + 21 Lt;uidr = 21 Lti u,dl ™)
j= j=

La Ec. (7) es aplicada a cada uno de los nodos de los 7 elementos del contorno
modelado, permitiendo la obtencién de un sistema lineal que puede ser escrito en forma
matricial como:

H, =G, ®)

Donde las matrices H y G contienen respectivamente los valores de las integrales
de las soluciones fundamentales de fuerzas de superficie #; y de desplazamientos #;, los
vectores t y u contienen todas las fuerzas de supetficie y desplazamientos conocidos o
no. A través de algunas operaciones algebraicas puede ponerse en evidencia a las
incoégnitas en un vector fde forma que el sistema de la Ec. (8) puede ser reescrito como:

A =f ©)

El sistema lineal representado por la Ec. (9) tiene soluciéon dnica para problemas
bien planteados.

2.2 Método de los Elementos de Contorno Dual (Dual Boundary Method -
DBM)

Este método aplicado a problemas de fractura se basa en la aplicacion de dos
integrales de contorno diferentes en la fisura para evitar la formacién de matrices
singulares en la aplicacién del método BEM en estructuras con fisuras, permitiendo que
las fisuras puedan ser modeladas como una unica linea. La ecuacién integral de
desplazamientos — Eq. (9) es aplicada para modelar todo el contorno analizado,
incluyendo la fisura (uno de sus lados), posteriormente una segunda ecuacion integral
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(ecuacion de fuerzas de superficie) es aplicada al otro lado de la fisura. De tal forma que
los nodos de los elementos de la fisura (considerados opuestos), que tienen las mismas
coordenadas geométricas seran integradas por ecuaciones diferentes, lo que impide la

formacion de matrices mal condicionadas.

La ecuacién de fuerzas de supetficie se obtiene de la derivacién de la ecuacién de

desplazamientos y esta representado por:
! S dl’ = dar
>t ;| Syudl =n [ Dyt (10)
Donde: 7 es la normal externa al contorno, S v D estan representados pot:

[ (1=2v)(O,r, + 0,1, —5kiijk)+2r,ir,jr!k ] (11)

il +v(5ikr,j + 5kjir,i) _4r,ir,jr,k ]

Y7, or
= 12 11-2v)J.
K 27[(1—v)r2{ 51[( V)9
(12)

+2v(nrr, )+ (0=20v)Q2nrir; +n,6,)—(1—-4v)n, J; }

La ecuacién integral de desplazamientos presenta una singularidad del tipo fuerte

que puede ser tratada por la cuadratura de Gauss. La ecuacién integral de fuerzas de

superficie presenta hiper-singularidad, que es tratada por el método de sustracciéon de

singularidades, en la implementacién de esta solucién, es necesatio usar elementos
discontinuos, y unicamente pueden ser modeladas fisuras rectas.

2.3 Determinacion de K; por Elementos de Contorno

La técnica aplicada en este trabajo para el calculo de K partiendo de datos
obtenidos por el método de Elementos de Contorno es la de desplazamientos de los
nodos de la punta de la fisura (“crack tip opening displacement”). Los
desplazamientos asociados a la Ec. (1) son [7]:

uizﬁ (chosg(l—2V+senzgj+& (Ljseng(2—2v+coszgj
G 27 2 2 G 27 2 2

i=1,2 (13)

Para el modo I y considerando que en la punta de la fisura los desplazamientos

son muy pequefios, la Ec. (13) puede rescribirse como:

1
uz(ﬁzﬂ)—uz(ﬁz—ﬂ)Z%Kl (é] (14)
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Donde £ = 3-4v para deformacion plana y £ = (3-V) / (1+V) para tension plana.
Para el punto medio del elemento de la punta de la fisura 7, » es igual a la mitad de la
longitud de 7y (I,/2), sustituyendo este valor en la Ec. (14) y despejando el valor de K;

tenemos:

K =2-% | 7 \(uy(0 =) —ur (0 =) (15)

k+1\\ L,

La Ec. (15) puede ser reescrita para cualquier otro punto perteneciente al
elemento de la punta de la fisura. También es posible aplicar la Ec. (15) a dos puntos
distintos del elemento de la punta de la fisura, aplicar minimos cuadrados para
minimizar el error y llegar a la Ec. (10).

_2G g N B Au®C +rPE AuPE

Kk+1\7x rB¢ 4 pPE

K, (16)

Donde el paraimetro r es la distancia de la punta de la fisura hasta el punto o
nodo del elemento de la punta de la fisura donde se esta midiendo el desplazamiento
(ver Fig. 2).

! Nt

de la fisura

Punta

Figura 2: Croquis de la punta de la fisura.
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Figura 4: Error del valor de Ki en funcién de la relacién a/Lpt
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En la Fig. 3 se muestra la influencia del nimero de elementos de contorno en el
error del factor de intensidad de tensiones, I, representa la longitud del elemento de
contorno de la punta de la fisura, se observa que el nimero de elementos de contorno
usado en la definicién del problema analizado practicamente no tiene influencia en el
resultado del calculo de K. También fue estudiada la influencia del tamafio relativo del
elemento de contorno de la punta de la fisura con relacién a la longitud de la fisura,
relacién a/ 1, los resultados para las Ecs. (15) y (16) estain mostrados en la Fig. 4.

3 Factor de intensidad de tensiones para las probetas.

3.1 M(T)

Para la estimacién analitica del factor de intensidad de tensiones K; de
configuraciones geométricas comunes como es el caso de las probetas estudiadas en este
trabajo se aplica la Ec. (3). En la Fig. 1 se muestran las relaciones geométricas de las
probetas investigadas. Tal como se mencioné las funciones Fi pueden ser encontradas
en manuales especializados, para probetas tipo M(T), el manual de [6] recomienda:

F, =, /sec(%) (17

Una de las desventajas de las ecuaciones proporcionadas por el manual Murakami
es que estas ecuaciones no llevan en cuenta una longitud finita de las probetas, esto
aspecto induce errores mayores en los resultados. Segun el manual de [1], para probetas
tipo M(T) y 2l = L, la funcién F; recomendada es:

2 3 4
F, =1+0,043i+0,491(ij +7,125(ﬂ) —28,4(iJ
W W W W

(18)
a : a ¥ a 7
+59,6(—j —65,3(—) +29,8(—j
w w w
3.2 SE(T)
Segun [6], para probetas SE(T) tenemos:

2 3 4
F,:1,12—0,231£+10,55(£j —21,72[ij +30,39(ﬂj (19)
W W W W

El manual de [1], para probetas SE(T) y 2 = L, recomienda el uso de la misma
Ec. (19)
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3.3 DE(T)

Para probetas tipo DE(T), [6] propone:

Articulos Cientificos

a a 2 a : a *

F, =1,122-0,154—+0,807 (—j —-1,894 (WJ +2,494 (—j (20)

Por otro lado, [1] para probetas DE(T) y 2l = L proponen el uso de la Ec. (21).
W

w
a aY aY aY
F,=1,122—0,094—+3,315(—j —20,176[—) +73,494(—j
w W
2\ 2\ 2 Y
—141,26(—) +134,77(—J —49,95(—}
w w
4 Ejemplos numéricos

453

41 M(T)

1)

En este ejemplo, la geometria analizada tiene = 0,1 m, E = 30 GPa, v =
0,3, 0 = 100 MPa y la relacién de profundidad de la fisura a/W asumié dos
valores 0,1 y 0,5. La malla generada para el analisis esta mostrado en la Fig. 5a,
resultados obtenidos de estan resumidos en la Tab. 1.

en la Fig. 5b se muestra el resultado de los desplazamientos nodales. Los

Esc. de deformacion: 25.4
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Figura 5: Modelado por BEM de la probeta
a) Malla generada b)

a/W

tipo M(T), 0,5.
Resultado del analisis - Desplazamientos.
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Tabla 1. Comparacién de resultados - Ki, M(T).

Murakami Ki Aliabadi Ki (1) K: BEM Ki BEM K __ Aliabadi K
a/W —— L X100
[MPam'2] [MPam!/2] [MPamV?] [MPam!/?] ( g, j
0,1 17,720 17,97 17,899 17,283 -3,82 %
0,5 47,13 52,87 49,58 50,69 4,12 %
™ [8].
4.2 SE(T)

La geometria analizada tiene W = 50 mm, E = 210 GPa, v = 0,3, o= 200 MPa, L
=100 mm vy la relacién de profundidad de la fisura /W = 0,5. Para el modelado por el
método BEM, la malla usada y el resultado de los desplazamientos obtenidos se
muestran en las Figs. 6a y Gb, la punta de la fisura tiene una relacion de a/L,, = 110.

120
Esc. deformacion:30
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) 20
20F
0
D B T ]
iRRRRRLaRRRRRRE! :
] 20 a0
[mm]
b)
a)
Figura 6: Modelado de probeta tipo SE(T), a/W = 0,5.

a) Malla - BEM b) Resultado de andlisis BEM - Desplazamientos.
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En la Tab. 2 estan resumidos los resultados obtenidos y comparados con los
publicados por otros autores.

Tabla 2. Comparacién de resultados - Ki, SE(T).

Murakami Ki (1) K BEM Ki BEM K __ Aliabadi K
a/W T x100
[MPamm!/?2] [MPammv2] [MPamm!?] K,
0,5 5009,6 4746,6 5195,2 3,70%
o [3].
4.3 DE(T)

La geometria analizada tiene 2 = 100 mm, E = 210 GPa, v = 0,3, 0= 200 MPa,
L = 100 mm vy la relacién de profundidad de la fisura /W = 0,5. La probeta tipo
DE(T), por la simetria que presenta, puede ser modelada usandose solamente la mitad
de la pieza, en este caso el modelo se convierte practicamente en la misma probeta tipo
SE(T) ya analizada en el ejemplo numérico anterior, sin embargo con las condiciones de
borde diferentes como es mostrado en la Fig. 7a.

La Fig. 7b muestra el resultado del analisis por Elementos de Contorno, la escala
usada para la deformacién es la misma que de la Fig. 6b, lo que permite comparar el
comportamiento de deformacién de ambas probetas. La Tab. 3 muestra los resultados

obtenidos de K;y comparados con los resultados relatados por otros autores.

Tabla 3. Tabla 3. Comparacion de resultados - K, DE(T).

Murakami Ki Aliabadi Ki Ki BEM Ki . p b p
1 1
a/W  [MPa [MPa  [MPa [MPa [—Aﬁm © }“00
mm!/2] mm!/2]  mm!2] mm!/2?] !
12363
0,5 2066,5 2261,6 24178 6,9 %
@2338

O @ @ [10]
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Figura 7: Modelado por BEM de probeta tipo M(T), a/W = 0,5.

a) Malla generada b) Resultado del analisis - Desplazamientos.

5 Conclusiones

Es posible obtener los factores de intensidad de tensiones usando el método de
elementos de contorno “Dual Boundary” con mallas muy simples; sin embargo la
implementacién numérica del método es bastante compleja. El método de
desplazamientos de abertura de la punta de la fisura, usado en este trabajo para la
estimacion de Kj, es simple en su implementacion, pero no permite llegar a valores con
errores menores a 3%, no obstante de que se usen mallas muy refinadas. La
convergencia numérica del resultado de K a partir de relaciones a/1, mayores a 100 es
muy lenta, por lo que es desaconsejado usar relaciones mayores a esta. Los resultados
del valor de K; obtenidos en este trabajo para las probetas tipo SE(T) y M(T) tienen
muy buena correlacién con los resultados analiticos y los encontrados por el método de
los elementos finitos por otros autores.
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