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Аннотация

Для периодической арифметической функции с периодом, равным простому числу 𝑞,
при целых 𝑚,𝑛 вводится понятие обобщённой суммы Гаусса 𝐺𝑓 (𝑚) с символом Лежандра(︁

𝑛
𝑞

)︁
:

𝐺𝑓 (𝑚) =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝑓

(︂
𝑚𝑛

𝑞

)︂
.

Рассмотрены частные случаи 𝑓(𝑥) = 𝐵𝜈({𝑥}), 𝜈 ≥ 1, где 𝐵𝜈(𝑥) — многочлены Бернулли.

В работе используется техника конечных рядов Фурье. Если функция 𝑓
(︁

𝑘
𝑞

)︁
определена

в точках 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞 − 1, то её можно разложить в конечный ряд Фурье

𝑓

(︂
𝑘

𝑞

)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝑘

𝑞 , 𝑐𝑚 =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑘

𝑞 .

С помощью разложения в конечный ряд Фурье обобщённой суммы Гаусса

𝐺𝜈(𝑚) = 𝐺𝜈(𝑚;𝐵𝜈) =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝐵𝜈

(︂{︂
𝑥+

𝑚𝑛

𝑞

}︂)︂
при 𝜈 = 1 и 𝜈 = 2 найдены новые формулы, выражающие значение символа Лежандра
через полные суммы от периодических функций. Это обстоятельство позволяет получить
новые аналитические свойства соответствующих рядов Дирихле и арифметических функ-
ций, что будет темой следующих работ.

В работе обнаружено важное свойство сумм 𝐺1 и 𝐺2, а именно:
𝐺1 ̸= 0, если 𝑞 ≡ 3 (mod 4) и 𝐺1 = 0, если 𝑞 ≡ 1 (mod 4);

𝐺2 = 0, если 𝑞 ≡ 3 (mod 4) и 𝐺2 = 1
𝑞2

𝑞−1∑︀
𝑛=1

𝑛2
(︁

𝑛
𝑞

)︁
, если 𝑞 ≡ 1 (mod 4).
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Abstract

The conception of Generalized Gaussian Sum 𝐺𝑓 (𝑚) for a periodic arithmetical functon
with a period, is equal prime number 𝑞, for integers 𝑚,𝑛 is introduce:

𝐺𝑓 (𝑚) =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝑓

(︂
𝑚𝑛

𝑞

)︂
.

Here are considered the particular cases 𝑓(𝑥) = 𝐵𝜈({𝑥}), 𝜈 ≥ 1, where 𝐵𝜈(𝑥) — Bernoulli
polynomials.

The paper uses the technique of finite Fourier series. If the function 𝑓
(︁

𝑘
𝑞

)︁
is defined at

𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑞 − 1, it can be decomposed into a finite Fourier series

𝑓

(︂
𝑘

𝑞

)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝑘

𝑞 , 𝑐𝑚 =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑘

𝑞 .

By decomposition into a finite Fourier series of a generalized Gauss sum

𝐺𝜈(𝑚) = 𝐺𝜈(𝑚;𝐵𝜈) =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝐵𝜈

(︂{︂
𝑥+

𝑚𝑛

𝑞

}︂)︂
for 𝜈 = 1 and 𝜈 = 2 , new formulas are found that Express the value of the Legendre symbol
through the full sums of periodic functions. This circumstance makes it possible to obtain new
analytical properties of the corresponding Dirichlet series and arithmetic functions, which will
be the topic of the following works.

An important property of the sums 𝐺1 and 𝐺2, namely:
𝐺1 ̸= 0, if 𝑞 ≡ 3 (mod 4) and 𝐺1 = 0, if 𝑞 ≡ 1 (mod 4);

𝐺2 = 0, if 𝑞 ≡ 3 (mod 4) and 𝐺2 = 1
𝑞2

𝑞−1∑︀
𝑛=1

𝑛2
(︁

𝑛
𝑞

)︁
, if 𝑞 ≡ 1 (mod 4).
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Введение

Пусть 𝑞 — простое число, 𝑛 — натуральное число,
(︁
𝑛
𝑞

)︁
— символ Лежандра, 𝑒𝑞(𝑛) = 𝑒

2𝜋𝑖𝑛
𝑞 .

Тогда сумма Гаусса имеет вид (см. [10]–[15])

𝐺(𝑚) =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝑒𝑞(𝑚𝑛) = 𝜀

√
𝑞,

где

𝜀 =

{︂
1, если 𝑞 ≡ 1 (mod 4),
𝑖, если 𝑞 ≡ 3 (mod 4).

Далее определим многочлены Бернулли 𝐵𝜈(𝑥) с помощью производящей функции (см.
[16]–[17])

𝑡𝑒𝑡𝑥

𝑒𝑡 − 1
=

∞∑︁
𝜈=0

𝐵𝜈(𝑥)𝑡
𝜈

𝜈!
.

В частности, при 𝑥 = 0 и при |𝑡| < 2𝜋 находим производящую функцию для чисел Бернулли
𝐵𝜈 :

𝑡

𝑒𝑡 − 1
=

∞∑︁
𝜈=0

𝐵𝜈𝑡
𝜈

𝜈!
,

где

𝐵0 = 1, 𝐵1 = −1

2
, 𝐵2𝜈 =

(−1)𝜈−1(2𝜈)!𝜁(2𝜈)

22𝜈−1𝜋2𝜈
, 𝐵2𝜈+1 = 0, 𝜈 ∈ N,

𝐵𝜈(𝑥) =

𝜈∑︁
𝑘=0

(︁𝜈
𝑘

)︁
𝐵𝑘𝑥

𝜈−𝑘, 𝐵1(𝑥) = 𝑥− 1

2
, 𝐵2(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥+

1

6
.

Определим теперь обобщённую сумму Гаусса

𝐺𝜈(𝑚) = 𝐺𝜈(𝑚;𝐵𝜈) =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝐵𝜈

(︂{︂
𝑥+

𝑚𝑛

𝑞

}︂)︂
.

Предположим, что 𝐺𝜈(1) = 𝐺𝜈 ̸= 0. Тогда(︂
𝑚

𝑞

)︂
=

1

𝐺𝜈

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝐵𝜈

(︂{︂
𝑥+

𝑚𝑛

𝑞

}︂)︂
и при Re𝑠 > 0 получим

𝐿(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝑛−𝑠 =

1

𝐺𝜈

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂ ∞∑︁
𝑚=1

1

𝑛𝑠
𝐵𝜈

(︂{︂
𝑥+

𝑚𝑛

𝑞

}︂)︂
.

Положим 𝑥 = 0. Для функции 𝐵𝜈
(︁
𝑛
𝑞

)︁
имеем разложение в конечный ряд Фурье (см. [15])

𝐵𝜈

(︂
𝑛

𝑞

)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖 𝑘𝑛

𝑞 ,

где

𝑐𝑘 = 𝑐𝑘(𝜈) =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑟=0

𝐵𝜈

(︂
𝑟

𝑞

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑟

𝑞 .
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Действительно,
𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖 𝑘𝑛

𝑞 =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑞−1∑︁
𝑟=0

𝐵𝜈

(︂
𝑟

𝑞

)︂
𝑒
2𝜋𝑖

𝑘(𝑛−𝑟)
𝑞 =

=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑟=0

𝐵𝜈

(︂
𝑟

𝑞

)︂ 𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑒
2𝜋𝑖

𝑘(𝑛−𝑟)
𝑞 = 𝐵𝜈

(︂
𝑛

𝑞

)︂
.

Используя это разложение, найдём

𝐺𝜈 =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝐵𝜈

(︂
𝑛

𝑞

)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂ 𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖 𝑘𝑛

𝑞 =

=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝑒
2𝜋𝑖 𝑘𝑛

𝑞 = 𝜀
√
𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑐𝑘(𝜈).

Целью данной работы является доказательство следующих двух теорем.

Теорема 1. Пусть 𝑞 — простое число,
(︁
𝑘
𝑞

)︁
— символ Лежандра, 𝑐𝑘 — коэффициенты

Фурье функции 𝐺1(𝑥) при 𝑥 = 1. Тогда

𝐺1 = 𝜀
√
𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑐𝑘 =

𝜀
√
𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂
1

1− 𝑒
− 2𝜋𝑖𝑘

𝑞

,

причём 𝐺1 ̸= 0, если 𝑞 ≡ 3 (mod 4) и 𝐺1 = 0, если 𝑞 ≡ 1 (mod 4).

Теорема 2. Пусть 𝑞 — простое число,
(︁
𝑘
𝑞

)︁
— символ Лежандра, 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘(2) — коэффи-

циенты конечного ряда Фурье функции 𝐺2 = 𝐺2(1). Тогда

𝐺2 = 𝜀
√
𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑐𝑘(2) = −2𝜀𝑞−3/2

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑟

𝑞(︁
1− 𝑒

−2𝜋𝑖 𝑘𝑟
𝑞

)︁2 .
причём 𝐺2 = 0, если 𝑞 ≡ 3 (mod 4) и 𝐺2 =

1
𝑞2

𝑞−1∑︀
𝑛=1

𝑛2
(︁
𝑛
𝑞

)︁
, если 𝑞 ≡ 1 (mod 4).

1. Леммы

Нам необходимы следующие вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Для любого целого 𝑞 ≥ 2 имеем

𝑎)𝑓0 =

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑧𝑟 =
𝑧 − 𝑧𝑞

1− 𝑧
,

𝑏)𝑓1 =

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟𝑧𝑟 = 𝑧𝑓 ′0 =
𝑧 − 𝑧𝑞+1

(1− 𝑧)2
− 𝑞𝑧𝑞

1− 𝑧
,

𝑐)𝑓2 =

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟2𝑧𝑟 = 𝑧𝑓 ′1 = 2
𝑧2 − 𝑧𝑞+2

(1− 𝑧)3
+
𝑧 − (2𝑞 + 1)𝑧𝑞+1

(1− 𝑧)2
− 𝑞𝑧𝑞

1− 𝑧
.
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Доказательство. Утверждение a) общеизвестно, b) следует из цепочки равенств

𝑓1 = 𝑧𝑓 ′0 = 𝑧
(1− 𝑞𝑧𝑞−1)(1− 𝑧) + (𝑧 − 𝑧𝑞)

(1− 𝑧)2
=
𝑧 − 𝑞𝑧𝑞 + (𝑞 − 1)𝑧𝑞+1

(1− 𝑧)2
=

=
𝑧 − 𝑧𝑞+1

(1− 𝑧)2
− 𝑞𝑧𝑞

1− 𝑧
.

Утверждение c) находим из соотношений

𝑓2 = 𝑧𝑓 ′1 = 𝑧
(1− (𝑞 + 1)𝑧𝑞)(1− 𝑧) + 2(𝑧 − 𝑧𝑞+1)

(1− 𝑧)3
− 𝑧

𝑞2𝑧𝑞−1(1− 𝑧) + 𝑞𝑧𝑞

(1− 𝑧)2
=

=
𝑧 + 𝑧2 − (𝑞 + 1)𝑧𝑞+1 + (𝑞 − 1)𝑧𝑞+2

(1− 𝑧)3
− 𝑞2𝑧𝑞+1 − (𝑞2 − 𝑞)𝑧𝑞+1

(1− 𝑧)2
=

𝑧 + 𝑧2 − 𝑞2𝑧𝑞 + (2𝑞2 − 2𝑞 − 1)𝑧𝑞+1 − (𝑞2 + 1)𝑧𝑞+2

(1− 𝑧)3
=

= 2
𝑧2 − 𝑧𝑞+2

(1− 𝑧)3
+
𝑧 − (2𝑞 + 1)𝑧𝑞+1

(1− 𝑧)2
− 𝑞𝑧𝑞

1− 𝑧
.

Лемма доказана. 2

Лемма 2. Пусть для любого простого числа 𝑞 > 2

𝐺𝑓 (𝑚) =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝑓

(︂{︂
𝑥+

𝑚𝑛

𝑞

}︂)︂
,

где 𝑓(𝑥) — периодическая функция с периодом 1 и
(︁
𝑛
𝑞

)︁
— символ Лежандра вычета 𝑛 по

модулю 𝑞.
Тогда имеем (︂

𝑚

𝑞

)︂
𝐺𝑓 (1) = 𝐺𝑓 (𝑚),

а при Re𝑠 > 1 и при 𝐺𝑓 (1) ̸= 0 для 𝐿-ряда Дирихле справедлива формула

𝐿(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝑛−𝑠 =

1

𝐺𝑓 (1)

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂ ∞∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝑠
𝑓

(︂{︂
𝑥+

𝑚𝑛

𝑞

}︂)︂
.

Доказательство. Сделаем замену переменной суммирования, положив 𝑘 ≡ 𝑚𝑛 (mod 𝑞),
получим 𝑘𝑚−1 ≡ 𝑛 (mod 𝑞) и в силу периодичности функции 𝑓(𝑥) имеем:

𝐺𝑓 (𝑚) =

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘𝑚−1

𝑞

)︂
𝑓

(︂{︂
𝑥+

𝑘

𝑞

}︂)︂
=

(︂
𝑚

𝑞

)︂ 𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑓

(︂{︂
𝑥+

𝑘

𝑞

}︂)︂
=

(︂
𝑚

𝑞

)︂
𝐺𝑓 (1)

и первое утверждение леммы доказано.

Если 𝐺𝑓 (1) ̸= 0, то
(︁
𝑚
𝑞

)︁
=

𝐺𝑓 (𝑚)
𝐺𝑓 (1)

. Отсюда следует, что

𝐿(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝑛−𝑠 =

1

𝐺𝑓 (1)

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑓 (𝑛)𝑛
−𝑠 =

1

𝐺𝑓 (1)

∞∑︁
𝑛=1

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑓

(︂{︂
𝑥+

𝑘𝑛

𝑞

}︂)︂
𝑛−𝑠.

В силу абсолютной сходимости рядов можно переставить порядки суммирования, получим

𝐿(𝑠) =
1

𝐺𝑓 (1)

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂ ∞∑︁
𝑛=1

𝑓

(︂{︂
𝑥+

𝑘𝑛

𝑞

}︂)︂
𝑛−𝑠

и лемма полностью доказана. 2



Обобщённые суммы Гаусса и многочлены Бернулли 287

Лемма 3. Пусть 𝑞 > 1, 𝑢 — натуральные числа. Тогда имеем

𝐵1

(︂{︂
𝑢

𝑞

}︂)︂
=

{︂
𝑢

𝑞

}︂
− 1

2
=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒𝑞(𝑘𝑢),

где 𝑐𝑘 =
1

𝑞(𝑒𝑞(−𝑘)−1) при 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑞 − 1 и 𝑐0 = − 1
2𝑞 .

Доказательство. Используя соотношение

1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑎=0

𝑒𝑞(𝑎𝑚) =

{︂
1, если 𝑞 | 𝑚,
0, в противном случае,

находим

𝐵1

(︂{︂
𝑢

𝑞

}︂)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑚=0

𝐵1

(︂{︂
𝑚

𝑞

}︂)︂
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑎=0

𝑒𝑞(𝑎(𝑢−𝑚)) =

=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑎=0

𝑒𝑞(𝑎𝑢)

𝑞−1∑︁
𝑚=0

𝐵1

(︂{︂
𝑚

𝑞

}︂)︂
𝑒𝑞(−𝑎𝑚) =

𝑞−1∑︁
𝑎=0

𝑐𝑎𝑒𝑞𝑎𝑢.

Вычислим коэффициенты Фурье 𝑐𝑎. Имеем

𝑐0 =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑚=0

𝐵1

(︂{︂
𝑚

𝑞

}︂)︂
=

1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑚=0

(︂
𝑚

𝑞
− 1

2

)︂
= − 1

2𝑞
,

при 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞 − 1 из леммы 1б) получим

𝑐𝑎 =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑚=0

𝐵1

(︂{︂
𝑚

𝑞

}︂)︂
𝑒𝑞(−𝑎𝑚) =

1

𝑞2

𝑞−1∑︁
𝑚=1

𝑚𝑒𝑞(−𝑎𝑚) =

=
1

𝑞2

(︂
𝑒𝑞(−𝑎)− 1

(1− 𝑒𝑞(−𝑎))2
− 𝑞 − 1

1− 𝑒𝑞(−𝑎)

)︂
=

1

𝑞(𝑒𝑞(−𝑎)− 1)
.

Лемма доказана. 2

Лемма 4. Пусть 𝑞 > 1, 𝑢 — натуральные числа. Тогда имеем

𝐵2

(︂{︂
𝑢

𝑞

}︂)︂
=

{︂
𝑢

𝑞

}︂2

−
{︂
𝑢

𝑞

}︂
+

1

6
=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒𝑞(𝑘𝑢),

где 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘(2) = −2𝑞−2 𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑟𝑞(︂

1−𝑒−2𝜋𝑖 𝑘𝑟𝑞

)︂2 при 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑞 − 1 и 𝑐0 = − 1
6𝑞2
.

Доказательство. Сначала вычислим 𝑐0 = 𝑐0(2). Получим

𝑐0 =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑟=0

𝐵2

(︂
𝑟

𝑞

)︂
=

1

𝑞3

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟2 − 1

𝑞2

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟 +
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑟=0

1

6
=

1

6𝑞2
.

Найдём коэффициенты Фурье 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘(2) при 1 ≤ 𝑘 < 𝑞. Имеем

𝑐𝑘 =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑟=0

𝐵2

(︂
𝑟

𝑞

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑟

𝑞 =
1

𝑞3

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟2𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑟

𝑞 − 1

𝑞2

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑟

𝑞 = Σ1 − Σ2.
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Далее воспользуемся следующими формулами (лемма 1.б,в)

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟2𝑧𝑟 =
𝑧2 − 𝑧𝑞+2

(1− 𝑧)3
+
𝑧 − (2𝑞 + 1)𝑧𝑞+1

(1− 𝑧)2
− 𝑞2𝑧𝑞

1− 𝑧

и
𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟𝑧𝑟 =
𝑧 − 𝑧𝑞

(1− 𝑧)2
− (𝑞 − 1)𝑧𝑞

1− 𝑧
.

Получим

Σ1 = 𝑞−3
𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟2𝑒𝑞(−𝑘𝑟) =
𝑒𝑞(−𝑘)− (2𝑞 + 1)𝑒𝑞(−𝑘)

𝑞3(1− 𝑒𝑞(−𝑘))2
− 1

𝑞(1− 𝑒𝑞(−𝑘))
=

= −2
𝑒𝑞(−𝑘)

𝑞2(1− 𝑒𝑞(−𝑘))2
− 1

𝑞(1− 𝑒𝑞(−𝑘))
,

Σ2 =
𝑒𝑞(−𝑘)− 1

𝑞2(1− 𝑒𝑞(−𝑘))2
− 𝑞 − 1

𝑞2(1− 𝑒𝑞(−𝑘))
.

Следовательно,

𝑐𝑘 = 𝑐𝑘(2) = −2𝑞−2 𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑟

𝑞(︁
1− 𝑒

−2𝜋𝑖 𝑘𝑟
𝑞

)︁2 .
Лемма доказана. 2

2. Вычисление 𝐺1. Доказательство теоремы 1

Из определения 𝐺1 находим

𝐺1 =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝐵1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂(︂
𝑛

𝑞
− 1

2

)︂
=

1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛

(︂
𝑛

𝑞

)︂
.

Следовательно,

𝑞𝐺1 =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛

(︂
𝑛

𝑞

)︂
.

В частности, при 𝑞 ≡ 3 (mod 4) получим цепочку сравнений

𝑞𝐺1 ≡
𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛 (mod 2), 𝐺1 ≡ 1 (mod 2), |𝐺1| ≥ 1.

Далее при 𝑞 ≡ 1 (mod 4) имеем

−𝑞𝐺1 =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛

(︂
𝑛

𝑞

)︂
= 𝑞

(𝑞−1)/2∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
= 0.

Наконец, исходя из формулы a) леммы, при 1 ≤ 𝑘 < 𝑞 получим

𝑐𝑘 =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑟=0

(︂
𝑟

𝑞
− 1

2

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖 𝑟𝑘

𝑞 =
1

𝑞2

𝑞−1∑︁
𝑟=1

𝑟𝑒
− 2𝜋𝑖𝑘

𝑞 =
1

𝑞
(︁
1− 𝑒

− 2𝜋𝑖𝑘
𝑞

)︁ .
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Отсюда, используя представление для 𝐺1, находим

𝐺1 = 𝜀
√
𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑐𝑘 =

𝜀
√
𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂
1

1− 𝑒
− 2𝜋𝑖𝑘

𝑞

.

Все утверждения теоремы 1 доказаны. 2

3. Вычисление 𝐺2. Доказательство теоремы 2

Найдём разложение в конечный ряд Фурье суммы 𝐺2. Получим

𝐺2 = 𝜀
√
𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑐𝑘(2) = −2𝜀𝑞−3/2

𝑞−1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑘

𝑞

)︂
𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑟

𝑞(︁
1− 𝑒

−2𝜋𝑖 𝑘𝑟
𝑞

)︁2 .
Далее вычислим 𝐺2 при 𝑞 ≡ 3 (mod 4). Имеем

𝐺2 =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂
𝐵2

(︂
𝑛

𝑞

)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂(︃{︂
𝑛

𝑞

}︂2

−
{︂
𝑛

𝑞

}︂
+

1

6

)︃
=

=
1

𝑞2

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛2
(︂
𝑛

𝑞

)︂
− 1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛

(︂
𝑛

𝑞

)︂
.

После замены переменной суммирования 𝑛 на 𝑞 − 𝑛 при 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞 − 1 находим

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛2

𝑞2

(︂
𝑛

𝑞

)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(𝑞 − 𝑛)2

𝑞2

(︂
𝑞 − 𝑛

𝑞

)︂
=

= −
𝑞−1∑︁
𝑛=1

(𝑞 − 𝑛)2

𝑞2

(︂
𝑛

𝑞

)︂
= 2

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛

𝑞

(︂
𝑛

𝑞

)︂
−

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛2

𝑞2

(︂
𝑛

𝑞

)︂
.

Следовательно,
𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛2

𝑞2

(︂
𝑛

𝑞

)︂
=

𝑞−1∑︁
𝑛=1

𝑛

𝑞

(︂
𝑛

𝑞

)︂
.

Отсюда получим, что 𝐺2 = 0 при 𝑞 ≡ 3 (mod 4).
Наконец вычислим 𝐺2 при 𝑞 ≡ 1 (mod 4). Имеем по теореме 1

𝐺2 =

𝑞−1∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

𝑞

)︂(︂{︂
𝑛

𝑞

}︂)︂2

.

Теорема 2 доказана. 2

4. Заключение.

В настоящей статье найдены новые формулы, выражающие значение символа Лежандра
через полные суммы от периодических функций. Последнее обстоятельство позволяет по-
лучить новые аналитические свойства соответствующих рядов Дирихле и арифметических
функций (см. [1]–[9]).

Важную роль в получении основных результатов сыграла техника конечных рядов Фурье,
которая позволяет находить простые формулы для некоторых теоретико-числовых функций
удобные для исследований.
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