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REFLEXIONES DIDACTICAS
DESDE Y PARA EL AULA

IDENTIFICAR FUNCIONES POLINOMICAS.
UNA TAREA NO SIEMPRE REALIZABLE

ALEXANDER VILLA

Este escrito intenta responder algunos de los interrogantes planteados en el
articulo “¢Cédmo identificar funciones polindbmicas?’, presentado en €
ndmero 1 del volumen 6 de estarevista; en € se formulan tres preguntas refe-
rentes a reconocimiento de funciones mediante algunas de sus representacio-
nes, tarea que no siempre es redlizable como se intentara mostrar en este
articulo. Se desarrollara entonces una mirada a la identificacién de una fun-
cién através de su representacion gréficay de su tabla.

IDENTIFICACION DE UNA FUNCION POLINOMICA
A TRAVES DE SU GRAFICA

En la mayoria de | os textos escolares de mateméticas la funcion es presen-
tada como una correspondencia en la cual a cada uno de los elementos del
conjunto de partida se le asigna un Unico elemento del conjunto de llegada.
Esta asignacién en ocasiones se hace a través de una formula o expresion
simbdlica que implica tomar un nimero, operarlo, y obtener un resultado;
este proceso permite asociar lafuncion alaidea de una‘maguina ala cual
se le introduce un elemento, €ella lo transforma, y produce un Unico ele-
mento. Ahora bien, con el objetivo de poder comunicar més facilmente la
ideade funciény de identificar muchas de sus propiedades, se hace impres-
cindible buscar diferentes formas de representarla; asi, habitualmente se
utilizan las representaciones simbdlicas, gréficas y tabulares, y ocasional-
mente se utilizan algoritmos computacional es para representarla.

Al abordar escolarmente el tema de las funciones se buscaintegrarlas a
estudio de algunos lugares geométricos propios de la geometria analitica;
particularmente, las funciones afines se estudian en relacién con las rectas,
las funciones cuadréticas se estudian en relacién con las pardbolas. Sin em-
bargo, las curvas generadas como representacion de funciones polindémicas
de grado mayor que dos no se asocian a lugares geométricos especificos,
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pues parecen no corresponderse con alguno de éstos. Con este tratamiento
se persigue también integrar diversas representaciones de las funciones. En
el contexto de este panoramaintegrador es valido preguntarnos si la percep-
cion de una gréfica trazada sobre un plano cartesiano permite identificar la
funcidn, o, si esta percepcion favorece el reconocimiento del tipo defuncién
que representa.

Paracomenzar adar unarespuestaalas cuestiones anteriores analicemos
las siguientes gréficas generadas con un software de graficacion:
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Figura N° 1. Figura N° 2.

Estas curvas, pueden asociarse ligeramente a funciones cuadréticas ya que
asimple vista presentan caracteristicas andlogas alas de las parébolas (v.g.,
crecen monétonamente en un intervalo infinito y en el otro decrecen moné-
tonamente, parecen ser simétricas respecto aun g e vertical, tienen un maxi-
mo o minimo absoluto). Haciendo uso del software de graficaciéon de
funciones, se puede comprobar que a pesar de realizar diversas variaciones
—en cuanto ala escala, 0 a dominio y rango de la ventana de visualiza-
cion— lagrafica no evidencia cambios que pudieran descartar dicha hip6te-
sis; sin embargo, aun considerando estos resultados no se puede afirmar que
las gréficas correspondan a pardbolas, y que en consecuencia las expresio-
nes simbdlicas que definen las funciones contengan polinomios de segundo
grado. En efecto, a remitirse alas expresiones que las describen, y que per-
mitieron trazarlas, se encuentra que la Figura N° 1 representa la funcion f

expresadapor f (x) = cosh(x) ylaFiguraN°2lafuncion g expresada
por g(x) = —x*; delo cua se sigue que ninguna de las dos funciones es
cuadrética ni tiene como gréafica una parabola.

Estos gjempl os nos permiten afirmar que no siempr e es posible recono-
cer unafuncion cuadrética utilizando como Unica herramientala percepcion
visual, y nos hacen suponer que esta afirmacion es valida paralas funciones
polinémicas en general. Sin embargo, advertimos que existe la posibilidad
de reconocer unafuncion cuadrética a partir de su gréfica, al contemplar al-
gunas suposicionesy utilizar herramientas geométricas, como lo planteaVi-
cenc Font en e nimero anterior de estarevista
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Ante este hecho nos preguntamos: ¢para las funciones no cuadréticas
gué informacién o herramienta es necesaria para poder identificar el tipo de
funcién que describe una gréfica? Esta pregunta es rel ativamente equivalen-
te ala segunda pregunta planteada en el articulo que motivo este escrito, es
decir: ¢Como determinar qué funcion descrita por un polinomio de grado
mayor o igual a tres, esta representada por una determinada gréfica?

Para dar respuesta a esta pregunta decidimos hacer uso de los aportes
que hace el calculo diferencial a proceso de graficacion y ala caracteriza
cion delaformay € comportamiento de la gréficade unafuncién en el pla
no. Bgjo esta dptica analizamos como seria la gréfica de una funcién f
descrita por un polinomio de grado tres f (x) = ax3+bx2+cx+d.

Derivando lafuncién f y utilizando los criterios delaprimeray segunda
derivada, tuvimos que considerar tres casos originados al analizar los valo-
res algebraicos de la expresion b2 —3ac, que es precisamente el discrimi-
nante de la expresién resultante al igualar la primera derivada a cero para
determinar la existenciay nimero de méximaos o minimos.

i) Cuando b2—3ac<0 lagréficade f presentalas siguientes caracteristi-
cas dependiendo del valor algebraico de a:

a>0 a<o
Es creciente en todo su dominio. Es decreciente en todo su dominio.

En (—oo, k) esconcavahaciaabgjo. |[En (—oo, k) esconcavahaciaarriba.
En (k, ©) esconcavahaciaarriba. |En (k, o) esconcava haciaabgjo.

(k, f(k)) ese puntodeinflexion. | (k, f (k)) espuntodeinflexion.

__b
donde k = 3a

En este caso, la funcion f no tiene maximos ni minimos. Veamos un
gemploene que f (x) = 4x3+x2+5x—-2.
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Figura N° 3.
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i) Si b2-—3ac = 0 entonces tenemos que la gréfica de f presenta las
siguientes caracteristicas dependiendo del valor algebraico de a:

a>0

a<o0

Es creciente en todo su dominio.

En (—o0, k) esconcava hacia abgjo.

Es decreciente en todo su dominio.

En (—o0, k) esconcavahaciaarriba.

293

En (k, ) esconcavahacia arriba.
(k, f (K)) espunto deinflexidn.

En (k, o) esconcava haciaabgjo.
(k, f (K)) espuntodeinflexion.

__b
donde k = 3a

En este caso, lafuncién f tampoco tiene méximos ni minimos. Veamos

uneemploene que f(x) = x3+1.
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Figura N° 4.,

iii) Cuando b%—3ac> 0 lagréficade f presentalas siguientes caracteris-
ticas dependiendo del valor algebraico de a:

a>0
Escrecienteen (-, x;) yen
(X5, ).

Esdecrecienteen (x;, X,) .

a<o0
Esdecrecienteen (-, X;) yen
(X, ).

Escrecienteen (X, X,).

En (-0, k) escdncava hacia abgjo.
En (k, ) esconcava haciaarriba.

(k, f (K)) espunto deinflexion.

En (-, k) esconcavahaciaarriba
En (k, ) esconcava hacia abgjo.
(k, f (K)) espunto deinflexion.

donde x; y x, sonlasraicesdel polinomio

que describe la segunda derivaday k = —3—ba
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En este caso, lafuncién f tiene un méximo y un minimo local. Veamos

ungemploene que f (x) = —x3+5x2+2x+1.
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Figura N° 5.

Como es posible observar, para las funciones descritas por polinomios de
grado tres tenemos curvas con ciertas regul aridades, como por gjemplo, sus
concavidades; pero cuando se habla de crecimientos se encuentraque en al-
gunos casos son siempre monGtonas crecientes 0 monGétonas decreci entes,
mientras que en otros aternan crecimientos y decrecimientos. Pero este
comportamiento no es exclusivo delasfunciones clibicas; basta construir las
gréficas de funciones descritas por polinomios sencillos (v.g.,
g(x) = =x>+x, 0, h(x) = —x%+x) para observar que presentan un
comportamiento similar al mostrado enlaFiguraN° 5. Delo anterior se pue-
de concluir que a pesar de la identificacion de algunas regularidades en las
gréficas de las funciones no es posibleidentificar € tipo de funcién poling-
micaapartir de lagréfica

Al intentar desarrollar un proceso andlogo —al usado inmediatamente
antes— para determinar el comportamiento grafico para las funciones des-
critas por polinomios de grado mayor oigual acuatro, advertimos que existe
aun mayor dificultad para descubrir algun tipo de regularidades en sus gr&
ficas. EnlaFiguraN° 6, asimple vista se observaquelas gréficas delasfun-
ciones f, g y h, descritas por las expresiones f(x) = x4,
g(x) =5x*+15x3+3x-5 y h(x) = —x#+15x2+ x+ 3, presentan
comportamientos no muy regulares.
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-80
Figura N° 6.

IDENTIFICACION DE UNA FUNCION POLINOMICA
A TRAVES DE SU TABLA

Analicemos ahora la representacion tabular y de paso intentemos dar res-
puesta a la pregunta nimero tres planteada por €l autor del articulo que
motiva esta respuesta: ¢El tipo de comportamiento de las diferencias de las
imagenes de una funcién polindmica puede ser utilizado para reconocer €l
tipo de funcidn, aun s las diferencias de val ores de las preimagenes no es
constante?

I ni cialmente supongamos que se tiene una funcién polindémica de grado
tres descrita por la ecuacion f (x) = ax3+bx2+cx+d, y sean
X1y X5, X3, X, cUatro valoresreales diferentes paralos cuales sevaaevaluar

lafuncion. Observemos cémo es el comportamiento de los cocientes de las
primeras diferencias:
f(x5) = f(x)
m = 2 1

— 2 20
= —x —a%x2+x2xl+x1 Otb(X+xp) +c¢
27X

f(xy) —f (X

: i) —x( 2 . AEXZ+ XgXy * XD (Xg+X,) +C
37 %

_f(xy) =T (xg)

—_— S - 2 20
P = X=X, aBX4+X4X3+X3 Otb(X+x3) +c¢

Ahora calculemos | os cocientes de las segundas diferencias:
, n-m

m =
X3=%;

= a(Xg+ X, +x;) +b
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. —n
n= L = a(x,+t Xzt %)) +b
X, =X,

Y ahora el del cociente de las terceras diferencias:
n-m

X4—X1

=a

Lo anterior muestra que para una funcién polinémica de grado tres el co-
ciente de terceras diferencias es una constante. Ahorabien, es posible reali-
Zar un proceso analogo para demostrar que los cocientes de diferencias de
funciones polindmicas de grados cuatro, cinco, etc., se hacen constantesres-
pectivamente en |os cocientes de |as cuartas, quintas, etc., diferencias.

Es natural entonces pensar en utilizar €l proceso reciproco paraidentifi-
car, segun el comportamiento de los cocientes de diferencias, €l tipo de fun-
cion polindmica. Pero, ¢sera valido dicho proceso? Para ello analicemos la
siguiente tabla de valores:

X 83 -2 -1

1
2
1

HIO| NI

Al aplicar el proceso anteriormente descrito encontramos que | os cocientes
de las segundas diferencias se hacen constantes, veamos:
Cocientes de las primeras diferencias:

-_4-1 _3__ - _1=-0 _1__
M= ~ a1 ° sy i i S
p=—9=-1/4 _1 -_4-1 _3

T1-(1/2) 2 (C1/2)-0 2

_1-94_5

0-1/2 2
Cocientes de las segundas diferencias:

o3 N eV B

M= - ! " Ty L
L 1/2-3/2 _ . _ 3/2-5/2 _
P=="o 1 =5 !

Como los cocientes de las segundas diferencias son constantes se podriain-
ferir que la funciéon que describe esta tabla es una funcién cuadrética; en
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efecto, f (x) = x2+ 2x+ 1 tiene un comportamiento como el descrito en

latabla. Pero grande esla sorpresa cuando encontramos una funcion poliné-

mica g de orden ocho que también pasa por estos puntos; su expresion sim-

bolicaes:

4x8 + 12x7—21x6—63X5 + 21x4 + 63x3 — 124744x2 — 249492 — 124740
124740

g(x) =

De hecho existen infinitas funciones polindmicas que contienen |os puntos
descritos en latabla, agunas de las cuales pueden ser halladas mediante la
interpolacion® de los datos de la dicha tabla. Una de estas funciones es h
descrita por la expresion:

138748 o 1109984 o 1352793X7 + 5827416X6 + 10197978X5

h(x) = 1011 X 1011 X 1011 1011 1011
5827416 , 10787657 . 100001109984 200002081220
X + X+ x+1
1011 1011 1011 1011

Como puede observarse en laFiguraN° 7, las gréficasdelasfunciones f, g
y h coinciden en los puntos cuyas coordenadas estan registradas en latabla.

-20 -15 -10 -5 5 10 15 20

-40

-60

-80
Figura N° 7.
A pesar de exidtir infinitas funciones que satisfacen una mismatabla, si es

posible reconocer através de una tabla una funcién polinémica, siemprey
cuando se tenga la seguridad de que en efecto es una funcion polinémicay

1. El término interpolacién se refiere a procedimiento matematico que permite encontrar
funciones que se aproximen a otras de las cuales conocemos un conjunto de datos.
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gue el nimero de datos? sea superior en una unidad al grado del polinomio
gue describela funcién. Laanterior asercién se sustentaen el andlisisnumé-
rico através de la afirmacién (Kidcaid y Cheney, 1994, p. 286):

S Xgr Xqs «+ey Xy SON numeros real es distintos, entonces para valo-
resarbitrarios y,, Y -0 Yn existe un Unico polinomio p(x) de

alosumo grado n de manera que pn(Xi) =Y,

(0<i<n) .

Al atender alas dos condiciones resaltadas en €l anterior parrafo, se puede
concluir que parareconocer € tipo de funcién polinémicano basta con exa-
minar €l tipo de comportamiento de las imagenes de una funcién; también
hay que garantizar lo relativo ala cantidad de datos.
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2. Sellama nimero de datos al cardinal del conjunto de pares ordenados que contiene una
tabla.



