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Resumen / Abstract

En esta memoria trabajaremos con Torneos, centrandonos en un estudio
de los caminos y ciclos Hamiltonianos en Torneos. La nocién de torneo es
relativamente nueva, comienzos del siglo XX, si la comparamos con otras
areas de la Teoria de Grafos.

En este trabajo se presentan nociones y resultados que nos conducen a
relacionar las paridades del nimero de caminos Hamiltonianos antidirigidos
y del nimero de ciclos Hamiltonianos dirigidos en un torneo dado.

También se dan algunas propiedades para torneos transitivos.

In this memory we will work with Tournaments, focusing on a study of
Hamiltonian paths and cycles in Tournaments. The notion of tournament is
relatively new, early XX century, if we compare it with other areas of Graph
Theory.

In this report we present notions and results that lead us to relate the
parities of the number of antidirected Hamiltonian paths and the number of
Hamiltonian cycles on a given tournament.

Some properties are also given for transitive tournaments.






Introduccion

En 1966 apareci6 un estudio [5] por parte de F. Harary y L. Moser, en el
cual se estudian los torneos “round robin”, en dichos torneos los jugadores o
equipos participan en un juego que no puede terminar en empate y en el que
todos los participantes juegan entre si exactamente una vez. Asi, el término
Torneo se debe al origen de la nocién.

Existe una gran cantidad de fendmenos empiricos con estructuras
asimétricas y completas, que pueden representarse graficamente como
torneos. Podemos verlo en experimentos de comparacion pareada, donde, por
ejemplo, se quiere saber las preferencias de una persona sobre cierto tema de
forma que para cada par de datos indique cual prefiere. La estructura de sus
preferencias declaradas puede ser representada por un torneo en el que los
vértices representan los datos y las aristas dirigidas la eleccion. También en
estudios sobre dominacién en algunas sociedades de animales, de modo que
para cada par de individuos, uno domina al otro. En votacién por mayoria,
el resultado de los votos puede ser representado por un digrafo cuyos vértices
son grupos politicos o partidos y cuyas aristas dirigidas indican que partido
derroté al otro.

Los primeros resultados sobre torneos estuvieron motivados por este
tipo de aplicaciones, de naturaleza estadistica. En las ultimas décadas se ha
centrado la atencion en la estructura combinatoria de los torneos, dando
lugar a un area diferenciada dentro de la Teoria de Grafos.

En 1965, F. Harary, R.Z. Norman y D. Cartwright presentaron, en una
monografia dedicada a grafos dirigidos [6], un estudio introductorio de los
torneos desde el punto de vista de la teoria de grafos, distanciandose de sus
aplicaciones. J.W. Moon, en [8], reunié la mayoria de resultados que existian
sobre torneos hasta 1968. La paridad del nimero de caminos Hamiltonianos
y torneos transitivos, son dos aspectos sobre torneos que se encuentran en su
libro y que trataremos en este trabajo.



Mas concretamente, nos centraremos en caminos y ciclos Hamiltonianos
en torneos generales, aunque también mostraremos algunos resultados para
el tipo particular de torneos transitivos. Estos conceptos surgen en 1934 con
el Teorema de Redei [8], que es un resultado relativo a la paridad de caminos
Hamiltonianos en torneos.

Comenzaremos viendo, en el Capitulo 1, una serie de conceptos basicos
de Teoria de Grafos, con los que trabajeremos posteriormente.
Continuaremos con los conceptos de camino orientado y camino simétrico,
mostrando algunas propiedades sencillas de éstos. Andlogamente,
procederemos con los conceptos de ciclos orientados y ciclos simétricos.

Uno de los resultados més relevantes en los que se apoya este
trabajo es el Teorema 2.1, que establece que la paridad del ntmero de
caminos no simétricos Hamiltonianos no depende del torneo considerado.
Este resultado es una version mas débil del resultado probado por
R. Forcade [2], cuya demostracién se presenta en el Apéndice A. Ademas,
en el Capitulo 2, se recogen una serie de proposiciones relativas a las
nociones de conjunto de caminos/ciclos orientados de un cierto tipo, que
nos seran de gran utilidad para capitulos posteriores.

En el Capitulo 3 se da una caracterizacién de caminos Hamiltonianos
que generan el mismo ciclo (Lema 3.13). Para simplificar la demostracién
de este resultado hacemos uso de las definiciones auxiliares de periodos,
bloques similares y clones de vértices, para las que se prueban varios
resultados previos al Lema 3.13.

Nuestro objetivo en el Capitulo 4 es relacionar la paridad del
nimero de caminos Hamiltonianos y el nimero de ciclos Hamiltonianos
generados por ese camino, lo cual se establece en el Teorema 4.5. Este
teorema es fundamental para la demostracion del resultado principal de esta
memoria. También se recogen en este capitulo algunas propiedades para
torneos transitivos.

Finalmente, en el Capitulo 5 se demuestra que coinciden las paridades
del nimero de caminos Hamiltonianos antidirigidos y del ntimero de ciclos
Hamiltonianos dirigidos sobre un torneo. Este es el principal resultado de
este trabajo y su demostracion se apoya en resultados de capitulos anteriores
y en la nocién de permutacion alternada.



Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos recordando algunas definiciones basicas de Teoria de
Grafos. Para completar las nociones y propiedades se puede consultar [3]
y para profundizar sobre torneos se puede consultar [8].

Se denomina grafo a todo par G = (V, E) tal que V' # () es un conjunto de
elementos llamados vértices, puntos o nodos, y F es un conjunto, que puede
ser vacio, de parejas no ordenadas de elementos de V', llamadas aristas.

Un digrafo es aquel al que se le ha dado una orientacién a cada una de
sus aristas, es decir, cada arista se considera un par ordenado.

Un camino es una secuencia finita de vértices, vy, vq,...,v,, de modo
que cada vértice v; es adyacente al siguiente v; 1.
Un camino vy, vs,...,v, se dice cerrado si v; = v, es decir, comienza

y termina en el mismo vértice.

La longitud de un camino es el nimero de vértices que posee menos
uno.

Un arco es un camino en el que todos sus vértices son distintos.

Un ciclo es un camino cerrado, que es un arco, salvo que el primer y
ultimo vértice coinciden.

Un camino dirigido es un camino con todas las aristas orientadas en
la misma direccion. Si, ademas, el ultimo vértice del camino coincide con
el primero, y la arista que los une tiene la misma orientacién que el resto,
entonces es un ciclo dirigido. Si este camino dirigido no esté contenido en
ninguin otro, a éste se le llama camino dirigido maximal.

Un camino se dice Hamiltoniano si contiene a todos los vértices del
grafo una sola vez, salvo si el primer vértice coincide con el tltimo, en cuyo
caso tendremos un ciclo Hamiltoniano.



Un n-torneo T es un digrafo completo con n vértices.

Algunos ejemplos de torneos se muestran en la siguiente figura:

3-torneo 4-torneo 5-torneo

Figura 1.1: Ejemplos de torneos de orden pequeno.

1.1. Caminos orientados en torneos

En esta seccién veremos varias definiciones sobre caminos orientados.

Definicién 1.1 Dado un digrafo, un camino orientado P se dice que es
de tipo Plag,ag,...,05), s > 1, a; € Z, o - yjp; <0, Vi=1,...,8s—1
(si s > 2), si P estd formado por s bloques (es decir, subcaminos dirigidos
mazximales) I, 1o, . .., I, tal que long (I;) = |yl

Ejemplo 1.2 Vamos a dar un ejemplo de camino de tipo P(ay, s, a3) con
ar =1, = =2 yag=1. Sea P el camino de la Figura 1.2, vemos que P
estda formado por los bloques Iy, I, e I3 tales que

long(I,) = nimero de vértices que posee — 1 =1 = |ay],
long(Iy) =2 = |as| y

long(I3) =1 = |ag].
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Figura 1.2: Camino orientado de tipo P(1,—-2,1).

Sean z; e y; los extremos del bloque I;, con I; N I;i11 = {y;} = {zin1},
que denotaremos por end(l;) = {z;,y;}, entonces podemos escribir el camino
orientado como P = 11, ... I,.

Para u, v € I;, I;[u, v] es el subcamino de I; con extremos u y v. Escogemos
x1 e y; tal que verifiquen la siguiente condicion:

a; >0 < [, vade 21 a y;
Podemos probar, de forma mas general, por induccién en ¢, que
Vi=1,...,8 q; >0 < [, vade x; a vy;.

También es importante observar que dado un camino orientado P, una vez
que escogemos el extremo xp, su tipo queda determinado de forma tnica.
Asi, cada camino tiene (a lo sumo) dos tipos posibles. Fijandonos en el
ejemplo 1.2 los dos tipos serfan P(ag,ag,a3) v Plag,as,0q) que se
obtienen al considerar como vértice inicial vy y wvs, respectivamente. Son
iguales, pues P esta formado por los bloques Iy, I, I3 y a3 = ag.

Por comodidad, denotamos ¢, al conjunto de las s-tuplas (o, . .., ;) € Z°
tal que a; - a1 <0, Vi=1,...,s—1.

Denotemos por Tp(aq, . . ., as) al conjunto de caminos del tipo P(ayq, . .., o)
en un torneo Ty por fr(aq, ..., as) al numero de caminos de tipo P(ay, . .., ay)
en T

Ejemplo 1.3 Consideremos el 4—torneo de la Figura 1.1 y la 2—tupla
a = (1,—1). Tenemos que Tp(a) = {P1, Py} con P, = L1y y P, = 11},
Luego, fr(a)=2.
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Figura 1.3: Tp(a) v fr(a), para a = (1, —1), en un 4-torneo.

Para cada tupla a = (a1, ..., as) € Z°, podemos definir
—Q = (_alv I —OZS) y a = (Oés, Qg1 ... ,Oél).
Si a = —a, entonces decimos que « es simétrica.

Definicién 1.4 Un camino orientado se dice simétrico si es de tipo P(a)
con « tupla simétrica.

Ejemplo 1.5 Consideremos el tipo P(ay, s, s, ay) con ap = 1, ay = —1,
az =1y ay = —1. Observemos que
67 - (041,0427(13,054) - (17 _17 17 _1) =
= —a = (_0447_0437_052)_041) = (17_1717_1)

Podemos extender la Definiciéon 1.1 permitiendo que «; tome el valor 0.
Basta considerar

P(Oél,...,Oéj,O,Oéj+2,...,(18) = P(()él,...,()éj+06j+2,...,()és)
donde o y a9 tienen el mismo signo,

P(0,as,...,a5) = Plag,. .., ay)

P(O[l, ce 70[5_1,0) = P(Oél, cee ,Oés_l).

Esta extension tiene un interés particular para algunos célculos que haremos
mas adelante.

Definicién 1.6 Un camino dirigido es un camino en el que todas las
aristas estdn orientadas en la misma direccion.



Definicién 1.7 Un camino en un grafo dirigido se dice antidirigido si
para cada dos aristas adyacentes del camino éstas tienen orientaciones
opuestas, es decir, si dos aristas consecutivas del camino mno forman un
camino dirigido.

Ejemplo 1.8 En la siguiente figura, podemos observar que el camino
formado por vsvyvzvavy es dirigido y vsvivavy es antidirigido.

U1

Us (%

V4 V3

Figura 1.4: Camino dirigido y camino antidirigido.

1.2. Ciclos orientados en torneos

En esta seccion se muestran para ciclos nociones analogas a las de la
seccion anterior.

Definicién 1.9 Dado un grafo orientado, un ciclo orientado C se dice

que es de tipo Clay,...,a5); o € Z, o - a1 < 0, Vi = 1,...,s — 1
(cuando s > 2) y as -y <0, si C estd formado por s bloques I, ..., I, con
end(l;) = Az} (los extremos del bloque I;), long(l;) = o] e

LN, = {?Jz} = {xi+1}7 I<i<s—lel,Nl= {ys} = {xl}

Ejemplo 1.10 Sea oy = 2,00 = —1,a3 = 1 y oy = —2. Entonces en la
Figura 1.5 tenemos un ciclo orientado de tipo C'(aq, e, a3, auy).



T4 = Y3

Figura 1.5: Ciclo orientado de tipo C'(2,—1,1,—2).

También si imponemos la siguiente condicion:
a; >0 <= [, vade 1 a y,
podemos probar que
Vi=1,...,8aq; >0 < [, vade x; a y;.

odemos observar que, para un ciclo orientado s debe ser par, a menos
Pod b , 1 tado C, s deb ,
que C sea un ciclo dirigido, en cuyo caso s = 1.

Denotemos por Ta(ayq, ..., a ) al conjunto de ciclos orientados de tipo
C(ag,...,as) en un torneo T y por gr(ag,...,as) al nidmero de
ciclos orientados de tipo C'(aq,...,as) en T.

Ejemplo 1.11 Fijandonos de nuevo en el 4—torneo de la Figura 1.1, para
a = (2,—1), obtenemos que To = {C4,Cs}, donde C estd formado por los
bloques Iy e Iy y Cy por I} e I}. Por lo que gr(a) = 2.
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Figura 1.6: T y gr, para a = (2,—1), en un 4-torneo.

Definicién 1.12 Un ciclo orientado C se dice simétrico si es de tipo C(a)
para alguna s-tupla o stmétrica.

También podemos permitir que «; tome el valor 0 para ciclos,
considerando

O(Oél, Qg ...,0 1, 07 Qig1,y - 7@5) = C(ab sy 01 + Qi1 .- ,Oés),
donde «;_;1 y a1 tienen el mismo signo y, usando las propiedades anteriores,

C0,a9,...,a5) = Clag + ag, s, ..., 5 1)

C(Oél,OZQ, s 7055_1,0) = C(Oél + Qs_1,09,... ,O{S_Q).

11






Capitulo 2

Caminos y ciclos en torneos

La nocién de camino simétrico que hemos visto en la Definicion 1.4 fue
introducida por R. Forcade en [2], donde prob6 que la paridad del nimero
de caminos no simétricos Hamiltonianos de un cierto tipo no depende de la
eleccion del torneo. Utilizaremos la siguiente version de este resultado:

Teorema 2.1 Para cualquier s—tupla o € Z° no simétrica, y cualesquiera
S

T y T’ torneos con n = E la;| + 1 vértices, se verifica que

fr(a) = fr(a) (mod 2).

Los siguientes resultados muestran la relacion entre dos tipos si los
conjuntos de caminos/ciclos correspondientes coinciden.

Proposicién 2.2 Tp(a) = Tp(f) <= a=po0oa=—F.

Demostracién:

Sea a = (aq,...,a5) € 5y B = (f1,...,0) € &. Para la condicién
necesaria, sea P € Tp(a) = Tp(f); P es simultdneamente de tipo P(«a) y
P(B). Ya que s y t representan el nimero de bloques en P, entonces s = t.
Como P es de tipo P(a), entonces P = I@11y...1;, donde |[;| = |y,
end(l;) = {z;,y;} y end(P) = {x1, ys}.

Andlogamente, como P es de tipo P(f3), entonces P = [}I}... I, donde
il = 1Bil, end(L}) = {ai, yi} y end(P) = {«, 4.}

Esto implica que {x1,ys} = {«],y.}. Tenemos dos casos:

» Si 1y = ), entonces ys = y.. Sean I; e I] los tnicos bloques que
contienen a x; y x) respectivamente, entonces I; = I]. Andlogamente,
I, = I.. Ademas, {y1} = I NI, = I} N I5. Como I} es el inico bloque

12



que tiene algin vértice en comin (solo uno) con If, entonces Iy = I}
e {y1} = {y;}. Procedemos de forma similar para probar que I; = I/,
Vi=3,...,s— 1. Por lo tanto, o; = 3;, Vi = 1,...,s. Luego, a = 3.

» Si x; = y., entonces x| = y,. Esto implica que I} = I e I, = I.
Obtenemos, de modo anélogo, que I = 1I._,,...,I,_; = I}. Por tanto,

(a1, ...,05) = (=0, ...,—P1). Luego, a = —f.

Para la condicion suficiente, si a = [, entonces el resultado es trivial.
Supongamos que a = —f3 y sea P € Tp(a) dado por P = vvy...0,.
El camino P' = v,v,_1...v; es de tipo P(—as,...,—a;) = P(f) y se ve
claramente que P = P’. Luego, P es también de tipo P(3), lo cual prueba
que Tp(a) € Tp(B). Andlogamente, se tiene que Tp(8) C Tp(«a), lo cual
concluye nuestra prueba.

|
Lema 2.3 Se verifica que:
To(ag, ... as) = To(ag, qigt, - oy Q0,004 1),
V2<i<s.
Observacion 2.4 Obsérvese que To(aq, ..., as) = To(—as, —as_1, ..., —aq),
pues, si C' =11y .. Yo € To(aq, ..., ay4), entonces
C' = Yuln1-.. 91 € To(—as, = 1,..., —a1)
y C'=C.

Corolario 2.5 Para todo 1 <1 < s, tenemos que:

76(0{1,...,0{5) = Tc(ai,aiﬂ,...,as,al,...,ai_l)
- %(_aia —QG_1, ..., 01, = Qg, ..., _ai—‘rl)‘
Ademas, se puede demostrar facilmente que:
Proposicién 2.6 Dados o = (aq,...,a5) € Z° y § € Zt, se verifica que
To(a) =Ta(B) siy solo sis =t y, obien f = (v, Qig1,. ., Qg, 01y, QG_1),

0 bien, f = (-, —;_1,...,—Q1, —Qg, ..., —Q;11), para algin 1 < i < s.

Como consecuencia, tenemos el siguiente resultado para ciclos
Hamiltonianos.

13



Proposicién 2.7 Sean T un torneo y To(a) y To(B) dos conjuntos de ciclos
Hamiltonianos orientados en T. Entonces, o bien To(a) = To(B), o bien

Te(o) N Te(B) = 0.

Definiciéon 2.8 Sea T un torneo con n wvértices. Un ciclo Hamiltoniano
orientado C en T’ se dice que estd generado por un camino Hamiltoniano
orientado P = vjvq ... v, si C es el ciclo obtenido de P anadiendo la arista
entre vy Y Uy,.

Si P es un camino Hamiltoniano en T', Cp denota el ciclo Hamiltoniano
orientado generado por P.

Definiciéon 2.9 La relacion ciclica R es la relacion de equivalencia
definida en el conjunto de caminos Hamiltonianos orientados en T por:

PRP, <~ OP = OP’
Sea R, la restriccién de R al conjunto 7p(«), donde o € Z°.

Proposicién 2.10 Tenemos que PRP' si y solo si, o bien P = P’, o bien
P=vwy...0, y PP =0;10i19... 0,01 ... 0;_10;, para algin 1 <i<n —1.

Dado un ciclo C' = vy, . . . v,v1, si eliminamos la arista v;v; 1 obtendriamos
un camino P. Esto se puede hacer para cualquier arista del ciclo, obteniendo
diferentes caminos. Aunque también puede darse el caso en el que, al eliminar
dos aristas distintas, obtengamos dos caminos del mismo tipo.

Ejemplo 2.11 Dado el siguiente ciclo, obtenido del 4-torneo,

U1 (%]

V4 U3

Figura 2.1: Ciclo C' = vvou30405

St quitamos la arista vive, obtenemos el camino wvevsvsv de tipo
P(—1,1,—-1). Sin embargo, si quitamos vsvy, consequimos el camino v4v1v9vs3,
también de tipo P(—1,1,—1). Luego, PR,P’, pues P y P’ tienen el mismo
tipo P(a), con a = (—1,1,—1) y, ademdas, Cp = Cp:,. Por otra parte, si
quitamos la arista vovs, tenemos el camino vzvgvive de tipo P(1,—1,1) y
PRP", pues Cp = Cpn, aunque P y P" no tienen el mismo tipo.

14






Capitulo 3

Periodos, bloques similares y
clones de vértices

En este capitulo introduciremos algunos conceptos que usaremos para
calcular el nimero de caminos de un cierto tipo que generan un ciclo dado
en un torneo.

Definicién 3.1 Sea la tupla o = («u,...,a5) € Z°. Se dice que r, con
1 <r <s, es un pertodo de o si para cualesquiera i,j € Z se tiene que

i=j (modr)= o =qy,

donde i es el unico entero en {1,2,...,s} tal que i =i (mod s).
Sea r(a) = min{r | r es un periodo de a}.

Ejemplo 3.2 Dada la tupla o = (2,-1,2,—1,2,—1,2), escogemos
1 <r =5< s =17 Aplicando la Definicion 3.1 tenemos que r es un
pertodo de o st
i =j (modb) = o, = o,

siendo i7 y j7 los unicos enteros en {1,2,3,4,5,6,7} tales que i = iy (mod 7)
y j = g7 (mod 7), respectivamente. Tomemos i = 1, entonces j = 6, pues
1 =6 (mod 5), en consecuencia, debe ser a; = ag, pues iy y jr son los unicos
enteros tales que 1 = i7 (mod 7) y 6 = j7 (mod 7) y ésto sdlo es posible si

i7 =1y j7r =6. Pero ay = 2 # ag = —1. Luego, r no es un periodo de c.
Sin embargo, con a« = (2,—-1,2,—1,2,—1) y r = 4, tomando i = 1 y
Jj =9, tenemos que 1 = 9 (mod 4). Veamos si a;, = o,. Tenemos que

ig =1 (mod 6) y j¢ =9 (mod 6), esto implica que i = 1 y js = 3. Por tanto,
como ap = 2 = ag, r es un periodo de c.

Proposiciéon 3.3 Dado un entero r, 1 <r <'s, tenemos que:

r es un periodo de a <= r(«) divide a 7.

15



Demostracién:

Si r(a) divide a r, sean 7,7 € N tal que ¢ = j (mod r), entonces
i = j (mod r(a)), y puesto que () es un periodo de «, a;, = «;j,. Esto
implica que r es un periodo de a.

Por otro lado, supongamos que r es un periodo de a. Debemos escribir
r=gq-r(a)+b,con0<b<r(a). Sib#0,sean i < j dos enteros tales que
i =7 (mod b).

Asi, de j =i+ b- k para algun k, se obtiene que

j=i+(r—q-r(a) - k=i+k-r—q-k-r(a).

Sea i’ =i+ k- r, se tiene que ¢ =i (mod r), entonces a; = «a;, y también
se tiene que i = j (mod r(«a)), entonces ay = ay,. Se sigue que a;, = ay,,
entonces b es un periodo de « con b < r(a), lo cual es una contradiccion,
pues r(«) es el menor de los periodos. [

Corolario 3.4 Se verifica que r(a) divide a s.

Demostracion:
Por definicion, s es un periodo de « si

i =j(mod s) = a;, = aj,

donde i, y js son los tnicos enteros en {1,2,...,s} tales que i = is (mod s)
y J = js (mod s), respectivamente. Luego, iy = j = js y, por tanto, s es un
periodo de « y, por la Proposicién 3.3, se tiene que r(a) divide a s. |

Sea t(a) = &y Decimos que t(a) es la frecuencia de a.

Observacién 3.5 Sin = Z l|, m =r(a) yo =loq|+...+ |a,|, entonces
i=1

o divide a n yt(a) = 2, lo que significa, a su vez, que t(a) divide a n. Y

entonces t(«) divide an y a s.

El siguiente lema es un resultado sencillo pero tiene un uso practico para
algunas de nuestras demostraciones.

Lema 3.6 Sean ai,qa,... a4, 01,...,0s € Z. St
(051,042, s 7048) = (ﬁiaﬂ’i+1v <. 7657517 S 75@’*1)7

entonces, para cualquier entero no negativo k, tenemos que a, = Blrti—1), -

16



Demostracion:
Se tiene, para cualquier k, que oy, = o, para algin p = k(mod s), con

1 < p < s Sip < s—1i4+ 1, entonces o = By, Asi
g, = 0y = Ppric1 = Brti-1),- SIp = s — i+ 2, entonces o, = B_pi—1.
Por lo tanto, ax, = ap = By sti-1 = Bpri-1). = Brri-1].- u

Anélogamente, podemos probar que si
(Ofla Qg, ... ,Oés> - <_Bla _ﬂi—h CII) _617 _Bsa _65—17 ceey _6i+1)7
entonces ay, = —fB[i11-4), Para algin entero no negativo k.
Proposicién 3.7 Sia = (ay,as,...,a5) EZ° y
/ JR—
a = (Oéi, Ajyqye.., g, 01,0 ,Oéifl),

entonces r(a) = r(d’) y t(a) = t(d).

Demostracion:

Sea o = (af,al,...,al) = (®,...,q5,0q,...,04-1), v consideremos
r(a’) = ', r(a) = r. Primero probaremos que r es un periodo de ¢, lo
que implicaria que " < r, ya que r’ es el menor de los periodos de a. Sean
l'y p dos enteros tales que p = I (mod r), es suficiente probar que o; = a, .
Tenemos oz;)S = Qpyi-1), Y afs = a[i4i—1), por el Lema 3.6. Y, puesto que
p =1 (mod ), se tiene que p+i—1 =144 —1(mod r). Pero r es un periodo
de a, por lo tanto, agpii-1), = apyi-1),, luego oj, = «j, . Con lo cual, r es un
periodo de o y ' < r. Andlogamente, se puede probar que r < 7’. De esta

manera obtenemos que r = 1’ y, en consecuencia, t(«) = t(a/). |

Definicién 3.8 Sea C' un ciclo de tipo C(a) y r = r(a). Consideremos
C = NLi,...I; una enumeracion fijada de los bloques de C. Para
1 <i<j<s, sedice que I; e I; son bloqgues similares si j =i (mod r).

Por la Proposicion 3.3, esto es equivalente a decir que j — ¢ es un periodo
de B. Asi, para cada 1 <1i < s, hay t(8)—1 bloques similares a I;. Ademas, se
sigue que, si I; e I; son bloques similares, entonces 3; = 3;, y para cualquier
entero no negativo k, Iy iy, € Ijj44, son bloques similares.

Definiciéon 3.9 Sea C un ciclo orientado. Se dice que dos vértices u,v € C
son C—clones si:

» u y v pertenecen a I; e I;, siendo éstos bloques similares y
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w [(L;[z;,u)) = U(I;]x,v]), o equivalentemente, [(1;[u,y;]) = 1(;[v,y;]).
Si C € To(B), entonces cada vértice de C' tiene t(5) — 1 C'—clones.

Si u y v son C'—clones, podemos decir también que u es un C'—clon de v,
o viceversa. Cuando no haya confusion, simplemente diremos que son clones.

Ejemplo 3.10 Dado el ciclo orientado C' de tipo C(—3,2,—3,2,—3,2) de la
Figura 3.1, se tiene que v = r(a) = 2 y C = L1y...1s. Podemos
observar, por ejemplo, que I; e I3 son bloques similares, ya que 3 = 1 (mod 2).
Tenemos también que u y v pertenecen a I, e I3, respectivamente, y que
l(L]xy,u]) =2 = (I3]x3,v]). Luego, u y v son C'—clones.

Figura 3.1: Ciclo orientado de tipo C'(—3,2,—3,2,—3,2).

Lema 3.11 Sea C = v1vy...v, € To(B) un ciclo Hamiltoniano orientado
en un torneo T, con B = (p1,P2,...,0s) y consideremos v = r(f) y
C = Lil,...I;. Entonces v; y v; son C'—clones, para j > 1, si y solo si

j= e (S0181) +i pora a1 < m < (8) - 1.

=1
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Demostracién:

Supongamos sin pérdida de generalidad que v; € I y v; € I, para algin
1 <k <s.Siv;yv; son C—clones, entonces debemos suponer que v; # i, y,
en este caso, I e I} son bloques similares. Por lo tanto, £ — 1 es un multiplo
de r, digamos k — 1 = m - r para algin entero positivo m y By = 0.

j—i

I(Li[vi,3n]) + Bl + - -+ [Beaa| 4 ULk [z, v5])

U(Li[vi,n]) + 52| + -« - 4+ |Bk=1] + ({1[z1, vs]) por ser v; y v; clones
|B1] + |Ba| + - + | Br—1]

1Bul + 1Bl + o+ [Be] + |Brga| + [Brsa + -+ |Bar| + -+ [Bir
Bil + |Be] + -+ B[+ Bl + [Bo| + -+ B+ +

1 2
1Bi 4+ ...+ 18]

>

T

Por otro lado, supongamos que v; y v; son tales que j = m- (Z ’@|) +1

i=1

para algin 1 < m < t(f) — 1. Hay tres posibilidades. Argumentaremos por
induccion en m.

1. Siv; =21 y m =1 tenemos:

Z 1Bi| = j—i=|01|+ B+ ... +|Bk-1] + {(Li[z, v5])
i1

< Bl A |Be] 4 - A 1Bl

Pueden darse dos casos:

» Sik—1 < r, entonces debemos tener k—1 =r—1, es decir, k = r.

Asi pues, k es un multiplo de 7 y, en ese caso, Iz es un bloque
similar a [, y, de |B,| = {({x[zg, v;]) se deduce que v; = yp = Tp41.
Ademas, [(Ixi1]xks1,v5]) = 0 = I(L1][z1, v4]) lo cual prueba que v;
es un clon de v;.

Si k —1 =r, entonces kK — 1 es un multiplo de r, [} es un bloque
similar a Iy y, de {(Ix[zg,v;]) = 0 = I(I1]x1,v:]), se deduce que
vj = x. De nuevo, esto prueba que v; y v; son clones.
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2. Si v; es un vértice interior de [y, es decir, v; # x1,y1, vy m = 1,
g — i = l(hvi,n]) + 18] + oo+ |Be-1] + U(Ik[zk,v5]), lo cual
implica que

Z 1Bil = (|B1] = U(Lh[wy,0i])) + [B] + - -+ [Br—a| + U(Ik[r, v5])- (3.1)

Pueden darse tres casos:

= Si k—1<r, entonces

1Bkl + 1Bkl + -+ 18e| = UTklk, v3]) — UL, i)
Sin embargo, I(I;[x1,v;]) > 0 pues v; no es un vértice final de Iy,
y ast {(Ix]xg, v;]) — U(L1]x1, vi]) < |Bk|; una contradiccién.

= Si k—1>r, laigualdad anterior se convierte en

WLz, vi]) = |Bra| + [Brae| + -+ [Br—a| + 1Tk [z, v5]).
Pero |B1] = |Br+1] por definicién de periodo y [(I1]zy, v]) < |Bi].
una contradiccion.

= Por lo cual, necesariamente tenemos que k£ — 1 = r, en
particular esto implica que k — 1 es un multiplo de r, luego I
y I son bloques similares, y se sigue de la igualdad 3.1 que
l(Ii[z1,v5]) = l(Ig[zk, vj]). Esto prueba que v; y v; son clones.

3. Si v; = y1, entonces v; = x5 y procedemos de forma similar a los casos
previos.

Ahora supongamos que m > 2 y que la afirmacién es cierta para m — 1,

es decir, sil = (m —1) - (Z |BZ]) + ¢, entonces v; es un clon de v;. Sea
i=1

j=m- (Z |ﬁz|> + i. Podemos escribir j = [ + (Z |5i|), lo que implica,
i=1 i=1

or el caso m = 1, que v; es un clon de v;. Y, puesto que v; es un clon de v;
) 7 ) )
tenemos que v; es un clon de v;, lo que concluye la prueba.
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Lema 3.12 Sean P = v1vy...v, y P’ = vv;41... 0,01 ...v;_1 dos caminos
Hamiltonianos orientados en un torneo T’ tales que

Cp=Cp €Tc(B) =Tc(Pr, Py -, Bs)-

Sea v = r(B). Si v; es un Cp—clon de vy, entonces v;_1 es también un
Cp—clon de v,.

Demostracién:

Puesto que v; es un C'p—clon de vy, por el Lema 3.11,i—1 = m- (Z |BZ|) ,
i=1

para algin 1 < m < ¢(5) — 1.

n—(i—1) = n—m~(§|@|>
— up). (Zw) —m- (Zw)
_ (t(ﬁ)—m)'(ng‘o

con 1 <t(8) —m < t(8) — 1, lo cual prueba que v;_; es un clon de v,,. B

Los dos resultados anteriores nos conducen a establecer una
caracterizacion de que dos caminos tengan el mismo tipo en términos de
la nocién de clon.

Lema 3.13 Sean P y P’ dos caminos Hamiltonianos orientados diferentes
en un torneo T tal que Cp = Cpr y Cp es no simétrico. Entonces P y P’
tienen el mismo tipo si y solo si cada extremo de P’ es un Cp—clon de un
extremo de P.

Demostracion:
Sea P = vy ... v, Puesto que Cp = Cpr, por la
Proposicién 2.10, P’ = v;v;41...0,01...v;_1 para algin 1 < i < n. Sea

Cp = Cp = NLilh...I, € Tec(B) = Tc(Bi,...,Bs), con L] = |Bi,
end(l;) = {z;,yi} v sea r = r(5). De hecho,  es no simétrica, ya que
Cp no lo es. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que #; > 0 y que
v; € I;. Primero, asumiremos que los extremos de P y P’ son Cp—clones,
tales que v; es un clon de vy y v;_1 es un clon de v,. Pueden darse varios
casos:
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1. Si v; es un extremo de [;, entonces, o bien v; = z7, en cuyo caso
P S %(ﬁl? ﬁ27 s 768 + 1)7 o bien U1 - Y1 y
P e 7}3(527ﬂ37 s 7/88aﬁ1 - ]—)

2. Siv; ¢ end(Iy) y 01 es el vértice adyacente a vy, tenemos tres casos.

= Si ry = ©; es adyacente a wv; en Cp, entonces
P€7—P<61_17ﬁ27"'755)-
= Sioyy = 07 es adyacente a wv; en Cp, entonces

PeTp(1,Bs,....05 01 —2).

= En otro caso, wv; es un vértice interior de [} y
P S 7}( 1/7/62)"'7657/81) con ]{ - Il[xhvl])lil - II[UhyIL
1811 = |11 =1, |87 = [17].

Supongamos que x; = ¥; es adyacente a vy en Iq; los otros casos pueden
estudiarse de forma similar. P € Tp(51 — 1, 52, ..., 0s) v podemos escribir
P =1'ly... I, con |I{| = f; — 1. Como v; es un clon de vy, tenemos los
siguientes hechos:

» v; € I; para algin j = 1(mod r),

v [([[xj,v:]) = U([[1(21,v1)]) = 1, lo que significa que v; es adyacente a
xzjen lje

» [ e I; son bloques similares, por lo tanto tienen la misma orientacién
en Cp. Y, como tenemos también I(I;[v;, y;]) = I([I1(v1,y1)]), entonces
podemos escribir P' = I/l ... [ ... [ || = |If] = B — 1.

Del hecho de que I; e I; sean bloques similares, podemos también deducir
que [jj, es un bloque similar a Ij;14), para cualquier entero no negativo £,
en particular:

’[jJrl‘ = ’[2|7 |Ij+2| = |I3|7 ce Hsl = |IS*J'+1‘7 \[1| = |Ij|> T ‘Ij*1| = ‘IS|
Esto prueba que Py P’ son del mismo tipo.

Ahora supongamos que Py P’ tienen el mismo tipo. Podemos facilmente
verificar que, si los bloques de P enumerados por orden desde v; hasta
v, son del mismo tipo que los bloques de P’ enumerados por orden desde
Vi, Vi_1,...,v; hasta v,,...,v;41, entonces [ podria ser simétrica, y seria
una contradiccion. Luego, los bloques de P’ son bloques similares a aquellos
de P correspondientes a una enumeracion de la forma v;v;11 ... v01 ... v;_1.
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De nuevo, supongamos que v; es un vértice adyacente a xq en I, y que v; € ;.
Se sigue que P’ € Tp(B}, Bj41,-- -5 Bs, B1,- -, Bj—1) con

(B Bjx1s -+ B By - Bima) = (B — 1, Bay .o, Bs), (3.2)

por tanto,

(Bi+1,Bj51, -, Bss Br oo, Bi1) = (B, Bay - -, By).- (3-3)

Ademas,
B+ 1+ Bl + -+ Bl + Bl + .+ 8=l =D IBil-
i=1

Usando las ecuaciones 3.2 y 3.3, podemos deducir lo siguiente:

ﬁ; + 1= BJ = /817 Bj-i—l = /827 s 7/88 = 58—]’-&-1751 = Bs—j+27 cee a/Bj—l = ﬁs-

Mas formalmente, podemos escribir, por el Lema 3.6, para cualquier entero no
negativo k: i, = Bjg+;—1),- Nos gustaria probar que v; es un clon de vy, y esto
serd suficiente por el Lema 3.12. Para que v; sea un clon de vy, necesitamos
probar que v; y v; tienen posiciones similares en [; e I, respectivamente.

Como B; = f3; — 1, deducimos que v; es el vértice adyacente a z; en I, lo
que prueba que v; y v; tienen posiciones similares en I; e I, respectivamente.

Previamente necesitamos probar que 7 — 1 es un periodo de f.

Sean k y k' dos enteros tales que k > k' y k = k' (mod j — 1). Nos
gustarfa probar que f, = f,. Supongamos que k = k'4c-(j — 1) para algin
entero positivo ¢. Argumentaremos por inducciéon en c. Si ¢ = 1, entonces
k=Fk+37—-1y Br, = Bp+j-1), = Br,, como observamos anteriormente. Si
c>2seak” =k +(c—1)-(j—1). Supongamos que se cumple para ¢ — 1, es
decir, B, = B +(c—1).(-1), = Br.- Puesto que k = k" + j — 1, entonces por
el caso ¢ = 1, tenemos que Sy, = [y = Py, como era necesario. Esto prueba
que 7 — 1 es un periodo de .

Finalmente, v; y v; son clones.
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Capitulo 4

Caminos que generan un ciclo
orientado

Ahora podemos calcular, dado un tipo S, el numero de caminos
Hamiltonianos orientados, que generan un ciclo orientado C' de tipo C(5);
probaremos que es equivalente a lo que llamamos frecuencia de .

Para ello, seguiremos la siguiente notacién:

» h(T) es el numero de caminos Hamiltonianos dirigidos en un torneo 7.
» a(T) es el nimero de caminos Hamiltonianos antidirigidos en 7.

s ho(T) es el nimero de caminos Hamiltonianos antidirigidos en 7', que
comienzan con una arista con orientacion positiva.

» ¢(T) es el nimero de ciclos Hamiltonianos dirigidos en 7.
Definicién 4.1 Un torneo se dice transitivo con n vértices, denotado por
TT,, si sus vértices pueden etiquetarse {vi,vy,...,v,} de modo que

(Ui,Uj> S E(TTn)7 Vi<j.

Ejemplo 4.2 Ya hemos wisto ejemplos de n—torneos, a continuacion,
mostraremos un ejemplo de un torneo transitivo con n vértices para n = 5.
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U1
U5 V9

V4 U3

Figura 4.1: T'T5, un torneo transitivo con n = 5 vértices.

Observacion 4.3 Cualquier torneo transitivo es aciclico, es decir, no puede
contener ciclos dirigidos ya que siempre habrd un vértice del cual partan todas
las aristas y al que no llegard ninguna, y otro al que le ocurra lo contrario.

Teorema 4.4 Sea P € Tp(a) un camino Hamiltoniano orientado en un
torneo T'. Sea Cp € Tc(B) tal que Cp es no simétrico y 8= (B, ..., Bs) con
s par, entonces tP = t(f3), donde P es la clase de equivalencia de P mddulo

Ra-

Demostracion:
P contiene tanto a P como a los caminos P’ en T' que tienen el mismo tipo
que P verificando Cpr = Cp. Por el lema 3.13, el nimero de tales caminos

P’ es exactamente el nimero de Cp—clones que puede tener un extremo de
P, esto es, t(f) — 1. Finalmente, P = ¢(53). |

Nuestro resultado principal muestra una relacion entre la paridad del
nimero de ciclos Hamiltonianos dirigidos y la del nimero de caminos
Hamiltonianos antidirigidos comenzando con una arista de orientacién
positiva en un torneo. Por este motivo, primero determinaremos una
igualdad general que mostrara la relacion entre la paridad del ntimero de
caminos Hamiltonianos de un cierto tipo y el ntimero de ciclos
Hamiltonianos generados por ese camino. Lo formularemos de la siguiente
manera:

Teorema 4.5 Sea T un torneo de orden impar n > 5 y consideremos una
s—tupla (o, ..., as) € €° tal que no es de la forma (1, —(n—1)) o (—1,n—1),

Z|ai| =nys es par. Seq

i=1
a—1 sta; >0

O{i*]_: .
a;+1  stap <0
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Sia=(agx1,as,...,a5) es simétrica, tenemos:
gr(ay, ag, ..., as) = fr(ag x 1, ag, ..., a5) (mod 2).

En otro caso:

gT(alv Qg, . .. 7as)

= (fr(oqg x L,ag,...,a5) + gr(ag x 1L, ag, ..., as_1, a5 % 1)) (mod 2).

Para probar este resultado, necesitamos los siguientes lemas previos:

Lema 4.6 Sea o = (a1 — L,ag,...,a5) € Z° con s par, a; - a1 < 0

Vi=1,....,s =1 ya; > 0. Sea T un torneo de orden n = Z|ai| y sean
i=1

B=(a1,...,a5) y ' =(a1 — 1,9, ...,a5_1,a5 — 1). Tenemos que:

To(B) = Te(B') <= a es simétrica.

Demostracién: B
Teniendo en cuenta la Observacion 2.4, se verifica que 7o (5) = To(—5).
Entonces

To(B) =Te(B') <= B =-8
T
(n — Lag,...,a5 1,05 — 1) = (=g, —Q5_1,...,—Qg, —)
T
(n — Lag,...,a5 1,0 —14+1) = (—as, —as1,...,—qg, —a;+ 1)
T &)
(o — Lag,...,05 1,05) = (=g, —Qs_1,...,—Q3, —a1 + 1)
|}

« es simétrica.

(¥) Debemos tener en cuenta que a; > 0, luego, al ser s par, as < 0. Con lo
cual, tanto a la parte izquierda de la igualdad como a la derecha le estamos

quitando una arista.
|
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Ejemplo 4.7 Veamos un ejemplo que ilustra la conclusion del Lema 4.6. Sea
o = (O-/l - ]-a G, (3, 044) = (17 _17 1a _1)

con s = 4 par y oy > 0. Podemos observar que es simétrica pues
a=(1,-1,1,-1) = (—ay, —a3, —ag, —ag + 1). Consideremos el 5—torneo
stquiente:

U1
Vs V2

1)4 ?.)3

Figura 4.2: Un 5—torneo.

Sean C' = vsvqvzvav1v5 un ciclo de tipo B = (aq, ag, ag, ay) = (2, —1,1, —1)
y C* = v50109030405 de tipo 5 = (ag — 1, a9, a3,y — 1) = (1,—1,1,—2). Se
ve que —f = ' y C y C* serian el mismo ciclo visto como ciclo de tipo 5y
de tipo (', respectivamente.

Lema 4.8 Sean To = {C1,Cy, ..., Ci} yTor = {C1, ..., Cy} los conjuntos de
ciclos orientados de tipo C = Clay,...,as) = C(B1) vy
C'=C(a; — 1,9,...,05_1,a5 — 1) = C(f2), respectivamente. Entonces

t-t(B1) +q-t(B2) = (t +q) (mod 2)

Demostracion:
Teniendo en cuenta la Observacién 3.5, ¢(5;) divide a n y n es impar, por
tanto, t(5;) = 1 (mod 2). De forma similar, tenemos que t(82) = 1 (mod 2).
Vamos a considerar las siguientes propiedades de congruencias, que
aplicaremos posteriormente:

(1) Sia=b(mod m)y k es un entero, se cumple:

ka = kb (mod m)

(2) Si tenemos dos congruencias con igual médulo:

a=b(mod m)yc=d(modm)
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podemos sumarlas, restarlas o multiplicarlas de forma que también se
verifican las congruencias

a+c=(b+d) (mod m)y ac = bd (mod m)

Luego, usando la propiedad (1) tenemos:

t-t(61) =t-1 (mod 2) <=t -t(5) =t (mod 2)
q-t(B2) =q-1 (mod 2) <= q-t(f2) = q (mod 2)

y, aplicando la propiedad (2), concluimos que:

t-t(B1) +q-t(B2) = (t +¢q) (mod 2)

|
Demostracién del Teorema 4.5:
Supongamos que a; > 0, se sigue que ag < 0. Vamos a calcular
frlarxLag,...;as) = frlag — 1,ag, ..., as)
para el caso en que « es no simétrica. Sea P € Tp(a) = Tp(ar—1, a9, ..., ay).

Por el Lema 4.6, como « es no simétrica, entonces Cp es o bien de tipo
C(ay,...,as) = C(B), o bien de tipo C(ay —1,aa, ..., as_1,a5—1) = C(Bs),
y estos dos tipos son distintos. Sea 7oy = {C4,Cy, ..., Ct} el conjunto de
ciclos del primer tipo en un torneo 7'y sea 7o = {C1,...,C}} el conjunto
de ciclos del segundo tipo. Sea ¢ la aplicaciéon dada por:

o : Tp(a) = Tea UTcp

Supongamos que To1 N Teo # 0, entonces 71 = T por la Proposicién
2.7. Por el Lema 4.6, o debe ser simétrica y seria una contradiccion. Por tanto,
debemos tener 71 N Too = 0. Ademds, ¢ es sobreyectiva, por consiguiente

fri@) = tTp(@)= Y ¢ (Cp) =

PeTp(a)

D D (o) B S (A S (e}

CeTo1UTc,2 Ci€Tca Ci€To,2
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Por el Teorema 4.4, o' (C;) = 4P = t(p;) para algin P € ¢~ %(C;) y
equivalentemente, fo ! (C%) = t(f,). Por tanto,

fr(@) = D o7 (C)+ Yt (C)) =

t

= DB+ YU =

i=1 _
t-t(B1) +q-t(B2) =

(t+¢q) (mod 2) =

= (gr(aq,a9,...,a5) + gr(ar —1,ae,..., 05 1,05 — 1)) (mod 2),

yva que o, < 0.

Si a es simétrica, la prueba es similar, con la unica diferencia de que
Cp debe ser de tipo C(ay,...,as) = C(f1). Y usando la misma biyeccién
¢ de Tp(a) a T¢ 1, obtenemos la otra igualdad. El procedimiento es andlogo
cuando a < 0. Asi, se completa la prueba. |

En la siguiente proposicion, trataremos el caso particular que omitimos
en el Teorema 4.5:

Proposicién 4.9 Sea T un torneo de orden n.
gr(l,—(n—1)) = (n-c¢(T) + h(T)) (mod 2).

Demostracion:

Seguiremos los pasos dados en la demostracién del Teorema 4.5.
Calcularemos h(7T), considerando los ciclos generados por un camino
Hamiltoniano dirigido, P, en T. Es facil ver que Cp tiene uno de los dos
tipos distintos siguientes: o bien C'p es un ciclo Hamiltoniano dirigido en T,
o bien Cp es de tipo C(1, —(n—1)). De nuevo, sean To 3 = {C1,Cs, ..., Ci}y
Too =1{C1,Cy, ..., C;} los conjuntos de ciclos Hamiltonianos dirigidos y los
conjuntos de ciclos Hamiltonianos de tipo C(1,—(n — 1)) en T,
respectivamente. Usando la misma aplicaciéon ¢ y observando que

t q
Tea N Toa = 0, tenemos: h(T) = Zﬁgp‘l(C’i) + Zﬁcp_l(C]'~). Ahora, para
i=1

= j=1
cualquier 1 <7 < t,C; es un ciclo dirigido, por lo tanto fo~1(C;), que es el
nimero de caminos Hamiltonianos dirigidos en 7" generando Cj, es igual a n.
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Por el Teorema 4.4, para cualquier 1 < j < ¢, ¢~ '(C}) =t(1,—=(n—1)) =1
pues r(1,—(n — 1)) = s = 2. Por consiguiente,

MT)=n-t+q=n-c(T)+ gr(1l,—(n — 1)),
como queriamos probar. |

Lema 4.10 Bajo las condiciones del Teorema 4.5, tenemos que:

gr(ag,as, ... aq) +c(T) = grr, (aq, ..., as) (mod 2).

Demostracién:

Argumentaremos por induccién en s y en min_,|;|. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que o; > 0 y que min}_,|o;| = a;. Para s = 2,
si a; = 0, entonces gr(0,a2) = gr(az) = (1) v grr,(0,2) = ¢(TT,) =0
debido a que el torneo transitivo es aciclico. Veamos que el resultado es
cierto para oy > 1. Como (a1, ) es no simétrica, entonces |a;| < |as|, con
lo cual tenemos también |a; — 1| < |ae|. Esto significa que un camino de tipo
P(a; — 1, ) es no simétrico, por tanto, por el Teorema 4.5, tenemos:

gr(ar,as) = (fr(ag — 1, a3) + gr(ag — 1, a5 — 1)) (mod 2).

Ahora, por el Teorema 2.1, fr(a; — 1,a2) = frr, (a1 — 1,a9) (mod 2) v,
aplicando la hip6tesis de induccién en gr(a; — 1, a9 — 1), obtenemos que:

gT(Ozl, 042) = (fTTn(al — 1, Ozg) + grr, (oq — ]_, Qg — 1) + C(T)) (mod 2)

Finalmente, aplicando de nuevo el Teorema 4.5,

gr(ou, az) = (grr, (a1, a2) + ¢(T')) (mod 2).

Ahora, supongamos que s > 4. De nuevo, argumentando por induccién en
min;_, {a;}, supongamos sin pérdida de generalidad que es igual a «;. Para
a1 = 0, un ciclo de tipo C(0, ag, ..., a,) = C(as+ag, as, ..., s 1) tiene s —2
bloques, y el resultado se mantiene. Ahora, supongamos que a; > 0, y que el
resultado es cierto para a; — 1. De forma similar al caso s = 2, obtenemos:

gr(ag, ..., a5) =
= (fr(oq — Lag,...,a5) + gr(ag — L, ag, ..., as_1,a5 — 1)) (mod 2) =
= (fTTn<041 - 1,0[2, cee 7a8) +gTTn(a1 - 1,0&2, vy Og1, 0 — 1)+

+¢(T)) (mod 2) =
= (grr, (a1, ..., a5) + ¢(T)) (mod 2)

Como queriamos probar.

30






Capitulo 5

Permutaciones alternadas y
caminos antidirigidos

En este capitulo procederemos a probar el resultado principal, que
enunciamos como sigue:

Teorema 5.1 Sea T un torneo con n vértices, n > 5, se verifica que:
ho(T) = ¢(T) (mod 2).

donde ho(T') es el nimero de caminos Hamiltonianos antidirigidos en T, que
comienzan con una arista con orientacion positiva, y c(T') es el nimero de
ciclos Hamiltonianos dirigidos en T'.

Paran = 3,5 0 7, sea T°(n) el n—torneo definido de la siguiente manera:
Si v; y v son vértices, entonces 7°(n) contiene las aristas dirigidas de v;
a v; siy solo si

i—j = 1(mod 3), sin=3,
i—7 1 02 (mod 5), sin =75,
i—j = 1,204 (mod 7), sin="1.

Una representacién grafica de estos torneos se muestran en la siguiente
figura:
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(] U1

Vs V2

VU3 Vg V4 U3
(a) T%(3) (b) T(5)

U1

Vg U3

Vs V4

(c) T(7)

Figura 5.1: Torneos T¢(n) para n = 3,5, 7.

El siguiente resultado, debido a Griinbaum [4], nos garantiza la existencia
de caminos Hamiltonianos antidirigidos en un torneo.

Teorema 5.2 Ezxcepto para T¢(3),T¢(5) y T(7), todo torneo T contiene al
menos un camino Hamiltoniano antidirigido.

Sea n = 2k + 1 tal que k es un entero no negativo, k > 2. Veamos
un resultado de André [1] que aplicaremos a nuestro contexto. Previamente
recordamos la nocién de permutacién alternada.

Definicién 5.3 Una permutacion aq,as, ..., a, de n nimeros se dice que
es alternada si a; > as < a3 > a4 < ... 0a; < Gy > az < aq > ... Al
cardinal del conjunto de estas permutaciones lo denotaremos por 2A,,.

Ejemplo 5.4 En el caso particular n = 4, dados los numeros 1,2,3,4, las
permutaciones alternadas de estos nimeros serian:
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(1324) (4231)
(1423) (3241)
(2314) (4132)
(2413) (3142)
(3412) (2143)

Observaciéon 5.5 Observemos que dada una permutacion alternada, la
permutacion inversa también es alternada.

Lema 5.6 [1] El nimero 2A,, de permutaciones alternadas de n nimeros
distintas es divisible por 2F+1.

Aplicaremos el siguiente lema en la demostracion del resultado principal,
que resulta de reescribir el Lema 5.6 sustituyendo la nocién de permutacion
alternada por camino Hamiltoniano antidirigido:

Lema 5.7 El nimero a(TT,) de caminos Hamiltonianos antidirigidos en
TT, es divisible por 2F.

Demostracion:

Es facil ver que el nimero de enumeraciones de caminos Hamiltonianos
antidirigidos en T7T,, es igual al nimero de permutaciones alternadas de
vértices en ese torneo. Ademds, cada camino Hamiltoniano antidirigido
puede ser enumerado de dos formas distintas, dependiendo del extremo con
el que comencemos la enumeracién. Por tanto, el nimero a(7'T,,) de caminos
Hamiltonianos antidirigidos es igual a la mitad del nimero de permutaciones

24, L
alternadas. En otras palabras, a(T77T,,) = = A, y a(T'T},,) es divisible por
2k, n

Definicién 5.8 Dado un torneo T, T es el torneo obtenido de T' cambidndole
el sentido de orientacion a todas las aristas de T'.

Proposiciéon 5.9 Con las notaciones de los resultados anteriores, se tiene
que:

ha(TT,) = %.
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Demostracién:
Por definicién, h,(TT,) es el nimero de caminos Hamiltonianos

antidirigidos en T'T},, empezando con una arista con orientacién positiva, es
decir, ho(TT,) = frr,(1,—1,...,1,—1). Pero

Fro, (L, =1, 1, =1) = fr (=11, =1,1) = for, (=1,1,...,—1,1),
ya que 17, = TT,. Por lo tanto, frr, (1,—1,...,1,—1) es igual a
frr,(—=1,1,...,—1,1) y ambos son iguales a CLU;T”). Finalmente,

a(TT,) A,

ha(TTn) = fTTn(la —1, ey 17 —1) = 5 = 7

Observacién 5.10 Téngase en cuenta que los torneos T¢(5) y T°(7) no son
transitivos y, por tanto, no es de aplicacion este resultado.

Ya podemos pasar a probar el teorema principal.

Demostracién del Teorema 5.1 )
Sea a = (aq,...,a5) = (2,—-1,1,...,—1) con Z|ai| = tV(T) = n. De
i=1

hecho, s = n — 1. Por el Teorema 4.5, puesto que la (n — 1)—tupla
(1,—1,...,—1) es simétrica, tenemos:

ho(T) = fr(1,-1,...,—1) = g7(2,—1,...,—1) (mod 2).
Y por el Lema 4.10,
gr(2,—-1,....,-1) = (971, (2,-1,...,—1) + ¢(T)) (mod 2).

Pero entonces, usando de nuevo el Teorema 4.5 y la Proposicion 5.9, tenemos:

gTTn<2a —1, N —].)

fTTn(la —1, ey —1) (mod 2)
= h(TT,) (mod 2)
Ay

5 (mod 2).

Ap L
Y comon > 5k > 2 -5 es par pues es divisible por 27!, Luego,

grr,(2,—1,...,—1) =0 (mod 2).

Se sigue que hy(T) = gr(2,—1,...,—1) = ¢(T) (mod 2), como queriamos
probar. |
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Apéndice A

Paridad de caminos y ciclos en
torneos

A continuacién, procederemos a ver un resultado que fue introducido por
Forcade en [2], en el cual estudié la paridad de caminos y ciclos en torneos.
Nosotros unicamente veremos la paridad de caminos en torneos.

Sea T), un torneo con n vértices y vy, vs,...,v, una permutacién de los
vértices. Sea o; = 1 cuando la arista estd orientada de v; a v;11 y oy = —1
en caso contrario, para 1 < i < n. Recordemos que la secuencia vy, vs, ..., v,
representa un camino Hamiltoniano dirigido si todas las «; son 1, y la
secuencia representa un camino Hamiltoniano antidirigido si cada a;; = —ay; 1.
Pretendemos estudiar los caminos cuya secuencia es una tupla
(g, 1) con ; € {1, —1}. Dada una secuencia como la indicada, sea
P = P(ay,aq,...,q,_1) el digrafo camino con n vértices y aristas orientadas
positivamente si «; = 1 y negativamente si a; = —1. Sea M(P,T,,) el
conjunto de morfismos biyectivos de P en T, que conservan la orientacion
de P. El resultado que vamos a mostrar da la paridad de §M(P,T,) en
términos de la secuencia de los «;, generalizando asi el conocido teorema de
Redei [8, Teorema 14] que afirma que el nimero de caminos Hamiltonianos
dirigidos en un torneo es impar.

Sea n un entero no negativo, denotaremos por U(n) al conjunto de
enteros tales que U(n) = {i : a; # 0yn = a2’ + a12"... + a,2"},
siendo n = ap2° + @12 ... + a,2" la expansién 2—4adica de n. Generalmente,
para p primo, la expansion p—adica de n se define como
n = ap’ + apt + ... + a,p”. Si m y n son enteros no negativos,

35



definimos la relaciéon binaria R dada por

(m,n) € R<=U(m) CU(n)

Teorema A.1 Si P = P(a) = P(ag, e, ...,apn_1) y T, es un torneo con n
vértices, la paridad de §M(P,T,) es igual al nimero de subconjuntos
R—linealmente ordenados (incluyendo el conjunto vacio) del conjunto

R,o={i<n:(i,n) € R,a; = —1}.

Demostracion:
Lo probaremos por inducciéon en n y en el mayor entero k tal que ay, = —1.
Obsérvese que si o; = 1,Ve < n — 1, entonces k = 0.

Para n = 2, tenemos dos vértices y dos posibles digrafos P dependiendo
de si la arista que une los vértices estd orientada positivamente o no, es
decir, a; =1oa; =—1.Siay =1,k =0y Ry, = 0. Si a3 = —1, entonces
Un)=U(2)={1} y Uim) =U(1) = {0}, por tanto, (1,2) ¢ Ry Ry =0
también. Luego, el inico subconjunto R—linealmente ordenado de Ry, es 0.
Por otra parte, T5 coincide con el digrafo P o corresponde al torneo resultado
de cambiar la orientacion de la tinica arista de P, por lo que existe una tnica
aplicacién, la aplicacién identidad o la aplicacién que intercambia los vértices,
de P en Ty. Luego, tM(P,T;) = 1 y tendriamos el resultado.

Por otra parte, el resultado es cierto para k = 0 y cualquier n, pues
si k = 0 entonces a; = 1 Vi, con lo cual, R,, = 0 y, por el Teorema de
Redei, tM (P, T,) es impar. Luego, podemos suponer que n > 2y k > 0. Por
hipétesis de induccion, supongamos que el teorema es cierto para n’ < n'y
para cualquier k' < n’ y para el valor n con valores k' < k.

Sea P* = P(ay,...,ax_1,1,1,...,1). Obsérvese que P* difiere de
P en la k—ésima arista. Sean P’ = Plag,...,ap_1) vy
P" = P(agi1,...,an) = P(1,...,1), los subcaminos de P obtenidos al
eliminar la arista viv,,1. Consideremos la aplicacion

M(P,T,)UM(P*,T,) — | J M(P'Ty) x M(P",Ty)

que a cada aplicacion f € M(P,T,)U M(P*,T,) le hace corresponder el par
(fips fipr) € M(P',Ty) x M(P",Tf) donde T}, es el subtorneo que contiene
la imagen de P’ por f y TF es su complementario en 7, que coincide
con el subtorneo que contiene la imagen de P” por f. Se tiene que esta
aplicacion es biyectiva y su inversa es la aplicacion que a cada par
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(f1, f2) € M(P',Ty) x M(P",T¢) le asocia una aplicacién en M(P,T,) o
M(P*,T,) segun la arista de vértices fi(vx) v fo(vrs1) tenga orientacién
positiva o negativa.

Con lo cual,

SM(P,T,) + M (P*,T,) = Y $M(P',T;) - tM(P", T;).
k v vV
(1) (2)

Pero la paridad de (1) puede obtenerse por hipédtesis de induccién y (2) es
impar por el teorema de Redei. Asi M (P, T,,) + M (P*,T,) tiene la paridad
de ( ) L, donde L es el numero de subconjuntos R—linealmente ordenados
de R . E. Lucas probé en [7, Seccién 3] que si p es primo y si a; y b; son
los i—ésimos coeficientes de la expansion p—adica de n y k, respectivamente,
esto es, n = agp® + a1p' + ...+ a,p” v k = bop® + bip* + ...+ b,p", entonces

Z) es congruente moédulo p con el producto de los niimeros combinatorios
Z’) En particular, obsérvese que para p = 2, a; y b; solo pueden tomar los
valores 0 o 1, por consiguiente (Z) es impar si y solo si (k,n) € R. Entonces
si (k,n) ¢ R, (}) es par y la paridad de §M (P, T,,) + M (P*, T,) coincide con
la paridad de L pues, por ser R transitivo, Ry, C R, 4.
La prueba se completa aplicando la segunda parte de la hipdtesis de

induccién (valores menores de k) a M(P*,T,). [

En el Teorema 2.1 se muestra una version mas débil de este resultado.
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