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Rn
+ ��
 �
� �� n �	�
��	���� ���	�	�
 �
�����

Rn
⊕ ��
 �
� �� n �	�
��	���� ����
���	�
 �
�����

I ��
 	��
� �
�� ���
�� I = {1, 2, . . . , n}
‖·‖ ��
 ����	�
�� ����

‖·‖∞ ��
 	���	�� ����

∅ ��
 
���� �
�

intH ��
 	��
�	�� �� ��
 �
� H
Bγ(w) ��
 ����
� 
��� �� ���	�� γ �� w� ���
�� {z : ‖z − w‖ ≤ γ}
FP ��
 �
��	
�
 �
� �� ��
 ���

FD ��
 �
��	
�
 �
� �� ��
 ���� ���

F+ ��
 �
� �� �
��	
�
 	��
�	�� ��	��� �� ��
 ���

F∗ ��
 �����	�� �
� �� ��
 ���

x, xi �
����� ��
 ��	�� �
��
��� ��	�
 ������� ��
 ������ �
��
��

x > 0 ��� �����	���
� �� ��
 �
���� x 	� ���	�	�


x s ��
 ������
���	�
 �������  !������� �������" �� �
����� x ��� s

xα n#�	�
��	���� �
���� ����
 i�� ������
�� 	� xα
i

xT s ��
 ������ ������� �� ��� �
�����

M ��
 ��
$�	
�� ����	� �� ��
 ���� M ∈ Rn×n

X ��
 �	������ ����	� ���� ��
 �
���� x� �� X = diag(x)

I 	�
��	�� ����	� �� �	%
 n × n

e ��
 �
���� �� ��
� �	�� ��
 �������	��
 �	%


0 ��
 �
���� �� %
��� �	�� ��
 �������	��
 �	%


I+(x) = {1 ≤ i ≤ n : xi(Mx)i > 0}
I−(x) = {1 ≤ i ≤ n : xi(Mx)i < 0}
Δx, Δs ��
 &
���� �	�
��	���(
x(θ), s(θ)

)
��
 �
� ��	�� ���
� � ��
� �	�� ��
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��� �������� ��� �

FP :=
{
(x, s) ∈ R2n

⊕ : −Mx + s = q
}

,

��� ��� 	� �������� �
����	� �	�
�� �

F + :=
{
(x, s) ∈ R2n

+ : −Mx + s = q
}

,

��� ��� 	� 
	������
������ �	�
��� 
����
 ��� �	����	
 ��� 	� ���

F ∗ := {(x, s) ∈ F : x s = 0} .
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 �������� 
����
 ��� ������� �	 �������
� �
 �����
� �	 ��� 	�������

��� �� ���������
 ���
 �������� �� �� 
��� �� ����� � ��
��� �
����� ����� �� ����������

�
 ���

����� ����� 	�� �%����� ���� �
������ ���
� ����������� ��� ��&����
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�

�
�� !�"��	 �� 	�� #$%& ������ ��	� ���� 	
 	�������	�� �������
� ��� �����	� �������� ��

��� ���'���
� �	���� �	
 �� ������
��� ��� ������� ��
������� �
 ���� ��	���� ���� �� ����

�
 (�	���� $ 	
� )�

��� *��� ����� ��	����� �	�
�� ����	��+� �
��
 ������� ,�
�� ��� ����
� �
� ��
�	�
�

���� �� ��� ��
 �����
	���
�-� ����� ���
��� 	 �	��� ��� ��� ����
� �	�� �� ��� �������	���
�

����� �� �����
� ��� �������� .
 (�	���� / ��� ��	� �� ��� 0(1 �� �
�������� ����� �	�

��
������ �
 	 ��
��	� ���� ��� ����
��� �	������ �� 2����	 	
� ����	�� �
 #3)&� (��+�	��	

	
� .��4� ��	��
�� �� ��� 0(1�� ���	��� �� ��� ����������� 	�������� �
 #%)&� �� ���� ��� ����

���� �� ��� ��	�� 1���	��� ���	��� �� ��� ��
��	� ���� �� ��� ��	� �� 2����	 �� 	��� ���

������ �� ���� ��	���� ���	��� ��� 	���
���
 �� ���� ����	������� �� ���� ��	� ��� ��	� 0(1

�	
 �� ���
�� �
 ����
���	� ���� �� ��� �	���� �� ��'���
�� 	
� ��
� 	
 51 ���� �������

�	��� �
 ���� ���������� ������� ��� 	����
���
�� �� ���� ��	���� �	
� ���
 ��������� �


�	��� #/6&�

(�	���� $ ��	�� ���� �
� �� ��� ���� ���	��	��� �
������ ���
� �������� ��� 7�+�
�8
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������������ �� ��� ��
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��������� 	
� ������
� ������*
��� 0(1�� �� ��
��	��+� �� ��� 0(1� ���� P∗(κ)��	������
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�
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� ��	���� 	
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������������� ��� �	���� κ�
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�� ���� ������ ��� ���
�
� ��	����	� ���������

 �� �	�
 ������� 	�� ��	��� �
 (�	���� )� :��� �� �	�� 	 ������� ���� �
 ��� ��
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 ���� �	��� �� �� 
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 ��� ������ 	��� �����
� ���� ��� ��� ��� ��� 
�

���
���
�� �� ���� � ����
����� 	�����	��� ���� ��� �����! �� 
�� � P∗(κ̃)������! ���� �
 �

������ 	����
  
� �
 �� ������ κ̃� ����� ���
��� ���� � ��������	�� ����� ���� ���� ���� �

	�
���
	���� ����� �� �
 "� ���� �������� # ������� ���
�� ��� ������  � ���$����� �
�

%��&� '()*  ���� �
 ��� 	�����	���� ����������  
� �
� ������� �
������ ���
� ������� ��� �����

����
������ +
 ��� ����� ��
�� ��� 	�����	���� ��������� ������ ���� ��� �
�	��
� �����	���


������ ���� �� ������ ����� κ� ���	� ���� 
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� �����! �� ��� ��� ��� ��� ���
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	�
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����� �����	 
	��	�

���
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����� ��� ������ ���	��

��	 ���
�� ��� �
� ���� �4� ��� ��� �
 ��� ���
���� ����6

�
� � ��	��� x ∈ Rn �
� y ∈ Rm �
	� ����

min cTx

Ax ≥ b

x ≥ 0

⎫⎪⎬⎪⎭ (P )

max bTy

ATy ≤ c

y ≥ 0

⎫⎪⎬⎪⎭ (D)

����� A ∈ Rm×n, b ∈ Rm �
� c ∈ Rn�

(,



���� ��� ���� ��	�� 	
���
���� �	�����	�� 
�� ��� �	��	�����

−Ax + z = −b, x ≥ 0, z ≥ 0,

ATy + s = c, y ≥ 0, s ≥ 0,

xT s + yTz = 0.

�����

��� �
�� �	�����	� �� �����
���� �	 x s = 0 
�� y z = 0 ����� ��� �	����
������ 	� �
��
����

x, s, y, z� ������	��� ��� 	
���
���� �	�����	�� 
�� �� ���  !" �	�� ����� ����

M =

[
O A

−AT O

]
∈ R(m+n)×(m+n), q =

(
−b

c

)
∈ Rm+n.

#�� �
� ���� ��
� ���� ��� �
���$ M �� ����%��������� � ��
� ��� MT = −M � ���  !"


�	���� �	� ����%��������� �
������ �
� �� �	���� �� 
	���	��
� ����� �	� �$
�
��� ����

������	� 
	��� ����	���

&� ��� ���	�� 	� ������	� 
	��� ����	��� ����� �� 
�	���� ��
���	��
��	� 	� ��� �"�%�'�



�� �	 ���  !" �	��� ���� �� 
��	 �
��� 	� ��� 	
���
���� �	�����	��� ��� �� 
 ��������

��(����� �
� 
� �� ������ ���
��� ��� �
�� �	�����	� �� ��
�
��� �� bTy− cTx ≥ 0 
��	�����

�	 ��� )�
� ��
���� ���	���� *���� �	�	����+
��	�� �� ��� ��� ,	���
�%������ �������

����� �� 
�  !" 
�	���� ����� ����

M =

⎡⎢⎣ O A −b

−AT O c

bT −cT 0

⎤⎥⎦ ∈ R(m+n+1)×(m+n+1), q = 0 ∈ Rm+n+1.

-	�� ��
� ���� �
���$ �� 
��	 ����%���������� &� �� �
�� �	 ����� ��
� ��� �
����  !"


��
�� �
� 
 �	����	�� ��� 
�� +��	 ����	�� ��� ,	���
�%������ ���	��� .�/0 ��������� ���

�	������	� ������� ��� �	����	� 	� ��� 
���
� 
�� ��
� ����
� 
�	��
����� 
�	���� 
��

���  !" ��	� ���
��� ��� ���� .120��

����� ������	
� ��
�����
��

!	������ ��� ��������� 	�
������
� 	�
���� �3"�� 4�� 
 ����	� x ∈ Rn ���� ��
�

min
1

2
xT Qx + cTx

Ax ≥ b

x ≥ 0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
����� Q ∈ Rn×n �� 
 ��������� �
���$� A ∈ Rm×n� b ∈ Rm 
�� c ∈ Rn�

�5



��� �����	
��� ��
�����
� 	������
� �� ��� �	��������
������� ����� ��
�����
��

u = c + Qx − ATy ≥ 0, x ≥ 0, xTu = 0,

v = −b + Ax ≥ 0, y ≥ 0, yTv = 0.

�� �	
 �� �������
	��� 	� 	
 ��� ����
�� �� ��! "����

M =

[
Q −AT

A O

]
∈ R(n+m)×(n+m) q =

(
c

−b

)
∈ Rn+m

�� �� ��#���� ��	� ��� �	���$ M �	� 	 �����	
 ��������� 	�	�
 ���� �	���$ �� �����������!

	� �� �� ��� ��� �� 	 ��������� 	
� 	 ���"���������� �	���$ 

�� �� 	 "�

 �
�"
 ����
�! ��	� �� ��� �	���$ Q �� 	 ������#� ������%
��� �	���$! ��	
 x ��

	 ��
����
 �� &� �� 	
� �

� �� ����� �$���� 	 #����� y ���� ��	� (x,y) �� 	 ��� ���
� ����

� � '()� ��� &� ����
�� �� 	
 NP�����
��� ����
�� '*+! ,*! +*)! ��� �� ��� �	���$ Q ��

	 ������#� ������%
��� �	���$! ����� 	�� ��
�
���	
 	
��������! ��� �$	��
� �
������ ���
�

������� 

����� ����	
�� ���
�

����� 	�� �"� �
	���� -	�� �� ���� �	� 	 %
��� ��� �� ���	������! I = {1, . . . , n} 	
�

J = {1, . . . , m} ��� �	���$ A ∈ Rn×m �� ��� �	��. �	���$ �� ��� %��� �
	���! 	
� B ∈ Rn×m

�� ��� �	��. �	���$ �� ��� ����
� �
	��� / �� ��	
� ��	� �� ���� �
	� ��� i ∈ I 	
� j ∈ J
���	������ ��������#�
�! ���
 ��� %��� �
	��� �	�� aij 	���
� �� ��
�� 	
� ��� ����
� �
	���

�	�� bij 0� �	
 ��%
� ��$�� ���	������ x ∈ Rn 	
� y ∈ Rm! "���� ��	
 ��� ����	��
���

�����������
 �� ��
����
� ��� ���	������! ��������� x,y ≥ 0 	
� eTx = 1! eTy = 1 �
 ���� �	��!

��� �$������ ����� �� ��� �	�� 	�� xT Ay 	
� xT By -	�� �
	��� "��
� 
��� �� ��
���1� ���

�$��
�� 

2 �	�� �� ��$�� ���	������ (x∗,y∗) �� 	 ���� ����	�
���� �� � ! �����	
 �� ���� �
	����

�

��� ���� ������	��� ��

(x∗)TAy∗ ≤ xTAy∗ ��� 	

 x ≥ 0 	
� eTx = 1, �� (�

(x∗)TB y∗ ≤ (x∗)TB y ��� 	

 y ≥ 0 	
� eTy = 1. �� 3�

��� ��
�����
 �� (� �� �4��#	
�
� ��

(x∗)TAy∗ ≤ ai y
∗ ��� 	

 i = 1 . . . n,

"���� ai �� ��� i�� ��" �� ��� �	���$ A ���� �� �
 ��� #����� ����(
(x∗)TAy∗

)
e ≤ Ay∗. �� 5�

�6



���������� 	
� �
���	�
� ����� �� ���������	 	
(
(x∗)TB y∗

)
e ≤ BTx∗. �����

��	

�	 �
�� 
� ��������	� �� ��� ������� 	
�	 A ��� B ��� �
��	��� ��	����� ����


��	�� �� �
��	����� ������� ������ � �
��	��� ������ 	
 ���
 ��	�� 
� 	
� ���
 ��	��! �
��

�
	 �
���� 	
� "��
 ����������� �
��	�� #
����
��� �� ��� ������ 	
�	 (x∗)TAy∗ > 0

��� (x∗)TB y∗ > 0� $�	 x̄ =
x∗

(x∗)TB y∗ ��� ȳ =
y∗

(x∗)TAy∗ � ��	
 	
��� �
	�	�
� 	
�

��������	��� ���%� ��� ����� ��� 	
� �
��
����&

e ≤ A ȳ ��� e ≤ BT x̄.

'��	
���
���

eTx∗ = 1 = (x∗)T A
y∗

(x∗)T Ay∗ = (x∗)T A ȳ,

�
��
 ���
��� 	
� �
��
���� ����� 	
� ��� �
	�	�
�&

eT x̄ = x̄T A ȳ.

���������� �
� 	
� ��!�� �	��	��� 
� 	
� 
	
�� ������ �� ��	

eT ȳ = x̄T B ȳ.

������� �� 	
� ��
�� �
���	�
��� �� ��	 	
� ���
����� $()&

u = −e + A ȳ ≥ 0, x̄ ≥ 0, x̄Tu = 0

v = −e + BT x̄ ≥ 0, ȳ ≥ 0, ȳTv = 0

}
, ���*�

������

M =

[
O A

BT O

]
∈ R(n+m)×(n+m), q = −e ∈ Rn+m.

"
	� 	
�	 	
� ��	��! M �� � �
�����	��� ��	��! ��	
 +��
 ����
��� ������	��

,���� 
� 	
� ��
��� 	
� "��
 ����������� �
��	� ��� 	
� �
��	�
�� 
� 	
� $() ���*� ���

�� �������� �� 	
� �
��
���� �����

• $�	 (x∗,y∗) �� � "��
 ������������ 	
��

x̄ =
x∗

(x∗)TB y∗ ��� ȳ =
y∗

(x∗)TAy∗ �� � �
��	�
� 
� ��
���� ���*��

• $�	 (x̄, ȳ) �� � �
��	�
� 
� 	
� ���	�� ���*�� 	
��

x∗ =
x̄

eT x̄
��� y∗ =

ȳ

eT ȳ
�� � "��
 ������������

$�	 �� �����- 	
�	 �� 	
� ���� �� � +��
.��� ����� ������ 	
� ��� 
� 	
� ���
 � ��

������ ��� +��
 �A = −B�� 	
�� 	
� ��
���� ��� �� �
�����	�� �� � ������ ��
��������

��
�����

�*
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������� �� ���� � ��	�� ����� �
��� E = {1, 2, . . . , n}
��
 � �����	�	�� 
�����	�	�� ����	� P � �� ���� ���
 ����� ��� ��� �

�����	�	��� �	���� ��

���
� 	� ��	� ���� ��� 
���� 	� �	��� �� ri �i ∈ E�� �� �� ����	��� ��� 
������ �� ��� ����

����� �����
	�� �� ��� ����	� P � ��� �	� 	� �� ���	�	 � ��� ��
����
 
�����

��� vi �� ��� ����	����� �
�	��� ��
����
 
���� 	! ��� 
������ ������ �� ��� 	�	�	�� �����

i ∈ E � ����
v = max(Pv, r).

"���	
��	�� ��� 
��
���	�� �! ��� ���	���� 	� 	� �#�	������ ���

v ≥ Pv, v ≥ r, (v − r)T (v − Pv) = 0.

��	� 	� 	� �"$ !����

u = v − r, M = I − P, q = (I − P )r.
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�� ��	� 
������� ����� ��� m ���
��� ��
 n ���
� �� ��� ���(��� 5��� ���
�� i ��� ��

	�	�	�� ��
������ �! �����
	�	�� wi = (wi1, . . . , win) ∈ Rn
⊕� ���� ���� 	� �� � �	��� 
�	��

p ∈ Rn
⊕ ��
 ���� ��� ��� 	����� �� ��� � ���
�� �! ���
� xi = (xi1, . . . , xin) ∈ Rn
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��!������� !�� ��� 
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 �� ���	�	 �� �	� 	�
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��� ��	�	�� !����	�� ���6��� �� ��� ��
���

�������	�� pTxi ≤ pTwi� ��� �� 
����� �� xi(p) � ���	�	 �� ������� ��	�� 	� ��� 
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���
� xi(p) ��� � ���	�	 �� �! ��� ��	�	�� !����	�� ui ���6��� �� ��� ��
��� �������	��� !��

��� ���
��� i� ���� ����
∑m

i=1 xij(p) ≤ ∑m
i=1 wij !�� ��� ���
�� �� ����� ���
�� ��� #����	��
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�� ��� ���	�	 � �	� ��	�	�� !����	�� 	�
	�	
������ ��	� ��� ��� #����	�� �!

+������

,-



���� � ������ 	�
�� �� 

��� ��� ���
�
��
�� 	������ ��� �� ���	���� �� �� ����������

����� �� ��� ������
�� �����
���� ��� ���� j �� 	�
�� p ������� dj(p) =
∑m

i=1 xij(p) ���

������ ������ ��� zj(p) = dj(p) − ∑m
i=1 wij ��� ������ ������ ������� ���� 
�����

d(p) = (d1(p), . . . , dn(p)) 
� ��� ������ ������ ��� z(p) = (z1(p), . . . , zn(p)) 
� ��� ������

������ �������

��� ������ ���
���� ��� �������  �� 
� ��� ��� 	�
�� p �� ��
� pTz(p) = 0� �� ��� ����

z(p) 
� ���� ������� 
� ���� ������ ��� �� �	�
��� ������ �� ������ ������ 
� � 
����� x(p)
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���� !� ��
� ���� � 
����� �� 	�
��� p ∈ Rn
⊕ 
� �� ���
�
��
�� 
� z(p) 
� ���� ������ ���

z(p) ≤ 0�
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�
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��� 
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�
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��� � ���������

����� ��� � ��� �� �	��
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� ��� �������
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���� ��� �� �� �
�� ����
��� � �	��
�� ����� �� ��� 1����#$����� ������  �� �� ������

���� ���� ������ ������ ��� ������ �
�� ������� ��� ���� '�� n = m, ��� ��� ������� ���

��
� �� 
�� ���������� 
� ��� 	�
�� 
����� p 
� �

��� ���� ��� ������ �� ������ i 
� pi� ���� ���

�	�
��� �������� �� ��� ������ i 
� ������
��� �� ��� ������
�� �	�
�
6��
�� 	������4

max ui(x
i)

pTxi ≤ pi,

xi ≥ 0.

⎫⎪⎬⎪⎭ '-�8,

 �� xi(p) �� �� �	�
��� �����
�� �� 	������ '-�8,� ���� ��� 
����� p 
� �� 1����#$�����

	�
�� ���
�
��
�� 
� ��� ���� ������ i ����� 
� �� xi(p) �	�
��� �����
�� �� ��� ������ '-�8,

���� ����
n∑

i=1

xi(p) = e,
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ui(x
i) = min

j

{
xij

aij

: aij > 0

}
,

���
� A = (aij) ∈ Rn×n
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max
n∑

i=1

wi log ui

ATu ≤ e

u ≥ 0,
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+(�,- ������ w� 0��� ����� ���� p �� � �
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� ��� �
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UAp = p

P (e − ATu) = 0

ATu ≤ e

u,p ≥ 0

p �= 0
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BBuB = e, AT

BNuB ≤ e, �
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ATu + v = e

uv = 0

u,v ≥ 0
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�� A ∈ Rn×n� ���� AJK �� ��� ����
���� 	
 A ��	�� �	�� 
�� �	�����


�� �� J 
�� K� ������������� ����� AJK = (ajk)j∈J ,k∈K � �� ���� �
�� AJJ ��������� �	
�����
 �

��� ��������� ������ 	
 ��� �
���� A 
�� ��� ��������
��� 	
 �������
� ����
������� �
����

��� ������� det(AJJ )� ����� J ⊆ I�

� ��������� ������� �������������� 	
 ��� �
���� A =
(

AJJ AJK
AKJ AKK

)
������ J ∪K = I � 
	�

�	�������
� AJJ �� ��� �
����(
A−1

JJ −A−1
JJ AJK

AKJ A−1
JJ AKK−AKK A−1

JJ AJK

)
�

��� 
	��	���� ��
�
��������� 	
 ��� �
���� M �
� ����	����� �� �	 ��
 �� 
�� 
	� P!

�
������"

γ(M) = min
‖x‖2=1

max
i

xi (Mx)i .

��� P�����	
��

��������� �	
 � �����
 M ∈ Rn×n �� � P!�
����� �� ��� �� ��� ��������� ������ ��� ���������

��� ��� 	
 P!�
������ �� ���	��� �� P � �� ���� ��� 
 �����
� �	�
��	� 
	� 	���� 
	��	����

�
���� ��
����� 
� �����

��� 
	��	���� ����
 ����
��#�� ��$����� ��
�
�����#
��	�� 	
 P!�
������� ���� %���

%�� ��
������� 
�� ��� ��
����
� ������� 	
 &������ 
�� '�
( )*+,� 
	� 	���� ��		
� ��� )-� --�

+-� ./� .0,��

����
 �	� ��� ��������� ���������� ��� � �����
 M ��� ��	��������

�� M �� � P������
�

�� ��� ����� ��� ��� x ∈ Rn ����� �� �� ��!�
 i �	�� ���� xi[Mx]i > 0�

"� ������	����!� #� xi[Mx]i ≤ 0 ��� ����� i� ���� x = 0�

"� ������	����!� γ(M) > 0�

$� ��� ����� ��� ��� x ∈ Rn ����� �
���� � !������� �����
 Dx ���� � �������� !�������

�	�� ���� xT DxMx > 0�

%� ��� ����� ��� ��� x ∈ Rn ����� �
���� � !������� �����
 Hx ���� � ����������� !�������

�	�� ���� xT HxMx > 0�

&� '���� ���� ��������	� �� M � �� ���� �� �� ���� ��������� �	
�����
� �� ���������

*+



�� M−1 �� � P����	�
�

�� �
�	� �	������� ������	�
 �� M �� � P����	�
�

�� ���	� �� � 
����	 x ≥ 0 ���� ���� Mx > 0 ��� M � �� ���� �� �
�	� �	������� ��
����

�	�����	������ �� M � �������� ��� ��������� ���� ��� 	��� ��		��������� �� ���������
�

�������� ���	��� �	� ���������
��

 � !�� �������� �������� �� M ��� ��� ��� �	������� ��
���� �	�����	������� �	� ������
��

"#� $�	 ��� �������� ���	���� D ���� ���������
� �������� �������� M +D �� � P����	�
�

""� det(I − Λ + ΛM) > 0 ��	 ��� �������� ���	���� Λ ���� ���������
� ��� ���� ���� ���

�������� �������� %����� 0 ≤ Λ ≤ I&�

"'� I − Λ + ΛM ∈ P ��	 ��� �������� ���	���� 0 ≤ Λ ≤ I�

"(� $�	 ���� J ⊆ I� (EJMEJ )x > 0 ��� � �������� x > 0� )�	� EJ �� ��� n × n

�������� ���	�
 ���� (EJ )jj = −1 ��	 j ∈ J ��� (EJ )kk = 1 ��	 k �∈ J �

� ������� �	�	���
���
�� �
 P�����
�	� 
� ��	 P0 ����
� ������ �� ��� �	 ����
�	�	� ��

��	 ������	 �
 ��	 P ����
� ������

��������� �	
 ! ���	�
 M ∈ Rn×n �� � P0�����
�� �� ��� �� ��� �	������� ����	� �	� ����

������
��

� P0�����
� M 
� ��
� �� �	 ���*���� � 

 
�� 	��� J ⊆ I ��	 
�����
�� ��� 	��
���	��	�

�����
det(MJJ ) = 0 

 ��� ���� 

 ��	 ���� �
 MJI ��	 �
�	���� �	�	��	�� ���

det(MJJ ) = 0 

 ��� ���� 

 ��	 ������� �
 MIJ ��	 �
�	���� �	�	��	���

���	����
�	��� M 
� ��	����	 

 XZx ≤ 0 
���
	� Zx = 0 
�� Z = M ��� Z = MT � ����

����
 �	� ������ +� M �� ����������	� ���� �� �� � P����	�
 �� ��� ���� �� �� �� ���*�����

������������ ��	 ����	�����
�� �	����� 
�� P0�����
�	� ��� �	 ����	� ���	  ��� 
��� ��	

�� !"#$� 
�� ���	� ����
� �		 !%%� &%� '%$(� )�	 ��� �		 ��	 ������� �
 ��	  ��� �
� ����	�	���

�
�� ��	 �������
��	 ����	�	��� �
 *	��� "�"� +���	�	�� �	�	� ���
� ��� ��� ���� ��	 P0

����� 
� 
� ���	 �	��	 ��	 ������	 �
 ��	 P ������ ,�	 ���� ����	�	�� 
� �	�� 
�������� �	���	�

�� 
��	�
�� ��
�� �����
����� �	����	 ��
� ����	��� 	����	� ��	 	�
��	��	 ��� ��
��	�	�� �


��	 �	���� �
�	��
��� ��	 -	���� �
�	��
�� ��		 .����	� &(�

"#



����� ��� ��� �������	
 ������
��� ��� � ��
��� M ��� ��������	
�

�� M �� � P0���
����

�� ��� ����� 	�	���� x ∈ Rn 
���� �� �	 �	��� i ���� 
��
 xi �= 0 �	� xi[Mx]i ≥ 0�

�� ��� ����� 	�	���� x ∈ Rn 
���� ����
� � ���
�	�� ��
��� Hx ��
� � 	�		�
�
��� ���
�	��

���� 
��
 xT Hxx > 0 �	� xT HxMx ≥ 0�

 � !���� ���� ��
�	����� �� M " �� ���� �� �� ���� ���	����� ��#��
���" �� 	�		�
�
����

$� det(I − Λ + ΛM) ≥ 0 ��� ��� ���
�	�� ��
����� 0 ≤ Λ ≤ I�

%� I − Λ + ΛM ∈ P0 ��� ��� ���
�	�� ��
����� 0 ≤ Λ ≤ I�

&� M + εI �� � P���
��� ��� ����� ε > 0�

'� ��� ��
���
(

Y X
−M I

)
�� 	�	��	
���� ��� �	� ����
��� ���
�	�� ��
����� Y �	� X�

��� P∗������	
�

��������� �� ���	 �
�� ��� �
��	����� �� ��� P0 ����
� �	���� �� ����� �
�� ����� ��		 �����

����
� �	������

��	
���

 ��� ( ��
��� M ∈ Rn×n #���	
� 
� 
�� ����� �� ���
�
�� ����
�� ����
��� )PD*"

�� xT Mx > 0 ����� ��� ��� x ∈ Rn\{0}� +�,�����" M ∈ Rn×n #���	
� 
� 
�� ����� �� ���
�
��

���
����
�� ����
��� )PSD* �� xT Mx ≥ 0 ����� ��� ��� x ∈ Rn�

���
�������" M ∈ Rn×n �� � ������������
� ����
�� )SS*" �� xT Mx = 0 ��� ��� x ∈ Rn�

�� ������ ���� ��
� �
���� ���� ��� 
�
�	 ����
�
�� �� PD ��� PSD 
� 	
���� �	������

�� �� �� ��� ��� ��� ��������� �� 
� 
� ��� ����
�	� �� ����	
�� ���� �		 �
�����	
�� ��

PSD�����
��� ��� ���	 ��� ��������
���  �� 
� ���� ���� 
� ��� �
���� �� �		 �������
�

����
��� P ��� PD �� ��		 �� P0 ��� PSD ��
��
���

!�� P∗(κ)�����
��� ���� 
�����
��� �� "�#
��� $��
���� %��� ��� &���
�� '()*� ���

��� �	�� �� ����
����� �� � ������	
+��
�� �� ���
�
�� ���
����
�� ����
����

���������� ��� �	�
�������
�� ���
�� �� ������ ����������
�� ����
���� �� ��� ����
 ���������� � ���
��

M �� �	�
�������
��� �� MT = −M �

,(



��������� �	
 ��� κ ≥ 0 �� � ��������	
� �����
� � ���
	� M ∈ Rn×n 	� ������ P∗(κ)�

������ 	�

(1 + 4κ)
∑

i∈I+(x)

xi(Mx)i +
∑

i∈I−(x)

xi(Mx)i ≥ 0, ��
 ��� x ∈ Rn, ��	
�

���
� I+(x) = {1 ≤ i ≤ n : xi(Mx)i > 0} ��� I−(x) = {1 ≤ i ≤ n : xi(Mx)i < 0}�

�
� ����������� ���� ������ κ ������� �
� ����
� ������ �� �� ���� �� �
� �������� �����

�� �
�� �
� ����
��� ������� �������� �� ����������� ��� ���
 ������ x ∈ Rn	 �
��������

���������� �
� P∗(0) �� �
� �������� ����������� ������ ����� ��	�	 �� ��� ����� �
� ��������

�� �
� ������ M�	

 � �� ���� �� ���� �
�� P∗(κ1) ⊆ P∗(κ2) �� κ1 ≤ κ2	 �
�������� �
� �������� κ ��� �
��


�
� ������ M �� P∗(κ) �� �������� �� �� ������ �
� ����	��� ��� �� ������� �� κ̂(M)	 �
�

���!������ �� �
� ��������� �� P∗(κ)"�������� ����� �
� ��������� ����� ����� �� κ ��� ���

������ x ∈ Rn ���
 �
�� xT Mx < 0 ��� ��
�� ������ κ = 0 �� � ������ �
�����#

κ̂(M) ≥ κM(x) := −1

4

xT Mx∑
i∈I+

xi(Mx)i

,

����
�������

κ̂(M) =

{
0 �� M ∈ PSD
1
4
sup

{
κM(x) : xT Mx < 0

}
��
������.

$�������� �� ���� ����� κ̂ ��� κ(x) �� �� �� ��� ��������� ������� �
�� ���� �� �����%�� ���

�
� ������ �� �
� &'( M�	

)������������� �� �
� ������� ���� �������� κ(x) �� ��� ����������	 *����� �	
 �
��� �
�

�������� κ(x, y) ��� �
� ������
(

1 −1
3 0

)
	 �
��� �� � ������������� �� �
� ���� x = 0	 �
��

������ �� � P∗ ������� ��� ��� 
������� �� 0.5 ��� �� ���� �� ��������� �� �
� ���� �� +,���
��

��� ������	

��������� �	� � ���
	� M ∈ Rn×n 	� ������ � P∗������� 	� 	� 	� � P∗(κ)����
	� ��
 ����

κ ≥ 0� 	����

P∗ =
⋃
κ≥0

P∗(κ).

�
� P∗ �� �
� ������ ������ �
��� �� ��� �������� �
�� �������� ����� ���
��� ����� �
�

&'( �� ���������� ����	 $������ �
� ���������� ������� �� κ� ��� ��� �� ���� �� -���

�
� 
������� �� �
� ������ � ������ �� �� ����� �� ����� ����� �� �� ���� '
����� . ��� ���

����
�� ������� '
����� /�	

0����� �� �
� ���� ����� �
� ��1����� ������ ����� ��� ���������� �� '������ (��� ���

+��-��������� 2
�3	 �
�� �� �
� ������ ����� �
��� �
� ��������� �� �
� �����"����� �������
�

��� �� ������	

�/



������ ��	
 ��� 
������� κ(x, y) �� ��� �����������

��������� �	
 � ������ M ∈ Rn×n �� 	�

�� � ������ �������� ������ 
CS� �� ��� �



x ∈ Rn

X(Mx) ≤ 0 ���
��� X(Mx) = 0,

��� ��� �������� 
RS� �� MT �� 	�
��� ���	����� ��� ������ M �� �������� �� �� �� ����

��� ��� 	�
��� ���	������

������ �� ��� ��	� ����� ���� � P∗!������ �� ������ �������� �� "�� �� #����� �$��

��%��������� ���� �� �� ��� ��������& ���� �����
���& ���� P∗!������ �� ��������� '(�����

����� ��� �����  �������� �
 ��������� �)*�& �� ��� ����� �
 P∗!�������� �� �+��� �� ��� �����

�
 �������� ���������

,� ������� ���� ���������� �
 �������� ��������� -��� �
 ���� �� ��������� �� �������

�� ����� ����������& 
�� ������� ��� ���� ��������� �
 ��� ������ ��� � ������� ���� �� ����

.�������� ����
�� ��� ���� ��������� ���������� �
 �������� �������� �� ���������� ����

�������� ����� ����� � ���� %�  ������� �� #������ $�

	� / ������ M �� �������� �
 �� ���0 �


���� �� ����	� �
�� �
� ��
��	����� �� �
� ��������� �� ���	���� ������ �� ���� ������� �� �
�� �� ���������

�� �������� ������� ����� �� �
�� ����������� ����� ��� ��� �
� ���������� �� � P������� ���� ���������  

�� ����� ���!� �� �� ���� �� ��� �
�� ����� P������� �� ���	����� ����

�1



��� ����� ��	
�	��� 2 × 2 
������	� �� M �
� ���� �� 	�
 ��	
�	��� �	����� ���

����

���	�

 ��� 
���	�
� �����

��� ��� ����� ��	
�	��� �	����� ���

������	�
 M �� M � mii ≥ 0 ��� ��� i� ������������

	� mii = 0 �
� [ mij = 0 �� mji = 0 ] ���
 mji = 0 �
� mij = 0 �����

��� I − Λ + ΛM 	
 
���	�
� ��� ��� �	� �
�� ����	��
 0 ≤ Λ ≤ I ��!��

��� ����� ��	
�	��� 
������	� �� ����� r + 1 �� M 	
 
���	�
�� "���� r < n 	
 ���

��
# �� M �$%��

�� &� M 	
 � 
���	�
� ����	�� ���


��� mii = 0 	���	�
 mij = mji = 0 �� mij mji < 0 ��� ���� j �= i �'!��

��� ��� ��"
 j ∈ J ⊆ I ��� �	
����� 	
����
��
� 	� �
� �
�� 	� ��� �����

 j ∈ J ���

�	
����� 	
����
��
� �$%��

�� (�� ����	� M 	
 
���	�
�� 	� ��
� �� ��� �����"	
 
������
�
 ����
�

��� ����� ��	
�	��� 
������	� �� ����� n − 1 �� M 	
 
���	�
� �
� det M > 0 �$%��

��� ����� ��	
�	��� 
������	� �� ����� r �� M 	
 � P�����	�� "���� r < n 	
 ��� ��
#

�� M �$%��

)� &� M "	�� ��
# r < n 	
 
��� ���� ����� ��	
�	��� 
������	� �� ����� r 	
 
���	�
��

���
 M 	
 
���	�
� 	� �
� �
�� 	� ��� ����� J ⊆ I "	�� |J | = r

det MJJ = 0 ⇒ ��� ��"
 �
� �����

 j ∈ J �� M ��� �	
����� ����
��
� �$%��

*� P1 ⊂ P∗� +��� P1 ��
���
 ��� 
�� �� ��� ����	��
 "��
� ��	
�	��� �	
��
 ��� ��� ��
	�	��

������ �
�� "�	�� 	
 ,��� �$%��

-������ �������	�
 ��
 �� ���
� ����� P∗ �
� P∗(κ)�����	��
 	
 ��

���	�
 "	�� 	
���	��

��	
� ������
 	
 .������ ��

(�� ���# �� 
���	�
�� �� � ����	� M ���

� ���� κ̂ 	
 
�� /
	��� &� ��
 ����� 	
 �"�

"��
 0 ����� 	
 � ��	
� x "���� κ(x) 	
 
�� ��/
�� ������
� ��� 
�� I+ 	
 ������� �� �����

	
 � 
�1��
�� {xk} 
��� ���� κ(xk) ��
�
 �� 	
/
	��� (�� /�
� ��
� ���

 ���� ��� ����	�

	
 
�� �����
 
���	�
�� �����
� X(Mx) � 0� (�� 
���
� ��
� ���
 
�� ��"��
 ����� "��


��� ����	� 	
 
�� ��" 
���	�
� ���� ������� 	� M = −I� ���
 κ(x) 	
 
�� ��/
�� ��� ���

x ∈ Rn�� +�"����� 	� ��� ����	� 	
 �����
 
���	�
� ���
 ����� ��	
�
 � 
�1��
�� {xk} 
���

���� limk→∞ κ(xk) = ∞�

�'



��� ��� ��� �� �	
��� 
�
 ���� ��� �����	�� κ(x, y) �� ��� ������ 	�
 ��� �
�
��
(

0 0
1 1

)
���


��� ��� {(x, y) : y(x + y) > 0} � �� ��� ����
 �����
� ��� ������ ��������
 �� ������

���� �	

��� ����� (x, y) ����� �� ��� ���� x = 0 ������
� �	 ��� ����� (0, 0)�� ���� ��� 	������� �����

�� ������� �	�
 ��
���� κ(−1, 1/n) = n/4��

�
�
�� ( 0 0
1 1 ) �� 
�� ���������

��� ��� ������ ���������
�
�
�� ( 0 1

0 1 ) �� ������ ���������

��� ��� 
�� ���������

����
�  � ! "�� 	������� κ(x, y) 	�
 ��� ��� �������� �
�
�����

#$��
�� ��������� ��� ������ %�� �� ������ ������
 
 �
�
�� �� �������� &'() 
�� 
�����


�� ����
���� ��� �
����
� �
��� �	 �������� �
�
���� &*+)� ,�	�
���
����� ���� ������� 

�

���������
�� 
�� ���
� �� �� -���� ��������
� 
���
���� 	�
 ����� �
������� "���� �
����

��
� ��� �������� �
����� ������
 
 �
�
�� �� ������ �������� �� ��.NP.�������� &'*)�

���
�	�
� 
 ��������
� 
���
���� �
� ��� �� ��������� �� �� 
� ���� /������� ������
 ���
�

�� 
 ��������
� ���� 
���
���� �� ������� ��� �
����
� �	 
 �������� �
�
���

"�� ��
�����
���� �	 #$��
�� &'() 	�
 2 × 2.�
�
���� M = ( a b
c d )!

M ∈ P ⇔ a > 0, d > 0, ad − bc > 0,

M ∈ PSD ⇔ (a ≥ 0, d ≥ 0, (b + c)2 ≤ 4ad,

M ∈ P∗ ⇔ (a ≥ 0, d ≥ 0, (ad − bc > 0 ∨
∨ (ad − bc = 0 ∧ ((a = 0 ∨ d = 0) ⇒ b = 0, c = 0)))).

 (



��� �������	 
� 2 × 2�
������� M = ( a b
c d ) �� ��� �
��
���� �������
 ������

M ∈ PSD ⇒ κ̂ = 0 ��� �������
��,

M ∈ P∗ \ PSD ⇒ 1 + 4κ̂ =
max{b2, c2}

(
√

ad +
√

ad − bc)2
,

M ∈ P∗ \ (P ∪ PSD) ⇒ 1 + 4κ̂ = max

{∣∣∣∣bc
∣∣∣∣, ∣∣∣∣cb

∣∣∣∣} .

��� �
��
���� 	�
	������ ���  �
�� �
� ��� �������	 
� � 
����! ��"# ����

�$ %� M ∈ P \ PD# ���� ����� �!���� �� x̃ �= 0 �&�� ���� κ̂(M) = κM(x̃)# ��
���

κ̂(M) = max {κM(x) : x ∈ Rn}$
%� M �∈ P # ���� ���� �� �
� ��&�# �
� �'�� �� ��
����
� ( ���� )��&�� ($��$

($ κ̂(DMD) = κ̂(M) �
� ��� ����
��� 
����! D ���� �
�*��
 ���
���� 
� ��� ��
� ��*�

�� M $

+$ κ̂(B) = κ̂(A) �� B �� � 	�����	�� 	�'
��� ������
�
���
� 
� A$

,$ κ̂(M) ≥ κ̂(M) �
� ��� 	�����	�� �&�
����! M 
� 
����! M $

-$ %� M = diag(M1, M2)# ���� κ̂(M) = max {κ̂(M1), κ̂(M2)}$

.$ %� M ∈ P∗ ��� D �� � �
�������'� ����
��� 
����! 
� ��� ��
� ��*� �� M # ����

κ̂(M + D) ≤ κ̂(M)$

/$ %� M ∈ P∗ ��� D �� � �
�������'� ����
��� 
����! 
� ��� ��
� ��*� �� M # ����

κ̂
((

M I
−I D

))
= κ̂(M)$

0� � �
�
�����# �
� �
�������'� ������� d ≥ 0# κ̂
((

M −eT
1

eT
1 d

))
= κ̂(M)# ����� e1 �� ���

���� &��� '���
�$

�$ 1�� M ∈ P∗ ���� mij = 0 �
� 1 ≤ i, j ≤ n− 1$ ���� 1 + 4κ̂(M) = maxi|mni/min|
mini|mni/min| ������

0/0 �
 1�$

2$ 1�� M ∈ P∗ ��� mjk = mjh# mkj = mhj �
� ��� j �= k# ��� mkk ≥ mhh$ ����

κ̂(MJJ ) = κ̂(M) �
� J = I \ {k}$

�"$ %� A ∈ P∗ \ P # ���� κ̂(A) = max
{

κ̂(BJJ ) : B �� � 	�����	�� 	�'
��� ������
�
���
� 
�

A ��� J = I \ {i} �
� �

� i
}
$

��$ ��� �������	 
� � �&3����� 
����! �� ��� ��
� �� ��� �������	 
� ��� �����	
��# �$�$#

�� M ∈ P∗# ���� κ̂(MT ) = κ̂(M)$

+"



��� �� �� � 	
��
	���
 ���� κ̂(M) �� � 	
�����
�� ���	��
� 
� ��
 
����
� 
� M �
� M ∈ P∗�

���� �� 
��� ��
�
� �
� 2 × 2 �����	
� ��� �
� P������	
� �� ��
 ���
 ���� ��
��� ���

�����
��

��
 	����	�
�����	 γ(M) �� �
��
� �� ��
 �
������� 
� ���� 	����
�� �
���� 
� ��� ����
�

��	
� �� 
���
���
� 
� γ(M) �

 γ̄(M) =
√

γ(M)γ (M−1)� !����
��
�
 �
� �� �
�
�
 ��


�����
�� 
��
�����
 
� ������ M �� λmin(M)�

"�#��� ��
 
� ��
�
 	����	�
�����	� �
���� 
� ��� ����
��	
� ��
��� 
�����$���
� ��
��

�
�� ���	� �
�
����
 ���
� �
���� 
� ��
 �����	�� 
� ������ M  �� M ∈ P � ��
�
 ��

�
 #�
�� �
��
� 
�������
� ���	� ���
 ��
�� ��
 ��%	���� 
� 
��������� ��
 �����	�� 
� �

������ 
�
� �
� P������	
��

������� ��	
 ��
	�� ��� M �� � P�����	
� �
���������� ���

κ∗ = max

{−λmin(M)

4γ(M)
, 0

}
κ∗∗ =

1

4γ̄(M)
.

���� M ∈ P∗(κ∗) ∩ P∗(κ∗∗) = P∗(min{κ∗, κ∗∗})� ��� ��������� P ⊂ P∗�

�� ��
 �
�
��� 	��
 �� 	�� �
� �
 ����
� ���	� 
� κ∗ ��� κ∗∗ �� �����
��

��� �����	
���


�� ���� �
	��
� �
 	
��
	� � �
� �
����� ��
�� ��
 
��
�����
� 
� ��
 �
���
�
� ������ 	����
��

�� ��
 ���
�����
 ��
�
 ��
 ����
�
��� ��
�� 
��
�����
� 
� ��
 ������ 
��� �
� ��
 P ���

P0 ������ 	����
�� ��
�
 ��
 �
 �
����� ��
	��	���� �
� ��%	�
�� �����	
�� ��
 �
�
� ����
�

��
�
���
� ��
 ���
�� ��� �
�����
 �
����� ���
�� ����
 ��
 ��	# 
� �
�
 #��� 
� ��
�
���
�

�
� ��
 
��
�����
� 
� ��%	�
�� �����	
��

&
	��� ���� ��
 �
�����
� 
� �
�����
 �
���
����
 �����	
� �� ���� ��
��� �� ��'
�
�� ����

�� ���
�� ���
��� �
	���
 �
 �
 �
� �
(���
 ��
 ����
��� 
� ��
 ������� )�
 �
 ���� �

�
�����
 �
���
����
 ������ ��� ���
 ���
 	
���
� ����
� �� 
��
�����
��

����������� ��		 ������ ��� M ∈ Rn×n �� � PSD�����	
� ���� re(λ) ≥ 0 ��� ��� �	����

���
�� λ �� M �

��
 ���� ��
 ����
�
��� �� ��
 �
��
���� ��
�
����
� ��
 � ���
	� 	
�
����� 
� ��
 �
��

����
�� !����
��
�
 ���*� ��� +
�$
� 	
����
�
� ��
 �
(�
�	
 
� , ���
���
��� P������	
�

,�



M(a) :=
(

1 0 a
1 1 0
0 1 1

)
� ����� a > −1� ���� 	
� �
� 
�	 ����
��	
�� ���
����� ��
	�� 	� 
��

��
��� ��� 	
�� �
� �
� ��
����
�

 �� 1 + a� �	 
��� �� � P���
��� �
������ ��� ����
������

��� 1 + a1/3 �
� 1 − 1/2 a1/3 ± i
√

3/2 a1/3� 
�����	�� lima→∞ re(λ2,3(a)) = −∞� 
�����


�� ���� ���
 	� 	
� 	� 
�� ����
������ 
�
�� 
	 �
�
�
� �
� 
�� ���� ���
 	� 
�� 	
��� 
�	

����
������ 
�
� 
	 ��
�� �
�
�
��

����������� 	
�	 �
���� ��� ���� ���� 	
 ��� ����
������ 	
 P��������� 	
 ����
��	
 2 ��

�	������� ��� ���� ���� 	
 ��� ����
������ 	
 P0��������� 	
 ����
��	
 2 �� 
	

��������

����� �� 
	 �	��� �	�
� 	
 ��� ���� ���� 	
 ��� ����
������ 	
 P��������� 
	� ����
��	


n ≥ 3�

���� �����
 ���
� 
��
 � ������

 ��
��� �
 � ����
��	
 ��� 	
�� ����
������ ��
� � 
	
�


���
��� ���� ���
� ��� �����
 �� 
���
� ������� � ��������
��� ��
����� ���� 	
�� ����

�����
��� ����
�������

��� �	
����� 	� 
�� ���
 �
�
���

 �� 
	
 
���� ����� ��� ��
����� ��
� �	��
��� ����

����
������ ����� ��� 
	
 ���
 �
 P0 �
� ��
����� ��
� �����
��� ����
������ �
� � �	��
���

���� ���
 ����� ��� 
	
 P0 !"#$�

%����
����� 
�� 
��
 �����
 ��� ��� 
	 !&'$� ��
 ��� !""$ �	� � ������� ��		� �
� !��$ �	�

�
 ��
��
�
� ��		��

����������� 	
�� � ��� 	
 �	����� 
������ {λ1, . . . , λn} ��� ��� ����
������ 	
 �
 n × n

P������� �P0�������� �
 �
� 	
�� �
 ��� �	��
	����
∏n

1 (t + λi) =
∑n

0 bit
i �������� bi > 0

�bi ≥ 0��

� �	����� 
����� λ = rei θ �� �
 ����
����� 	
 �
 n×n P������� �
 �
� 	
�� �
 |θ − π| > π/n�

� 
	
���	 λ = rei θ �� �
 ����
����� 	
 �
 n × n P0������� �
 �
� 	
�� �
 |θ − π| ≥ π/n�

��� �	��	��
� ������� ��	�� 
��
 
�� ����
������ �	 
	
 ��
����
� 
�� P∗ ��	���
�� (�


�� �	
����� 
�� ��
��� M =

(
1 8

−1 1

)
� )��
� 
�� 
��
 	� *+����	 !,-$� κ̂ = 0.75� ��� ��
���

U =

(
0.5

√
0.75√

0.75 −0.5

)
�� 	�
�	�	
��� 
�����	�� 
�� ����
������ 	� M �
� UMU ��� 
�� �����

.�
 
�� 
��
��	���� ��
��� UMU =

(
4.031 −2.75

6.25 −2.031

)
�� 
	
 P∗� 
	
 ���
 � P0���
���� �	�

�������� ������� 
���� �� � 
���
��� ����� �
 
�� ����	
��� /����� ��" �����
��
�� 
�� κ(x, y)

��
�
�	
� 	� 
�� 
�	 ��
������ 0�
�� 
�� 
��
��	���� ��
��� �� 
	
 P∗� 
���� ��� �	�

� �����


��� ��
�
�	
 �� 
	
 ���
���

"�



κM(x)
κUMU(x)

������ ��	
 ��� 
������� κ(x, y) 
�� ��� �������� ���� ���� ������������

����� �� ����� ������������ �� ��� ����� ���� ����� �� �� ���������� ������� ��� ������

������ �
 ��� ������ ��� ��� ����������

������� ������� ������� �� ����������� ��� �� 
���� �� ��� 		 	! "#$�

��� ��� ��	 
���
� �
����� �� P∗�
����
��

%� ��� �������� ��� ������ ��� ��� ������� �
 �������� ��������� �� ��&����� ��������

��������� �	
� ��� (p,q)�������� �� � ���	
� M 
� ��� ���	
� PMQ
 ���	� P = diag(p)

��� Q = diag(q) �	� �	�
�	�	� �
������ ���	
��� �
�� piqi > 0 ��	 ��� i�

'� �� � ������� �
 ��� ���� ���� P ��� � ������� �
 ��� ������� ���� Q�

(�������� ��� (p,q)�������� ������� ��� )������� ������*�������� ��� ��� �+������������

���� �
 � ������ ������ p = q� ,�-��� �� ��� ��� ./����� ����)�������� ������ ���� ���

������ ����� P∗ �� ������ ����� ������� ��� ��� ����� �
 P∗(κ)��������� 
�� � *� κ �� ����

��

� �	
� ���
� �
�� ��� ��� P∗ 
� 
���	
��� ����	 (p,q)�����
��� �� M ∈ P∗(κ)
 ����

PMQ ∈ P∗(κ′)
 ���	� κ′ 
� ���� ���� (1 + 4κ′) mini{pi/qi} = (1 + 4κ) maxi{pi/qi}�

'��0� �� ��� �	1$ ����������� ��� (p,q)�������� 
��� � ����� ������ �� P∗(κ) � ������ ����

��������� ����� κ′
 2�� M =
(

1 −1
2 0

)
 ����� �� �������� �� ��� ���� �
 ./����� ��� ��� PSD

3��+� x = (1 − 2)T  ���� xT Mx = −14 ��� ��� P 3����� �� � 5��� �� ��� ��������4� '� ����

		



��������� κ̂(M) = 0.25 � 	
����� 
��� p = (k, 1) ��� k > 2 ��� q = (1, 1) ����� � ������

PMQ ∈ P∗(κ′) 
��� κ′ = (k − 2)/8� 
���� κ′ �� ��� �����
�� �� ��� ������ PMQ� ������

�� �� �������� ������� ���� ��� κ′ ����� �� ����� ���� �� ��� ��� �����
�� �� ��� �
����

������� ���� �� ����� ����� �� �� ��� ��� ������� ����� �� �� 2k� ��
����� ��� �����
�� ��

���� (k − 2)/2 �

!� � ���
��� 
���� �� 
�� �� ������ ���� �
����� 
�� ���� ��� �� ��� 
���� �� ��������

������"���� �����
��� #�
����� ��� 
������ P ��� P0 ��� 
����� ����� �
������

����� ���� 	
��
� ��� ��� PSD = P∗(0) �� ��� ��	
��
�� ��
�� (p,q)���
����� ���

��
���� P 
�
 P0 
�� ��	
��
�� ��
�� (p,q)���
�����

!

������ �� ����� ����� P$�����
�� ��� ���� ��������� ����� ������������ %���� �� ��

����������� �� ���� ���� ��� ��� ��
��� "�� � (p,q)$�
����� ��� � P0$������ ��� ���� 
���

��� �������� �� ��� �������� ��� ����������� �� ��"������ � ��
� ���� ��� ���� ���� �� ���

����������� �� ������� ���� ���� ����
����� �������� �������
� ν� %�� ������ �� ����� �� ���

&���
������� ����������$��
������ ������� ���� ���� '()* �

����� ���� 	
��
� ��� ν < 0 �� 
� 
�����
�� ���
��	� ������ 
�
 A �� 
 ��
� n×n��
����

���� ������
��	� 
�
���
� ��������� ���� ����� ������ 
 ������	� 
�
���
� �
���� D ���� ��
�

re(λ(DAD)) > ν ���
��

+� 
���� ���� ��
���� 
��� �� ������������ ,� �� ���� �� ��� ���� �� ����������� ��� ��������

�� � ��-
���� ������ 
��� � ����������� ������ α2 ��� �����
�� �� ��� ������ 
��� �� ���

����� !�������� ��� ����������� �� ��� ��
 ������ ��� α2 ����� �������

����� ���� 	
��
� ��� M ∈ P∗(κ) ���� �����	
���� λi� ���� 
������� ��������� ��
����

(αI)M(αI) ��� 
�����
�� α ∈ R ��
	�� ��� �
�
��
� ����
���
� ��� �
� ��
�� ��� �����	
����

�� 
�����
�� ������� ��� ����� 	
���� α2λi�

��� ��������	 
� ��	 
	�
 PSD,P ,P∗ ��� P0

,� �� .��
� '��* ���� ��� �����
��� ��������� ���� ����� ������ 
������ SS � PSD � P∗ �

P0� SS∩P = ∅� PSD∩P �= ∅� P � P∗� P∗(κ1) � P∗(κ2) ��� κ1 < κ2� P∗(0) ≡ PSD�

!

������ �� ��"�������� �� �� ���� �� ��� ���� ����� ���� ��� 
����� �������� 
����� 
����

�� 
��� �� ������"���� ��� �.�
$��������
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��� ,��/� ��� +��0�� ���� �
� P$�����
���(
1 4

−1 1

)
��� ��� ���������

(
1 −1
4 1

)
� 
���� ��� ( 2 3

3 2 ) �� ��� ���� �� P0 ���� ����������� ��

�������� � %�������� ��� ��� �� P$�����
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������ 	��
� P ⊂ P∗ ⊂ P0 �� �����

���� ��� ����� �
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��� ���� ��� ����������
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	� 
����� �
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 ��� ���
��� ����
�� �����

�� ����� ���� ������� ���� � ��
���
 ��� 
����� ������� 
�������� � ���! ��
��" SS!

PSD! P ! P∗(κ)! P∗ ��� P0! ��#�" ��� ���� �������" ���� �� � 
�����  ������ �� ��� �� �����

�������! ���� ��" ��������� �� 
����� �� ��� 
����� ��� ��" ��������� ������� ��������
�����

�� �� ���� �� ���� $%%&�

��� �����	
��
 ����	�

�� ����� ���� �� ����������� ��� ��'���� �� �� �� ������ ������� � 
����� �� ��'����� ��
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 �� ���� �� ������� ��
� ������� ��
������" ������� �� ���� �������� (� ��

���� ������" 
��������! ���  ��� ����� ���� ��� ����"���� ��'�����" �� � 
����� �� �����  "

)*����� $+,&� ��� ��������� ���� ��� ��"
���������"  ��� �����-���� ��������� ������� ���

������� n×n 
������� ����� 1
3
2n−3n(n− 1)(n+10) ����������� ��� ����������� ��
������"

�������" �� � ������� ����  ������ ���� ��������
 �� � ��������� ���������� ���� ����! ����!

���� ���" ����������� ��
� 
������ ��� ����� ��� �������� ��� ��
� ������� �� ��'�����


�������! �� ��� ����������  ���� ����� �� ��� ������ �� ����� $.+& ���� ��� �������� ��� ��


������� M �� ����
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(� �� ���� ������" ���� � 
����� �� ��'����� �� ��� ���" �� ����� �� � /���� κ ���� �����

��� 
����� �� P∗(κ)� �� �� ��� ���� ��� ����� ����� �� ��� ��������! �� �� ������ �� ����
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��� 
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 �� ������� ������ q �� NP���	������ ���� �
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/����������� 0�1
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%
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������� ������	 !�� M �

P�	�����"# �� ���NP���	����� 
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��������
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 ���� ��� ������	
� ��
�����
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���� min
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xT Qx : Ax ≥ b

}
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� ��	�
� Q 
� NP��
����	�� �� 	�� �
��	��
�	� ��� ������	
� ��� 	�� 
����	
��


� �
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���� ��� M ∈ P0� �����

	� 
� F∗ ��
 � ������� ��������� ���������� ���� F∗ 

 ����������

�� ��� ��� q� �� ��� ��
 � ��
��� 
����
�� 
� ��� ���� 
� 
� ��
 � ������� ��
��� 
����
���

�� ��� ������ �� 
����
��
 �� �� ��� 

 �
���� ����� ���� �� 
���
���

��� ��� ����	
 ��
 ������ ���� 	� �	���
	�� 2 ��� 
����	�� 
�� �� �� ��� �	�� � P0�

����	� 	
 ��������� ��� ��� q� �� ��� ���������  ���
 ��� !���� �"#
 ����	�� �� ������� 	�

�	���
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 � ������������ ��� ��$������ 
����	��
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 ����� ��� �����	�� Mx 	
 ���
���� ���� ���
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�� �� ��� ����

����������� 	
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���� ��� M �� � ���� ����
�� ��� ����� 
�! � � 
��������
 ��� ���
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������

	� M ∈ P0 ��� ��� ���� 
���� 
�� J  
�� det MJJ = 0� ��� ������
 
� J �� M ���

�
������ ����������

�� $�� ��� q ���  �
�� ��� ��� ��
 � 
����
��� 
� x1,x2 ��� ��� � � 
����
��
 �� ��� ����

���� Mx1 = Mx2�

%�� �&�	������� �� ��� ������	�' (�
� ��� �

���	��
 	
 � �	���� ��������� ��  ��
��)
 ��
����

�����
	�	�� *�*��

����������� 	
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�	�� ��� M �� � ���� ����
�� ��� ����� 
�! 
��������
 ��� ���
"������

	� ��� 
����
�� 
�� �� ��� ��� 

 �����������

�� ��� 
����
�� 
�� �� ��� ��� 

 ���"���

�� xT
1 (Mx2 + q) = xT

2 (Mx1 + q) = 0 ��� ��� 
����
��
 x1,x2�

��� �
 ��+� 	��� ���
	�����	�� ��� ������	�' &������	� ���'����	�' ���$��� ������� ��

��� ���,

min xT (Mx + q)

Mx + q ≥ 0

x ≥ 0

⎫⎪⎬⎪⎭ -*�*.

%���� ��� 
���	�� �������	��
 $������ ��� /���
��/����%��+�� -//%. ��	��
 �� -*�*.

��� ��� 
����	�� 
�� �� ��� ��� 	� ��� ����	� M 	
 
�0�	����

1#



����������� 	
�	 �
�	�� ��� M ∈ Rn×n �� � �����	


�
 M �� 
����� ���
���� �� ��� ���� �� ��� ��� q ��� ��� ��� � ��������� ������ 
����	

�������� ���


�
 M �� ��� ���
���� �� ��� ���� �� ��� ��� q �� (x,u) �� � ������ ���� !�
"�� ���� ���

��� #�������
 ���$��� ��
�� ���� x �� � �������� �� ��� ���


%
 M �� ���
���� �� ��� ���� �� ��� ��� �� ��! ������ �� ��� ����
����� #�������
 ���$���

�� 
����	 ��� �#��� �� ��� �������� ��� �� ��� ��� ��� ��� q


��



������� �

	
������ ���
� 
������

��� ��� �� 	��
 
��	��� �
 	� 
��� �� �������� ����	 	�� ��
�� 	����� �� ��	����� ����	 ��	���


����	�� 	� ���
 ��� P∗(κ)���	����
� �� ������	 	�� ��
	 �����	��	 ��
��	
 ��� ���
��	 �


������ 
����� �� ��	����� ����	 ��
���	��
�

�� ���� ������� 
��� �� ���	��� ����� 	��	 	�� ������ ���
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������
&
−Mx + s = q

x, s ≥ 0

xs = μe

⎫⎪⎬⎪⎭ 
���μ�

����� μ �
 � ��
�	��� ������� ��� 
���	���
 �� 	�� CPP ������� ���
	�	�	� 	�� ������� ���	

����� �
 ����	�� ��

C :=
{
(x, s) ∈ F+ : xs = μe, ��� 
��� μ > 0

}
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 ����	



��� ���� ���� �&��-�
������� ���.����� ���������

��� ��� ��	
��	��
���
� ����� ��
 �� 
�� ���

'�� ����������	
��� ��
�� ��� �� ��� ��� �� ������ ��� �		 w ∈ Rn
⊕ �


Lw = { (x, s) ∈ F |xs ≤ w }. )$��+

'� ���� ��� ��� ������� �� ��� 	���	 ���� Lw
 �� ���� �� ����� xT Mx ���� ��	�� ���

�		 x ∈ Rn� !� M �� �  ������� ����������� �����/
 ���� xT Mx ≥ 0 ��	�� ��� �		 x ∈ Rn0

�������
 � ���&�� ��������� �� ��.����� ��� ���  �� ���� �� ������ ���� �����/ M ��	��#�

�� ��� P∗(κ) �����/ �	����

����� ��� �	�
�� �� M ∈ P∗(κ) ��
 	�� κ ≥ 0 	�� F+ �= ∅ ���� ��
 �
�
� w ∈ Rn
⊕ ��� ���

Lw �� ����	���


����� 1� �� �
 ��� �� ��� ���
 �� 	�� �� �������� ��� ���� Lw �= ∅� 2���� ����� �/���� ��
��������  ���� (x0, s0) ∈ F+ ��� �
 ��� ��������� �� P∗(κ)-�������� )��� 3�������� 4�,+
 ��

���� ��� ����
 (x, s) ∈ Lw(
x − x0

)T (
s − s0

)
=

(
x − x0

)T
M

(
x − x0

)
≥ −4 κ

∑
i∈I+(x)

(
xi − x0

i

) (
si − s0

i

)
≥ −4 κ

∑
i∈I+(x)

(
xisi + x0

i s
0
i

)
≥ −4 κ

(
xT s + (x0)T s0

)
≥ −4 κ eT

(
w + w0

)
, )$�4+

����� w0 = x0 s0� 5����������


xT s0 +
(
x0

)T
s = xT s +

(
x0

)T
s0 −

(
x − x0

)T (
s − s0

)
≤ eTw + eTw0 + 4 κ eT

(
w + w0

)
≤ (1 + 4 κ) eT

(
w + w0

)
.

'��  ����� (x0, s0) ��� (x, s) ��� ������	�
 ��������� �����#�����
 ��

xis
0
i ≤ (1 + 4κ) eT (w + w0) ∀ i.

(�



����� ��� 	
�������� 

 ��� ����
� s0 �� ����

xi ≤ (1 + 4κ)
eT (w + w0)

s0
i

��� ���������

si ≤ (1 + 4κ)
eT (w + w0)

x0
i

.

���� ��
�� ���� ��� ��� Lw �� �
������ ��� ��
������� 

 ��� ����� ��� 

��
�� 
�
� ��� 
���

���� F �� ��
��� ��� ��� ��		��� (x, s) → x s �� �
�����
��� �

��� 	�


 

 �
��������� �� ��� 	����
�� ����� ��� ����� 
� ��� ���� ���� �� ��� 	�






 ����� ��� �� �����

�� ��� �� � ����� �� 	������ ��� ���� ��������� �

�� �� ��� �� ����!�� ���� �
 ���

������
� 

 ��� ��������� T (w, ŵ) �� �
� ��	�� 

� ��� 	
������ w ��� ŵ" ���� �� ��� ��#�

� ���	 
�
� �� ��������� ������
� 	
��� (x, s)" ����� w = x s" �
���� ��� ����� ��� Lŵ�

����� ��� �	�
�� ��� �� ������� ��	� M ∈ P∗(κ) 
�� 	�
 κ ≥ 0� (x, s) ∈ F+,w = x s

	�� ŵ > 0� ��� �� ����� ��� ���

T (w, ŵ) :=
{
w ∈ Rn : min{wi, ŵi} ≤ wi ≤ max{wi, ŵi}

}
.

�
 int T (w, ŵ) �= ∅� ���� ����� ������ ���� 	 ��������� (Δx, Δs) 	�� ���� 	 ���� ������ α ∈
(0, 1] 
�� ����� x+ = x+αΔx� s+ = s+αΔs �	������ (x+, s+) ∈ F+ 	�� w+ ∈ int T (w, ŵ)�

����� w+ := x+s+�


����� ��� ��� �������
� (Δx, Δs) �� ��� �
����
� 

 ��� ������

−MΔx + Δs = 0

SΔx + XΔs = ŵ − w,
$%�%&

����� X = diag(x) ��� S = diag(s)� ' P∗(κ)(����� �� ���
 � P0(����� " �����

�� ���

������ $%�%& ��� � ���)�� �
����
� �� ��� ���� ��������� 

 ����� *��� '��
����� �
 ���

�����	��
� 

 ��� �����" int T �= ∅" �
 ����� �� �
 ���� i ���� ���� wi = ŵi� �� �����"

���� ��� �������
� (Δx, Δs) ��� �
� �� ��� +��
 ����
��

,� ���� �
 ��

�� α > 0 ���� ���� �� �����!�� ���)��������

x+ = x + αΔx > 0 ��� s+ = s + αΔs > 0 $%��&

���

min{wi, ŵi} < w+
i = x+

i s+
i < max{wi, ŵi} ∀ i. $%��&

�*



���� Δxi ��� Δsi ��� �����	�
���
 
��� ����� ����� ��� ��� ����
��� α
 �
������� �� 	�


����� ������ �� α�

α1 := min

{
− xi

Δxi

: Δxi < 0

}
, α2 := min

{
− si

Δsi

: Δsi < 0

}
.

��� �� �����
�	�
� ��������
� ������ �� �� ��
��� x+s+ = (1 − α)w + αŵ + α2ΔxΔs�

!�
 �� ��
����"� 
�� ��������	 ����# ��
��

Iw := {i : wi < ŵi} ��� Iŵ := {i : ŵi < wi}.

$� i ∈ Iw
 
��� ��������
� wi < w+
i �%����� 
�� ��������	 ����� ����� �� α�

α3 := min
i∈Iw

{
−ŵi − wi

ΔxiΔsi

: ΔxiΔsi < 0

}
,

��� ���% w+
i < ŵi �� 	�
 
�� ����� �����

α4 := min
i∈Iw

{
−ŵi − wi −

√
(ŵi − wi)2 + 4ΔxiΔsi(ŵi − wi)

2ΔxiΔsi

: ΔxiΔsi > 0

}
.

&�%������
 �� i ∈ Iŵ
 
��� �� ���� 
�� ��������	 ������ �� α�

α5 := min
i∈Iŵ

{
wi − ŵi −

√
(wi − ŵi)2 − 4ΔxiΔsi(wi − ŵi)

2ΔxiΔsi

: ΔxiΔsi < 0

}
,

���

α6 := min
i∈Iŵ

{
−ŵi − wi

ΔxiΔsi

: ΔxiΔsi > 0

}
.

���
 �� α ∈ (0, α∗)
 �����

α∗ := min{α1, α2, α3, α4, α5, α6, 1}, ���'�


��� 
�� ��������
��� ����� ��� ����� ��� ��
�� ��� �

����������� 	
	 ��	
�� �� M ∈ P∗(κ) ��� ��� κ ≥ 0 ��� F+ �= ∅	 
��� ��� �
��� w > 0


�� ��
�� ��
 Lw �� ������
� ��� ������
�

�����
 (�� "�%��"
���� �� Lw ��� ������� ���� ������ �� !�%%� ��)� ���
 �� ���
 �� 
�

���� 
�� ����%�
����� �� 
�� ����� ��
 Lw� !�
 �� ����%� �� 
�� "��
���� 
��
 
���� �#��
�

� ŵ > 0 ��"� 
��
 Lŵ = ∅� *��% ����%�
��� F+ �= ∅ ������� 
��
 
���� �� � w0 > 0 ��"�


��
 Lw0 �= ∅� �� %�� "����� w′ > 0 ��"� 
��
 w0 < w′ ��� ŵ < w′
 �� ����� (��� Lw′ ��

����%�
�
 ���
���%��� �
 �� "�%��"
 �� !�%%� ��)�

��



��� �� ����� �	� 
�����
� f : Lw′ → Rn
+ ��

fi(x, s) =

{
0, �
 wi ≤ ŵi,

wi − ŵi, 
�	������,
�����

�	��� w = x s� �	�� fi(x, s) �� �
�����
�� 

� ��� ����� i� �	�� f(x, s) �� �
�����
��� �

�

��
� �	� �
�������� 

 �	� ������� �
�� 

��
�� �	� �
�������� 

 �	� �
��
��� 
�����
�

‖f(x, s)‖∞� �� ����� �
�� ����� �	� �
���������� ��� �
��������� 

 �	� ��� Lw′ ��� �	�

�
�������� 

 �	� 
�����
� ‖f(x, s)‖∞ �� 	� �

γ = ‖f(x, s)‖∞ = min
(x,s)∈Lw′

‖f(x, s)‖∞ ≤
∥∥f(x0, s0)

∥∥
∞ .

!�� ��������
� Lŵ = ∅ ������� �	�� �	� 
������  ���� 

 �	� ��� �
�� ��
"��� γ =

‖f(x, s)‖∞ > 0� #
 int T (w, ŵ) �= ∅� �	�� �� ��� ����������� ����� ����� ��$ �
 w

��� ŵ ������� � �
��� w+ ���	 �	��∥∥f(x+, s+)
∥∥
∞ < ‖f(x, s)‖∞ ���%�

�	��	 �� � �
���������
��

!�	������� ��&� ��� �
��� w̃ ∈ B γ
2
(ŵ) ∩ int T (0, ŵ)� �	��� B γ

2
(ŵ) = {z : ‖z − ŵ‖ ≤

γ/2}� '� ��� �
� ����� ����� ��$ �
 w ��� w̃ ������� ����� � �
��� w+ ���	 �	�� ���%�

	
���� �	��	 �� � �
���������
�� �

#
 w = 0� �	�� 
�
� �	� �������
� 

 Lw ��� F �� �� ���� �
 �	
� �	��

L0 = {(x, s) ∈ F : xs = 0} = F∗.

(
�� ��� )�
�
����
� ��� ������ �	� �
��������� ��� �
���������� 

 �	� ���� Lw 
��� 

�

�
���� �  ���
�� w� #� �	� 

��
���� �
�
����� �� ���� "�  ������ 

� w = 0 �� �����

��������� ��	 
���
� �� M ∈ P∗(κ) ��� ��� κ ≥ 0 ��� F+ �= ∅	 
��� F∗ 
� ������
� ���

������
�

������ #� �� ������ ���� �	�� F∗ ⊂ Lw 

� ��� w > 0� �	�� F∗ �� "
������

��� wi ∈ Rn, wi > 0 "� � ��*����� 

  ���
�� ���	 �	�� wi > wi+1 ��� limi→∞ wi = 0�

�	��

Lwi+1 ⊂ Lwi

	
��� ��� �� 	� �

F∗ = L0 =
∞⋂
i=1

Lwi .

+� � ����,&�
�� ������ 

 ���������� �
�
�
�� ��	�
��� $�$- �"�� .�/0� �	� ��� F∗ �� ��
����

�	� �
���������� 

 F∗ 

��
�� 
�
� 1���
�2� �	�
��� �1
�
����� 

 �	�
��� $��3� .�/0��

�

--



������� ��	 
���
� �� M ∈ P∗(κ) ��� ��� κ ≥ 0 ��� F+ �= ∅	 
��� ��� �
��� ŵ > 0 
����

����
� � ������ (x̂, ŝ) ∈ F ���� 
��
 ŵ = x̂ ŝ�

������ ��� �� ������� �� �	� 
������
 �	�� �	��� �� �� (x̂, ŝ) ∈ F ��
	 �	�� x̂ ŝ = ŵ ��� �

����� ŵ > 0� �	�� xT s < eT ŵ 	���� ��� ����
 (x, s) ∈ Lŵ� ����� �� ����������� ��� ���

�	� 
��������
 �� �	� �
���� �����
� �	��� ������ � ����� (x, s) ∈ Lŵ ��
	 �	��

xT s = max
(x,s)∈Lŵ

xT s.

��������
� w = x s ≤ ŵ� ��� w �= ŵ �

������ �� ��� ����������� �� β := eT (ŵ − w) ��

��������� ��� w̃ �� � �������� ��
��� ��
	 �	�� ŵ > w̃ > ŵ−β
n
e ��� int T (w̃,w) �= ∅� ��� ��

��
 ����
 ����� �� � �����
 �	��� �� (x+, s+) ∈ Lw̃ ⊂ Lŵ ��� x+s+ = w+ ∈ int T (w, w̃)�

!� 
�� �� �	��� �	�� �	� ���"�����
 eTw+ > eTw ���� 	����� ���	 � �������� 
	��
� �� �	� ����

�����	 α �� �	� 
������
���� �� �	� ����� (x+, s+) #��� ����� �� ����� �� $� %� �"��������

����������� �� �	� ��"����� ���"�����
 �� �	� ���������

0 ≤ eT (w+ − w) = eT
(
x s + α(sΔx + xΔs) + α2ΔxΔs − x s

)
= α

(
eT (w̃ − w) + α2ΔxT Δs

)
,

�	�
	 	���� ��� ��� ����������� α �� ΔxT Δs ≥ 0� ��	������� ���� �� ΔxT Δs ≤ 0� �� ��� ��

���������� ����� ����� �� α &

α ≤ −eT (w̃ − w)

ΔxT Δs
.

��'��� �� ���� ���� 
������������ �� #��($� �	� ����� ���� �����	 α ���������� ��
	 �� (x+, s+)�

��� �	�
	 (x+)
T
s+ = eTw+ ≥ eTw = xT s� �� �� ��� � 
�������
���� ���	 �	� 
	��
� �� �	�

����� (x, s)�

�	� ���"������ ������� ��������
 �� �� )*+, #����� -� $� %����� �	�� �	��� ��� ���

������
� ������ (x1, s1), (x2, s2) ∈ F+� �	�� �� 	���

M(x1 − x2) = s1 − s2 ��� x1 s1 = x2 s2 = ŵ.

.��
� �	� ������ M �� P∗(κ)� �� �� P0� �� ����� �	�������� �
 �	� ��
��� ��������� �� �����

 �*� �	��� �� �� ����� j ��
	 �	��

x1
j �= x2

j ��� 0 ≤ (x1
j − x2

j)[M(x1 − x2)]j = (x1
j − x2

j)(s
1
j − s2

j).

/� ��
 ������� ���	��� ���� �� ���������
� �	�� x1
j > x2

j � 0��
� �	� ���"�����
 ����� �������

�	�� s1
j ≥ s2

j � �	�� 
�������
�� �	� �"�����
 x1
j s1

j = x2
j s2

j � �

-*



��� ��� ���	
�� 
�	�

��� ������� 	
��� 
	� 
� ����	����� �� ��� ��������� ��������

������� ��	 
���
� ��� �� ��� �	�
 � P∗(κ)����
	� M �� �	���� �
�� �
� ������	��

���������� �
� ���	�������

�� F+ �= ∅�

�� ∀w ∈ Rn
+ ∃! (x, s) ∈ F+ : x s = w�

�� ∀μ > 0 ∃! (x, s) ∈ F+ : x s = μ e� 	���� �
� ����
��  ��
 C ��	��� ��! 	� 	� ��	����

������ ��� �����
	���� �� ⇒ �� ������� ���� ������� ���� �� ��� ��� ����� ��	������ ����

��� ��
��� ���� 	 ���
�	� 
���
� w = μ e� ���	���� �� �� �
������ ��	� �� ��� ����� ��	������

������ ���� ���  ��� �� ����� �

��� �������� ������� ��	�� ��	� ��� �������� �� ��� ���
��� CPPμ �!���� 	�� �� ���"��

��� 	�� �������� μ� �� ����� �� 	� �������� ����� �� ��� #$%� �	����� 	 ����� �	�������� ���  ���


�����	��� �� ��� CPPμ 	�� 
���� ��������� ������������ �����	� �� μ e� �� 
	� ����� 	�

	�
���	�� �������� ��
��� �� ��� ����� �	�� ���� �� ��� ����� 
�����	��� 	�� ��� ������ ����

����� �	�� 	 ���"�� ���������

��������� ��� 
���
� ��� M ∈ P∗(κ) ��
 ��" κ ≥ 0� #� F+ �= ∅ �
�� ��
 μ0 > 0 �
�

������	�� ���

Cμ0
:= {(x(μ), s(μ)) ∈ F | x(μ)s(μ) = μ e, 0 < μ ≤ μ0}

	� ����� �" ��! ��� ���� $�
�
�
��
�� Cμ0
⊂ Lμ0e 
��!��

#�� �� ��
	�� ��� �� ������ �� ��� ��������� ����! ����&

B := {i ∈ I : xi > 0 ��� ���� (x, s) ∈ F∗},
N := {i ∈ I : si > 0 ��� ���� (x, s) ∈ F∗},
T := {i ∈ I : xi = si = 0 ��� 	�� (x, s) ∈ F∗}.

����� ��� 
��	
� ��� �
� ���
	� M �� ������ ��%�	���� �
�� �
� 	�!�� ���� B,N ��!

T ��
� �  �
�	�	�� �� �
� 	�!�� ��� I�

'� (x, s) ∈ F∗ �� 
	���� ���	����" ��� �������
"� �� xB > 0 	�� sN > 0� (� ���

�	���! �� ��� #$% �� 
����� ��)
����� ���� ��� �������� ��� F∗ �� 
����! 	�� ��������	�


� %���������� ����� ���������� 	 �	!��	��� 
���������	�� �������� �!�����

��� ��!� ������ �����	����� ������� (�*� �� +*,-� 	�� ����� ��	� ��� 
����	� �	�� 
��������

�� 	 �	!��	��� 
���������	�� �������� �� ��� #$%�

./



������� ��	 
���
� �� M ∈ P∗(κ) ��� ��� κ ≥ 0 ��� F+ �= ∅ 	
�� 	
��� ��
�	� (x∗, s∗)

���
 	
�	

�
� (x∗, s∗) = lim
μ→0

(x(μ), s(μ))�

�

� (x∗, s∗) ∈ F∗�

�


� (x∗, s∗) 
� � ���
����� ���������	��� ����	
���

������ ��� {μk}∞k=0 �� � ���	�	
� �����
�� ���� ���� μk → 0 	� k → ∞� �� ��������� ����

��� ��� {(x(μk), s(μk))} ⊂ Cμ0
	� ������� �
� ��
�� ��
��	
� � ��������
�� ��

���	
� �� �

��	
� (x∗, s∗) ∈ Lμ0e� �	
�� x(μk) s(μk) = μke → 0� �� ��
� x∗ s∗ = 0� �� (x∗, s∗) ∈ F∗� ��

���	� ���� (x∗, s∗) 	� � �� 	����� ��������
���� �����	�
�

��� �� ��
��� �� (x, s) � �� 	����� ��������
���� �����	�
� !��� "��#$ �� ��
� ����

(x(μk) − x)T (s(μk) − s) ≥ −4 κnμk.

%�	� �	
��

(1 + 4κ) nμk ≥ x(μk)
T s + s(μk)

Tx, "��&$

����� �� ���� ���� x s = 0� '��	
� ���� x(μk)
T s(μk) = nμk� �� ������ ����∑

j∈B
xjsj(μk) +

∑
j∈N

xj(μk)sj ≤ (1 + 4κ) nμk.

(	
	�	
� ���� �	��� �� μk �
� ������	
� ���� xj(μk)sj(μk) = μk� �� ����	
∑
j∈B

xj

xj(μk)
+

∑
j∈N

sj

sj(μk)
≤ (1 + 4κ) n.

����	
� k → ∞� �� ��� ���� ∑
j∈B

xj

x∗
j

+
∑
j∈N

sj

s∗j
≤ (1 + 4κ) n.

%�� ���
	��� 	
�����	�� ���
� ���� ��� x∗
j , j ∈ B �
� s∗j , j ∈ N ��� 
�
)����� �� *
�� ����

(x∗, s∗) ≥ 0� ��������� x∗
B > 0 �
� s∗N > 0 �������� %��
 ��� �����	�
 (x∗, s∗) 	� �� 	�����

��������
����� �

��� ��� ����	
 �����


%�� CPPμ 	� ��	�� � 
�
�	
��� ��������	
� �������� 	� ��� � �	�	��� �	+����� �� ��� ��	�	
��

������� ��� ��,� %��������� �� �
�� ���
� 	� ����� 	������� ��	
� �
� ���� �� ��� ���� *
��


-�



������ �����	
 ��

��� (x, s) ∈ F+ ��	 ���� ��� ������ �������� (x̂(μ), ŝ(μ)) �� ��� CCPμ

���� ���
��� �� μ �� ��� ���� x̂(μ) = x+Δx� ŝ(μ) = s+Δs
 ����� ������������ ��	 ����������

��� ���	����� ���� ΔxΔs� �� ������ ��� ��������� ������ �������

−MΔx + Δs = 0

SΔx + XΔs = μ e − x s

}
��
� !

"�� 
�����#��� ���	����� �� (x̂(μ), ŝ(μ)) �� ������	 ���� ��� ����� ������ �� ��� ������$���


������


"�� ��%� ��������� �� ���	 �� ��������� ��� �%������� ��	 ���������� �� ������ ��	�
�

����� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ������ ��
��! ��� #������ #����� �� #����� a ∈ Rn� �����

a 	�
��	� �� ��� 
��������� �������� 
���� ���������
 "��� ��������� �� � 	����� ��������� ��

��� ���� ��������� �� &���� '
(


��������� ��	
 
�� M ∈ Rn×n �� � P0����	��� x, s ∈ Rn
+� ���� ��	 ��� a ∈ Rn ��� ������

−MΔx + Δs = 0

sΔx + xΔs = a
��
��!

��� � ������ �������� (Δx, Δs) �

&�� ��� ������� 
���� �� (x, s) ��	 (Δx, Δs) �� ��� ������� ������ 	��������
� "�� ���


���� ���� ���
 ������ θ �� ��#�� �� (x(θ), s(θ)) = (x + θΔx, s + θΔs)


��� ��� ��	
���
� �������� ��� 
�� ������	���		�� 	�


�� ���
��� ��
�

����� �� ��� ��� ���� �%��� ���
� �� ��� ������� 
��� 	�� �� ���
��������� 	�)��������

�� ���� ���� �� ���	 �� � ���	� ����� ��	 ���� ���	 �� 	�#������ ���� �� ���� �� ������	


*���#��� ��� 
��#��� ���#������� �� ���	 �� ������� ���� #�������
 "��� �� ��� ������ ��� ���


��%����� ������� ��	 ��� ������������	 �� ��� ������� 
��� ��� �����	���	� ��� ��
������

���
������ �� �������� 
���� ����������
 "���� ��� ��#���� ��
�� �� ����� �� ��� ���������� ��

�������� 
���� �����	� ���� ��� �%��
�� ���� +, -!


"�� ����� ����������� �� � 
��%����� ������� �� ��� ���������� �� ��� �� ���� ��� �������

#����� �� ��� 
����� �� ��� ������� 
���
 .� ���� ����� ��� ������� �� /���� ��� ��� �%��
��

��� ��� 
��%����� �������

δa(x s) =
max(

√
x s )

min(
√

x s )

����������� 	
� ���	
� �����	�
� �� 	
� ������ �
��	�
� 
� 	
� ���	�� ������� �� ���� ������� 

� 	


����� 	
� ��	��� ���	
� �����	�
�� �
� ����
�� ���
��	
�� �� �
� 	�� ! ��� "�

01



�� �� ���� �	� �
�� ��	��
 �	�� 
������ �� �	�� �� �	� ����� (x, s) �� �� �	� ������� ���	�

�	�� �	� ������ x s 	�� ����� ����
������� �� ���� ��� �	�� 
������ �� �	� ���� �������

�������	
 �� �	����� �� �������� �	�� ���� �� �����
��� 
������ 
��� ��� ������ 
��� ���

�������
���� ��� ��� ��������� �� �� �� �� ���� �	� 
���
�� ��
 �	� 
���
�� ����
������ ��

�	� ���
��� ������ ���� �����
�������� �	� ���� 
������ ��� �����
���
 �� !�"�
� �� ���

#$%&� '� 
����
� �� ����� ����
����� ��
 �� �� (��� �� �	� ������ �� �	� ������� ���	� '�

��)���� ��� ��
� ������ ����� �� 
������� �	� 
������� �� �	� ������ ����� ��
 �	� �������

���	�

δ0(x s, μ) :=
1

2

∥∥∥∥ e − x s

μ

∥∥∥∥ .

*�� �� �	� 
��� ���������� ���
 �����
��� 
������� ��� �����
���
 �� +����� #,�&� ��
 ��

�� 
�-��
 �� �������

δc(x s, μ) =

∥∥∥∥√
x s

μ
−

√
μ

x s

∥∥∥∥ .

'� �

������ �	�� 
������ ������(�� �	� ������ �������	��� �	� ����
���� ������� �� ��
�

����
������ �� x �� s ���
 ���	�� �� 0 �� ��-����� �	�� �	� �����
��� 
������ �������	��

��-����� .*��� �	� 	��� �� �	�� �������� �� �����-�
 �� 
������ δ0�/

'� ��
� ������ �	� ��������(����� �� δc �� �	� ��
��� �� �����
��� 
������� 
�-��
 ��

����0������� ��������� �����
���
 �� 1���� 2��� ��
 ����� � #�3&�

4 ψ(t) : R+ → R �������� �� ����������	� �� �� �� � ����� 
�5���������� �������� ��
 �����-��

�	� ��������� ��� ���
������6

��� �	� �������� ψ(t) �� �������� ������ ������� �� t > 0� ��� ������ 
���
�
 ����� �� t = 1�

�	��� ψ(1) = ψ′(1) = 0� 7���	��
���� �	��� ��� �������� ��������� ν2 ≥ ν1 > 0 ��


p, q ≥ 1 ���	 �	�� ��� ��� t > 0

ν1(t
p−1 + t−1−q) ≤ ψ′′(t) ≤ ν2(t

p−1 + t−1−q).

��� 7�� ��� t1, t2 > 0 ��
 r ∈ [0, 1]

ψ(tr1t
1−r
2 ) ≤ rψ(t1) + (1 − r)ψ(t2).

�	� ����
���� q �� �����
 �	� ������� 
����� ��
 p �	� �����	 
����� �� �	� �������� ψ(t)�

������������� �	� -��� ���
����� 
�
��
� �	� �������� ψ(t) �� 	��� �� ����������� �������

����
 ���� (��� ��
 ��-����� �	� �����
 ���
����� �� �� � �	� ����������� ��������� ���������

�	��� ��� ��� ������� ��
����� �� ����0������� ���������6

Υp,q(t) =
tp+1 − 1

p(p + 1)
+

t1−q − 1

q(q − 1)
+

p − q

pq
(t − 1), q > 1,

,8



����� ν1 = ν2 = 1 ���

Γp,q(t) =
tp+1 − 1

p + 1
+

t1−q − 1

q − 1
, q > 1,

��	� ν1 = min(p, q) ��� ν2 = max(p, q)


��� �� 
�� ����� 	�� ��������� �������	� ��������

Ψ(x s, μ) :=
n∑

i=1

ψ

(√
xisi

μ

)
,

����� ψ �� � ������������ ���
	���


��� 	�����	�
�� �����	��
� �� 	�� ������������ ���
	��� ���� �� 	�� ��
	 	��	 � ��		��

	�����	�
�� 
�������	� �� 	�� ���� �	�� ��	����� ����	 ������	��� 
�� �� ������ ����� 	���

�������	� ������� ��� 


! ������� ���� �� 	�� ��������	���
 �

N (τ) :=
{
(x, s) ∈ F+ : δ(x s, μ) ≤ τ

}
,

����� δ(x s) �� � 	�
����
� ������� ��� τ �� 
�� 	�
����
� 	�����
���

�� ���
�
� ���� 
��� � ��� 
� 
�� �������
�� ������
���

���

• N0(τ) := {(x, s) ∈ F+ : ‖x s − μe‖ ≤ τμ} ,

• Nc(τ) :=

{
(x, s) ∈ F+ :

∥∥∥∥√
xs

μ
−

√
μ

xs

∥∥∥∥ ≤ τ

}
,

• ��� ����
��� �����
� ������
���

�� ����� �� ������ �
� ����	�� �� �

�� ��  !!"� #


�� �
�������� 

 �� � $���� ������
���

�$�

N−
∞(β) :=

{
(x, s) ∈ F+ : x s ≥ β

xT s

n

}
,

��� �����	
 �	� �
� �����
 �� �
� ��
����
�

��� ��� 
� ������� �� 

 ���
�����
� 
�� %��

� ���
�� 

 � ���	��� �
�� 

 ��	����&� 
��

�
���
��� 
� 
�� 	�
����� ��� �
��
���� �

�
�
�� ��� ��
�
����� �
� ������� �

v =

√
xs

μ
, d =

√
x

s
, dx =

vΔx

x
, ds =

vΔs

s
, r = dxds, p = dx + ds, '(�)*+

����� �� ���� μ ≡ 1 �� 
�� �,�� ������� ���
��
��� -��
�������� 
�� 	�
����
� ������� 
�


�� ������ �	��� �� δ(v) = δ(x s, μ)� �
 �
� ����	�� δc(v) = ‖v − v−1‖�

./



����� �����	
�� �
� ������ ������ �� 
���

−M̄dx + ds = 0

dx + ds = v−1 − v

}

�
��� M̄ = DMD ��� D = diag(d)� �� 
�� �
� ��		��
�� ��	��
�� 
� �
� ����
� I + M̄ 
�

����	���

dx = −(I + M̄)−1v ��� ds = −M̄(I + M̄)−1v.

�� ������
�� �
� ����� ����
���� 
����� �
� ������	 �����
 �� �
� 
����
�� ��
�� ���
�

��� 
� �
� ��		��
���  

	� �
� ������� ��	� ����	� xT s 
� ��� 	����� �� ���� ����� ! 
���� ��

��	�� �
� ������ ������ ��� ������
�� �
� ���� 	����
 θ ���
 �
�� �
� ��� ��
�� �
		 �� 
�

�
� �������
��� ��
�
����
��� �� �
� ������	 ���
 N � "�� �� ���� �
�� �
� ���
�
�
�� �� �
�
��
�� 
� ��
	� 
��� �
� ��#�
�
�� �� �
� ��
�
����
����

������

�� �������� ��������� ε > 0$

�� 
�
�
�	 ��
�� (x0, s0, μ0) ∈ N �

��	
�

x := x0� s := s0� μ := μ0

��

� xT s ≥ ε ��

������ �
� ������	
�� ��������� μ$

��	��	��� �
� ������ �
����
��� �� ��	�
�� %&�'()$

������
�� �
� ���� 	����
 θ ���
 �
�� (x(θ), s(θ)) ∈ N $
x = x + θΔx, s = s + θΔs$

���

����

�
� ���
	� �� 
����
�� ��
�� �	���
�
�� 
� ���� �
������ �
��� ��� �
��� ��
� ������� ���

������� 
� �
� �	���
�
��*

'� 
�� �	����
� �������� �� ��� ��
������� 	�������� μ� �� �

� ������� �
��� ��� �
��� ��
�

������ �
� 	��� ����� �
� �
��� ���� ��� �
� �����
�� �	���
�
��� �� ���
 ����� �
�

��� ��	�� �� μ 
� μ = (1−γ)μ� �
��� γ ∈ (0, 1]� +�� γ 
� 
���������� �� �
� �
����
��

��� ��� ����	
 M 	� � P0�����	

 ���� M̄ ���� ������� �� P0
 ����������� ��� ����	
 I +M̄ 	� � P�����	

�� ��� ������� ��������� �� ����� ���
 ��� � P�����	
 	� ������� �� ����	�	�� �	�� ������	���� 	� ���	�	��

�� ��� ������  ��������
 	� M ∈ P0
 ���� ����	
 I + M̄ 	� !����	��� ��������

,'



�� ��� ����	�
 n �� ��� 	��
 ���� �	
�����
 ��� ��������� �� � 	����� ���
��

��
 ����

� ����	 ������ �� γ = 0.99�� �� ��� ��������� �� ��� ����� ���� ���� �� ������� �� n�

��� ���
�	� γ = 1/(2
√

n)� ��� �� ��� 	��� ���� γ �� ��� ��������� ��� ������� �� ���

�����	 ������

�� ��� ����� ��	
 ��
� ��
��� a �� ��� �����	 ������ ������� �� ��� ��
��	� ������ μ = 0

�� ������� ��
�	� a = −x s �� ������� ���� �� ��		�� ��� ���� ���	��
 �� ��� ���������

�����  � a = μ e−x s !� ��	" ����� � ��������
 �� � ��������� ����� #��������$���������

�	
�����
� ��"� ��������� ��� ��������� ����� �	�������%�	��

�� ��� 
���
� �� ��� 
�	���� ���� 	�����������
 N � �&�� � ��! %������� ���%���

��� �����	�
� �� �

 �
���� ���
������

���� ��� '�!��� ���������� Δx ��� Δs ��� �����
����� !� 
�"� � ��������� �� � 	�����

�����
� ��� (�������� ���
 ΔxΔs �� ��
	������ )�!�%��� ���� ���
 ��� �� �� ���������� ��

��� ��������� ��
�	����� ���	���� �� �������� ����� 
������� �� !� ���� �� ����
��� ���

��� ���� 	�

� �� ������	 ��� ��� ���	���� �� ��� �������� ����� �	
�����
�  � ���!�� ����

�� M �� � P∗(κ)$
������ ���� ��� ���	�� ������� �� ��� '�!��� ����������� ΔxT Δs ��� ��

������� ���
 ��	�!�

����� ���� �	
��� ��� κ ≥ 0� ��� �������	� ����� �������	�� ��� ��������	��

�� M ∈ P∗(κ)�

 � !�� ����� �������� 
����	�� �����" D �	
 ����� ξ, ν, h ∈ Rn# ��� �������	�

D−1ξ + Dη = h,

−Mξ + η = 0

������ �����

ξT η � −κ‖h‖2
2

�� !�� ����� ξ ∈ Rn �� ��

ξT Mξ � −κ inf
D

∥∥D−1ξ + DMξ
∥∥2

2
,

����� ��� �	$��� �� ��%�	 ���� ��� �������� 
����	�� �����
�� D�

��� ��		�!��
 ����
������ ��� ��� '�!��� ���������� ��� ���� �� ��� ��
�	����� ���	����

�� �������� ����� 
������� ��� ���� 	�

� �� ���%�� �� #���� �� *+,-�

,�



����� ���� ��� M �� �� ��������	 n × n ���
 ������ ��
 (Δx, Δs) �� � ��
����� �� ���

�	���� ������� ���� ∑
i∈I+

ΔxiΔsi ≤
1

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

.

��� ����� �� ��� 	�
� 
������
� �
 ��� 
��� ����� �
 
������ �� ��� ����� �� ����� ���

�� ����
� ���
 �
� ������� ��� � ��� 
�!�
� �
�������
 �����"
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����� ���� ��� ��� ������ M �� � P∗(κ)������� ��
 x, s ∈ Rn
+� a ∈ Rn� ��� (Δx, Δs) ��

��� ��
����� �� ��� �	���� ������� ����

‖ΔxΔs‖∞ ≤
(

1

4
+ κ

) ∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

, ‖ΔxΔs‖1 ≤
(

1

2
+ κ

) ∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

,

‖ΔxΔs‖2 ≤
√(

1

4
+ κ

) (
1

2
+ κ

) ∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

.
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$�� ���� F+ �
 
�
����� �
� ��" ��

%�� � "��� !�
����� �
����� �
������ ���
�� ��� �������
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�
����$!�� �� +�,��� �� ��� ��� � ��� �����"�
% ����� ����
 � !�$!��� ���� �
 ���
 ������

����� ���	 
����� ��� �
 ����� ��� M �� � ���
 ������� ��� ������ M ′ =

(
M I

−I O

)
��
���� �� ��� �
��� P0� ��
��� ��������� P∗� P∗(κ)� �������� ����
� ���� �� �!�"��	��������

�� ��
 ��
	 �� M ��
���� �� ��� ���� ������ �
���� ����������
	�

��� $
 !�

���� ��� �)* �
 %�#�
 �� -���.� /� �

$�� ���� ��� ��� �
����
 �� ������ M

�
� #�!��� q ��� �
��%���� ��� �
�$� ��
%�� L �� ��� �)* �
 ��	
�� �


L =
n∑

i=1

n∑
j=1

log2(|mij + 1|) +
n∑

i=1

log2(|qi| + 1) + 2 log2 n,

�
� ���

q̃ =
2L+1

n2
e.

��



��� ��������� �	
���� �� ����	
 �� 
�
 ���� �� 
� ��������

−M ′x′ + s′ = q′

x′ s′ = 0

x′, s′ ≥ 0

⎫⎪⎬⎪⎭ �
����

�����

x′ =

(
x

x̃

)
, s′ =

(
s

s̃

)
, q′ =

(
q

q̃

)
, M ′ =

(
M I

−I O

)
.

�� �����
� �������� ����� ��� ��� �	������� 	���� ���� ! �� ��
���" 
#
��
����

x =
2L

n2
e, x̃ =

22L

n3
e, s =

2L

n2
Me +

22L

n3
e + q, s̃ =

2L

n2
e.
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 ����$
��� ��� $����$���� ������� ��� ���%����� �� ��� �	������� ����&

��	 
�� ��� ���%����� �� ��� ������
� ���


����� ���� 	����� ��
 �� 
���� 
�� (x′, s′) =

((
x

x̃

)
,

(
s

s̃

))
�� � �
����
� 
� ���

�	
���� �
�����

��� �� x̃ = 0� ���� (x, s) �� � �
����
� 
� ��� 
	������ 
���

���� �� M �� �
���� �������� ��� x̃ �= 0� ���� ��� 
	������ 
�� ��� �
 �
����
��

'� ���� ���%�� �� ��		
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�� �� ��
���� )* ����� �������� ����� 
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���$�� ���� �� ���$%����
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��� �� ��� 	���
��� �
� ���� ������ 	
�������
���
� ��
���� ������ ����� ��� ��	����

u, z ∈ Rn �

	
 ���
��� �
� 	������
���

u + MTz = 0, qTz = −1, uz = 0, u, z ≥ 0. �����

�
� ��� �� ����
 !� ��!��
��� �� �
� ���� 
�

FD = {(u, z) ≥ 0 : u + MTz = 0, qTz = −1}.

"� �
�� �
�� �
� ���! ��� 	��  � ��!��� 
� #�!���$
�! �
$� 
� �
� $���
% 
� ���

��&	
���' �� 
� �

� 	��� �!! ����
 !� ��!��
��� ��� 	�$#!�$������ ���� ��$$� ��(�� �

�

����!� �
�!�� �� 
$#����$��� 	�$#���� �� ���!
�� )���� #�!���$
�! �
$� 	�$#!�%
�� ����!��'

�		���
�* �� �

	
 �� ��� 
� ��!�� !� 
� #�!���$
�! �
$� ��� P∗(κ)+$���
	�� �
�
 )����

κ ≥ 0� ��� �� �
� �#�	
�! ����	���� �� �
� ����' �
� #�!���$
�! �
$� 	�$#!�%
�� ��


����
�� #�
�� $��
��� ��#���� �� �
� ��� ��&	
��	� #��#���� �� �
� 	��&	
��� $���
% M �

,���
��$���' �� #������ �� -� �
����$ ��� �
� ���! ��� �
�
 �� 
����� $���
% M � �
�

����!�� �� �

� 	
�#��� 
���  ��� #� !
�
�� 
� #�#�� ��(��

�
� 	��	�#� �� -� ��%
�����
�!!� #�!���$
�!+�
$�� �
����$� ��� 
������	��  � ��$����

��� -�$���� �.�� /� 
� � �
����$ �� �
� ���$�

[∀x : F1(x), F2(x), . . . , Fk(x)],

�
��� Fi(x) 
� � #���
	��� ���$�!� �

	
 
�� �
� ���$

Fi(x) = [∃yi ��	
 �
�� ‖yi‖ ≤ ‖x‖ni ��� fi(x, yi)].

..



���� ni ∈ Z+� ‖z‖ ������	 �
� �������
 ���
�
 �� z ��� fi(x, yi) �	 � ��������� ��� �
��


�
��� �	 � �����������	��� �����������

�
� ��� ������� �
����� �� �� �� ���� ��	 
����  � !�"���� #���"� ��� ������ $%&'(

������� ��	 ��� � ������ M ∈ Qn×n �	
 � ����
� q ∈ Qn �� ����	� ���	 �� ����� 
	� 
�

��� �
��
��	� �������	�� �
�
��

)�* ��� ��� ��� � �
������	���� �������� �
����
	 (x, s)� ��
�� �	�

�	� ���� �� �
��	
�

������ �
�	
�
�

)��* ���  ��� ��� � �
������	���� �������� �
����
	 (u, z)� ��
�� �	�

�	� ���� �� �
��	
�

������ �
�	
�
�

)���* ��� ������ M �� 	
� ��!���	� �	
 ����� �� � �����"���� ��
�� �	�

�	� ���� �� �
��	
�

������ �
�	
�
�

!�"��� ��� �����"� $%+' ������ � ����������� �
����� ��� ,�������� ���
������
 ��

�������� �������	� -	 �
�� 	����� �� �
��� ������ �
� ��� ������� �
����� ������	 ����

�
����� .�& �� $%+' ��� 	�/����� �����0 ���	�

������� ��
 ��� � ��!���	� ������ M ∈ Qn×n �	
 � ����
� q ∈ Qn �� ����	� ���	

������� 
	� 
� ��� �
��
��	� �������	�� �
�
��

)�* ��� ��� ��� � �
����
	 (x, s)� ��
�� �	�

�	� ���� �� �
��	
������ �
�	
�
�

)��* ���  ��� ��� � �
����
	 (u,v)� ��
�� �	�

�	� ���� �� �
��	
������ �
�	
�
�

- ������ ��� ���	�������� ����� �� �
� ��� ������� �
����� ���  � ����� �� $1+'�

#�� �� 	
�� �
�� �� �
� �����0 �	 ��� 	�/������ �
�� ��� ���	� �� 	�������	 �� �
� 2���

��� ��� ���� �����
������  �� ������������� �	 ����� 3�	�� �� �
�	 ��	��� �� 
�� �� ��

�
����� ��� �
� 2����

����� ��
 ��� ��� ������ M �� �
� ��!���	�� #� (u, z) ∈ FD� ���	 (u, z) �� � �
����
	 �


���  ����

������ �
� ������ (u, z) �	 � ���	� �� 	������� �� �
� 2���� �
������� u, z ≥ 0 ��� u =

−MTz� 	� �
� ��������������� 
�� �	 �����
�����

0 ≤ uz = −zMTz = −ZMTz.

!��� 
���� ���  � 2�������� %�4� �� �
� �����0 M �	 � ��� 	�/����� �����0� �
�� ZMTz = 0�

�
�	 uz = 0� �

&+



��������� ��� ��� ��� �����	 M 
� ��� 
�������� ���� ��� ���� ��� 
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����� �� �����

������ �����

	���
� �� ����� ��	
 �� M �
 ��� 
�������
 ��� ���� ����
 �� 
���� ��� ���
������� �������

�� ��� ����
 ���� �
 ��� ����
 �� 
���� ���� � ������ ���
������� ������� ���� ��� �� 
�����

�� ���������� ����
 ���� �� �������� ����� ������
  !"#� �

$� ���� ������� ��������� ���� ����� �
 �� %���� ���������� ���� ��������� �� ����%

������� � �����& �
 ��� 
������� �� ���� '�� ��������� ������� ���
���
 ��� ���������


����� ��� �� ������ ����� �� ��� ������� ���� �� ��������� �����& �
��� � ����������

���� ����������

��
��
� ��� ��� ��� �����	 M ∈ Qn×n ��� ��� ������ q ∈ Qn 
� ������ ���� �� ��� 
�


���� �� ���������� ���� ���� �� ���
� ��� �� ��� ��������� 
��������
 ����
�

(�) ��� ���� ��
 � ���
�
�� ������������� 
������� (u, z) ���
� �������� 
�!� �
 �������

������ 
�������

(��) ��� ��� ��
 � ���
�
�� 
������� ���
� �������� 
�!� �
 ������������ 
�������

(���) ��� �����	 M �
 ��� ��� 
������� ��� ����� �
 � �����"���� ���
� �������� 
�!� �


������������ 
�������

	���
� *���� � ���������� ���� ��������� �� 
���� ��� ���
������� ������� �� ��� ����


����
 �� +�� � ����� �� ��� 
�� FD� '��
 �
 � ������ ���
������� �������
 ���
 �� ��� �� 
�����

�� ���������� ���� ���� ���� �������� ����� ������
 �
��� ��� 
���,���� ��������� ������-��

(
��  !"#)� .� FD = ∅
 ���� �� ��� /��%�
 ����� FP �= ∅
 ��� � ������ ���
���� ����� ���

�� ���� ��� ���� ��� 
������� �� ��� ��������� �������
 ���
 �� ��� ��� 
����� ��
� ��

���������� ���� �
 ����� 0������
�
 �� ��� � ����� (u, z) ∈ FD� .� ��� ���������������

��������� uz = 0 ����

 ���
 ���� ��� ����� (u, z) �
 � 
������� �� ��� ����
 
� �� ��� ���

+�
� ��
�� /������
 �� ��� ���
���� 
������� (u, z) �
 ��� �������������
 ���� ��������� ��

����� ��	 ������ z �������
 � �����+���� ���� ��� �����& M �
 ��� � ��� 
������� �����&�

*
 ��� �������� 
�1� �� ��� 
������� �� ��� 
���,���� ��������� ������� 2 ����� � ������

�������� ��������� 2 �
 ������������ �������
 ��� ����� ������ ����
� �

0�
���� ���� '������ ��3 �
 �� �� 4� ����� ���� '������
 ��5 ��� ��3 ���� ���� ���

���
 ��� '������ ��5 ���������
 ��� ������� ���� ��� ������
 ����� '������ ��3 ����

��� ���� 
���� '�� ��������� �� '������ ��3 �
 ���� �� ��������� �����+����
 �� ����������

����� '�� ����� �� '������ ��5 �
 ���
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�� �� ��� ���
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�� ������� � ��	
��� �
 ��� �������������� �	������	���		����	 ����	��	 ����� ����	���� 
�	

���
 
�	 P∗(κ)����	���
 �� ���
 ������	� �� �

��� ���� ���	� �
 � 
�	����� ��
����� 
��
����


������� ������ ���� ��� ����	��	 ����� �

������� ����
�

!�� �
 ��� "	
� ��	
���
 �
 ��� �	������	���		����	 ����	��	 ����� ����	����
 
�	 �����	

�	��	������ �	�����
 #�
 ���	������ �� $�������� $���	 ��� %��� &'()� ���
 ����	����

����
 ��	� ��		����	 
���
 �
��	 ���� �	������	 
��� �� �	��	 �� 	���	� �� ��� ���	��	����

��������	���� �
 ��� ����	�� ����� ������ ���� ��� �� &(*) �����
��� 
��� � �	������	�

��		����	 ����	��	 ����� ������ 
�	 ��� �����	 �	��	������ �	����� �� #���� ���� �	������	


��� �
 
����#�� �� � 
����� ��		����	 
��� ��� #��
� ���	����� ������+��� �
 ��� ��
� ,��#�

�� ��� �����	 �	��	������ ����	���	�� -�
�	�����	 ��� �� &.') �+������ ���
 	�
��� �� ���


#��� � ��
����� 
�����"���� ���	�+ #��� ��� 
��� ���	����� ������+����

/� ��� �
 ��� ��
� ����	
 �� ����	��	 ����� ����	����
 0�1��� ������ ��� ��
��
�

&(2) �3�	�� � ���������� �	��������� ����	��	 ����� ������ 
�	 ��
����� 
�����"���� ���	�+

���
� ��� �	���	���
 �
 � ��	� ����	�� ���	�+ ���

 ��� �� 
�	������� �� � ����	�� #��


	�� ��� ���	����� ������+��� �����
�
 �
 ����	 ����	����� -
 #� ���� ��	���� ���������

�� ������	 2 ���
 ���

 �
 ������ P∗(κ) ���	�+ ���

 �� 0�1��� �� ��� &(4)� ��� �	���������

����	��	 ����� ����	���� �
 0�1��� ������ ��� ��
��
� �
 ����	������ �� P∗(κ)����	���
�

���
 ����	���� �
 ��
� ���������� �
 
��� � κ̂ ≥ 0 �
 ,��#� ���� ��� ���	�+ �
 ��� �	�����

�
 P∗(κ̂)����	�+� ��� ���	����� ������+��� �
 � ���������� �
 κ̂ ��� �����
��� n ��� ��� ���

������ L �
 ��� �	������

��� ����	�� ������� �
 ��� ���, �� ����	��	 ����� ������
 
�	 ���
 �� 0�1��� �� ���

&(4) #�
 ��� ���	����� �
 ��3�	��� ����	��	 ����� ����	����
 
�	 P∗(κ)����	�+ ���
 �� ���

���5 67
�
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�

��� ����� �� 	
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�	����	��� �	� �	����� �� ���� �	� ��������� ������������

�� �	� ������� ����� (x0, s0) ∈ F+� ����� F+ �= ∅ ��
 �� �������� ����� �� ������
�� �	� ��� ����� �����! M �� � P∗(κ)"�����! ���	 �� � ������ ����� κ ≥ 0�

��� ��� ���	
��
���
�����
� ���
�
���

#� ��� �	� ���!����$ ������� δc ��
 �	� ������� ���	 ����	����	��
 Nc �	����	 �	� ���"

��������� ��
 ����$��� �� �	� �������	� %��� &	����� ' ��� �	� 
�(�������)� *�� 0 < τ < τ̂

�� �	� �������� ���!����$ ���������� 
�(���� �	� ����	����	��
 �� �	� ������� ���	 %�	���

���������	�� ���� �� 
��������
 �����)�

+� �	� ���
������ ���� �� ���,� �	� -����� �$���� %'���) ���	 � ����
$ μ = 0 �	����

���� � ��,�� ������� ����� (x0, s0, μ0)� �	��	 �� �� �	� ������� ����	����	��
 �� �	� �������

���	� �����$ δc(x
0 s0, μ0) < τ � #� 
����� �	� �������� �$ (Δpx, Δp s)� *�� ��� ��� �����

��

xp = x0 + θp Δpx, sp = s0 + θp Δp s, μp = (1 − θp)μ0,

�	��� θ ∈ (0, 1] �� �	� ��!���� ���� ������ ��� �	��	 δc(x
p sp, μp) ≤ τ̂ �� �����(�
� ����� ��

����� ������� ������ �� 
�,������ ���� �	� ������� ����	����	��
 ����� �	� ���
����� �����

�	� ��� �� �	� ��������� ���� �� �� ������ �� �	� τ "����	����	��
 �� �	� ������� ���	�

.$ ���,��� �	� -����� �$���� %'���) ���	 x = xp, s = sp, μ = μp� �� ��� (Δcx, Δcs)� *��

�	� ��� ����� ��

xc = xp + Δcx, sc = sp + Δcs, μc = μp,

�� �� �������� ���	 �	� ���
����� ���� �� 
� � ���� -����� ���� 	���� �	� ����� (xc, sc, μc)

���� �� �� �	� τ ����	����	��
 ������ �� �� ��� �������� �	� ��������� ���	 �	�� ����� �� ��

������� ����� (x0, s0, μ0)� ����� �	� 
�����$ ��� �� ��� ����� �����	�

/����
����$� �� ���� ��� �	� ��������� ��������� �� �	�� �	������ �� ���	 ��������� �	�

������� ������� ����� �� (x, s)� �	� ���
����� -����� 
�������� �� (Δpx, Δp s) ��
 x(θ) =

x+θΔpx� s(θ) = s+θΔp s� μ(θ) = (1−θ)μ� #� ��� �	� ���
����� ����� ���	 �	� ���� �����	

θp� �����$ xp = x(θp)� s
p = s(θp)� μp = μ(θp)� �	� ��������� -����� 
�������� �� (Δcx, Δcs)

��
 �	� ��������� ����� �� xc = xp + Δcx� s
c = sp + Δcs� 0�������$ �� ��� �	� ������������

��� �	� ��������� �� �������� ����� ���	��� � ����������� �� �� ��� �	� ������� ����� (x, s, μ)�

���	 ����������� p �� �� ��� �	� ���
����� ����� (xp, sp, μp) ��
 ���	 ����������� c �� �� ��� �	�

��������� ����� (xc, sc, μc)� ��� �!����� v =
√

x s/μ� vp =
√

xp sp/μp ��
 vc =
√

xc sc/μc�

1���	������� v(θ) =
√

x(θ)s(θ)/μ(θ)�
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 �������� ��������� ε > 0�

����	�	�� ���������� τ , τ̂ � 0 < τ < τ̂ �
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	�	�� ��	
� (x0, s0, μ0)� δc(x
0 s0, μ0) ≤ τ �

�����

x := x0� s := s0� μ := μ0

����� xT s ≥ ε 	�

�
�	����
 ����

��������� ��� ����	���� �����
 �	����	�
 (Δpx, Δp s) �� ����	

 ����� �	�� μ = 0�

������	
� θp = max
{
θ > 0 :

(
x(θ), s(θ)

)
∈ F+ �
� δc

(
x(θ) s(θ), μ(θ)

)
≤ τ̂

}
�

xp = x + θp Δpx, sp = s + θp Δp s, μp = (1 − θp)μ�

��

����
 ����

��������� ��� ��������� �����
 �	����	�
 (Δcx, Δcs)

�� ����	

 ����� �	�� x = xp, s = sp, μ = μp�

xc = xp + Δcx, sc = sp + Δcs, μc = μp�

x = xc, s = sc, μ = μc�

��	

��	�
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 ��� ���� �� ��� ������� �� ���� �	�� ��� �
����	� �� ��� ����	��� ��
��	���� !
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�
����	� �� ��� ����	���� ���� �� �	�� 
	�� ��
�	�	�
� �� ��� ���� ��

�� θ �
� �� ��� ���������

���� �� ��� ����	�	�� ���������� τ �
� τ̂ �

����� ��� ���	
��
� ����

"�� (x, s) ∈ F+ �
� δc(x s, μ) < τ � #� ����� ��� �����
 ������ �	�� ��������� μ = 0 ����

���
� �� 
�� ��� ������	

 ������ ����	���� �������

−M̄p dp
x + dp

s = 0

dp
x + dp

s = −v

}
���� ��� ��������	 �
 	�����
 �� ������� ����
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v =

√
x s

μ
, dp

x =
vΔpx

x
, dp

s =
vΔp s

s
, d =

√
x

s
��� M̄p = DMD.
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�� (xp, sp) ∈ F+�

�� δc(x
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� �� �� �� ����� �� ��� ������
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��� ����������� ����

xpsp = μp v2 + θ2
p μdp

xd
p
s , ��� �
 (vp)2 =

xpsp

(1 − θp)μ
= v2 +

θ2
p

1 − θp

dp
xd

p
s > 0

�� ��	������ �
� (xp, sp) ∈ F+� �� �������� �� ����� �� (dp
xd

p
s)i ≥ 0� ���� 
���
���� vp

i > 0 ��

����� ��� �� (dp
xd

p
s)i < 0� ���� ��� 	
�����
� θ2

p /(1 − θp) < −v2
i /(dp

xd
p
s)i ��� �
 �
�� �
� ���

���
 �������

��� �� ���
�� ϕ̂ = min

{
− v2

i

(dp
xd

p
s)i

: (dp
xd

p
s)i < 0

}
� ��� ϕ = θ2

1−θ
� �
 ����� �� � 
�� �
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����	� ������� � 

������ ϕ ��� 0 < θ < 1� !��� ϕ ∈ [0, ϕ̂) �� ��� ��	������

	
�����
� �
� (xp, sp) ∈ F+ �
 �� ���������

��� �� �
� ������� ��� ��	
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�����
� �
� 	�

���� ���
 ������ θ� "
� ���� 
��
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�
��� ��� 
�
������ ������� 
� ��	�
� v(θ)

δc(v(θ))2 = ‖v(θ)−1 − v(θ)‖2 = δc(v)2 + eT

(
e

v2 + ϕdp
xd

p
s
− e

v2
+ ϕdp

xd
p
s

)
.

#���
�
���� �
 $%&'� ��� f : [0, ϕ̂) → R �� ��� ���	��
� 
� ��� ϕ ������ �� ��� ��(����	�


� ��� �)���� 
� ��� ��� 
�� 
�
������ ��������� ������
��

f(ϕ) = δc(v(θ))2 − δc(v)2 = eT

(
e

v2 + ϕdp
xd

p
s
− e

v2
+ ϕdp

xd
p
s

)
.

�� �� ���� �
 ��
� ���� ��� ���	��
� f �� ����	��� 	
���� ��� �
��������� 
� ��� ��������

[0, ϕ̂)� f(0) = 0 ��� lim
ϕ→ϕ̂

f(ϕ) = ∞� "�
� ��� 
�

������ 
� ���	��
� f � �� �
��
�� ���� ���

�)����
�

f(ϕ) = τ̂ 2 − δc(v)2

��� � ���)�� �
����
� 
� ��� �������� [0, ϕ̂)� ��� �� �� ϕ∗ = (θ∗)2

1−θ∗ � ��� ���� ��� ���
 ������

	�� �� 	
�
���� �� θ∗ =
−ϕ∗+

√
(ϕ∗)2+4ϕ∗

2
�
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����� ��� ��� θ∗ �� ��� ��	���
 ������
� ���
 
����� ���� ���� δc(v(θ)) ≤ τ̂ ��� ��� ���


���� (x(θ), s(θ)) ∈ F+ ��� �

 0 < θ ≤ θ∗�

�	

�� �� θ > θ∗� ���� δc(v(θ)) > τ̂ ��	
� �
 
�������� �� θ∗� ��� ��� �������	��
 �� ��� ����

	����� θ∗ ��� ��		����� ���������� ���� �� �� �������
�

q + Mx(θ) = s(θ),

x(θ), s(θ) > 0, ∀ θ ∈ [0, θ∗].

������� �� ��� �������
 ���� ∃ θ′ ∈ [0, θ∗] : x(θ′)s(θ′) = 0� ���� limθ→θ′ δc(v(θ)) = ∞� ����
������
���� �� δc(v(θ))2 = δc(v)2 + f(ϕ) < ∞� �

����� ��� �	

���	
 ���


�� ��� ���
����� ���� ��� ����� (xp, sp, μp) �� �������
� ��� ��� ��� �� �� ������ ���� ���

τ̂ �������������
 �� ��� τ �������������
 �� ��� ������	 ����� ��� ����� �� ��	�� ��� ��		�����

������ �
����

−MΔcx + Δcs = 0

xpΔcs + spΔcx = μpe − xpsp

}
 ���� ���	���� ��� ���

−M̄c d
c
x + dc

s = 0

dc
x + dc

s = (vp)−1 − vp

}
�����

vp =

√
xp sp

μp

, dc
x =

vpΔcx

xp
, dc

s =
vpΔcs

sp
, dp =

√
xp

sp
, Dp = diag(dp), M̄c = DpMDp .

����� xc = xp + Δcx, sc = sp + Δcs, μc = μp = (1 − θp)μ, ��
 vc =
√

xc sc/μc �

�� ���� (vc)2 = e + dc
xd

c
s� !� ��		 ��� ���� (vc)2 = e + dc

xd
c
s > 0� ����	
� ��� ���������

����� �� ������	� �� τ ��������� �� �� ��� ����� �������	 "#���������� $�%&� ������� �� ���� ����

‖dc
xd

c
s‖∞ < 1�

'
 ����	�� ����������� �� ��� ((vc)−1)
2

=
e

e + dc
xd

c
s

� ���� ��� ���(����
 ������� ��

δc(v
c)2 = ‖vc − (vc)−1‖2 = eT (dc

xd
c
s)

2

e + dc
xd

c
s

.

�����
����� rc = ΔcxΔcs/μp �� ��� ��� ��		����� �(��������)

δc(v
c)2 = eT (rc)2

e + rc
=

n∑
i=1

(rc
i )

2

1 + rc
i

=
∑
i∈I+

(rc
i )

2

1 + rc
i

+
∑
i∈I−

(rc
i )

2

1 − |rc
i |

,

*+



����� I+ = {1 ≤ i ≤ n : rc
i > 0} ��� I− = {1 ≤ i ≤ n : rc

i < 0}�
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���� ���� ��� ����� ����� ���� �
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��� ��
� κ = 0� �����
� M 

 � P∗(κ)�����
� �� �� �
�
�� ��� ������
�! �
�
���
�� ����
"∑
i∈I−

|rc
i | ≤ (1 + 4κ)

∑
i∈I+

rc
i . #��$%

&��� 
��'���
�� #��$% ������
 ���� maxj rc
j > 0 #
� maxj(Δcx)j(Δcs)j > 0%� (�

 ���
�'�����

�
�� �� �
�� ��� ������� 
� �����

�
�� ����

)� ��� �
�
���� ��� �

����� �� ��� ��� ��
�� ��� ��� ������� ���� �� �����
�! ���

�������� �� ��� 
� �
�� ���� ��� #��$% �
 
� ������
"

δc(x
c sc, μc)

2 =
n∑

i∈I+

(rc)2
i

1 + rc
i

+
n∑

i∈I−

(rc)2
i

1 − |rc
i |

≤
n∑

i∈I+

rc
i ‖rc‖∞

1 + ‖rc‖∞
+

n∑
i∈I−

|rc
i | ‖rc‖∞

1 − ‖rc‖∞

≤ ‖rc‖∞
1 + ‖rc‖∞

∑
i∈I+

rc
i +

‖rc‖∞
1 − ‖rc‖∞

(1 + 4κ)
∑
i∈I+

rc
i

=
2‖rc‖∞

1 − ‖rc‖2∞
(1 + 2κ + 2κ‖rc‖∞)

∑
i∈I+

rc
i .

	����
�! ��� �
�
���
�� �� *����� �
����
��
 
� +���� ,�$, �
�� a = μpe − xp sp �� ��-�

‖rc‖∞ ≤ 1 + 4κ

4
δc(x

p sp, μp)
2 ���

∑
i∈I+

rc
i ≤

1

4
δc(x

p sp, μp)
2. #��.%

*�� �� ��� ����
��� ��� �
�
���
�� �� δc(x
c sc, μc) �
 
� ������
"

δc(x
c sc, μc)

2 ≤ 2‖rc‖∞
1 − ‖rc‖2∞

(1 + 2κ + 2κ‖rc‖∞)
∑
i∈I+

rc
i

≤ (1 + 4κ)δ4
c

16 − (1 + 4κ)2δ4
c

(
2 + 4κ + κ (1 + 4κ) δ2

c

)
,

����� δc := δc(x
p sp, μp)�

)� ����� �
/� �� 
��

�� δc(x
c sc, μc)

2 < τ 2� (� ���
�-� ��

� �� ��'�
�� � 
����!�� ����
�
���


����
(1 + 4κ)δ4

c

16 − (1 + 4κ)2δ4
c

(
2 + 4κ + κ(1 + 4κ)δ2

c

)
< τ 2.

	���� 

���� ��������
�� �� !��

κ(1 + 4κ)2δ6
c +

[
(2 + 4κ)(1 + 4κ) + (1 + 4κ)2τ 2

]
δ4

c < 16τ 2. #��,%

��



�� ���� ��	� δc = δc(x
p sp, μp) < τ̂ 
 ��������� �
�� 	 ��
�	��� ���
�� �� τ 	�� τ̂ 
 
����	�
��

����� �	� 	 �����
�� 
� ����� �� δc� ����
�
�� ����� ������� �� �	� ������� ��� ���	�
����
�

������� τ 	�� τ̂ 	� �������

κ(1 + 4κ)2τ̂ 6 +
[
(2 + 4κ)(1 + 4κ) + (1 + 4κ)2τ 2

]
τ̂ 4 < 16τ 2. ��� �

����� ��� ��

τ̂ <
2
√

τ√
1 + 4κ 4

√
2 + τ 2

, �����

���� ��� ����	
���� 
���� �� ��	� ��� 
�� τ̂ > τ > 0 
�� ��� 
�� κ ≥ 0�

�	

�� !� 
����	�
�� ����� ��� �	�

τ̂ 6 <
64τ 3

(1 + 4κ)3(2 + τ 2)
√

2 + τ 2
	�� τ̂ 4 <

16τ 2

(1 + 4κ)2(2 + τ 2)
.

"��� 	����
�� 
����	�
�� ��� � �� ���	
�

κ(1 + 4κ)2τ̂ 6 +
[
(2 + 4κ)(1 + 4κ) + (1 + 4κ)2τ 2

]
τ̂ 4

< 16τ 2 1

1 + 4κ

[
4τκ

(2 + τ 2)
√

2 + τ 2
+

2 + 4κ + (1 + 4κ)τ 2

2 + τ 2

]
< 16τ 2 1

1 + 4κ

2(1 + 4κ) + (1 + 4κ)τ 2

2 + τ 2
= 16τ 2.

"�
� ��������� ��� ������ �

����
���
�� ��� ���	�
����
� ������� ��������� 	�� ����
���� ����
�
�� �	�	������ τ

	�� τ̂ �
#�� 
� $�����
�
�� ��%
 �� �	� ������
�� ��� ��
�	��� #	��� �� τ ������
�� �� ���

�	�	����� κ�

����� ��� �� τ <

√
−1 +

√
1 + 16

(1+4κ)2
� ���� ����� ������ 
 �������� τ̂ ��
� �
������ 
����


�� ��� �	�� ������ ���� �� ��
����� �� ��� ��������� �����

�	

�� !� $�����
�
�� ��% �� �	#�

τ < τ̂ <
2
√

τ√
1 + 4κ 4

√
2 + τ 2

,

��
�� 
���
��

τ 4 <
16τ 2

(1 + 4κ)2(2 + τ 2)
.

&&



����� ���������	��� 
� ���

(1 + 4κ)2τ 4 + 2(1 + 4κ)2τ 2 − 16 < 0.

��� 
��� ������ �� ��� ��������� ���������� �� ��� ���� ���� �� ��� �������� ���������� ���

(τ 2)1,2 =
−2(1 + 4κ)2 ±

√
4(1 + 4κ)4 + 4 · 16(1 + 4κ)2

2(1 + 4κ)2
= −1 ±

√
1 +

16

(1 + 4κ)2
.

����������� ��� ������ 
� ��� ��� ���� �����	����

��� ��������� (xc, sc) ∈ F+� ��	��� ���� xc sc > 0 �� ���������� 
��� (vc)2 = e + dc
xd

c
s > 0�

���	 ���������� � �!" �����
�

‖dc
xd

c
s‖∞ = ‖rc‖∞ ≤ 1 + 4κ

4
δc(x

p sp, μp)
2 ≤ 1 + 4κ

4
τ 2.

#���� ��� ����� ����� $���� �� τ

‖dc
xd

c
s‖∞ <

1 + 4κ

4

(
−1 +

√
1 +

16

(1 + 4κ)2

)
<

1 + 4κ

4

√
16

(1 + 4κ)2
= 1.

�

%$������� ��� ����� �� κ �&���� ��� ��
� �� ��� �����$������� ����	����� τ ��� τ̂ � ���

������ ��� ����� �� κ ��� ��� �	����� ��� τ ��� τ̂ �����$�������� ��� 
���� ������� ���� ���

'�
���(����()� ���������*��������� ��������	 ��+�� ��� ��������� ��� ��� ��������� ����

������������

��� ������	
� �

����	�� ������	�

���������� 
� ���� 
��� ��� ��������� ��	������� �� ��� ��������	 �����
��� ��� �������� ��

,- .� ��� ���� �������� 
� ���� � ��
�� $���� �� ��� 	���	�� �����$�� ���� ������ �� ���

��������� /�
��� ���� θ∗� 0� �����	��� �� �� ����� ������ �� ���� 
� ���� �� ����� $����

�� ��� ����� �� �������� f ��� ����� ���� 
� �����	��� � ��
�� $���� �� ϕ∗� �������� �

$���� �� θ �� ��	������

0� 
��� ��� ��� �����
��� ��		� �� ��� ����	�������

����� ��� ������ ��	 x, s ∈ Rn
+ 
�� μ > 0 �
���� 
�� ��	 δ2

c(x s, μ) ≤ 2η� ����

1

1 + η +
√

2η + η2
≤ xisi

μ
≤ 1 + η +

√
2η + η2, ��� 
�� i = 1, . . . , n.

-1



��� ��� ���	
���
�� �
 ����� ��� �
�� η = τ2

2
�
���

1

m(τ)
≤ min

i
v2

i ≤
∥∥v2

∥∥
∞ ≤ m(τ)� ����� m(τ) = 1 +

τ 2

2
+

√
τ 2 +

τ 4

4
. �����

�
���� �� �
�
�� ��� 
���
�	� ��� �
 ϕ 
��� ��� ������[
0 ,

3

8

mini xisi

maxj (Δpx)j(Δps)j

]
���

(
3

8

mini xisi

maxj (Δpx)j(Δps)j

, ϕ̂

]
.

�� �
�� � 	���� �� �� �� ϕ∗ �� ��� ��� 
������	� ��������	!� "� ��� ������ 
������	
3
8
m(τ)/‖rp‖∞ 
� � ��
�
�	 	���� �� �� ������ rp = ΔpxΔp s/μ�� "� ��� #��� 
������	 ���


 ���
�� f 
� #�
�� ���� �� 3
8

mini xisi

maxj(Δx)j(Δs)j
≤ ϕ̂ ���� �������� $%& �
		 �� ���	!'�� 
� ���

(���
�� ��$�� )����
���� �� ��� ��� ��  ���� �� �� �� ��� 
 ���
�� ��	 � �
 f �� ��� #���


������	�

����� ��� ��� ��� ϕ ∈
[
0, 3

8
mini xisi

maxj (Δp x)j(Δp s)j

]
��� ��	

f(ϕ) ≤ (1 + 4κ)ϕh(τ)
∑
i∈I+

rp
i , ���*�


���� h(τ) = 8
(

m2(τ)
5

− 1
11m2(τ)

)
��� rp = Δp xΔp s

μ
�

��		
� +�
�� ��� �������
�� �
 ��� 
�#�
�! ���� ��� P∗(κ),����
��� ��� ���

f(ϕ) =
n∑

i=1

(
1

v2
i + ϕ rp

i

− 1

v2
i

+ ϕ rp
i

)
=

n∑
i=1

ϕ rp
i

(
1 − 1

v2
i (v

2
i + ϕ rp

i )

)

=
∑
i∈I+

ϕ rp
i

(
1 − 1

v2
i (v

2
i + ϕ rp

i )

)
−

∑
i∈I−

ϕ |rp
i |

(
1 − 1

v2
i (v

2
i − ϕ |rp

i |)

)

≤
∑
i∈I+

ϕ rp
i

(
1 − 1

‖v‖2∞(‖v‖2∞ + ϕ‖rp‖∞)

)

+
∑
i∈I−

ϕ |rp
i |

(
1

mini v2
i (mini v2

i − ϕ ‖rp‖∞)
− 1

)

≤
∑
i∈I+

ϕ rp
i

(
1 − 1

‖v‖2∞(‖v‖2∞ + ϕ‖rp‖∞)

)

+
∑
i∈I+

ϕ rp
i (1 + 4κ)

(
1

mini v2
i (mini v2

i − ϕ ‖rp‖∞)
− 1

)
.

-���
���
�� ��� ����
� �
 
 ���
�� f ��� ���	!
�� ���
���
�� �����

ϕ‖rp‖∞ ≤ 3

8
min

i
v2

i ≤ 3

8
‖v‖2

∞ ≤ 3

8
m(τ) ��� min

i
v2

i ≥ 1

m(τ)

�&



����� ��� �	 
�� 
�����
	 ��	 	��������� 
���� ��	���
� ��	�
�����	��

f(ϕ) ≤ ϕ
∑
i∈I+

rp
i

[
1 − 1

11
8
m2(τ)

+ (1 + 4κ)

(
1

5
8

1
m2(τ)

− 1

)]

= ϕ
∑
i∈I+

rp
i

[
8
m2(τ)

5
− 8

11m2(τ)
+ 4κ

(
8m2(τ)

5
− 1

)]
,

��	�	 m2(τ) ≥ 1� ��	�	���	 8m2(τ)
5

− 1 ≤ 8m2(τ)
5

− 8
11m2(τ)

� �

��������� ��	 �� ϕ ∈
[
0, 3

8
mini xisi

maxj (Δp x)j(Δp s)j

]
� ����

ϕ ≥ f(ϕ)

(1 + 4κ) h(τ)
∑

i∈I+

rp
i

. �����

���	��
	�� �
	 ��� ���
���� ����	����� ϕ∗ 
�� ���

ϕ∗ ≥ ϕ̃ = min
i

{
τ̂ 2 − δ2

c(x s, μ)

(1 + 4κ)h(τ)
∑

i∈I+
rp
i

,
3

8m(τ)‖rp‖∞

}
.

��	 ���	� ��
�� �� ϕ∗ �� ������	� �� 
���� ��	 ���� ����	�	�� ��  �������� ��! ����

�
�����
���� ��	 ��"���� ���
	 �� f(ϕ)� 
�����	���� ��	 �	����
�	� ������ �� �
�
���� f �

��	 �	"� �	��� ���	� 	���������� ��� �
���	� �	���	���� �� ��	�
����� ������


���� ��
 ��� rp = Δp xΔp s

μ
� ����

∑
i∈I+

rp
i ≤ n

4
m

(
τ√
n

)
��� ‖rp‖∞ ≤ 1 + 4κ

4
nm

(
τ√
n

)
.

������ #� δc(x s, μ)2 ≤ 2η� ��	� ���	� �� $	��� ��% ��� &!�'

1

m
(√

2η
n

) =
1

1 + η
n

+
√

2η
n

+ η2

n2

≤ xT s

nμ
≤ 1 +

η

n
+

√
2η

n
+

η2

n2
= m

(√
2η

n

)
.

(� �������� $	��� )�*) �� ��	 �	
��� a = −xs ��	 ���

∑
i∈I+

ΔxiΔsi ≤
1

4

∥∥√xs
∥∥2

=
xT s

4
���

∑
i∈I+

rp
i ≤ xT s

4μ
≤ n

4
m

(
τ√
n

)
.

��	 ����	�	�� �� ‖rp‖∞ 
�� �	 �	�

	� ���������� �

!+



��� �� ����	 
�� �
� �	�

ϕ∗ ≥ ϕ̃ ≥ 4

n m
(

τ√
n

) min

{
τ̂ 2 − τ 2

(1 + 4κ) h(τ)
,

3

8 m(τ) (1 + 4κ)

}

=
4

n m
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

min

{
τ̂ 2 − τ 2

h(τ)
,

3

8 m(τ)

}
=

4γ

nm
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

,

����� γ = min
{

τ̂2−τ2

h(τ)
, 3

8 m(τ)

}
�

�� ��	��	
��
� ��� �
���	���� �
 ϕ∗ �� θ∗ �� ��� 	 ����� ���
� �
 ��� �	���	� ��	�����

���� ��
��� θ∗�

������� ��	 �� ��� ����	
��� ���� ��� 
��	
�� ����	��� ���� ������ θ∗ ���	���� θ∗ ≥ χn√
n
�

�����

χn = 2

√
γ

m
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

⎛⎝√
γ

nm
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

+ 1 −
√

γ

nm
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

⎞⎠ �
���

	� � ������� �����	���


�����

θ =
−ϕ +

√
ϕ2 + 4ϕ

2

≥ 1

2

⎛⎜⎝− 4γ

n m
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

+

√√√√ 16γ2

n2m2
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)2

+
16γ

nm
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

⎞⎟⎠
= 2

√
γ

n m
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

⎛⎝−
√

γ

nm
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

+

√
γ

nm
(

τ√
n

)
(1 + 4κ)

+ 1

⎞⎠
=

χn√
n

.

��� χn ���������
 �
��� �� ���
��� �� 	��� lim
n→∞

m

(
τ√
n

)
= 1! 
	���� lim

n→∞
χn = 2

√
γ

1 + 4κ
�� "
���� �

#� �� �	�� �� ���� ��	� ��� ���������
 χn ��
���
� 	��� �
 ��	��� �
 ��$� n �� ��� ��������

��� χn ���������
 �
��� �� �
����� �� �
 %&
' ��� ������(� ������"
��� �	��� ��!  �������
��
�

�� ���  	�� κ = 0�

)� ����(� ��� ����	���
  ��������� �� ��� 	�������� �� 	�����
� ��� ���(���� ���
� ��

θ∗� *� "��� 	 ����� 	
� 	
 ����� ���
� �� ��� ��	���� �	� 	�� �������
���

�+



������� ��	 ������ ��� ������ �	 ��� 
���
���� ������ ���
 
� ��� i th 
�����
�� �� θi�

���� ��� ����
�� ��
 �	 ��� 
�
�� ����
��� 
� ���
 k ���
����

n

(
k∏

i=1

(1 − θi)

)
μ0

[
1 − κτ̂ 2

n

]
≤ xkT

sk ≤ n

(
k∏

i=1

(1 − θi)

)
μ0

[
1 +

τ̂ 2

4n

]
.


����� ������ ��� ����� 	��
� 	� �

��� 
� ��� �
������
 ���� �
�� ����� (xk−1, sk−1)

�������� ��� ��	��� ���� 	��� ���� ������ θk ��� ��
������ (Δpx, Δp s) 
� (xp, sp)� ���

(Δcx, Δcs) 
� ��� ��
������ �� ��� ��

����
 ��	��� ����� ����

xksk = (xp + Δcx)(sp + Δcs) = μke + ΔcxΔcs.

���� xkT
sk = μkn + Δcx

T Δcs� �������� ��� �����
 �
����� Δcx
T Δcs ����� ����� ����

�a = μke − xpsp�

Δcx
T Δcs =

n∑
i=1

(Δcx)i(Δcs)i ≤
∑
i∈I+

(Δcx)i(Δcs)i ≤
1

4

∥∥∥μke − xpsp

√
xpsp

∥∥∥2

=
1

4
μk

∥∥∥√
μk

xpsp
−

√
xpsp

μk

∥∥∥2

≤ 1

4
μkτ̂

2,

	��
� I+ = {1 ≤ i ≤ n : (Δcx)i(Δcs)i > 0}�  ������ �� ��� �
���
���� �� P∗(κ)!���
����

Δcx
T Δcs =

n∑
i∈I+

(Δcx)i(Δcs)i +
n∑

i∈I−
(Δcx)i(Δcs)i ≥ −4κ

n∑
i∈I+

(Δcx)i(Δcs)i

≥ −κ
∥∥∥μke − xpsp

√
xpsp

∥∥∥2

≥ −κμkτ̂
2.

"�
��������� ��� 
����� ��� �������
��� μk = μ0

∏k
i=1(1 − θi) ��������� ��� �
���� �

#���� ��� ���������� �� ��� ������� ��� 	� ��
��� ��� ���
����� ������$��� �� ��� ����!


�����

������� ���
 ��� ��� ��� 	�� ��� P∗(κ)�����
� M �� �
��� ����� κ ≥ 0 ��� ��� μ0 = 1�

���� ��� !
"���#����#$� �����
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�� ���
��� ��
� �� ��
� '�


�� ��

�� ��	� 
��� ������ 
�� ����� �
 κ� (� �	� 
��	 ���� �� � ������� ���� %�� ������

κ �	� 
�� ���	� 
�� �
���
��� ��������
� �	
���
� ������	� 
��	 �� ���� 
�#� 
�� ����		���

����������
 �
 κ ���
�� �
 ������	 κ̃�� %�� ���)����
� �� 
�� �����
��� �
 P∗(κ)*��
����	 ����	


�� 
�������� ����� ����� �� κ 
�� ��� ���
�� x ∈ Rn+

κ ≥ κ(x) = −1

4

xT Mx∑
i∈I+

xi(Mx)i

.

'� '�,	 
�� P∗(κ) ������
� ����	 
� ���� ���� 
�� 
�� ��
��� -��
�� �����
��� Δx �� ������	

���	� 
�� �������� 
��	 ������
� ��	���	 
��
 ��
� � ���
��� 	
�� 	�.� 
�� ��� �
���
� �	 �� ��

���������
� ������������� �
 
�� ���
��� ��
� ���/�� 
�� ���������
���
� ��� �	 	�0����
��

�������� ���	�)���
��� �
 
�� ��	���� ��	��
	 �� ��
 ���� ��
� 
�� ������
 κ ������ �� ����
�

κ 
� 
�� ����� ����� ��
������� �� 
�� -��
�� �����
��� Δx� �����

κ(Δx) = −1

4

ΔxT Δs∑
i∈I+

ΔxiΔsi

(Δs = MΔx). �!�1�

%�� 
�������� 
�� �����	 ��� �������
� ���	�)�����	 �
 
�� �����
��� �
 P∗(κ) ��� P∗*

��
����	�

����� ��� ��� M �� � ���� n×n ����	
� �
 ����� �
	��� � ������ x ∈ Rn ���� ���� κ(x) > κ̃�

���� ��� ����	
 M 	� ��� P∗(κ̃) ��� x 	� � ����	����� 
�� ��	� 
����

����� ��� ��� M �� � ���� n × n ����	
� �
 ����� �
	��� � ������ x ∈ Rn ���� ����

I+(x) = {i ∈ I : xi(Mx)i > 0} = ∅� ���� ��� ����	
 M 	� ��� P∗ ��� x 	� � ����	����� 
��

��	� 
����

%����
���� �
 
���� ���	
	 	��� � ���
�� Δx 
�� ����� I+(Δx) = ∅� ��� 
��	 κ(Δx) �	

��
 ������� 
��� 
�� ��
��� M �
 
�� ��� �	 ��
 � P∗*��
���� '� 
��	 ��	� �� 	
�� 
��

������
��� ��� 
�� ��
��
 ���� �� Δx �	 � ���
����
� 
� ����� 
��
 M �	 ��
 � P∗*��
����

%���� �	 ���
��� ����
 ����� '�,	 ��� 
��� �
 
�� ��
��� �
 
�� ��� �	 ��
 P∗� '
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��� �	 ��
 P0� 
��� 
�� -��
�� 	�	
�� ��� ��
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�� 	���
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�� ������ ���� 	
�
��
�� ������ �� ���� �� ��� �
��� ���� ��� 
���
� �
��� (x, s) �� 
 �������
��

����� ��
��� ��
� ��� �
���� �� �
� P0� �
 �� �� �
� P∗ �������

 
 ����
��!�� �� �
"� ����� ����� �� 
�� 
�#
������� �� �
�� ���� ��� ��
����� 
� ���

$	% �
���� M �� ��
����& ��&�������� '��� �� ������� 
�
�� ��� ��������� 
�& ����������


� ��� �
����
� 
� ��� (���
� ������� �� ����" ������� ��� �
���� �� P0 
� �
�� '��� �� ����

�
�� ��
������� 
� ��� ��� �
���� �
� ��
���� ������� �� �� �� ��� 
���
���
�� ���#��
���

&


� ��� �����
� �
�� 
� �
�� �� ��
���� ��� P∗(κ) ��
����� �
� ��� ������� �
��� 
� κ� )��
����

�� ��� κ(Δx) �
��� #���� �� �*��� �� �
� &����&� ���� ��� �
���� �� �
� P∗� '� �
�� ��
�


� �
�� ���� 
�� ��� ��
������� 
�� ����"�& �
�
���� 
��� �
� 
�� ����
� 
� Rn� 	
�����������

�� �� �
������� ��
� ��� �
���� �� ������� 
 P0 �
� 
 P∗+�
����� ��� ��� 
�#
����� &
�� �
�

&���
��� �� 
�& �
���� ��� $	% �� �
���
��
� ����� ���
��� ��
�� ��
������� 
�� ���� �
� ���

����
�� x 
�& Δx ��
� ���� #����
��& �� ��� 
�#
������ �� �
� 
��
 
���� ��
� ��� �
����

�� �
� P∗� ��� ��� 
�#
����� &
�� �
� &����� ��� �� 
��� �����
��� ��� �
��� 
� κ �� κ < κ(Δx)


�& ���� �� ��
���&� �
 ��� ���� ����
���  ��� �� ��� ��
�
� ��� �� ���& ��� ������
�& κ̃

�
�
����� ��
� ��
���� �� �
 #�� 
 ����� 
�#
������

,���
���� �� �
&��� ��� �
��
���# ����� �
���
� �%-�.

• $
�#+���� �
��+�
��
���# 
�#
����� /*�0.

 �� (���
� &������
� �� ��� �
����
� 
� ��� ������ ������ ���� a = μe − xs� �����

μ =
xT s

n
�

 �� ��
��� 
� a �������

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

= μ

∥∥∥∥√
xs

μ
−

√
μ

xs

∥∥∥∥2

�

• 1 �
���� 
� 
2�� ��
���# 
�#
������ /�30.

 �� (���
� &������
� �� ��� �
����
� 
� ��� ������ ������ ���� μ = 1 
�& a = −v2ρ+2

‖v2ρ‖ �
����� ρ ≥ 0 �� ��� &�#��� 
� ��� 
�#
������

 �� ��
��� 
� a �������

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

=
‖v2ρ+1‖2

‖v2ρ‖2 �

• %��&���
�+�
�����
� 
�#
����� /**0.

 �� ���&���
� (���
� &������
� �� ��� �
����
� 
� ��� ������ ������ ���� a = −xs ����


2�� ��
���# &������
� ���� ρ = 0��

 �� ��
��� 
� a �������

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

= xT s4

 �� �
�����
� ���������#� (���
� &������
� �� ��� �
����
� 
� ��� ������ ������ ����

a = μe − xs� ����� μ =
xT s

n
�

 �� ��
��� 
� a �������

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

= μ

∥∥∥∥√
xs

μ
−

√
μ

xs

∥∥∥∥2

�
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��� �������	
 ����� �
 ��� ���	 ���� �� ������ ���	 ��� P∗(κ) �������� ���
 	�� �����

������������ ��� ��	���	�� ������ Δx �
 � ����������� ���
� �	����	
 
��� �
 ����	�����

���	 �� �
 �������� �
 ��� 
������	 �� ��� �����	 
�
��� �������  � �
� ���
 ����� ����	


��� �	���
�
� ��� ��
� 
������	� �
 
����� ��� 	�
����	 �� ��� ���	����	�  � ���	� ��� �	

!���� "�# ���� �� ������� �$�% �� &"�' ���
 	�� ����� ���	 ��� 
���	� �� ��� ����� 
������	�

�
 ��������� ������������ �� ����� �	 !���� "��� ���� �� !���� (�� �� &(%' ���
 	�� �����

���	 ��� 
���	� 
������	� �
 ��������� ��	����� �� 
��� �	 !���� "�)) �	� !���� "�)�

���� �� ������� ��� �� &""' ���
 	�� ����� ���	 ��� 
���	�� ��� ����� �� ��� ������ 
������	�

�
 ���������

����� ��� ��� M �� � ���� n×n ����	
� κ ≥ 0 �� � �	
�� ���������� ��� (x, s) ∈ F+� ��

��� �� ��� ������	�� ���������� ������ ���� ��� ����	
 M 	� ��� � P∗(κ)�����	
�

�� ����� �
	��� � 
����� y ∈ Rn ���� ����

(1 + 4κ)
∑

i∈I+(y)

yiwi +
∑

i∈I−(y)

yiwi < 0,

����� w = My ��� I+(y) = {i ∈ I : yiwi > 0}� I−(y) = {i ∈ I : yiwi < 0}�

�� ����� �
	��� � �����	�� (Δx, Δs) �� ��� ������ � ���! ���� ����

‖ΔxΔs‖∞ >
1 + 4κ

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

.

 � ����� �
	��� � �����	�� (Δx, Δs) �� ��� ������ � ���! ���� ����

max

⎛⎝∑
i∈I+

ΔxiΔsi, −
∑
i∈I−

ΔxiΔsi

⎞⎠ >
1 + 4κ

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

.

"� ����� �
	��� � �����	�� (Δx, Δs) �� ��� ������ � ���! ���� ����

ΔxT Δs < −κ

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

.

�	

�� ��� ��
� 
������	� �
 ��� 	�
����	 �� ��� ���	����	 �� P∗(κ) �������
� ��� �� �����

���� ��� ��
� 
������	� ������
 ���� ��� �����
� *� !���� ���)� �	� ��


∑
i∈I+

ΔxiΔsi ≤
1

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

, �"�)�

#+



�� ΔxiΔsi ≤ ‖ a/
√

xs ‖2/4 ��� ��� i ∈ I+� �		��
��
��� �� ��� ���������� �� ��� ��	��


��������� ���
�� ��� j ∈ I ��	� ���� ‖ΔxΔs‖∞ = |Δxj Δsj|� ���� j ∈ I−� ����� ΔxjΔsj < 0�

����������

(1 + 4κ)
∑
i∈I+

ΔxiΔsi +
∑
i∈I−

ΔxiΔsi ≤ (1 + 4κ)
∑
i∈I+

ΔxiΔsi + ΔxjΔsj

< (1 + 4κ)
1

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

− 1 + 4κ

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

= 0. �����

���� �� ��� ���� �� ��� ���� ��������� ���� y = Δx, w = Δs�

���� ��� ���������� �� ��������� � ��
 ���������� ������ ��� ��	��
 ���� �� 
������ ��

��� �� ����� ���	� ��� ���

∑
i∈I−

ΔxiΔsi < −1 + 4κ

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

.

���������� (Δx, Δs) �������� ���������� ������ �� y = Δx, w = Δs ���!�� ���� ��� ����

��������� ���
��

��� ����� �� ��� ���� ���������� "� ����
 ���������� ����� 	���� ���� ��� ��������


����������

(1 + 4κ)
∑
i∈I+

ΔxiΔsi +
∑
i∈I−

ΔxiΔsi = 4κ
∑
i∈I+

ΔxiΔsi +
∑
i∈I

ΔxiΔsi

< κ

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

− κ

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

= 0,

����� �� 	�� ��� y = Δx, w = Δs �
��� �� 
�� ��� ���� ���������� �

����� ��� ��	
��
�� ��
���������	
 �	
����� ���	
 ��
���
��

#� ���� ��	���� �� 
��� ���� ��� ��
������ �������
 �� $��%� ��� ���
&���� ��
������ ���

��� ������ #� ��� ����� ���� ��� ��'�� ����� �����
� ��� 	������ ���� ��
 �� ��� ����� ����

��� ��������� μ �� ��
���
� ��� ���
���� ��
������ ��� ()*� ���� P∗(κ)&����� �� �� �������+

��������	 	
�����

����� ��� ��� P∗(κ)��
���� ����

��	���

� ��� ����� ��������� τ ≥ 2,

�� �		���	� ��������� ε > 0,

-.



� ������� �����	
	� θ > 0�

� �
	� �����	� ����
	 �����	
	� γ ∈ (0, 1)�

�� ���
��� ����
 (x0, s0) ∈ F+� ��� μ0 > 0 ���� 
��
 δc(x
0s0, μ0) ≤ τ �

�����

x := x0� s := s0� μ := μ0�

����� xT s ≥ ε 	


μ = (1 − γ)μ�

����� δc(xs, μ) ≥ τ 	


�������
	 
�	 �	�
�� ���	�
��� (Δx, Δs) �� ������� ������ ��
� a = μe − xs�

x = x + θΔx, s = s + θΔs�

��	

��	

��	�

�	 ��	 
�	 ��
�
���� � !"�#$

σ+ =
1

μ

∑
i∈I+

ΔxiΔsi, σ− = − 1

μ

∑
i∈I−

ΔxiΔsi, σ = max(σ+, σ−).

%��
�	����	� �	


θ∗
 = θ∗
(κ) :=
2

(1 + 4κ)δ2
c(xs, μ)

.

&� ������ � 
�	 ��
�
��� �	 � 
	� ���
	 δ ��� δ∗ ���
	�� � δc(xs, μ)� δc(x(θ∗
)x(θ∗
), μ)� �	'

��	�
��	���

%�� �	� '���
���	��	��� �	�	 �	 ��	�	�
 
���	 �	���
�  ��� !"�# 
��
 ��	 �		�	�  �� ���

�	�	����	�
�� (�� 
�	��	�� ��	 ����	�
	� 
� ��� ��
�
����

&�	  �������� 
��		 
�	��	�� ��	 
�	 ���� �
	�� � 
�	 �����	
�
� �������� � 
�	 ����	

������
��� )�	 
� 
�	 �	���
��� � σ� �
 �� 	��� 
� �		 
��
 
�	 �	� ����
 �� �	�
����� �
���
��

 	�����	� � 
�	 �
	� �	��
� θ �� �	�� 
��� 1/σ� %���
� �� ���	� ����� �� 
�	 ���
���
� �	����	

� 
�	 �	� ����
 �� ���	��

���

�� ��� ����

�� ���� �� ����� ��� M �� �� ��������	 
����� ��� (x, s) ∈ F+


�������
���� ��� (Δx, Δs) �� ��� ������ ��������� �� ��� ��������� �������������� ��������


��� δ+ := δc(x(θ)s(θ), μ)
 ���� ��� ��� 0 ≤ θ ≤ 1/σ� ��� ���

δ+ ≤ (1 − θ)δ2 +
2 θ3σ2

1 − θ2σ2
.

*�



���� ��� ����	
 �� ��� 
�� 	� � P∗(κ)�����	
 �	�� � ����� κ� ���� �� ��� �	�� �

����	��� ���� ������� ������ ��� ���� ������ θ∗
 ������ � ����	��� ��	�� ������� 	� 	� ���� ����

1/σ�  ����������� 	� ��	� ���� ��� �������� �� ��� ���
	�	�� ������� ��� ��� ������	�� �����

������

������� ��	 
������� ���	 
� ����� ��� M ∈ P∗(κ)� (x, s) ∈ F+ ��� (Δx, Δs) �� �	�


����� �
����
�� �� �	� ��������� ���	�������
�� �����
�	�� �	��

(δ∗)2 − δ2 ≤ − 5

3(1 + 4κ)
. !"�#$

%���� �� ��� ����� ���	���	��� �� ����� ����� �� ��� ������ �� 	���� 	�����	��� ��� ��

������	��� ������� ��� ������� �� ��� ��������� μ� &�� ������ �� ����� 	�����	��� 	� ����

����� ���� ��� ������ �� ��� ��������� '�(�� 	� 	�
⌈
1/γ log

(
(x0)

T
s0/ε

)⌉
� (���	��	���	�� ��

����� ������ ����	��� ��� ������	�� ������
	�� �������

������� ��� 
���� ������� ����� ��� ��� ���������� ������� 
� �����

��� �	� ����
� M ∈ P∗(κ)� τ = 2� γ = 1/2 ��� (x0, s0) �� � ����
��� 
����
�� ��
�� ���	 �	��

δc(x
0s0, μ0) ≤ τ � �	�� �	� ��������� ���	�������
�� �����
�	� �������� � ��
�� (x̂, ŝ) ���	

�	�� δc(x̂ŝ, μ̂) ≤ τ ��� x̂T ŝ ≤ ε 
� �� ����

O
(

(1 + 4κ)n log
(x0)T s0

ε

)

�����
����

)��� ����� 	�������	�� ��� ��	�	��� �����	���� ��� �� �	����� ��� ���	��� �����	���� '�

��	� �����	��� �� ����� ��� �������� �� ��� �������	�� ������� ����� ��� 	���� ���� ��� 	� 	�

	� ��� ������ ���� κ 	� ������� �� !"�*$� �� � ����	����� 	� ����	��� ����	�� ���� M 	� ��� �

P∗(κ̃) ����	
� +� ������ 	� ��� ����	��� �������	��� 	� κ(Δx) 	� ��� ������� ���� ��� ����	


	� ��� P∗ ��� Δx 	� � ����	����� ��� 	��  ����������� 	� κ(Δx) > κ̃� ���� ����	
 M 	� ���

P∗(κ̃) ��� ��� )����� �	����	�� Δx 	� � ����	����� ��� ��	� ����� &�� ���	��� �����	��� 	�

�� �������,

���
��� ���� ���! !��� "����#
�� $%�

$�!��&

�� ����� ����� κ̃ > 0 �� ��� ����� �� κ-

� ���
	�	�� ��������� τ ≥ 2-

�� �������� ��������� ε > 0-

./



� ���� ������� 	
���� 
�������� γ ∈ (0, 1)


�� ������� 
���� (x0, s0) ∈ F+� ��� μ0 > 0 �	�� ���� δc(x
0s0, μ0) ≤ τ �

�����

x := x0� s := s0� μ := μ0� κ := 0


����� xT s ≥ ε 	


μ = (1 − γ)μ


����� δc(xs, μ) ≥ τ 	


����	���� ��� ������ ��������� (Δx, Δs) �� ������� ������ ���� a = μe − xs


�� ���� ������ ��������� ���� ��� ����� �� �� �� ��� 	���	�� ����


���
� ��� ������ �� ��� P0
 � ��� ��������	 
��


θ̄ = argmin {δc(x(θ)s(θ), μ) : (x(θ), s(θ)) > 0} ;

��
(
δ2

c(xs, μ) − δ2
c(x(θ̄)s(θ̄), μ) < 5

3(1+4κ)

)
����

����	���� κ(Δx)
 � ��� �����

�� �κ(Δx) �� ��� ������� ����


���
� ��� ������ �� ��� P∗
 � ��� ����� ���

�� �κ(Δx) > κ̃� ����


���
� ��� ������ �� ��� P∗(κ̃)
 � ��� ����� ���

κ = κ(Δx)


x = x(θ̄), s = s(θ̄)


��	

��	

��	�

 ��� �� ��� !"�# 
����� ���� $�� P∗(κ) %& � ��� ���
 ������ θ∗
 �� $�������� ��� ��'���

���� ���
� ��� �������� �$ ��� 
�������� ����	�� �� �	(����� �� ���	�� ��� 
������������ �$

��� ��������� ���� ��� ����� ���������� )�� $�������� ����� ����� ���� �$ ��� �
������

�	(������� ����� �������� ���� ��� ��'� 
����� ���� ��� ������ �$ ��� 
������ �� ��� P∗(κ)�

����� ��� �� ����� �� ����� �������	� �
� ������
� 	� �
� ��	������ �
 �	� 
�������� �����

δ2(xs, μ)− δ2(x(θ̄)s(θ̄), μ) < 5
3(1+4κ)

� �
�� �
� ������ 	� �
� ��� �
 �	� P∗(κ) ���
 �
� ������

κ ������ ��� �
� ����	� �������	� Δx �
 � ���������� �	� �
�
 �����

�


�� *� )������ "�+� �$ ��� ������ �� P∗(κ) �� ������� ��� �	(����� �������� �$ ���

���������� ����	�� ���� ���
 ������ θ∗
 � )����$���� �$ ��� �����	� �������� �� �������� ����

,�



������ (x∗, s∗) �� ��� 	�
����� �� ��� 
����
�� �	 ��� ��������� ���� ���� ���� θ∗
 �� ��� ���������

����� δ2(xs, μ)−δ2(x∗s∗, μ) < 5
3(1+4κ)

� �� ����� �� ���� �
��� ��
� ��� �
���� �	 ��� �������

�� ��� P∗(κ) 
�
 Δx �� 
 �������
�� 	�� ���

�	 ��� ����� (x∗, s∗) �� ��� 	�
������ ���� μe + θ∗
ΔxΔs ≯ 0� �� ����� ������ ���� 
� ��
��

k� ��
� μ + θ∗
ΔxkΔsk ≤ 0� �� ��
��� ��
� ΔxkΔsk ≤ −μ/θ∗
 = −μ
2
(1 + 4κ)δ2 < 0� �����

(Δx, Δs) �� 
 �������� �	 ��� ������ ���  ! ���� a = μe − xs� �����	���

‖ΔxΔs‖∞ >
1 + 4κ

4
μ δ2 =

1 + 4κ

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

,

��� ���� �����

���� ��� P∗(κ) �������� �� ��� �����
 ��
������ �	 "���
 #���

$�� ��� �� 
�
���� ��� �
�� ���� ��� 
����
�� �	 ��� ��������� ��
���� �� ��� ��������

���� ���� ���%�� θ∗
 � &����
��% �� ��� ���
����� �	 '������ #�(� ��� �� �����
�� ��� �
���

θ∗
 < 1/σ 
�
 θ∗
 ≥ 1/σ ���
�
����� �	 θ∗
 < 1/σ� �� ��� 
�������� �	 θ∗
 
�
 '������ #�(� ���

�
�

(δ∗)2 − δ2 ≤ − 2

1 + 4κ
+

2(θ∗
)
3σ2

1 − (θ∗
)2σ2
. �#�)!

����� δ ≥ 2� �� �
� �����

− 2

1 + 4κ
+

4

3(1 + 4κ)δ2 ≤ − 5

3(1 + 4κ)
. �#�#!

'����	���� �� ���*�
������ �#�)! 
�
 �#�#! 
�
 �� ��� 
��������� �	 ��� ����
� ��� 	�������%

���*�
������ ���


− 2

1 + 4κ
+

4

3(1 + 4κ)δ2 ≤ − 5

3(1 + 4κ)
< (δ∗)2 − δ2 ≤ − 2

1 + 4κ
+

2(θ∗
)
3σ2

1 − (θ∗
)2σ2
.

+���% ��� 
�������� �	 θ∗
 �� %��

4

3(1 + 4κ)δ2 <
2(θ∗
)

2σ2

1 − (θ∗
)2σ2

2

(1 + 4κ)δ2 .

&	��� ����
����% ��� �
� 1
2

< θ∗
σ� �����������% ��� 
�������� �	 θ∗
 �� %�� ��� 	�������% �����

����
 �� σ

max(σ+, σ−) = σ >
1 + 4κ

4
δ2. �#�,!

-� ��� 
��������� �	 σ 
�
 ��� ��������� ��
����� ��� �
�

max

⎛⎝∑
i∈I+

ΔxiΔsi,−
∑
i∈I−

ΔxiΔsi

⎞⎠ >
1 + 4κ

4
μ δ2 =

1 + 4κ

4

∥∥∥∥μe − xs√
xs

∥∥∥∥2

.

-� ��� ����
 ��
������ �	 "���
 #�� ���� ������� ��
� �
���� M �� ��� P∗(κ) 
�
 ��� ������

Δx �� 
 �������
�� 	�� ���

.(



�� θ∗
 ≥ 1/σ� ���� �	 ��� 
������
� 
� θ∗
 
�� ��� σ ≥ (1 + 4κ)δ2/2� ������
�� ���������	

����� �
�
�� �
 ��� ����� �� ���� �� ���� ����� �

� �

��� �
��
���� ����� ��
���� ���� ��� �
�� ���� ���� �
��
���� �!" �� ���� 
����
�

����� ��� �� ���� �������	
 ���
 ��� ��
�� 	� κ �� �������� ��� 
�� ��
�� 	� κ ��������

��� �
����
��� δ2(xs, μ) − δ2(x(θ̄)s(θ̄), μ) ≥ 5
3(1+4κ)

�

�	

�� �� ��� ��

� 
� ���
��� ��# �� ��� ��� P∗(κ) ��
����	 
��	 �
� ��� ����
� Δx�

$��� ��������� κ �� ��
���
� �� ��

�� ��� ��� ����� ���� ���� ��� ���������	 �� ���


������
� 
� P∗(κ) �������� �%�&� �
�
� �
� ��� ����
� Δx� ������
��� ��� ��� �
��� 
����


�	 ��� ��
���
 ����� 
� ���� ��'� θ∗
 �� �������	 �������� ��
 δ2(xs, μ)− δ2(x∗s∗, μ)) ≥ 5
3(1+4κ)

�

���� ��� ��� ����� 
� θ∗
 �� �
���
���
 �� ��� 
������
� 
� θ̄ �� δ2(xs, μ)− δ2(x(θ̄)s(θ̄), μ) ≥
δ2(xs, μ) − δ2(x∗s∗, μ) ≥ 5

3(1+4κ)
� �

(
� �� ��� ���
	 �
 ����� ��� �
����)��	 ������ �
� ��� �

���
 �
�� ���� ���� �
��
����

������
� �
��� ���
����� �
� � ������� *+! �� ���� �� ������� ������
� �
��� �� ������

�
�
	�� ��� ��� τ = 2� γ = 1/2 �
� (x0, s0) �� � ������
� �
����	� �	�
� ���� ����

δc(x
0s0, μ0) ≤ τ � ���
 ����� �� �	�� O

(
(1 + 4κ̂)n log (x0)T s0

ε

)
������ ����� κ̂ ≤ κ̃ �� ���


������ ��
�� 	� ��������� κ ���	���	�� ��� �
�	������ ��� 
	
������ ������	

	��
� �
����	�

�	�
� �
�	����� ������ ��	����� � �	�
� (x̂, ŝ) ���� ���� x̂T ŝ ≤ ε �
� δc(x̂ŝ, μ̂) ≤ τ 	� �� �����

� ���������� ���� ��� ������ 	� ��� �� �� 
	� P∗(κ̃)�

�	

�� ��� ���
����� �� ���� �������
� ������ ��,�� � ����� 
� 
������ ���� ��� �����) �� �
�

P∗(κ̃) ��
 ��
��� �� �� ��,� � (���
� ����� ���� �	 ��� 
������
� 
� ��� ���
����� ��
 �	

*���� ��- ��� 
������� 
� ��� ������
 ��
)����	 ������� �� �� ����� 5/[3(1 + 4κ)]� $� ���

��� ���� � ������ κ ����� � ������� �
��� �
��
 
� ��� 
������� 
� ��� ��
)����	 ��������

������
��� �� ��� ���
����� ��
�� ���� �� ε 
������ �
����
�� ���� ����� ���� (���
� ����

��� 
������� 
� ��� ������
 ��
)����	 ������� �� �� ����� 5/[3(1 + 4κ̂)]� ���� �� ���� 
����

�������
� �� ��,� �� �
�� �� ���	 ����� �������
�� �� �� ��� 
������� �
�� ���� ���
�����

���� � P∗(κ̂) �����) �� 

��� 
� ��� ���
����� ��
�� ������� ���� � ���������� ���� M �� �
�

� P∗(κ̃) �����)� .	 ��� �
����)��	 ���
��� 
� ��� 
������� ���
����� ���� ���
��� ���� ��

��
��
 
�� ���������� �

����� ��� �	
� ���
�
� �
������ ���
� �
�������

(
� �� 
��� ���� �/�� ������� �!"�� $� �

��	 ��� �����	 
� ��� ���
������ ��
�
��
 ��

01�2� ����� ��� ���������� ���
������ �
�����
�
 �
 ��� 
����� ρ ≥ 0 
� ��� ���
������ �����

-#



ρ = 0 ����� ��� �	
����
	 ���

	���
	 
��� ��
	��� 
	������
� ���	� ρ = 1 ����� ��� ���

	�

��
	 ����� 
��� ��
	��� 
	������
 ����� �������
���� ����� �� 
 ���� 	����� �
�

���� ν�

��
� ������� �� ��� ������ ρ ������� 

��� ��� ������ � ��� 
	������
!� 
�� μ ≡ 1 ��

��
	��� �"��#!� $�� ������
	 
��� ��
	��� 
	������
  �� %&'� ���� P∗(κ)�

���( �� 
�  �		���)

���� ����	�
 ��
 ��� P∗(κ)�����	� ����

������


� 
����
�* �
�

���� ε > 0+


 �����
	��* �
�

���� τ +

��� ������ � ��
	��� ρ > 0+


 ���� ��,� θ > 0+


 ������	*  �
��-	� �����
	 ����� (x0, s0) ∈ F+ ���� ��
� δa(x
0 s0) ≤ τ +

ν :=

{
2/
√

n, �� 0 < ρ ≤ 1

2τ2−2ρ/
√

n, �� 1 ≤ ρ.

��
	�

x := x0� s := s0+

��	�� xT s ≥ ε ��

�
	��	
�� ��� .����� ��������� (Δx, Δs) -* ��	���� �"���! ���� a = −v2ρ+2/‖v2ρ‖+

x = x + θΔx, s = s + θΔs+

���

����

/� ��		 ��� ���  �		����� ����	�� � �01� "2� �� ��� 
�
	*��� � ��� 
������ 
��� ��
	���

3'4� 5
���� �� 
	� �
�� 
� ����� -���� �� ��� ��
�	�
���
���* �
� � ��� ��� ������ $���

����� -���� �� ����  �� 
		 

������ �� �����
	� -��
��� ��	* 
� ����� -���� �� ���� ��

ΔxT Δs� ����� �� ����������� � κ� ��� %�


 "��#�

����� �� ! "����� #�$ 	� %#&'( ��� M �� �� ��������	 ���
 ������
 δa(xs) < τ ���

(Δx, Δs) �� ��� ���� ���
��� ����������

��� �� 0 ≤ ρ ≤ 1 ��� θ ≤ 2/
√

n
 ����

x(θ)T s(θ) ≤
(

1 − θ

2
√

n

)
‖v‖2.

���� �� 1 ≤ ρ ��� θ ≤ 2τ 2−2ρ
/√

n
 ����

x(θ)T s(θ) ≤
(

1 − θτ 2−2ρ

2
√

n

)
‖v‖2.
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����� �� ��� ��� � 	���
��� 
���
��� �	 ���� �������� ������ ���� ������� ��
�� ����
�
��

��

���� 	���
��� ��
��� 
� ��� τ ��
�����
���� �	 ��� ����
�� ���� ����
�
�� �� δa �
��
�
��

�����
�� ��� �
�� ��
� 
� ��� �
�
��� 
� ��� �� ��� 	���
�
�
�� �	 ��� ��� ��
��� ��
�� ���

��

� 
� ��� �� ��� ��
�����
���� 
���

��
��� ��� ������ ��
� 
� � �
�� �	 �����
��� ������

������� ��		 
������� ��	 �� 
���� ��� M �� � P∗(κ)�����	
� ρ > 0� τ > 1 ��
 ���

(Δx, Δs) �� ��� ���� ����	�� 
	����	��� �� (x, s) ∈ F+� δa(xs) ≤ τ ��


0 ≤ θ ≤ min

{
2

(1 + 4κ)τ

(√
1 + 4κ +

1

τ 2 n
− 1

τ
√

n

)
,

√
n

(ρ + 1)τ 2ρ
,

4(τ 2ρ − 1)

(1 + 4κ)(1 + τ 2)τ 2ρ
√

n

}
,

���� (x(θ), s(θ)) 	� ���	���� ����	��� ��
 δa(x(θ)s(θ)) ≤ τ �

��� ���� 
�	�

�� 
����� 
� �������
�� �
�� ���� ����
�� �� � 	�
 !"�� �
�� P∗(κ)#

���

��� 
� ��� �������
�� �	 ��� ����

���� ��
� 
� � �

��� �����$����� �	 ��� ��� �
��
���

����������� !���� %�&' ��� ����
�� %�&&�

������� ��	� 
��������� ��	 �� 
���� ��� M ∈ P∗(κ) ��
 (x0, s0) ∈ F+ ���� ����

δa(x
0s0) ≤ τ =

√
2�

• �� 0 < ρ ≤ 1 ��
 n ≥ 4� ���� �� ��� ������ θ = 4(1−2−ρ)
3(1+4κ)

√
n
� ����� ��� ������
	�� ��

��� ���� ����	�� �����	��� 	� O
(

n(1+4κ)
1−2−ρ log (x0)T s0

ε

)
�

• �� ρ = 1 ��
 n ≥ 4� ���� �� ��� ������ θ = 1
2(1+4κ)

√
n
� ����� ��� ������
	�� �� ���

���� ����	�� �����	��� 	� O
(
n(1 + 4κ) log (x0)T s0

ε

)
�

• �� ρ > 1 ��
 n 	� ����	����� ������ ���� �� ��� ������ θ = 1
2ρ(1+4κ)

√
n
� ����� ���

������
	�� �� ��� ���� ����	�� �����	��� 	� O
(
22ρ−2n(1 + 4κ) log (x0)T s0

ε

)
�

(
�
��
�� �� ��� ����#���� ���� 	�����
�� �� � 
� ��� �
��
��� �������
��� �� ����� ���

������
�
�� ��� ��
$������ �	 ��� )����� ������ 
� ���� 
��
��
��� *�
���
��
�� ��
� ��

��

	� ��� ����
��� ���
���� ��� �	 ��� �
��
�
�� �����
�� ��� �	 ��� �����������

�� ���

�	��
 ���� ����� *�
 ��� ������ ����� �	 κ �� ����
�
�� θ∗a(κ)� ��
�� 
� � ����
��
��� ����


����� 	�
 ��� ���
��� 	���
��� ���� ������ 
� ��� ����
��� ��
�����
���� 
	 ��� ���

� M

���
���� ��� P∗(κ) �
���
��� ���
�	�
�� 
	 �	��
 � ���� ��� ���
���� �	 ��� �����������

��

��� 
� ��� ��
�� ������� 
� ����� ���� ��� ���

� M 
� ��� P∗(κ) �
�� ��� ������ ����� �	

κ� �� �
���
 �� ������ κ �
 ��
� ��� ����

��� �
�� � ��

������
�� ��
�
������ �	 ��� ���

����� �	 κ ��� ��� �� ������ �� +%�&,� ���� ��� ���

� M 
� ��� P∗� �� �� ���� ��� ���

)����� �

���
�� Δx 
� � ��
�
������ �	 ��� ��� ����� �	 κ 
� ��
��
 ���� κ̃� ���� ��� ���

�


� ��� P∗(κ̃)� ���
�	�
� ��� ����

��� ����� �� ���� ��� Δx 
� � ��
�
������ �� ��� 
��� �	 ��
�

-.



���������	 
� ��	����� �
� ���� ρ > 0� �
� ������� �������
� �� �� �����
��

������� ��	� 
����	
 ���

�	����

�	 ����� ���	� κ̃ > 0 �	 �
� ����� �� κ�

�	 �������� ��������� ε > 0�

� ��	������� ��������� τ �

�
� ������ �� �����	� ρ > 0�

� �������� �������� �	����� ���	� (x0, s0) ∈ F+ ���
 �
�� δa(x
0 s0) ≤ τ �

ν :=

{
2/

√
n, �� 0 < ρ ≤ 1

2τ2−2ρ/
√

n, �� 1 ≤ ρ;

θ∗a(κ) := min

{
2

(1 + 4κ)τ

(√
1 + 4κ +

1
τ2 n

− 1
τ
√

n

)
,

√
n

(r + 1)τ2ρ
,

4(τ2ρ − 1)
(1 + 4κ)(1 + τ2)τ2ρ

√
n

, ν

}
�

��
�	

x := x0� s := s0� κ := 0�

����� xT s ≥ ε ��

��������� �
� ��
��	 ��������	 (Δx, Δs) �� �����	� ������ 
��
 a = −v2ρ+2/‖v2ρ‖�
�� ��
� ��
��	 ��������	 ���� 	�� � ��� �� �� �� 	�� �	�!��� ���	

�����	 �
� ����� �� 	�� P0� � ��� ��������	 
��


θ̄ = argmin
{
x(θ)Ts(θ) : δa (x(θ), s(θ)) ≤ τ , (x(θ), s(θ)) ≥ 0

}
;

��
(
x(θ̄)T s(θ̄) > (1 − 0.25 ν θ∗a(κ))xT s

)
���	

��������� κ(Δx)� � ��� �����

�� �κ(Δx) �� 	�� ���	��� ���	

�����	 �
� ����� �� 	�� P∗� � ��� ����� ���

�� �κ(Δx) > κ̃� ���	

�����	 �
� ����� �� 	�� P∗(κ̃)� � ��� ����� ���

κ = κ(Δx)�

������ θ∗a(κ)� � �� ������� �� κ

x = x(θ̄), s = s(θ̄)�

�	�

�	��

"��#� �� ��� ������ $�%& �
�� �� �
� ����� M �� � P∗(κ)'����� � �
�	 �
� ���� ��	��
 θ∗a(κ)

�� ��������� 
��
 �
�� ���� ��(� �
� 	�
 ������� ����� 
��
�	 �
� �������� 	���
����
��� �	�

))



�� �������	 �
� �������� ��
���	� �� �
� 
�������������� ���� �
� ��������� ����� 	
��	

�
�� �� �
� ��
���	� �� �
� 
�������������� ��� �	 ��� 	��
����� �
�� �
� ������ M ���	

��� ������ �� �
� 
��		 �� P∗(κ)������
�	�

����� ���� �� x(θ̄)T s(θ̄) > (1 − 0.25 ν θ∗a(κ))xT s� ���� ��� ��	 
	��	��	 
� ��	 �
���	�	��

������ ��� ������ ��	 δa ≤ τ �	����
���


 �� �
� �����	��� ��	� ��	 ������ M 
� ��	 ���

�� �
� P∗(κ) ���� ��	 ������ ����	 
� κ� ��	  	��
� 
��	���
� Δx �	��	� �� � �	���!���	�

	
���� ��	�� �� ����� �� ! �
� 
�������������� ��� �� θ∗a(κ) �	 	������ �
�� (1 − 0.25 ν

θ∗a(κ))xT s� ����
������ �� �
����� ��  � �� M �	 � P∗(κ)�������� �
�� �
� ����� (x∗, s∗) =

(x(θ∗a(κ)), s(θ∗a(κ))) �	 ���	����� �
�������� �� x(θ̄)T s(θ̄) > (1 − 0.25 ν θ∗a(κ))xT s� �
�� ��
��	�

�
� 	��� �����
 θ∗a(κ) �	 ��� 
��	������ �� �
� ��"������ �� θ̄ #	�� �
� ���� 	
����� �������
�$�

���
�� (x∗, s∗) �	 ��� ���	����� �� �
�	 ����� �	 ��� �� �
� τ ����
����
��� �� �
� 
������ ���
�

������ δa(x
∗s∗) > τ � %� 	
�� �
�� ���
 
�	�	 ����� �
�� �
� ������ M �	 ��� P∗(κ) ���


�
� �
���� κ ������

��� �	 ������ �
� "�	� �
��� ����	 �� �
� ��"������ �� θ∗a(κ) �� θ1� θ2� ��� θ3� ��	��
�������

%� ������ �
� ����� �� �
����� �� �� &'() #	�� �
����� ��  $� %� ���� �� ��
��	����

���� �
� �����		���	 ��������� �� κ� �
�������� �
� ���
���� ϕ(t) = t − θ tρ+1

‖v2ρ‖ ������	

��������
���� ��
���	��� ��� θ ≤ θ2� ��� �
��� ���	� ��	����� 
��	����	 α ��� β 	�

 �
��
β
α

= τ 2 ��� αe ≤ v2 ≤ βe� *������������ �����������	 # ($ �� &'() 
��� ��� θ ≤ θ2� �
�	 ���

θ∗a(κ)� ���+

min(v∗2) ≥ α − θ∗a(κ)
αρ+1

‖v2ρ‖ − (θ∗a(κ))2‖r‖∞, #��,$

max(v∗2) ≤ β − θ∗a(κ)
βρ+1

‖v2ρ‖ + (θ∗a(κ))2‖r‖∞, #��-$

�
��� r �	 ��"��� �� #'� .$�

��� �	 "�	� 
��	���� �
� 
�	� δa(x
∗s∗) > τ � ����� max(x∗s∗) > τ 2 min(x∗s∗)� /��� �
�

�����������	 #��,$ ��� #��-$ ��� 
�	

τ 2

(
α − θ∗a(κ)

αρ+1

‖v2ρ‖ − (θ∗a(κ))2‖r‖∞
)

< β − θ∗a(κ)
βρ+1

‖v2ρ‖ + (θ∗a(κ))2‖r‖∞,

βρ − αρ

‖v2ρ‖ < θ∗a(κ)

(
1

α
+

1

β

)
‖r‖∞. #�� !$

0� θ∗a(κ) �	 	��	������� �� θ3 = 4(τ2ρ−1)
(1+4κ)(1+τ2)τ2ρ

√
n
� �
� ���
� 
��� 	��� �� ���������� #�� !$

��
���	�	� 	� �
� ���������� �	 	���� ����� *���� 	��	�������� ��� 
�	

1 + 4κ

4
β < ‖r‖∞. #��  $

,-



����� v2 ≤ βe ��� r = ΔxΔs� ���	
����
 ������ �����

‖v‖2
∞ ≤ β <

4

1 + 4κ
‖r‖∞ =

4

1 + 4κ
‖ΔxΔs‖∞. ������

��� ��� ����� ����

‖v2ρ+1‖2 ≤ ‖v‖2
∞‖v2ρ‖2. ������

����� (Δx, Δs) �� ��� ���
���� �� ��� �
���� ������ ���� a = −v2ρ+2/‖v2ρ‖� �
 ���	
�������
������ ��� ������ �� ���� ∥∥∥∥ a√

xs

∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥v2ρ+1

‖v2ρ‖

∥∥∥∥2

≤ ‖v‖2
∞.

 ��!���!�� �
 ��� ������ ��������� �� "���� ���� �� ��� ���� ���	
����
 ������ ����!������

��� P∗(κ) #!�#�!�
 ��� �����! Δx �� � ��!��$���� ��! ���� �����

%�� �� �������! ��� ���� ���� (x∗, s∗) �� ��� ��������� �� ���!� �&���� �
�� �� ����& i�

���� �����! x∗
i < 0 �! s∗i < 0� "�� 
� �������! ��� ��&��
� �������� ���# ��'� θ̂ < θ∗a(κ)� ��!

����� (x(θ̂), s(θ̂)) = (x̂, ŝ) ≥ 0 ����� ��� �� ����� ��� �� ��� ���!������� �� (� )�! ���� #����

x̂ ŝ �= 0� ���� θ̄ = θ̂ �
 ��� ��$������ �� θ̄� ��� ��� ��� #���� ��
�� �� �� �&��� ���
�����

�� ��� ���!���� �� ��� ���#�������!��
 ��# ��
�� �� xT s ����!�������� ��� ���
�#���� ��

��� ������  ��!���!�� 0 �= max(x̂ ŝ) > τ 2 min(x̂ ŝ) = 0� �� ���	
����
 ����(� ����� ���� θ̂�

*���
�� �� θ3 ≥ θ∗a(κ) > θ̂� ���	
����
 ������ ����� �� ����� ��� �� �� ���� ��!���
 ����� ����

����� ���� ��� ���!�& M �� ��� P∗(κ) ��� ��� �����! Δx �� � ��!��$���� ��! ���� ����� �

 �� ��������� ����� ������ ���� ��� ����!���� �� ���� ��$����

����� ���� �� ���� �������	
� ���
 ��� 
���� 	� κ �� �������� ��� 
�� 
���� 	� θ∗a(κ)

�������� ��� �
�������� x(θ̄)T s(θ̄) ≤ (1 − 0.25 ν θ∗a(κ))xT s�

	
���� +� ��� #!��� ��  ���!�� ���� �� 
�� ��� P∗(κ) #!�#�!�
 ���
 ��! ��� �����! Δx�

,��� #�!�����! κ �� 
#������ �� ������ ��� ��� ���
� �� �
�� � ��
 ���� ��� ���	
����


�� ��� ��$������ �� P∗(κ)-���!���� ����� ��
�� ���� ��! �����! Δx�  ��!���!�� ��� ��� #����

��$��� �
 ��� 
#����� ���
� �� ���# ��'� θ∗a(κ) �� �������� ��� �� �� �� ��� τ -�������
!����

�� ��� ����!�� #����  �
� ��� ��� ���
� �� θ∗a(κ) �� �������!�� �� ��� ��$������ �� θ̄� ��

x(θ̄)T s(θ̄) ≤ (1 − 0.25 ν θ∗a(κ))xT s� �

%�� �� �!� !���
 �� ����� ��� ���#��&��
 !��
�� ��! ��� ����$�� �.�� ������� ����!����

��! ����!�� "/0� �� ���� �� ������� ����!��! #���� �� ������


���
�� ���� ��� (x0, s0) ∈ F+ ���� ���� δa(x
0s0) ≤ τ =

√
2� ���
 ����� �� �	��⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

O
(

n(1+4κ̂)
1−2−ρ log (x0)T s0

ε

)
, �� 0 < ρ ≤ 1 �
� n ≥ 4

O
(
n(1 + 4κ̂) log (x0)T s0

ε

)
, �� ρ = 1 �
� n ≥ 4

O
(
22ρ−2n(1 + 4κ̂) log (x0)T s0

ε

)
, �� 1 < ρ �
� n ������
��� �����

1(



���������� �	� �
�� ������
 ��
����	� ���	�� ������ � ������ (x̂, ŝ) ���	 �	�� x̂T ŝ ≤ ε ���

δa(x̂ŝ) ≤ τ � �� �� 
���� � ���������� ���� ���������� �	�� �	� ������ �� ��� P∗(κ̃)� �	��� κ̂ ≤ κ̃

�� �	� ���
��� ����� �� ��������� κ�

������ ��� �����	
�� �
 ���� 	
���
	�
 �	
��� 
���� � �
��� �� ��
��
� 
��
 
�� ��
�	� 	�


�
 P∗(κ̃) �
� �
���� �� �� 
��� � ���
�
 �
��� 
��
 �� 
�� ���
	
	�
 �� 
�� �����	
��

�
� �� ����� ���� 
�� �������� �� 
�� ��������

��	
� ��� 	� �
 ����
 0.25 ν θ∗a(κ)xT s�

 
� ��
 ��� ���� 
�� ���
	
	�
 �� θ∗a(κ) 
��
 � ������ κ ���
� � ������� θ∗a(κ)� �� � �������

����� ��!
� �
 
�� �������� �� 
�� ��������

��	
� ���� ���������� 	� 
�� �����	
�� �
���

�	
� �
 ε"��
	��� ���!
	�
� 
��
 ���� ���
�
 �
�� ��������� 
�� ��������

��	
� ��� ��

���� 
��
 0.25 ν θ∗a(κ̂)xT s� �
 ���
� 
��
 ��
�� �
 ���
 �� ��
� �
��� �� 	
 
�� ��	�	
��

��
��� 
�� ��������

��	
� ��� ��������� ����� ε # ���
 �� ����	$� �!%�	�

 ��������

�� 
�� ��������

��	
� ��� ������	
� 
� 
�� P∗(κ̂)"������
� ��� ���� &��
�� �!�	
� 
��

�����	
�� # �� �
 �
 ����	�� 	
���
	�
 
�� ���� �� P∗(κ̃)"������
� 	� ��
��
��� ��	� �����&�
	�
�

����	
�� �	
� 
�� �������	
� 
������ �� 
�� ��	�	
�� �����	
�� '��� ������� ���()� ���&��

�!� �
�
���

� �

*
 
�� �
� �� 
�	� �!����
	�
 ��
 !� 
�
� 
��
 
�� ���� ρ = 0 ��
 �� 
���
�� �
�����!����

����� ��� �	�
��
�	���		��
�	 ��
�	��	 ����
 ����	�
��

�
 
�	� ���
	�
 �� ���	�� 
�� �����	
�� �������� 	
 +��,� �
 
�	� ����	�
��"������
�� �����	
��

�� 
��� �%
� �
� ��

��	
� �
��� ��
��
�
���� ��� ��	�	
�� ����	�
�� ������
�� �����	
�� ��

-�
�� �
 ��� 	� �� �������.

�����	
���	����	
�� �
����
�� ��� P∗(κ)���
��� ����

����
�

�
 ���!���� ������
�� ε > 0/

� ����	�	
� ������
�� γ ∈ (0, 1)/

t = (1 − γ)
/
[(1 + 4κ)n + 1]/

�
 	
	
	�� ��	

 (x0, s0) ∈ D(γ)/

�����

x := x0� s := s0� μ := (x0)T s0/n/

���
� xT s ≥ ε ��

��������� ����

0�



��������� ��� ��	� 
����	 
�������	 (Δx, Δs) �� �����	� ������ ���� a = −xs�

θ̄ = sup
{

θ̂ > 0 : (x(θ), s(θ)) ∈ D
(
(1 − t)γ

)
, ∀ θ ∈ [0, θ̂]

}
;

x̄ = x(θ̄), s̄ = s(θ̄), μ̄ = x̄T s̄/n�

�� μ̄ = 0 ���� ����� (x̄, s̄) �� �	 � ��!�� �������	�

�� (x̄, s̄) ∈ D(γ) ����

x = x̄, s = s̄, μ = μ̄ �	
 �� �� ��������� 	��
 �

��������� 	��


��������� ��� ��	����	� 
����	 
�������	 (Δx̄, Δs̄) �� �����	� ������ ���� a = μe − x̄s̄�

θ+ = argmin {μ̄(θ) : (x̄(θ), s̄(θ)) ∈ D(γ)} ;

x+ = x̄ + θ+Δx̄, s+ = s̄ + θ+Δs̄, μ+ = (x+)T s+/n�

x = x+, s = s+, μ = μ+�

���

����

����� �	
 "�� #$$% 
����!�	�
 ��� !�&�!�! '�������  ��
����� ��� ��	��� �� ��� !�	�(

!�! �' n + 1 ���� 	�!����� ���� �� � 
����� 
�
�����	 '��! ��� 
�)	����	 �' ��� 	��  ��	�

������� �	� ����! ���	� �	 ��� !����& �' ���  �����!� ��� )��� 	�!��� �� ��� �  �� ���	


����� ��!�� '��! ��� '���������� �' ��� 	��  ��	�* �	
 ��� ����� n ���	
� �����	� ��� 	��

 ��	� �� �� �	 ��� �  �� ����� 	�����������
��

	�

� ��
� ����
 ����������� ���
��� ���
�� �� ����� ��� M 
� �� ��
������ �������

(x, s) ∈ D(γ)� (Δx, Δs) 
� ��� 
�������� ��������� �� ��� 
������������������ ��������� ���

��� ��� 
�������� 	��
 ������ 
�

θ̄ = sup
{

θ̂ > 0 : (x(θ), s(θ)) ∈ D
(
(1 − t)γ

)
, ∀ θ ∈ [0, θ̂]

}
.

������������ ��� θ̄0 =
2

1 +
√

1 − 4eT r/n
���

θ̄i =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∞ �� Δi ≤ 0

1 �� ri − (1 − t)γeT r/n = 0
2(v2

i −(1−t)γ)

v2
i −(1−t)γ+

√
Δi

�� Δi > 0 ��� ri − (1 − t)γeT r/n �= 0,

�����

Δi = (v2
i − (1 − t)γ)2 − 4(v2

i − (1 − t)γ)
(
ri − (1 − t)γeT r/n

)
, ��� ���� 0 < i ≤ n.

���� �� ����

θ̄ = min
{
θ̄i : 0 ≤ i ≤ n

}
.

���� ������ r 	
 � �����	�� �
 
���	��� 
�� �������

+,



����� ��� ��		��� 
���� �� �� ��� γ ���
����	���� �� ��� ����	�� 
���� ��� ��������
 ����	

����� ��� �� 
	���� �� θ̄i ��	 ��� 1 ≤ i ≤ n�

����� ���� 	
��� 
�� ����� �� ������� ��� �� ����� ��� ��� �����	�
��� �
 �����

���� ����� ��� θ̄i, 1 ≤ i ≤ n �� �� �� �� ����	 �	 
���� �
��� ���	

θ̄i ≥
2

1 +
√

1 + (tγ)−1(4‖r‖∞ + 4eT r/n)
.

�� ��� ����	�	
� 
� ��� �

�	�	�� �����
� δc ��� �
��	��
	�� ��� ���� ���� ��� �
	��

�	��� �� � �
��	��

 ���� 	� 	� ��� (1 − t)γ ��	���
�
�

�� ��� �
��
�	�� ����
 �
��� ���

�� ��
	��� 
� ��� �

�	�	�� �����
� ����
 � �
��	��

 �����

����� ���� 	
��� 
�� ����� �� ������� ��� �� ����� 
�� M �� �	 ��������� ������

�	� ��� ��� ���	� ����� ��� ��������� ���� �	 ��� ������������������� ��������� ������� (x̄, s̄) ∈
D((1 − t)γ)
 ���	

δc(x̄ s̄, μ̄)2 ≤ 1 − (1 − t)γ

(1 − t)γ
n.

���� ��� ���
	� 
� ��� ��� 	� � P∗(κ)����
	� �	�� �  �
�� κ ������ ��� �
��
�	��

����	��� �
��	��

 ��� �


���

 ���� ������ ��� �� ����
�	����

����� ���� 	
��� ������� ��� �� ����� 
�� M �� � P∗(κ)������� �	� (x, s) ∈ D(γ)


���	 ��� ��������� ���� ��	��� ��������

θ∗p(κ) :=
2
√

(1 − γ)γ

(1 + 4κ)n + 2
≤ sup

{
θ̂ > 0 : (x(θ), s(θ)) ∈ D

(
(1 − t)γ

)
, ∀ θ ∈ [0, θ̂]

}
,

�	� ��� ��������� ���� ��	���

θ∗c(κ) :=
2γ

(1 + 4κ)n + 1

�������	�� � ���	� �	 ��� D(γ) 	������������� �
�
� (x̄(θ∗c(κ)), s̄(θ∗c(κ))) ∈ D(γ)� �����

(x̄, s̄) = (x(θ∗p(κ)), s(θ∗p(κ))) ∈ D((1 − t)γ)


!�	�� ��� �
��	��

 ��� �


���

 ���� ������ �	��� 	� ����� "�#$� � �
��
 �
��� ���

�� �

�	��� 
� ��� ���
���� 
� ��� �
���������
	�� ��� ����
 ���� 	��
��	
��

����� ���� 	
��� ������� ��� �� ����� 
�� M �� �	 ��������� ������� (x, s) ∈ D(γ)�

μg = xT s/n� ��� ���	����	 �� ���������� θ∗p(κ) �	� θ∗c(κ) �� ��� ���� �� �	 
���� �
��� θ̄

�� ��� ��������� �	� θ+ �� ��� ��������� ���� ��	���� (Δx, Δs) �� ��� ��������� �	� (Δx̄, Δs̄)

��� ���������  ����	 ��������	 �	 ��� ������������������� ���������
 !� θ̄ ≥ θ∗p(κ) �	� ��� ����

$%



������ θ∗c(κ) �����	
��� � 
�
�� 
� ��� D(γ) ��
����������� 
���� (x̄(θ∗c(κ)), s̄(θ∗c(κ))) ∈ D(γ)�

����� (x̄, s̄) = (x(θ̄), s(θ̄))� ����

μ+
g ≤

(
1 − 3

√
(1 − γ)γ

2((1 + 4κ)n + 2)

)
μg,

����� μ+
g = (x+)T s+/n = x̄(θ+)T s̄(θ+)/n�

��� ������	
�� �
 ��� ����
�������������� ��� 
�� ���� �
�� � P∗(κ)�����
	 
� � �
����

����������� �
 ��� ����
��� ������

������� ��	
 �����

��� ��� �� ����� ��� M �� � P∗(κ)�	���
� ��� (x0, s0) �� � ����
���


����
�� 
�
�� ���� ���� (x0, s0) ∈ D(γ)� ���� 
� �� 	���

O
(

(1 + κ)n log
(x0)T s0

ε

)
���
� ��� 
���
�������������� �����
��	 
������� � 
�
�� (x̂, ŝ) ���� ���� (x̂, ŝ) ∈ D(γ) ���

x̂T ŝ ≤ ε�

�� � ����
���� ���� θ∗p(κ) ���� ��� ����
�
�� 
� �����  �!"# 
� � �������
��� 
���
$�� ����

���%�� 

 ��� ����
	 M 
� P∗(κ)� �����
���& 

 ��� ��	
��� 
���
$�� ���� ���%�� 
� �������

���� θ∗p(κ)& ���� ��� ����
	 
� ��� P∗(κ) �
�� ��� ������ ����� �
 κ& �� κ ������ $� 
���������

�� � ��������� ���� �� ������ �� ��� ������� D(γ) ��
%�$������� �
�� ��� ���� �
'� θ∗c(κ) ����

��� ����
�
�� 
� �����  �!"# 

 ��� ����
	 
� P∗(κ)� (�����
�%��& 

 ��� ��� ��
�� �
�� ����

���%�� θ∗c(κ) 
� ��� 
� D(γ)& ���� ��� ����
	 M 
� ��� P∗(κ) �
�� ��� ������ ����� �
 κ& �� κ

������ $� �������� )
�
����� �� ��� ����
��� ��� ��%��
����& 

 
� � ����
���� �� ���������

���� ��� ��� ����� �
 κ 
� ��� ������ $� � �!#& ���� ��� ����
	 
� ��� P∗ ��� ��� �������

*����� �
����
�� 
� � ����
����� 
�� 
�� +����������& 

 ��� ��� ����� �
 κ 
� ���%�� ���� κ̃&

���� ��� ����
	 
� ��� P∗(κ̃) ��� ��� *����� �
����
�� 
� � ����
����� 
�� 
�� ,
 ������& 
�

��
� ��%��
��� �� ���� ����- ��� �	
������ ��� ��
������� �
 ��� *����� �
����
�� 
� ����


�����
��� ��� ���
��� ��%��
��� 
� �� 
������.

������� ������������������� �
�������

��� �!

�� ����� $���� κ̃ > 0 �� ��� ����� �
 κ/

�� �������� ��������� ε > 0/

� ���	
�
�� ��������� γ ∈ (0, 1)/

�� 
�
�
�� ��
�� (x0, s0) ∈ D(γ)/

"0



�����

x := x0� s := s0� μ := (x0)T s0/n� κ := 0�

����� xT s ≥ ε 	


��������� 	��


t = 1−γ
(1+4κ)n+1

�

��������� �	� �
�� ��
��� ��������� (Δx, Δs) �� ������� ������ 
��	 a = −xs�

�� ��	� ��
��� ��������� ���� ��� ������� �� �� �� ��� ������� ����


���
� �	� ������ �� ��� P0� � ��� ��������	 
��


θ̄ = sup
{

θ̂ > 0 : (x(θ), s(θ)) ∈ D
(
(1 − t)γ

)
, ∀ θ ∈ [0, θ̂]

}
;

��
(
θ̄ < θ∗p(κ)

)
����

��������� κ(Δx)� � ��� �����

�� �κ(Δx) �� ��� ������� ����


���
� �	� ������ �� ��� P∗� � ��� ����� ���

�� �κ(Δx) > κ̃� ����


���
� �	� ������ �� ��� P∗(κ̃)� � ��� ����� ���

κ = κ(Δx)�

� ���� θ∗p(κ) ��� θ∗c(κ)�

x̄ = x(θ̄), s̄ = s(θ̄), μ̄ = x̄T s̄/n�

�� μ̄ = 0 ���� !"#$% (x̄, s̄) �� �� � ����� ���������

�� (x̄, s̄) ∈ D(γ) ����

x = x̄, s = s̄, μ = μ̄ ��� �� �� ��������� 	��
 �

��������� 	��


��������� �	� ��������� ��
��� ��������� (Δx̄, Δs̄) �� ������� ������ 
��	 a = μe − x̄s̄�

�� ��	� ��
��� ��������� ���� ��� ������� �� �� �� ��� ������� ����


���
� �	� ������ �� ��� P0� � ��� ��������	 
��


��
(
(x̄(θ∗c(κ)), x̄(θ∗c(κ))) /∈ D(γ)

)
��������� κ(Δx̄)� � ��� �����

�� �κ(Δx̄) �� ��� ������� ����


���
� �	� ������ �� ��� P∗� � ��� ����� ���

�� �κ(Δx) > κ̃� ����


���
� �	� ������ �� ��� P∗(κ̃)� � ��� ����� ���

κ = κ(Δx̄)�

� ���� θ∗p(κ) ��� θ∗c(κ)�

θ+ = argmin {μ̄(θ) : (x̄(θ), s̄(θ)) ∈ D(γ)} ;

x+ = x̄ + θ+Δx̄, s+ = s̄ + θ+Δs̄, μ+ = (x+)T s+/n�

x = x+, s = s+, μ = μ+�

&'



���

����

��� �������	
 �����
 
��� ���� �� θ∗p(κ) �� θ∗c(κ) �
 	�� � ���
���� 
��� ��	
�� ���� ���

���	����	
 
�� ������� ������ ���	 ��� ������ �
 	�� � P∗(κ)��������

����� ��		 �� ����� ���	�	 
� ����� i (0 ≤ i ≤ n) 	
�� ��
�

θ̄i ≤ θ∗p(κ),

���� ��� �
���� M �	 ��� 
 P∗(κ)��
���� 
�� ��� 
��� ������ ��������� �	 
 �������
�� ���

���	�


���
� ��� �	� κ ≥ 0 �	� n ≥ 1

θ∗p(κ) <
2

1 +
√

1 + 4κ
,

��������� �� θ̄0 ≤ θ∗p(κ)� ���	 �� ��� ���	����	 �� θ̄0 �	� ��


2

1 +
√

1 − 4eT r/n
= θ̄0 <

2

1 +
√

1 + 4κ
,

������	
 eT r/n < −κ� ���

∑

i∈I ΔxiΔsi < −κnμ = −κxT s� ���������� ��  ���� ��! ���

������ M �
 	�� � P∗(κ)������� �	� ��� �"	� #����	 ����$���	 Δx �
 � $�����$��� ��� ���
�

%� θ̄i ≤ θ∗p(κ)� ����� 0 < i ≤ n� ���	 ��� �
 $�	
���� ��� �������	
 �	�&������� ���$� ��


���'�� �� (���� �	�  �� �	 )��* �	 ���+,-√
(1 − γ)γ +

√
((1 + 4κ)n + 1)2 + γ(1 − γ) < (1 + 4κ)n + 2. ����.�

/
�	
  ���� ���0�  ���� !��! �	� ��� ���	����	 �� t� �	� ��


2
√

(1 − γ)γ

(1 + 4κ)n + 2
= θ∗p(κ) ≥ θ̄i ≥

2

1 +
√

1 + (tγ)−1(4‖r‖∞ + 4eT r/n)

≥ 2

1 +
√

1 + (tγ)−1(4‖r‖∞ + 1)

=
2
√

(1 − γ)γ√
(1 − γ)γ +

√
((1 + 4κ)n + 1)(4‖r‖∞ + 1) + γ(1 − γ)

. ����+�

���� �	�&������ ����+� �	� ����.� �� 
��

4‖r‖∞ + 1 > (1 + 4κ)n + 1. ������

��



����� (Δx, Δs) �� � ��	
���� �� �
� ������ ������ ���
 a = −xs� ��� 
���� ����
�	��� ������

���
 μ n = xT s� ��� 
��

‖ΔxΔs‖∞ >
(1 + 4κ)

4
xT s =

1 + 4κ

4

∥∥∥∥ a√
xs

∥∥∥∥2

,

�� �� �
� ������ ��������� �� ����� ��� ��� 
�� M /∈ P∗(κ)� ��� Δx �� � ���������� ���

�
��� �

��� 	�� 
� ���	� � �
� ��������� ���!�

����� ���� �� θ∗c(κ) �� ���� � �	

���	
 ���
 ������ ���� (x̄(θ∗c(κ)), s̄(θ∗c(κ))) /∈ D(γ)� ����

��� ���
�� M �� �	� � P∗(κ)����
�� ��� ��� �	

���	
 ����	� ��
����	� �� � ��
������� �	


�����

	
���� ���� �
��

x̄(θ)s̄(θ) = (1 − θ)x̄s̄ + θμ̄ e + θ2Δx̄Δs̄

���

μ̄(θ) = μ̄ + θ2 Δx̄T Δs̄

n
.

"��� ����� ���# ��� ����� ���$ �� ���

Δx̄T Δs̄ ≤
∑
I+

Δx̄iΔs̄i ≤
1

4

∥∥∥∥ μ̄e − x̄s̄√
x̄s̄

∥∥∥∥2

=
1

4
μ̄

∥∥∥∥∥
√

x̄s̄

μ̄
−

√
μ̄

x̄s̄

∥∥∥∥∥
2

≤ 1

4
μ̄

1 − (1 − t)γ

(1 − t)γ
n,

�
�������

μ̄(θ) ≤
(

1 +
1 − (1 − t)γ

4(1 − t)γ
θ2

)
μ̄. ����%�

����� θ∗c(κ) �� �� ��������	� ���! 	����
� �
��� �&���� �� ����& i �
�
 �
��

x̄(θ∗c(κ))i s̄(θ∗c(κ))i < γμ̄(θ∗c(κ)), ����	�

(1 − θ∗c(κ))x̄is̄i + θ∗c(κ)μ̄ + (θ∗c(κ))2Δx̄iΔs̄i < γμ̄(θ∗c(κ)).

'
� !�������� !���� (x̄, s̄) ∈ D((1 − t)γ)� �� x̄is̄i ≥ (1 − t)γμ̄� "
��
������� �� ����
�	���

����%� ��� 
��

(1 − θ∗c(κ))(1 − t)γμ̄ + θ∗c(κ)μ̄ + (θ∗c(κ))2Δx̄iΔs̄i < γ

(
1 +

1 − (1 − t)γ

4(1 − t)γ
(θ∗c(κ))2

)
μ̄,

(%



����� ������	

(θ∗c(κ))2 Δx̄iΔs̄i

μ̄
< tγ − θ∗c(κ)(1 − (1 − t)γ) +

1 − (1 − t)γ

4(1 − t)
(θ∗c(κ))2. 
��
��

��� ��� ����� ��� ��������� �������� �� 	��	�������� ��� �����	 �� t ��� θ∗c(κ)

0 ≤ (1 − γ)γ2

((1 + 4κ)n + 1)2
= −tγ + θ∗c(κ)(1 − (1 − t)γ) − 1 − (1 − t)γ

4(1 − t)γ

[
(1 + 4κ)n + γ

]
(θ∗c(κ))2.

��������� 

−1 − (1 − t)γ

4(1 − t)γ
(1 + 4κ) n (θ∗c(κ))2 ≥ tγ − θ∗c(κ)(1 − (1 − t)γ) +

1 − (1 − t)γ

4(1 − t)
(θ∗c(κ))2.

!�������� ���	 ���� ���������� 
��
�� ��� ���� ���	������� "���� ��
� �� ���

Δx̄iΔs̄i < −1 − (1 − t)γ

4(1 − t)γ
(1 + 4κ) nμ̄ ≤ −(1 + 4κ)μ̄

4

∥∥∥∥∥
√

x̄s̄

μ̄
−

√
μ̄

x̄s̄

∥∥∥∥∥
2

. 
��
#�

$���� (Δx̄, Δs̄) �	 � 	������� �� ��� 	�	��� 
%�

� ���� a = μ̄e − x̄s̄ �	��� ���������� 
��
#� 

��� ���

‖Δx̄Δs̄‖∞ >
(1 + 4κ)μ̄

4

∥∥∥∥∥
√

x̄s̄

μ̄
−

√
μ̄

x̄s̄

∥∥∥∥∥
2

=
1 + 4κ

4

∥∥∥∥ a√
x̄s̄

∥∥∥∥2

.

���	 �� ��� 	����� 	�������� �� "���� ��% ��� �����& M �	 ��� � P∗(κ)'�����& ��� ���

��������� (����� ��������� Δx̄ �	 � �����)���� ��� ���	� �

��� ��������� ����� �����	 ���� ��� ���������'��������� ��������� �	 ���� ��)����

����� ���� �� ���� �������	
 ���
 ��� ��
�� 	� κ �� �������� ��� 
�� ��
�� 	� θ∗p(κ)

�������� �
����
��� θ̄ ≥ θ∗p(κ) �
� ��� 
�� �	�
� (x̄(θ∗c(κ)), s̄(θ∗c(κ))) �������
�� �� ��� 
��

��
�� 	� ��� �	�����	� ���� ���� θ∗c(κ) �� �
 ��� D(γ) 
�����	���		��

	
���� *� ��� ����� �� "���� ��
# �� �	� ��� P∗(κ) �������� ���� ��� ��� ������ Δx �� Δx̄�

+��� ��������� κ �	 ������� �� ����	� ��� ��� ����� �� 	��� � ��� ���� ��� ����������

�� ��� ��)������ �� P∗(κ)'�������	 
,�
� ����	 ��� ��� ������	 Δx ��� Δx̄� ��������� ���

��� ����� �� θ∗p(κ) 	���	)�	 ��� ���������� θ̄ ≥ θ∗p(κ) ��� ��� ��� ����� �� θ∗c(κ) ���������	

� ����� �� ��� D(γ) �������������� �

(�� �� ��� ����� �� 	���� ��� ������&��� ��	��� ��� ��� ����)�� ���������'���������

��������� ��� ������� "!-	 �� ��	� �� ������� �������� ����� �	 ����������


���
�� ���� ��� (x0, s0) ∈ F+ ���� ���� (x0, s0) ∈ D(γ)� ���
 ����� �� �	��

O
(

(1 + κ̂)n log
(x0)T s0

ε

)
#�



������ ����� κ̂ ≤ κ̃ 	� ��� 
������ 
�
�� �� ��������� κ ���������� ��� �
���	���� ��� ����	�����

��������� �
���	��� ��������� � ��	�� (x̂, ŝ)� ���� ���� x̂T ŝ ≤ ε ��� (x̂, ŝ) ∈ D(γ) �� ���
	���

� ����	����� ���� ��� ����	� 	� ��� P∗(κ̃)�

������ �� ������ ��� 	
��� �� ��� 	
����
� ���	������ ����
�� ���� ����
�� ������ �� ��

���� � 	
������
 ��� � ��

����
 ���	� ����  � ����
�� ��!" ��� #���� ��!$ ��� ���
����

�� ��� ���	�������
��� %�	 �� �� �����

3
√

(1 − γ)γ

2((1 + 4κ)n + 2)

xT s

n
.

���� ��	
������ �� � ���
�����% �
������ �� κ� �� �� ���� ���
����� ���� �� ���� � 	
������


��� � ��

����
 ���	� ��� ���	�������
��� %�	 ���
����� �� �����  �

3
√

(1 − γ)γ

2((1 + 4κ̃)n + 2)

xT s

n
.
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