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1. fejezet
Bevezetés

A természetben el6forduld, ill. az emberiség 4ltal hasznélt anyagok jelentds
része kristalyosoddsi folyamat soran alakult ki. Ide tartoznak a kiilonféle
technikai 6tvozetek (acél, bronz stb.), élelmiszerek, gydgyszerek, természe-
tes dsvanyok és részben a polimerek. Sok biolégiai vonatkozasu anyag is ide
tartozik. Ilyen példaul az élélények szilard vaza. Ijjabb kutatasok szerint
polikristalyos amiloid alakzatok jelennek meg az Alzheimer-kér és a II. ti-
pust cukorbetegség soran, ill. polikristalyos képzédmény a vesekd és szdmos
proteinkristaly is. El6forduldasuk sokfélesége tobb tudoményteriilet szdmara
tartogat érdekességet, és gazdasigi jelentOségiik is kiemelkedd. A kristalyo-
sod6 anyagtipusok koziil érdemes kiilon megemliteni a kolloidokat. Amellett
hogy mindennapi életiinkben gyakran el6fordulé anyagesaladokrdl van szd,
rendkiviil jol , kutathat4”, a molekularis anyagokhoz képest nagyobb részecs-
keméretiiknél fogva konnyebben vizsgalhatok, fazisdtalakuldsaik akar valds
idében nyomonkévetheték [1] (1.1. dbra). Kolloid rendszerek viselkedése
szamos tekintetben analdg a molekularis anyagokéval, néhany esetben a két
anyagcesalad kozotti hatar a méretbeli kiilonbséget illetéen el is mosédik, mint
példaul a csillag alaku blokk kopolimerek esetében.

Az anyag alapvetd, makroszkopikusan is érzékelhetd tulajdonsigait az
atomi szerkezeten, és a kristalyracson til jelent6sen befolydsolja az anyag
bels6 nanométeres-mikrométeres mintézata, melyek fejlédésének megértése

donto fontossagi kapaszkoddkat adhat 4j anyagok fejlesztéséhez. Ilyen min-
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1.1. dbra. Kolloid kristdly folyadék hatdrfeliiletek és szemcsehatarok (Paul
Heiney és Othmar Marti elektronmikroszkdpos felvételei)

tazatot adhatnak szemcsehatdrok, kiilonbozé atomi szerkezetek (fézisok) és
az oOsszetétel vagy a siirliség térbeli valtozdsai. Specidlis, esetleg szabdlyos
mintazattal rendelkez6é anyagok vizsgalata és eldallitasa széles korben kuta-
tott teriilet. A teljesség igénye nélkiil néhany alkalmazds: nanoszemcsés anya-
gok, folyadékkristalyok, nagyfoku rendezettséggel biré blokk kopolimerek [2].
Megjegyzendé hogy mikroszkopikus mintazattal rendelkezhetnek folyadékok
is; példdul folyadék kristalyok (nematikus folyadékok) esetében orientdcids
mintazatok alakulhatnak ki. Folyadékékban az Osszetétel is mutathat mik-
roszkopikus mintézatot [2, 3]

A mikroszkopikus mintdzatok fejlédését az esetek donté tébbségében nem
egyetlen folyamat eredményezi, mér tiszta anyagok megszilarduldsa is két jol
elkiilonithetd folyamatra, csiraképzédésre és kristalynovekedésre bonthat6. A
két folyamat eredménye a polikristalyos tiszta anyag, mikroszkopikus textu-
rajat a szemcsehatdrok hélézata, illetve a kristdlytani orientaciék mintézata
adja. Bonyolultabb anyagok esetében a textura kialakuldsaban aktivan részt
vehetnek az anyag- és hétranszport folyamatok (diffizid), a folyadék dramlds,
illetve a kristalyosodaskor méar meglévé folyadék mintdzat. A legbonyolul-
tabb, de egyben legérdekesebb morfolégidkat gyakran kiilonféle folyamatok
versengése eredményezi; ide sorolhaté példaul a Mullins-Sekerka tipusu dif-
fizids instabilitdsok, ahol a kapillaris erék versenyeznek az anyag- illetve
hédiffuziéval, vagy a polikristalyos szferulitok, amelyek az anizotrop kris-
talynovekedés és a novekedési fronton torténd csiraképzédés versengésébél
johetnek 1étre[4].
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Bér a kristalyosodés és a kapcsolodo alapfolyamatok, mint a csiraképzo-
dés, kristalynovekedés, hé és anyagdiffiizié vagy az anyagaramlds alapjaiban
meglehetdsen jol ismertek, gyakorlatban eléfordulé anyagok esetében az alap-
folyamatok olyan szorosan csatolddnak egymadshoz, hogy akkor sem egyszerti
a szétvélasztdsuk, ha a kristalyosodds in situ megfigyelheté. Legtobb eset-
ben azonban csak az anyag végs6é mikroszerkezetét ismerjiik, vagy kozvetett
informéciéval rendelkeziink a szerkezet id6fejlédésérol, igy az eredmények ér-
telmezésekor, a lényeges alakitd folyamatok feltarasaban dltaldban segitségre
szorulunk. A kisérleti munkét elméleti modellekkel megtamogatva eredmé-
nyesebben érthetjitk meg a kristalyosodas jelenségét.

Az elmilt néhdny évtizedben a szdmitégépek kapacitdsa robbandsszer(i
fejlédésen ment keresztiil, lehet6vé téve hogy a kristalyosoddst, és egyéb fa-
zisatalakuldsokat egyre nagyobb felbontéssal, és egyre bonyolultabb elméleti
modellekkel vizsgaljuk. Ahogy fokozatosan haladunk az atomok mérettar-
tomdnya felé, egy id6 utan mar nem beszélhetiink éles fazishatarokrdl, a
nanométeres képzédmények tulajdonsiagai lényegesen eltérhetnek ugyanazon
anyag tombi tulajdonsidgaitél. Pontosan ez a nano- mikrométeres mérettar-
tomdny az, ahol a kiilonboz6 diffiz hatdrréteg modellek, mint a klasszikus
fazismez6 elmélet (angolul: Phase-field Theory, PFT) eredményesen alkal-
mazhatéak. A klasszikus PFT elmélet egyik legismertebb alkalmazdsa a
dendrites megszilardulds lefrdsa[5, 6]. A dendrites megszilardulds sordn egy
hé- vagy anyagdiffizids folyamat hat koleson a megszilarduldssal, amely so-
ran a sik hatdrfeliilet instabilld valik[7]. Az instabilitds miatt a feliileten
ujjasodas figyelheté meg, amely késébb faszertien eldgazé szemcse-alak ki-
alakuldsahoz vezethet. A PFT moddszer ezen kiviil széleskoriien hasznalhato
kiilonféle mezo-skalaju texturdhoz vezet6 folyamatok leirdsara, mint példdul
eutektikus [8, 9], vagy monotektikus [10] megszildrdulds, ill. a repedések
terjedése.

A PFT rendkiviili népszertiségre tett szert az anyagmodellezésben, és se-
gitségével a megszilardulds sok aspektusat tisztazni tudtak, azonban sza-
mos, a kristalyracs atomossagdbol fakadé jelenségre nem képes megfelel6 va-
lasz adni. Napjainkban az atomisztikus fazismezé elméletek megjelenésével
(11, 12] (angolul: Phase-field Crystal, PFC) lehet6vé valt a kristalyszerkezet
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hatdsanak lefrasa diffiziés idéskalan zajlé kristalyosoddsi folyamatok ese-
tén. PFC modell keretében vizsgaltak tobbek kozott iivegesedési atmenetet
[13], plasztikus alakvaltozast [14] és szemesehatér dinamikat. Erdemes ki-
emelni, hogy a médszer atomos térbeli felbontéssal képes diffizios idéskalaju
folyamatok lefrdsara, igy hianypotlénak szamit az anyagmodellezésben. A
dinamikus sfirtiség funkciondl elméletek kozé sorolhaté [15] PFC sok tekin-
tetben tjszert megkozelitésekre ad lehetéséget, ugyanakkor mind az elméleti
modell, mind a matematikai megoldas oldalardl jelentés potencial van még a

maédszerben.

1.1. Célkitiizések

1.1.1. Az atomisztikus fazismez6 modellek hatékony

megoldasa

Az elérhet6 szamitasi kapacitdsok rohamos fejlédése ellenére a PFC szimuld-
cidk meglehetésen korlatozott id6- és mérettartomanyban valdsithatdk csak
meg. A megszilardulds dinamikéjét leir6 mozgédsegyenletek altaldnos esetben
helyfiiggd egytitthatokkal rendelkezé er6sen nem linedris parcidlis differencial
egyenletek (PDE), megolddsukkor a kutaték donté tobbsége hagyomdanyos
véges differencia és véges elem mddszereket haszndl, t6bbnyire egyszert exp-
licit id6-integralassal kombindlva. A hatékonysag novelésére leggyakrabban
hasznélt adaptiv (dinamikusan valtozé felbontdsi) héld, és implicit idélép-
tetés egyidejii hasznalata egyfel6l valéban jelent&sen csokkenti az egységnyi
Ezek kozil taldn kettét érdemes kiemelni: Adaptiv halé esetén nem meg-
oldott a termikus zaj konzisztens hozzaadasa a rendszerhez, igy csak olyan
jelenségek vizsgalhatdk ahol a fluktudcidk szerepe elhanyagolhaté. A maésik
probléma inkabb matematikai és szamitastudomanyi jellegii: az egyenletek
diszkretizaldsa nagy, ritka, matrix alakd algebrai egyenletrendszerhez vezet,
amelyeknek megoldasa nagy szakértelmet igényel, és még napjainkban sem

teljesen automatikus. A megoldé nagy foku parhuzamositdsa a szekvenci-
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alis megoldashoz képest altalaban jelentés szamitasi-teljesitmény tobbletet
igényel.

A probléma felolddsdra egy operator-szeletelésen [16] alapulé spektralis
szemi-implicit médszer kifejlesztését tliztem ki célul, amelyben a szeletelés
segitségével az idé-integrdlds stabilitdsa rugalmasan alakithaté (3. fejezet).
Megjegyzendd, hogy az eljards alkalmazhaté mind diffiziés kinetikat kovetd
klasszikus PFT [17, 18], mind dramldssal csatolt PFT [19, 20, 21] esetében

1S.

1.1.2. Kétdimenzids kolloid rendszerek mintdzatai

Szamos anyag esetében megfigyelhetd, hogy a hajtderd valtozasaval a mezo-
szerkezet jelentds dtalakuldson megy keresztiil [22, 23]. Az dtmenet egyik
legérdekesebb forméja a 2D kolloid rendszerekben jelenik meg. A részecske-
stirliség novelésével eldszor kompakt, hexagonalis kristalybdl dendrites alak-
zathoz jutunk, majd fraktédlszerii és kompakt, de porézus anyagot kapunk
(1.2. ébra). FErdekes médon a fraktdl-szerti alakzat is kristalyos szerke-

zetli, igy kialakuldsa nem magyarazhaté a kolloidokban gyakran el6forduld

amorf szerkezetii fraktdlokat leiré diffuzid, és reakcid vezérelt aggregdcids

szimuldci6kkal[24].

1.2. dbra. A mezoszerkezet valtozdsa a részecskestirtiség fiiggvényében 2D
kolloid oldatban (A. T. Skjeltorp mikroszkdpos felvételei[25]). Balrol jobbra
haladva a részecskestirtiség novekszik.

A 4. fejezetben PFC modell segitségével vizsgalom a jelenséget, és a

jelenség mogott meghtizddé fizikai folyamatokat. Altaldnos Osszefiiggéseket
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keresek a kialakulé morfolégiak és a hatarfeliilet mikroszkopikus tulajdonsé-

gai kozott.

1.1.3. Haromdimenzids kolloid rendszerek mintazatai

A PFC médszer talan legfontosabb erénye, hogy természetes mddon tartal-
mazza a kristdly anizotrépiait, rugalmas tulajdonsagait, a kristalyosodas haj-
toerejének tombi és feliileti jarulékait. Egyszerre alkalmas a nukledcié, az azt

kovet6 atomosan sima vagy atomosan durva felilletit megszilardulds, illetve

a szilard fazis szemcesedurvuldsdnak modellezésére.

1.3. dbra. Az firkisérletekben megfigyelt kolloid kristélyok[26] (balra), és ato-
misztikus fazismez6 szimuldcidban (sajat eredmény jobbra), mindkét esetben
dendrites alaki a kristdly.

A médszer segitségével elemzem egykomponensii kolloid rendszerekben
megfigyelt kristdly gyors és lassi kristdly-novekedési médusokat [27], a kii-
l6nféle kristédlyszerkezeti polimorfok névekedésének kinetikus eredeti ani-
zotrépidit, és azok hatdsat a novekvé kristaly morfolégidjara. Az 1.3 dbran
jellegzetes kolloid kristaly morfolégia lathaté. A PFC elmélet a kristalyno-
vekedés soran mikroszkopikus betekintést ad a kristdlysikok képzédésének

mechanizmusaiba.
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1.1.4. Kétkomponensii anyagok dendrites megszilardu-
lasa

Két és tobb komponensti anyagok jellegzetes megszilardulasi forméja a dend-
rites kristaly. Ezen alakzatok a diffuziés mezé, és a novekvd hatarfeliilet
bonyolult kélestnhatdsa soran Mullins-Sekerka instabilitdssal[7] jonnek létre.
Mezoszkopikus modellekkel vizsgélva a dendrit dgak képzédésében jelentds
szerepe van a kristaly feliileti tulajdonsagainak irdnyfiiggésének, illetve a ter-
mikus fluktudcidknak, azonban ezek a médszerek a jelenség atomi, mikrosz-
kopikus leirdasdra nem alkalmasak. Dolgozatomban valédi mikroszkopikus
modell (a PFC) keretében kivanom megvizsgalni a dendrites megszilardulds

folyamatat. Az 1.4 dbrén jellegzetes dendrites megszilardulasi forma lathatoé.

1.4. dbra. Jellegzetes dendrites szerkezetl 2D jégkristdly mikroszkdpos felvé-
tele [26] (balra), és 2D dendrit atomisztikus fdzismez6 szimuldcidban (sajét
szdmolds jobbra)



2. fejezet

Elméleti attekintés

2.1. Az atomisztikus fazismez6 modell helye

az anyagtudomanyban

A kristalyosodas vizsgdlatdra elméleti médszerek széles kore &ll rendelke-
zésre. Az aldbbiakban a legtobbet haszndlt médszerek elényeit, hatranyait,
alkalmazhatdsagukat és korlataikat foglalom ossze. A mddszereket csokkend

méretskala szerint sorolom fel, megjeldlve a jellemzé mérettartomanyt.

2.1.1. Mozgdé perem maédszer

A mozgé perem mddszer jellemzdje, hogy a fazisatalakuldst a fazisokat ha-
térolé gorbék (hdrom dimenziéban feliiletek) mozgdsa irja le[28]. A hatdrolé
gorbék a szamoldsi tartomanyt altartomanyokra osztjak amelyeken a vonat-
kozé transzport-egyenleteket megoldjuk. A megolddsok az altartomanyok
peremén konzisztens peremfeltételekkel érintkeznek. A mddszer hatrdnya
numerikus szempontbdl hogy a vonatkozé egyenletek megoldasahoz a fazisok
hatarfeliiletének explicit kovetésére van sziikség, ami bonyolitja a megoldast.
A modell szempontjabdl korlatozé tényezd, hogy a fazishatarok ,mozgés-
egyenletei” rendszerint empirikus Osszefiiggéseken alapulnak, olyan véletlen-
szeril folyamatok leirasara, mint példaul a termikus zaj nem alkalmasak. A

fentiekbdl kovetkezik, hogy a médszer alkalmazasanak jellemz6 mérettarto-

11
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médnya nagyobb, mint 107®m azaz a sztochasztikus folyamatok kozvetlen

modellezésére nincs sziikség.

2.1.2. Térfogat atlagolas

A térfogat dtlagolasos (angolul: volume averaging), mas néven Euler-Euler
t6bbfazisti médszer esetében, ahogy a soron kovetkezd dsszes tobbi médszer-
nél nincs sziikség a hatarfeliilet explicit kovetésére. A fazisokat egy folyto-
nosan valtozé paraméter irja le ami egyenértéki az adott helyen (szdmoldsi
celldban) a fézisok ardnydval. A fazisok transzportegyenleteit az adott fdzis
aranyaval sulyozzak, mig a fazisok kozti kolesonhatast az egyenletekben kon-
zisztens forrdstagok reprezentéaljdk[29]. A fenti modell megfeleltethetd annak
a fizikai képnek, hogy egy szdmoldsi cellat a dendritek (fadg szerti kristd-
lyok) sokaséga illetve az olvadék izotrop mddon télti ki. Ilyenkor a térfogat
atlagolt egyenletek jol irjak le a rendszert. A fentiekbdl kovetkezik, hogy
a modell 107® m-nél nagyobb méretskaldn alkalmazhatd, amely mérettarto-
méanyban méar megfelel6 szdmu dendrites kristaly helyezkedik el egy szamolasi

cellaban.

2.1.3. Sejtautomata

Sejtautomata (angolul: cellular automata, roviditve CA) médszerek komplex
rendszerek térbeli és idébeli fejlédését irjak le. A diszkrét rdcson értelmezett
allapotvaltozé csak diszkrét értékeket vehet fel, értéke szabalyok szerint val-
tozik. Ez tekinthetd a hagyoményos numerikus mddszerek altalanositasanak,
ahol a diszkretizdciés sémékat sokkal altaldénosabb szabélyokkal helyettesit-
jik. A szabélyok lehetnek determinisztikusak vagy sztochasztikusak, illetve
lokalisak vagy globélisak. Bizonyos szempontbdl azonban megszoritasokkal
kell szamolni, hiszen a véltozok csak diszkrét értékeket vehetnek fel. Ezen
korlatok feloldhatdak, ha a CA mddszereket hagyomanyos modellekkel 6tvoz-
zikk. A fézisatalakuldsok témakorében is fellelhetéek olyan mddszerek, ahol
a CA modszereket véges elem (CAFE) [30] vagy véges differencia (CAFD)
[31] megolddkkal haszndlnak egyiitt. A CAFE és CAFD mddszerek kozos

jellemzdje hogy a nukleaciot és a fazisok novekedését CA megoldd szamolja,
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mig az alapvet6 transzportfolyamatokat, mint a héterjedés és a komponensek
diffuzidja, hagyomanyos parcialis differencial egyenletek irjak le. Az egyes fa-
zisokat leird dllapotvéltozé csak diszkrét értékeket vehet fel, igy minden egyes
celldban csak tiszta fazisok lehetnek jelen. A sejtautomata médszereket jel-
lemz6é méretskaldja 1070 m-t6l 107° m -ig terjed, azaz a dendrites kristalyok

tartomanyédba esik.

2.1.4. Fazismez6 modellek

A fazismez6-elmélet egy klasszikus térelméleti modell, amelyben a kristély-
folyadék atmenetet egy kontinuum mez6, a fazismezd elnevezést struktu-
rdlis rendparaméter irja le[32]. A PF lokélisan az atomi rendezettséget
jellemzi, amely a klasszikus stirtiségfunkcional lefrdsban tekintheté az id6-
atlagolt atomi skalan vett stiriség normélt domindns Fourier amplitudéja-
nak, értéke tokéletes periodicitas esetén 1 illetve rendezetlen folyadékban
0. Az, hogy a kristaly - rendezetlen adtmenetet egy folytonos véltozé irja
le, nanométeres skéldn nem jelent megszoritast, molekula dinamika (2.1.6.
alfejezet) szimuldcidkkal is bizonyitott hogy a kristdly - folyadék dtmenet
a valdsdgban is folytonos. A PF modellek figyelembe veszik hogy a fazis-
hatérok kozelében az anyag nem rendelkezik tombi tulajdonsagokkal, ezért
pontosan irnak le olyan fazisatalakuldsokhoz kapcsoldédd jelenségeket, ame-
lyek nagyon kis méretskéldn jatszédnak le mint példéul a nukledcio[6], vagy a
fazisszepardcié[33]. A fentiekbdl kovetkezik, hogy a jellemz6 mérettartomany
1072 m-t6l 10~% m, nagyobb méretek jelentés szamitasi kapacitést, illetve fej-
lett numerikus moddszerek hasznédlatat igénylik. A PF modszer esetében ki
kell emelni, hogy rendkiviil flexibilis, sokrétiien alkalmazhaté akér szemcse
novekedés, dendrites megszilardulds[22], nukledcié[6], spinédalis bomlds[33]

vagy szildrd fazisu atalakuldsok modellezésére.

2.1.5. Atomisztikus fazismez6 modellek

Az atomisztikus fazismez6 modell, angolul: Phase-Field Crystal (PFC) mo-
dellek egy egyszertisitett klasszikus stiriségfunkciondl technikédnak tekint-

hetd, amelyben a fazisokat az idéatlagolt atomi stirtiség jellemzi. Ennek meg-
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felel6en a kristalyos fazisok esetében a stiriiség periodikus valtozast mutat, a
stirtiség maximumok az atomi racshelyhelyeken jelentkeznek, mig a folyadék
allapotot egyenletes siirliség eloszlas jellemzi. A modell elénye, hogy par-
cialis differencidlegyenlet (a klasszikus stirtiségfunkciondl technika esetében
integro-differencidlegyenlet) megoldva modellezhetiink atomi folyamatokat,
diffuziés idéskéalan, mig molekula dinamikai szamitasok esetében az id6lép-
tetésnek az atomi rezgések periddusidejével kell egy nagysdgrendbe esni, ami

erdsen korlatozza a modellezés szamara elérhet6 id6tartamot.

2.1.6. Molekuladinamika

A molekula dinamika (MD)[34] a leggyakrabban hasznalt médszer atomi skd-
lan, amikor nem csak egyenstlyi mennyiségekre vagyunk kivancsiak. A MD
szimulacidk az elemi folyamatokat utanoznak azaltal, hogy minden egyes ré-
szecske mozgasegyenletét megoldjak. A soktestprobléma korrekt kezelése a
Schrodinger egyenlet minden részecskére torténé megoldasat kivanna meg,
azonban megmutathato, hogy az atomok kozti kolesonhatas kvazi-klasszikus
figyelembevétele, atomi potencidlok és klasszikus mozgasegyenletek segitsé-
gével bizonyos hatdrok kozott konzisztens a Schrodinger egyenlet megoldé-
saval. A részecske-sokasdg id6fejlédése a mozgdsegyenletek diszkrét id6lépé-
sekkel torténd integralasaval halad elére. Minden egyes lépésben az atomok
pozicidi, és sebességei keriilnek kiszamitdsra. Az idélépés jellemzden a 10712~
10~ mdsodperc. Egy szimulacié altalaban 10%-10° atomot tartalmaz, és

valés idében piko-szekundum ideig tart.

2.2. Atomisztikus fazismez6 modellek részle-

tezése

A kontinuum mez6 elméletek kozott egy viszonylag 1j, igéretes moddszer,
az atomisztikus fazismez, angolul Phase Field Crystal (PFC) mddszer[11],
amely szoros kapcsolatban all az id6fiiggd klasszikus stirtiség funkciondl el-

méletekkel [35]. A sfirliségfunkciondl technika, angolul Density Functional
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2.1. dbra. Szilard-olvadék hatérfeliilet Al-Ni 6tvozetben. Mark Asta mole-
kula dinamika szimulacidja

Theory (DFT) egy hatékony elméleti eszkéz inhomogén folyadékok szerke-
zetének szamoldsara, amelyet idéatlagolt részecskestirtiséggel jellemez. Bar
a médszer tobb mint négy évtizedes multra tekint vissza [36], kiilonféle va-
ridnsait a mai napig hasznaljak inhomogén folyadékok, folyadékkristalyok,
illetve kristalyok leirdsira. Az egyik elterjedt véalfaja a perturbativ DFT,
amely az inhomogén rendszer tobblet szabadenergidjat a homogén folyadék-
hoz képesti stiriségkiilonbség szerint fejti sorba[37]. Ezt a technikdt gyakran
nevezik Ramakrishnan-Yussouff tipusu stirtiség funkcional elméletnek is. A
sorfejtés egyiitthat6i a homogén folyadék direkt korrelacids fiiggvényei. Az
esetek tobbségében a sorfejtést kéttest korreldcidig végezik, ugyanis a ma-
gasabb rendil korrelaciok csak specialis esetekben ismertek. Amennyiben a
Ramakrishnan-Yussouff tipusi DFT-t kristalyosodasra alkalmazzuk, feltéte-
lezziik, hogy a kristdly felfoghaté inhomogén folyadékként[37], a kristdlydl-
lapot leirhaté a folyadékallapot koriili sorfejtéssel. A kristalyosodds leirasa
azonban még azzal a jelentds egyszertsitéssel is nagy kihivés, hogy a korreld-
ciét csak mésodrendig vessziik figyelembe, a vonatkozd egyenletek megoldasa
jelends szamitdsi kapacitdst igényel.

2002-ben Elder és munkatérsai a modell tovdbbi egyszertisitésével[11], egy
hatékonyabban megoldhaté egyrendparaméteres elmélethez jutottak, amely
még kvalitativen lefrja a kristély sok lényegi tulajdonsdgat: A Ramakrishnan-
Yussouff tipusu strtiség funkciondl idedlis gz tagjanak és a két test korrela-

cids fiiggvény sorfejtése[12] Swift-Hohenberg (SH) tipust funkcionalhoz [38]



2. FEJEZET. ELMELETI ATTEKINTES 16

vezet, ami a PFC mozgdsegyenletek kiinduldsi pontjat képezik. Mind az id6-
fiiggd stlirtiségfunkciondl, mind a PFC elméletek atomi, illetve pontosabban
részecske skalaju modellek, az egyenletek alapvetéen a siirliség, illetve az an-
nak megfeleltethetd részecskesiirtiség hely és idofiiggését irjak le. Az eredeti
SH modellhez képest lényegi kiilonbség, hogy a PFC esetében a mozgdsegyen-
letek megmaradé dinamikat irnak le, 1évén hogy a részecske stirtiség megma-
radé mennyiség. Fontos kiemelni, hogy az atlagtér elméletekkel szemben a
PFC elmélet természetes modon hordozza a kristdlyos anyag olyan tulajdon-
sagait mint a kristdlyok szimmetriai, iranyfiiggd elasztikus tulajdonsdgai, és
leirja a kristédly olyan tokéletlenségeit mint a hatérolé feliiletek, diszlokécidk,
és vakancidk[39]. A molekula dinamikai (MD) szimuldciékhoz képest, a prob-
1ématdl fliggden, akar millidszoros idéskéalan képes atomi szintii folyamatokat
lefrni. A termikus fluktudcidk a hagyoményos kontinuum elméletekhez ha-
sonléan, a fluktuacié disszipacié elméletnek megfeleld amplitidéval adhatéak

a rendszerhez.

2.2.1. Az egykomponensii PFC modell szarmaztatasa
a Ramakrishnan-Yussouff tipusi siirtiség funk-
ciondl elméletbdl
A PFC egyenlet fizikai megértését nagyban segiti ha megmutatjuk hogyan
kapesolddik a folyadékok stirtiségfunkcional elméletéhez. A levezetést részle-
teiben Elder és munkatédrsai a Physical Review E folydiratban kozolték[12],
melynek kulcselemeit a tovabbiakban kozlom. Kiinduldsi pontunk a Ramakrishnan-

Yussouff tipust szabadenergia-funkcionél, amely két test korrelacidig az alabbi

alakban irhaté fel:

]i—]; = / dr |:p(r)ln (Z;}> — Ap(r)

% / / drydra [Ap(r)C(rs — r2)Ap(ra)] @2.1)

amely egy idedlis gaz tagbdl, és a részecskék kozti kolesonhatasokat jellemzé

tobblet energia taghdl dll. Az egyenletben pTLef a referencia folyadék stiri-
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sége, p a lokdlis siiriség, C(r1,r2) pedig a referencia folyadék kéttest di-
rekt korrelacids fliggvénye. Vezessiink be egy redukélt részecskestiriiséget;
= (p—pi)/phe! | és a két test direkt-korrelcios fiiggvényt fejtsiik sorba

ncgyed rendig:

F

W = /dr [(1+n)in(l+n)—n (2.2)

- Qp'ch / / drydrs [n(r1){Co — CoV + C,V45(ry — ra)n(ra)] .

Kis n esetén a logaritmikus tagot sorfejtéssel kozelitve (1 4 n)ln(l +n) =
n+n?/2 —n®/6 +n?/12 — ..., és némi tovdbbi egyszerfisitéssel mar a SH

egyenlethez nagyon hasonlé alakot kapunk:

2 3 4
p ;nf /dr {% - % + % - %pzefn(Co —CoVE+ V| (2.3)
Ezzel tulajdonképpen el is érkeztiink a PFC szabadenergia funkciondl egyik
fajta megkozelitéséhez, ahol széraskisérletekbél kapott adatokra illeszthetjiik
az egyenlet paramétereit.

Az egyenlet egy médusban kozelitett megoldasanak vizsgalataval az egyen-
let paraméterei a rendszer mas fizikai tulajdonsagaival is 6sszekapcsolhatéak,

vezessiik be az alabbi 1j valtozdkat:

B, = 1-p¢ (2.4)
Bs = plC3/4/1CH| (2.5)
R = (2C4|/Co)"?, (2.6)

ahol By, = k/(p/ kT) és k a folyadék dimenzidtlan kompresszibilitasa, By =
K/(p} ef kT) és K a kristélyos fazis dimenzidtlan térfogati rugalmassdgi mo-
dulusza, illetve R a kristaly racsallandéja. Az 4j valtozdkkal az egyenlet az

aldbbi alakra hozhato:

f

— /dr {ﬁ [BL, + Bs(2R*V? + R'VY)] n — u”—3 + "—4} (2.7)
kBT/)nf 2

6 12
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Az egyenletben a kobos tag egy valtoztathatd egyiitthatét is kap, amellyel a
hérom test korreldcié nullad rendben figyelembe vehetd[13]. Beldthato, hogy

a 2.7 egyenletet dimenziétlanitva az SH egyenletet kapjuk:

ﬁ:/dr{% [F+ 0+ 927] p’)fv%3}, (2.8)

ahol ¢ a dimenziétlan stirtiség, és r redukalt paraméter megfelel a SH egyenlet
bifurkaciés paraméterének. A probléma tovabb egyszertisithetd, ha a v para-
métert nullanak valasztjuk, és a logaritmikus tagot csak harmad rendig fejt-
jitk sorba. Ezzel egy olyan egyszerii, gyakran haszndlt modellt kapunk, amely
hordozza a kristalyos és homogén fazisok lényegi tulajdonsdgait, ugyanakkor
csak a sirtiség kezdeti értéke, és az 7 a valtozé paraméteriink. A rendszer
fazis diagramja egyszerii, a modell alkalmazéasakor két-, illetve haromdimen-
zi6s esetben is részletesen bemutatom. A mozgasegyenleteket a hagyoményos
mez0 egyenletekhez hasonléan, megmaradé dinamikaval szarmaztatjuk, a di-
menziétlan alak esetében:

g—: = v‘z% +¢, (2.9)
ahol ¢ megmaraddé Langevin zaj amely a fluktuacié disszipacié elméletnek
megfeleld o korreldtorral (((r,7)¢(r', 7)) = aV2i(r — r')d(7 — 7') jellemez-
hetd. A zaj korreldtora dimenzidtlan egységekben kifejezve v = 2/ (3B§p2€f R%).
Erdemes megjegyezni, hogy az r-et v-t tartalmazé dimenzidtlan modell to-

vabbi szabad paramétere a zaj amplitiuddja.

2.2.2. A kétkomponensii PFC modell

Az egy komponensti esethez hasonléan, a kiinduldsi pont itt is egy perturba-
tiv stirtiségfunkciondl elmélet, ahol a szabadenergia egy referencia folyadék
allapothoz képest a stiriség kiilonbség szerint masod rendig keriil sorfejtésre
(két test korrelacisig)[15].
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A pa _ [ZAN
Wl /dr {p,ﬂn(/)é) ApA+pBln<pf App (2.10)

= 5 [ A [ Bpal7), Can(ris ) gl

+ App(7) Cpp(m, ), App(a) + 2 Apa(ii) Cap(71,75) ApB(FQ)] ;

ahol Apa = pa—pi és App = pp—p2. pi és pP a komponensek stirtiségei
a referencia folyadékban. A két komponensti esetben is feltételeztiik, hogy
a kéttest korreldcios fiiggvények izotropak, azaz Cy;(7, ) = Cy(|7 — 72l).
A direkt korrelacios fiiggvényt negyed rendig sorfejtve Cj; = [CIOJ — C’%VZ +
CEVAO(7 — 75) adédik. A Cy; parcidlis direkt korreldcids fiiggvények mért
vagy szamitott parcidlis szerkezeti tényezdkkel hozhatdk kapesolatba [40].

Az egykomponensti esethez hasonléan mindkét komponens esetében At-
tériink részecskeszam-stirtiségre; na = (pa — p)/pr és np = (ps — p¥)/prL,
ahol p;, = pf + p2. Majd 1ij véltozéként bevezetjiik az n = na +np teljes és
adN = (np—ns)+ pf;%z\ differencidlis részecskestirtiséget. N = 0ésn =0

koriil sorfejtve a szabadenergia funkcionalra az aldbbi adédik:

F
prkpT

_ / ar (5 [By+ Bs 2RV + RI9Y)] n (2.11)
Los U4 w 2, U 4

T+ oant 4 Int 4y (ON) + SN + L (6N)
e

+ SIVEN) +)

Ha A és B komponensek kozott helyettesitéses diffuziot feltételeziink, azaz
ugyvanazt az M mobilitasi egyiitthat6 alkalmazzuk a komponensekre, n és § N
dinamikaja szétvélik. Amennyiben a mobilitdsi egyiitthatok is konstansok, a

mozgasi egyenletek az aldbbi alakba frhatéak:

on va

o pv2?t 9212

ot vV on’ (212)
A(5N) , OF
0N v 2 21
ot V6N (213)
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ahol % = g—i + 3, (=1)ive Dgl’x a szabadenergia y szerinti elsé funkciondl
értelemben vett derivaltja, I a (2.11) egyenlet integrandusa, és M, = 2M /pp?
az effektiv mobilitdas. M a komponensek mobilitdsa, amelyeket egyformanak
valasztjuk[15]. Fejtsiik sorba B, Bg és R-t 0N szerint, az egyiitthatéikat
nevezziikk B, BY és Ri-nek. Ha feltételezziik, hogy csak BE, B¥, B5, Ry, és
R egytitthaték nem nulldk, és az ennek megfelelé I szabadenergia stirtiséget
beirjuk a (2.12) és (2.13) mozgési egyenletekbe az aldbbi, dltaldban hasznalt

alakhoz jutunk:

%Z — M.V2[n[Bf + BEGON)) + tn? + on® (2.14)
+ %05{2[1-20 + Ri(ON)PPV? + [Ry + Ri(ON)]'V*}n
+ Bovralr, + RENE) + ViR + R (6M))].
WON) — a2 [BEow? 215)

+ 2B5n{[Ry + Ri(ON)|R,V* + [Ry + Ry (ON) PR, V*}n

+ 7+ wON) + u(6N)? — L2V2(6N)] .

Az egyenletben szerepl6 egyiitthatok fizikai jelentése megegyezik az egy kom-
ponensi esetével, azonban BE és R sszetétel fiiggd lett, illetve kiegésziilt L,

w és u paraméterekkel, amelyek a fazis szepardciot szabédlyozzak.



3. fejezet

Numerikus megoldas

3.1. Bevezetés

A 2. fejezetben kifejtett sztochasztikus parcidlis differencidlegyenlet-rendszerek
altalaban nem oldhatéak meg analitikusan, ezért valamilyen kozelit6, nume-
rikus megolddsi médszer sziitkséges. Az ilyen tipusi problémékat, amikor egy
kontinuum véltozé idéfejlédésére vagyunk kivancsiak a numerikus modelle-
zéssel foglalkozd kozosség kezdeti érték problémaként ismeri, a vonatkozd
differencidlegyenletek parabolikusak. A folytonos véltozdkra felirt differenci-
dlegyenleteket a szamitogépes megoldds soran véges sok algebrai egyenlettel
kozelitjiik, ezt nevezziik diszkretizaciénak. A megolddsi médszerek lénye-
gében abban kiilénbéznek, hogy hogyan jutunk el a parcidlis differencial-
egyenletektol a kozelité algebrai egyenletrendszerig. Parabolikus differencial-
egyenletek esetében térbeli és idébeli diszkretizacidra is szitkség van, ami azt
jelenti hogy, térben a szamitasi tartomanyt diszkrét racspontokra vagy cel-
ldkra bontjuk, amelyeken kozelité megolddst keresiink diszkrét idépontban.
Ez minden idépontban (idélépésben) egy algebrai egyenletrendszerhez vezet.
Nemlinedris differencidlegyenleteket (amelyek diszkretizdcié sordn magasabb
rend(i algebrai egyenletekhez vezetnek), a problémat az algebrai egyenletek
felirasa el6tt linearizélni kell. Ez altalaban iterdciéval oldhaté meg, illetve
kezdeti érték probléma esetén az el6z6 id6lépésben szamolt értékek segitsé-

gével a nemlindris tagok explicit kifejezheték.

21
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Az algebrai egyenletrendszerek altaldnos megolddsdra mar az Gsszes nu-
merikus mddszer esetében ugyanazok a lehetoségek allnak rendelkezésre, ugyan-
akkor a numerikus eljardsok altaldban a médszerre jellemzé specidlis alaki
algebrai egyenletrendszerhez vezetnek. Bizonyos tipusok, testre szabott méd-
szerekkel akdr nagysdgrendekkel hatékonyabban oldhatéak meg. Legtobb
esetben, egy 1d6lépés numerikus megolddsdanak a hatékonysagat az hatarozza
meg, hogy kielégité pontossiag mellett, az adott modszer mekkora és milyen
tipusi egyenletrendszerhez vezet. Az egyenletrendszer Gsszeallitdsa altald-
ban kevesebb szamitégépes eréforrast igényel, mint a megoldasa, azonban
egy késobbi fejezetben bemutatok olyan sajat fejlesztésii mddszert is, ahol
egy bonyolultabb és erdforras igényesebb diszkretizacié nagyon egyszerii al-
gebrai egyenletrendszerhez vezet, igy Osszességében a megoldas hatékonysaga
sokat javul. A numerikus médszer hatékonysagat jelentésen befolydsolhatja
még az alkalmazhaté idélépés nagysdga is, azaz nem mindegy, hogy hany-
szor kell az algebrai egyenletrendszert megoldani. A numerikus mddszerek
kivalasztasanal és fejlesztésénél figyelembe vettem a rendelkezésre allé szé-
mitégép architektira sajatossagait is, a késébbi alfejezetekben bemutatott
modszerek mindegyike hatékonyan parhuzamosithato.

A fentiekbdl jél latszik hogy egy adott differencidlegyenlet megoldasanal
sok szempontot kell értékelni, hogy kvazi-optimélis megoldds sziilessen. A
kovetkezo alfejezetekben egy attekintést kivanok adni az dltalam hasznélt nu-
merikus médszerekrol, és arrdl ahogy egy-egy feladat esetében eljutottam az
adott kortilmények kozott hatékonyan mitkodé algoritmusig. A bemutatott
mabdszerek sok esetben sajat otleteket, ujszeri, jé értelemben vett ,kreativ”
megoldasokat tartalmaznak. A munka sordn kivételesen hatékony eszkoznek
bizonyult az operator szeletelés kombindlasa spektralis médszerrel, amelyet
a dolgozat témajat alkoté feladatok mindegyikéndl sikerrel alkalmaztam. Az
operator szeletelés modszerét a konnyebb érthetéség kedvéért egy egyszert,
helyfliggd egytitthatds diffuzids egyenlet esetében is bemutatom. Terjedelmi
korlatok miatt a dolgozat az elérhet6 pontossag és a sziikséges eréforrasigény
értékelését csak a kétkomponesti atomisztikus fazismez6é modszer esetében

tartalmazza.
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3.2. Véges differencia médszer

Mivel a PF egyenletek diffiziés jellegli egyenletek, ezért célszeri a numerikus
modszer alapjait a hédiffizios egyenleten bemutatni. Feltéve hogy a hémér-
séklet mezére [T (x)] vonatkoz6 megoldds folytonos és sokszor differencidlhaté
a megoldds Taylor sorba fejthetd «; térbeli és ¢, id6beli diszkretizalt racspont
kériil. A kézelité megoldds x; + Ax, t,, és x;,t, + At pontokban az aldbbiak

szerint alakul:

orl1"  Az? [0*T1"

Tn — " Az _ . 1
AR g A {81}]. 2 [aﬂl (31)
orl" A [o*T1"

Tl — o A | 2= - | == 3.2
j s {atl ) {aﬁ}j (3:2)

A sorfejtést t6bb racspontokra a sorfejtést felirva a kiilonbozd derivéltak
eléallithatéak. Altaldnos esetben, tobb racspontot felhaszndlva magasabb

rendii differencialé sablonokat is eléallithatunk.

3.2.1. A difftiziés egyenlet explicit és implicit megol-
dasa véges differencia médszerrel

A hédiffuziés egyenlet egydimenzidéban a kovetkezé:

or 0T

% = Y2 (3.3)

Itt o a hévezetési egyiitthaté. Egy dimenzids esetben a véges differencia-
egyenletek masodrendii térbeli és elsérendi explicit és implicit idéléptetéssel,

a kovetkezd alakban frhatoak fel:

T e _ aTJﬁ“ — 2T+ T, 3.4
At Ag? ’
n+1 n n+1 n+1 n+1
T -Ty T ot e T .

At Az?
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A két séma kozt alapvetd tulajdonsagaiban lényeges kiilonbség az, hogy
mig az explicit esetben a szigoru feltétel van a legnagyobb stabil idélépésre
Atynar = Az?/(2a), addig az implicit feltétel nélkiil stabil. Tehat elméletileg
célszerti volna minden esetben implicit médszert alkalmazni, igy kevesebbszer
kell az algebrai egyenletrendszert megoldani.

Azonban sajnos nem ilyen egyértelmii a kép, ha megnézziik hogy a vé-
ges differencia egyenletek (3.4 egyenlet) matrix alakba {rva milyen jellegiiek.
Explicit esetben a matrix csak diagondlis elemek tartalmaz, tehdt az egyen-
letrendszer soronként visszahelyettesitve egyszeriien megoldhaté. Ez a kel-
lemes tulajdonsag abban az esetben is megmarad, ha két és harom dimen-
zids a feladat, vagy magasabb renddi végesdifferencia sémékat hasznalunk a
térdifferncidltak kozelitésére, illetve ha tovabbi, magasabb rendii differenci-
dloperatorokat vagy egyéb ,T7-tdl fiiggd (inhomogén) tagokat tartalmaz a
differencidlegyenlet. Tovdbba az ilyen tipusu linearis egyenletrendszer kivé-
l6an parhuzamosithatd, az egyes sorok egymastodl fiiggetleniil megoldhatéak,
programozasa sem til munkaigényes.

Implicit esetben az algebrai egyenletrendszer matrix alakba irva mar tar-
talmaz atl6n kiviil es6 elemeket, igaz specidlis alakban (tridiagondlis matrix).
Az ilyen jellegli algebrai egyenletrendszerek tridiagonélis matrix algoritmus-
sal (TDMA) még mindig hatékonyan megoldhatdak, bar a hatékony parhu-
zamositas nem megoldott. Magasabb rendi tér-differencidltak esetén, illetve
két és harom dimenziéban tovabbi atlén kiviili elemek jelennek meg az egyen-

let rendszerben, a megoldds tovabb bonyolddik, és a hatékonysdg csokken.

3.3. Véges térfogat mddszer

Véges térfogat esetén a differencidlegyenlet ,, gyenge” megoldasat hivjuk segit-
ségiil, azaz a parcidlis differencidlegyenletet egy véges térfogatra (F'V) kiin-
tegraljuk, és ezen integral egyenletrendszer megoldasat keressiik. A térfogati
integralok sok esetben integralatalakitési tételekkel feliileti integralokks ala-
kithatdak, és igy a differencidloperatorok rendje csokken. A diffizids egyenlet

példajan:
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T
—-dV
ry O

a / ViTadv (3.6)
FV

= a ﬁ VTdA (3.7)

A véges térfogat médszerrel széarmaztatott diszkretizalt egyenletek nagy
hasonldsdgot mutatnak a véges differencia ttjan szdrmaztatottakkal (akér
meg is egyezhetnek). Az algebrai egyenletrendszer megolddsardl ugyanazok
a jellemz6k mondhaték el mint a véges differencia esetében. A modszert
széles korben haszndljak aramlasok modellezéséhez, és megmarado véaltozokat
tartalmazo egyenletek esetén. Ugyanis ha a diszkretizdcié is konzervativ,
a Lax-Wendorff tétel alapjan mindig a jé gyenge megolddshoz konvergal a

megoldas.

3.4. Spektralis differencia modszer

3.4.1. Parcialis differencidlegyenletek spektralis meg-

oldasa

A differencidlegyenlet operatorait, vagy annak egy részét spektralis térben
hajtjuk végre. Szamos probléma esetén az ilyen médszerek elénye lehet hogy
kevesebb racsponttal nagyobb pontossag érhet6 el, illetve a differencialas egy-

szeril szorzassa egyszertisodik:

Fo=> awe™ (3.8)
k

% = ) ikare™ (3.9)
z -

Hatranya ugyanakkor, hogy egyszertien csak periodikus peremfeltételek-
kel hasznalhatd, illetve a Fourier transzformécié hatékonyan csak négyzetes

racson valdsithaté meg.
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3.4.2. A difftiziés egyenlet explicit és implicit megol-
dasa spektralis médszerrel

Az egyszerliség kedvéért ismét a diffizids egyenleten (3.3 egyenlet) demonst-
ralom a mdédszert explicit és implicit esetben. A spektralis differencia egyen-

letekre explicit és implicit esetben az aldbbi adodik:

Tn+1 T
Fret

N = —ak®T} (3.10)
rj’er»l o fj’m, 9im
W —ak*Tt (3.11)

Vegyiik észre, hogy a diszkretizalds implicit esetben is olyan algebrai
egyenletrendszerhez vezet amely csak az dtléban tartalmaz elemeket! Ha-
talmas elényt kovacsoltunk, azzal hogy az algebrai egyenletrendszer egyszeri

visszahelyettesitéssel soronként megoldhato.

3.5. Operator szeletelés

Az el6z6 alfejezetben megmutattam hogy az egyszerti diffizids egyenlet eseté-
ben igen hatékony implicit megoldéas lehetséges Fourier térben valé diszkreti-
zalassal. Felvetédik a kérdés, hogy készithet6ek -e bonyolultabb, nem-linedris
egyenletek esetében olyan spektralis differencia mddszerek, amelyek olyan
algebrai egyenletrendszerhez vezetnek, hogy csak a féatléban tartalmaznak
elemeket. A vélasz az, hogy bizonyos esetekben igen, mégpedig operator
szeletelés segitségével. Operator szeletelésen azt értjiik, hogy a differenci-
alegyenletet aloperatorokra bontjuk, és azokat egymast kovetd lépésekben
hajtjuk végre. Ilyen ismert operator szeletelésen alapulé modszer a két- il-
letve harom dimenziés diffizids egyenlet valtakozoé iranytd implicit megoldasa.
Ezen mddszer esetében a Laplace operatort irdnyok szerint bontjuk alopera-
torokra. Ennek eredményeként egy darab szuper-blokk szerkezetii algebra
egyenletrendszer helyett két dimenziéban két, harom dimenziéban tridiago-

nalis egyenletrendszert kell megoldanunk. Az algebrai egyenletrendszerek
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szamat ugyan megszaporitottuk, viszont igy ezek az eredetinél sokkal haté-
konyabban oldhatéak meg TDMA algoritmus segitségével, Osszességében a
mobdszer hatékonyabb lesz.

A kovetkezé alfejezetekben az elméleti Gsszefoglaléban szereplé tipus-
egyenletek veszem sorba, és mindegyikre bemutatok egy-egy operator szelete-
lést, aminek eredményeként olyan algebrai egyenletrendszert kell megoldani

amely szemi-implicit esetben is csak a féatléban tartalmaz elemeket.

3.5.1. Helyfiiggo egyiitthatdji diffuzids egyenlet szemi-

implicit megolddsa operator szeleteléssel

Két vagy tobb komponensii anyagok megszilarduldsénak modellezésekor meg-
keriilhetetlen egy diffuzids jellegli egyenlet megoldasa, melyben a diffizids
egylitthatd erésen helyfiiggd. Tovabba az egyenlet kivalo lehetéséget bizto-
sit, hogy egyszerien bemutassam a PFC egyenletek esetében is alkalmazott
operdtor szeletelés mikéntjét. Az ilyen inhomogén diffiziés egyenlet (egy
dimenziéban 3.12 egyenlet) a gyakorlatban tartalmazhat még tovabbi forrds-
tagokat ez azonban nem befolydsolja a megoldds menetét, ezek beolvasztha-
téak az explicit id6léptetést tartalmazé operatorba. Forrastagok nélkiil az

inhomogén hodiffizids egyenlet az aldbbi alakban érhaté fel.

or 0 or

A hévezetési egyiitthato a(,) ebben az esetben helyfiiggé. Egy "K,, kons-
tans segitségével bontsuk fel az egyenletet az aldbbi médon homogén és nem-

homogén operatorokra:

2
ar o 0T> O 513)

e a((a(z)_K)% Frel

A differencidlegyenlet els6 operdtora egyszeriien léptethetd explicit véges

differencia médszerrel, mig a masodik homogén tagra alkalmazhaté az el6z6



3. FEJEZET. NUMERIKUS MEGOLDAS 28

fejezeteben targyalt spektrélis implicit 1éptetés. Konnyen belathaté, hogy
tetszélegesen nagy iddlépéshez valaszthatéd olyan K, konstans hogy az els6
operatorral valé explicit 1éptetés stabil legyen. A masodik homogén operd-
tor spektralis implicit 1éptetéssel feltétel nélkiil stabil. Célszeri "K,-t a még
elégséges legkisebb szdmnak valasztani, hogy minimalizéljuk az operator sze-
letelés hibdjat. Koriilbeliil ezerszeres kiilonbség a diffiziés egyiitthatékban
még kezelheté. Osszességében, a gyors Fourier transzformécié koltségét is
figyelembe véve, néhdny szdzszoros hatékonysag névekedés érheté el a ha-

gyomanyos explicit mddszerekhez képest.

3.6. Az atomisztikus fazis-mez6 (PFC) médd-
szer megoldasa

Az anyagtudoményban gyakran el6fordulé diffizids egyenletekhez képest, nu-
merikus szempontbdl lényeges kiilonbség, hogy a PFC egyenletek magasabb
rendd derivaltakat tartalmaznak, ezért a megoldds stabilitdsdnak kérdése
még inkabb el6térbe keriil. Ezért egy megfeleléen stabil médszerrel elméle-
tileg nagyobb hatasfok novekedés érheté el, mint az alacsonyabb rendii par-
cidlis differencidlis egyenletek esetében. Ebben az alfejezetben, a helyfiiggd
egyiitthatos diffuzids egyenleten bemutatott operdtor szeleteléses, és spektra-
lis technikdkat alkalmazom egykomponensti és kétalkotds PFC egyenletekre.
Kétalkotds esetben a sajat fejlesztésii numerikus médszer pontossdganak és

hatékonysdganak a kiértékelését is bemutatom.

3.6.1. Egykomponensii PFC egyenletek megoldasa ope-

rator szeleteléssel

Kiinduldsnak vegyiik alapul a legegyszeriibb dimenzidtlan szabadenergia funk-
cionalt (2.8 egyenlet) amelyet befrunk a tisztan diffiziés dinamikdji mozgds-
egyenletbe (2.9). Némi alakitds utdn a kovetkezd alakra hozhaté:

o

v (1+7)V2 + 2V + Vo + V2 (9% + ¢%) + C, (3.14)
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Az 3.14 egyenlet utolsé, nem linedris tagjat explicit id8léptetéssel linearizé-
lom. Ha a homogén tagokat spektralisan differencidljuk, az egyes homogén ta-
gok idGintegralasahoz teljesitménycsokkenés nélkiil valaszthatunk els6 rendit
explicit vagy implicit sémat. Erdemes megjegyezni, hogy a homogén tagok
implicit kezelése nem vonja maga utén a léptetés feltétel nélkiili stabilitasat.
Mivel minden differencidloperétor el6jele pozitiv, a negyedrendii tag explicit,
a masod- ¢és a hatodrendii tagok implicit 1éptetése esetén lesz feltétel nélkiil
stabil. Ugyanakkor az explicit és implicit tagok keverése operator szeletelési
hibédhoz vezet, azaz minden egyes r paraméterhez meg kell vizsgdlni, hogy
melyik operator szeletelési séma valasztdsa a célra vezetd, adott pontossag

megtartasa mellett.

3.6.2. A binér PFC egyenletek megoldasa operator sze-

leteléssel

Numerikus szempontbdl jelentds kiilonbség az el6z8, egy komponensii esethez
képest, hogy 2.14 és 2.15 kétkomponensti PFC egyenletek nem homogének,
azaz a differencidloperatorok egyiitthatéi helyfiiggéek. Megmutatom, hogy
a 3.5.1 fejezetben alkalmazott, operator szeletelésen alapulé médszer, erre a

bonyolult estere is hatékonyan alkalmazhato.

A numerikus séma

Az 2.14 és 2.15 egyenletek hatékony megoldédsa érdekében a térbeli differen-
cidloperatorokat tartalmazo tagokat még a diszkretizaciét megelézéen alope-

ratorokra bontjuk:

on

T = (ArtAgn, (3.15)

‘9(27?) = (By+B3)(dN). (3.16)
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ahol az A1, As, By és By aloperatorok alakja a kovetkezo:

An = V{[MABE+ BYON)*} — CiJn} (3.17)
+ VH{[M.BJ{Ry+ Ri(5N)}? — Co/2)V?n}
+ VQ{[ME%OS{RU + Ri(6N)}* — C3/2]V*n}
+ VYIM.BJ{Ro+ Ri(§N)}* — Cy/2In}
+ VM, Bf{R0 + Ri(6N)}* — C3/2)n}
+ V2{M,[tn* 4+ vn®]},
Aon = C\V2n+ CoVin + C3Von, (3.18)
B,(0N) = M.V? [BZL((SN)n? (3.19)
+ 2B5n{[Ro + Ri(ON)]RiV? + [Ro + Ri(6N)*Ri V'
+ o+ u(Ny],

By(6N) = M[wV*(6N) — L*V*(5N)]. (3.20)

Itt C4, Cy és Cy konstansok, amelyeket késébb definidlunk. Ezzel a specid-
lis vélasztassal, az egyes operdtorokat megfeleléen diszkretizalva kozvetleniil
diagondlis matrix alakba frhaté linearis algebrai egyenletrendszerhez jutunk,
mikozben a hagyomanyos explicit véges differencia mddszerekhez képest je-
lent&sen nagyobb id6lépés alkalmazhaté. Elsé 1épésben kiilon gytijtottik a
probléméas nem-linedris vagy valtozd egyiitthatéji tagokat Aq és By alopera-
torokba, amelyeket késébb explicit id6integraldssal oldunk meg. A A, és Bo)
homogén aloperatorok egyszertien, és hatékonyan kezelhet6k implicit médon.

Szémos mdédja van az operdtor szeletelés végrehajtdsanak [16, 41]. A fenti
probléma megoldasihoz a legegyszer(ibb szekvencialis szeletelést hasznéljuk,

melyet kombindlva az el6zéekben emlitett vegyes idéintegraldssal az alabbi
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egyenletek adddnak:

n* = n'+ AtAn', (3.21)
ntA =t 4 AtAtY, (3.22)
(6N)* = (ON)'+ AtB1(6N)", (3.23)

(SN)FAL = (EN)* 4+ AtBy(SN)HAY (3.24)

ahol n* és (ON)* az Ay és By operdtorral valé léptetés utdn kapott rész-
problémék megoldésai. Mivel (3.21) és (3.23) egyenletek nemlinedris, illetve
helyfiiggd egyiitthatdkat tartalmaznak, Fourier térben a diszkretizéciét csak
tébb 1épésben gyors, Fourier (FFT) és inverz Fourier transzformdcidk (IFFT)
ismétlésével lehet megoldani. Megjegyzendd, hogy az explicit 1éptetésnél el-
vileg hasznalhaté lenne egyszerii véges differencia médszer is, azonban a ta-
pasztalat szerint a spektralis modszer ezen egyenletek esetében lényegesen
pontosabb, és disszipacié mentes megolddst ad. Ritkabb racson nyujt ha-
sonlé pontossdgot, ezért Osszességében hatékonyabb a megoldd, még a sziik-
séges tovabbi gyors Fourier transzformacidk koltségével egyiitt is. Diszkrét
Fourier térben a Laplace operdtor —4m? (k2 4k )-el valé szorzasnak felel meg,
ahol k, és k, a diszkrét hullimszamok. Kénnyen belathatd, hogy ez a tobb
lépéses explicit diszkretizacié a véges differencia médszerhez hasonléan olyan
algebrai egyenlethez vezet, amely kozvetleniil diagondlis matrix alakba ir-

hato.



3. FEJEZET. NUMERIKUS MEGOLDAS 32

A konstans egyiitthatds tagokkal (Ag és Ba) végrehajtott implicit 1éptetés

két dimenziés Fourier térben az aldbbiak szerint irhaté fel:

B = a1 ORI )

+ o2 (kg + 2K2K; + k)
+ Cs2°7° (k) — 3kiky — 3k2ky — kS)} (3.25)

——t+AL

<6N)(kx,ky)

(6/\]\7/)(*,61_’,%){1 + AtMw2 7 (k2 + k)
AtM L2 7w (K + 2k2k; + k) ), (3.26)
ahol 7, k,) és m(km‘ky) n(r)-nek és (ON(r))-nek Fourier transzformaltjai
k = (k;, ky) diszkrét hullamszamnal.

Erdemes megemliteni, hogy mivel az egyenlet hatod rendfi differencidlope-
ratorokat is tartalmaz, az egyenlet teljesen explicit idé-integralasa a szigori
stabilitasi kritérium miatt csak rendkiviil kis id6lépés mellett végezhetd el.
Ezzel szemben a fent vazolt vegyes explicit-implicit eljards némi szabadsagot
hagy arra, hogy C', Cy és C3 konstansok alkalmas valasztasaval a stabilitasi
feltételt kedviink szerint hangoljuk, anélkiil, hogy linedris egyenletrendszert
kellene megoldanunk. Operator szeletelést alkalmazo sémék esetén stabilitas
biztositasahoz altalaban nem elegendé az egyes operatorokkal valé 1éptetés
stabilitdsat biztositani, az egyes léptetések stabilitdsa sziikséges, de nem elég-
séges feltétele az egész eljdrds stabilitdsdnak [41]. Esetiinkben, dgy tlinik, a
szeletelési hibak kolcsonhatdsai nem vezetnek instabilitdashoz, ezért elegendd
az egyes lépések stabilitdsat biztositani. A kévetkezékben az egyes 1épések
stabilitdsat vizsgalom, és bemutatok egy alkalmas vélasztast a Cp,Cy és Cs
szeletelési konstansok értékeire.

Stabilitas tekintetében az Gsszetételt leird 2.15 egyenlet viszonylag egy-
szeril eset, nem tartalmaz szeletelési konstansokat, tovabbd a spektralis imp-
licit eljarasban alkalmazhaté legnagyobb id8lépés (Ax)?-el ardnyos, amely
kedvezének mondhaté az explicit séma At oc (Az)i-os fiiggésével szemben.
A stirliséget leird 2.12 egyenlet stabilitds vizsgdlata mar joval Osszetettebb fel-

adat, tovabba ebben az esetben a megoldas konzisztencidja sem egyértelmi.
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Némi atrendezés utan megmutathatd, hogy a teljesen explicit médon diszk-
retizalt egyenlethez egy AtM[C)(V2n!t! — V2nt) + Co(Vintt! — Vinl) +
C3(Von!tt — Von!)] tagot adtunk. Az operdtor szeletelés kidolgozésa sordn
fontos a konzisztencia vizsgédlata, azaz az operator szeletelés utan az eredeti
megoldashoz kell konvergalnia a megolddasnak. Mivel az egyenlet elsérendii
explicit diszkretizalasa konzisztens, tovabba At — 0 esetén a hozza adott
tag is konvergal nulldhoz, a megoldds konzisztencidja biztositott. A kovet-
kez6kben olyan modon definidljuk a C, Cy és Cj szeletelési konstansokat,

hogy az A; [Eq. (3.17)] aloperdtorral valé léptetés sordn biztositva legyen a

stabilitas:
Cy = |MAB¢+ BEON)* ma (3.27)
Cy = [2M.B§{Ro + Ri(6N)}?|maa (3.28)
Cy = |M.BJ{Ro+ Ri(ON)}mae (3.29)

Minden At idélépéshez és Ax térbeli osztashoz vélaszthatok olyan kons-
tansok, amelyekkel az explicit 1épés stabil. Véltozd egyiitthatéju egyen-
let esetében a stabilitasi kritérium az egyiitthaté valamely szélséértékének
fiiggvénye, igy megfelelé valasztdssal a séma stabilitasa garantdlhaté. Ese-
tiinkben, mivel az egyenlet egyiitthatéinak minden esetben pozitivnak kell
lenniiik az egész szamoldsi tartomanyban, a 3.27, és a 3.29 feltétel elegen-
déek a stabilitds biztositdsara, igy a negyed rendli tag szeletelésére a sta-
bilitds biztositasahoz nincs sziikség. A negyed rendil szeletelési konstans
3.28 szerinti vélasztasat a kés6bbiekben indokolom. Az implicit 1épésnek
is teljesitenie kell a stabilitdsi kritériumot, amely a hullimszam fliggvénye:
AtM[C12° w2 (k2 + k) — Co2'm* (k2 + k2)% + C52°75(k2 + k2)*] > —1. Ez a
feltétel korlatozza Co értékét.

Ami a szeletelési hibét illeti, ilyen 6sszetett problémara nehéz az egyes
hiba forrasokat (a térbeli differencidlds, az id6 integrdlds és a szeletelési hi-

béit) szétvélasztani. Empirikus dton azonban arra a kovetkeztetésre jutot-
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tam, hogy az explicit és implicit tagok keverését amennyire csak lehet el kell
keriilni. Ebben segitségiinkre van az a tény, hogy az egyiitthaték relativ
valtozdsa a gyakorlatban kicsi, mivel R = Ry + R;(0N) véltozdsa (ami a
racsdllandéval koncentracid fiiggésével hozhatd dsszefiiggésbe) szintén kicsi.
Ezért a Cy dllandé 3.28. egyenlet szerinti valasztasaval a negyedrendii tagot
domindnsan implicit médon léptetjiik, az explicit operator valéjaban ennek
csak egy kis korrekci6jat jelenti. Az éltalam végzett szamoldsok esetében Csy
ilyen véalasztasa teljesitette az implicit 1éptetés stabilitasi feltételét is.
Erdemes megemliteni, hogy a 2.15 egyenlet esetében, az egyenlet para-
métereitdl fiiggden nemlinedris instabilitas 1éphet fel. Amely a 2.15. egyenlet
nem-linedris tagjdra alkalmazott szliréssel eltiintethetd [42]. A szlirési feltétel
szerint a kz—%—k; > K? egyenl6tlenséget teljesitd frekvencidknal a nem linedris
tagot kinulldztam, ami megakaddlyozza a hiba felhalmozdédasat a magas frek-
vencia tartomédnyban. Ahol K egy alkalmas konstans, amelyet a pontossdg
érdekében ugy valasztunk meg, hogy a lehets legkevesebb részét tiintessiik

el a nem-linedris tagnak.

A numerikus séma megvaldsitisa, és a teszt probléma

Erésen parhuzamos kornyezetben is hasznalhaté MPI protokollon alapuld
megolddt fejlesztettem az egyenletek megoldasara. A gyors Fourier transz-
forméciot FFTW3[43] konyvtar haszndlatdval oldom meg, aminek parhuza-
mositdsat kézzel optimalizaltam. A szemi-implicit spektralis (SIS) séma tesz-
telését egy szintén sajat fejlesztésti explicit véges differencia médszert (EVD)
hasznélé program ellenében végeztem. A véges differencia mddszer esetében

az aldbbi diszkrét Laplace operdtort hasznéltam [12]:

V2 ii = (fisrg + fimrg+ fijor + fij-1)/2 (3.30)
+ (firrgr + ficrger + firrjo + fimijo1)/4 = 351/ (Az)?.

A feltétel nélkiil stabil sémék haszndlatdval elérhetd hatékonysag nove-
kedés rendkiviil széles skalan mozoghat az egyenlet egyiitthatéinak fiiggvé-
nyében. Mivel a késébbiekben dendrites megszilardulds modellezésére hasz-

nalom a mdédszert, az elsd, nemzetkozi folydiratban lekozolt PFC eljarassal
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3.1. abra. A referenciaként hasznalt nagy felbontasi SIS szamolds eredménye:
(a) A teljes részecske stirfiség térképe a t = 768 idépontban 281,6 x 281,6
nagysagu felilleten (kb. 6600 részecskét tartalmaz az adott kezdeti felté-
tellel), a szdmolds 1024 x 1024 diszkrét rdcspont felhaszndldsdval késziilt
Az = Axg/4 térbeli, és At = Aty id6lépéssel. (b) A teljes részecske sii-
riiség eloszldsa a szdmoldsi tartomany kozépvonala mentén. A n = 0,075-nél
vizszintes vonal jelzi, hogy a szemcsedtméré meghatérozasanal mekkora si-
riiségamplitidétol tekintettem az anyagot kristalyosnak.

modellezett dendrites névekedés [15] koriilményeit vizsgdltam (B = 1,04;
Bf = —1,8; B§ =1,0; Ry = 1,0; Ry = 0,25; t = —0,6; v = 1,0; v = 0,0;
w = 0,088; u = 4,0 és L = 1,2). Az sszehasonlithatGsag kedvéért a
térbeli, és id6beli 1épéseket az Elder altal hasznélt egységekben adom meg:
Az = 1,1, illetve Aty = 0,05. Kezdeti feltételként az dsszetételre homogén
osszetételt frok el (0N = 0,0904), a stiriiség esetében homogén (7 = 0,0092)
mezére 13 sfirliség csticsot rakok le egy hatszog récson, amely egy v/3x ré-
csallandé sugard kristdlycsiranak felel meg. Minden esetben periodikus ha-
tarfeltételt alkalmazok. A tesztszamoldsok megismételhetésége érdekében, a
termikus fluktudcidkat leir6 véletlen zaj amplitidéjat zérénak veszem a nu-
merikus megoldés értékelése sordn. A referencia szdmolds stirtiség térképe az
3.1. dbran lathato.
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3.6.3. A numerikus megoldas analizise

Mivel nem &ll rendelkezésiinkre egyetlen nem trividlis analitikus megoldas
sem, ¢s a hagyomanyosan hasznalt EVD sémdk megfelelé6 pontossagi meg-
olddsa gyakorlatilag nem megvalésithaté (a stabilitasi kritérium miatt a tér-
beli 1épéskoz finomitdsdval a legnagyobb alkalmazhaté id6lépés drasztikusan,
At o (Az)8 szerint csékken), empirikus konvergencia vizsgélattal [44] allapit-
juk meg, hogy létezik egy hatarmegoldds amelyhez a SIS megoldas konvergal,
ahogy Az és At tart nulldhoz. Az ilyen médon definidlt hatdrmegoldast vé-
lasztottuk referencidnak a numerikus hiba megdallapitdsakor. Ezen tidl azt
is megvizsgalom, hogy az EVD és SIS megolddsok konvergédlnak-e egymas-
hoz, illetve hogy az adott pontossagu eredmény eléréséhez mekkora szamitasi
teljesitmény sziitkséges a két modszer esetében.

A fentiek alapjén a konvergencia vizsgdlatot a Ax = (1/4,1/3,1/2,2/3,3/4,
és 1) x Axg térbeli lépésekndl, illetve a At = 27 x Aty id6osztdsoknal végeztem
el (j=0,1,2,..,8). Osszehasonlitdsképpen ugyanilyen térbeli diszkretizaci-
oval teszt szamoldsokat végeztem az EVD mddszerrel, azonban ezeknél az
alkalmazhat6 legnagyobb stabil id6lépést hasznaltam. Sajnédlatos médon az
EVD szamoldsok esetében a legfinomabb térbeli osztdshoz tartozé eredményt
a szamitdsi kapacitds sziikossége miatt igy sem lehetett kivarni.

Bér a hagyomanyos rdcspontonkénti L? kiilonbség elemzése az altalanos,
vizsgalata empirikus, és nem ad tampontot a kristdlyosodasi kinetika tanul-
manyozasakor alkalmazandd térbeli- és idélépések megvalasztasdhoz. To-
vabbi problémat okoz, hogy megoldasunk periodikus, azaz a kristaly peri-
odicitasdnak valtozasa fazishibat okoz; az atomi poziciok valtozé mértéki
elesuszasa erésen helyfiiggé hibat eredményez. A gyakorlatban példdul a
norméalt L? kiilonbség is erésen fiigg a szdmoldsi tartomany (illetve a krist4-
lyos szemcse) méretének véltozdsatél. Bar a késGbbiekben a tesztszdmolds
normalt L? kiilonbséggel valé jellemzését is bemutatom, gy gondolom, hogy
a hiba mas, alkalmasabb mértékkel is jellemezheto.

Ugy talaltam, hogy a kristdlyosodas ezen a méretskalan meglehet&sen
izotrop [3.1(a) dbra], ezért a szemcsedtmérd (d) j6 jellemzbje az dtlagos meg-

szilarduldsi sebességnek. Mivel megszilardulasi sebesség gyakran hasznalt
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3.2. dbra. A térbeli és id6beli felbontds hatdsa az eredményre a szemi-implicit
spektralis (SIS) és az explicit véges differencia (EVD) mdédszerek esetében:
(a) Normalizalt rdcséllandé (a/ag) a Az fiiggvényében; (b) Normalizalt szem-
csedtmérd (d/dy) a Ax fiiggvényében; (¢) Normalizalt szemesedtmérd (d/dy)
a At fiiggvényében. ag = 7,438 x (1,0£0,004), és dy = 192,0x (1,0+£0,003)
a racsdlland6 és a szemcesedtmérd becsiilt hatarértékei. A grafikonon megjele-
nitett hibahatdrok meghatédrozasét a szovegben részletezem. Az (a) panelen
a SIS megoldas esetében mindenhol a legkisebb Az-hez tartozé hibat tiintet-
tem fel mivel a kiilonb6z6 térbeli osztassal késziilt megolddsok gyakorlatilag
egymasra esnek (lasd 3.3. dbra), {gy a nagyobb felbontdssal késziilt megol-
dasok a lehet6 legjobb interpoldciénak tekinthetéek.

jellemz6je a megszilardulasnak, egy jé praktikus mértéke lehet a pontossig
értékelésének. Erdemes megvizsgalni azért is, mert nemcsak mezo-skalan
jellemzi a megoldast, hanem az idéfejlédés pontossaganak is jé mértéke le-
het. A modell jellegébdl addddéan (a kristaly-folyadék atmenet folytonos), a
szemeseatméré meghatarozédsa tobbféleképpen megoldhatd, és némi bizony-
talansagot hordoz. Ebben a munkaban kristaly szélének azt a pontot vettem,
ahol a szdmitott teriilet kozépvonaldban [3.1.(b) dbra] taldlhatd csticsok ma-
ximumaira huzott burkolégorbe, elér egy alkalmasan valasztott hatarértéket
(n = 0,075). Megjegyzendd, hogy a kozépvonal kitiintetett, egy kristdly-
sikban fekszik. A térbeli diszkretizaciébdl adéddan a csicspozicié megha-
tarozasandl ~ 2Ax bizonytalansdgunk van, amely ~ 175Axz, atmérd esetén
+2Ax/(175Axz) relativ hibét ad. A kiértékelés sordn a relativ hiba + 0,3 %
és + 1,1 % kozotti tartoményban mozgott.
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A szemceseatméré mellett érdemes megvizsgalni a kristdly rdacsallanddjat
(a). Ez jol jellemzi a kristdly periodicitést, és részecske méretskaldn jellemzi a
pontossdgot. A racséllandé megallapitasahoz 10 stirtiséghullam teljes hosszat
mértem le, 10a hosszra koriil beliill 2Ax abszolit leolvasasi hiba esik, ez
+0,4% és £1,5% kozé est relativ hibat eredményez. Erdemes megjegyezni,
hogy ezek a vizsgdlt mennyiségek (a és d) fizikai jelentdséggel birnak, az
atomtavolsag a PFC modellbe épitett kozelité direkt korreldcids fiiggvény
altal meghatdarozott részecske kolesonhatést jellemzi, mig a szemcseatméré a

fazisatalakulas kinetikdjaval hozhaté kapcesolatba.
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3.3. dbra. SIS mddszerrel, kiilonboz6 térbeli lépéssel szamolt keresztmetszeti
profilok a szildrd-olvadék hatarfeliilet kozelében: (a) A teljes részecske stirti-
ség n, és (b) az dsszetevik részecske stirliségeinek a kiilonbsége (IN).

A vélasztott mennyiségek (a és d) térbeli és iddbeli osztdstol vald fiiggését
az 3.2. abrén foglaltam ossze. A SIS mddszerel kapcsolatban a kévetkezd
fontos megallapitasok tehetok:

(i) A rédcsdllandé [ag = 7,438 x (1,0 £ 0,004)] lényegében fiiggetlen a
térbeli és az idSbeli osztdstol a vizsgdlt tartomdnyban [3.2(a) dbral;

(if) A t = 768 dimenzi6tlan id6pontban a szemcsedtmérd a dy = 192,0 x
(1,00, 003) értékhez konvergdl, ahogy At — 0, fiiggetleniil a térbeli 1épéskoz
nagysagatol [lasd az 3.2(b) és (c) dbrakat].

(i) A megoldds Az — 0 és At — 0 esetén egy hatdrmegolddshoz kon-

vergdl (empirikus konvergencia)
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A racsallandé Az-t6l val6 fiiggetlensége egyenes kovetkezménye annak,
hogy a kiilonboz6é megoldasok egymasra esnek. Ez valéjaban nem meglepd
annak a fényében, hogy a spektralis térbeli diszkretizaciétél exponencidlis
konvergencidt varhatunk [45] Az 3.2(c) dbra jél mutatja, hogy a pontossigot

Osszességében az idéintegralds hibaja hatarozza meg.
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3.4. abra. EVD mddszerrel, kiilonb6z6 térbeli 1épéssel szamolt keresztmet-
szeti profilok a szildrd olvadék hatérfeliilet kozelében: (a) A teljes részecske
stirtiség n, és (b) az dsszetevik részecske siiriiségeinek a kiilonbsége (ON).

Osszehasonlitds az explicit véges differencia mddszerrel: A 3.4. abran az
EVD médszerrel szamolt teljes részecske slirtiség (n) és a normélt részecske
stirliség kiilonbség (0N) 1dthaté. Megfigyelhetd, hogy a profilok mind a két
mez6 esetében erdsen fiiggenek a térbeli felbontdstdl, habéar a térbeli felbon-
tas csokkentésével konvergencia lathaté. Sajnos erés konvergencidt a nagy
felbontashoz tartozoé rendkiviil kis id6lépés miatt nem tudtam megvaldsitani:
Axy/4 vagy kisebb térbeli id6lépés a szdmitdsi kapacitdsok elégtelen volta
miatt nem volt megvaldsithaté. Osszehasonlitva a racsallandékat és a szem-
csedtmérét az EVD és a SIS megolddsok esetében (3.2. dbra) megallapithaté
hogy az EVD megoldds a SIS megoldédssal szemben erdsen fiigg a térbeli
felbontastél. A SIS és a EVD megoldas a felbontds novelésével konvergél
egymashoz, a legkisebb alkalmazott felbontas esetében a rdcsallandéban leol-

vasési hiban beliili értéket mértem. Erdemes ramutatni, hogy a récsallandé
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3.1. téblazat. A Fourier spektrum L? kiilénbsége

Ax o O
Azy 9,8451 x 1072 10,9165 x 1072
3/4Amy  9,2025 x 1072 9,8817 x 1072
2/3Axy 7,6462 x 1072 7,6462 x 1072
1/2Azy 5,5147 x 1072 6,1442 x 1072
1/3Azg 2,3969 x 1072 28141 x 1072

pontatlansaga olyan fizikai mennyiségek pontatlansagat is jelzi, mint a kris-
taly térfogati rugalmas allanddi, a fazis szabadenergiaja.

A szemcesedtmérd estében az EVD maodszer jelentésen, ~ 7 - 15 %-kal alul-
becsli a SIS mdédszerrel mért értéket, habar a felbontéds novelésével az eltérés
monoton csokken. Az EVD adatok Az = 0-ra térténd linedris extrapoldcidja
is még ~ 4 % kiilonbséget mutat a SIS médszerrel szdmolt szemesedtméréhoz
képest. Megjegyzendd, hogy az empirikus tesztben az EFD séma esetében
hasznalt kis id6léptetések miatt a kerekitési hiba felhalmozdédasa korlatoz-
hatja az elérheté pontossagot.

A SIS és az EVD mddszerek konvergenciajat megvizsgaltam az L? kii-
l6nbség mércéjével is. Mivel a megoldasunk periodikus, és az EVD modszer
esetében a periodicitdasban is jelentds eltérés mutatkozott, célszertinek lat-
szott a vizsgalatot spektralis térben elvégezni az aldbbi Gsszefiiggés alapjan:

((xs1s — xErp)?)

oy = : s 3.31
X 7nax(XEFD) —mm(XEFD) ( )

—

ahol y = 7 illetve (§N), a kalap az adott mennyiség gyors Fourier transzfor-
maltjat jeloli. Az interpoldcids hibakat elkeriilendd, a képletben szereplé SIS
és az EFD megolddsok ugyanahhoz a térbeli 1épéshez tartoznak. Az ered-
ményeket a 3.1. tablazatban foglaltam Gssze, amely szerint az L? kiilonbség
mind az n, mind a (E.N\) mez06 esetén csokken a felbontds finomitasaval, az

EVD és SIS mddszerekkel kapott megoldasok konvergalnak egyméshoz.
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3.6.4. A megoldé hatékonysaga erésen parhuzamos koér-

nyezetben

Az ido6fuggd strtségfunkcional szamitdsok rendszerint nagy szamitési kapa-
citdst igényelnek. A gyakorlatban egy szimulacié dltalaban sok processzoros,
erésen parhuzamos koérnyezetben zajlik. Ebben az alfejezetben megvizsgda-
lom, hogy péarhuzamos kornyezetben a SIS mddszer hatékonysaga hogyan
viszonyul a kozismerten jol parhuzamosithaté EVD sémék hatékonysagahoz.
A tesztek elvégzéséhez az MTA SZFKI 10 gigabites kapcsolattal 6sszekotott
szamitogép fiirtjét haszndltam.

Els6 1épésben mindkét médszer esetében a 7 effektiv szamolési id6t haté-
roztam meg, amely egy racspont egy id6léptetéséhez sziikséges. A kiilonbozé
méretil rdcsokhoz tartozd 7-kat a processzor magok szaménak fiiggvényében
dbrazoltam a 3.5 (a) dbrdn. Az eredményekbél lesziirhetd, hogy az egy id6lé-
pés kiszamitasdhoz sziikséges id6 lényegében osszemérhet6 az EVD modszer-
hez sziikséges idével, mindossze mintegy 2,5-szeresen haladja azt meg. Nagy
méretil szimuldciok esetében 7 kozel linearisan skalazédik a processzor ma-
gok szamaval, kis méretii szimulacidk esetében azonban 64 processzor magnél
telitédik, a hatdsfok romlik.

Kovetkez6 1épésben osszehasonlitom, hogy ugyanolyan térbeli felbontas
mellett mennyi id6 sziikséges ugyanazon teszt szimulacié kiszdmolasahoz. A
szimuldciokat a [Ax = (1/4,1/2,1)- Axg| térbeli osztdsokndl végeztem el. Az
EVD mddszer esetében a legnagyobb stabil id6lépést, mig a SIS mdédszernél a
még elfogadhaté pontossdgi id6lépést alkalmaztam (melynél a szemceseméret
aszimptotikus megolddstdl val eltérése kisebb, mint 5%).

Az eredményeket 3.5(b) dbrén dsszegzem; A grafikonrdl leolvashatd, hogy
még alacsony felbontds esetében is (Ax = Axy), a SIS mdédszerrel az alkal-
mazhaté nagyobb idélépésnek koszonhetéen kb. egy nagysdgrenddel gyor-
sabban lehet eredményhez jutni mint at EDF mdédszerrel. Az = Axy/2 és
Az = Axg/4 felbontdsok esetében a kiilsnbség tovabb nd, hdrom illetve 5
nagyséagrendre. Erdemes megemliteni, hogy ugyanolyan térbeli felbontéas ese-
tén (f6leg kis felbontdsokndl) a SIS séma pontosabb (ldsd: 3.2 dbra), ezért

hasznalata mindenképpen elényokkel jar. Ugyanakkor a SIS médszer skalaz-
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hatdsaga is jonak mondhaté, nagy diszkrét racsok esetén az effektiv szamoldsi
teljesitmény a processzor magok szamaval kozel linedrisan nd (feomp < No,k.).
A numerikus médszert, és annak részletes elemzését a Journal of Computa-

tional Physics nemzetkozi folydiratban kozoltem[46].
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3.5. dbra. A SIS és az EVD sémék skdlazhatosdga erésen parhuzamos kor-
nyezetben: (a) Egy rdcspont egy idéléptetésére forditott szamitdsi id6 a pro-
cesszormagok szamdanak fiiggvényében. (b) Egy konkrét tesztprobléma ki-
szamoldsahoz sziikséges szamolasi 1d6t mutatja a processzormagok szamanak
fiiggvényében, kiilonféle felbontasok esetén.



4. fejezet

2D kolloid rendszerek

onszervezodése

Nano- és mikrométer mérettartomanyba es6 részecskék kétdimenziés (2D)
rendezédése napjainkban is fontos kutatési teriilet mivel szdamos gyakorlati
alkalmazassal bir [47, 48]. Emellett a kolloidok kristdlyosodédsa sok esetben
egy konnyebben megfigyelheté analégidja lehet a molekuldris rendszerekben
végbemend fazisatalakuldasoknak. Kétdimenzios kolloidokban, nagyon val-
tozatos alakzatok fordulhatnak el6. Az amorf mikroszerkezetii, mezoskalan
fraktdlszerti morfolégiaval rendelkez6 kolloid aggregatumok onszervezédési
dinamikaja viszonylag jol lefrhaté a hagyomanyos diffizié- és reakciévezérelt
aggregacios szimuldcidkkal, azonban a lokélis hatszoges rendezettséget mu-
tatd, mezoskalan véltozatos alakot 6lt6 rendszerek dinamikédja tédvolrél sem
tisztazott.

Mikroszkopos kisérletekben a részecskestirtiség novelésével a mezo-morfologia
lényeges véltozasokon megy keresztiil: kompakt hexagondlis, dendrites, frak-
télszer(i, majd a részecskestiriiség tovabbi novelésével ismét kompakt, de po-
rézus alakzat keletkezik [25]. Skjeltorp fénymikroszkopos felvételeit a 4.1
dbra mutatja.

Az elmult években molekuladinamikai szimuldcikkal sikeresen modellez-
ték az ilyen tipusi rendszerek néhany jellemz6jét, mint példdaul az dtmenetet
kompaktbdl fraktalszerii alakzatba [49, 50|, azonban a kisérletekben létott

43
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4.1. dbra. A mezo szerkezet valtozdsa a részecskestirliség fiiggvényében, 1,1
mikron &tmérdji polisztirén gdmbok ionosan stabilizalt kolloid oldatdaban (A.
T. Skjeltrop mikroszképos felvételei [25]). Balrdl jobbra haladva a részecs-
kestirtiségek p = 0,1; 0,15; 0,3 és 0,7. p itt a felilet normalt kitoltési
hanyadosa, értéke 1 a tokéletes szoros illeszkedésti hexagondlis kitoltés eseté-
ben

dendrites alakzat nem figyelheté meg a két allapot kozott, illetve az dtme-
netet nem a koncentracid, hanem a kolcsonhatasi potencidl valtoztatasdaval
érték el. A tovdabbiakban kisérletet tesziink a rendszer viselkedésének telje-
sebb leirdsdra, kihasznédlva, hogy az atomisztikus fazismezé modszer diffizids

idéskalan is alkalmas részecske szintl folyamatok vizsgdlatdara.

4.1. 2D kolloid modell rendszer

Kétdimenzids kolloidok gyakorlatban folyadékok kozti feliileten, vagy nagyon
keskeny folyadékrétegben valdsithatok meg, igy a kapillaris er6k nagy mér-
tékben maédosithatjak a részecskék kozotti kolesonhatasokat. A 2D kolloid
rendszerben fellépé kolesonhatdsi erék kvantitativ meghatérozasa ma is nagy
kihivés elé allitja a tudésokat [51]. Mivel vizsgalataim az 6nszervezédés dina-
mikdjara irdnyulnak, azzal a céllal, hogy a lehet6 legaltalanosabban érvényes
kovetkeztetéseket lehessen feldllitani, a lehet6 legegyszertibb egy paraméteres
,minimal” PFC modell alkalmazédsa mellett dontottem. Ez a legegyszertibb
alak az elméleti attekintében bevezetett Swift-Hohenberg tipusi dimenzidt-
lan szabadenergia funkcional (2.8 egyenlet), amely egy r paraméterrel rendel-
kezik amennyiben a v paramétert zérusnak valasztjuk. A modell rendszerben

kétdimenziéban az r paraméter és az atlag koncentrécié fiiggvényében hdrom
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4.2. abra. A modell rendszer fazisdiagramja egy médus kozelitésben az r pa-
raméter és az atlagos koncentracié fiiggvényében. A fazisdiagramon feltiinte-
tem a stabil fazisokat, mig a koegzisztencia tartoményokat ferdén vonalkdzott
teriiletek jelzik.

stabil fazis taldlhat6: a rendezetlen (folyadék), a hexagonélis (kristdlyos) és a
csikos fézis. A 4.2 dbrén lathaté fdzis diagram szimmetrikus (ezért az dbran
csak a bal fele lathatd), a problémaéra relevans tartoménya, a ferdén, voros
szinnel vonalkdzott, homogén-hexagondlis koegzisztencia tartomany. A mo-
dellrendszer kritikus ponttal rendelkezik az r. = 0 és ¢y = 0 pontban, ettdl
tavolodva egyre negativabb r-ek esetén élesebb kristaly-folyadék hatarvona-
lat és novekvé dtalakuldsi entrépidt varhatunk.

Megfigyelheté tovabba hogy egyensuly kozelében az r csokkenésével az
anizotrépia novekszik, r < 0,35 értékekre a kristaly fazettalt, sik lapokkal
hatdrolt (4.3 dbra). Erdemes megjegyezni, hogy a hagyoméanyos fazismezo
modellek nem képesek az anizotrépia hajtéer6 fiiggését leirni; a szabadener-
gia funkcionalba kiviilrdl kell belerakni azt. Az 4.1 dbran bemutatott kisér-
let sorozat 0,1-es kitoltésii tagja erdsen fazettalt morfologiat mutat, ezért a
szimulacidkhoz r = —0, 35-nél kisebb értéket, -0,75-6t vélasztottam. Megdl-
lapithaté tovabbd, hogy kolloid rendszerek modellezésére a tisztan difftizids
dinamika (2.9 egyenlet) alkalmasnak ldtszik, mivel a sfirliség relaxdciét az

oldédszer viszkozitdsa hatarozza meg és a sliriiség relaxaciéja inkabb diffuzids,
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4.3. dbra. Az egyenstlyi alak véltozasa az r paraméter fiiggvényében, balrdl
jobbra: r = —0,3; r = —0,325 és r = —0,35. A 1) értéke a fazisdiagram
alapjan ugy lett bedllitva, hogy a kristalyos hanyad 0,3-ra adédjon.

mint akusztikus [52]. A szimuldcidkat a 3.6.1 fejezetben leirt spektralis dif-
ferencia médszerrel végeztem Az = 7/8 dimenziétlan térbeli és At = 0,025

dimenzidtlan id6lépéssel.

4.2. Szimulaciok termikus fluktuaciék hozza-
adasa nélkiil, gyors és lassi megszilardu-

lasi mdédusok

Eloszor nulla zaj-amplitidd limitben vizsgaljuk az onszervezédés dinamika-
jat. Minden esetben egy 7 részecskébél 4ll6, hatszoges szimmetriaju kristaly-
csirdt raktam bele a homogén folyadékba, a szimuldcidkat kiilonbozé atlagos
részecskestirtiséggel végeztem. A szimulaciok eredményét az 4.4 abran sszeg-
zem. A szimuldcidkban kis tultelitésnél eldszor fazettalt hatszoges szemcse
keletkezik, majd a tultelités novelésével kiilonbozd, szintén fazettalt dend-
rites alakzatok keletkeznek. Az dtlagos részecskestiriiséget tovdbb novelve
nem-fazettdlt hatar feliiletek jelennek meg, és szabdlyos alakd porozitdsok
jelennek meg a kristalyban, majd gyorsan névekvo, teljesen kompakt szem-
cse képzodik, amely hatszoges alaki, de sarkai legombolyitettek. A kolloid

részecskék minden esetben kristdlyracson helyezkednek el.
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4.4. dbra. A morfologia valtozdsa 1y a kezdeti dimenzidtlan részecskesti-
riiség fiiggvényében; a, b, ¢, d, e, és f dbrak v = —0,53, v» = —0,5035,
1 = —0,503375, 1 = —0, 50335, ¢ = —0, 503355, és 1) = —0, 5032 részecske-
stiriséggel késziiltek a modellparaméter r = —0, 75 értéke mellett.

A modell szamoldsokban feltiing, hogy kétféle kristély-folyadék hatérvo-
nal jelent meg, kis illetve nagy hajté erék esetén. Ezen kétféle hatdrvonal
néhany jellemzéjét foglalja Gssze az 4.5 dbra. A fazettdlt hatarvonal éles, és
el6tte egy kiterjedt, alacsony stirtiségii réteg épiilt ki, melynek kovetkezmé-
nyeként egyre lassabban halad. Ugyanakkor a lekerekitett sarkokkal novekvé
hatdrvonal széles, el6tte nem jelenik meg kiiiriilt réteg, és allandd sebesség-
gel mozog. A hatarvonal kiszélesedését és a fazettdltsdgot, jol illusztralja
az 4.5 dbra (a) és (b) panelje, a (c) panelen szintén a kiszélesedés ldthato,
illetve megfigyelhetd a siirtiség csicsok valtozasa, mig a betétabra a hatar-
vonal el6tti kiiiriilt réteget demonstralja a diffizié kontrolldlt esetben. A 4.5
abra nyilvanval6va teszi azt is, hogy a Russel és tarsszerzoi altal egy egyszerti
Wilson-Frenkel tipusi modell segitségével megjoésolt ., gyors” diffizié nélkiili

és ,lassn” diffuzié vezérelt modusokat [27] taldltuk meg egy dsszetettebb ato-



4. FEJEZET. 2D KOLLOID RENDSZEREK ONSZERVEZODESE 48

mért adatok
parabolikus illesztés -----

_ mértadatok ©
I|pear!s |Ilgsztgs ]
02 03 04 05 06 07 08

T x 1000

4.5. dbra. A két tipikus rendezett-rendezetlen hatarvonal jellemzéi, a 4.4
dbra (a) és (f) panelekben bemutatott szimuldcidk feldolgozdsaval. (a) és (b)
panel kinagyitott részecskeslirtiség térkép a szemese sarkdrol, (c) a részecske-
stirliségek Osszevetése keresztmetszeti nézetben, a betétdbra a folyadék tarto-
ményt mutatja (d) és (e) paneleken a hatdrvonal poziciGjdnak az idéfiiggése
lathaté. A tengelyeken a tavolsdgok o racsallandd, illetve 7 dimenzidtlan
id6egységekben vannak

misztikus modell segitségével. Mig a diffizié-kontrollalt kristalyosodas teljes
mértékben analég a molekularis folyadékok esetében tapasztaltakkal, addig
a diffuzié nélkiili médus egy kis kiilon magyardzatra szorul. Nagy hajtéerdk
esetében (magasabb dtlagos részecske-siirtiségeknél) nincs elegendd ids, hogy
a részecskék transzportfolyamatok itjan a hatarvonalhoz jussanak, az egyen-
silyihoz képest egy ritkdbb, megfeszitett racs jon létre. Ebben az esetben, a
hatdrvonal haladasi sebessége konstans, és az egyes részecskék racsba 1épése
vezérli. A 4.5 dbra (d) és (e) paneljein a hatdrvonal pozicidk lathatok az
id¢é fiiggvényében, amely megerésiti, hogy a lassu mddus esetében a pozicid
idéfiiggése t'/2-vel ardnyos, azaz diffiizié vezérelt, mig a , gyors” esetében a
fliggés linedris, azaz a rendezédés hatarvonal vezérelt. Erdemes megemliteni,
hogy a ,, gyors” médus kialakuldsa molekularis folyadékok esetében nehezen
elképzelhet, hiszen a stiriiségkiilonbség akusztikusan gyorsan relaxal, mig

kolloidokban a diffiziés dinamika domindl[52].
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A diffiziémentes, és difftizié kontrollalt dtmenet kornyékén érdemes a fo-
lyamat kinetikajanak idébeli fiiggését is megvizsgélni. A frontpoziciok idébeli
valtozasat az atmeneti tartomanyban megvizsgalva jél lathatd, hogy indulds-
kor, a végiil dendritessé valo alakzatok is gyors médussal névekednek, majd
a front el6tt kialakuld ritkdbb tartomany, az oldalak kozepe lassabban né
mint a sarkok, ami dendrites alakzat kialakuldasahoz vezet. Ezen morfolégiai

atmenet a hajtéerd novekedésével késobbre tolodik.
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4.6. abra. A kompakt-dendrites morfolgiai d&tmenetet a hatéarvonal pozicidk
idébeli véltozdsanak a linedristél valé eltérése jelzi. Az dtmenet a kezdeti
részecskestlirtiségtol fiiggéen mas idépontban kovetkezik be.

A lokélis stiriségtérképbdl "véges impulzus vdlasz” (angolul: finite im-
pulse response, FIR) sziir§ segitségével kinyerheté a mezoszképikus értelem-
ben vett &tlagsiirliség-térkép [53]. A 4.4. dbran bemutatott szimuldciok
hatarvonali kristdlyos és folyadék dtlagsiirtiségei (ng ill. z;L) a hatdarvonal
sebességek (v) fiiggvényében dbrdzolva mestergorbékre illeszkednek (4.7(a)
dbra). Az dbra jol illusztralja, hogy a sebesség novelésével a kristdlyos és
folyadék stirtiségek kinetikus okbdl kozos értékhez tartanak, a kristdly nagy
hatarvonali sebesség esetén stirtiséghidnyt halmoz fel. A dinamikus hatér-
vonali stirliségekbdl szdmolt effektiv megoszldsi hanyados (k) jé kvalitativ
egyezést mutat az Aziz [54] és a Jackson [55] féle modellekkel (4.7(b) &bra).

A kétféle kristdlyosoddsi médus jellegzetessége az eltér6é hatdrvonal-szélesség
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4.7. dbra. A hatdrvonal dinamikus tulajdonsdgai: (a) a kristdlyos és a folya-
dék fazis 4tlagstirliségei (Jg ill. JL) a hatdrvonal haladdsi sebességének (v)
fiiggvényében, (b) az effektiv siirliség-megoszlasi hanyados (k) sebesség fiig-
gése (v), () a hatdrvonal szélessége (d) és a diffizids ithossz dp dinamikus
viselkedése, (d) a stirliség-megoszlasi hdnyados (k) - hatdrvonal szélesség (d)
mestergorbe, (e)-(f) az dtlagstiriség-profilok idéfejlédése diffizié kontrolldlt,
ill. diffaziémentes médus esetén
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(d). A szimuldcick eredményeit dsszesitve megmutathaté a dinamikus ki-
szélesedés jelensége, a d értékek mestergorbére illeszkednek v fiiggvényében,
illetve, hogy a diffiziés uithosszal dp keresztezik egymast, ahol a diffizi6 vezé-
relt névekedési mechanizmus diffiziémentesre valt (4.7(c) dbra). Az effektiv
megoszldsi hdnyados (k) a hatdrréteg-szélesség (d) kozel linedris fiiggvénye
(4.7(d) dbra). A 4.7(e) és (f) dbrék az egyes médusokra jellemzé atlagsiiriiség-
profilok idéfejlddését mutatjdk, melyeken jol megfigyelhetd, hogy mig a ha-
tarvonalon a difftizié kontrolldlt modus esetén a profil tranziens viselkedést
mutat, addig diffuziémentes esetben allandésult allapot figyelheté meg.

A modell elséként jésolja, hogy a két megszilardulasi médus egyszerre
létezhet, ugyanazon rendezett tartomany keriilete mentén, megjelenésiiket
a nulla zaj amplitiadé limitben a kristdly anizotrépidja szabalyozza. Erde-
mes megjegyezni, hogy kihasznélva a Mullins-Sekerka instabilitds 7] fazettalt
megfelelgjét szabdlyos struktirdk és inverz struktirdk (szabalyos lyukak, pé-
rusok) hozhatdak létre zéré zaj limitben.

4.3. Szimulacidk termikus fluktuacidk hozza-

adasaval

A mozgésegyenletek megolddsakor a termikus fluktudcidkat megmaradé Lan-
gevin zaj hozzdaddsdval vessziik figyelembe; (C(r,t)C(r',t)) = aV?i(r —
r')d(t — t'), melynek korrelatordra a fluktudcié disszipacié elmélet alapjan
o = 2/(3B2p RY) = 0.004 adédik (2.2.1 Fejezet). A korreldtor kifejesé-
sét megvizsgalva lathato, hogy a racsdllandé novekedésével a zajamplitido
erésen csokken. fgy a termikus zaj elhanyagolasa jo kozelités lehet nagy
részecske atmérék esetén. Azonban a gyakorlatilag fontos néhany mikromé-
teres és nanométeres tartomanyban a kisérletek nem mutatnak az el6z6 feje-
zetben bemutatott modell-szdmoldsokhoz hasonlé rendezett mintdzatot[25],
ami arra utal, hogy a termikus fluktudcidk szerepe nem elhanyagolhaté. Az
egyszerliség kedvéért az a-t akkordra valasztottam, hogy a szimulacié tér-
beli és id6beli skalajan 1j szemcse még ne képzodjon, ezzel is egyszertisitve a
kiértékelést.
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4.8. abra. A morfoldgia valtozasa a vy kezdeti dimenzidtlan részecskesiirii-
ség fiiggvényében, a = 0,004 zajkorrelator hasznalata mellett; a, b, ¢ és d
abrak (¢ = —0,52, ¢ = —0,505, ¢» = —0,504 és ¢p = —0,5035) novekvd
részecskestiriiséggel késziiltek.

A jellemzé morfolégidkat 4.8 dbran lathaték. Azon tul, hogy a keletkez6
morfolégidk a fluktudciémentes esethez képest kevésbé szabélyosak, a ,lassi”
és a ,gyors” modusok egyiitt létezésekor 11j fraktdlszert alakzat jon létre,
mig a részecskestirtiség tovabbi novelésével pordzus kompakt alakzat jelenik
meg. A médus kivélasztdsat a termikus fluktudciok vezérlik, a gyorsan no-

vekvé dgak véletlenszertiek. A kristdlyosodds meginduldsakor a novekedés
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diffiziémentes. A hatdrvonal el6tt a kiiiriilt réteg kialakuldsa véletlensze-
riten kezdddik meg. Ha egy szemcse keriilete mentén mindenhol kialakult a
kiiiriilt réteg, gyors médus tobbé nem figyelheté meg. A gyors hatérvonal

szétteriilése sok szdmoldsban megfigyelhets. A pordzus alakzatok dgy ala-

kulnak ki, hogy a gyorsan haladé diffiziémentes hatdrvonalak koriilzarjak a
lassikat (4.9 dbra).

4.9. dbra. A diffuziémentes hatdrvonalak koriilzarnak egy ,lassi” hatarvona-
lat, nagy felbontdsban (1) = —0,5035)

A kisérletekben ldtottakkal (4.1 dbra) Gsszehasonlitva a termikus fluk-
tudcick figyelembe vételével késziilt szdmoldsokat (4.8 dbra), a hasonlésdg
szembedtls. A hasonldsdgot kolloid fizikdban gyakran haszndlt [25] tombi
fraktdldimenzié analizissel vizsgdltam meg. A témbi fraktdldimenzié (D)

kiértékelésre az alabbi Osszefiiggést haszndlom:
N o RP, (4.1)

ahol N a részecske szam és R, a girdcios sugdr:

Ry =N (ri—ro)?, (4.2)

ahol rg a kristalyos szemcse tomegkozéppontja és az Osszegzést r; részecske
pozicidkra kell elvégezni. A girdcids sugar logaritmusénak fiiggvényében ab-
razolom a részecskeszam logaritmusat. A 4.1 Osszefliggés szerint a tombi
fraktéldimenziot a log(N)-log(R,) gorbe meredeksége adja meg(4.10).

Az 4.8 abrahoz tartozo tombi fraktaldimenzidk panelenként a kovetkezdek
(a) 2,012 £0,3%; (b) 1,967 £0,3%; (c) 1,536 £0,9% és (d) 1,895 £0, 3%, a



4. FEJEZET. 2D KOLLOID RENDSZEREK ONSZERVEZODESE 54

8.2 T T T T
o
8 mértadatok o 1
78 - linearis illesztés 1
76 1

7.4
7.2

log(N)

o8 D, =1.536

6.6 —
55 56 57 58 59 6 61 62 63 64

log(Ry)

4.10. dbra. Példa a fraktdldimenzié kiértékelésére a 4.8 dbra (c) panelen
lathaté szimulacié esetén.

megfeleld morfoldgidkon Skejtorp altal kisérletileg mért értékek [25] a grafi-
konrdl leolvasva: (a) 2,00; (b) 1,85; (c) 1,49 illetve (d) 1,75. A grafikonrdl
leolvasés bizonytalansagét figyelembe véve a kisérleti és a modell szamoldsok
eredményei meglehetésen kozel vannak egymashoz. Egyediil a dendrites alak-
zat esetében ((b) panel) van jelentésebb eltérés, azonban valésziniisithetSen
ez a szimulaciés ablak korldtozott méretének tudhaté be, nagyobb ablakban
részletgazdagabb alakzat fejlodne.

Osszegezve az eddigieket, a lehetd legegyszeriibb 1d6fiiggd stirtiség funk-
ciondl technika segitségével mindségileg leirtam a kisérletekben lathaté alak-
zatokat, és megmutattam, hogy a 2D kolloid rendszerekben fellelheté mor-
fologiai valtozatossdg a kiilonbozé megszilardulasi modusok, és a diffizids
instabilitds kolesonhatdsaként jon létre. A modellezett morfolégidk kvalita-
tiven és fraktdldimenzi6 szerint is jé egyezést mutattak a vonatkozé kisérleti

eredményekkel.
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4.4. Kristalyosodas bels6 hatarvonaleken, min-

tazott feliileteken

Az elézéekben szabad novekedés esetében vizsgaltam a kolloid rendszerek
mintazatképzédését. A tovdbbiakban néhdny példan keresztiil illusztralom,
hogy a kristalyosodas hogyan vezérelheto kiilsé hatarvonalak segitségével, be-
mutatom, hogy a modell alkalmas epitaxialis névekedés és heterogén nukle-
4cié lefrasara. Végiil mintazott szubsztrat hatdsat modellezem kétdimenzios
kolloid rendszerek esetében, bemutatom hogy megfelel6 szubsztrat valasztas-
sal, mind a lokalis szerkezet, mind a mezoszkdépikus morfolégia szabalyozhato.

A fentiek gyakorlati megvaldsitdsahoz a 2.8 egyenlethez alkalmasan vé-
lasztott helyfiiggd, (U(r))y alaku kiilsé potencidlt adtam, amely megfelel-
tethet6 olyan kisérleteknek, ahol mintazott szubsztratok, optikai csipeszeket,
vagy mas modon lokalisan lerdgzitett kolloid részecskék hatasat vizsgédltdk a

rendezédésre.

4.4.1. Kolloid kristalyosodas hullamos szubsztraton, va-
lasztas diffaziémentes és difftizié vezérelt krista-

lyosodasi médusok k6zott

A nano és mikro- 1éptékii szabdlyos mintazatok gyakorlati jelentésége az
elektronika és az optika teriiletén aligha vitathaté. Szamos kisérleti munka
demonstrélta, hogy hullamos mintdzatu feliilleten szabalyos sdvozott kolloid
réteg alakithaté ki [56, 57, 58]. Egy szinusz modulalt helyfiiggd potenciallal[58]
kiegészitett szabadenergia tag (U(r)y) segitségével szimuldltam a hulldimos
feliilet hatasdt. A kisérleti eredményekkel valé kvalitativ dsszehasonlitds az
irdnyitott rendezddés esetében is j6 egyezést mutat (4.11. dbra).

Az eddig leirtakat Osszegezve szinte automatikusan felvetédik a kérdés,
hogy vajon megfelelden valasztott szubsztrattal lehetséges -e a kristdlyoso-
das mdédusait befolydsolni. A teszthez az szinuszos potencial amplituddjat
lecsokkentettem, mig hullamhosszat megnoveltem, a kezdeti Osszetételt a
spontan modusszelekcid Gsszetételéhez igazitottam. A szimuldcids eredmé-

nyek (4.12. dbra) igazoljék, hogy az alacsonyabb potencidllal rendelkez6 sd-
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4.11. abra. Csikba rendezédott kolloidok, mintdzott szubsztraton: pasztazoé
elektronmikroszkdpos felvétel [58], és PFC szimuldcié (v = —0,65). Az

alkalmazott kiilsé potencidl (U(r))
egy modulélt szinuszos fiiggvény volt.

vokban a novekedés diffiizidmentes, mig a magasabb potenciallal rendelkez6
savok irdnyaban diffizié kontrolldlt. A gyors médus irdnyaban a kristalyos

hatarvonal el6tt erds rendezédés figyelheté meg a folyadék fazisban.

4.12. dbra. Médusszelekeié U(r) = 0.1sin(x)y potenciél jelenlétében (¢ =
—0,51). A diffiziémentes novekedés(i hatdrvonalak a potencidlgddor aljan
alakul ki.

4.4.2. Néhany klasszikus példa kolloidok iranyitott ren-

dezbdésére, a lokalis rend befolyasolasa

Kiilonboz6, szubszrattal iranyitott kolloid-6nszervezédésen alapuld technikdk
legelterjedtebb demonstrécids kisérlete, hogy a feliileten periodikusan ismét-
16dé szabdlyos alakzatokat hoznak létre. A mddszerek valtozatosak ugyan,

lényegében azonban mind azon alapulnak, hogy akér a szubsztrat kémiai mo-
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dositasaval, akar a feliilet domborzatdanak a megvéltoztatasaval a részecskék

szamara kedvezé és kedvezitlen pozicidkat hozzanak létre.

4.13. dbra. Kolloidrészecskék elrendezédése kémiai iton mintdzott szubsz-
traton: PFC szimuldcié (o = —0,75; 0,5 mélységii kiilonbozs dtmérdji kor
alaki potencidl godrok), jobbra lent pasztazé elektron mikroszképos felvétel
(59]

Potencial godrok elhelyezésével a részecskék a kivant poziciéba kényszerit-
heték. Az 4.13. abran ennek egy kisérleti megvaldsitasa és egy atomisztikus
fazismez6 modell szdmolds lathatd. A megfigyelhetd, hogy a potencial godor
atmérgjét véltoztatva egyre tobb részecske tud abba beleiilni. Hasonléan az
el6z6khoz itt is jo kvalitativ egyezés figyelheté meg.

Mintézott szubsztratokkal azonban nemcsak az egyensilyi, vagy egyen-
sily kozeli mikroszerkezetet lehet befolyasolni. Friss eredmények szerint a
kristalyosodasi fronthoz képest kiilonféle szogekben stiriin csikokban rovét-
kdzott szubsztrdttal a kristdly lokélis rendje médosithaté [60]. A kisérlet
sematikus dbrdjat és a hozzatartozo pasztéazo elektron mikroszképos felvéte-
leket a 4.14 abra fels, illetve kézépsé sorai mutatjak, a megfelelé atomisz-
tikus fadzismez6 szamoldsok az alsé soraban lathaték. Megfigyelhetd, hogy

amig a kristdlyos folyadék hatarvonal a rovatkakkal parhuzamos a részecs-
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kék helyi elrendezddése hatszoges, ugyanazon rovétkdakat ferdén (esetiinkben
45 fokban), vagy a hatdrvonalra merdlegesen elhelyezve kiilonbozd irdnyd
négyszoges helyi elrendezéseket kapunk. A rovatkdk szélességének finom-
hangoldséval elérhetd, hogy a szubsztraton néhany részecske szélességii savos
mintdzat alakuljon ki. A kisérlet, és a modell szamolas ismét csak j6 egyezést
mutat, ezzel megmutattam, hogy nem csak az egyensulyi mintdzatképzédés
lefrasara alkalmas a modell, hanem a lokalis rendre gyakorolt kinetikus ha-

tésokat is figyelembe veszi.

4.4.3. Epitaxialis novekedés és heterogén nukleicié PFC

modellben

Az el6z6 alfejezetben megmutattam, hogy a PFC modell alkalmas kolloid
rendszerekben lezajlé, kiils6 potenciallal segitett rendezddés leirasdra. A to-
vabbiakban kiilsé potencidl segitségével a részecskéket a szimuldciés ablak
bizonyos teriiletein szabalyos racsba rendezem, az ilyen mddon racsba ren-
dezett kolloid részecskék a folyadékban szabadon lebegé részecskék szamara
szubsztratként viselkednek. Megvizsgdlom, hogy a szubsztrat alapvetd geo-
metriai paramétereinek (rdcsallandd, szubsztrat alakja) véltoztatdsa hogyan
hat az epitaxidlis réteg novekedésre, illetve demonstralom, hogy a modszer
alkalmas a heterogén nukledcié modellezésére.

Elséként egy egykristély feliiletén (szubsztréat) kristalyos vékonyréteg (epi-
taxidlis) novekedését vizsgdlom. A szubsztrdt részecskéit kiilsé potencidl se-
gitségével valtozd racsdllanddju négyzetracsba kényszeritem. A modellki-
sérletet abban a strtiségtartoméanyban végeztem, ahol a diffiziémentes és a
diffazié-vezérelt novekedési médusok egyiitt létezhetnek. Az eredmény kissé
meglepd, szubsztrat és a kristdly kedvezd, illetve kedvezdtlen illeszkedésé-
t6] fiiggben diffiziémentes, illetve diffizidvezérelt novekedési mechanizmusok
preferaltak. Az els6 eset sima, az utobbi durva feliilet{i novekedést eredmé-
nyez (4.15. dbra). Figyelemre mélt6, hogy a szdmoldsok szerint a szubsztrét
megfeleld megvalasztasaval iranyithatd a kristdlyosodas kinetikdja, illetve a
kristély orientédcidja, azonban ez az elméleti eredmény még kisérleti igazolasra

szorul.
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4.14. dbra. Kristalyosodas rovéatkdzott szubsztraton: a felsé sor a minté-
zat és a hatarvonal relativ helyzetét mutatja sematikusan, szaggatott vonal
jelzi a hatarvonal elhelyezkedését. A kozépsé sorban a hozzd tartozd kisér-
leti felvételek [60], az alsé sorban pedig a PFC modell szdmolds eredményei
lathatok

A rendszerben 1évé belsé hatéarvonalak jelenlétében a megszilardulds nem
feltétleniil epitaxidlis, a kristdly novekedést leggyakrabban nukledcio el6zi
meg. Az atomisztikus fazismezé modell kiilonosen alkalmas eszkoz lehet a
kristalycsira képzodésének vizsgdlatdaban, hiszen a leggyakrabban hasznalt
kontinuum modellekkel [6] szemben minden tovabbi informdcié hozzdaddsa
nélkiil tartalmazza a kristélyszerkezetbél kovetkezo feliileti szabadenergidt és

az atomossdgbol szarmazé hatdasokat, mint példaul a kristalycsirakat alkotd
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4.15. dbra. Epitaxiélis rétegnovekedés: A szubsztrét részecskéi négyzetracson
iilnek (a panelek bal oldala). A szubsztrat rdacsdllandéjat novelve (balrdl
jobbra) véltakozé gyors és lasst kristélyosoddsi médusok figyelhetSk meg. A
moédusok valtozdsa a szubsztrat racsallandéjaval nem monoton jellegi.

atomok kiilonésen kedvezd, szimmetrikus elhelyezkedését a nukleuszt alkotd

atomszam bizonyos értékeinél (,,mégikus szamok”).

4.16. abra. Heterogén nukleacié sik feliileten atomisztikus fdzismezé modell
szimulacidban, az egyes pillanatképek egymést kovetd idépontokban késziil-
tek (balrdl jobbra)

A heterogén kristélycsira-képzédés megértése és modellezése még bonyo-
lultabb feladat. Az utébbi idében hagyomanyos fazismez6 modellekkel sike-
resen irtdk le a jelenséget izotrop esetre [61, 62]. Ezen fdzismezd modellek
a szubsztrat vagy inhomogenitas és a kristalyosodé rendszer kolesonhatasat
a szubsztrat-kristaly-folyadék fazisok kontaktszogével jellemzik. A kontak-
szoget alkalmasan vélasztott peremfeltételek segitségével allitjak be. Az ato-
misztikus fazismez6 elmélet erre az esetre torténd alkalmazdsa még messze
nem kidolgozott, és részletes kifejtése messze tilmutatna a dolgozat témé-
jan, azonban néhany érdekes lehetdséget egyszerti példakon keresztiil érdemes
felvillantani. Sik feliileten képz6d6 kristaly esetében (4.16 dbra) jol megfi-
gyelheték olyan jelenségek, mint a kapilldris fluktudcidk, a csira és a szubsz-
trat orientaciéjanak szoros kapcsolata, a novekvé csira anizotrépidja, vagy a

kolloid rendszerekben észlelt [1] szabélytalan alaku csirdk.



4. FEJEZET. 2D KOLLOID RENDSZEREK ONSZERVEZODESE 61

4.17. abra. Kristalycsirdk idéfejlodése sarok kozelében

A masik példa egy széles korben tényként kezelt jelenséget helyez més
megvilagitasba. Elfogadott nézet, hogy a konkav illeszkedésti feliiletek hata-
randl (sarkokban) a csiraképzdés kedvezébb mint a sik feliileten. Eles hatar
feliilettel szamold egyszerii geometriai megfontoldsok, és Gsszetettebb fazis-
mez6 modellek is aldtamasztottak ezt a varakozédst, azonban egyik elmélet
sem veszi figyelembe, hogy a szubsztrat és a kristaly kozotti orientdciés pre-
ferencia nem feltétleniil egyeztethetd Gssze a kristaly periodicitdsdaval. Mint-
hogy a szubsztrat és a kristaly relativ orientéciéja rogzitett, a derékszogl
sarok esetén a 2D-ben megvaldsulé hatszoges kristdlyszerkezet sziikségsze-
riien a sarokbol kiindul6 szemcsehatar megjelenéséhez vezet. Azaz, az adott
esetbe a sarok kifejezetten kedvezétlen hely a csiraképziédés szempontjabdl
(4.17. 4bra).

Osszefoglalva a fejezetet: Kétdimenzids kolloidok esetén megmutattam,
hogy a mikroszkdpos felvételeken megfigyelhetd valtozatos texturak PFC mo-
dell keretében leirhatok, a tultelités novelésével kompakt hexagonalis - dend-
rites - fraktdl-szer - porézus kompakt morfologiai atmenetek figyelhet6 meg.
A PFC modell-szamolasokbdl az is kideriil, hogy az alakzatok sokrétiiségét a
megszilardulds dinamikéja, diffizids transzport folyamatok, és a hatarfeliilet
kiilonb6z6 dinamikus tulajdonsagai egyiitt okozzak. A tultelités fiiggvényé-
ben két jellegzetes hatarfeliilet haladdsi méd figyelheté meg: A diffuzidvezé-
relt vagy ,,lassi” médus esetén tranziens kinetika, és kiterjedt diffiziés mezé
figyelheté meg a kristaly koriil. A diffuziomentes, vagy ,, gyors” médus esetén

mind a stiriiségprofil, mind a hatarfeliilet haladdsi sebessége allandésult al-
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lapotot mutat. Demonstraltam, hogy kiilsé potencidl segitségével heterogén
rendszerek modellezheték, a kiilonféle mintazott szubsztratok hatdsat az igy

médon médositott modell mindségileg leirja.



5. fejezet

3D kolloid rendszerek

kristalyosodasa

A haromdimenziés kolloidok kristélyosoddsa optikai médszerekkel kozvetle-
niil megfigyelhetd [1], {gy hozzdjarulhat az egyszerti, atomos folyadékok meg-
szildarduldsdnak a megértéséhez. A vided-mikroszképos megfigyelések értel-
mezéséhez hasznos segitséget nytjthat egy részecske szintii felbontast elmé-
leti modell. Ebben a fejezetben megmutatom, hogy az atomisztikus fazismez6
elmélet alkalmas az egyszerti anyagokban leggyakrabban el6fordulé egyszerii
kobos (EK), felilleten centrélt kobos (FCK), tércentralt kobos (TCK) és he-
xagondlis szoros illeszkedésti (HSZI) szerkezetek lefrdsdra. A jellegzetes kris-
talytani irdanyokban megvizsgdlom a kristaly folyadék hatérfeliilet tulajdon-
sagait, majd olyan jellegzetes kristaly-novekedési jelenségeket vizsgalok, mint
a dendrites illetve az epitaxialis novekedés. A modellezéshez a kétdimenzids
rendszerben mar ismertetett modell egy masik megfogalmazasit hasznalom
(2.7. egyenlet), a numerikus megoldds mddszere azonban teljesen analdg az
el6z6kkel.

A fazisok stabilitdsdnak vizsgédlata sordn kideriilt, hogy eltéréen a kétdi-
menzios esettél, az egymddus kozelités harom dimenziéban nem ad megfeleld
pontossagot, illetve nem alkalmazhaté az FCK és a HSZI fazisok esetében
[63], ezért a fazisdiagramot numerikusan kell kiszdmolni. A fazisdiagram tel-

jes feltérképezése numerikusan idGigényes, ezért a stabil fazisokat és a hozza-

63
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juk tartozo egyensilyi részecske-stirtiséget, csak az éppen hasznélt paraméter
értékeknél adom meg.

Aw x 10%
oo USnhbb Lo

5.1. dbra. A kristdlyosodds hajtéercje a kezdeti redukdlt részecskestirtiség
fiiggvényében, TCK, FCK, HSZI és EK rdcsok esetén (a), illetve a TCK
kristalyszerkezet hajtéerejéhez viszonyitott hajtéeré az FCK, HSZI és EK
rdcsok esetén (b) [63]

A szamolasokat ABy = 0.00005, Bys = v/3/3, és v = v/3/2.0 egyiitt-
hatékkal végeztem. A paraméterek megvélasztasandl szempont volt, hogy
lehet6ség szerint a kiilonbozé feliiletek elemzésekor kapott tulajdonsiagok a
kiilonboz6 kristalyszerkezetek kozott is osszehasonlithatok legyenek, a kiilon-
boz6 szerkezeti fazisok kristalyosodasanak hajtéereje kozel azonos legyen. A
kivalasztott egyenlet paramétereknél a —0, 0862 < ng < —0,0315 tartomany-
ban stabil TCK-folyadék, a —0,0862 < ng < —0,0347 tartomanyban meta-
stabil FCK-folyadék, a —0,0865 < ng < —0,0344 tartomanyban metastabil
HSZI-folyadék, illetve a —0,0249 < ny < 0,0216 tartomanyban metastabil
EK-folyadék koegzisztencia tartomany talalhaté, az egyensilyi kristalystiri-
ségek kozel azonosak. Az egyes fazisok kristalyosodasahoz tartozé numeri-
kusan szdmolt hajtéerSket a részecskestiriiség fiiggvényében a 5.1(a) dbran
mutatom be. Az 5.1(b) dbra, amelyen az egyes fazisok TCK szerkezethez
viszonyitott hajtderejét abrazolja, j6l mutatja, hogy a TCK, FCK és HSZI
fazisok kristalyosoddsdnak hajtéereje igen kozel esik, a legnagyobb eltérés
mintegy 7%. Az EK kristdlyszerkezet az dltalam vizsgdlt koriilmények kozott
instabilnak bizonyult, TCK, FCK és HSZI stabil és metastabil szerkezetek

viszont megfelelé méretii kristalycsirdbdl névekedtek (5.2. dbra)



. FEJEZET. 3D KOLLOID RENDSZEREK KRISTALYOSODASA 65
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5.2. dbra. TCK, FCK és HSZI (balrdl jobbra haladva) kristélyok atomisztikus
fazismezd szamoldsban (kozeli metszet), a szimuldcick ng = —0,0225; ng =
—0, 03 illetve ng = —0, 04 kezdeti értékkel késziiltek. A szerkezet-kivalasztdst
megfeleld szerkezett csira lerakasaval valdsitottam meg.

5.1. Kiristalyos-folyadék hatarfeliilet vizsgalata

Mivel az atomisztikus fdzismez6 modell (PFC) természetes médon tartal-
mazza a feliileti fesziiltség és a kinetikus eredetii anizotrépiakat, hatékony
eszkoz lehet ezek vizsgdlatara. Az irodalomban szamos munka targyalja mo-
lekuladinamika (MD) szimuldcié keretében a kristalyos-folyadék hatarfeliilet
tulajdonsdgait[64, 65, 66, 67, 68, 69, 66, 70], azonban ezek minden esetben
diffiziémentes, gyors megszilarduldsra vonatkoznak. A megszilardulés folya-
matanak atomi szintli felbontdssal, de diffiziés id6skaldn torténd vizsgélata,
a dinamikus siirtiségfunkcional technikdk kifejlesztésével valt megvalésitha-
tova. A dinamikus stiriiségfunkcional elméletek kozé tartozé PFC modell
ugyan tartalmazza a feliileti fesziiltség és a kinetikus jellegli anizotrépidkat,
azonban kiilonos gonddal kell eljarni ezek szétvélasztasandl, amennyiben a
kiértékelés novekedési formak alapjan torténik.

A feliileti fesziiltség irdnyfiiggésének vizsgalatara, megfelel6 lehet az egyen-
sulyi kristaly alakok vizsgalata. Az egyensulyi alakok vizsgdlata 6nmagdban
is izgalmas kutatasi teriilet, hiszen jelentésen befolyasolja a nano-kristalyos
anyagok stabilitdsét, eléallithatésagat. A nano-mérettartomanyban nagy je-
lent&séggel birnak olyan, az anyag atomos szerkezetébol ad6dé jelenségek is,
mint példaul az egyedi szimmetriaval rendelkezé paranyi aggregatumok, és az

ezen szimmetridhoz tartozdé igynevezett magikus részecske szdamok, amelyek
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a nano-skdlan viszonylag stabil krisztallitokhoz tartoznak. Ezen jelenségek
részletes bemutatdsa tul mutat a dolgozat keretein, igy csak az egyenstlyi
alakok bemutatasara, és egyszerti értékelésére szoritkozom. A TCK, FCK és
HSZI kristéalyszerkezetek jellemz6 egyensulyi kristaly-alakjai a rombodode-
kaéderes, oktaéderes és hatszoges prizma alakzatok. A rombododekaédert,
és az oktaédert egyforma kristalysikok fedik minden oldalrdl ({110} és {111}
Miller indexti sikok), {gy az egyes sikok kozti feliileti fesziiltség ardnydnak
Wulff konstrukcidval torténd meghatarozasara, a tokéletesen sikok megje-
lenése miatt nem volt lehetéség. A HSZI szerkezet hatszoges prizma alak
esetében azonban az oldalat fedd sikok ardanyaban a feliileti szabadenergidk

() ardnydra vi010/Y0001 = 1.08 £ 0.01 adddott.

5.3. dbra. TCK, FCK és HSZI kristalyszerkezetek egyenstlyi formai

A kristély novekedésének kinetikus eredetii anizotrépidja legegyszeriibben
sik frontos novekedés elemzésével hatarozhaté meg, amikor is a kristélyos-
folyadék hatarfeliilet nagysdga nem valtozik, a kiilonb6z6 kristalytani sikok
novekedési sebességének eltérését tisztéan kinetikus eredetii folyamatok haté-
rozzék meg. Napjainkig szdmos, a témaval foglalkoz6 kézlemény jelent meg,
amelyben killonféle anyagok és kristalyszerkezetek esetében MD szimuldcié
segitségével adnak becslést a kinetikus jellegli anizotrépidra[66, 68, 69, 66, 70].
Megjegyzend6 azonban, hogy azon tul, hogy a megjelent munkak mindegyike
olyan koriilmények kozott targyaljak a kinetikus anizotropia kérdéskorét,
ahol a megszilardulds nem volt diffizidvezérelt, az olvadasi entropia ~ kT’
kozeli tartomanyba esett, amely értékeknél a kristalyos-folyadék hatarfeliilet

diffiz. Az alfejezet tovébbi részében kifejezetten a fazettalt és diffuzidvezé-
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relt kristalyosodassal foglalkozom. Emlitésre mélté tovabbd, hogy a vélasz-
tott paraméterkészlet alkalmas a TCK, FCK és HSZI szerkezetek kinetikus
egyiitthatéinak kozvetlen, kozel azonos hajtéerénél torténd osszehasonlité-

sara.

5.4. dbra. TCK kristaly {100} sikjanak novekedése ng = —0.03834 dtlagos
részecskestiriiség mellett, a szamolasi tartoményt fekete keret jelzi

A novekedés tanulméanyozasdhoz a legnagyobb hajtéerékoz tartozé kris-
taly hasdbot helyeztem a szimuldciés ablak kozepére egymédusi kozelités-
ben. A szamolési tartoméanyt z és y irdnyban gy védlasztottam meg, hogy
illeszkedjen a kristaly egyenstlyi helyzetben vett periodicitdsaval, mikozben
z a szabad novekedés iranya. A névekedés irdnyaban a szdmolasi tartomany
L. = 1024Ax volt, mig a kristély hatérfeliilet sikjdban L, és L, ~ 0.2L. (az
5.4 dbrén egy jellemzé kisérleti elrendezés lathatd).

A hatérfeliilet pozicidjanak idofiiggését vizsgdlva megallapithatd, hogy
egy rovid atmeneti idészak utdn a hatdrfeliilet pozicié z oc t'/2-s fiiggést
mutat, ami diffuzié vezérelt kristdlyosoddsra utal. Az egykomponensti rend-
szerek koziil kolloidokban fordul el8 hasonld diffizié vezérelt névekedés[27].
Az adatokra » = 2 + C(t — to)"/? fiiggvényt illesztettem (5.5. dbra (a), (b),
és (c panelek)), ahol z; a kezdeti pozicié, C' a sebesség egyiitthatd, amely
fiigghet a termodinamikai hajtéer6tol, illetve a diffizids egytitthatotol, és
to az atmeneti, inkubdciés id6szak hossza. Az igy meghatarozott sebesség
egyiitthaté ugyan a diffiziés egyiitthatd, és a Wilson-Frenkel-féle egyiitt-
haté bonyolult fiiggvénye, a kristdlyosodds és a diffizié kolesonhatasanak az

eredménye, diffuzié vezérelt esetben értéke, illetve az egyiitthaték egyméds-
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5.5. dbra. Hatérfeliilet pozicié - idé gorbék TCK (a), FCK (b) és HSZI (c)
kristalyszerkezetek alacsony Miller indexti sikjaira ng = —0, 04-os részecske-
stiriségndl, (d) a sebesség egyiitthatd részecskestiriiség fiiggése

hoz viszonyitott ardnya mégis j6 jellemzdje a kristalyosodas kinetikus eredetii
anizotrépidjanak. Az 5.5. abran bemutatott hatdrfeliilet pozicié - id6 gorbék
sebesség egytitthatéit a 5.1 tabldzatban foglaltam Gssze, ng = —0, 04 részecs-
kestirfiség esetére. Feltételezhetjiik, hogy hajté erdt (ng) valtoztatva a mind
hatarfeliilet szélessége (dinamikus kiszélesedés), és ezaltal mind az anizotré-
pidk nagysdga, mind az egymdshoz viszonyitott ardnya is véltozik [71]. TCK
szerkezetre eredményeket a 5.5. dbra (d) paneljén foglaltam ssze, amelyen
jol lathatd, hogy a részecskestiriiség valtozasaval a sebességi egyiitthatok ara-
nya valéban valtozik. A hajtéerdvel véltozé anizotrépidanak jelentds hatdsa
lehet kiilonboz6 kristélyalakzatok kialakuldsa sordn, mint példdul a dendrites
megszilardulas.

Tudomésom szerint, a kinetikus eredetii anizotrépiat csak olyan esetben
vizsgaltak, ahol a diffizié nem jatszik szerepet, és a hatérfeliilet haladési

sebessége a termodinamikai hajté erével ardanyos, azonban a kiilonb6z6 kris-
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5.1. tédblazat. C' sebesség egytitthatok TCK, FCK és HSZI szerkezetek ala-
csony Miller indexii hatérfeliileteire ng = —0.04-0s részecskestirtiségnél.
Szerkezet {100} {110} {111}
TCK 0.824 £0.002 0.474 4+ 0.005 0.948 + 0.003
FCK 0.916 £ 0.002  0.948 £ 0.002 -
{1010} {1120} {0001}
HSZI 0.228 £0.002 0.940 4 0.002  0.096 + 0.002

talytani sikok novekedési sebességének ardnyai 6sszevethetéek. Alacsony ho-
mérsékleten kristalyositott TCK szerkezetii, fazettalt novekedésii *He kristaly
optikai vizsgalata szerint az {100} és {110} Miller indext{i hatdrfeliiletek ese-
tében v100/v110 ~ 2.3 [72], amely kozel esik a PFC modellel adédé értékhez
(1,74). A PFC szimuldcikkal, és *He izot6p kisérleti adataival szemben TCK
szerkezetli anyagok esetében molekuladinamikai szimuldciok kis anizotrépiét
mutatnak, és az {110} Miller indexii sikok gyorsabb névekedéstiek az {100}
indextieknél [67, 68, 69, 66, 70]. FCK anyagok esetében PFC modellben
{111} sikot nem tudtunk vizsgdlni, mivel a lerakott FCK szerkezet(i kristaly
rétegzddési hiba keletkezése utdn HSZI szerkezettel n6tt tovabb. Az {100} és
{110} sikok ardnya a PFC szdmoldsok alapjdn 0,97-re adédott, mig az MD
szimulacidk eredményei Lennard-Jones, Ni, Ag, Au, Cu, és Fe rendszerekre a
1,4 — 1,8 tartomanyba esett. MD szimuldciéban, HSZI novekedésti magné-
zium esetében a sitkok névekedési sorrendje (vgpo1 < V79 < V1130) megegyezik
a PFC szamoldsokban tapasztalttal.

A anizotrépiak makroszkopikus vizsgdlatan tul érdemes megvizsgalni a
kinetikus eredetii anizotrépia mikroszkopikus hatterét, és a kialakulé fazisra
gyakorolt hatdsdt.. A megszilardulé fazisok legjellemz6bb tulajdonsdgai a
racs jellegén til, a kristdly dtlagsiirtisége és a hatérfeliileten a stiriiség el-
oszlasa, illetve a megszilarduldsi dinamikéra jellemz6 a hatarfeliilet elétt ki-
alakulé kitiriilt réteg szélessége és mélysége. Hogy ezt vizsgalhassam, els
lépésben elééllitottam a hatérfeliilet sikjdban (xy sik) vett részecskeslirtiség
atlagot (1), majd a hatarfeliiletre mer6leges z irdnyban "véges impulzus vé-
lasz” (angolul: finite impulse response, FIR) sz{irét haszndlva meghatdroztam

a hatérfeliiletre meréleges lokélis dtlagsiiriséget 7 [53]. A hatérfeliiletre me-
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5.6. dbra. TCK szerkezetre az (a) étlagsiiriség (n) és az {100} irdnyban
vett lokalis stirtiség, a (b) az {100} sikban atlagolt siirliség eloszlds és az
n viszonya, (c) és (d) a TCK és HSZI szerkezet(i kristalyok atlag stir(iségei
7 =2,5x 10* dimenzidtlan idénél.

rélegesen az atomi stirliség csicsok és az n viszonyét az 5.6(a) dbra, mig az 7,
és a n viszonyat a 5.6(b) dbra mutatja. A stirliség profilokat dsszehasonlitva
(5.6(c) és (d) dbra) azonnal szembetiing, hogy kristélyosodds minden esetben
erésen nemegyensulyi, a szilard stiriiségek joval magasabbak az egyenslyi ér-
téknél. A megszilardul6 anyag stirtiségét a hatarfeliileten, a kristalyos fazissal
érintkezé folyadék stirlisége hatérozza meg, amely a gyakorlatban megegye-
zik a kiiiriilt rétegben a sliriség minimumaval (7,,:,). Fontos megemliteni,
hogy a hatérfeliileten nem alakul ki a t6bb elméleti leirdsban is feltétele-
zett lokalis egyenstily, a rendszer nem lokalis egyenstlyt valosit meg, hanem
a legnagyobb hajtéeréhoz tartozd stirtiséggel szilardul meg a folyadék. En-
nek diffuzié kontrolldlt esetben egy érdekes kovetkezménye, hogy a lassabban
novekvo kristaly stirtisége messzebbre esik az egyenstilyitol, mint a gyorsan

novekvaé.
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5.7. dbra. Az (a) és (b) panel a hatdrfeliileten 16v6 folyadék-stiriséget mutatja
7 és 7712 fiiggvényében. A (c) és (d) panel nagy felbontdsban mutatja a
TCK {100} sik folyadék oldali részecske-siirtiségét, illetve a sik betdltését T
fiiggvényében.

A folyamat dinamikajat vizsgalva nem okoz nagy meglepetést, hogy id6-
ben elére haladva, a hatdrfeliilet haladési sebessége lassul (5.5 dbra (a), (b)
és (c) panelek), illetve a hatdrfeliilet el6tti kiiiriilt réteg mélyiil, és szélesedik
(5.7 dbra (a) és (b) panelek). Sokkal kevésbé nyilvdnvalé a hatarfeliilet fo-
lyadék oldali siirliségén megfigyelhetd erds oszcillacié megléte (5.7(a), (b) és
(c) dbrdk). Az oszcilldcidk periddusait a megfelel§ sikok betdltésével dssze-
vetve (5.7(c) és (d) dbra) elmondhatd, hogy névekvé élek a kitiriilt réteg
diffuzids feltoltédésének a kovetkezménye, mig a siirtiség hirtelen csokkenése
egy 1j sik megjelenésével magyarazhaté. Az 14j sik megjelenése rendkiviil
dinamikus, ami két dimenzids sik-nukleaciéra utal. Uj stk nukleacidjakor a
hatarfeliileten a folyadékstirtiség jelentésen kiilonbozik az egyes sikok esetén,
ami a nukledciés energia-gatak jelent6s kiilonbségére utal. Erdekes megfigye-

lés, hogy a véges méret hatds altal még nem érintett idétartomanyban 7,
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nem az egyensilyi értéhez extrapoldl (5.7(b) dbra) azonban ennek megerd-
sitésére aszimptotikus elemzést sziikséges elvégezni, ami a dolgozat {rasanak
az idépontjaban még nem allt rendelkezésre.

Roviden &sszefoglalva, a PFC mdédszer j6 egyezést mutat a fazettalt *He
kristdlyok novekedését vizsgdl kisérleti eredménnyel [72]. Molekula dinami-
kai eredményekkel 6sszehasonlitva, ugyanakkor a sikok névekedési sorrendje
helyenként eltér, az anizotrépia jelentésen nagyobb. Ezek a kiilonbségek
alapvetéen két okra vezetheték vissza, részint a kristalynovekedés az MD
szamolasok esetében nem diffizié kontrollalt, részint az MD szamolasok ala-
csony olvaddsi entrépidra vonatkoznak (Sy = kp), amely esetben a kristély,
olvadék hatarfeliilet kiterjedt, 4-5 atomi réteg széles. A PFC modell, az al-
talunk haszndlt paraméterekkel 1-2 atomi réteg széles hatarfeliiletet ad. Az
hatdrfeliilet szélessége alapvetéen befolydsolja az anizotrépia nagységat [73],
igy nem meglepé a MD szdmolasokhoz képest mért nagy anizotrépia. A
folyamatot atomi skdlan vizsgdlva a jelentGs kinetikus eredetii anizotrépia

visszavezethetd az adott sik kétdimenzios nukledacioval torténé novekedésére.

5.2. Dendrites novekedés

Mint azt a kordbbiakban megmutattam (5.5d dbra) a névekvé kristdly anizot-
répidja fiigg a hajtéerdtol. A jelenség mas megvildgitasba helyezhet bizonyos
alakzatformdlé mechanizmusokat, ahol az iranyfiiggésnek kiemelt jelentésége
van. A tovdbbiakban megvizsgdlom, hogy az iranyfiiggés valtozdsa hogyan
hat a kristalyosodds soran kialakulé dendrites alakzatokra. Elézményként
mindenképpen érdemes megemliteni, hogy dendrites alakzatok modellezésére
hasznélt legelterjedtebb és legsikeresebb médszer, fazismezd elmélet [74], a
kinetikus és/vagy feliileti szabadenergia anizotrépidt bemend paraméterként
tartalmazza. Jelenlegi ismereteim szerint nem tudok olyan kozleményrol,
amely hagyomdnyos fazismez6 elméletet kombinalt volna hajtéerstél fiiggd
anizotrépidval, ilyen értelemben a dendrites megszilardulds PFC modell kere-
tében torténd vizsgalata egyediilallé. Mindezek a korlatok ellenére, fazismez6
modszer felhasznéldsaval is sziilettek az irdnyfiiggés hatasait vizsgald érdekes

munkdk; Karma és szerzétarsai FCK racs esetében reprodukaltak kisérle-
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tileg megfigyelt atipusos dendrites névekedést, miszerint a f6bb novekedési
irdnyok nem esnek egybe az FCK szerkezet {100} irdnyaival [75]. Munkdjuk-
ban a feliileti fesziiltség topoldgidjat véltoztatva, valtozatos, tobb felé dgazd
dendriteket figyeltek meg (5.8. dbra). A modellbe épitett anizotrépia FCK
kristalyszerkezetli anyagokra vonatkozik, felvetddik a kérdés, TCK szerkezetii

kristalyok esetében tapasztalhaté -e hasonlé atipusos viselkedés.
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5.8. dbra. Karma és szerzétarsai altal kozzétett fazismezd szamoldsok ati-
pusos dendrites névekedést mutatnak a feliileti fesziiltség anizotrépidjanak
fiiggvényében. [75]

A jelenséget PFC mddszerrel vizsgalva a hajtéerd (példaul az ng) véltoz-
tatdsdval érhetd el az anizotrépia topoldgidajanak a véltoztatdsa. A dendrites
kristalyosodas méretskaldjan, harom dimenziéban az atomisztikus fazismezo
szamolas rendkiviil nagy szamolas igényt feladat, a 3.6.1 fejezetben bemuta-
tott sajat fejlesztésii numerikus médszer hasznélata nélkiil valészintileg nem
is megvaldsithatd. Az kovetkezOkben bemutatott szamolasok, tulajdonkép-

pen a dendrites megszilardulas elsé, részecske felbontasu szimulaciéi, amelyek
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léptéke az tirkisérletekben megfigyelt dendrites kolloid névekedés [27] méret-

skaldjdval osszevethetSk (1um-s kolloid részecske dtmérdt feltételezve).

(a) (b) (©)

5.9. dbra. TCK kristdly dendrites novekedése (a) ny = —0,015; (b)
ny = —0,0175; (c) ng = —0,01875; (d) ny = —0,02; (e) ny = —0,02062;
(f) no = —0,0225; (g) no = —0,025; (h) ng = —0,03 és (i) ng = —0,0325
kezdeti részecskestirtiségeknél. A szamoldsok Az = 1 térbeli lépéssel, és
At = 1,0 iddbeli 1épéssel késziiltek 1024 nagysagi, egyenletes osztasu, hé-
rom dimenziés racson.

A dendrites alakzatok stirtiség fiiggését a 5.9 dbran foglaltam oGssze. A
kép-sorozaton jél megfigyelheté az anizotrépia valtozédsa, ng nagy értékeinél
a szemcse formdja lekerekitett (5.9(a) dbra), majd a hajtéerd csokkentésével
egyre fazettéltabb lesz, a sorozat utolsé szemceséje mar szinte idedlis kristély-
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lapokkal hatdrolt (5.9(k) dbra). Koztes hajtéerdk esetén két érdekes jelenség
is megfigyelhetd, egyrészt tobb esetben is jol megfigyelhetd a dendrit csics
felhasaddsa a 5.9(e) és (f) dbrdkon, masrészt a f6agak tovében kisebb dgak
képzbédnek. Sajnos a szimuldciés ablakunk nem elég nagy ahhoz, hogy ezek
a jelenségek jol elkiiloniilt dendrit-dgakhoz vezessenek, azonban az analégia

A. Karma megfigyeléseivel (5.8 dbra) igy is kézenfekvé.

5.3. Epitaxialis névekedés

Hasonlban a két dimenzids esethez a szabad névekedésen til megvizsgalom
epitaxidlis rétegnovekedés esetében a szubsztrat hatésat a kristdlyosodasra.
Jelent6s kiilonbség azonban a 2D esethez képest, hogy tobb stabil, illetve
metastabil fdzis lehet jelen a rendszerben, ezért els6sorban a fazis-szelekcid
kérdéskorét jarom koriil. A szimuldcidkhoz egyszert kobos szubsztratot hasz-
nalok, amelynek a racsallandéjat valtoztatom. Analég médon, mintédzott
szubsztrat segitségével kolloidok kristalyosoddsakor a kisérlet elvégezhetd
[76]. A modellben a két dimenziés esethez hasonléan, egy periodikus po-
tencidl (V (7)) segitségével valdsitom meg a rogzitett geometridju, és szerke-
zetll szubsztratot. V() potencidl az egyszeri kobos atomi pozicidkon, ag
periodicitdssal, gomb alaki tartomanyokban lapos fenekii potencidl godroket
tartalmaz.

Hasonléan a kisérletekben megfigyeltekhez, amennyiben a szubsztrat fe-
lillete a TCK kristaly {100} sikjaval kompatibilis, TCK kristély n6, amennyi-
ben azonban a récsallandé az FCK kristaly {100} sikjaval illeszkedik FCK
epitaxidlis réteget kapunk [76]. Az ao-t folytonosan véltoztatva a TCK, és
FCK értékek kozott valtozo tengelyardnyt (c/a) tércentrélt tetragondlis kris-
talyt kapunk (5.10(a). dbra). A hatdrfeliilet haladdsi sebessége is interpoldl
a két rdcstipusra jellemzd érték kozott (5.10(b). dbra). Megfigyelhets, hogy
nemcsak a ricsra jellemz6 sebesség értéket veszi fel a rendszer, hanem a
hatérfelillet mindségileg is megvaltozik, a TCK fel6li oldalon Asaro-Tiller-
Grinfeld tipus, fesziiltség altal felerdsitett diffiizids instabilitds jelenik meg.

Az instabilitdst a haladdsi sebesség szérdsaval jellemzem (5.10(b). dbra).
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5.10. dbra. Fézis-szelekcié mintézott szubsztraton: (a) c/a tetragondlis
tengely-ardny a szubsztrat racsallanddjanak fiiggvényében, (b) a kristdly &t-
lagos novekedési sebessége, és a novekedése sebesség szérdsa (hibavonallal
jelolve), amely Asaro-Tiller-Grinfeld tipusi instabilitds kévetkezménye.

Osszefoglalva a fejezetet; egyszerti hdromdimenziés kristalyszerkezetek
(FCK, TCK és HSZI) esetében meghatdroztam az alacsony Miller-indexi
stkok novekedési sebességét. Megmutattam, hogy a sebességek viltoznak a
hajtéerével, illetve a kinetikus eredetii anizotrépia sem &llandé. Kiilsé po-
tencidl alkalmazasaval stabil, egyszerii kobos szerkezetli szubsztratot hoztam
létre, amelyen epitaxidlis rétegnovekedést modelleztem. A modell segitsé-
gével megallapitottam, hogy a szubsztrat racsdllandéjanak valtoztatasdaval
hangolhaté a novekvo vékonyréteg szerkezete, FCK-bdl tetragonédlis szerke-
zeten keresztiil TCK szerkezetbe folytonosan lehet dtjutni. A névekvé hatér-
feliiletet vizsgdlva Mullins-Sekerka-Asaro-Tiller-Grinfeld tipusi instabilitdst
figveltem meg, amely instabilitas racsfesziiltség és diffiziés instabilitas haté-
sara jon létre. A TCK szerkezetii vékonyfilm hatarfeliilete érzékenyebbnek
bizonyult ezen instabilitdssal szemben, mint az FCK szerkezet(i. A hdromdi-
menzidés PFC modell alkalmazasaval kapott eredményeim a Physical Review

Letters ciml nemzetkozi folydiratban kézoltem [77].



6. fejezet

Binér rendszerek

kristalyosodasa

Ismert, hogy a kristalyosodds hajtéerejének valtoztatasaval a kialakulé mik-
roszerkezet jelentds valtozdson mehet keresztiil [23]. Az egyik jellemz8 mor-
folégiai dtmenet a Mullins-Sekerka tipusi diffiziés instabilitashoz [7] kapcso-
16dik, a hajtéerd valtoztatasaval a kompakt szemcseszerkezet dendritessé ala-
kulhat [22]. Az instabilitdst, {gy a morfolégial dtmenetet jelentSsen befolyd-
sol6 tényezék a hajtderd illetve a hatarfelileten megjelend dsszetétel [7, 78].
Erdemes megemliteni, hogy a szilard anyag mikroszerkezetének két jellegzetes
formédja a kompakt szemcsékbdl, illetve az eldgazé dendrites szerkezetekbol
felépiils textira. Ezen textira milyensége gyakorlati szempontbdl is kiemel-
ked§ jelentéséggel bir, az anyag szdmos alapvetd tulajdonsagat befolyasolja,
mint a szildrdsdg, az elektromos vezetéképesség, vagy az anyag kémiai ho-
mogenitasa. Dolgozatom zard fejezetében ezen két jellegzetes megszilarduldsi
forma kialakuldsat vizsgalom atomi léptékekben. Modell-szamoldsaimhoz az
elméleti Gsszefoglaléban bemutatott kétalkotés PFC elméletet alkalmazom

(2.11. egyenlet) szilard oldat megszildrduldsdra.

7
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6.1. Kompakt-dendrites atmenet

Szildrd oldat (az 6tvozé atomok beépiilnek a f6komponens rdcsdaba) nove-
kedését az Elder altal is hasznalt [15] paraméterekkel vizsgéltam. Az 2.14.
és 2.15. egyenletek paraméterei rendre By = 1,04; BY = —1.8; B = 1,0;
Ry =1,0; Ry = 0,25, t = —0,6; v = 1,0; v = 0,0; w = 0,088; u = 4,0
és L = 1,2 voltak. A termikus fluktudciékat a mozgasegyenletekhez adott
szines zajjal veszem figyelembe, melynek korrelatora ¢ = 1e —6, illetve spekt-

rumdban csak a rdcsallandéndl nagyobb hulldimhosszok taldlhaték meg. A

mintazat hajtderd fliggését az integralis részecskestirtiség kezdeti értékének
véltoztatdsdval vizsgdlom (ng = 0,009; 0,0092; 0, 0094; 0, 0096; 0, 0098; 0, 01),
a differencialis részecskestirtiség kezdeti értékének valtozatlan értéke mellett
((6N)o = 0.0904).

6.1. abra. A Morfol6giai véltozasa a kristalyosodas hajtéerejének novelésével:
(a) np = 0,009; (b) 0,0092; (c) 0,0094; (d) 0,0096; (e) 0,0098; (f) 0,01
. A panelek bal oldaldn a differencidlis, a jobb oldaldn az integralis atlag-
részecskestiriiség térkép lathaté. Az atlagsiiriségek meghatdrozasa az el6z6
fejezetekben is alkalmazott FIR sziiréssel tortént
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Més moédszerekkel, példaul hagyomanyos fazismez6 elmélettel szamolt
eredményekkel[22] 6sszhangban a hajtéerd novelésével dendrites (6.1 dbra
(a)-(d) panelek) kompakt (6.1 dbra (e) és (f) panelek) morfolégiai atmenet
figyelheté meg. J6l nyomon kévetheto az is, hogy ny névelésével a kristaly
elészor egyre tobb oldaldgat noveszt, tombi fraktdl dimenzidja (f5) csokken,
majd fokozatosan kompakt alakzattd fejlodik, az fp novekszik.

A dendrites kristalyok szamos jellemz6jét tanulméanyoztak az évek soran
mind kisérletileg, mind elméleti modellek keretében, azonban atomi felbon-
tasi lefrdsa napjainkig nem sziiletett. Szamos jellemzét illetéen (példaul a
dendrit csics stabilitdsa, vagy az oldaldgak kialakuldsa) a megjelent koz-
lemények ellentmondasosak, a kiilonféle modellek mas-més eredményre ve-
zetnek. A tovdbbiakban a PFC modell keretében vizsgdlom a kérdéskort. A
PFC modellszamolasok eredményei nem minden esetben tekinthet6k perdon-
tonek, azonban legaldabbis jelzés értéki, hogy egy valodi atomisztikus modell

mit jésol a jelenségrol.

6.2. A dendritcsiics sebesség

Széles korben elfogadott, hogy a dendrites megszilardulds egyik kritikus jel-
lemzéje a dendritestcs novekedési sebessége[79]. 1947-ben Ivantsov, a termi-
kus dendritekre alkalmazott elméleti modelljében két lényeges egyszeriisitést
vezetett be: (1) a dendritesics jol kozelithet6 egy paraboloiddal (amelynek
gorbiileti sugara szintén a dendrit jellemzdje); (2) a dendrit csics dllandé
sebességgel halad [80]. A kitételt, hogy a dendritcstcs sebessége konstans,
szamos kisérlet alatamasztani latszik, és gyakran a jelenséget leir6 elméleti
modellek egyik sarokpontja[81, 82]. Erdemes megjegyezni, hogy az Ivantsov
¢és a mikroszkopikus oldhatésag modellek allandésult allapotban a megoldas
létezésére vonatkoznak, nem allitjak hogy az idofiiggd megoldds véges idé-
tartam alatt egy allanddsult allapotba jut. A legtobb kozleményben ahol
a kisérletek az allanddsult allapot hidnyat mutatjdk, ezt a tartalyfallal vald
kolesonhatdsnak tudjak be[83]. Glicksman és munkatdrsai a kitétel ellenérzé-
sére 1999-ben trkisérletet hajtottak végre, melyben jél kontrolldlt korillmé-

nyek kozott, mikrogravitaciés kornyezetben pivalinsav oldatbdl novesztett
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dendrites kristalyokat[84]. Kisérleteiben nem talalt dllandésult sebességet,
azonban a dendritdgak kozotti, illetve a tartdlyfallal valé kolesonhatés lehe-
t6ségét 6 sem tudta teljesen kizarni. Glicksman és munkatarsai ugyanakkor
mds kisérleteiben oszcilldlé dendritestics sebességet is megfigyeltek [85].

A dendritestcs pozicidkat az atlagsiirtiség egy megfeleld értékéndl vett
szintvonal alapjan hatdroztam meg. A csicspozicidkra illesztett 6todfoki
polinom differencidldséval a termikus fluktudciok hatdsatél megtisztitott se-
besség kaphat6. Az 6.2 abran, az egyszerii abrazolhatdsag kedvéért a kiilon-

boz6 hajtéeréknél mért sebességeket a cstucspozici6 fiiggvényében dbrazolom.
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6.2. abra. A dendritcsics sebességek a dendritestics pozicié fiiggvényében az
integralis részecskestirtiség no = 0,009; 0,0092; 0,0094; 0,0096; 0,0098; 0,01
kezdeti értékei mellett

Az evidencian tul, hogy nagyobb hajtderd esetén a dendritcsiics sebessége
is novekszik egy érdekesség is megfigyelhetd; Az esetek tobbségében nem kap-
tam allandésult allapotot, kivéve az nyg = 0,0098 kezdeti stiriiséget, amely
eredmény azt az allaspontot latszik erdsiteni, hogy izoterm dendrites nove-

kedés esetén nem feltétleniil valésul meg dllanddsult allapot.
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6.3. A dendritag képz6dés, és a dendritcstcs
sugar

Dendrites megszilardulds esetén, az Ivantsov parabola modellben r2v értéke
allandé (ahol r a dendritestcssugér és v a dendritestcs sebessége). PFC mo-
dell keretében vizsgalva megéllapithaté, hogy az r’v szorzat valtozik, amely
valtozas részben annak a szamlijara irhato, hogy nem valésul meg az allan-
désult dllapoti novekedés, illetve azt sem lehet kizarni, hogy a hajtéerével a

hatdrfeliilet anizotrépidja és a dendritesiics geometridja valtozik (6.3. dbra)
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6.3. dbra. 72v mennyiség sebességfiiggése ng = 0,009; 0,0092 és 0,0094
kezdeti értékekkel szamolt dendrites alakzatok esetén

A dendritestics sugar valtozasainak is kiemelt jelent6séget tulajdonitanak.
A szelektiv erdsités elmélete szerint [86, 87|, a mésodlagos dendritdgak kép-
z6dése Osszefiggésbe hozhaté a dendritesics fluktudcidival. Egy dendritag
fejlodését és a dendritestics pozicidhoz tartozé dendritestics sugarakat az 6.4
&bran mutatom. A dendrit kontirjai mellett jeloltem a dendritestics sugar lo-
kalis maximumait, és szaggatott vonallal a masodlagos dendritdgak kozelitd
novekedési irdnyat. A dendritcsiics maximumai a méasodlagos dendritagakkal
nem mutatnak tokéletes korreldciét, azonban megfigyelhet6, hogy a lokalis

maximumok gyakran esnek egybe a masodlagos dendritdgakkal. Hogy a kor-
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relaciérél erésebb allitasokat tehessiink statisztikailag nagyobb mintdra, igy

joval nagyobb szimuldciora lenne sziikség.

6.4. Diffizi6 vezérelt polikristalyos megszilar-
dulas

A szabadon all6 szemcse vizsgdlatdn til a PFC modell természetesen al-
kalmas tobbszemcsés megszilarduldas modellezésére is, hiszen a kristalytani
iranyokat is meghatarozza a stirtiséghullamok elhelyezkedése. A polikristé-
lyos megszildrduldst adott szamu (5, 50, és 500) kristdlycsira elhelyezésével
inditom, melyek orientéci6ja véletlenszerii. A kialakul6 szemcseszerkezet id6-
fejlédése a 6.5 dbran lathaté (a pillanatképek az Gsszetételt jellemzd (ON)
mez6rol késziiltek).

A megszilardulds kinetikajat jol lefrja a szildrd fazisban taldlhaté ré-
szecskék szamdanak az id6beli véltozasa (6.6(a) dbra). Megfigyelhetd, hogy
nagyobb szamu csira esetén a végs6 kristalyos hanyad is novekszik. FEz
konzisztens azzal, hogy a (0N) kontrasztja a csirdk szdmdnak novelésével
csokken, kinetikus okbdl a szilard osszetétel kozelit a kezdeti Gsszetételhez.
Az idéfejlédést Johnson-Mehl-Avrami-Kolmogorov (JMAK) kinetika illesz-
tésével értékeltem, mely szerint a megszildrdult hdnyad id6fejlédését (x) a
x = 1—exp{—([t —to]m0)?} formula irja le. A képletben ¢, az inkubdcids id6,
7o a kristalyosodas idébeli lefolydsat jellemz6 idéallandd, és p a kinetikus
exponens, amely a kinetika jellemzéje. Az Avrami dbrazolést, és a kineti-
kus exponenst (p) dtalakult hanyad szerinti dbrdzoldsat a 6.6(b) és (c) dbra
mutatja. Az Avrami abrazolds nem linedris, ennek megfeleléen a kinetikus
exponens valtozik a megszilardult hanyaddal. A kezdeti tranziens leszamitva
p 1 és 2 kozé es6 értékek, amely kétdimenziéban diffuzié- illetve hatérfeliilet-
vezérelt viselkedésnek felel meg, a kristalyosodas folyamata hatarfeliilet ve-
zéreltbdl fokozatosan véltozik diffuzié vezéreltté. A véltozas oka lehet, hogy
zart rendszerben a szildrd-olvadék stirtiségkiilonbség miatt a folyamat haj-
toereje id6vel csokken. Kevés szamu, erésen anizotrop rendszerben, az un.

arnyékolés effektus is okozhat véltozast a kinetikédban [88]. Az drnyékolds ef-
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6.4. abra. ng = 0,0094 kezdeti értékei mellett keletkezett dendritag kontur-
jainak fejlédése (a) és (c), illetve a dendritesicssugar fiiggése a dendritestics
poziciéjatdl (b). A csicssugar maximumhelyekbdl szaggatott vonalakkal jel-
zem a masodlagos dendritdgak novekedési iranyat.
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6.5. dbra. Az (6N) mezd eloszldsa polikristélyos megszildrdulds esetén. Elsd
sor: dendrites novekedés (a pillanatképek 1000, 5000, 10000 és 20000 id6lé-
péseknél késziiltek). Madsodik sor: 50 szemcse novekedése (a pillanatképek
1000, 3000, 5000 és 10000 idélépéseknél). Harmadik sor: 500 szemcse nive-
kedése (a pillanatképek 250, 500, 750 és 1500 idélépéseknél). Az alkalmazott
id6lépés (At) 12,8 dimenzidtlan egység volt.

fektus sordn, az egyes dendrit dgak fejlédését a szomszédos agak gatolhatjak,
igy befolyasoljdk a megszilardulds idébeli lefolydsat. Ennek részletes elem-
zése nagyobb szimulaciés ablakot igényelne, ugyanis az 5 részecskés rendszer
nem tekinthetd statisztikusan homogénnek.

Roviden 6sszefoglalva a fejezetet; a 3. fejezetben leirt numerikus médszer
alkalmazdsdaval a binér PFC elmélet mezo-skédlaju kristdlyos alakzatok lefrd-
sara is alkalmas. A modell keretében megmutattam, hogy a dendrites alakza-
tok dinamikus tulajdonsdgai, mint a csticssugar valtozasai, és a csicssebesség

a modell segitségével vizsgalhaték. A méasodlagos dendritdgak képzbdése, és
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a csucssugar valtozasai kozott Osszefiiggés latszik, habar a korrelacié sta-
tisztikus vizsgalatara nem all rendelkezésre elég adat, kiértékelésére tovabbi,
nagyobb skéldji szimuldcidk sziikségesek. Osszességében a rendelkezésre all6
adatok a szelektiv erdsités elméletét latszanak alatamasztani. Polikristalyos
esetben, a megszilardulds kinetikdja megfelel a kétdimenziés JMAK kinetikd-
nak. A makroszképikus JMAK kinetikdra vonatkozo6 ereményeim a Journal of

Physics: Condensed Matter c¢imfi nemzetkozi folydiratban jelentek meg[89).
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6.6. abra. A megszilardulds kinetikdja az 6.5. dbrdan bemutatott szimula-
cidk esetén. (a) a kristdlyos fazisban taldlhaté atomok szdma az id6lépés
fiiggvényében; (b )Avrami dbrak (X és X4, az atalakult hdnyad, illetve az
atalakult hdnyad maximuma; a gérbe meredeksége az Avrami-Kolmogorov
exponens); (¢) az Avrami exponens a redukalt atalakult hdnyad fiiggvényé-
ben, az exponenst az Avrami dbrék (b) meredeksége adja



7. fejezet

Osszefoglalas

Az atomisztikus fazismez6 elmélet jelentds elérelépést jelent a kristalyosodds
atomi szintli modellezésében, ugyanis a dinamikus stirtiségfunkcionél techni-
kakhoz képest két-harom nagysagrenddel nagyobb térfogati rendszer leirasa
vélik elérhetévé. Célul tiiztem ki, hogy ezen is tovdbblépve, alkalmas nume-
rikus mddszerrel elérhetévé véljon a kristdlyosodas mezoszkopikus 1éptéki,
modellezése. A parcidlis differencidlis egyenletek (PDE) esetében a hatékony
megoldé rendszerint valtozé siirliségli racson, adaptiv algoritmussal torténé
megoldast jelent. Elényei mellett ez szdmos nemkivanatos mellékhatdassal is
jar, tobbek kozott az implicit, feltétel nélkiil stabil megolddshoz nagy, ritka
algebrai egyenletrendszert kell megoldani, illetve sztochasztikus PDE-k ese-
tében a rendszerbe vitt fluktudcidk spektruma nem kontrollalhaté. A prob-
léma athidaldaséra egy operator-szeletelésen alapulé szemi-implicit, spektralis
maodszert fejlesztettem ki [46], amely anélkiil képes implicit megolddsra, hogy
nagy egyenletrendszert kellene megoldani, ugyanakkor a termikus fluktudci-
okat jellemzé zaj spektruma a teljes térfogatban kézben tarthaté. A modszer
segitségével a PFC elmélet polikristélyos, dendrites kristdlyosodas vizsgédla-
tara is alkalmasnak bizonyult [89].

A PFC elmélet legegyszeriibb, skalafiiggetlen szabadenergia funkcionaljat
diffuzios kinetikaval parositva kétdimenzids kolloid rendszerek kvalitativan
jol jellemezhetSk. A kristaly-folyadék hatarfeliiletet PFC modell keretében
vizsgalva, a hajtéerd fiiggvényében két, jol elkiiloniild megszilarduldsi médus

86
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figyelhetd meg. Az egyikre diffiziés kinetika jellemz6, a hatéarfeliilet hala-
dasi sebessége lassuld, a kristdlyt széles, kitiriilt diffizids tartomény veszi
koriil. Ugyanakkor, nagy hajtéerék esetén a kristédlyosodds diffiziémentes,
a kristalyosoddsi front sebessége dllandd, és a hatérfelilleten megfigyelheto
stirliségprofil dllanddsult allapotot mutat. A rendszer tovabbi fontos jellem-
z6je, hogy a hatdrfeliilet szélessége erfsen fiigg a sebességtol, annak nove-
kedésével szélesedik (dinamikus kiszélesedés). A hatarfeliilet, a mintdzat-
képzédés szempontjabol talan legfontosabb tulajdonsiga a haladasi sebesség
iranyfiiggése. Kétdimenziés PFC modellben erés tendencia figyelheté meg,
mely szerint a hatarfeliilet szélesedésével a hatarfeliilet sebességének effek-
tiv anizotrépidja jelentésen lecsokken. A szemcsendvekedést termikus zaj
jelenlétében vizsgdlva elmondhatd, hogy a hajtdéerd fiiggvényében egy tobb-
lépcsés kompakt hexagondlis - dendrites - fraktdalszertd - kompakt morfolégiai
atmenet figyelheté meg. Kétdimenzids kolloid rendszer optikai mikroszképos
vizsgalata ugyancsak mutatja a fenti dtmenetet. A felsorolt alakzatok koziil
a fraktalszert, de tokéletes hexagondlis bels6 szerkezet kristély kialakuld-
sanak mikéntje messze nem nyilvanvald. Szamoldsaim megmutattdk, hogy
diffuzids, és diffuziémentes médussal haladé hatarfeliiletek valtakoznak a pe-
remén, amelyek elrendezédése véletlenszert, a mddus lokélis kivalasztaséat a
termikus fluktudcidk irdanyitjék.

Megmutattam, hogy kiils potencial segitségével a mintazott szubsztraton
végbemend kolloid rendezédés modellezhet. Néhény egyszerti iskolapéldan
keresztiil demonstraltam, hogy a potenciéllal kiegészitett PFC modell kva-
litative jol irja le a jelenséget. Azt is bizonyitottam, hogy a kisérletekkel
Osszhangban a rovatkazott szubsztraton haladé kristalyos hatarfeliilet kol-
csonhatva a mintazattal, a rovatkak és a kristalysikok orientacids viszonyatdl
fiiggéen kiilonbozd tombi szerkezeteket valésitanak meg.

A kétdimenziés PFC modell vizsgalata megmutatta, hogy a kiilonbozd
kristalyalakzatok kifejlédésében fontos szerepet jatszik a hatdrfeliilet tulaj-
donsdgainak iranyfiiggése. Haromdimenziés esetben, mar az anizotrépia vizs-
galata is sokkal Osszetettebb. Részint azért, mert a lehetséges stabil kris-
talyszerkezetek szama novekszik, részint pedig az el6forduld kristalyfeliiletek

nagyobb véltozatossdgot mutatnak. Dolgozatomban megmutattam, hogy a
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PFC modell alkalmas mind tér- és lapcentralt kobos, mind pedig hexagondlis
szoros illeszkedésti szerkezetek lefrdsdra [77]. A PFC modell paramétereit
alkalmasan kivélasztva az egyes fazisok egyensilyi stirtiségei kozel azonosak,
a megszilardulds dinamikdjénak vizsgilata abban az értelemben is informa-
tiv, hogy egymassal versengé fazisok esetén is tampontot ad az egyes fazisok
relativ megszilardulasi sebességének megéllapitdasdhoz. A kristalynovekedést
sik frontos esetben vizsgaltam az egyes szerkezetek kiilonb6z6 sikjaira, mivel
a hatarfeliilet nagysdga nem véltozik, az igy kapott irdnyfiiggés tisztdan kine-
tikus eredetii. A fazettalt kristalyok novekedési anizotrépidjanak vizsgalaté-
val kapcsolatban a rendelkezésre 8116 szakirodalom meglehetésen korlatozott.
FCK szerkezetre, *He kristdlyon elvégzett optikai mérésekkel eredményeink
jO egyezést mutatnak. A hajtéerd fiiggvényében vizsgédlva a kristalysikok
novekedését valtozé anizotrépiat tapasztalunk. Ennek egy érdekes kovetkez-
ménye, hogy a hajtéerd valtoztatasiaval dendrites alakzatok rendkiviil széles
skalaja allithato el6, melyek egy része atipusos, nem csak a tengelyek iranya-
ban mutatnak dendritagak.

A megszilardulas kinetikdjat valéban atomi skélan vizsgalva megéllapit-
hatd, hogy a kozel tomott illeszkedésti sikok novekedése rétegenként, két-
dimenzids csiraképzidéssel torténik, a hatdrfeliileten mind a kristalyos fa-
zis, mind a folyadék atlagstiriisége oszcillal. A diffuzidvezérelt kinetika és
a kétdimenzids kristalysik nukledacid egyiittes kovetkezményeként a kristdly
kiilonboz6é Miller-indexti sikjai eltéré tombi stiriiséget eredményeznek a no-
veked§ kristalyban. Meglepé médon a lassabban novekvé kristaly stiriisége
esik messzebb az egyensulyitol.

Kihasznélva, hogy a PFC elmélet természetes modon tartalmazza a kris-
taly elasztikus tulajdonsdgait is, megvizsgaltam, hogy a kristély novekedési
sikjdban felhalmozott fesziiltség hogyan hat a novekedésre. A fesziiltség val-
toztatdsat egyszerii kobos szubsztratra novesztett kristdly esetében a szubsz-
trat rdacsallandéjanak hangolasaval értem el. PFC modellben a szubsztra-
tot kiilsé potencidl hozzdaddsaval valésitom meg. Megjegyzendd, hogy a
PFC modell esetében a szubsztraton tércentralt tetragondlis szerkezetii tombi
anyag novekszik, amely szerkezet tengelyeinek aranya valtozik, széls6 esetek-
ben TCK, ill. FCK szerkezetekkel esik egybe. Megfigyelésem szerint TCK li-
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mitben Mullins-Sekerka-Asaro-Tiller-Grinfeld tipusi instabilitas 1ép fel, azaz
a kristdlysikban felhalmozott fesziiltség hatdsara a sik hatarfeliilet instabilld
valik, és fazettalt, hullamos hatarfeliilet alakul ki.

Kihasznélva a fejlett, operator-szeletelésen alapulé numerikus modszer-
ben rejlé lehetdségeket, a dendrites megszilarduldst kétkomponenst, két-
dimenzids rendszerben is megvizsgaltam. Megmutattam, hogy szdmos ki-
sérlettel 6sszhangban a PFC modellben is tliszertt dendrit - kompakt mor-
fologiai dtmenet figyelheté meg a kristalyosodds hajtderejének novelésével.
A dendritesics dinamikajanak vizsgalata megmutatta, hogy a dendritcstics
sugara idében fluktudl, és a masodlagos dendritagak fejlédése Gsszefiigg a
dendritestics valtozasaival (szelektiv erdsités). Polikristdlyos esetben a dend-
rites megszilardulds kinetikdjat Johnson-Mehl-Avrami-Kolmogorov (JMAK)
egyenlet illesztésével vizsgdlva elmondhaté, hogy az Avrami exponensek meg-

felelnek a kétdimenziéban elvarhaté értékeknek [89].
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