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 ���!������ #�� Φ ��
�����  ������ ���� ���� ���!���
  ������ �� ��
In ���
��������4����������� ������ �� 
�����
���� �������� ����5 ���� Φ ⊗
In �����!������� �����
 � ���� ����  ������ ����� �� �������� ��
��������
����	�
� 	�������
 n �����	�
� ρ̂teljes ������������� � H ⊗HR ��
������
�
���� � HR � ��
����� 6��	��������� 3���� � ����������	�
 
��� �������
���!���
  ������ ���� ��������� $������������ ����� � ����		���	�
 +��� ���
����������

(Φ ⊗ I)ρ̂teljes ≥ 0,

T r ((Φ ⊗ I)ρ̂teljes) = 1.
475

3�
��
 ���!���
  ������ ���� ���� $�������� 1��"������	�4���� ��/ �  �
���58

Φρ̂ =
∑

n

M̂nρ̂M̂
†
n,

∑
n

M̂ †
nM̂n = Î , 495
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�� � ���������	
 ��	����� ������ �������� ������� �� �������	 ��� Φ ����
����� ������ ��	������� �		�� ���� �	�� ���� � ��� �� ����������	 � M̂n

�����������!�	���
" ������������ ������ ��	������	�� ��� � ����� � #�����������$	� ����

���������� %���	 � ����& ���$����� ��������$� '()(*�'()+*� ��� ,��� ����
����- �������� �.�����, /01� %�� ����� ��������� ���� 	�� 	���������
 �����
���� ������� ����2�� ������ ���� ���� ����� � � � ���� � ������� �����
������������	 ��������������� �������
3����� Φ ��� 	���������
 ��������� '��� ������� s = 1

2
* ���������� ��������

�.�����&

ρ̂ =
Î + sσ̂

2
,

Φρ̂ =
Î − sσ̂

2
=

1

2
σ̂ρ̂σ̂ − 1

2
ρ̂,

'4*

����� s � ���� �������$� � ��	����� �� � σ̂ 	���������� � #���� �����!�	� �
�����	� 3����� ������� ρ̂teljes 	�� ���� ����������	 �.�.��������!�� �� �
���������� ��� ����2������&

(Φ ⊗ I2) � 0. '5*

%�� ����� ��	����� ��� ����� � '6* ���������	���

���� ������	
 ��������

7�	����8�	 ��� 	������'9*���������� ��� 	��$����������� ��� ��� ���
��	 9����������� '����8	 	���������	� ���� ,:,*� ;����8�	 �� ��� ������
������	�� Û � ������ ���������� �� 	����������	 � 	���������� � 	����� 9�
�.����� ��������� ��� ������&

Φρ̂ = TrR

[
Û(ρ̂⊗ ρ̂R)Û †]. ')*

% � ��	����� ���	����� 	8�����- ������ ������	�	�� �� ����-����� 	���
������ ��������	��� " 2�������� � ��$���������	 �� ���� � 	����� �������
	������������ ����� �� � ������ ������	� �� ����	������

<��� �������	 ��� ���������� ����� ���� � ����� ��	������	 �� 2���
����� 	 ���������	��� ;����8�	 �� ����� ���
 ����������� �����	�� �
	�������� ���������&

| n〉, n = 1, 2, ...., dR. '=*

7���8	 2��� ���� � 	������� 	������� �&

ρ̂R =| 1〉〈1 |, '>*

=



������ �����	�
�� ��� � ����������� ���� �����	��� � ��������������� �������

TrR

[
Û(ρ̂⊗ ρ̂R)Û †] =

∑
i

〈i | Û(ρ̂⊗ ρ̂R)Û † | i〉. ���

� ����� !����"	� ��� ��������

M̂n = 〈n | Û | 1〉. �#$�

%���� �� Û � ���&�� ���'������ ��� �����!����( ����� � )���� !*����� ����
���!�������( �	�� ��� !����"	� �������

Φρ̂ =
∑

n

M̂nρ̂M̂
†
n. �##�

+�� � ��������� ���&���� �	�����

���� �����	
����� ��	��

� ��! ��	&����� ������!!�����, !����� � ��	&����� , !���� ������ 
�	������ -���'�� �����)	������( �� �� �����'�" !��)����� )�&�����
�� ��.�
�����!����( � ��! ��	&����� !����� � ��������� !�'	� ����&/� )��� ��������
P̂λ � 	��	�	����� ��	&���	�	� � 0��
��� ������∑

λ

P̂λ = Î, P̂λP̂μ = δλμP̂λ. �#1�

� ��������� !�����

pλ = Tr
(
P̂λρ̂

)
, ρ̂→ ρ̂λ =

1

pλ
P̂λρ̂P̂λ,

Â → Aλ.

�#2�

� ��������� !���� ���'!���� Â 	�����	� ��� Aλ ��&�������� � !���� ���� �
���'���� � ρ̂λ �����	�
� ���/�
� ��! ��������� !���� ��( �!��	� � ��������� !���� ���� ���	�� �	�����	���
�������&/�� ∑

λ

pλρ̂λ =
∑

λ

P̂λρ̂P̂λ, ρ̂→
∑

λ

P̂λρ̂P̂λ ≡ Φρ̂,

〈Â〉 =
∑

λ

pλAλ = Tr
(
Âρ̂

)
.

�#3�

4� !�� ��� ���������
���� ���������( �� !��!	�'&� ��� !������ Â !��������
	�����	����� ������� �������( �!�� � ��������� !���� � H 0��
��� ��� ���

5



����� ������	� 
���� �� �� ����
 ��������� ���������
�� 
����
�
���������
 �� ������������ ������� ���	��������

Î =
∑

n

Π̂n,

〈x | Π̂n | x〉 � 0, ∀x ∈ H,
Π̂†

n = Π̂n!

 !"#

$		�� �� ����	�� � �����
��� ������

pn = Tr
(
Π̂nρ̂

)
, ρ̂→ ρ̂n =

1

pn
Π̂1/2

n ρ̂Π̂1/2
n .  !%#

& ���'�����
��� ����	���

ρ̂n =
∑

n

Π̂1/2
n ρ̂Π̂1/2

n .  !(#

)��� � �����
��� ���� � ���'�����
��� �������� � ���'�����
��� ����	��

*����� 	� ��+�� ����������� � ,����'���
��� )�� �� ���� ����	�� ����
 �
-��	���'��� �����
����� ����� �� �������������� ��������

Π̂n = M̂2
n , M̂n = M̂ †

n = Π̂1/2
n .  !.#

���� ����� 	
���������� ������
�������

&��
�� ��� �������� ������������ 
*�/�*�+�� ��� 
*�������� �����������
�

�� ��� ����� ����������
 +����
� $�� ���� �������� ����������� ����
����
������ &� ����� �������
 ������ � ������
� ����
��� ��� ���������0�� �������'
��	����� 1�� ��� 2���������� )��
��'�������� � 
*�������� 
*�/�*�+�����
��

�

�� � ��������3�
 ������
���� � ���
��� ������'�������� ���� ���

dρ̂

dt
= − i

�
[Ĥ, ρ̂] + ���'-�������� ����
 ≡ Lρ̂.  !4#

& Ĥ �� ���������� -�������'���������� $		�� �� ����	�� �� Φ(t) = exp(tL)
�������� ������� ������
�� ��
������ �������5��
� $�� � ���
�	�� ����*		��
+������� ����	�� ���
�� �� L )��
��'����������
 6����� ���/�������� ��'

����
 � 
*���
��� 7���	���'����
�2�� ��5��
�

dρ̂

dt
≡ Lρ̂ = − i

�
[Ĥ, ρ̂] +

∑
n

(
L̂nρ̂L̂

†
n − 1

2
{L̂†

nL̂n, ρ̂}
)
.  89#

& {. , .} �0������� �� ����
���������� ����� �� ��� ��
������� � ��������
����		� ���������	�� ���
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� ��������	���
 � ��� �� ���� ���
�
��� ������ ���� �� � ����������
 ���	
���
 ������ ����� �������  ������ !����������� �� ��
�������
" �# L �#����	
�����$�� ��������	�����������
 �� �%&��
" �# L̂n ��������	�����$�
 � 
'�	
�(�#�� �� � �����#�� 
'#�� 
'���'������� %���
 �� � 
�����
��� ������
����"
)�( �(%�� �����#�� ������ �'��!��� �*��� �����*
 ��� �#�
 � ��������	
�����$�
� ��&�� 
+�'��'#, 
����� ����������
 � 
'���'������� &��( � 
'�	
�(�#����" � �����#����� �#� � -�.	�� ���
�� ���#������ ���� � ����� &�#�	
���� �����#�� ������"

�



�� � �����	
 �����

���� � ����	
�� ����	�

� ������� 	
� �� 
��� �����	����� ������ �������� ���� �� ������
�
������ �� ��� ��� ������������������ �� ��������� ������� � �
��
���
��
��	 � !" �#����������� $� ��� %������� �
� �� ������
�
� �#��� �
��
���
����&���� ������������ �� � ���	����� ��� ������������ ��� ������� �����&����
�		�� ��� ������ �� ������
� � 	
���� ��&� �� ����� 
�� ����'��
	��� �
���	���� ���������� �� ������ (
�%� ������
��� ���� �
� ����� ��������
������� ��������� �� �� ��� ��� ������� 
��� ������������� ���� �� �	
��
�����
� �)����������� �� ���
	�� ������
� ���#����� � �
��
�������&���
��������� ���
� ���������*�� ������� 	
��'�� � ���	���� ��� ����������� ��
������� ���
�����
�'���� ����#�#� ����
�&�%��� � 	
� �������������� � �
��
������
���� +������
��������
����, �����
������ ����� ���� ���
�	���� �
�
(���� �����)�)� ���� ����*���*�� � ������
���� �� �	
�� �������������� ����
	�� ����� ���#��#��� ����� �����
� �)����������� ���'�&����' ��� � ���	�����
� �� ����*����� T −→ 0� -���� � 	
� �#���#��������� ��� � ������
�����
����� � 	
��� ���&���� +��	�����, �.�.��������/ ���������� �����
�
� ����
�� ���������� ��� �
� ���� ����������� �� �� �#�� �����
�� ���	����� ���
�#���#��������� ��� � �#���������� �� �� 
�
��� � 	��
��������� � 0"�� 1"�
23����������2 � ���%�� ���	���� �.�.��������/�� � �#��������� �� �� &� ���
�
�� ��	����� �.�.��������/
� �������
��

� �
���������� ������)��������� ��������� ��%���� � ����)� 4�	
�
� �����
���' 	�����
��
�� ����� ����	
� ��%	 ���	 �� �� 	
�� ���	 � ����)� 	
�
5�����
��
�����
���� �� � 6
���-���
� �#���&������ ���
�� ������������
���*���� �� ��
	��
���� ��������' �� ����� ���������� �� �� �
�������
��
���� ����#���&��� ���������&� ��%�������� ���
�	�� � 7���#	���������������
���	�� �����
������
� � 8"�� 9"� :������������ � ��� �'	���� ����������� ���
��� � ����������' ���
	�� ���	%��� ��� �� ���	 � ����)� �� ������
��� �
(����������� �������%�� ��� �
� � �#������ �
�� 
���������'%� ������� � �����
���	����� ����� ����
��� %�������� � �*�#����� ���� ����� �
� � �� ��������
�������� ��������� �#��	���� �� �#������� ������������'�

� ��������	
� ��� �
������� ������ ��� �������� �� T −→ 0 �)���������.
(����
��������
� �������
���� �
���� � ��� ��������� +��� l � ��(� ��	�/
(
�%� %��#���, � ������ �
�������%� μl� � %
����� μr� � 	
� �������%� ��	��
E = �Ω� 5� �� �� ������� ���
�� ��� ������ ���� ��������� ������
�
�������� ���'� (*��)�� ����� ��� ��%#� �� ������
�� ���
�� �
� ����
��	��%
� �� ���� � ���	������ ��� ���
� �� ����� �
� � �Ω � μl �� μr �#��
������ � μl > �Ω > μr ������ �� ���� ����'� %
���� (
���� :
���������� ���
� �����)����� �����������

  



�� ����� � �	�
�� ��� 	������� ������� ���� E � ��� �
�������� EL
F �� EL

F

� ��� �����	� ���� ������� ������
����� ���
����� ΓL �� ΓR ����� � ��� �����	�
���� ������ ���������� ����������� ��� 	����� 
!������

� �	�
�� ��� ��
�������
 � ������ "�����
���������#

Ĥ = ĤS + ĤR + ĤSR,

ĤS = �Ωâ†â,

ĤR = �
∑

l

ωlb̂
†
l b̂l + �

∑
r

ωrb̂
†
rb̂r,

ĤSR = �
∑

l

(λ∗l b̂
†
l â + λlâ

†b̂l) + �
∑

r

(λ∗r b̂
†
râ+ λrâ

†b̂r),

$%�&

����

• â† �� â � ����

• b̂†l � b̂l � ��� ��������

• b̂†r� b̂r � ���� ������� '����
���� ���������!
���� �����������

• λ∗l �� λl � ��� ������ ������� �� � ��� �(��� ���������� '���	�
)�� ���
�
����* ���+��������

• λ∗r �� λr � ���� ������ ������� �� � ��� �(��� ���������� '���	�
)�� ���
�
����* ���+��������

� ����������
��� �(�)�(
������������
 $���� ��% ����
��,& -�./#

dρ̂

dt
= − 1

�2

t∫
−∞

TrR

[
ĤSR(t), [ĤSR(t

′

), ρ̂(t)R̂0]
]
dt

′

, $%%&

����

�%



• ĤSR � ���������	
� ����	�������
	��� �����

• ρ̂ �� S ���������

• R̂0 �� R ��������	 ��������
	��� � �����	 
�����	��� 

! ��
���
�	 "������������	
�#��� ���� ��$������ �� ����	 � ����	�������
	���#�
� ���������	
� ������ $�� ��%����%��� �� ��� ���	 
	����&	$�� �� ��� �
�
��	'

ĤSR = �â†Â+ �Â†â, ��(�

����

• Â =
∑
l

λlb̂l +
∑
r

λrb̂r�

• Â† =
∑
l

λ∗l b̂
†
l +

∑
r

λ∗r b̂
†
r 

!� ! ( ���������� 	��
���	# ��
���
� ����)
� ��#���� � ��$�	���* �+��
����
��������	��'

ρ̇00(t) = Γ+ρ11(t) − Γ−ρ00(t),

ρ̇11(t) = Γ−ρ00(t) − Γ+ρ11(t),

ρ̇01(t) =

(
−iΩ̄ − Γ+ + Γ−

2

)
ρ01(t),

ρ̇10(t) =

(
+iΩ̄ − Γ+ + Γ−

2

)
ρ10(t).

��,�

!� ���������� ��������	�
����� ���� �&$)
� *��	 -�./ ! |0〉 �� %��� ��	� �&�
� |1〉 � ��	��	�		 ��	�	 )����	 0��������'

• Γ−
l = 2πgl(Ω) |λl(Ω)|2 fh

l (Ω)�

• Γ−
r = 2πgr(Ω) |λr(Ω)|2 fh

r (Ω)�

• Δ−
l = 

∫ gl(ωl)|λl(ωl)|2fh
l

(ωl)

Ω−ωl
dωl�

• Δ−
r = 

∫ gr(ωr)|λr(ωr)|2fh
r (ωr)

Ω−ωr
dωr�

• Γ+
l = 2πgl(Ω) |λl(Ω)|2 f e

l (Ω)�

• Γ+
r = 2πgr(Ω) |λr(Ω)|2 f e

r (Ω)�

• Δ+
l = 

∫ gl(ωl)|λl(ωl)|2fe
l
(ωl)

Ω−ωl
dωl�

�(



• Δ+
r = �

∫ gr(ωr)|λr(ωr)|2fe
r (ωr)

Ω−ωr
dωr�

• Γ± = Γ±
l + Γ±

r �

• Δ± = Δ±
l + Δ±

r �

• Ω̄ = Ω + Δ− + Δ+�

��� gl �� gr � ����� ���	
�	 �������� 
��
���� �����
�������	� f e� fh � �	��
�	�	�� 
��
��� 	�	�
�� ���	
�	 ���� �	��������� 	�������� � ����
����
	���� 
! λl(Ω)� λr(Ω)� λl(ωl) �� λr(ωr) �"������	���� ���	�	� �	��	��	���� #�� �
λ��� ���	$	� ��� ���� ��
 �	�%���� #�� 	� � ��� ���� ��� ������ ���
��
���� ��&� � �	��	
� '����
���	��
���� �"��
	� 	�	�
�� �� ���	$	�
�� (


�		����	���&
	

"� � ��	��
� �	�
 ��
 �	�
�
	�	��"�� #�� 	�	� �� �����
�����
��	��	����� ����#���� �"���	� � 
��
���� �����
����� ��	��	�����
)� *�

� �	�
�
	�	���
 #������� �� ! + ���	���$�	� �� 

! Γ±�� �� 	�	�����	�������	� �������
� �	���� �
�	�	
	��	�� �&� �
Δ±�� � ,����	�
�)����� � ���
����� �
�	�	
	��	� �	�	��	� �	� *���
 Ω̄
�	� ���� ���
 �� Ω ��	��	���� �	������� � ,����	�
�)������� 

'� � #��������	
 ������ ���� f e �� fh ��������"������	� (��	���� #�
�� -�� ���&
��� �	 � �	����	�
� #�� ���� ����)� ����� ���#�
 �� �����
������ ����
 	��&
	

	� 	��	� � �	�	�	
�	� �� 	�	��� μl > �Ω > μr� ���� �
�%�	
�	�� ���
���� �	���	�.

Γ+ = Γ+
l Γ− = Γ−

r , /012

�� &�� � ����	
	�.

ρ̇00(t) = Γ+
l ρ11(t) − Γ−

r ρ00(t),

ρ̇11(t) = Γ−
r ρ00(t) − Γ+

l ρ11(t),

ρ̇01(t) =

(
−iΩ̄ − Γ+

l + Γ−
r

2

)
ρ01(t),

ρ̇10(t) =

(
+iΩ̄ − Γ+

l + Γ−
r

2

)
ρ10(t).
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*� � ����� � 
���������� 
	�����	
	� �)�� ��
	��� �������� #�� �����
��	���� �%��	 �� �� 
	��	��� � + 0� 4 +� 4 4 �	�	�	
	��	 �� 

! �	

�� ����
�� �
 	�� ���� �	����	�� ��	���	� ��
 �
 ��� 	���
��� �	��� #	��	��	� �� �%�
"� 	�� �
	�������
 
����#�
) ! ����� ��
 ���"�
�	��� � 
��
������� ��� �������
��� ! �
	�������
� 
%�
��� �#	�	��
�����
������� �	�������� �	�� �	���	 ! �&����	
	� ��� �	���
�

��� #��
� �	��� �#	�	���� �	������ 	����	� ������ ��&� �� 	�	�
�� �	� �� 	� �
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�� ����� � �	

�� ���
�� ��
 ����
�� ������� ���� El � ��� ������ ��
�
Er � ���� ������ ��
 	�	������� �� Ω � ��
 ��
 ����

� �	������ �����
����
��	�	������� EL

F �� EL
F � ��� ���	
	 ���� 
��
��� �	��� 	�	���� ����
�	�� ΓL ��

ΓR !	��� � ��� ���	
	 ���� ������ �����
���� ���	������	 	�� ��"��#�$���	��

�	���	���" ���
��
��������
%� �	� ����&�� ���� �� �� � �	����	� �	��	���	�� ����� �� 	��	��	
	 

��� � ���������
���� ���
���"�� ������"�� �	���	� � '�() ���� � �&�������
� *��������	� ��!�	� ��"���� #�� 	��� 	�
 �	�������� � %����
�� �!	��
��
������" � '�+) ���� �	 ��	����&� � ��
 ��
 ����

� �	������ �����
���� ��	
 
�	�
��	� ��� 	�� 
�����,

Ĥ =Elâ
†
l âl + Erâ

†
râr + �

∑
l

ωlb̂
†
l b̂l + �

∑
r

ωrb̂
†
rb̂r

+ �
∑

l

(λ∗l b̂
†
l âl + λlâ

†
l b̂l) + �

∑
r

(λ∗r b̂
†
râr + λrâ

†
rb̂r)

+ �Ω(â†l âr + â†râl).

'�-)

.��	� �� 	�	
�	� ���
 ��� / ���������!�
��� ��,

|a〉 = |00〉 , |b〉 = |10〉 ,
|c〉 = |01〉 , |d〉 = |11〉 . '�0)

�� a ����!�
 �	�	�
�� ���� &�	� ������
 ��
� � b� ���� 	��� �	
��
�

 �� �
������� &�	�� � c� ���� �� 	��� &�	� �� � ������� �	
��
�

� � d !	���� ����
�����	

� �	
��
�

� �� 1� �	�	���� b �� c ����!�
�� ����

� 2��� ����������"�
���
 b �� c ������� 	� � %����
�� �!	��
�� #� �	,

H =

[
El �Ω
�Ω Er

]
, '�3)

����

+4



• El � b ������� �����	
�	��

• Er � c ������� �����	
�	��

• Ω � �	� ��� ������� 
������� ���������� �
�����������

�� ��� �����
��� ��
������� ������ ��� ��
��	����
���
���� ���������������
� ��
��������� ���� �������� �	���� 

ρ̇ = − i

�
[H, ρ], !"#$

�%��

ρ =

[
ρbb ρbc

ρcb ρcc

]
. !"&$

'��������(���� )� � !*+$,� 	� � !"&$,� � !"#$,�� ��������)� 

ρ̇ = − i

�

([
El �Ω
�Ω Er

] [
ρbb ρbc

ρcb ρcc

]
−
[
ρbb ρbc

ρcb ρcc

] [
El �Ω
�Ω Er

])
. !"*$

-�����
��(��� 

ρ̇ = − i

�

(
�Ω(ρcb − ρbc) (El − Er)ρbc + �Ω(ρcc − ρbb)

�Ω(ρbb − ρcc) + (Er − El)ρcb �Ω(ρbc − ρcb)

)
.

!""$

.�������� � 

δ =
El − Er

�
, !"/$

����� � ρ,
� ���(
� !""$ �������� (�� (
%��� 

ρ̇bb = −iΩ(ρcb − ρbc),

ρ̇bc = −i (δρbc − Ω(ρbb − ρcc)) ,

ρ̇cb = +i (δρcb + Ω(ρcc − ρbb)) ,

ρ̇cc = −iΩ(ρbc − ρcb).

!"0$

1	� ������� ����))����	�� �����	���� ��� ��� ��������	�
� ������ %���
/ )���������
 ��� ��	
� � '�������,���
���
 /2/,�� ���
�2 ������ � H
*2*,�� ���
�2 ������ �� ���)) ���������� �� ���� � �����	� ���� 3�%��
�����%��� � �	
�	� %��� ����
 ������ ��4�
���������������� (
��� �� ��
��	�,
���
�2 ���	) ������������� 5�� ���� ���������� %����� �� �	� �� ��� ρab

6%
������
,�	�)�� �������� 

ρ̇ab = −iEl

�
ρab + iΩ(ρaa − ρbb). !"7$
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����� ��� 	
��� ����� ��������
���� ���� ��� ����
����� � ����
�����
������� ����� �������������������������������� � ���������� ���
��� �����
������� ���� ��	��� � ��������
������ ��� � ����
����� ����� ��� ���
��	�������� ��� ��!���!�� ����� �� ���� 
"����
� 
����� �
�� ����� ��
������� �������	� ��

���
�� �
�� ����"	� � ����� ������������ �
�� ����! �
��� � ������
��
�� ���� ����
����� � ��������� ����
��� ���!� � #$%& �����	���� '� ���"�
	�� 	�� �������� �
�� � ρbb �("
����������� ���� )����� ��  �	*�  ����� ���
�����
� � |a〉 ����"
� ��� ���� ����� 	
  ��� ��� ���� � |d〉� ��� +���
��
������
� ρcc �("
����������� ��*��� �� �����
�  �	*� ���� ����� �
|c〉 ����"
� ��� � �
�� �������� ���� �� �� ��, �""����( ��	����� ���"	�� ��
��������� � *������ ������-

ρ̇aa = −Γlρaa + Γrρcc,

ρ̇bb = −iΩ(ρcb − ρbc) + Γlρaa + Γrρdd,

ρ̇bc = −iδρbc + iΩ(ρbb − ρcc) −
Γl + Γr

2
ρbc,

ρ̇cb = +iδρcb + iΩ(ρcc − ρbb) −
Γl + Γr

2
ρcb,

ρ̇cc = −iΩ(ρbc − ρcb) − Γrρcc − Γlρcc,

ρ̇dd = −Γrρdd + Γlρcc.

#,.&

'���� �� ����������� ������ ����� ����� ����
��� � �������!� ���������
���� �� ������������ �� ��
���
� �� /)%0�

���� � �����	 
���� ������� �����	��������

1��
���"��� ��������� �� �� �����
�
 ���������� �
��� ������
��� � !��� �����
�
� ������ 2����
� � �������� ������ "
��������������

���
����	�� ������ �������� � 3���������� *������� *���� � ���� '����
����� � ����������� ����������	� �*����������
���� 4����� �� ��� ���
�
��
"��� ���"�� �� ���� �*����� 5
��
� �����
��� ��� ��� 6�"
��
����
����
�� ���� ��� 6��
��
� /)70� /$80� '�� �� ����������� ���	� 9':���
#�������������
� ��������
�& �� �����
� �� ���������� *������� �� ������
�����
�
�� �� ������������� � ;� �� �
��������� ��� ����� �*���� �����
�
�� �������� /$)0� '��� � �����
��� �� ����� �� ����� �� ���
������
�
��������� ������
�� ���� ������� ��������� /$$0�

1� � ����� 6��
�
� #<6<& �������
��� �*���� ������������ ����� �� �
�������� =��������  > � !��� ��	
�� ���� �� ���  �� �� ����
�
��� /$,0�
� �?����� � 
������ ������
� ����������
� �@��� ��� � A� ��������������
�*������ �� ���� �����
 ������ �� ���������!����� ������������ �� /$B0�

).



Vp1
(constant)

Vp 2

Vpump

D1 D2

D*

DQDI

�� ����� ��		
� ���	�� ����� ������� ����	�����	��	��� � ��	��	������
����	���	 � Vpump ������	������ ������ �� �� � D∗ !�������" �� �#$ � !���
����� %��� 	��	������� ��� ���  �����# � ���� �	���&� �������� � !�����
'�������(�!�(�)�	����� %�� � D1 ���
 ��		�� � ������" ������� Vp1

��
	��!#�� �����		 ��# �� �����#� ��#�	���	 ������&����$ Vp2

��	��!#��	" ��# � D2

�����#� ��	)�� 	��	��#�" ��	 #�
��������� )������ ���

*+,-� � �.�����	����� �����	 � �������������	 ���#�����%��!#�� �/�(�	�
	#� *+0-" ����� �������#� �� ���!���& ����%��!#��  �����	" �)�� ��� ����#� ��
1/f �� " ��#	 ��� ��)�	 �#��/��# �� �� �����	� ��� #����	 ������" �.� � ��
��� ����%��!#�� ���	���� ��� ����
 �(��	�� 	 �(��&��� ������	#��� ��.��#�

1#�	" �)��& �� �� ���� ��	�	 �" � !����� �� ���
 ��	 ����� %�� ���%�"
.�& �� � ��	 �������� '�������(�!�(�)�	����� ���� ��&������� 2���� � ��
	��	����� ��&#� ���	�� ��
���	�	��� � �&��� #�
���# %�������� 2�	 � �&��� #�

%�������	 ��� �.�����	��� %#�����	�� *+3-" #���" ��� ���� �� ������������" ��
.�& #� ���	�	������� ����� ��)�	����� ���%����.	���	 � �# ��	��	�������� � �#
���	������ ��	  ����	#" )��& ��#�����#����# ������� � Vpump �� � �����#� ��	
��	��!#�� ���� ������!#� �	� �� #�
 �� �� �����#� ����� �	 � 4��#����%��!#�
)�	������ ��� ��# ≈ 1010 Hz� 2�& 	#�#��� ��� ���	��	������� ���������

���	" ��# 5���6��5������ ������" ��	 �� � ����%��!#�  ������# *+7-� �)
)��" )��& �� � ��)����!#� �������� ��" �� �����	���� #�� �	 ns�� ���� ���.
	��# � ����������	���������

�� ��
�
 ��������� #����	�		 �����%# ���	����&����	 ���.	����%�� �����
�#�������# � ��	��	��  ���	 �� �� ����	����	� � ���������� �	���&� �����	
� 4���8)�!���&	�	�� ���.	����%�� ����� �#�������# *+9-� � 	�	�� :�& ����"
)��& � ����: ���&���	��� ������	����� ���)�������� Q 	(�	�� �  �� %���	

���	��	������� �&����� �����&������#�� �� �����	���� ���� �(%#� #�
 ���		
	(�	��#�" �� � �%��	����!)��#��# %�����.�/��� ������������ #�
���# %��	�����
����:� ;� Ibe" �� Iki%��  ��(�(� � ���������� �����
 #���	%� �# (%
 �����	" ��
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�� �� ���� ����	� 
����� ������ ����� ����	� � ���������� ���������

Ibe −
Q̇

2
= Ibe −

Ibe − Iki

2
, ����


����	� ����

Iki +
Q̇

2
= Iki +

Ibe − Iki

2
. ����

� ��� � ���� ���������� ���!����"�"� �!	!���

I =
Ibe + Iki

2
. �#$�

%� !�&�������	 �� ����� ���� � �������'��� ������������ ���������( )�� ��*
����'� �� ������� �� ���� ����������������� ���� +��!�'� !�+	� ������,�	��
!� � -���*.��,���*����� ������
�� ��� � ����������'� ����������� !������
�� ���� ��� �������'�/ �����!�������(

� ��
�+����'��� � )�,*0����! ����'����� �������� �� 12�3 ����! �(� �+*
+��!�4�� ��� � 5�����*6���,���*����� �� ��������� �������,�	� � ���������(
� ����'�� ������!
�� ��� �� �� &����� ���������� �'!�� ,��� ������ !�
��!���� ����� � ����������� �� �!"!�������
���� � ��
�+����'��� ����� ��*
��� ���� ��� ��������( 6�� +��!�� ���7����� � )�,*0����! ,����"�� �� ����
������� �'!�� ����� � ����!������� !� ��!���� � �������� �������,�	� � ��*
������� ��
�+����'�� �8��9�*�������: �'!�� ����� � �������� !� ��!����
�� ���� �������,�	� � ��������� ��
�+����'��( ;� �� �����	��� ������ � �
���!��� ��� �� � ��������'�� �� � �����'��� ����'��� ����� � ������� ���*
��������
� �� �(� �++��!�4*���(

� �( ����� ������	 ���!���� ;�������*�+������� ���� ��� ������ ������7�
� �2<�*���� !� &������� ���� ����� � ,��+!��� �� ��� � �������'��� ������*
��� ��"����7����� ������������ � ,��+!��� ��*�� +'�+��
'� �� ������������( �
+'�+���� � ���,����������� ���� �����+�� '����� �� � �������� ;�������
�+���������� �! ��
! 
��'�������� ����,��� � +'�+� ������� �Vpump��

Ĥ =Elâ
†
l âl + Erâ

†
râr + �

∑
l

ωlb̂
†
l b̂l + �

∑
r

ωrb̂
†
rb̂r

+ �
∑

l

(λ∗l b̂
†
l âl + λlâ

†
l b̂l) + �

∑
r

(λ∗r b̂
†
râr + λrâ

†
rb̂r)

+ �Ω(â†l âr + â†râl) + V â†l âlĉ
†ĉ+ Etĉ

†ĉ

+ �
∑

p

ωpd̂
†
pd̂p + �

∑
p

(λ∗pd̂
†
pĉ + λpĉ

†d̂p),

�#=�

����

=�



• ĉ† �� ĉ � ������ ��	
������ �������������� ���	���	���

• d̂†p �� d̂p � ��
�� ��	
������ �������������� ���	���	���

• V �� ���� ���� �� � ������ ������������ ��	������

• λ∗p �� λp � ��
�� �� � ������ ����� ���������� �	������� ��
������
��� ��������

• Et � ������ ��	��� ������!

" #���� �����	�� ���
� 
��� $ ������� � ������ ��� ������� �� 
����
�� ���	��� %����
#�����&���� ������ ����## � #���� �������� ��	�������
'≈ 103 � Ω(� ���	� �
 ����� #������� 
����� ���! " )*+, �������� 
��������
���
��	���� ��	���������� �� � ������� ��� ���! " ������ ��� ��&	���� ���	�
������
 + #����#�� 
�	� � ����#� ���� ������ ���� ���
��	��� �
������
�� � %����
#�����&��� ����� ����� �� 
����� ��� #�������� �����! -�� � � .
#���� �����	/

|a〉 = |000〉 , |b〉 = |100〉 ,
|c〉 = |010〉 , |d〉 = |001〉 ,
|e〉 = |101〉 , |f〉 = |011〉 .

'+*(

" #������ �	���
�����/ a� d  	�� ������  	�� ������� #�������� ������ �����0
b� e ���� ��� #��������� � 
������  	���  	�� ������� #�������� ������ �����0
c� f ���� ���  	��� � 
������ #���������  	�� ������� #�������� ������ �����!

"� ����� 	���#� ��	����� 	�����	�� ������� �� �����
���� � 
�	����

����	�������� ��&	���� �� ����������� �� "!1 � ��������� � ��������� �����
����� ������/ �
���	 � ������#� #���
������ �� �����	��/

ρ̇aa = −Γlρaa + Γrρcc − Γtρaa,

ρ̇bb = −2ΩIm(ρbc) + Γlρaa − Γtρbb,

ρ̇bc = −i
(
δρbc − Ω(ρbb − ρcc)

)
− Γr

2
ρbc − Γtρbc,

ρ̇cc = 2ΩIm(ρbc) − Γrρcc − Γtρcc,

ρ̇dd = −Γlρdd + Γrρff + Γtρaa,

ρ̇ee = −2ΩIm(ρef ) + Γlρdd + Γtρbb,

ρ̇ef = −i
(
(δ + ν) ρef − Ω(ρee − ρff)

)
− Γr

2
ρef + Γtρbc,

ρ̇ff = 2ΩIm(ρef) − Γrρff + Γtρcc.

'+1(

*2



�� ������ ��	
�	��
��

ρ̇aa = −Γlρaa + Γrρcc + Γtρdd,

ρ̇bb = −2ΩIm(ρbc) + Γlρaa + Γtρee,

ρ̇bc = −i
(
δρbc − Ω(ρbb − ρcc)

)
− Γr

2
ρbc + Γtρef ,

ρ̇cc = 2ΩIm(ρbc) − Γrρcc + Γtρff ,

ρ̇dd = −Γlρdd + Γrρff − Γtρdd,

ρ̇ee = −2ΩIm(ρef ) + Γlρdd − Γtρee,

ρ̇ef = −i
(
(δ + ν) ρef − Ω(ρee − ρff )

)
− Γr

2
ρef − Γtρef ,

ρ̇ff = 2ΩIm(ρef ) − Γrρff − Γtρff .

����

������ ���� ����� �������� ����������� ������� ������������ � ρ ����
� 
���������� ���� ρ∗cb = ρbc �� ρ∗ef = ρfe!

• Γt = 2πgp(Et/�) |λp(Et/�)|2
(
fh

p (Et/�) ���� f e
p (Et/�)

)
���"� #���$��� ���� �� ���� ��	
�	���� ���������

• ν = V/��

• δ = El−Er

�
!

� gp � 	
�	� ����	���%�%����� f e
p � fh

p 	���� � 	
�	� �������� ������� ��
�
&���� '���( ���������!

)���� � ���������� ��������� �� ������
������ ����������N ������ ������
���� �������� ����� ������� �� N #��������� ��(������� ��� � ����$� ������
������" ����� �!* �		����+�! ,���� �� ������� � �������� ����� � -��� 
.��(���� ����� ���	�� � ��������$ ��		�� /����" ����� ��������� ������ e = 1
������ ���������

I(t) =
1

2
˙̄N =

1

2

∑
N

NṗN(t), ��0�

����
pN (t) =

∑
i

ρ
[N ]
ii (t) = v ·

[
xN(t) + y

N
(t)
]
, ��*�

�� ������ ���������

xN ≡ (ρ[N ]
aa , ρ

[N ]
bb , ρ

[N ]
bc , ρ

[N ]
cb , ρ

[N ]
cc )T , ��1��

y
N
≡ (ρ

[N ]
dd , ρ

[N ]
ee , ρ

[N ]
ef , ρ

[N ]
fe , ρ

[N ]
ff )T , ��1��

��
v = (1, 1, 0, 0, 1)T . ��2�
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�� xN � yN �����	��
� 
 ��	 ��
���� �
���	�������� �
��	���
 �� 
�
N����������� �������� �� ��������� �� 
�
����
��

ẋN = A xN + B xN−1 + Γt zN , ���
�

ẏ
N

= (A + K) y
N

+ B y
N−1

− Γt zN , �����


���

zN =

{
−xN ����������	
y

N

���������	

���

�� ���������
 ���
�� � �������
���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
−Γl 0 0 0 0
0 0 iΩ −iΩ 0
0 iΩ −iδ − Γr/2 0 −iΩ
0 −iΩ 0 iδ − Γr/2 iΩ
0 0 −iΩ iΩ −Γr

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , ����

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 Γr

Γl 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , K =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 −iν 0 0
0 0 0 iν 0
0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . ����

���
�� �� ���������
�� �� 
������
 �� ���� �� ���!������� "#�$	 �� �����
��� � 
����
��� ��� � �%�%��������� ���������������	 ���� � 
�������&
'����
 ���!�� ������
�� ��!�
�� �����������	 ����� ������
 � 
����
�� 
��(�)������*

���� ������	
��

+�� �� �� � ��(�)������� �������� !���
��� ������	 �� ����
 ��)���
���&
��� (���� 
���������* , �%�%��������� !�����
�)�� �-.� �������� /�)� ��* ,�
���!�����
 ��������'��0
 � "#�$ 1�

���*

,� ���� 
����������'�� � �-� ���������� ��� ���
�����
* , ���1����&
���� ���� ���'��������� ��� ���������� ���! ��� !���� "#�$	 ���! 
��

!���� "�2$* ����� � � ρij =
∑

N ρ
[N ]
ij (������������ ���������
 �� �-.� �������&

���	 ��)! � ��� ��!���� ������� ������
	 �� �����!)�
 �� �����������!�����*
3��������� ������
	 '��� t −→ ∞&��� � �������������

ρij = 0 ∀i, j ∈ [a, b, c] , �4�

44



10 20 30 40 50 60
�t

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
I��e��

�� ����� � �	
	�
�� 	�	� ���
 �� ��� ��������	 ��������� � ���� � ���� 	��	��
�	
	� �!�	���! �	����� � ���"��� � "�����
	�	� Γ/Ω = 2/3(Γl = Γr =
Γ), ΓT/Ω = 1� � # �"�� � � ��
 �$�
� # �
��� ν/Ω = 10/3 %	�� # �
��
�� & �� � ��'�(� ���
 �� 	��	��	�� �$��)
� � *+* �	����
� ��� "�����
	�	
δ = −11/3 � ���� 
$�
� �����	�� �� 	���� 	 ���	���	�� � 
$�
� 
 Ωt = 20
���"������
��� "!�"��!� �	 � # �"���� � Ωt = 32��	� "!�"��!� ��& �
�	
	�
��
 Ωt = 50��	� ���!� �	 ,��� -��� ����� � δ = −8��� ���
�����

	�	� � ��
��.	�	�	� 	�
/��	�� �	�
 � ���
	�	��	� ��� # �� � �	
$�
$


# �"�� ���� � �� ��	 # �"����� �	��	�	��  /�/ ����
��.�	�	�	� 	."��	��
#���� �� �	# 	��	�	�� �� ��	 # �"�� 	 	
�� �� ��
��.	�	�	� 
/��	� 	�0

ρij = 0 ∀i, j ∈ [d, e, f ] . ����

� ���� 	��	��	
 )�� ����!� �  
�#������! 	 	
�	�0

I(t) =
1

2
˙̄N =

1

2

∑
N

NṗN(t) =

⎧⎨
⎩

1
2
(Γlρaa + Γrρcc),

1
2
(Γlρdd + Γrρff ).

����

�� )�� ��"�

  
�#������!  /�/ ����
��.�
 �	-	��	
	 )
�� � ���� 	��	��
�	
�	� �� 	�	�����0

Istac =
Γ/3

1 + α/3

1 − α2
+

1 − α

12

(
Γ

Ω

)2

+
1/3

1 − α

(
δ̃

Ω

)2 , ����

1�



����

δ̃ =

{
δ ���� 	��
����
δ + ν ��������� 	��
�����

����

��������� �� ����������� 
��������� α = (Γl − Γr)/(Γl + Γr) �� �� ��������
Γ = (Γl + Γr)/2�

� �������� ����� ������� ����������  �� � ��������� ������� �� ���� 	��
��
����! ���� ���� ����� ����!����� "�!� �� ���� ��#�!����! �� ������� � !��#
����������� ��	����!�� �� ������� $���� � �����������! � ��� ���! ���������%
�&� ������ ���������� α = 0� '������ � δ ��# ���(�� �)������� 
�������� �����
�**� ������ ���� ��!!#�! ����� ���������!�� +�#�!����� � ν%	�������!�� 	���
����� ��! ������ �� ������ �� �� �����������, �

Δ =
√

3Ω2 + Γ2/4, ��-�

�����!�	�(����
����� ���# ��,�  ���� ��
 &!� � ��������, �����.������ ���� ����!#��! ��%
�#�!� δ = −ν� � �)������� ��.���!	�� ���! ���)������ /�#���� �� �&!��������
	���� 01*2� "���� � ν � 	��
�� �� � ��� ����� 3�&����%	������� ����� �� ��
!��#�! .��� � ���������� ����!������,��

$�# ���(�� �����!�� ������ ������ �� �� ������ � ����� ����!#��
����� ���� ���#�� ��# ���������4 ����� ����&!� �  ���,�� 5�#�!��� � �� �
���%
�&� �������� .�!��� ����� 	��� ����!#�� .�����!	��� �����!�� ���� ���� ��
�������� � ��������,���! �!!�� � ������!�� � ����������������� .�������%
��� � ���	��!���&� ����
����!� �� ��� �������� ���� �� ����������! ���# ��
��# 
�!���!����&���� 
�(����� ����
����!� � ��� ����
��6 	��
��� ����� �
���	��!���&� ������! ������� �(� �������!� ���� � 7	�����#%.���&�� )� �� 0812�

S(ω) = 2I, ��9�

���� I � ��!����&��! ��.��#( ���	��!���&� ����� /� !�� 
�!���!����&�� ����%
!��&!� ��!�� ���!�&� ������� ����� �������� �� � �������  �� 6 .���%
��!#��  ���!�� ��� ����#�� !��# .�����!	����� ���&��� ���!��� �� �� ���� ��
.���������� ���# � ������ ��,.���, � 	��
����! �� �� ��# !��#�! ��!#��&��
��������  ����� �����!�� "� ��#����4�! ����!�(!�� �������

� "	:�!���%.���&�� ���)�������� ��������� ��� � �� �
����&��� �����
��9 �

�!��;� 01<2�

S(ω) = 2ω

∫ ∞

0

dτ

(
d

dτ
Q2(τ)

)
sin(ωτ). ��<�

Q(τ) �� ������ ������ ��� �������� � ����,� ����! τ ��, ����� �� � �*��%�
��#�!��� ����� ������������� ���� ��,�!������ ��

d

dt
Q2(t) =

1

4

∞∑
0

N2ṗN(t) − 2I2
stact. ��=�

1*
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�� �� 	 	���� 
�
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�
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����
 	 �����	��� �������	
�
�	��� 	 �	!��
������" #� 
�$�
 �
�	���� �	�	���
� ����
 �
��
�� ���
�
����	� ��������	��" ���
� ������� 	 �	�	���
�
  %��������
� ���
�
�
�	����������� 	 �
����
��� 
���� �������	� � 	� �"& 	��
���'�
� �	����
�	�� �����
��� 	�� 	 (	��	�
���	��� �������	 ��%�" � )����
�� �� 	 (	��	�
�
��	��� ������� 
������	� *���
 %��"

F (ω) =

∞∫
0

f(t)sin(ωt)dt, +,-.

L(z) =

∞∫
0

f(t)e−ztdt, +,/.

F (ω) =
L(−iω) − L(iω)

2i
. +,0.

�� +12.�+,3.�+,-.�+,/.�+,0. 
�
�����

�  *��	������	 	 *�
�
�$ ���
� 	���
��4

S(ω) = ω
1

4i
[M(−iω) −M(iω)] , +,&.

	���

M(z) =

∫ ∞

0

dt e−zt
∞∑
0

N2ṗN(t), +,1.

��  
��	�������� ���� 	 +,3. !��� ���	���	 ������ �	�!	 �
� 	� !����
���� 	� S(ω) ��
�����	" �� +&2. 
��
��
�
� (	��	�
���	��� ������	 
��

��
��
��
����
�� 	���� 	��� �
�����	 �
�	�!� 	� M(z)  %�������" �
�����
�
 �
��	����	�� 	� �"& 	��
���'�
�"
� 
��
��  
����
�
4

ρ
[N ]
ij (0) = ρstac

ij δN0. +,,.

#����
��
 
�� �����'������	�  
�*���
������ N ��
� 0���� ∞���4

M(z) = zv · C + C
2

(I −C)3
(zI − A)−1 x0(0). +,5.

� C = (zI −A)−1
B� �� 	 δ �	�	���
� 	� A �����'�	� 6���� +1-.7 � �	�

��
����
 	 δ̃��	 6+1,.7� ���� ���� 	� %�
�� ���� 	 �
�*��*�� ��	��	 
�
���
�
 �
�
��
� ����" � �����' ���
������� 	�	������	� 
� �
�
� ���
���� �� ��� 	
��
�
�$ �������� 
��
��
� 	����4

S(ω |Γ, δ̃,Ω) = Ω s

(
ω

Ω

∣∣∣ Γ

Ω
,
δ̃

Ω

)
, +,8.

/1



���� s(x | y, z) = u(x, y, z)/v(x, y, z)� ������	


u(x, y, z) = 4 y
(
16 x8 + 8 x6

(
7 y2 − 4

(
4 + z2

))
+x4

(
57 y4 + 16

(
4 + z2

)2 − 8 y2
(
46 + 11 z2

))
+2 y4

(
y4 + 8 y2

(
−1 + z2

)
+ 16

(
5 + 6 z2 + z4

))
+x2 y2

(
19 y4 − 4 y2

(
37 + 10 z2

)
+16

(
44 + 23 z2 + 3 z4

)))
,

���

��

v(x, y, z) = 16 x8 + y4
((
y2 + 4

(
3 + z2

)))2
+ 8 x6

(
5 y2

−4
(
4 + z2

))
+ x4

(
33 y4 + 16

(
4 + z2

)2 − 8 y2(
32 + 7 z2

))
+ 2 x2 y2

(
5 y4 + y2

(
20 − 8 z2

)
+16

(
20 + 9 z2 + z4

))
.

����

�� ������	��� � �� ����	 ��
��
��� � ������������� 
 ��!��	���� ���� ω

�	�����	 � 2Ω "�����	#�� �$�	����	 ���!���	�� ��� ��������� �� %�����	
�	
� −2Ω&	�� ��� '� � "�����	#�� � #�����()
�
��	 *���&���#����#��� � ���(����
����	�	#�� "��
�
���� �����

 !�� ��
��
�� ������ δ̃ ≈ 0� �� �� ��� ���� !��	��
"���� ���� � *���&���#����#�� ��
 !���	
�� ���� �� ����
��	 � ��
 ��
 �$�$


���&������ ���#������ �� ��� �$�#�$	��
�� ��	
�� ��	�������	 #�%#��
 !���	
 �
��!�(��
� ���	� '���	 � ��	�������	 �� �	������	� ���� 
������ 
��!�� ��
� #�%#����
 ���+� � ������
�+�� ���� ���������	�� � �$��
��!��� �� � ���&
(���� !����� ���� �

 ��		�� ����� � �(��
� ���	� � 	��� "�����	#���	��
���!���	�� � !�������
�� �$��
��!� ��� ����� ��	��������� ���� �� ����
��	��
��&�� ���� 
��	�� � ��

+� ��
��� �� �,� ����	��
 N&"����	
�

 ����!� 
����
����
+��� ���� �� � �������+� ��!$!!$	�

� ��
��
�� ���"�	
����� "�����
�� ���� � ��

+� ��
�	 �
"���� ����
	���������� ���
 �! �� ���� -��� ���� ��
$�
$

 #��(��	� ��	� � 	��
�


����
�� � ���
 ��
��
�� �
�#��	��� � �����	�� �-�$	����� �� � ��		������
��� ��
 �����!�� � ��!�(��
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� � ��������	

���� � ����	�
�� ������

� ��������� 	
���� ��� �������� ���� ������ ����������� ����� ���
Â ����������� ��� 	
��������� �� ��� ��������� ���� 1/Δt ������ �

!��� 	
����� ������ ����� �� ���!� ������ ������ � �������� ������ ��
���!������� ���� �����"� �# �#� �����!����#� ����� ������ ������� ���

����� ������� $%%&� ������� � ��������� � σ ���!�� ��������� �!����� ����
������ � ������ �!���� ���� � ��������� ���!������� �

g = lim
Δt→0,σ→∞

1

Δt σ2
, '()*

����� ������� ���� ��������� � ��������� ���� ���������� �� ����������
��� � �+,"�� �������!� � ���
,�����+� ������� �,+���� ���� �� !���


�!���+���� ,��������#� �! ���� ��#� �� ���� ��� ����� ��!�� ���������
����-������ �� ���� ��� ����� ����- ������� ���� �������� ��� ��������� ',��
R � ���#� ��!��� �������*� .����������� ��� ��������� ���� �� ������ �
��������� ���� �����"� �#�!���� � ��������� !����!���+���� ,������� ���
�������/

Π̂Ā =
1√

2πσ2
exp

[
−(Ā − Â)2

2σ2

]
, −∞ � Ā � ∞, '(0*

���� Ā �� ����-������ ����� ��� ���� �,,�� ���� � R�

pĀ = Tr
(
Π̂Āρ̂

)
,

∫
pĀdĀ = 1. '(%*

� pĀ ���������� ���� ������ ���#��+�1������ �������� �� � Π̂Ā
�� ������

��� ��1������� ��� � dĀ ������� ������ ���!�����"� ������ � ���#��+�1

��������

�� 1/Δt ��������"���� ,����������1�� ������� � ����� �� � ���
�������+�
'�!�� 0�% �������* �!����!�� �� !���,����� �

ρ̂(t+ Δt) =

∫
Π̂

1/2

Ā
ρ̂(t)Π̂

1/2

Ā
dĀ, '(2*

������ ����� ���� ����� ��� ����������� �����
�������� ��#���/

dρ̂

dt
= −g

8

[
Â,

[
Â, ρ̂

]]
. '(3*

� �������+� ���� '�!�� 0�% �������* ������� 4��
���� ���� �������"� ��5��� �

!����������� ��+!�� �����!���� $(0&/

dρ̂ = −g
8

[
Â,

[
Â, ρ̂

]]
dt+

√
g

2

(
Âρ̂+ ρ̂Â − 2〈Â〉ρ̂

)
dW. '(6*
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����� ���������� ��� �&

dρ̂

dt
= − i

�

[
Ĥ, ρ̂

]
− g

8

[
Â,

[
Â, ρ̂

]]
, ����

��������	�
��� �%'%�! ( ����� ������ 
���� ��

Û(t) = e−
i
�
Ĥt, ��)�

�
���� �������� ��������� � ��
%�����! (� ��	�
���� ��$������� �����������' ��
(!� ����
%�*+�
� �����$� � ����,�������� ��#��� �'% �������%� -./0 ,����
�� �� ����
� ��$���������!

���� �������	
� ��������

( ����� $����������� � ���� �+������� ��� ��	 �'� ������ ���+����
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�
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��� � ���	��
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%7 ��
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� �� I ������� � 〈dN/dt〉 ����,�������� �����
��������� ���! ( ��++� ����+�
 �� ��7�7 �������+�
 ������� ������
 ��� ��
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� � ��
%�����
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 �� ��	 �������7$��
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� � ��
%�����
 �����	' ������� #�	 � ����
%7 ��

	����
��
 Â = Î! 1

� �$������+�
 � ����� ��7������ ����7 ���������

g = (Δt)−1(ΔI)−2, ��9�

���� � Δt �� �������7 �%7���+�
���� ��
$��� ��$���������� �� ΔI � ����������
�� ��+��� �

�� ���	 Δt �%7 ����� � ��
%�����
 �����	' ������ �����! (�
��7�7�+�
 ����� � ���	��
�� ����� �
����,�'���� ���� � ����� ��7�����
�
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%���� ������������� ���$�
,�����'�!
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 �' �������7 �����
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� ��� �� �%����� ��� �����
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 �����
�� � �$����7 �����%�
����� $�
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������� pA ≈
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dρ̂

dt
= Lρ̂, (,5)
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 �
������� ���
�����
 ����
� �����
�� 
 ���
�������	 �� 
 ��
������ �����������4 τr � Ω−1 ≈ g	

dρ̂

dt
= Lρ̂− g

8

[
Î,
[
Î, ρ̂

]]
= L′

ρ̂, (,7)
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�$�����4

TrS (̂Iρ̂) = TrS+R(Q̂ ˙̃̂χ), (,8)

Q̂ = (
∑

r

b̂†
rb̂r −

∑
l

b̂†
l b̂l)/2, (,+)
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• Q̂ 
 �$���� ��������
 �������
��
 ��� ������� ������ (
 ���������
���
�
�� �$����)	

• ρ̂ 
 ��� ������� �9�9��������/
	

• ˆ̃χ 
 ��� ������� : �
������� �9�9��������/
 ;��
��������	

• b̂†
l,r	 b̂l,r 
 �
�	 ������� ���� �
������� ���������9����� ��������
�	

• S���� �������	 R��
����� ��������
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� 
 ���������
 ���
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 *+=-	*>5- ���������
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I(t) − 〈I(t)〉 = γξ(t). (,>)
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��� � ξ(t) ��� ���	
 ��� � �
����
���� �������� ����������� �� ����������
S 
������
 ������������ �� � ������ S + R 
������
�� ������� ��� ����	����
�����  ��
������ ����!�����"#� �	��� !���� ��� �#� �������
����� $%��%��#
�����	���  ���	
 ��� ��!���%�#�� !����

γ = 1/
√
g, �&'�

����"�� ���� (���� � �	
	� �
���	�	����
 ���)����
�%� ��������� ��

L′

ρ̂∞ = 0, �&*�

�������� ���� ���� +""�� �(��������� � ���)����
�%� �
�� !����,

I∞ = 〈I(t)〉∞ = 〈̂I〉ρ̂∞ = Tr(̂Iρ̂∞), �&-�

���� 〈.〉∞ � ��������� �
�� ����)�������%� ������ � ρ̂∞ ����!��"���  �	�
��������	� ����	������ ������ �� ��  �- �!!����. ���!��� �%��%�� ���� �
����)�������%� 	� � �����������/� ����� ���������� ��/
�� �#����� �������
 ��
���� �
�� 0�����"�
� �	!"��� ��������������� t > 0�
�,

dÎ(t)

dt
= (L′

)†Î(t), Î(0) = Î. �&&�

 ��������� �	
	� ����	"�� � ���)����
�%� ��

���)�#� �����	��� � $%��%��#
�
�����,

〈I(t)I(0)〉∞ − 〈I(t)〉∞〈I(0)〉∞
=

1

2
〈{Î(|t|), Î}〉ρ̂∞ − I2

∞ + γ2δ(t) .
�&1�

 ��� �����%��
�� 
	�� ������
2�� ��#���, 〈I(t)I(0)〉∞ = 1
2
〈{Î(|t|), Î}〉ρ̂∞

������ �����%��
������

��  �� 
������
����"�� � ��������� �	
	� �(�
�������	"�� � �������
��� ��� ����� ����� ���� � �&3� �������� /
 ��� 	� ��	
�
���������� �� �.�
� δ(t) ��� � ��

���)�#� �����	��"���  � ��������%���
��
 ���������� � 0�����"�
� �	!"�� ��/
� ��
���� �
��
� �����	���� ����� �

������
 ��� ��������%�� ����� �����%���� ����""� ��  �& �!!����. ��)�
4����� ��
�%����
� ��������# 
	��"�� 
	��������""�� ��
������ � ��������%�
	� �����%��� ��

���)�#� �����	���� ������/���� �(��� ���(�"�	����  ����
�!���
%��� � �&1� ��

���)�#� �����	�� 5�%
��
��
������
�������	�� ��!��
���,

S(ω) = 2

(∫
〈I(t)I(0)〉∞eiωtdt− 2πI2

∞δ(ω)

)
, �16�

78



�� ���� ��	
�	���
 	�	��� ���
 � �	��� ��� 
������� ����	�	 ������

S(∞) = 2γ2 = 2/g. ����

��� � ��������	�	
������ �����  ! �	�	�	�"	� ����#
$ 
	�� ���	��	 � ����%	
��
�#�"�� � ����������
! &""	� �� ���	�	�	�"	� 	�� �	� ����������$ �	 � 
��	��

	�' 
�� ���	�	�	� #����� �����"	� ��� �	�� �� L′

��#%	��%	����� N ��	�"������

�	��	�������'�!

���� ������	�
 �����
 ��� ����	

(� 	�	�����	
 ���������� 	�'�� �	����� �������)��� �����"�� �� 	��
��� *��������%	������������ �  !� �	�	�	�	���

Ĥ =�Ωâ†â + �
∑

l

ωlb̂
†
l b̂l + �

∑
r

ωrb̂
†
rb̂r

+ �
∑

l

(λ∗l b̂
†
l â + λlâ

†b̂l) + �
∑

r

(λ∗r b̂
†
râ+ λrâ

†b̂r).
��+�

( |0〉 �� ,�	� ���$ �)� � |1〉 � "	������� ����� �	�	��! ��	� �� ���� "���
��� ��""�� ����
 � �	����	�"	�$ �� � �'�����
�	� T = 0$ ���"" �	�����	
	�
�	�	��	� "	�

Γl = Γ−
l , Γ+

l = 0,

Γr = Γ+
r , Γ−

r = 0.
�� �

(� �+-� 	��	��	�	
	�$ �� .� �	������	� /��"�������
"�� ���� �	��

dρ̂

dt
= Lρ̂ ≡ Γl(â

†ρ̂â− 1

2
{ââ†, ρ̂}) + Γr(âρ̂â

† − 1

2
{â†â, ρ̂}) − iΩ[â†â, ρ̂], ��-�

���� â = |0〉 〈1|!
(� (!0 �%%	��1 ���%��� � ���
�� ������ ����
�

Î =
Γl(1̂ − n̂) + Γrn̂

2
≡ 1

2

(
Γl 0
0 Γr

)
,

n̂ = |1〉 〈1| .
��0�

&�	
 ���%��� �2�� )�� ���
#��

ρ̇00(t) = Γrρ11(t) − Γlρ00(t),

ρ̇11(t) = Γlρ00(t) − Γrρ11(t),

ρ̇01(t) =

(
−iΩ − Γr + Γl

2
− g(Γl − Γr)

2

32

)
ρ01(t),

ρ̇10(t) =

(
+iΩ − Γr + Γl

2
− g(Γl − Γr)

2

32

)
ρ10(t).
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ρ∞ =
1

Γ

(
Γr 0
0 Γl

)
, "#$%
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〈. , .〉 : B(H) ×B(H) → C,

〈A,B〉 = Tr(A†B) ∀A†, B ∈ B(H).
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〈Ax, y〉 =
〈
x,A†y

〉
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Tr
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B
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= Tr (A (LB)) . "./.%
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〈{Î(|t|), Î}〉ρ̂∞ = Re

[
Tr
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Tr

(
ÎeL
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(
Îρ̂∞
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〈I(t)I(0)〉∞ = I∞
(Γl − Γr)

2

4Γ
e−Γ|t| + I2

∞ + γ2δ(t). �'()�

� ����*	�
�!� *	��� � ��(� ���*���&

S(ω) = I∞
(Γl − Γr)

2

Γ2 + ω2
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S(ω) = I∞
(Γl − Γr)

2

Γ2 + ω2
+ 2I∞ + 2γ2. �'(8�
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Ĥ =Elâ
†
l âl + Erâ

†
râr + �

∑
l

ωlb̂
†
l b̂l + �

∑
r

ωrb̂
†
rb̂r

+ �
∑

l

(λ∗l b̂
†
l âl + λlâ

†
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∑
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(λ∗r b̂
†
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|a〉 = |00〉 , |b〉 = |10〉 ,
|c〉 = |01〉 . �'(��
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Γl = Γ−
l , Γ+

l = 0,

Γr = Γ+
r , Γ−

r = 0.
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dρ̂

dt
= Lρ̂ ≡ −i[Ĥ0, ρ̂]+

+ Γl(â
†
l ρ̂âl −

1

2
{âlâ

†
l , ρ̂}) + Γr(ârρ̂â

†
r −

1

2
{â†râr, ρ̂}),
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• Ĥ0 = 1
2
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• δ = El−Er

�
�

• âl = |00〉 〈10| �
 âr = |00〉 〈01|�

• n̂l = |10〉 〈10|� n̂r = |01〉 〈01|� n̂ = n̂l + n̂r = 1̂ − |00〉 〈00|-
� ������� ������ �$�$��  �
$ �-. �))�	$�/#�

Î =
Γl(1̂ − n̂) + Γrn̂r

2
≡ 1

2

⎛
⎝ Γl 0 0

0 0 0
0 0 Γr

⎞
⎠ .  !!0#

1��� ��)��	  2!# ��� �����

ρ̇aa = −Γlρaa + Γrρcc,

ρ̇bb = −iΩ(ρcb − ρbc) + Γlρaa,

ρ̇bc = −iδρbc + iΩ(ρbb − ρcc) −
Γr + x

2
ρbc,

ρ̇cb = +iδρcb + iΩ(ρcc − ρbb) −
Γr + x

2
ρcb,

ρ̇cc = −iΩ(ρbc − ρcb) − Γrρcc,
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 x = gΓ2
r
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ρ∞ =

⎛
⎝ ρaa 0 0

0 ρbb ρbc

0 ρcb ρcc

⎞
⎠ ,  !!4#

3.



����

ρaa =
Ω2Γr(1 + y)

δ2Γl + (1 + y)[Ω2(2Γl + Γr) + 1

4
ΓlΓ2

r(1 + y)]
,

ρbb =
Γl[δ

2 + (1 + y) (Ω2 + 1

4
Γ2

r(1 + y))]

δ2Γl + (1 + y)[Ω2(2Γl + Γr) + 1

4
ΓlΓ2

r(1 + y)]
,

ρcc =
Ω2Γl(1 + y)

δ2Γl + (1 + y)[Ω2(2Γl + Γr) + 1

4
ΓlΓ2

r(1 + y)]
,

ρbc =
δΩΓl

δ2Γl + (1 + y)[Ω2(2Γl + Γr) + 1

4
ΓlΓ2

r(1 + y)]
+

i
1
2
ΩΓrΓl

δ2Γl + (1 + y)[Ω2(2Γl + Γr) + 1

4
ΓlΓ2

r(1 + y)]
= ρ∗cb.
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I∞ = Tr
(
Îρ̂∞

)
=

=
Ω2ΓrΓl(1 + y)

δ2Γl + (1 + y)[Ω2(2Γl + Γr) + 1

4
ΓlΓ2

r(1 + y)]
,
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���� y = gΓr
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〈{Î(|t|), Î}〉ρ̂∞ = Re

[
Tr

(
ÎeL
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(
Îρ̂∞
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λ3 −
(

5

2
+
gΩ

32

)
Ωλ2 +

(
6 +

gΩ

16

)
Ω2λ−

(
13

2
+
gΩ

32

)
Ω3 =0. ���-�

� %��������� ��� 	�� %���
,� ��$�	 λ = Δ0�  � � 
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λ = Δ1 ± iωR� ���� � Δ1 %���
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S(ω)=2
R0

ω2 + Δ2
0

+2
R1 + ωR′

1

(ω − ωR)2 + Δ2
1

+2
R1 − ωR′

1

(ω + ωR)2 + Δ2
1

+ 2γ2. ��12�
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ωR/2Ω = 1.025 + 0.002gΩ + O(gΩ)2,

Δ1/Ω = 0.52 + 0.014gΩ + O(gΩ)2.
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∑
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��$� �"����� �� �" ���� �" ω−1

m = 1 ��!�������
 ���$�� �
����
"�.���
 ���������!�
����� ��.���5

∂ρ̂OD

∂t
= − iσ2[p̂2, ρ̂OD] − i

4
σ−2[x̂2, ρ̂OD] + iκ σ−1 x̂ ρ̂OD

− Λσ−2[x̂, [x̂, ρ̂OD]] − i

2
Q−1

m [x̂, {p̂, ρ̂OD}]
− χσ2 [p̂, [p̂, ρ̂OD]].

%&'7)

	"� �" ��!�
����� �
���������
 ��� ��*�� ����
� �" ������ Tr 1��"�/0�����
��� �(&�5

ρ̃OD(k,Δ) = Trm

(
ρ̂OD exp i(σ−1kx̂+ σΔp̂)

)
, %&'�)

�*�� k, Δ ����
"�.���
 8������ $����".� �('�� 6��"
��$� �"� � �����"�
��+�.�
� %&'7) ��!�
��� ������  �! ������5

∂ρ̃OD(k,Δ)

∂t
= 2 k

∂

∂Δ
ρ̃OD − 1

2
Δ
∂

∂k
ρ̃OD − ΛΔ2ρ̃OD

+ κ

(
∂

∂k
+ i

Δ

2

)
ρ̃OD −Q−1

m Δ
∂

∂Δ
ρ̃OD − χk2ρ̃OD.

%&,-)
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� ������� �	
	�� ����	���� ����� 	������ ������������ ���� ��� ��������
������������� ���� �������!���	��� ρOD(x, p) �
��" #�� � $%&'( �������
����������� ��� �����)���� 
�������� ��*���������������� +,� � ρOD(x, p)�
��� ��� ����������� ���������� -.&/" � ���� ���	����� �0����� 
���� ���
ρ̃OD(k,Δ) ����� ��������������������  �������!���	��� ��"
�� ����� ��+������� �������� ������ ����	������ ������� �� � ���������� ���� �
�!,� |α0〉 ������� ����
����� ������ ������� � ��������� � ,������ ����
��� �����!1

ρ̃OD(k,Δ) =
1

2
e−[c1k2+c2kΔ+c3Δ2+ic4k+ic5Δ+c6], $%2%(

	� �� ����� ������� ������ ����	����1

c1(0) =
1

2
, c2(0) = 0, c3(0) =

1

8
,

c4(0) = −2Re[α0], c5(0) = −Im[α0], c6(0) = 0.
$%23(

� $%24( �������� ������ ������� � $%2%( ������ �� ���!�������� 
���� ���
��� �������� ��*���������������� 	��	����1

ċ1 = 2c2 + χ,

ċ2 = 4c3 − c1 −Q−1
m c2,

ċ3 = −1

2
c2 − 2Q−1

m c3 + Λ,

ċ4 = 2c5 − 2iκ c1,

ċ5 = −1

2
c4 − κ

(
ic2 +

1

2

)
−Q−1

m c5,

ċ6 = iκ c4.

$%2&(

#����� �� ������������� �� ������������� 	
	�� ������������� ν(t) =
TrmρOD(t) = e−c6(t) �����" 5���! � $%2&( ��*�������������������������
6�
������������������+�� 	� ��� �
+�� ����1

c6(t) = κ2 f1(t) − iκRe[α0] f2(t) − iκ Im[α0] f3(t), $%22(

����

f1(t) =
∑

Res

[
L1u(z)

L1d(z)
exp[zt]

]
,

f2(t) =
∑

Res

[
L2(z)exp[zt]

]
,

f3(t) =
∑

Res

[
L3(z)exp[zt]

]
,

$%27(

28



���

L1u(z) =

(
Q−3

m (2χ+ z) +
5

2
Q−2

m z (2χ+ z)

+2Q−1
m

(
4Λ +

z

2

(
1 + 4χz + 2z2

))
+z

(
12Λ +

1

2

(
4z + z3 + 2χ

(
1 + z2

)))

− i

2

(
Q−1

m + z
) (

4 + z
(
2Q−1

m + z
)))

,

�����

L1d(z) =
1

2
z2
(
Q−1

m + z
) (

1 + z
(
Q−1

m + z
))

(
4 + z

(
2Q−1

m + z
))
,

���	�

L2(z) =
Q−1

m + z

z (1 + z (Q−1
m + z))

,

L3(z) =
(
z
(
1 + z

(
Q−1

m + z
)))−1

.

���
�

����� ����� ����������� � ����� ������� ������� ���������� ����������
 ��!�

ν(t) =

∣∣∣∣
∫
PT (α0, α

∗
0)Trm ρOD(α0, α

∗
0) d

2α0

∣∣∣∣ , ���"�

�#�� PT (α0, α
∗
0) = e−|α0|2/〈n〉/(π〈n〉)$ �� 〈n〉 = (exp(�ωm/kBT ) − 1))−1% &

���#��'��� (���)������ �� ���**� ���� ��'����

ν(t) =
∣∣∣e−κ2(f1(t)+〈n〉(f2

2
(t)+f2

3
(t)))

∣∣∣ . ��+,�

&��� ������ �� ��� ������ *������� ��(�-����$ �� � ������������ ������.
*�� �������/�0�#����� #� (������������$ #��� � ��1#������ ���1������� -'����
������2-� ������ ������ Q−1

m � 1% & Q−1
m ��������� ������� ���(�-�#��-��$

� ��� ��� ��)��� 3����1�.������(������ ����������% &�� ������** #��)�.
���$ ���� � �������� (����� ���� ��������� �������$ ��� ��#�������-�% ���
�� �������/�0���� #������)� �� *�)����)� � ω̃m =

√
ω2

m − (γ/2)2 1������0����
���1������� (���)��1���$ �� ���**� )����������� ���-��

ν(t) = exp
{
− (n̄ + 1/2)κ2

[
1 + e−γt − 2e−

γ
2
t cos(ω̃mt)

]}
× exp

(
−6κ2Λ

{
ω̃mt

[
1 − e−γt

3γt

(
1 +

χ

4Λ

)
+

2

3

]

−4

3
e−

γ
2
t sin(ω̃mt)

+
1

6
e−γt sin(2ω̃mt)

(
1 − χ

4Λ

)})
.

��+��
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�� � ��������	
�� ������� �����	�	� 	�������� ����� ����������	 ����������
��� �� ����� ���������	 ������ ������	��� ��� �� �� ������	� ����������
��������	
�� ������� � γ ���� ����� �� χ�� 	������ �����!�� ����� �� "#$% 
���
��� ������	����� ����	�&
' ������������	 � �����!��� ���� ������������ ������� ��	���� ������ �����
��	 ��� ������ � � �!��� �� � ����	& ' ������� ������������� ���	�� �� ����
��������	
�� ����� ��� ����������� 	������� �����	��& ' 
������(���� �!�
��� �� ���� ���	�� ����� ���	 t1 = 2π/ω̃m& �� ���	 ��� ����� � ��
��	����
���� ��� ����	������� � ����� )*#*+ ��������,�����-

ν(t1 = 2π/ω̃m) = exp
{
−πκ2(12Λ + χ)

}
. )*#.+

/��� ����������� �����	 χ ����	������� � ��( Λ = ΛT +Λnonenv ������	
(���� � ���� �� ���� �� � ���	����� ����� ������� ��������	
�� DT

pp = MkBTγ�
��� �����������	 �� �������� ��0��� 	�� ����� ��-

ΛT = (kB T/2�ωm)Q−1
m . )*#1+

' Λnonenv �� �������� �����	 � ������
� � ��� 	������	������ �������
��	
���& '� � ������� ��� �� ��		���� ����	�(���� ����� � �������� �����
����	
�����& ' "#1% �������� ������	- ωm = 3 × 103s−1� T = 2 × 10−3K� ��
Qm = 105� ��� ������� ��� ΛT ≈ 0.5& ' 	������	������ ��������	
�� 	���
���� ����
�!�� �������- 2��������3���	��4����� 5� �� 6���� ����� ��������
78��	��� /�
��	�
� 9��� :	������� ;������	 6�
��������	< )8/:;6+ ���
7=�	��	���� >��	��	���� 6�
��������	< )=>6+ "?@%� "#A% ��������� ������	�	�
�������	� � "#1% �������� ������	& ΛCSL ≈ 0.2 × 10−8 	����� "#$%� � �����
��
� � ��������	
�� �����	� 5� �� 6���� �� 3��� ;�	���� ��������� ������	
ΛGR = (σ2/ωm)Gm2/R3 ≈ 10−14� ���� G � ������
� � ����	� �� R � �!���
������& /���� ΛCSL � ��	����� ��������� � �������� �������� ������� �����
� ��
��	����� ��B�������� 	�	
� �����&
C�� ������ ���������!� ���� ��� ���� � �(�������� ��� ���
����	 �����		��&
'� ���� �� ����	������ ������ ��� �����	� ���	�����
��	���� �0������� ��
"#1% ����� �������� ����	����� ��� ��	 �������	 ���� �����	 ����� � �!��� �� �
����	 ������& �� � ����������� ���!����!� �D �� � �!��� ������ ������	
����
���� ��� 	������	��� ����� ����� n̄ ∼ 105 ��� ��� ����	��� ��� � ��	�����
�������� �� � ���� ������������ �������	���	 ��	E �		�� ������������	 �
����������� ��		��	 ���������� � ���	����� ����	������� ��� ����� ���
�� � )*#*+ ���	�������	& F���	 � �������	���	 � χ ��������� 	�� ����
���� ��������� ���	����� � G����F�	����	 ����������� ���� �������������� ��
������(��� ��	��	���� � ���� � �������� ��������	
��� ���� ���� �� ���-

κ2ΛT =
kBT

4Mω2
mL

2

ω2
c

ω2
m

Q−1
m , κ2n̄ =

kBTω
2
c

2Mω4
mL

2
, )*#?+

?@



��� ��� ��������		� � �
�� �	�	 ������� ���	��� ��������� �������� �	
��� �������� �	 ������������� ������������� ����������� ������ � ���

��� ����� ������� � ��	������� ������� 	��������  � κ2n̄ � 1 ����
������������� ����� � �!��� ��� ��	��� �������� ����� ��� ���� ��������

���� ��	������ � ���������� ���	�� ���������� � "#$% ���� � �������	��
���� �	 ���	 �������������� ��� ����� �����������
� ���	����� �	��� ����� ��������� ���� ��� &'#() ������� ����� � �� *��

���� ���� � �������� +�� ��������� ���� � ,����
	���������� ���������!� �
��������������� ��	��� � �������� ���	�� ������	���� �	 ������������
���� ������� ������ -������� � ���	���� � ����������� ���� � �
� ���

�����	� ����������� ����	���� 	��� .	� � ���� ����������� ����	����
���� ��� ���	��� ����
�!�������	����� � ��/�������� � � ����������0��
����� ���	��1�� � ���	��� ��������� ��	�
����	� ���� ������� �������� ����������� ������������� �	��� � �!��� ���

���� �����	������� ������ n̄ 	��� �� 	�� ���� ������� ������00 5 � 10
��	���� .	� ��������!� +��� ���� 2 	
� �	��������� ��	������ "3#%� 4����
� �!��� ������������ ��� ����� ����� ����� ���� �������� ������ �!����
������ ��� �������� � ����� 5�+������6� �	� ��� �	 ���	� ����	��0�� ���/

������ � κ ��������� �������������  � κ < 1� ����� � ����� �+��� ���
���� ����	� ���� ��� 	������	/��� �������0� ����� � �!��� �������	�������
�������!�������� � �	������� �� ��� ������ .	 ��� ������ ���� ��	 ������
����� ���� �	�	 ������� ���������� �!����� ��� 	!��� �������
�7����
������������������ ������0��� �� �	 ���������� ����	�� �1����� �� ����

�������0�� ����� ��	��� �������� � ���� ����������� ���������0��� ���
��� ������ �����	�� � ������������������� �00�� � ����	��0���
�	 � �������� ������ ���� � ���� �!���� �� ���� �1���� � kBT/�ωm ≈ O(10)
���������0�� �	 ��� μK
� ������������ ������� ��� ������!�� ��� � ����

���0��� ����� ��	��� � Dqq ��� ��� 	������ "#8% � ��������0�� � ��	��/�
������	� �����	�� ������0�� &'$9)� � ��������� ������ .���� � ������
���� ���	��� �������	���� �	 ��� ��	��� ����������������� ���������
��	��� � Dqq ������������ �	 ������ � :�����
�����; �������<

Dqq = λγ2/16DT
pp, &'##)

���� λ � 1 ��� 	��� ���� � �/�����0�� ���� �������� =����� �������� ���
������ � λ = 1 ���0�� ������ ��� �	� �	 �������� ������ ������ &'$9) ���
������� ��	��/� ������	�� �� �	 ������� ����������1 ���0��� =�������!�
�� � 1 + χ/4ΛT ������	�� � &'#') ������0��� � � � ����� ���	��� ����

������	� � &'#() 0�� ������ �������	 �	 ���00� �������� ���������� ������<

kBT

4M ω2
m L

2

ω2
c

ω2
m

Q−1
m

[
1 + λ(�ωm/4kBT )2

]
, &'#3)
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�� ��������� � �����������
����� �� ���
� �� N ����	�
����
��)�
����� �������� �� ����� ������ ������
����� �����		 (��
 ������
� 
%����
 � ��������
� ����������� 	������� �� ��� ����
 �� � ������ ����
�
���
� ����������� � ������ ����
 ������� �������
���������� �� -���������
�
��� ����
 ��������� ����� �
�������� ����"�������� �������
� � ��
������

������� ������ ������ �� ���� ��"����������� � ���)��
����� ���� ������
���������� ����
����� � .����/��)������������ � ��"�������� �����	�
 �����
� %�)0�
������������ � ������ ������
����� ��������� �� ���������� ����
� ������ ��
������� ��
� ���� 	���
����� ������ ������
��		� ��
� ������
������� ������ �� ��� ��� ��� � ��
��� ��
���
������ � ��� ��� �����
�������!��� ������ � ������ ��� ����
�
� ����(������ �����
)�� "���
��
�� ���
�		� ��
������� ������������� �� ����� ������� ��
���������� ������ $���
�� �'��� ����������� ����� ������� �������������� ������
��		� �����"�� �
���������
��� 

� ������
�� ��
�������� ��������� ����������� ��� ����� ������ ����
��� ����� � ������
�� ������ 
�� ���
������ ��
�����	�� ������� ��� ���

�� �� ������
��!���� ���"������� ���
 $���� � ��
�������� 	�������� ����
#�
�	��������( �� ��� ����� ������ � ������ ����� ���� ��N����	�
���� ��)��

��� 
����� ��������� -���������� � ���������� ��
������� ������ ����
���������� $�� �� ��������� ����� ����������� � ������
�� ����� �������
��	�
 -���������� ��
���� ��
����� �����	�
 � ���)��
����� ������� �� �
���� ��"���������� � ��
��� 1�
�
��2����� ���
 ���!������ ���� � �����
�����"� � 	���� ������
� ������� ��������� �� ��� ��� �����	�
 
�� �����
�
�2������� � ������ ���
�� ����
� ���
 3��������� ���� �� N ����	�
���� ��)��

��� 
����� �� �������	�� 
�� "�
 �� � �������" 4��		� ���������� ���� �
��"��������	�
 ��� ��
���
� ������ "���
� ���� ��� � ����� ��������
�� �
�����
�� 
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��� ��������� �
�������
)��
�� ��������� �������������
 ���	�����
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���� �������� ��	�������� � �������� �� ���������� ���� �������� ������

���� ��� � ���	����� � ��������� ����	����� ! ���������"�� ����# $��������

%�		��� ������� �� ���� ����������� �� ���"���
 ����������� ������ ���� "���

�	
 �����������# � %������������� ��� � ������������� ������� ����	���� �����

� ������������ !� ����������"�� �����#�	� ����	����� ���� � �&��#�� �� �

����������� ��		���
��� !�� �������� ��	
 � �������	� ��������� �����������

������� � ����������	 ��������� �� '������� ������ (���� ����	�����

��	
 �� ���������� ���������"�� ���������� ���
�� '���������� ������� ���

��� ������������
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�� ��������

���� �������	 
����� ����
������

����� � ������	��� � 
������ ��� �		����	��	 ����� � 	�
����� ����	�� 
��
��������� ��	���	���� ��		�����
� ��� ���� �������	�����	 ������� ���	
��� ���� � ��
���	 ��
��� �� �����������
 ���� �������!� ��	��"�� �#�#		� 	�
����� ����	�� 
��������	 � $����	�	�

��

�����  	�	�
 ������� �
�		 �
������	� 
�������	 ��

 ��	���%��� Cn×n

��
#
�� �� n × n��� ��	��"�� C∗ �
������	� �� X ∈ Cn×n ����	����� ���
����	�� �������&��	��� ����'�� �� X �����	��'�� �� � ����	�'�� ����	���
��� ������	��� (������ ������)�� �������	 ��
#
�%�* ����	�� �� X > 0�
�� ����	�� �������&��	 �� X ≥ 0� �� Φ : Cn×n → Cm×m 
������� 
��������	
����	�� 
����������� ����'�� �� Φ(X ) ≥ 0� ������ X ≥ 0���� +��	 � ���	�
�����	��� ��� ���������	�� ����	���	 ��	�� � ����	�� �������&��	 ��
��		�
�� ����	 ��� ���	 � ������ ��	 �� �����	� �
� ����� ���� � ��	��"�� 	'�

�����������
 �� ��	 �
�%
#�%
	 ���
��� (������ � ����	�� 
�������� �
�		 �
���	� ��&����!	 ��	��� �� �� �	������� 	�������	���� � &������� 	#��
�	����
�!� ������ ��
'�� � �)�)����	��"�� 	���� 	#�	���� 
��������� �� �		 	���
�
�� � ��
	�	�
� ��� � ��	��" ����	�'�� �� 	��	�
������ ���	�� ����	��	���	�
,�����%� �� 	������ �� �
���� ��	������	�		 
��������	*

Ik ⊗ Φ : Ck×k ⊗ Cn×n → Ck×k ⊗ Cm×m, -./01

��� �
�		 �� ��	�%�� ���*

(Ik ⊗ Φ) (M⊗X ) = M⊗ Φ(X ). -./21

 Ck×k ⊗ Cn×n �� �
	�
���� �
��� ��
����	! ���	 �� k × k ��	��"� ������
�� �
���� ��	��"��� ⎛

⎝X11 . . . X1k

. . . . . . . . . .
Xk1 . . . Xkk

⎞
⎠ ∈ Ck×k ⊗ Cn×n. -./31

4���
�
�	���� � ��	������	�		 
�������� ����*

(Ik ⊗ Φ)

⎛
⎝X11 . . . X1k

. . . . . . . . . .
Xk1 . . . Xkk

⎞
⎠ =

⎛
⎝Φ(X11) . . . Φ(X1k)
. . . . . . . . . . . . . . .
Φ(Xk1) . . . Φ(Xkk)

⎞
⎠ . -.561

 �	 �����'�� ��� � Φ k�����	��� �� Ik ⊗ Φ ����	�� 
��������� �� 	�
�����
����	�� �� �� ������ k��� ����
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���� ������	 
��
������ ��� ��� � ������������� T ���� �
	��
��� �
� 2�
�������� �
����	 
�� ������� 
���� 
�
�
� � C2×2 ⊗ C2×2 �������⎛

⎜⎜⎝
1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ . �� �!

���
���	 
� � I2 ⊗ T �"�
�
�
��

(I2 ⊗ T )

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ . �� #!

$���� 
�
�
� 	���%�	& ��� ��� �
� ������� 
�����
'�
	 %��� 	����(��)%	 *(������
��� +,-.� /
��
�

Φ : Cn×n → Cm×m �� 0!


�� ������� �
	��
���� 1� ������ ��������	 
	�����
��
	�

• Φ n��������&

• 1 (In ⊗ Φ) (Eij)ij = (Φ (Eij))ij ∈ Cnm×nm �����2 ������� 
����& �(��

Eij ∈ Cn×n �� �� ij��	 
�
� 1& � �3��� 0 
��
� � �����2���&

• Φ �
�)
�
� ��������

1 ������������� �
� 4�����	����& 
 ��� �
��
 
�� 	�����%	5�6& ���� ��
�
�
�
�
����
��� 1� 
��� ������
� �����%	 4
� ��
	�������� �� ������ �����2��
7��& (��� � ��)������	
�� �������%	 �
 � ��)���
	����	���

(Φ (Eij))ij =
nm∑
i=1

viv
∗
i . �� 8!

'���� �� nm ��
���6� ������ �%)%	�

Cnm = ⊕n
i=1Cm. �� 9!

/
��
� Pi ∈ Cnm×nm ��� � Cm �
	������ i��	 
�
��� (��� '		�� ��(��6&
(����

Φ (Elm) = Pl (Φ (Eij))ij Pm =

nm∑
i=1

Plvi (viPm)∗ . ��  !
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����� ���	�
� ��� vi �� nm ��������	� ��
����� ��� ������ ����� ���� ���
���������� �� ����� �������� ������ ��	������
��� ����� ���
���������

��� ���� �������� ��� � Cn ��
����� ����� ������� �� � vi 
����� 
�� �����
������!

Miel = Plvi, "#$%&

�� ���� ����� '����	�
� ���(

Φ (Elm) =
nm∑
i=1

Plvi (viPm)∗ =
nm∑
i=1

Miele
∗
mM

∗
i =

nm∑
i=1

MiElmM
∗
i . "#$)&

* ���������� ����� �����(

Φ (A) =
nm∑
i=1

MiAM
∗
i , "#$+&

��� A,Mi ∈ Cn×n �� � ∗ ����� �� ������� ����� ��	�! ,���� � 
�����
 ��
�����	� � -����.���
�� �� ������ ���	���� ����'� ��
������ ���'����� �����
���
���� ��� ��/
�������0�� ������ ����! *� ����� �� ����� � 
������.
�� ����
�� ��
���������� ��� ��� ���� �� ��	�������!
1� ���
��� � ��
�������
��� ����������/�
 ��� ������ ����������� ���.
	�
 � 2��
���� �� ����� �

� ������/�
 ������
�� ��
���������! ������
����'���� �������������� �� �������
��� ��������
 ���������
! ,����� �
Φt = etL ���
 ��� ��� ����� ��
�! 1� �� � ��� ���� 3����� �

�� 
��.
	�
 �� ������� �������� ������
�
 4�������.���
	�� 5#67! * 3����� ��� �.
��� �������� ����	��
 � ��8����� ������� ����������� ������ �����
 �
9

��.:��� 
 ��������! ;�� � ��������� 
� 
��� ���	�������( L⊗In� ��� In �
Cn×n �����������< ����� ���� ��
���������
 � ���	���� ����'� ��
�������

��2�' ��� �� �������! * ��������� ���������� �� ��� ���� ������� � ���	����
����'� ��
�������
 ��������� ����� ��� ��� �����
��  ��
 �����
 ���
������� ��� 5%#7!

=$



���� � �����	
�������

�� � ������� � ��	��
�������� ��������	�� ������� ��� � ��
����
��� �����
����	���� �	 ��	��� ����	 �������� � !" E# �$�������
� �%$�# & ��
��������
���' �		�����'(�	�'� �
�() (���*�
����� �������
��(���� �������� ��
����	�
�'(�� � ��	��
��������# ��� � �'(	��
� ���������� ���( � +�(����� ���(
� 
���) �$��
 ��
����	����# & ��������	,

- .		���/ 0 
�	�
��(	��
 �	 1 .
�	�
���
 0 .*)�/��
���/ 0 ��
�����
��$���	 	2
2	�����
�3���� �����	���������

��		��������� � 
�	�
��(	��

� 0 �
�	����� � ��
�����
�

Ĥ = ĤS + ĤR + ĤSR, .4 5/

-61 	2
2	���%�
���
� χ̂(t)�
- 	2
2	���%�
���
� ρ̂(t) = TrR[χ̂(t)]�

dχ̂

dt
= − i

�
[Ĥ, χ̂]. .4 4/

7�	�����8� � ����	��*���	����%��,

ˆ̃χ(t) = e
i
�
(ĤS+ĤR)tχ̂(t)e−

i
�
(ĤS+ĤR)t, .4 9/

d ˆ̃χ

dt
= − i

�
[ ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(t)], .4 !/

�*��

ˆ̃HSR(t) = e
i
�
(ĤS+ĤR)tĤSRe

− i
�
(ĤS+ĤR)t. .4 :/

&� ������� �����(�	�� ˆ̃HSR(t) *������� 	��
���� 	�
�����	 ��������� ���

�		$�� �	 � ��	�(�� 
��(��� ������8�� .��
����������	/# �� ����� (����
*�
�������� ����� ���� ��� �����'� � ��
��	������ ��� ��
(8� ��)� �	�� �
���(�	�� ���
�*������ .������88�� ����	�� *)��
	������ ��	��� ������/
��	�
��������� ������ ����� ��*�
��	 �����8��
��(	��
�� ����� 8����
 ����)�
(�	���� ���;����	�� �	 �	������	 �����8������
������� ���������	�#

& ��
����������	 ������	 �'(�� ��� *�� �� �����%�	�	 ���
���'��� �����
�� ��������� *���8� ���� ����
�� *�� � ��
����������	 ��
 �
������	 �����,

d ˆ̃χ

dt
= − i

�
[ ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(t)], .4 </

< 



�� ��� ���	�
� �
���	��� ����� ����� ��������� � ����	�
�������
����� �
����
	�����
������

ˆ̃χ(t) = ˆ̃χ(0) − i

�

∫ t

0

dt′[ ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)], ���� 

!� ��� "�����������#� $� �� �	����� ����
��� %&$$&����	��

d ˆ̃χ

dt
= − i

�
[ ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(0)] − 1

�2

∫ t

0

dt′
[

ˆ̃HSR(t), [ ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)]
]
. ���� 

'&�� %(
 � )&	
��(������� �(������� ��*���� � %&$$&����&
 ˆ̃χ(t′)�� �(������#�
� �(���(
"��� 
���#�� ���+�%���������� ,� ��
������
 +#�� � ������� �-	-�
���.�	�/��� �.�
� .�
��
 �		���	��$���� +&���.��
� � "� � ������� ���*&�
�&		�������


ˆ̃χ(0) = χ̂(0) = ρ̂(0)R̂0, ���0 

�� R̂0 � �(	
�����
�� &���
 ���	.���� ����
�1��� ���*&��� �.��� � 	����
	�
����	 ĤSR *�	��	$�� "���� 
���#� ���$�
 
�. ���&�
�� ���&	 � )&	
�
�(�������
�� �� +���� .��� "&�� R̂0 ���+�%������� ��"�
���&�%���

ˆ̃χ(t) ≈ ˆ̃ρ(t)R̂0. ���2 

3�����������#� ��� $� � ���� ����
���$�� �� �	�����%#
� � �(	
�����	�� "&��
�	� ����
����� ��*%�
� ˆ̃ρ(t)�	��

d ˆ̃ρ

dt
= − i

�

(
TrR[ ˆ̃HSR(t), R̂0]

)
ρ̂(0)− 1

�2

∫ t

0

dt′TrR

[
ˆ̃HSR(t), [ ˆ̃HSR(t′), ˆ̃ρ(t′)R̂0]

]
.

��0� 
4 %&$$&���� ���� ���%$�
 ���	�*�� �	������ �&..���&	 ����$�
 ���-
���
��� � �(������� �	��.�
�� ��*%���

d ˆ̃ρ

dt
= − 1

�2

∫ t

0

dt′TrR

[
ˆ̃HSR(t), [ ˆ̃HSR(t′), ˆ̃ρ(t′)R̂0]

]
. ��0� 

,� .	 ��� .����	�����
���� ������ � +&���.��&� ����	�� �.����	 ρ̂(t)
�&.*&
�
� +�%������� ���	� ����
���� ,�� ��&
$�
 .�� �&�$$ ��&�� �(�����
��
�� �� � ��*�� � .�	�&�� �(�������� ,� ��� %���
��� "&�� ˆ̃ρ +�%������� � ���
��
Ĥ2

SR�"�� ��	�&�� ����1 ������� "��	&��� .��� ����&
� � �#�(
$(�� ����$�

���� ĤSR(t) +���&	&� �� �	�� ĤS, ĤR���
�� .��+����� ���5 ���+�%����� ���	�
�
��&	��
 *(	(�
��� �� +�������	������� ��&	��
 ��"��
��� �"&�� t �� t′ ����
�&�&��� ���.����� ,��	� �� ����
���	�&�$�� ˆ̃ρ(t) ���.��"���� �� � t′ ���	�
��
�
���	��� � "������ −∞���� �
���"��%��� 1���� ���� � ��"�� �(���� ���� ��

60



��������	
 ��������� � ���	���� ������ ��������� ������ ��	 � ������������
������	��

d ˆ̃ρ

dt
= − 1

�2

∫ t

−∞
dt′TrR

[
ˆ̃HSR(t), [ ˆ̃HSR(t′), ˆ̃ρ(t)R̂0]

]
. ��� !

�� �� ��	������ �������� ��	 ���� ���������� ������	 ������������


"#



���� �����	
������� ����	�� ����������� �����

����� � ������	��� 
����	�� � �
	����������	�	 ��� ��	�����
 �������

����
����	�
�� ��������� �� ���� ������ �� �����	���� ��������
�	
���� �	��� ��������	� ��	 ����� � ������	��� ��  ������ ���� �	���
	���� 	��	����� ����� 	���������
!���"�� ��� ��	�����
 �������
 ����
����	�
	 ��#�$ %���	��������	��	&

ĤSR =
∑

i

(�â†i Âi + �Â†
i âi), '()*+

• Âi� Â
†
i � 	#��
, ��
���
�� 	-��� ��� .��� ����	����� � ��������	���� ����

������	�"� � ����
����	�
 ��/

���	 �
�

• âi� â
†
i � 	#��
, ��
���
�� 	-��� ��� .��� ����	����� � ����
�������

0 	#��
�$� �
�� �����	 
����	��� ������� ���� ���� ������	�"� ��	 �
� ����
���� ���� �� ��
/ .��� � �
���� ��	��� ��������� ��� 0��� �� ��	 ����	�
������ 	��	���� ��� ����� �
 �"������/ 	#��
,��� 	����	� /��	� 0 �
	���
�������	 '()1+� � ����
����	�
�������� ˜ �������
�.��&

dρ̂

dt
= − 1

�2

t∫
−∞

TrR

[
ĤSR(t), [ĤSR(t

′

), ρ̂(t)R̂0]
]
dt

′

, '()2+

����

• ĤSR � ����
����	�
 %���	��������	����

• ρ̂ �� S ����
����

• R̂0 �� R ��������	 
-�-
���	���� �����	� ������	����

3�� ���/		 ��������� � 
�����
���	� �
�� �����	 
����	��� ������-����
���� �� ������
 ��
� � ��������	���
��� .��� �
 ����� ���������� �
	�.����������

[âi, â
†
j] = 0, i �= j. '()4+

0� âi� â
†
i � Âi� Â

†
i �����	���� � t = 0���� � 
����
�
 $��� ���	������

.��� ��	����	������ 0 '()2+ ��	�������
�&

TrR

[
ĤSR(t), [ĤSR(t

′

), ρ̂(t)R̂0]
]

=

=�2TrR

[∑
i

B̂i(t),
∑

i

(
B̂i(t

′

)ρ̂(t)R̂0 − ρ̂(t)R̂0B̂i(t
′

)
)]

,
'()5+
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���������
B̂i(t) = â†i(t)Âi(t) + Â†

i (t)âi(t). ���	


���� ����������� �2��� � �������������� ������� ���� �������� � � ����
���� ������ ���� �! ����"

=TrR

∑
i,j

(
B̂i(t)B̂j(t

′

)ρ̂(t)R̂0 − B̂i(t)ρ̂(t)R̂0B̂j(t
′

)

−B̂j(t
′

)ρ̂(t)R̂0B̂i(t) + ρ̂(t)R̂0B̂j(t
′

)B̂i(t)
)
.

����


� TrR�� ���#� $����� �� ���� ������� � � �%��������� ���$���&�& ����
���������� � �%������' �(�(��� �������� ��� ���� ����� � �� �������&�
������� i �= j�

B̂i(t)B̂j(t
′

)ρ̂(t)R̂0 − B̂i(t)ρ̂(t)R̂0B̂j(t
′

)

− B̂j(t
′

)ρ̂(t)R̂0B̂i(t) + ρ̂(t)R̂0B̂j(t
′

)B̂i(t) =

=
(
â†i (t)Âi(t) + Â†

i (t)âi(t)
)(

â†j(t
′

)Âj(t
′

) + Â†
j(t

′

)âj(t
′

)
)
ρ̂(t)R̂0

−
(
â†i (t)Âi(t) + Â†

i (t)âi(t)
)
ρ̂(t)R̂0

(
â†j(t

′

)Âj(t
′

) + Â†
j(t

′

)âj(t
′

)
)

−
(
â†j(t

′

)Âj(t
′

) + Â†
j(t

′

)âj(t
′

)
)
ρ̂(t)R̂0

(
â†i(t)Âi(t) + Â†

i (t)âi(t)
)

+ρ̂(t)R̂0

(
â†j(t

′

)Âj(t
′

) + Â†
j(t

′

)âj(t
′

)
)(

â†i (t)Âi(t) + Â†
i(t)âi(t)

)
.

���)


*��(����� � TrR �+�������! ����� ���$ ����� ����� ����������� *����� �
�%������' �%���,�(���� ����� �������

• Ci,j
1 =< Âi(t)Âj(t

′

) >! Ci,j
5 =< Âj(t

′

)Âi(t) >!

• Ci,j
2 =< Â†

i (t)Âj(t
′

) >! Ci,j
6 =< Â†

j(t
′

)Âi(t) >!

• Ci,j
3 =< Âi(t)Â

†
j(t

′

) >! Ci,j
7 =< Âj(t

′

)Â†
i (t) >!

• Ci,j
4 =< Â†

i (t)Â
†
j(t

′

) >! Ci,j
8 =< Â†

j(t
′

)Â†
i(t) >�

����� ��� ���,������! ���� ���� A ���� ��� ���������! ���(�� �� �����
���-+�� ����' (� ���+���' �����������! ����  �� � ���)
 ,�� ,����&"

Ci,j
1

(
â†i (t)â

†
j(t

′

)ρ̂(t) − â†i (t)ρ̂(t)â
†
j(t

′

) − â†j(t
′

)ρ̂(t)â†i (t) + ρ̂(t)â†j(t
′

)â†i (t)
)

+Ci,j
2

(
âi(t)â

†
j(t

′

)ρ̂(t) − âi(t)ρ̂(t)â
†
j(t

′

) − â†j(t
′

)ρ̂(t)âi(t) + ρ̂(t)â†j(t
′

)âi(t)
)

+Ci,j
3

(
â†i (t)âj(t

′

)ρ̂(t) − â†i (t)ρ̂(t)âj(t
′

) − âj(t
′

)ρ̂(t)â†i (t) + ρ̂(t)âj(t
′

)â†i (t)
)

+Ci,j
4

(
âi(t)âj(t

′

)ρ̂(t) − âi(t)ρ̂(t)âj(t
′

) − âj(t
′

)ρ̂(t)âi(t) + ρ̂(t)âj(t
′

)âi(t)
)
.

��).


/�



���� �����	 
��� ��� � �����������	��� �����������

dρ̂

dt
= −

t∫
−∞

∑
i,j
i�=j

[
Ci,j

1

(
â†i (t)â

†
j(t

′

)ρ̂(t) − â†i(t)ρ̂(t)â
†
j(t

′

) − â†j(t
′

)ρ̂(t)â†i (t)

+ ρ̂(t)â†j(t
′

)â†i(t)
)

+ Ci,j
2

(
âi(t)â

†
j(t

′

)ρ̂(t) − âi(t)ρ̂(t)â
†
j(t

′

) − â†j(t
′

)ρ̂(t)âi(t)

+ ρ̂(t)â†j(t
′

)âi(t)
)

+ Ci,j
3

(
â†i (t)âj(t

′

)ρ̂(t) − â†i (t)ρ̂(t)âj(t
′

) − âj(t
′

)ρ̂(t)â†i (t)

+ ρ̂(t)âj(t
′

)â†i(t)
)

+ Ci,j
4

(
âi(t)âj(t

′

)ρ̂(t) − âi(t)ρ̂(t)âj(t
′

) − âj(t
′

)ρ̂(t)âi(t)

+ ρ̂(t)âj(t
′

)âi(t)
) ]

+
∑

i

[
Ci,i

1

(
â†i (t)â

†
i(t

′

)ρ̂(t) − â†i (t
′

)ρ̂(t)â†i (t)
)

+Ci,i
5

(
−â†i (t)ρ̂(t)â†i (t

′

) + ρ̂(t)â†i(t
′

)â†i (t)
)

+Ci,i
2

(
âi(t)â

†
i(t

′

)ρ̂(t) − â†i (t
′

)ρ̂(t)âi(t)
)

+Ci,i
6

(
−âi(t)ρ̂(t)â

†
i (t

′

) + ρ̂(t)â†i (t
′

)âi(t)
)

+Ci,
3

(
â†i (t)âi(t

′

)ρ̂(t) − âi(t
′

)ρ̂(t)â†i (t)
)

+Ci,i
7

(
−â†i (t)ρ̂(t)âi(t

′

) + ρ̂(t)âi(t
′

)â†i(t)
)

+Ci,i
4

(
âi(t)âi(t

′

)ρ̂(t) − âi(t
′

)ρ̂(t)âi(t)
)

+Ci,i
8

(
−âi(t)ρ̂(t)âi(t

′

) + ρ̂(t)âi(t
′

)âi(t)
) ]
dt

′

.

�����

����	 � ����������	 ����	 ��	�������� ����������� � �� � !�����" ������
�#�� ������

• $ !�	����� �� ����	 ��������	� ������ ���� ������ 	�� ���%�������
�" ������  �	�� 	����� ����%��&�' �		� � !������#	�� ���  ���
Ci,i

1 = Ci,i
5 = Ci,i

4 = Ci,i
8 = 0�

• $ !�	�����  ����	��� ���(�������� � ���	� ����%�����)� �� ��� ���
��� Ci,i

1,5 �= 0 #� Ci,i
4,8 �= 0�

• $� i�j �
%��& �#���(�#�� ���������) �������� �������	 ���%������ ����
�� �������)�� ��#�� Ci,j

1,5 = Ci,j
2,6 = Ci,j

3,7 = Ci,j
4,8 = 0� � �� i �= j'

*��	��+ ���� �� ��� ��� �%�(����� ����#��

ĤSR = �â†Â+ �Â†â, ���,�

-,



• Â =
∑
l

λlb̂l +
∑
r

λrb̂r�

• Â† =
∑
l

λ∗l b̂
†
l +

∑
r

λ∗r b̂
†
r�

������� 	�
��� ��� � ���������������	� ���
��� �� ��������� ���	��� �����
��� � ����������������	���

ˆ̃a(t) = âe−iΩt, ˆ̃a†(t) = â†eiΩt,

ˆ̃A(t) =
∑

l

λlb̂le
−iωlt +

∑
r

λrb̂re
−iωrt,

ˆ̃A†(t) =
∑

l

λ∗l b̂
†
l e

iωlt +
∑

r

λ∗r b̂
†
re

iωrt.

 !"#$

%���&� ���� ���� � �������� ��� ������ �������� �� ����� ������'��� (�
���		��� ����)� �� �����*� ���� ��� �
�+� �������� ���� �� ����� ������	��
����������� ���� ���,��� �� �������� ���� � ����	��� -���������� ���� �����
� .��������������� ������������ ������ ���� � ��� �
�+�	*� ��������+��
������ /�� ����0 ���� ���� �� �� �� 
���� �� ����� � �������� ����� ��
�����'�� ����� � C1 = C4 = 0� ( ������� 1 ���	�  !"!$ 	����������
��� �
 !"#$�� � ��������� �������� ��*�����

˙̂
ρ̃(t) = −

t∫
−∞

(< Â(t)Â†(t
′

) > e−iΩ(t
′−t)â†âρ̂

− < Â†(t
′

)Â(t) > e−iΩ(t
′−t)â†ρ̂â

+ < Â†(t)Â(t
′

) > e−iΩ(t−t
′
)ââ†ρ̂

− < Â(t
′

)Â†(t) > e−iΩ(t−t
′
)âρ̂â†

+ < Â(t
′

)Â†(t) > e−iΩ(t−t
′
)ρ̂â†â

− < Â†(t)Â(t
′

) > e−iΩ(t−t
′
)â†ρ̂â

+ < Â†(t
′

)Â(t) > e−iΩ(t
′−t)ρ̂ââ†

− < Â(t)Â†(t
′

) > e−iΩ(t
′−t)âρ̂â†)dt

′

.

 !"2$

( ��������&��	�� ���� ��� ������ ����������  � 	�����$� ��� �������� � ����
	��� ���� ������ |1〉����� )������� � 	�������� ��������� �� |0〉���� �� &������
%��		 �����)&� � ����� �� �� ���,����� ��������� ����)� ����� 	������
	��� 
�� �� �+�)+� ������� ��� � ρa†a �
�+�' ����0������������ ���	�� 3 �	
���� /���� ���� ���������� � ��		� ��� ����� ������*�� �����

a†aρ =

[
0 1
0 0

] [
0 0
1 0

] [
ρ11 ρ10

ρ01 ρ00

]
=

[
ρ11 ρ10

0 0

]
,  !"4$

3#



�� ������� � 	
���

aa†ρ =

[
0 0
ρ01 ρ00

]
, ρaa† =

[
0 ρ10

0 ρ00

]
, �����

ρa†a =

[
ρ11 0
ρ01 0

]
, a†ρa =

[
ρ00 0
0 0

]
, �����

aρa† =

[
0 0
0 ρ11

]
. �����

������ ���� ��������� � �� ��!���	 �" � �� �������	���	� �!� ���#��	�
��������	 ���� ��$!������ �!���%�� � < Â(t)Â†(t

′

) > 	&���' �	������	 �������
$������� �����	� ���� �� ��	�� ������� !� �� �"�����(����� 	����� ���)		*
+����,� �!�� #��	� $��� %� �%� (��� �� ����� � $���	���- �����������	 & ��
��� �� 	 ����� �� ����-� �-%�� �
$�	����� � 	
��� $!�� �%�!���* .���,		
����#���!� �  !����	�� ��& ������� ��,		� �!� ����%�� ��� �� �!���	�	� ����
#����������� � �� )����*

t∫
−∞

e±i(ω−Ω)(t−t
′
)dt

′ τ=t−t
′

= lim
ε→0

∞∫
0

e±i(ω−Ω)τ−ετdτ

= lim
ε→0

±i(ω − Ω) + ε

(ω − Ω)2 + ε2

= πδ(ω − Ω) ± i�
1

ω − Ω
.

�����

.�$�� ����	 ���� $����� �  ��%��� ���� !� � ��� ��� ���� ��%��� 	� 	�����
�� ��� ������	'�� !� ��� ! ��	������� ��! 	 	� ����� ������'�����

< b̂ib̂j >=< b̂†i b̂
†
j >= 0,

< b̂†i b̂j >=
δij

eβ(�ωi−μi) + 1
= f e

i ,

< b̂ib̂
†
j >=

δij
eβ(μi−�ωi) + 1

= fh
i ,

�/00�

����

• �1����	 ���

• �1���� �������

• β = 1
kBT

*

�2



��������	 	
 � 	���	�����

t∫
−∞

< Â(t)Â†(t
′

) > e−iΩ(t
′−t)dt

′

=

t∫
−∞

< ÂlÂ
†
l > ei(ωl−Ω)(t

′−t)dt
′

+

t∫
−∞

< ÂrÂ
†
r > ei(ωr−Ω)(t

′−t)dt
′

=,

�����

�� ����� ������������� � ������� �� � ����� � ! "�����# ��
 � ��� �� � !���

�$�%�� 	�&����	 ����	# �� ������ ��	������� � ����
 ���������
 	�&�����
' ! ��� 	�&��# �� !�

=

t∫
−∞

∑
l

|λl(ωl)|2 fh
l e

i(ωl−Ω)(t
′−t)dt

′

+

t∫
−∞

∑
r

|λr(ωr)|2 fh
r e

i(ωr−Ω)(t
′−t)dt

′

=,

�����

����� ( !������� ������� 	�&��	# �� !�

=
∑

l

|λl(ωl)|2 fh
l (πδ(ωl − Ω) − i�

1

ωl − Ω
)+

∑
r

|λr(ωr)|2 fh
r (πδ(ωr − Ω) − i�

1

ωr − Ω
) =,

�����

� 	���	��� ��&����� &�$
 � ������	�� 
��� "���� ���	'���	# ' ! ( !������
	��� ���)�	 � ��"���!�	 ����&���*"*�� ���

=

∫
|λl(ωl)|2 fh

l gl(ωl)dωl(πδ(ωl − Ω) − i�
1

ωl − Ω
)+∫

|λr(ωr)|2 fh
r gr(ωr)dωr(πδ(ωr − Ω) − i�

1

ωr − Ω
).

���+�

,�� ��� �� 
��� "�����# �� �� ��������� � ���"��	 $
���"
��-
. �����
 �'�
����� � � �"�$���!��# � 	���	���� 	�&����

t∫
−∞

< Â(t)Â+(t
′

) > e−iΩ(t
′−t)dt

′

=
Γ−

l

2
+

Γ−
r

2
+ iΔ−

l + iΔ−
r , ���/�

0/



• Γ−
l = 2πgl(Ω) |λl(Ω)|2 fh

l (Ω)�

• Γ−
r = 2πgr(Ω) |λr(Ω)|2 fh

r (Ω)�

• Δ−
l = �

∫ gl(ωl)|λl(ωl)|2fh
l

(ωl)

Ω−ωl
dωl�

• Δ−
r = �

∫ gr(ωr)|λr(ωr)|2fh
r (ωr)

Ω−ωr
dωr�

��� ����	� 
����� 	 ����� ����� �	� ��������������

t∫
−∞

< Â†(t)Â(t
′

) > e+iΩ(t
′−t)dt

′

=
Γ+

l

2
+

Γ+
r

2
− iΔ+

l − iΔ+
r , �����

t∫
−∞

< Â†(t
′

)Â(t) > e−iΩ(t
′−t)dt

′

=
Γ+

l

2
+

Γ+
r

2
+ iΔ+

l + iΔ+
r , ��� �

t∫
−∞

< Â(t
′

)Â†(t) > e+iΩ(t
′−t)dt

′

=
Γ−

l

2
+

Γ−
r

2
− iΔ−

l − iΔ−
r , ���!�

• Γ+
l = 2πgl(Ω) |λl(Ω)|2 f e

l (Ω)�

• Γ+
r = 2πgr(Ω) |λr(Ω)|2 f e

r (Ω)�

• Δ+
l = �

∫ gl(ωl)|λl(ωl)|2fe
l
(ωl)

Ω−ωl
dωl�

• Δ+
r = �

∫ gr(ωr)|λr(ωr)|2fe
r (ωr)

Ω−ωr
dωr�

"���� ���� ��� ������� �����#��� $�	� %� ���� ������������� �&'(�)%�� ��
����	*+�� �����

˙̃ρ00(t) = Γ+ρ̃11(t) − Γ−ρ̃00(t),

˙̃ρ11(t) = Γ−ρ̃00(t) − Γ+ρ̃11(t),

˙̃ρ01(t) =

(
−i

(
Δ+ + Δ−)− Γ+ + Γ−

2

)
ρ̃01(t),

˙̃ρ10(t) =

(
+i

(
Δ+ + Δ−)− Γ+ + Γ−

2

)
ρ̃10(t),

���'�

• Γ± = Γ±
l + Γ±

r �

• Δ± = Δ±
l + Δ±

r �

��



����� � ���	
�����
� ���������	����� ���������� ��� � ���� ���� �	����
����������������	����� �	���������������� � 
���
��������� �������� ����
��
�� ���� � ���	
�����
�� ����!�"

ρ̇ = −iΩ
[
a†a, ρ

]
. #$%&'

(�� ����������� �� a†aρ �
 � ρa†a �����
��������� ���� �� 
������
�� )* ���� �
��� ��+������� �������� �"

Ω̄ = Ω + Δ− + Δ+ =
E1 − E2

�
, #$%%'

E2 �
 E1 ��� ��
 ��� � ,�������������� !��
� ������ ����� 
�*�
����������� ����� 
�*�������� -�� �
 �� |1〉� |0〉 ����
���� � H0 ������
� H̄0��� ������*�� � Δ± .�����������
��"

H0 = �Ωa†a = �

[
Ω 0
0 0

]
−→ H̄0,

H̄0 = �

[
Ω + Δ− 0
0 −Δ+

]
=

[
E1 0
0 E2

]
,

#$%$'

/� ������� � �������0 ��1����	����� ������"

ρ̇00(t) = Γ+ρ11(t) − Γ−ρ00(t),

ρ̇11(t) = Γ−ρ00(t) − Γ+ρ11(t),

ρ̇01(t) =

(
−iΩ̄ − Γ+ + Γ−

2

)
ρ01(t),

ρ̇10(t) =

(
+iΩ̄ − Γ+ + Γ−

2

)
ρ10(t).

#$%2'

���� ���� �� �

��3!���
��� ����� �� ������� 
������� �
 �� �����������
� ���!� ��������	�
����� �

(�
 3����
������ � #%45' �
 � #$&6' ���� ���� �

��
 
������
� �

*�����
 ����� �� �� ����� ��� ������� �
������ ��� "

dρ̂

dt
= − i

�

[
ĤS, ρ̂

]
+

∑
i

( − Γ+
i

2

(
âiâ

†
i ρ̂+ ρ̂âiâ

†
i − 2â†i ρ̂âi

)

− Γ−
i

2

(
â†i âiρ̂+ ρ̂â†i âi − 2âiρ̂â

†
i

)
− iΔ−

i

[
â†i âi, ρ̂

]
+ iΔ+

i

[
âiâ

†
i , ρ

]
),

#$%5'

78



• Γ+
i = 2πgi(Ωi) |λi(Ωi)|2 f e

i (Ωi)�

• Γ−
i = 2πgi(Ωi) |λi(Ωi)|2 fh

i (Ωi)�

• Δ+
i = �

∫ gi(ωi)|λi(ωi)|2fe
i (ωi)

Ωi−ωi
dωi�

• Δ−
i = �

∫ gi(ωi)|λi(ωi)|2fh
i (ωi)

Ωi−ωi
dωi�

• fi� � ������ 	
������ ��	�����	� ����������

• fh
i � � ������ 	
������ ��������� ��	�����	� ����������

�� � �
���� �	�� �� � ������� 	������	����� �  
!�" �
������ #������	���" �
$���%������	����	�� �� &'()* ����������� �� �������  ���!��� ����� 	�������
	��%�� �� ���%%� ���+�
������� ,���"� ���-

• i ∈ [l, r]�

• %�� ������ ��� âl� â
†
l �

• ��%% ������ ��� âr� â
†
r�

,���"� ������ ������ �+��
� �����-

• âi ∈ [âl, âr, ĉ]�

• %�� ������ ��� âl� â
†
l �

• ��%% ������ ��� âr� â
†
r�

• � ����� ĉ� ĉ†�

���� �	���
���� #������������ �� ������ ��! ������ � ��.�	������!������
����� ������� � /�(� /�'� )�'� )�/� )�) #��������%�� ��������0��

12



���� ������	
�� �������� ������	���	�

����� � ������	��� 
����	�� ��� ��	���	��� ��
	�����	 ��������
���� � 	���� 
������� � ���
��	����	 �� N�������	�		 �	����
�	�
 �
�	���

PN (t) = Trρ[N ]. �� !"

�� � #���
�$�%
�� ���� ���� ���� ���� �����	���
 	&�	��	� '�#�� �����	���%
������� $��� ��� ���� �� � ���
���	 � ρ[N ] �
 ρ[N−1] &�&		� ��� ��� ��
�
���	 ��� ��(���������������	�����
���� ����	 � ρ[N ](t) ��� ��
� ���	 ���
'���#������

)�#���� ����
� ���	�	��� ��*		 
����	��� ������� � +�������	���
�������
��� ��,�$�����	� �
 ��� �	 ���	�
 ����	�	� ���	 ��
������ ���� � 	�#������
��� -.�/�

F (z) =

∞∫
0

f(t)e−ztdt, �� 0"

�� ��� ����	
���
� �� ��	��� �� α #���
 
��� 1��� ����{
|f(t)| < Ceαt t � 0,
f(t) = 0 t < 0.

2 +�������	���
��������� �	�� ���		 �3��#��� � Re[z] > α ���
$�� �����	��
�
� 2� ��#��� 	���
��������� 
��$	
���#�� #�

������ �� f(t) �3��#���	�

f(t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

F (z)eztdz (γ > α), �� 4"

5������ �
 ���������	�	�� 
��$	
���#�� 
���$	��	� �� ��	������
2 �� �
�	3���� ��� �
�	��	 ��(���������������	�����
��� $��� �� ����
���

��*���� #��	���
�	� 2 ��(���������������	�����
��� ������ 	����	 ������	��
��� xN (t) #�	����� 6�� � &#�	��*����� ������� �� �������	��

ẋN (t) = A xN (t) +B xN−1(t). �� 7"

'�#�� � 
%�%
����	��8 �*�	������ ������ �
 ����� #���� ����� � #�	������
����	 ��	��� ��� ����� v #�	��� ����

PN(t) = v xN (t). �� 9"

2 #�	���
 ������� $�	 ��(���������������	�����
����� ���������	�� � +�������
	���
���������	� '�#�� ����#���� �� ��* 
�����	� ����	 ��� ��� ����� ���

09



��� ������ 	
������

∞∫
0

ḟ(t)e−ztdt = −f(0) + zF (z). �����

��� ������������� �� ���������������� � 	����	��� ���	�� ����

−xN (0) + zXN(z) = A XN(z) +B XN−1(z). �����

� �� �!�!�	 � 	������ 
��
	�	��� ��� ����{
xN (0) = k, v k = 1 N = 0,
xN (0) = 0 N �= 0.

�� N �= 0 ����"�� ������	 ����""#

zXN (z) = A XN(z) +B XN−1(z), �����

XN(z) =
1

z I − A
B XN−1(z). ���$�

�������� �
1

z I − A
B = C, ���%�

 ����&��	� �		�� ��� ��������� 	���	

XN(z) = C XN−1(z), ���'�

�������
XN(z) = CN X0(z). ���(�

)��� ������	�����!�	 � N = 0 ������� ��# �� ��� ���*����� ����������������
 ���� �� �
����	 � X−1(z) ��	���#

−x0(0) + zX0(z) = A X0(z), ���+�

X0(z) =
1

z I −A
x0(0). ���,�

-
�.� �� � 	
���� ��/��	

XN(z) = CN 1

z I − A
x0(0). ���0�

+�



���� ���� 	� 	 �
��
 �	�	� �����	� ���� �� ���� �	� ����� 	 ṖN(t)�����
����� ����� �������� �� 	 ��������� ������� ��	���� 
 ����� ������
� 	�
��	� ������� �� �!���
��
� � ����	��������

PN(t) = v xN (t),

ṖN(t) = v ẋN (t).
"#$%&

' (	)�	 ����	������� �� ���� ����
� �
� ���!�� �	�� ������ 	 N �= 0
����� ��������*

zPN(z) = zv XN(z). "#$+&

'� N = 0 ������ )����*

−P0(0) + zP0(z) = −v x0(0) + zv X0(z). "#$#&

'� ��	� �
)���
� ��� �����!��

I(t) =
1

2

∞∑
0

NṖN (t), "#$$&

	��� 	� ����� ����
 e = 1� ��� (	)�	 ����	����������� 	� ��
� �
)������

 	� N = 0 �	� ����� 	 ����������� ���	�	���� ����	�����	 	� "#$#&
���������� �� 	 ��������� 	�����*

I(z) =
1

2

∞∑
1

Nzv XN(z). "#$,&

����� �����!� XN(z)�� ��
�� ����������!� 	 ��������
�*

I(z) =
1

2
zv lim

N→∞
(C + 2C2 + .... +N CN)

1

z I − A
x0(0). "#$-&

'����� ���� ��� ������ �	������� 	 ����	���� ��� ���� �	������ 	 ��������	�
�� ��������

�� ����� ��� ��������	� ��� ��
�� �� ���� 	�	�.�	�� 	����

S(x) =x+ 2x2 + ....+ nxn

=x
d

dx
x (1 + x+ x2 + ....+ xn−1).

"#$/&

' ���������� ���� �	� 	� ��� ��������	� ��� 	����� ������ 	� �����
��
��

S(x) =x
d

dx
x

1 − xn

1 − x

=
x− (n + 1)xn+1 + nxn+2

(1 − x)2
.

"#$0&

0+



������ ���� ��	
�� ������ ������ ��� ���������� 	�� ��� ��������������

∞∑
0

PN (t) = 1. �� !"

#�� $����%�&����������
�	�'

∞∑
0

v XN(z) =
1

z
, �� ("

v lim
N→∞

(I + C + 2C2 + ....+N CN )
1

z I − A
x0(0) =

1

z
. ��)*"

#�� ����
����� +�	�� �� ,�������� 	�	�� ���� (I−C)−1 ������
� I−CN &���

v lim
N→∞

I − CN

I − C

1

z I − A
x0(0) =

1

z
. ��)-"

�� 
������ 	����
�� ������������� ����
������ � ����������� ������� ��&
�+�����	�� � ��	�����.�'

v
I

I − C

1

z I −A
x0(0) =

1

z
. ��)�"

#�� �� �������� /�� ������ ���� ���� � �������������� ��� ���� ��&
������
0����������+�	� ��)�"&� ��)-"&�� ��� ������ ����'

v lim
N→∞

CN

I − C

1

z I −A
x0(0) = 0. ��) "

� ,����� ��������� ����������.� ���	� ��� �������� ���� 	������� ��
�/ ����&
����
� ��
� ��
�� � ���%���
���� 
������� 1������� �������� ��������� � ���.&
���������.� �� ��������
� 	��2��+�3��� ������
���

� ����� 
��+�
� ��	� ������+�
�
� ��
� ���'

CN

I − C

1

z I − A
=

1

z I − (A+B)

BN

(z I − A)N
. ��))"

4�	�����. ������ 
��+�
����� 	�� �����������������+�
� ������"'

• � limN→∞ ����������3 ������ ���� � t → ∞� ���� � ������� � ���%��&
�
���� 
������� ���� ���� ��
� 5&����"�

6�



• �� A ������	�
 	����� ������ ��		�
 ����� ������
��

• ���	�����
 �� f(z) ≺ g(z) ��������� ��� �����	���� ���� � f(z) � ���
�!	� �	���� "�#��������	����������� 	����$$ � t→ ∞�$�	� ��	� � g(z)
�	���� "�#��������	������������

• #!����� 1
z+a

≺ 1
z
� ���� e−at ≤ 1� ���� t ∈ [0,∞)%

& ��	�� �������
�� ��
�������'

v
1

z I − (A+B)

BN

(z I − A)N
x0(0) ≺ 1

z

bN

(z + a)N
. �()*�

+������	 ������� ������� �!�#���� ��������	�� ���� � ��$$ ������	 ����
� ���!	�	�
 N → ∞�$�	� �� �	���� "�#��������	����������� = 0% ,���	����

� ����������!����'

Res

(
1

z

bN

(z + a)N
ezt

)
=
bN

aN
+

1

(N − 1)!
bN

(
d

dz

)N−1
1

z
ezt
∣∣∣
z=−a

. �()-�

&� ezt ���$��������.� !� ����� � /����������	�
 � 
�	�����	��� ������ �!����
��	� ��!�� ����� 	�� 
��� ������	�	
%(
d

dz

)N−1 (
1

z
+ 1 +

z

2!
+
z2

3!
+ ...

) ∣∣∣
z=−a

=
(−1)N−1(N − 1)!

(−a)N
+

1

N
+

−a
N(N + 1)

+....

�()0�
1��������� �� �����!	��
��'

Res

(
1

z

bN

(z + a)N
ezt

)
=
bN

aN
+

(−1)N−1bN

(−a)N
+

1

N !
+

−a
(N + 1)!

+ ... �()2�

& ��$$ ������	 �� ���. 
!� ��� 
����� �������� !� ����� �� a ��� �!��� �����
��!�� N → ∞��� �� ��!�� ��$$ ����� 0��� �����
% +�� � �����!����� $���	�����
����	����� � ���������� 
��� ��
�����	� � ����$$��
$�	%

3������!��� �� ���� ���������������� ���� � �(4*� 
!#������� ��� 
�#��'

I(z) =
1

2
zv lim

N→∞
C − (N + 1)CN+1 +N CN+2

(I − C)2

1

z I −A
x0(0). �()5�

6�� �������	�
 
!� ����	 ��� −(N +1)CN+1 !� N CN+2� ������
�.� �� ��.$$�
������ ���#��	 ����	������
� ���� ����	�.
 	�������%

zv lim
N→∞

−(N + 1)CN+1 +N CN+2

(I − C)2

1

z I −A
x0(0) = 0. �(*7�

04



���������� 	
	� �� ����� ���������������� � ��	����� 	
������
�� �������

I(z) =
1

2
zv

C

(I − C)2

1

z I − A
x0(0). �����

������ � � �
��
�� !����� ������"#�� ������� ������#���$

N2(t) =
∞∑
0

N2PN(t). �����

%�	�� � ���&������#� ���� ��"�'����#����� ������(����!�� ���!��������� �
���������	)����#���� ��
�� 	���"���� � ������� ������#� ������	���"�)
��� ���!��������� ����� � &
�$

d

dt
N2(t) =

∞∑
0

N2ṖN (t). ���*�

+
���!�"��� � ,�'��&�)�����������&���$ - ������� ������#� ������	���)
"���� �������������"�� ����	���� M(z))���� 
� !�������� � ��*�� �
'������
�����!��� �����
���$

M(z) =

∞∑
1

N2zv XN(z), ���.�

M(z) = zv lim
N→∞

(C + 4C2 + ....+N2 CN)
1

z I − A
x0(0). �����

- ���"���� ���� � ��� ��������� ����� �������� ��$

S(x) =x+ 4x2 + .... + n2xn

=x
d

dx
x
d

dx
x (1 + x+ x2 + ....+ xn−1)

=x
d

dx
x
d

dx
x

1 − xn

1 − x

=
x+ x2 − (n + 1)2xn+1 + (2n2 + 2n− 1)xn+2 − n2xn+3

(1 − x)3
.

���/�

0�� ��!��������(��� �����)��� 
� ���������� 1�������� 	
	�� !��� x = C
����
�

lim
n→∞

−(n2 + 2n+ 1)xn+1 + (2n2 + 2n− 1)xn+2 − n2xn+3 = 0, ���2�

2.



� ���������	
 � �������� ���

M(z) = zv
C + C2

(I − C)3

1

z I − A
x0(0). �����

����� �����	�� ����	 � ��������	 �� ��������� ������� !"� ������	
�	��
���#���������"� $�	! 	�� �� !�	��!%� �����	& '����������	 ! !� ���#����
	���� �� ��%��!� ��������	 ���!� ���� ������	
���&

C(t, t
′

) = < I(t)I(t
′

> − < I(t) >< I(t
′

) >

=

∞∑
N,N ′

NN
′

ṖN,N ′ (t, t
′

) −
∞∑
0

nṖN(t)

∞∑
0

N
′

ṖN ′ (t
′

).
���(�

) PN,N
′ (t, t

′

) �		�� � ���"��$	*���� ���� ���+ #��
 � ���
��� ����	 � t, t
′

!�����	 �� N,N
′

����%������ ���		��& ,!��� � ���"��$	*����� ���� ��

��	��� �!	��!�� ���+ ���� �� �� ����� ��
 ,���������
���& -�
�	 �����	
��� �������#�� ��
 ��
����*�$�� ./01&

ṖN,N ′ (t, t
′

) = Ṗ (N, t | N ′

, t
′

)ṖN ′ (t
′

). ��23�

) P (N, t | N ′

, t
′

) �		�� � ���"��$	*����+ #��
 � ���
��� ����	 � t !��4!��
��	���	 �� N��!� ����%���� ���	!�+ #� �������	 � t

′

!����	 �� N
′

��!�
����%���� ���	& ,!��� ! 	�� ��
 ������!�%� ���
����"� ��	 ��"+ #�	��
��
 ���	%��� �����	
���+ ���� 5�
 ���� ���	!+ #��
 �� ��� t !��4!����
	� ����� �� !���������� ����	 �� ��� N��!� ����%���� ������	���	��
���"��$	*���! �5�
� ���	��
��� � ���! ����%���� ���"��$	*���! �5�
�#�� ���
4��&

,!��� �������		��+ ����������	�� �����+ #��
 !������� ��� #��
��� ��	�� �	
& )� ����+ #��
 � ����� �������� ���!����� $��� � ��	!
��4������ ��! 	�� ���  ��� ������!��+ �!��� ����� ������� ���	� �����	!+
#��
 ��������� 	�� 4��!� � ��	������	 �#���� ��������� ������� !"�
������	
 �����	�� ������	!& ) �����!� ��+ #��
 	�� $��� �! �� ����!
������ ���" ������& ) ��������� ����������	 �)&�+0&0� �� ���� ���
��	!
�����& 6���" ��	�� �	
� ���� � ��	������� 5�
 ��		�� �����$��+ #��
 !���
	
$� ���
����"� ������#��	�+ ���� ����"� ��		�� �� �� ������	��+ ������
��		�� �!+ �� ��#� 	�� �����!� ��� �� �� !��	
&

C(t, t
′

) =
∞∑

N,N
′

NN
′

Ṗ (N, t | N ′

, t
′

)ṖN ′ (t
′

)−
∞∑
0

nṖN (t)
∞∑
0

N
′

ṖN ′ (t
′

). ��27�

) t !�� �����"��	 ������ ��
 8�4�� ����	������� !"&

L(Ṗ (N, t | N ′

, t
′

)) = zv CN−N
′ 1

z I −A
xN ′ (t

′

), ��2��

9�



C(z, t
′

) =
∞∑

N
′
=0

N
′

∞∑
N=N

′

Nzv CN−N
′ 1

z I −A
xN ′ (t

′

)ṖN ′ (t
′

)

− < I(z) >< I(t
′

) >,

�����

S(x) =n+ (n + 1)x+ (n+ 2)x2 + .... + (n+ p)xp

=n(1 + x+ x2 + ....+ xp) + (x+ 2x2 + ....+ pxp)

=n
1 − xp+1

1 − x
+ x

d

dx
x

1 − xp

1 − x

=n
1 − xp+1

1 − x
+
x− (p+ 1)xp+1 + pxp+2

(1 − x)2
.

�����

� �	
��� ������� ���������� 	 ���������� ���� ����!

C(z, t
′

) = zv lim
N→∞

I − CN

I − C

1

z I − A
xN ′ (t

′

)

∞∑
N ′=0

N
′2

ṖN ′ (t
′

)

+zv lim
N→∞

C − (N + 1)CN+1 +NCN+2

(I − C)2

1

z I −A
xN ′ (t

′

)

∞∑
N ′=0

N
′

ṖN ′ (t
′

)

− < I(z) >< I(t
′

) > .

���"�

#��	�$��� 	 	 n→ ∞ � ��$�� %��� �	
��� ��������& $ 	  ��������
	�����'

C(z, t
′

) =zv
I

I − C

1

z I − A
xN ′ (t

′

)

∞∑
N ′=0

N
′2

ṖN ′ (t
′

)

+zv
C

(I − C)2

1

z I −A
xN

′ (t
′

) < I(t
′

) >

− < I(z) >< I(t
′

) > .

�����

($����� �� ����� �) �� ��$�������� 	��� 	��	& ���� ����� �� ��$ 	 ����*
��	� ���  �������� 	$& 	��� ��� ��$��������	�! �$ 	����� �������
�� +���,��& � �� � �	������	�	� 	 -����*��� ��)��$�$���$ ��& $���
���� � ,��!
.� � �%�+%�& ���� 	$ �� �$ /	
�	�*��	��$�������� %���  ��� �������
�	
%��& $��� ���	��� 	$�& ����'

zv lim
N→∞

(I + C + C2 + ....+ CN)
1

z I −A
x0(0) =

=zv (I + C lim
N→∞

(I + C + C2 + ....+ CN))
1

z I −A
x0(0).

���0�
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������� �	
������ �� � ���������� ������� ����	���������

A = y + xA. �����

�� ��� �!� ��"!� � �#
����#���

zv lim
N→∞

(I + C + C2 + ....+ CN)
1

z I − A
x0(0) =

=zv
I

I − C

1

z I −A
x0(0).
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���� � �����	
 ���� �
��������

� �������	 
�������� �� �� ��	�� ����� �����	�	��� �� �
������
������ ��� ���
�� ����� ����	������ ��
�
� � 	���� ����	 �������� �������
������ �� �� ��	  ���
	����!���	���"

Ĥ = ĤS + ĤR + ĤSR,

ĤSR = a†(Âl + Âr) +H.C.,

Âl/r =
∑
l/r

λl/r b̂l/r,
#$%&'

���
 l/r �� l ��� r (�
�
��
� Î ������� ���� �!���	�� �������
��� 	���������� � )*+, �� � )-&, .��������

TrS (̂Iρ̂) = TrS+R(Q̂ ˙̃̂χ). #$%/'

� 	�
	����!���	�� ����� � �����������#� ��		�� ��	 ���	���� �� ������'"

Q̂ = (
∑

r

b̂†rb̂r −
∑

l

b̂†l b̂l)/2, #$%$'

� 0���.#��
.�����	���'� �� � 1.������������!��� ������ �� �
��(�� � 	�
(��
�������� �

�!�	���� ����������
�	�#0���.���!���' � 2����3����� ����
4�
	�� �	��"

˙̃̂χ = −i[ ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(0)] −
∫ t

−∞
dt′[ ˆ̃HSR(t), [ ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t)]]. #$%*'

� ��	 �� � 	��	�
�� � ��
.�����	�� �

����� ����� �����
�
�	
�� �

�!�	���
��������#2��������
4	�� �����'"

ˆ̃χ(t) = ρ̂(t)R̂0, #$%-'

���
 R̂0 � 	��	�
 �����5
� �

�!�	���� �6�6�����	��7�� �� � 2��������
4	��
�
�!(�� !���� � �����	� �

�!�	� �� ������ 	������ T → 0 � �������� ���
������
�	�� �� � ��	 	��	�
 ���!���
	" R̂0 = R̂0l ⊗ R̂0r�

TrS+R

(
Q̂
(
−i[ ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(0)]

))
= 0, #$%8'

���	 TrR �
�		 ������ ����� ��

�		 ����� ������� �!���	�� ��� #9��
��
�
�'�

� ����������
�	��� ������� ����� �� 4� .��� (���
���	"

TrS (̂Iρ̂) = −
∫ t

−∞
dt′TrS+R

(
Q̂[ ˆ̃HSR(t), [ ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t)]]

)
. #$%:'

%;



�� ����� ��	 
�
���
� ��

TrS+R

(
Q̂
[

ˆ̃HSR(t), [ ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t)]
])

=

TrS+R

([
[Q̂, ˆ̃HSR(t)], ˆ̃HSR(t′)

]
ˆ̃χ(t)

)
,

�����

��������� �� 
 ���� ��	������� 
 ����������
�

2[Q̂, ˆ̃HSR] = (Â†
r − Â†

l )â− (Âr − Âl)â
†, �����

 ! �� �����	��!�"� 
 �#"����$ ���������
�

2
[
[Q̂, ˆ̃HSR(t)], ˆ̃HSR(t′)

]
= Â†

r(t)Âr(t
′)â(t)â†(t′)

− Â†
l (t)Âl(t

′)â(t)â†(t′) − Âr(t)Â
†
r(t

′)â†(t)â(t′)

+ Âl(t)Â
†
l (t

′)â†(t)â(t′) − Âr(t
′)Â†

r(t)â
†(t′)â(t)

+ Âl(t
′)Â†

l (t)â
†(t′)â(t) + Â†

r(t
′)Âr(t)â(t

′)â†(t)

− Â†
l (t

′)Âl(t)â(t
′)â†(t).

���%�

& �����  ! ���%� ��	������ 
�
���� "
��
� � � ��! 
��� �!' �� 
��� 
 TrR

�("��� ��� ���!���'  ! �
!����"
 
� R̂0 !(�(! �����) ��
����!��
�'
& *��
+,� ���� 
� ��������� ��$����$� !��

â(t) = âe−iΩt, â†(t) = â†eiΩt,

Âl(t) =
∑

l

λlb̂le
−iωlt, Âr(t) =

∑
r

λrb̂re
−iωrt,

Â†
l (t) =

∑
l

λ∗l b̂
†
l e

iωlt, Â†
r =

∑
r

λ∗r b̂
†
re

iωrt.

���-�

. �	 ���!/ ������� "
� 
�� �� ���� !�������0 ����� ��� ���
�
� 
�

������) 
�� ������ ��� �&01��

t∫
−∞

TrR

(
Âl/r(t)Â

†
l/r(t

′)
)
e−iΩ(t′−t)dt′

=
Γ−

l/r

2
+ iΔ−

l/r,

t∫
−∞

TrR

(
Â†

l/r(t)Âl/r(t
′)
)
e+iΩ(t′−t)dt′

=
Γ+

l/r

2
− iΔ+

l/r,

���2�

�%



t∫
−∞

TrR

(
Â†

l/r(t
′)Âl/r(t)

)
e−iΩ(t′−t)dt′

=
Γ+

l/r

2
+ iΔ+

l/r,

t∫
−∞

TrR

(
Âl/r(t

′)Â†
l/r(t)

)
e+iΩ(t′−t)dt′

=
Γ−

l/r

2
− iΔ−

l/r.

�����

� Γ�� �	 Δ�� 
����	 � ������� �������	���	������ �	 ����� ��	 ��������
������ ��� � ��������	� ����������� 	������ �� ���� �! ��
��� 
"�
����� ��#$�#
�� ������ %�� ����&���� �� ��������	 �'����	 &���(

TrS(2Îρ̂) = −TrS

(
(
Γ+

r

2
+ iΔ+

r )ââ†ρ̂−

(
Γ+

l

2
+ iΔ+

l )ââ†ρ̂− (
Γ−

r

2
+ iΔ−

r )â†âρ̂+

(
Γ−

l

2
+ iΔ−

l )â†âρ̂− (
Γ−

r

2
− iΔ−

r )â†âρ̂+

(
Γ−

l

2
− iΔ−

l )â†âρ̂+ (
Γ+

r

2
− iΔ+

r )ââ†ρ̂−

(
Γ+

l

2
− iΔ+

l )ââ†ρ̂
)
.

���$�

)��� ��� *	�� � ��� ��'�	�� �� Î �����'� ������#

2Î = (Γ+
l − Γ+

r )(1 − â†â) + (Γ−
r − Γ−

l )â†â. ���+�

�� ��  �� ��������	����� 	�� '��� ������ ���� �� ���� �� ������ "����� 
�����#
)��� 	��� Γ+

r = Γ−
l = 0# ,��� �"&����&�� �� ������� '��	���� �� 	��

�����'� ���� �����������(

Î =
(
Γ+

l (1 − â†â) + Γ−
r â

†â
)
/2. ���-�

� ����	  �� 	���� ������ �� ���� �� .�&�����*	�����	 ��*	�� ���� �
|1, 1〉 ������� �	 ���	��	� ��	���� 	������	 &���(

2Î =Γ+
l (1 − â†l âl) − Γ+

r (1 − â†râr)

+ Γ−
r â

†
râr − Γ−

l â
†
l âl.

���/�

�0



��� �� �� ���	 
����� �

�� ������� ����� Γ+
r = Γ−

l = 0�

Î =
(
Γ+

l (1 − â†l âl) + Γ−
r â

†
râr

)
/2. �����

�� ������� �� �������� �� ��	
!"������� ��#�� ��� ����#����	 � ���#���� �$!
��%��#&
��� �������� � |1, 1〉 ����'�� �������� &� � �

 ������� � 
�� ������ �����
����$ ���(����$ �'�������� ������� 	�� ��		 ��"��� ����"����� ��&#)����� ���
*��� ���'��+

2Î =Γ+
l (1 − â†l âl − â†râr) − Γ+

r (1 − â†râr − â†l âl)

+ Γ−
r â

†
râr − Γ−

l â
†
l âl.

�����

,� ���	 
����� �

�� ������� ����� Γ+
r = Γ−

l = 0�

Î =
(
Γ+

l (1 − â†l âl − â†râr) + Γ−
r â

†
râr

)
/2. ���-�

*�� �� 	������ ���	 �&'����� ���������	 � ��������� 	&�&� � '�� ��		 !
������
��� *#������ 	�#�#��&� ��� ��  ����� �������� ���	����� ����&
��+
���� ���� ��#������ ��#� �&#� �'������� ���� �
������� �#� ����	 ��	�����.
���
��� �&����

�/



���� N�����	
�	�� ������

�������� �� �� N̂ 	
�	�� ����	�	 |N〉 ����	���	����� ����� � ����
��������	�	��	 ���� ��	��! ����	 �"� ����� � ��	 ���� 	#! �"� �"� ����	� 
��� ��"� �#���"$	��		 � %�&	 �� &������� '� �"� ����� � ��	 ���� 	� �!
�"� �"� ����	� �	����&	 �� �"��� �� &����� ���� �� N �"��� ����(
��  �! &� )"� *���"��� ��	�����	 ���� *��� � �#	������	�� ����	��+

ŝ =
∑
N

|N − 1/2〉 〈N | . ,-./0

1�	 ��	 ���������$� �� �"� &	 ���	��� � 1�	 ("� ���� ��	����� #! �"�
�� �&		 '#����	�	���	 	� �������$� � |N〉 ����	���	���2� ���2 '#����	�
	������ 3��� �� � &	 ���	4! ��	5 	�	4 ����	��# �� �����#�� ����# 	 ����$� ��!
�� ����2� �
 �� �� ����	� +

â→ âŝ, â† → â†ŝ†. ,-.60

'� �#�� 	 ����� ��"� �#! ����+

â→ âŝ†, â† → â†ŝ. ,-.-0

� �#	������	�		 ���	����"�� ��	! ��#�� ����2� ����� *��#� �� ����+

dρ̂

dt
= −iΩ

[
â†â, ρ̂

]
+

( − Γ+
l

2

(
ââ†ρ̂+ ρ̂ââ† − 2ŝ†â†ρ̂âŝ

)
− Γ−

r

2

(
â†âρ̂+ ρ̂â†â− 2ŝ†âρ̂â†ŝ

)
− iΔ−

r

[
â†â, ρ̂

]
+ iΔ+

l

[
ââ†, ρ

]
).

,-.70

8#���� ��	��! �"� ŝ†ŝ = 1̂� � ρ̂[N ]��	 ��&#" ("� ����$� ��"! �"�+

ρ̂[N ] = 〈N | ρ̂ |N〉 . ,-.�0

9�	 �#��"���$� ��" �� �����# ���	���	+

〈N | ŝ†â†ρ̂âŝ |N〉 = â†ρ̂[N−1/2]â,

〈N | ŝ†âρ̂â†ŝ |N〉 = âρ̂[N−1/2]â†,

〈N | â†âρ̂ |N〉 = â†âρ̂[N ].

,-.:0
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���� ����	 
������ �� �� N�� �	������� ������ �������� � ������ ������� �� ����
������� ��������� �� �
����� � �� � ��! "�#��������� �� �� �� 
�#
�
� � $����
������������� ���	 �	�����%�� ������� &� �	� ��� �����#������� �	��������'

ρ̇
[N ]
00 (t) = Γ+

l ρ
[N−1]
11 (t) − Γ−

r ρ
[N ]
00 (t),

ρ̇
[N ]
11 (t) = Γ−

r ρ
[N−1]
00 (t) − Γ+

l ρ
[N ]
11 (t),

ρ̇
[N ]
01 (t) =

(
−iΩ̄ − Γ+

l + Γ−
r

2

)
ρ

[N ]
01 (t),

ρ̇
[N ]
10 (t) =

(
+iΩ̄ − Γ+

l + Γ−
r

2

)
ρ

[N ]
10 (t).

(!)*+

&� � ������ ,������ ��	� �� �	� ��� ,������ 
��,�� �� � ������,,�
���
��	��� ����������� &�

Î =
(
Γ+

l (1̂ − â†â) + Γ−
r â

†â
)
/2, (!)-+

�	������ �	����#�� ��	� �� 
��, ��, �
������ � �����#��������� �� �	�'

〈N | − g

8

[
Î,
[
Î, ρ̂

]]
|N〉 = −g

8

[
Î,
[
Î, ρ̂[N ]

]]
. (!).+

& ������ ��� �������� ����	 � �����#������ �	� ��� ��'

âl → âlŝ, âr → ârŝ
†. (!))+

& �����#������� ,����� �	������(�� 
��, ������ #����� "�����+'

dρ̂

dt
=Lρ̂ = −i

[
ĤS, ρ̂

]
+

( − Γ+
l

2

(
âlâ

†
l ρ̂+ ρ̂âlâ

†
l − 2ŝ†â†l ρ̂âlŝ

)
− Γ−

r

2

(
â†rârρ̂+ ρ̂â†râr − 2ŝ†ârρ̂â

†
rŝ
)

− iΔ−
r

[
â†râr, ρ̂

]
+ iΔ+

l

[
âlâ

†
l , ρ

]
).

(�//+

&� �	� ����
� �����,����� ,������ ����#
�� �	������,% � ���
��� ��
,��
�
�� 0� ����� ����	
�#� ,�	 � ,������ 
��,�� � ������ ��� ������������ &
1������ ��� �
��, ��,������� �� �������� 2���,��������
�� ,���� ��� �	�
������� 
��������� &� 
��, ������ #����� "������ ���
� Γ+

r = Γ−
l = 0�

Î =
(
Γ+

l (1̂ − â†l âl − â†râr) + Γ−
r â

†
râr

)
/2. (�/ +

.�



��� �������� �	
� �� ��� 	����	 � ������������ ����� ��������� �� �
�
�	���� �������� �������� ����	���� � ��	� ��������� ���� � L′

. = L . −
g
8

[
Î,
[
Î, .

]]
�����	����	�� ���� �������!

ρ̇[N ]
aa = −Γlρ

[N ]
aa + Γrρ

[N−1]
cc ,

ρ̇
[N ]
bb = −iΩ(ρ

[N ]
cb − ρ

[N ]
bc ) + Γlρ

[N−1]
aa ,

ρ̇
[N ]
bc = −iδρ[N ]

bc + iΩ(ρ
[N ]
bb − ρ[N ]

cc ) − Γr + x

2
ρ

[N ]
bc ,

ρ̇
[N ]
cb = +iδρ

[N ]
cb + iΩ(ρ[N ]

cc − ρ
[N ]
bb ) − Γr + x

2
ρ

[N ]
cb ,

ρ̇[N ]
cc = −iΩ(ρ

[N ]
bc − ρ

[N ]
cb ) − Γrρ

[N ]
cc ,

��"# 

��	�

• Γ−
r = Γr �� Γ+

l = Γl�

• x = gΓ2
r

8
�

• ĤS = Elâ
†
l âl + Erâ

†
râr + �Ω(â†l âr + â†râl) � ��������� ������������

$�����	�%	����	��

� &��� ��
��	�� ��'���(����
������%������ ��
 ��� ����
����� �����������
)��*� �� ������� �+� �� � ���(�	����� ������������ � �+������

,-
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� �������	�
�� �������� ����	�
 ��� � ��������� ������ ����� � ����
���	�
�� ������ ��� ���������� ��� ��	������� ��� ������
�!�� �� ��� ���
���!����
��� � ������������ ���� "��� � ����� #!�#�������$��� �������$

Δt �����
�� �� ����� ���
��� �#����������%�� �&����#
 ��� �������	�
�� ���
���� � ����� ���'� ��������� "��� ���

�� �� #�������$� �����

�� ����$�


����� � �$���"��� (�� � "��������
�� ����� ���������
 ������� ��"�� �������# 
"��� � ����� ����#���#
�# "#��	� σ ������� �������"�� �� � 
�� �����#���
��������� 
���#��)#'	� �!	�� 
# ��� ���� ������ �����!#� � ����� �������
���*

g = lim
Δt→0,σ→∞

1

Δt σ2
. +�,�-

� ��������� #�!�. "����� ������ �� �����# ��������� ���	�
���� �� ���
���
���
 �� ������� ����������"��*

Π̂Ā =
1√

2πσ2
exp

[
−(Ā − Â)2

2σ2

]
, −∞ � Ā � ∞. +�,/-

(���� ��� ��� ��' � ����&����� +���! ��� ��	����- �� ��� #�������
��� ����
��������� ���� ���	�
����
 �����# ��'����%����� �� �����	��*

pĀ = Tr
(
Π̂Āρ̂

)
,

∫
pĀdĀ = 1. +�,0-

1�����������
 �� � ����� ��������� � ���	�
�����*

Π̂Ā =

√
gΔt

2π
exp

[
−g

2

(√
ΔtĀ −

√
ΔtÂ

)2
]
. +�,2-

3$!	$
 "��� � ���������
�� ����� �������� �� ������� ��� �����#
*

ρ̂(t+ Δt) =

∫
Π̂

1/2

Ā
ρ̂(t)Π̂

1/2

Ā
dĀ. +�,�-

4������ a =
√

ΔtĀ*√
g

2π

∫
exp

[
−g

4

(
a−

√
ΔtÂ

)2
]
ρ̂ exp

[
−g

4

(
a−

√
ΔtÂ

)2
]
da. +�,5-

6�	���
 ����� � 
����� ���!����� Δt ���!#� �� 
#"������� ��� "��� ��#��
����#
$� �� ���#��#�����#
$� ������� ����������
 #�������	� ������� �$����
�� �� �����# ���!���� �!'!#
*

ρ̂(t+ Δt) = ρ̂(t) − g

8

[
Â,

[
Â, ρ̂(t)

]]
Δt. +�,7-

8�� ������ �������#
�# ���
&��� ��� ���
���*
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• Â2ρ̂− 2Âρ̂Â + ρ̂Â2 =
[
Â,

[
Â, ρ̂

]]
�������� �		
�����	�

• � Γ(z) =
∫∞
0
tz−1e−tdt ����������

� ��������	 ��	 �������
���� �
 ������� ��
��	����������

dρ̂

dt
= −g

8

[
Â,

[
Â, ρ̂

]]
. �����

 
 � ���!	
�����"� �	��� ������ ���������#�� �
 �		
�	 ����� ���������� $� �
	
�����"� �	�� �%����� ����� �
 �	����� &�	
������	 �'%	
�� � 	
��(&�	
���#	
���������� ����
��	�� )���%�� ������
��� � ���!	
�����"� �	�� ����� ���
������ ������ ��� ��� �������� ���&��' ���� �%*#� ���� �"� � 	
�����"�
��	 �
 �%��� ��������� ���' ���"�	� *������ �
�
 ����� �
 ����������� �
	�*���������

� 	
�����"� ��"��	�'%��� �
 ��	+ ��	�� &��� �
 Ā ��������	 �����
'�
��(	���*�� ��� 	
��(&�	
���#	 �����
'��� � ��������	 ��	 �
�� �����������
���	
+� �����
��+� ,�'	� -�*�	 ��
���� �� ./01�

Ā = 〈Â〉 +
1√
g
ξ, ξ =

ΔW

Δt
, �����

��� �
� *������� &��� �
 � �����
' � ��� �������� ���&��' ������ 2#��#�(�'���
"�*� ��� �&�� ξ � 	���%��% ��&� 
�*� W ��%�� � 3�����!��������� � ���%	
��
&#������������ � ���!���*���"� ��	 	���� "�� �����
���

| Ψ(t+ Δt)〉 =
1√
pĀ

Π̂
1/2

Ā
| Ψ(t)〉. ���0�

4���� ��� �	���*�� �
� �
 ��������	"���� ���*������� &������	"�	�� ���

| Ψ(t+ Δt)〉 = exp

[
−gΔt

4

(
〈Â〉 − Â

)2

−
√
g

2

(
〈Â〉 − Â

)
ΔW

]
| Ψ(t)〉.

�����
�
 ��+�� ������#�� �'%	
�� ����*�� ��*�	��� 	���� Δt 	
������ ,� ����� �

��� 	
��&�	
���#	 ��������� �
�� ��� � &���������	 	
�����	 &������ ��*��
�
 5�� ���� � 6���������(& ��� ����#�#	� 7� ��	� �
 5��!	
��������� &�	
��!
����

• �8�����(����	 	����*�	� Δt� ������� (ΔW )2 ���%���

• Δt→ 0� Δt→ dt� ΔW → dW 	 (ΔW )2 → dt�

9:



� �������	� 
���

| Ψ(t+ Δt)〉 =

[
1 − g

8

(
〈Â〉 − Â

)2

dt−
√
g

2

(
〈Â〉 − Â

)
dW

]
| Ψ(t)〉. �����

��������� �� ��� ���������
��

| Ψ(t+ Δt)〉 =| Ψ(t)〉 + d | Ψ〉. �����

�� �������� �� ������ �� �� ���!
�

d | Ψ〉 =

[
−g

8

(
〈Â〉 − Â

)2

dt−
√
g

2

(
〈Â〉 − Â

)
dW

]
| Ψ〉. ���"�

#��� ��� ���$������% &��� ��� !��!
�
�� &������
�! � ����'&�����!
� ��(
�������!���% ���� ���� �	! ����� �����! � &��������� �	������ ����� �
�������	����% 	�)� �� �� *������(��� ��������

d [| Ψ〉〈Ψ |] = d | Ψ〉〈Ψ | + | Ψ〉d〈Ψ | +d | Ψ〉d〈Ψ | . ���+�

,	� �-���	�� ����������!  �.����'����� ����� !	)��� ������� � � �!/ � ����(
&�����!
�  �.����'����������� �0�0�	������1�� ���!�� 2+34

dρ̂ = −g
8

[
Â,

[
Â, ρ̂

]]
dt+

√
g

2

(
Âρ̂+ ρ̂Â − 2〈Â〉ρ̂

)
dW. ���5�

6����� �� �  �����!� $��� �� � �����!�$� �	�	��%  � �� �!�������� �� ��7�7
�� �������/ � ���(�����!�$����� ����� �8�% &��� � ���9����7 !�������� ��
8����� �	�� 	��	!��/ :���-! ��� ��� ���� �� ��% 	� &�������
!

• � ρ̂ 	� � dW ���������!����� �-��������!% ���� � ρ̂dW �= 0/

�� �����7� �	���� �	��

dρ̂

dt
= −g

8

[
Â,

[
Â, ρ̂

]]
. ���;�

�� �  �� �������� �����!���% � ��� ����-�!��! ��� ���� �����  �����!���/ ��
��� �!!�� � ��� ����-�!�� � 7��� ��������� �� Û(t) = e−

i
�
Ĥt ������ ��	�
����

� ���	��� � �	�	�	��	� ��
� ������ Δt �	���� �	��� 	���� �	� �����	
��� ���� � �	�� �������
��� ������
���� �	�� �� 
�����
������� ����	����
������� �� 	�	����� �������� �����	 

dρ̂

dt
= − i

�

[
Ĥ, ρ̂

]
− g

8

[
Â,

[
Â, ρ̂

]]
. !"#$%

� �	�	�	��	� ������ �	����	�		�� 	���� �&�	�	��	��	� ���	� �	�����
������ � ����
���� �	��	� ���	������ �'��� �
������
� 	�	�	� ())*� ()+*�
(),*� ()-*�

,+
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��� 	�����

� �������	
������ ������������ ��������� �� � ������������� �
������ ����� �������� ��� � ������ �������� ������� �� ����� ������� ��
���
��� ��������� � �!�����" ���������� � Wiener − Khinchin
�����
������������� � #����"����$%����� &���� ��#���������� ���"���'(

I(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
Iωe

−iωt =

∫ ∞

−∞

dω
′

2π
I∗
ω
′eiω

′
t, $)*+'

〈
I(t)I(t

′

)
〉

=

∫ ∞

−∞

dω

2π

∫ ∞

−∞

dω
′

2π

〈
IωI

∗
ω′

〉
ei(ω

′
t
′−ωt), $)**'

〈
IωI

∗
ω′

〉
= 2πF (ω)δ(ω − ω

′

), $)*)'〈
I(t)I(t

′

)
〉

=

∫
dω

2π
F (ω)eiω(t

′−t), $)*,'

〈⎛
⎝ −ω0∫
−ω0−Δω

+

ω0+Δω∫
ω0

⎞
⎠ dω

2π
Iωe

−iωt ×

⎛
⎝ −ω0∫
−ω0−Δω

+

ω0+Δω∫
ω0

⎞
⎠ dω

′

2π
I∗
ω′eiω

′
t

〉
=

=

⎛
⎝ −ω0∫
−ω0−Δω

+

ω0+Δω∫
ω0

⎞
⎠ dω

2π
F (ω) = Δν(F (ω) + F (−ω)) = ΔνS(ω).

$)*-'

����� �� F (ω) ����� �!�����"� �����(

S(ω) = 2F (ω). $)*.'

� � ����!��#�� ����"�� �� ����� ��������� � ���	������ �����" ������
���"������� �������� /##0� � ���"����#0� ���������� ������������ ���

�����

Q2(τ) =

〈 τ∫
0

I(t)dt

τ∫
0

I(t
′

)dt
′

〉
=

=

τ∫
0

dt

τ∫
0

dt
′
〈
I(t)I(t

′

)
〉

=

τ∫
0

dt

τ∫
0

dt
′

∫ ∞

−∞

dω

2π
F (ω)eiω(t

′−t)

=

∫ ∞

−∞

dω

2π
F (ω)

τ∫
0

dt
′

eiωt
′

τ∫
0

dte−iωt =

∫ ∞

−∞

dω

2π
F (ω)

eiωτ − 1

iω

e−iωτ − 1

−iω

=

∫ ∞

−∞

dω

2π
F (ω)

1

ω2
(2 − 2cos(ωτ)),

$)*1'
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d

dτ
Q2(τ) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
F (ω)

2

ω
sin(ωτ). �����

���	
����	 ������� ���� F (ω) ���
� 	�� �	���� �����

S(ω) = 2F (ω) = 2ω

∞∫
0

dτ

(
d

dτ
Q2(τ)

)
sin(ωτ). �����

� ������� ������� 	� ����	����	�  !"��	���#���$��	� %��&' �� ��	�	�
���
��� ����
������ �(� 	 �)������* )

��#+��(
 ��	� 	 
�	!�����$
 �
������

d

dt
Q2(t) =

∞∑
0

n2Ṗn(t) − 2I2
stact. ���,�

-� 	 ����
��� ��	��$��
� ����� 	� N �#��������� �����.�
��(
 ��	�� 	 �)��(
�
������� ��	�����
� /�� ��� ���� ������ 	 ��	

���$
 Wiener −Khinchin�
�(��� 	��	��	�
	' 0	 	 1$��$!�2� ��	��$��
	�� ���� 	���� 	 #�������

�(�(
 �
��(��� �)��(��� (
 ��� ��	�����
 �������$�� �	�� 	���� �
 ��.�



�+�
(��
' ��	��$��
 �
����� 	
〈(

Â(0)Â(t) + Â(t)Â(0)
)
/2
〉

�����������

	$��������!�2
 #+���(�� �	�����	 ��� 	 �	.�(�(
�' -� 	��	� 	 �)�������
�(���� ���� #��
�����
�	 (��(������ 	 
�
�+�* (
 	 ��������� 	 +ω0 (
 	 −ω0

#������!��	� ���
����� ��	
��.	 ��' � 
����������� 
����	��	� ��� 	�	���
.���� �	� 3���	� (������� 	�	� ���� !
	� /�� �	�$�� �	�2
 
����� �	���
	 #���� (����(
 	�	�.�' � �/
(���� ������#(���(���� �	�2
 �����(��� 	� 	
���.�
/��(��
�����$��	' 4��� 	� 	���� 	�2����

S(ω) = 2

∫ ∞

−∞
dteiωt

〈(
Â(0)Â(t) + Â(t)Â(0)

)
/2
〉
. ���5�

0	 ���*� �����.$� 	� ��	��� 
����	��	� 6�$�������	�
�#�����.�� 	����
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�2�
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 	−ω0 3���	��	� �(�����
�� �+�)��)�*�

��� �� ����
���������� ������!�2
 #+���(��� �	����$�� ���' � ������	��
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