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Bevezetés

Bevezetés

A. Motivacié

Eletiinkben szinte naponta dontések sorozataval kell szembenézniink. Ha be-
megyiink egy divathazba ruhat venni, akkor el6ttiink megjelennek alternativaként
a kiillonbozé kollekcidk elemei kiillonbozé szinben, fazonban, arban stb. Az azonos
szempont szerint elénk rakott ruhdkrél konnyen el tudjuk donteni, melyek felelnek
meg az izléstinknek. De ebbdl kovetkezik-e, hogy az Osszes szempont figyelembe-
vételével is raciondlisan dontiink? Egyaltalan, mit jelent a racionalitas? Es ha az
eladé egy tjabb szempont szerint is rak elénk egy kollekciét? Befolyasolhatja ez a
kordbbi dontésiinket? Ha halogatjuk a dontésiinket, lehet, hogy mire visszatériink,
mar bizonyos kollekcidk kifogytak. Mennyire véltoztatja meg korabbi, racionalisnak

hitt valasztasunkat egy szempont eltiinése?

Hasonld problémék fogalmazhaték meg egy tender elbirdsandl is. A pélyazok,
akik a lehetséges alternativakat jelentik, a vallalando feladat részfeladataiban kiilon-
boz6 technolégidkat alkalmazhatnak. Lehet, hogy a koltségek részproblémanként
mésként oszlanak meg a kiilonboz6 pélyazatokban. Vagyis kiilonb6z6 szempontok
szerint lehet csoportositani a palydzatokat. Lehet, hogy két pédlyazé az egyik szem-
pont szerint azonos, a masik szempont szerint kiilonb6z6 részcsoportba keriil. Egy
adott szempont szerint azonos csoportban 1évé alternativak kozott viszonylag kénnyti
eldonteni, hogy az adott szempont szerint melyek az elényosebbek. De vajon az
egyes szempontok szerinti vélasztds meghatdrozza-e azt a preferenciarendszert, ami
eldonti, melyik alternativa(ka)t kell valasztanunk? Es ha bévitjitkk a szempontrend-
szert, vagy elhanyagolunk, vagy 6sszevonunk bizonyos szempontokat, ez hogyan hat
a dontésiinkre? Ha nem tudtunk raciondlis dontést hozni, akkor j szempontok
bevezetésével, vagy mas szempontok elvetésével racionalizdlhaté-e a dontéstink?
Ha racionalis volt a dontéstink, akkor az mennyire stabil, mennyire érzékeny a
szempontrendszer egy-egy elemmel val6 véltoztatdsdra? A szempontrendszer médo-

sitdsa mennyire enged teret a korrupciénak?
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Bevezetés

Az ilyen és az ezekhez hasonld problémak motivéljak azt a kutatdst, aminek

eredményeit e dolgozat kovetkezé fejezeteiben targyaljuk.

A problémakor vizsgalaténak kezdeti szakasza a milt szdzad 30-as, 40-es éveiben
P. A. Samuelson [40, 41, 42] nevéhez fiz8dik, & vezette be az erésen kinyilvanitott
preferencia fogalmat, amikor arra keresett valaszt, hogyan lehet a fogyasztéi hasznos-
sagi fliggvényt felépiteni a keresleti fliggvény ismeretébdl. Néhdny évvel késobb
hasonld probléma inicidlta H. S. Houthakker [26] kutatdsat. Az 50-es években K.
J. Arrow [6], és H. Uzawa [53] kutatédsai érdemelnek emlitést, akik rdmutattak,
hogy a kinyilvanitott preferencia elméletének axiomatikus megalapozasa a gazdasagi
racionalitds szinte minden teriiletére kihat.

A 60-as évek kozepétdl rohamos mértékben fejl6dott a raciondlis dontések elmé-
lete. E fejlodésnek megalapozdja M. K. Richter [36, 37] volt, aki kidolgozta a
racionalitas értelmezését a kinyilvanitott preferencidk gyenge és erds axiomajaval.
Az ebbdl kiinduld, a raciondlis dontések axiomatikus karakterizaldsara iranyuld
kutatdsokban S. A. Clark [15, 16, 17], B. Hansson [24], A. K. Sen [44, 45, 46, 47],
H. Moulin [34], K. Suzumura [49, 50, 51] és tdrsszerzdi, W. Bossert és Y. Sprumont
[12, 13], valamint Gy. Magyarkuti [31, 32| nevéhez fiz6dnek olyan meghatdrozé

eredmények, amelyek a mi munkankra is hatassal volt.

A fent emlitett kutatdsi irdny mellett a 70-es évek végén megjelent az M. A.
Aizerman [1, 2, 3] és a koré csoportosult, d.n. "orosz iskold”-hoz (Malishevski [4,
5, 58, 5], Z. M. Lezina [60, 30], T. M. Vinogradskaya és A.A. Rubchinskii [59,
54] és I. M. Makarov et al. [61, 33]) kéthetd kutatdsi irdny. Eltéréen a korabb
emlitett "nyugati” kutatok munkassagatol ennek az iskolanak tagjai és kbvetéi nem
a kinyilvanitott preferencidkra alapozzék a racionalitdsi vizsgdlataikat, hanem a
kiilonboz6 halmazok kozti kapesolat szerint bizonyos intuitiv szabdlyok (mint az
orokletesség, monotonitds, utfuggetlenség stb.) alapjdn vizsgdljak a racionalitdsi
szabalyokat.

Az irodalomjegyzékben tovabbi fontos dolgozatok adatait is megadjuk [7, 20, 22,
23, 25, 35, 38, 43, 48, 52]. Ezek a témdban szdmos 1ij eredményt adnak és szorosan
kapcsolodnak a racionalitds matematikai elemzéséhez, de a a mi kutatasunkra nem
gyakoroltak szamottevo hatast.

A téma kozgazdasagi fontossdgat talan azzal is jellemezhetjiik, hogy a témédban

<4»



Bevezetés

publikalé legnagyobb idézettséggel rendelkezé szerzék kozott harom kozgazdasdgi
Nobel-dijas is van, nevezetesen P. A. Samuelson (1970), K.J. Arrow (1972) és A. K.
Sen (1997).

A téma kozgazdasdgi vonatkozasain til meg kell emliteniink mas teriiletekkel valo
kapcsolatdt is. A téma kutatdsa egyre jobban beépiilt a pszicholégia (pl viselkedés-
elemzés), a szocioldgia (pl. a tdrsadalmi jolét elemzése), politikai tudoményok (pl.
valasztdsok elemzése), kozvéleménykutatdasok teriiletére, de megjelent az informatikai

kutatdsokban is (pl. keresés adatbdzisokban).

B. A dolgozat szerkezete

A dolgozat bevezetésb6l, 4 fejezetbél és irodalomjegyzékbél all.

A bevezetés ismerteti a dolgozatban felvetett és vizsgélt problémék motivacidit

és a kapott eredmények szerkezeti elrendezését.

Az elsé fejezetben azokat az alapvetd fogalmakat gyijtottitk Ossze, amelyek fontos
szerepet kapnak a dolgozatban. Ezek tobbsége az egyetemi tanulmanyokbdl ismert,
de vannak koztiik olyanok, amelyek az irodalomban nem egységes elnevezéssel, illetve
jeloléssel birnak. Itt tisztdzzuk az dltalunk hasznélt terminolégia és jelolésrendszert.
Ebben a fejezetben vezetjiik be a relaciok pont—halmaz fliggvényreprezentaciéjanak
fogalmat és bizonyitunk vele kapcsolatban néhany alapveté allitdst. Ez a fogalom a

késébbi fejezetekben fontos szerepet kap.

A maésodik fejezetben bevezetjiik a dontési mechanizmus fogalmat és annak
lényegi elemeit: az opciondlis halmazrendszert és az azon értelmezett valasztési
fliggvényt. Ertelmezziik a racionalitds fogalmat, és a dontési mechanizmus altal
kinyilvanitott Samuelson- és Richter-relaciokat, a kinyilvanitott preferencia axiémait
és megadjuk azok pont—halmaz fliggvényreprezentaciéjat. Ennek a fejezetnek a
legfontosabb eredménye egy sziikséges és elégséges feltétel megfogalmazédsa a domi-
nansan racionalizalhatésagra és megadja a racionalizalé relaciét annak pont—hal-
maz fiiggvényreprezentdcidjaval. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ez a relacié
ekvivalens a Richter-relaciéval, igy lényegében mas technikaval mi is megkapjuk azt

az M. K. Richter altal mar bizonyitott allitdst, hogy ha egy valédi déntési mechaniz-
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mus pontosan akkor domindnsan racionalizdlhaté (D-racionalizalhatd), ha a Richter-

reldcié szerint is domindnsan racionalizélhaté (réviden (R, D)-racionalizdlhatd).

A harmadik fejezet a dontési mechanizmus mdédosithatésagaval foglakozik. Két
kérdéskort vizsgdlunk. Egyrészt arra kerestink feltételt, hogy mikor bévithetd az
opciondlis halmazrendszeriink egy ujabb halmazzal gy, hogy a kinyilvanitott prefe-
rencia szerinti dominans elemei ne alkossanak iires halmazt, masrészt vizsgaljuk,
milyen feltételek mellett hagyhaté el valamelyik halmaz az opciondlis halmazrend-
szerbél ugy, hogy a kinyilvanitott preferencia megérzédjon. Bevezetjiik a dontési
mechanizmus dontésképességének és stabilitdsdnak fogalmdt. A dontésképesség
alatt azt értjiikk, hogy ha a teljes alternativahalmaz nem tartozik az opcionalis
halmazrendszeriinkhoz, akkor ahhoz a kinyilvanitott preferencia ne tires kivalasztést
rendeljen. A stabilitdst pedig gy értelmezziik, hogy a kinyilvanitott preferencia
szerint valamennyi, az opcionalis halmazrendszeren kiviili halmaznak ne legyen iires
a dominans részhalmaza. Sziitkséges és elégséges feltételt adunk a dontésképességre
és a stabilitdasra. Vizsgaljuk azokat a technikdkat, amelyek olyan halmazokat gene-
ralnak, amelyekkel bovithet6 lesz a dontési mechanizmusunk a kinyilvanitott prefe-
rencia megtartdsa mellett. Egy lényeges eredménye ennek a vizsgalatnak, amely

megmutatja, hogy az irodalombdl ismert két lezarasi operator ekvivalens.

A negyedik fejezet a kinyilvanitott preferencia moédosithatésagaval foglakozik
abban az értelemben, hogy az opciondlis halmazrendszeren ne véltozzon meg a
kivdlasztas. Algoritmust adunk a bévités technikajara. Megmutatjuk, hogy mikor
nem lehet béviteni, és mikor van biztosan bévitett preferencia. Bevezetjik a gyengén
dontésképes és gyengén stabil dontési mechanizmusok fogalmét és feltétel adunk ezek
létezésére.

Valamennyi fejezetben példékkal illusztraljuk a kapott allitasaink egy részét.

A dolgozatot egy 61 tételbdl 4ll6 irodalomjegyzék zérja.
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1. Alapvetd fogalmak és tételek

1. Alapvet6 fogalmak és tételek

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk azokat a fontosabb matematikai ismereteket,
amelyek ugyan tobbnyire ismertek az egyetemi tanulmanyokbdl, de azok terminolé-
gidjaban és jelolésében az irodalom nem feltétlentil egyértelmii. Ahhoz, hogy ezen
dolgozatban ne legyen félreértheté amit lefrunk, igyeksziink pontosan definidlni a

hasznalt fogalmakat és a alkalmazott jelolésrendszert.

1.1. Relacidk

Legyen Q = {x1,...,x,} egy véges alternativahalmaz.

1.1.1. DEFINiCIO.

A P C QxQ részhalmazt az Q-n értelmezett bindris reldcionak nevezziik. 0 a reldcio

értelmezési tartomdnya.

A tovébbiakban az (z,y) € P helyett tobbnyire az 2Py jelolést hasznéljuk.

Az n elemi alternativahalmazon értelmezett P relaci6 reprezentalhaté egy n x n
matrixszal, ahol a;; = 1, ha 2;Px;, egyébként 0. A matrixreprezentdciot dltalaban

az eredmények illusztracidjat szolgalé példakban fogjuk hasznélni.

Ebben a dolgozatban P-vel, illetve az indexezett P;-vel mindig egy tetszéleges
relaciot jeloliink. A késébbiekben, ha specialis tulajdonsagu relaciéval foglalkozunk,

akkor a jelolés erre feltétleniil utalni fog.

1.1.2. DEFINiCIO.

AP CQxQ reldcio

o komplementere a P reldcid, ha xPy akkor és csak akkor teljesiil, ha Py nem

1gaz.
e inverze a P! reldcid, ha xP~Yy akkor és csak akkor teljesiil, ha yPux.
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1. Alapvetd fogalmak és tételek

o dudlisa a P? reldcid, ha xP% akkor és csak akkor teljesiil, ha xP~ly, azaz
yPu.
o megszoritdsa egy X C Q részhalmazra a Px reldcid, ha minden (x,y) € X x X

esetén xPxy éppen akkor teljesil, ha x Py is teljesiil.

1.1.3. DEFINiCIO.

Legyen Py és Py két tetszdleges bindris reldcio az Q x Q halmazon.

o A PLUP, relacio a Py és Py reldciok unidja, ha x Py U Poy pontosan akkor, ha

az xPyy €s xPyy relaciok kozil legalabb az eqyik teljestil.

o A PN Py relacio a Py és Py reldaciok metszete, ha xPy N Poy pontosan akkor,

ha az xPyy és xPoy relaciok mindegyike teljesiil.

o A P\ P reldcid a Py és P reldcidk kilonbsége, ha x Py \ Pay pontosan akkor,
ha az xPyy és xPyy, azaz Py \ Py = P, N P,.

e tP Py a Py és Py reldcidk szorzata (szuperpozicidja), ha xPiPay pontosan

akkor, ha létezik olyan z € Q, melyre Pz és zPoy.

e P implikdlja Py-t, azaz Py C Pa, ha minden (z,y) € Q x Q esetén xPy-bdl
kovetkezik, hogy xPyy. Ha Py implikdlja Py-t, akkor azt is mondjuk, hogy Py
gyengébb, mint P,.

Igazak a kovetkez6 allitdsok:

Plupziﬁlﬂg és Plﬂpgiﬁluﬁg
Tovébbé, ha P, C Py, akkor Py C Py és Pi C P
1.1.4. DEFIN{CIO.

A P CQxQ reldcio
o reflexiv, ha Vr € Q esetén xPzx;
o irreflexiv, ha Vo € Q esetén xPx;
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1. Alapvetd fogalmak és tételek

o szimmetrikus, ha V(x,y) € Q x Q pontpdrra ©Py = yPx;

o aszimmetrikus, ha V(z,y) € Q x Q pontpdrra Py = yPux;

o antiszimmetrikus, ha ¥(z,y) € Q x Q pontpdrra (zPy & yPz) =z =y.

o teljes, ha V(x,y) € QxQ pontpdrra xPy és yPx kozil legaldbb az egyik teljesil;

o tranzitfv, ha P? C P, vagyis V(z,y,2) € Q x Q x Q esetén (vPz & 2Py) =
rPy;

o negativ tranzitiv, ha P tranzitiv;
o aciklikus (vagy kormentes), ha minden 1 < k < [Q] esetén PF(\P~! = 0,

azaz minden 1 < k < |9Q| esetén [x;,_, Px;,, j =1,... k] = x;, Px;, minden

Tiy, ..., Ty, allernativaldncra,

o diagondl, ha ¥(x,y) € Q x Q pontpdrra Py & x = y.

Nyilvan minden szimmetrikus relacié és minden teljes relacié reflexiv és minden

aszimmetrikus reldcié irreflexiv.

1.1.5. DEFINICIO.
A P CQxQ relicio

o aszimmetrikus része a Phgym reldcio, ha xPigymy pontosan akkor, ha xPy és

yPx, mds sz6val Pyym = PN P2

o szimmetrikus része a Py, reldcio, ha v Py pontosan akkor, ha v Py és yPx,

mds széval Pey = PN P71

e nem Gsszehasonlithaté része a Py reldcid, ha xP,.y pontosan akkor, ha xPy

és yPx, mds széval Pye = P N P

A Pigym relaciot a P dltal generdlt szigort preferencia-relaciénak', a Pyym reldciot
a P dltal generalt indifferencia-reldciénak, a P,. reldciot a P dltal generdlt 6sszeha-

sonlithatatlansdgi relacionak is szokds nevezni.

1Az irodalom gyakran az altalunk szigorii preferencia-relaciét nevezi (jelz6 nélkiili) preferencia-

reldciénak. Mi azonban a jelzd nélkiili preferencidt a reldcié szinonimdjaként hasznaljuk.
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1. Alapvetd fogalmak és tételek

A fenti definiciékbdl nyilvanvaléan kovetkeznek az aldbbi Gsszefiiggések:
Pagym U Py, = P,
Prgym N Pogry = 0,
Pasym N Poc = 0,
Poym N Poc = 0,
Posym U Pl U Py U Py = Q x Q.

asym

1.1.6. DEFINICIO.

A T(P) reldcid a P reldcid tranzitiv lezartja, ha az (z,y) € Q x Q alternativapdrra

xT(P)y akkor és csak akkor, ha az aldbbi két feltétel valamelyike teljesiil:

1. xPy;
2. xPy, de létezik olyan z € Q, i =0, ...,k alternativaldnc, hogy 2o = x, 2z, =y
és zi,lpzi Vi = 17 veey k.

Nyilvdnval6, hogy P C T'(P) és T(P) = P pontosan akkor, ha P tranzitiv.

1.1.7. DEFIN{CIO.

A P CQxQ reldacio
e részben rendezés, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv;
o teljes rendezés, ha teljes, antiszimmetrikus €s tranzitiv;
e turnament, ha teljes és tranzitiv.

1.1.8. DEFINiCIO.

Legyen X C Q a lehetséges alternativik egy részhalmaza. Az x € X alternativa az

X halmaz P szerint

o feliilr6l dominans eleme, ha minden y € X esetén xPy.

Az X € 29 feliilrél domindns elemeinek halmaza

CR(X)={re X :aPy Yyc X}. (1.1)
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1. Alapvetd fogalmak és tételek

e alulrdl domindns eleme, ha minden y € X esetén yPux.

Az X € 29 alulrdl domindns elemeinek halmaza
CH(X)={re X :yPrVyec X}.

o feliilrél nem dominalt eleme, ha minden y € X esetén yPx, azaz nem létezik
olyan y € X, melyre yPx.

Az X €29 feliilrél nem domindlt elemeinek halmaza
CRP(X)={r € X :yPx Wy € X}. (1.2)
o alulrél nem domindlt eleme, ha minden y € X esetén xPy, azaz nem létezik

olyan y € X, melyre xPy.

Az X € 29 alulrél nem domindlt elemeinek halmaza

CEy(X)={re X 2Py Vye X}.

Kénnyti beldtni, hogy minden X € 2% esetén

CRIX) = CRP(X) = Cf(X),

CRX) = Clp(X) = CRa(X),

ezért a tovdbbiakban csak a feliilrél domindns és a feliilr6l nem dominalt elemek
halmazaval foglalkozunk megfelel6 relaci6 valasztdsaval, igy a ”feliilrél” sz6 elhagyasa

remélhet6leg nem okoz értelmezési zavart.

Ha P, C Py, akkor fenndallnak a kovetkezd Osszefiiggések:

CBI (X) C C,%(X) és ngD C C;l\llD(X)_

Megjegyezziik, hogy az irodalom a terminolégia haszndlatdban nem egységes. Az
angol nyelvii szakirodalom tébbnyire a nem dominélt elemekre a ” maximal /minimal”
kifejezéseket hasznélja, a domindns elemeket a ” greatest /least” jelzékkel illeti. Olyan
anyanyelvii szerz6knél, akiknek a nyelve nehezen tesz kiilonbséget a ”greatest” és a
"maximal” szavak forditdsaban (pl. orosz, német, spanyol, de ilyen a magyar nyelv
is sth.) gyakran taldlkozunk eltérd elnevezésekkel. Az egyik ilyen lehetdség, hogy a

“maximal/minimal” terminolégiat haszndljuk az angol ”greatest/least” helyett, és
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1. Alapvetd fogalmak és tételek

a ”maximal /minimal” terminolégia cserélédik le, pl. feliilr6l/alulrél nem domindlt
jelzékre. Eddigi publikaciéinkban mi is ezt az utat kovettitk. Azonban ezen dolgozat
irodalmi dttekintésében ez konnyen félreértésekre adhatott volna okot. A koénnyebb
attekinthet6ség érdekében a két fogalmat a magyar nyelvben szerettiik volna mind
az elnevezésben mind a jel6lésben is egyértelmiibbé tenni, ezért vettiik at a fenti, -
az irodalomban ugyancsak hasznalatos - terminolégiapart.

1.2. Halmazértékii fiiggvények

1.2.1. DEFINiCIO.

Az §:Q — 29 leképezést pont—halmaz figguénynek® nevezzik. A
graph f={(z,9) €eQxQ:yeflz)} CQAxQ

halmaz az § pont—halmaz fiigguény grafja.

Barmely § pont—halmaz fiiggvény grafja definidl egy P relaciot, nevezetesen

zPy < (v,y) € graph P; & y € f(x).

Az § pont—halmaz fliggvényt a Pj reldcié pont—halmaz figgvényreprezentd-

cigjanak nevezziik.

1.2.1. AvniTA4s.

Ha a P reldcié pont—halmaz figguényreprezentacidja f, akkor
1. a P reldcié pont— halmaz fligguényreprezentdcidja az
flx) = Q\ f(z) Vo €Q

hozzdrendeléssel definidlt § pont— halmaz figguény, ahol azf pont— halmaz fiigg-

vény az f komplementer fliggvénye;

2Mivel Q diszkrét halmaz, valjdban diszkrét pont—halmaz fiiggvényrél van szé. Azonban
a dolgozatban kizarélag diszkrét halmazokkal és diszkrét leképezésekkel foglalkozunk, igy

remélhetdleg a ”diszkrét” jelzd elhagydsa nem okoz félreértést
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1. Alapvetd fogalmak és tételek

2. a P71 reldcié pont—halmaz figguényreprezentdcidja az

fla)={yeQ:zeifly)} VyeQ

hozzdrendeléssel definidlt {1 pont—halmaz fiigguény, ahol az §~' pont— hal-

maz fligguény az f inverz képe;

3. a P4 reldcié pont— halmaz fiigguényreprezenticidja az

flla) ={yeQ:2€Q\f(y)} Ve

hozzdrendeléssel definidlt 1 pont— halmaz fiigguény, ahol az % pont— hal-

maz fligguény az f dudlis figgvénye.

Bizonyitds.
1L xPyeyce f(z) &y e Q\f(zx) &y ¢ f(x) & xPy, vagyis f a P pont—halmaz

fiiggvényreprezentacidja.

2. aPy &y € (z) & x € f(y) & yPr < aPty, vagyis ! a P~! pont—hal-

maz figgvényreprezentacidja..

3. xPuy <y € f4(z) &z € Q\ {(y) & yPz < aPly, vagyis ¢ a P? pont—halmaz

fiiggvényreprezentacidja. ¢
Megjegyezziik, hogy az irodalomban az f(z), ill. f~!(y) halmazokat szokds a P

relacié a-, ill. y-szerinti nivéhalmazainak is nevezni.

1.2.2. ALLiTAS.

Ha a P reldcio pont— halmaz figguényreprezentdcidja f, akkor

1. P reflexiv akkor és csak akkor, ha x € f(x) Yo € Q;

2. P tranzitiv akkor és csak akkor, ha barmely (x,y,z) € Q x Q x Q esetén, ha

x €1(y) ésy € f(z), akkor x € §(2).

Bizonyitds.
A definiciokbdl kozvetlentl adddik. ¢
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1. Alapvetd fogalmak és tételek

1.1. DEFINiCIO.

A g:22 =22 g(0) =0 leképezést halmaz— halmaz figguvénynek® nevezziik.

A kovetkezékben néhdny halmaz—halmaz leképezést definidlunk.
Bérmely § pont—halmaz fiiggvénnyel definidlhatjuk egy halmaz pontonkénti
képhalmazét, mint halmaz—halmaz fiiggvényt:

Jmp 27\ 0 — 22\ 0, Jmy(X) = | f(a).

reX

A klasszikus funkciondlanalizis egyik fontos halmaz—halmaz leképezése a lezarasi
operator. Ez a fogalom motivalta a kovetkez6 fogalmak bevezetését, amelyeket mi

kizarélag diszkrét formdban fogunk alkalmazni.

1.2.2. DEFINiCIO.

Legyen B C 2%, A cl: B — 2% cl(B) = 0 operdtort

1. halmaz-kitejesztési operatornak nevezzik, ha extenziv, azaz
A C cl(A);

2. monoton halmaz-kiterjesztési operatornak nevezziik, ha halmaz-kitejesztési ope-
rdtor és
AC B=cl(A) Cc(B);

3. idempotens halmaz-kiterjesztési operatornak nevezink, ha kiterjesztési operd-
tor és

cl(cl(A)) = cl(A).

A monoton és idempotens halmaz-kiterjesztési operdtort lezarasi operatornak nevez-
zik. A cl halmaz-kiterjesztési operdtor injektiv, ha cl(A) € B VA € B. 4 B

halmazrendszert cl-re zartnak mondjuk, ha cl injektiv.

Az A halmaz cl-re zért, ha cl lezdrdsi operdtor és A = cl(A). cl-zdrt halmazok

metszete is cl-zart.

3A diszkrét jelz6t itt is elhagytuk.
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2. A kivalasztasi fiiggvény, mint dontési eszkoz

2. A kivalasztasi fliiggvény, mint dontési eszkoz

Ebben a fejezetben attekintjiik a kivalasztési fiiggvénnyel kapcsolatos fogalmakat,
ismert tételeket. Elsésorban a téma irodalmanak a mi kutatasunkhoz kapcsolédd
részének a feldolgozasat célozzuk meg, de néhdny, az irodalombdl atvett tételt
altaldnosabb esetre is bizonyitunk, illetve néhdny djabb fogalommal, és allitassal

is kiegészitjik azt.

2.1. Dontési mechanizmus

Jeldlje 29 az Q alternativa-halmaz részhalmazainak halmazat, |Q| az Q halmaz

szamossagat, és N = {1,...,|Q|} az alternativdk indexhalmazt.

A dontési folyamat elsé fazisa a dontési szempontrendszer kialakitdsa, majd
annak eldontése, hogy az adott szempont szerint mely alternativak hasonlithaték
6ssze. (Pl ha gyiimolesot akarok vdsdrolni, akkor az almét és kortét dsszehason-
lithatom druk szerint, a kiilonb6z6 fajtdji almékat, (hasonléan a kortéket) a sajét

izlésem szerint, eltarthatésdguk idtartama szerint stb.)

2.1.1. DEFINICIO.

Az alternativa-halmaz részhalmazainak egy B C 2%\ () részhalmaz-rendszerét opcio-
nalis halmazrendszernek nevezziink, ha a dontési eljardsban az X € B halmazban
szerepld alternativikat azonos szempont szerint értékeljik. A B halmazrendszer

szamossdgdt jelolje |B

és a B halmazainak indezhalmazdt pedig M = {1,...,|B|}.
A B opcionalis halmazrendszer

e zirt a halmazegyesitésre, ha bdrmely B’ C B részrendszer esetén |J X € B.
Xew

e lényegében zart a halmazegyesitésre, ha barmely B’ C B részrendszer esetén,

ha ( X #0, akkor |J X € B.

Xew' Xew'
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2. A kivalasztasi fiiggvény, mint dontési eszkoz

2.1.2. DEFINICIO.

Az X € B halmazokhoz a C : B — 2% C(X) C X hozzdrendeléssel definidlt
halmaz— halmaz figguényt a B C 29 halmazrendszer kivélasztasi fiiggvény ének

nevezzik.

Ha C B — B, akkor azt mondjuk, hogy C' injektiv.

Az opciondlis halmazrendszer valéjdban a kivalasztasi fiiggvény értelmezési tarto-
manya.

A definiciébdl lathatd, hogy a kivélasztasi fliggvény az azonos szempont szerint
kezelt alternativak koziil a déntéshozé szamara megfeleld alternativékat valasztja
ki. Meg kell jegyezniink, hogy ugyanaz a dontéshozé kiillonbozé szempontok szerint
is értékelhet, azaz az opciondalis halmazrendszer kiilonbozé elemeihez is rendelhet
kivalasztast, ez indokolja, miért nem a dontéshozdkkal azonositjuk az opcionalis
halmazrendszer elemeit.

Samuelson és Houthakker a koltségvetési korlat altal meghatarozott kindlattal
azonositotta az opciondalis halmazrendszer elemeit, magat a halmazrendszert pedig
"biidzsé”-nek nevezték. (Innét ered a B jeldlés). Az opciondlis halmazrendszer tehét
azt jelentette naluk, hogy mit enged meg a fogyaszté szdméara a koltségvetési korlat.
A kivélasztasi fiiggvény pedig a fogyaszté mérlegelése a kiilonbozo lehetéségek kozott.
Mi szerettiik volna elkeriilni azt a latszatot, hogy a fogyaszté illetve mas dontéshozd
kizarélag pénzben kifejezhetd tulajdonsagok alapjan mérlegelhet, ezért nem hasznal-

juk a koltségre utalé utald elnevezést az opcionélis halmazrendszerre.

2.1.3. DEFINICIO.

A D = (Q,98,C) struktirdt dontési mechanizmusnak nevezzik, ha kielégiti a ko-

vetkezd feltételeket:
1. Az alternativa-halmaz szdmossdgdra |Q| > 2;
2. Az opciondlis halmazrendszer szdmossdgdra |B| > 1;

3. A B C 29\ 0 opciondlis halmazrendszer lefedi az Q alternativa-halmazt, azaz

Q:UX;

XeB
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4. AB C 22\ 0 opciondlis halmazrendszer 2% bdrmely elemét legfeljebb egyszer

tartalmazza.
Ha teljesiil tovdbbd, hogy
5. B =22\,

akkor tokéletes dontési mechanizmusrdl beszélink.

Ha a (tokéletes) dontési mechanizmusra teljesil a
6. C(X)#0 VX eB
feltétel, akkor az (tokéletes) valddi dontési mechanizmus.

A 2.1.3. Definici6 feltételei a redlis dontés igényébél adédnak. Ugyanis, Ossze-
hasonlitani legaldbb két elemet lehet (1.tulajdonsédg). Szempontok nélkiil nem lehet
donteni (2.tulajdonsdg). Ha valamely szempontot egyik alternativa sem tikrozi,
akkor az a szempont a vélasztds szempontjdbdl érdektelen (3. tulajdonsdg), ezért
ragaszkodunk az opciondlis halmazrendszer definiciéjaban a () ¢ 9B feltételhez. A 4.
feltétel azt fejezi ki, hogy ha az alternativak egy részhalmaza tobb szempont szerint
is értékelhetd, akkor ezeket a szempontokat Gsszevontan kell kezelni. A tokéletes
dontési mechanizmus egy idedlis struktira, feltételezve, hogy 1étezik olyan, a valds
dontési problémak esetén szinte soha meg nem adhaté szempontrendszer, amely
minden alternativa-csoportot tud jellemezni. Végiil, az 6. feltétel a dontési kényszer
megfogalmazdsa. Ha egy alternativa a dontés egyetlen szempontja szerint sem érté-

kelhet6, akkor ez nem valédi alternativa, igy elhagyhaté az €2 alternativa-halmazbdl.

2.1.4. DEFINiCIO.

AD=(Q,%8,C) wvalddi dontési mechanizmus

o C-re zért, ha bdrmely B’ C B részrendszer esetén, ha (| C(X) # 0, akkor

Xe®
U Xe®;
Xew

o (-injektiv, ha C injektiv kivdlasztdsi figguény;
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o cl-injektiv, ha cl injektiv halmaz-kiterjesztési operator;

e jOl definialt, ha C-re zdrt és C-injektiv.

Minden tokéletes valédi mechanizmus jol definialt.

2.2. Racionalitasi fogalmak és kapcsol6dé tételek

2.2.1. DEFINICIO.

Egy ®© = (Q,B,C) dontési mechanizmust

e dominansan racionalisnak, rdviden D-racionalisnak, vagy D-ellentmondasmen-
tesnek nevezink, ha létezik eqy olyan P bindris reldacio az 0 alternativahal-
mazon, hogy minden X € B esetén C(X) az X halmaz P-szerinti domindns

elemeinek CB(X) halmaza, azaz

C(X)=CR(X) VX €B.

e nem dominaltan racionalisnak, rdviden ND-racionalisnak, vagy ND-ellentmon-
dasmentesnek neveziink, ha létezik eqy olyan P bindris reldcio az Q2 alternativa-
halmazon, hogy minden X € B esetén C(X) az X halmaz P-szerinti nem

domindlt elemeinek CRP(X) halmaza, azaz

C(X) = CYP(X) VX € B.

Ha konkrétan ismerjiik a racionalitast biztosité P reldciot, akkor a valddi dén-
tési mechanizmust (P, D)-, ill. (P, ND)-raciondlisnak nevezziik és a P reldciét pedig

a dontési mechanizmus racionalizaldasanak mondjuk.

A tovébbiakban a (P, D)- vagy (P, ND)-ellentmonddsos fogalmat 2.2.1. Definicié-
nak megfeleléen nemesak a ® = (Q,B, ") doéntési mechanizmusra fogjuk haszndlni,
ha létezik X € B, melyre C(X) # CR(X), vagy C(X) # CRP(X), hanem magukra
a szigoru tartalmazast realizalé X € 9B halmazokra is.

Ha a racionalizalé P relacié teljesiti a 1.1.4. Definici6 valamelyik feltételét, akkor

az annak megfeleld jelzével is illethetjiik mind a racionalizaldst, mind a dontési
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mechanizmust. Tehdt beszélhetiink pl. reflex{v, tranzitiv, teljes stb. (P,D)- vagy
(P, ND)-racionalizaldsrdl, ill. reflexiv, tranzitiv, teljes sth. dontési mechanizmusrol.
Hasonl6éan, ha a racionalizalé P reldciéra teljesiil a 1.1.7. Definicié valamelyik
feltétele, akkor annak megfeleléen beszélhetiink részben rendezo, teljesen rendezd,
vagy turnament (P, D)- vagy (P, ND)-racionalizaldsrdl, ill. rendezd, teljesen rendezé,

vagy turnament dontési mechanizmusrol.

A (P,p)- ill. (P,ND)-raciondlis dontési mechanizmus jelentsége az, hogy a
CR(X) és a CRP(X) azokra a halmazokra is értelmezve van, amelyek nem tartoznak
a B halmazrendszerhez, igy altaluk egy nem tokéletes dontési mechanizmus tokéle-
tessé (de nem feltétleniil valédivd) teheté anélkiil, hogy az eredeti B-beli halmazokon
megvaltozna a kivalasztds. Az igy kiterjesztett doéntési mechanizmus roviden a
D = {029\ 0,CB} vagy © = {2, 2%\ 0, CRP} struktiirdval adhat6 meg.

Specialisan, ha a dontési mechanizmus nem injektiv, akkor létezhet olyan
X € 9B, hogy C(X) ¢ B, de a raciondlis dontési mechanizmus éltal kinyilvénitott

kivalasztas ekkor is megadhato:
2.2.1. LEMMA.
Ha a® = (,8B,C) egy (P,D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus, akkor
CP(CR(X)) = CR(X) VX €2\ 0. 2.1
Ha a® = (Q,%8,C) egy (P,ND)-raciondlis valddi dontési mechanizmus, akkor
CRP(CRP(X)) = CRP(X) VX €29\ 0. (2.2)
Ha a® walodi dontési mechanizmus C-injektiv raciondlis, akkor
C(O(X)) =C(X) VX € B,

figgetleniil attdl, hogy a © (P,D)- vagy (P,ND)-raciondlis.

Bizonyitds.
Mivel minden (P, ND)-raciondlis déntési mechanizmus (P, D)-racionalis, igy a
CRP(C(X))-re adott 4llitas a CR(C(X))-re adott &llitds kovetkezménye, gy elég

beldtni a (P, D)-racionalitdsi feltétel melletti allitdst.
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A kivalasztasi fliggvény definiciéjabol kovetkezik, hogy
CR(CR(X)) C CR(X) VX €27\ 0.

Mésrészt, ha z € CR(X), akkor Py minden y € X esetén, vagyis #Py minden
y € CR(X), azaz x € CR(CB(X)). Kovetkezésképpen

CR(X) CCR(CR(X)) VX €22\

Az injektiv raciondlis ® = (Q, B, C')-re vonatkozé allitéds a racionalitdsbdl trividlisan
adddik. .

Egy tetszoleges x € Q alternativdhoz vezessiik be a kovetkez6 halmazrendszere-

ket
B(zr)={X ecB:ze X}, (2.3)

B (1) = {X €B:2 e C(X)} (2.4)

és a kovetkez6 két pont—halmaz fiiggvényt:

Z:Q— 2% x»LZ(x)

ahol
Z(x) = H{Y:Y e B (a)} 25)
= Uved:zecy)} ’
ViQ— 2% ]HLV(!I,’),
ahol
Vizg) = U{Y\CY): Y € B*(a)}
(26)

= Ur\c(y):Y eB, zeC(Y)}

Valamely z € Q esetén Z(z) = () akkor és csak akkor, ha x nincs kivélasztva

egyetlen B-beli halmazbdl sem, azaz @ ¢ C(Y) minden Y € B.
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Valamely z € Q esetén V(z) = () akkor és csak akkor, ha z vagy nincs kivélasztva
egyetlen B-beli halmazbdl sem, azaz z* ¢ C(Y) minden Y € B, vagy ha z € YV
valamely Y € B esetén, akkor C(Y) =Y.

Abban az esetben, ha valamely a € ) esetén, Z(a) ¢ B, akkor a Z(a) halmazra
is csak a CR(Z(a)) kivdlasztds adhaté meg.
2.2.2. LEMMA.

Legyen a © = (9,8, C) egy (P, D)-raciondlis dintési mechanizmus. Akkor barmely
a € Q alternativa esetén a ® = (Q,B,C) struktirdn a (2.5) szerint értelmezett
Z(a) halmazra, ha Z(a) # 0, akkor

CB(Z(0)) = {w € Z(a) : Z(a) € Z(2)}. 27)
Bizonyitds.
Jelolje W (a) a (2.7) jobb oldaldn szerepls halmazt, azaz
W(a) ={z € Z(a): Z(a) C Z(x)}.
Nyilvanvals, hogy CR(Z(a)) # 0, mivel a € CR(Z(a)).
Legyen z* € CR(Z(a)) C Z(a). Innét

x*Py Yy € Z(a) = U Y,
YeB*(a)

vagyis
* € CR(Y) VY € B*(a),
azaz B*(a) C B*(z*). lgy Z(a) C Z(x*), azaz 2* € W (a).

Most tegyiik fel, hogy z* € W(a), azaz 2* € Z(a) C Z(x*). Z(2*) definiciéjabol
és a dontési mechanizmus (P, D)-racionalitdsdbdl kovetkezik, hogy
Py Yy € Z(z¥),
de Z(a) C Z(z*), igy
**Py Yy € Z(a),

vagyis x* € CR(Z(a)), azaz W (a) C CR(Z(a)). ¢
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2.2.1. A tokéletes dontési mechanizmus racionalitdsa

Bér a mi {6 kutatdsunk nem a tokéletes valodi dontési mechanizmusok racionalizal-
hatdsagi problémaira, hanem elsésorban a racionalitasnak az opciondlis halmazrend-
szertdl valo fliggésére iranyul, szamos, a tokéletes dontési mechanizmus racionalizal-
hatdsagi kérdésére vonatkozo kutatdsi eredmény irdnyt ado lesz a mi kutatdsunkban
is. Médsrészt, kutatdsaink soran néhany olyan eredmény is adédott, amelyek vagy
altalanosabba teszik azok egyikét, mésikat, vagy ugyanannak az eredménynek a
bizonyitasaban teszik lehetévé az altalunk alkalmazott technikat, igy 1j bizonyitést
adnak arra.

Az aldbbi allitds a tokéletes dontési mechanizmus racionalizalhatésagarol meg-

taldlhaté a Makarov et al. [61] ill. [33] kényvekben.

Az &llitas kimonddsdhoz sziikségiink van a fedérendszer fogalmara.

2.2.2. DEFINiCIO.

Legyen B C 22\ 0. Azt mondjuk, hogy B' C B az X € 22\ 0 halmaz B-beli

fedérendszere, ha

XgUY.

Yew'

A tovdbbiakban az X halmaz dsszes B-beli fedbrendszerének halmazdt jelolje F( X, B).

2.2.1. ALLITAS. (Makarov et al. [61, 33])
AD=(Q,29\0,C) (nem feltétleniil valédi) tokéletes dontési mechanizmus akkor

és csak akkor D-racionalizdlhato, ha

VX €29\ 0 és VB € F(X, 29\ 0) esetén X \ C(X) C X\ ﬂ C(Y).
Ye®
Bizonyitds.
Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy a® = (€2, 22\(), O) tékéletes dontési mechanizmus
(P, p)-raciondlis, azaz C(X) = CB(X) minden X € 29\ ) esetén.
Tegyiik fel, hogy valamely X € 2%\ () és annak valamely B’ € F(X,2%\ 0)
fedérendszere esetén létezik z* € X \ C(X), melyre 2* ¢ X\ [ C(Y). Az utébbi
Yew
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tartalmazasbdl z* € () C(Y) adédik, vagyis ¥ € C(Y) VY € B’. Minthogy
Yew

a dontési mechanizmus (P, D)-raciondlis, {gy «*Py Vy € X C |J Y. Vagyis
Yew
2* € CB(X) = C(X), ami ellentmond a feltevésiinknek. Igy 2* € X\ ) C(Y).
Ye®s
Elégségesség. Legyen X € 29\ ) tetsz6leges. Tegyiik fel, hogy
Xc Y o) ve e(x,2?\0).
Ye®'
Definidljunk egy P reldciét a kovetkezoképpen:
Py & z¢€ U CY), yeq. (2.8)
Ye22\(
Ennek a relacionak az X halmazra valé megszoritdsa
tPxy & wxe( U C(Y))ﬂX,yEXA (2.9)

Ye22\0
Legyen z* € C(X) tetszélegesen vdlasztott alternativa. Akkor P definicidja
szerint z* Py Vy € X, vagyis 2* € CB(X), kévetkezésképpen C(X) C CR(X).
A forditott irdny1 tartalmazds belatdsédhoz tegyiik fel indirekt, hogy
IX €22\ 0: 2" € CR(X), de 2" ¢ C(X).
Az utébbi tartalmazasbol és a (2.9) feltételbél barmely B’ € F(X, 2%\0) fedérendszer
esetén

T eX\C(X)CX\ [ C),
Yew
azaz barmely B’ € F(X,29\ 0) feddrendszer esetén létezik olyan Y € B’, melyre
¢ C(Y).
Mivel Py Vy € X, P definiciéja szerint z* € ( |J C(Y))( X, igy minden

Ye2\0
y € X-hez létezik Y C Q, melyre 2* € C(Y) és y € Y N X. Vagyis

B ={Y CQ:z"cC(Y) é YNX#0D}eFX,27\0).

Azonban 9B’ konstrukcidja ellentmond annak, hogy minden feddrendszerben van

olyan halmaz, amibdl * nincs kivélasztva. {gy C(X) = CR(X) VX € 22\ ), vagyis
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a (2.8) formuldval definidlt P reldcié racionalizdlja ® = (Q,2%\ 0,C) tokéletes

dontési mechanizmust. ¢

Az §llitas a gyakorlatban valéjdban nem hasznédlhatd, mivel €2 6sszes részhalma-
zanak Osszes fedérendszerét el6 kellene allitani. Azonban, mint a kés6bbiekben latni
fogjuk, bizonyitasa tartalmaz olyan motivacids elemet, nevezetesen a racionalizdld
relacié konstrukcidjat, amely a késébbickben a nem toékéletes déntési mechaniz-

musok racionalizalhatésdgénak kezelésénél is megjelenik.

A kivalasztési fliggvény megadasandl a dontéshozé a kivélasztasra vonatkozdan
specialis megkotéseket tehet. Ezek, a tobbnyire intuitivnak tiné feltételek bizonyos
értelemben ésszertiek a déntési motivaciokra vonatkozoan. Koziilitk az alabbi kettd
a nemcsak a hétkoznapi értelemben vett racionalitdst irja le, hanem matematikai
értelemben is megadja a tokéletes dontési mechanizmus 2.2.1. Definiciénak megfeleld

racionalitas sziikséges és elégséges feltételét.

2.2.3. DEFIN{CIO.
A C(X) kivdlasztdsi figgvény
e Orokité, ha
VXY CQ: X CY= (CX)NnY)CCY)
(Chernoff-axiéma [14]);
e Osszehangolt, ha

vB c2\0= () CXx)co(l X).

XeB XeB

A kovetkezd tétel A. K. Sentdl szarmazik, de megtaldlhaté Makarov et al. [61,
33] konyvekben is. A mi bizonyitdsunk az elégségesség bizonyitdsdndl némileg
eltér a Sen féle bizonyitastol, a Makarov et al. féle bizonyitas pedig teljesen mas
alapokon nyugszik, nevezetesen a kivédlasztédsi fiiggvény logikai forméjan, amit T.
M. Vinogradskaya & A. A. Rubchinskii [59, 54] dolgozott ki. Mi azonban ez utébbi

témakorrel ebben a dolgozatban nem foglalkozunk.
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2.2.2. ALLITAS. (Sen [45])

AD = (Q,2%\0,0) (nem feltétleniil valodi) tékéletes dintési mechanizmus akkor
és csak akkor D-raciondlis, ha a kivdlasztasi fiigguénye kielégiti az ordkletesség és az

osszehangoltsag szabdlydt.

Bizonyitds.

Sziikségesség. Legyen a © dontési mechanizmus D-raciondlis. Ekkor létezik
egy P reldcié, mellyel C(X) = CB(X) VX € 29\ 0. Legyen X,Y € 22\ 0 és
X CY. Ha X NC(Y) = 0, akkor az orokletesség feltétele ezen a halmazpdron
trividlisan teljesiil. Legyen 2* € X NC(Y) = X N CR(Y) tetsz8legesen vélasztott
elem. Akkor z*Py Vy € YV és a* € X. Mivel X C VY, igy 2*Py Vy € X, azaz
" € CR(X) = C(X). Innét adédik, hogy C(X) 2 X N C(Y) vagyis teljesiil az
orokletesség szabalya.

Legyen %' C 2%\ 0 és X = ,Y. Ha (N C(Y) =0, akkor az sszehangoltsig
feltétele trividlisan teljesiil a %’E?észrends‘;(iie. Legyen z* € () C(Y). Ekkor

yew
€ OY) = CR(Y) VY € B, vagyis 2*Py Vy € X. Ez azt jelenti, hogy
" € CB(X), vagyis ) C(Y) C X = |J Y, azaz teljesiil az dsszehangoltsdg
Yes vew
szabdlya.
Elégségesség. Tegytiik fel, hogy teljesiil az orokletesség és az Osszehangoltsag

szabélya. Definialjuk a P relaciot a kovetkezéképpen:
xPy & ye Z(x),

ahol a Z(x) pont—halmaz leképezést (2.5) definidlja.

Legyen X € 2%\ 0. Ha 2* € C(X), akkor X C Z(z*), igy *Py Vy € X, azaz
" € CR(X). Mivel ez igaz barmely z* € C(X) esetén, ezért C(X) C CR(X).

A forditott irdnyy tartalmazds belatasahoz vegyiink egy tetszdleges z* € CR(X)
alternativat. Ekkor Py Yy € X, azaz P definicidja szerint minden y € X esetén
y € Z(z*). Innét az X C Z(x*) tartalmazds kovetkezik. Az orckletesség és az

osszehangoltsdg szabalya szerint

CX)2XnCZ@))=xnc( |J VI2xn( | V)
YeC(X) YeC(X)
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Ez igaz minden z* € CR(X) esetén, ezért CB(X) C C(X). A két tartalmazas
egyiitt a C(X) = OB(X) feltételhez vezet, ami igaz barmely X € 2%\ 0, azaz a

D =(0,2°\0,C) valédi dontési mechanizmus P-raciondlis. ¢

A fenti tételnek egy nem feltétleniil tokéletes, nevezetesen a jél definialt vald-
di dontési mechanizmusra vonatkozé moédositésa megtaldlhaté a Kovécs et al [29)

dolgozatban.

A kovetkezd definiciéban adunk még néhany intuitiv racionalitédsi szabélyt, ezek
azonban nem a matematikai értelemben vett (Id. 2.2.1. Definicid) racionalizalhaté-
sdgot karakterizaljak, hanem altaldban a racionalitds mindségére (teljesség, tranzi-
tivitas stb.) adnak jellemzést. Ezen kérdésekkel itt nem foglalkozunk részleteiben,
de utalunk néhény, a problémakorrel foglalkozd dolgozatra (Aizerman [1, 2, 57],
Aizerman&Malishevski [4, 5, 58], Danilov&Koshevoy [18, 19], Moulin [34], Plott
[35], Sen[45] stb.)

2.2.4. DEFIN{CIO.
A C(X) kivdlasztasi figguény
o erbsen 6rokits, ha
VX,Y CQ: X CY = (C(X)nY) =C(Y)
(Arrow-axioma [6]);
e komplementerfiiggetlen, ha
VXY CQ:C(X)CY CX = C(Y) = O(X)
(Aizerman-feltétel [4]);
o kvaziOsszegzd, ha
VXY CQ:C(XUY)=C(CX)Uul(Y))
(Plott-feltétel [35]);
e Osszegz0, ha

VXY CQ:C(XUY)=C(X)uC(Y);

< 26 »



2. A kivalasztasi fiiggvény, mint dontési eszkoz

o multiplikativ, ha

VXY CQ:C(XNY)=C(X)nC(Y);

e monoton, ha
VXY CQ: X CY&OX)NCY) #0=C(X)CC(Y)

(Sen-feltétel [45]).

2.2.2. A kinyilvanitott racionalitas

El6szor azt vizsgaljuk meg, milyen feltételek mellett lesz egy nem feltétleniil tokéletes
valédi dontési mechanizmus D-raciondlis. Erre a kérdésre M. K. Richter [36] adott
vélaszt, megadva azt a dontési mechanizmus altal meghatdrozott relaciét, ami, ha a
val6di dontési mechanizmus racionalizalhaté, akkor racionalizalja is azt. Mi némileg

mads okoskoddssal jutunk ugyanarra az eredményre.

2.2.3. ALLiTAS.

AD=(Q,%8,C) valddi dontési mechanizmus akkor és csak akkor D-raciondlis, ha
Va* € Q ésVX C Z(z*) esetén, ha X € B és a* € X, akkor z* € C(X).

Bizonyitds.

Sziikségesség. Tegytik fel, hogy a © = (Q,8B,C) valddi dontési mechanizmus
D-raciondlis  valédi dontési mechanizmus. Akkor 1étezik egy P relacié ugy, hogy
C(X) = CB(X) VX € B. Legyen z* € Q és X € B olyan vilasztds, hogy
z* € X és X C Z(z%). Z(z*) definicidjdbdladédéan ekkor z*Px VYV € Z(z*),
kovetkezésképpen 2* Pz Vo € X, azaz 2* € CR(X) = C(X).

Elégségesség. Tegyiik fel, hogy Va* € Q és VX C Z(z*) esetén, ha 2* € X, akkor
z* e C(X).

Definidljuk a Py reldciét a (2.5) formuldval adott Z pont—halmaz fiiggvényrep-

rezentacidval:
xPry & ye Z(x) Y(x,y) € QxQ. (2.10)
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Legyen X € B tetszbleges. Ha 2* € C(X), akkor X C Z(z*). Ezért Py
definiciéja miatt 2*Pzy Vy € X, azaz z* € Cp,(X), ahol CP (X) az X halmaz
Py szerinti domindns elemeinek halmazét jeloli. Mivel ez igaz minden z* € C(X)
esetén, ezért C(X) C CP (X).

Legyen most z* € ng (X), vagyis *Pzy Yy € X. Py definicidja szerint ekkor
y€ Z(z*) Yy € X, azaz X C Z(z*). Mivel 2* € X, és a feltétel szerint z* € C(X),
kovetkezésképpen CP_(X) C C(X). A két tartalmazds egyiitt a CP (X) = C(X)
feltételt adja. Mivel ez teljesiil minden X € 9B halmazra, ezért a ® valodi dontési

mechanizmus (Pz, D)-raciondlis. ¢

2.2.5. DEFINiCIO.

Legyen © = (Q,8,C) egy valddi dontési mechanizmus. A (2.5) formuldval adott Z
pont—halmaz fiigguény grdfjdval definidlt Py reldciot a ® dltal kinyilvanitott gyenge

racionalizalasnak nevezzik. Azaz
zPyy & ye Z(x) Y(z,y) € Q2 x Q. (2.11)

2.2.6. DEFINiCIO.

Legyen © = (2,8, C) egy valddi dontési mechanizmus. A (2.6) formuldval adott V
pont— halmaz fiigguény grdfidval definidlt Py reldciot a a © dltal kinyilvanitott er6s

racionalizdlasnak nevezzik. Azaz

Py & yeV(z) Y(z,y) € Q x Q. (2.12)

A szakirodalom a kinyilvanitott reldciokkal rendkiviil sokat foglalkozik. Eredetileg
P. A. Samuelson nevéhez fiizédik a fogalom (Samuelson [40, 41]). A mésik meghatd-
rozé kinyilvanitott relaciét M. K. Richter vezette be (Richter [36]).

2.2.7. DEFINiCIO.

AD=(Q,B,0C) dltal kinyilvanitott

e Richter-relacio, az az R reldcio, melyre
tRy<3IX eB:zecCX), ye X. (2.13)
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e Samuelson-reldcid, az az S reldcid, melyre

2Sy < IX €Bx e O(X), ye X\ OX). (2.14)

Vegyiik észre, hogy a 2.2.1. Allitésban a racionalitdst biztosité reldcié nem mas,
mint a D = (2,2?\ 0, C) dontési mechanizmus éltal kinyilvanitott Richter-reldcid,
vagyis ez a reldcié hallgatélagosan mar a tokéletes dontési mechanizmus racionalitasi
feltételének meghatdrozdasaban szerepet jatszott.

2.2.4. ALLITAS.
A D = (Q,9,C) dltal kinyilvinitott Py gyenge racionalizdlds és a Richter-reldcio
ekvivalensek, azaz

xPzy < xRy Y(z,y) € Q x Q,

vagyis a Z leképezés a Richter-reldcid pont—halmaz fligguényreprezentdcidja.

Bizonyitds.
2Py & yeZ(x) & YV e€eB:2eCY),yeY & xRy, azaz P, =R. &

2.2.5. ALLITAS. (Samuclson [40, 42], Suzumura [49])

Bdrmely P € Q x Q reldcidra, ha a @ = (2,8,C) wvalddi dontési mechanizmus
(P, D)-raciondlis, akkor R C P. Kovetkezésképpen, ha a © = (Q,9B,C) valddi
dontési mechanizmus (R, D)-raciondlis, akkor R a leggyengébb D-racionalizdldsa ©-

nek.

Bizonyitds.
A 2.2.3. Allitas bizonyitésa alapjén, ha a ® = (Q,98B,C) valédi dontési mecha-
nizmus (P, b)-racionalizélhat6, akkor (Py, D)-racionalis, ami a 2.2.4. Allitds alapjan

az (R, D)-racionalitdssal ekvivalens, azaz R = P, C P. ¢

Az R relacié pont—halmaz fliggvényreprezentacidjaval az R-bol szarmaztatott

tovabbi relaciék pont—halmaz fiiggvényreprezentacidi is megadhatdk.
2.2.3. LEMMA.
Az R Richter-reldcidbdl szirmaztatott R, R~ R reldcidk esetén
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1. az R pont—halmaz fiigguényreprezentdcidja

Z(x) = Q\ Z(x);

2. az R™' pont—halmaz fiigguényreprezentdcidja
7o) ={yeQ:z ey}

3. az R pont— halmaz fiigguényreprezenticidja
ZUr)={yeQ:xeQ\ Z(y)}.

Bizonyitds.
A 1.2.1. Allitas kovetkezménye. ¢

2.2.4. LEMMA.
AD = (Q,B,0) dltal kinyilvinitott R Richter-reldcié akkor és csak akkor reflexiv,
ha az alabbi két ekvivalens feltétel teljestil:
1. Vx € Q legalabb eqy X € B halmazbol ki van vdlasztva,
2. xeZ(x) Vr e Q.
Bizonyitds.
A Richter-reldcié definici6jabél és annak a Z pont—halmaz fliggvényreprezenta-
cidval val6 ekvivalencidjabdl trividlisan addodik. ¢
Az S relicié irreflexivitdsa és és az S? relacié reflexivitdsa a definiciéjukbél
nyilvanvald.
2.2.5.1. KOVETKEZMENY.
Minden tikéletes valodi dontési mechanizmus dltal kinyilvanitott R reldcio reflexiv.
Bizonyitds.

Mivel minden z € Q esetén {z} € B = 2%\ (), és a dontési mechanizmus

valédisdga miatt C({z}) = {x} kell legyen, igy teljesiil a 2.2.4. Lemma feltétele. 4

Felvetodik az a kérdés, van-e kapcsolat az erésen kinyilvanitott Py relacié és az

S Samuelson-reldcié kézott? A pozitiv valaszt az alabbi két 4llitds adja meg.
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2.2.6. ALLTAS.

AD = (Q,%,0) dltal kinyilvinitott Py erds racionalizilds és a Samuelson-reldcid

ckvivalensek, azaz
xPyy < xSy V(z,y) € 2 x Q,

vagyis a 'V leképezés a Samuelson-reldcio pont—halmaz fiigguényreprezentacidja.
Bizonyitds.

zPyy © yeV(z) © Y eB:zelCY),yecY\CY) & 25y,

azaz Py = S. ¢

2.2.5. LEMMA.

Az S Samuelson-reldcidbdl szdrmaztatott S, S~1, 8% reldcick esetén

1. az S pont—halmaz figguényreprezentdcidja

V(z) =\ V(a);
2. az S™' pont—halmaz fiigguényreprezentdcidja

Vi) ={yeQ:z eV}

3. az S¢ pont—halmaz fiigguényreprezentdcidia

Vi) ={yeQ:2cQ\V(y}

Bizonyitds.
A 1.2.1. Allités kovetkezménye. ¢

A kinyilvanitott R és S reldcidk nagy mértékben fliggnek a valédi dontési mecha-
nizmust meghatarozé B C 22 opciondlis halmazrendszertél, ill. annak halmazain
megadott C'(X), X € B kivdlasztdsi figgvénytdl.

A Richter- és Samuelson-relaciok azonban nemcsak kinyilvanitottak, hanem ki-

nyilvan{tok is. Kinyilvdnité erejiik abban van, hogy dltaluk akar a CR, akdr a C§P
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kivalasztassal olyan alternativa-csoporthoz is rendelhetiink kivalasztdst, amelyek a
B opciondlis halmazrendszerben nem szerepelnek. fgy fontos szerepiik lesz annak
vizsgalatdban, hogy egy raciondlis valédi dontési mechanizmus opciondalis halmaz-
rendszere bévithetd-e a racionalitds és a valédisdg egyidejii megtartdsdaval. Bar a
CR és a CYP alkalmazhat bérmely X ¢ B részhalmazra, de ebben az esetben
eléfordulhat, hogy CR(X) = 0 (vagy CY°(X) = 0), azaz egy (R,D)- (vagy (S, ND)-)
raciondlis valddi dontési mechanizmus kiegészitése az X ¢ B halmazokkal és azokon
CB(X) (vagy CFP (X)) kivélasztéssal tokéletes dontési mechanizmussd, az nem lesz

feltétlentil valédi dontési mechanizmus.

Mésrészt a © = (9,9, C) valddi dontési mechanizmus nem feltétleniil (R, D)-
raciondlis, sem pedig (S, ND)-raciondlis. Azonban mindig fenndllnak a kovetkezd
allitasban megfogalmazott tartalmazdsok, aminek a viszonylag egyszerii bizonyitdsa
tobb szerz6 munkdjéban is megtaldlhaté (ldsd pl. Magyarkuti [31]), de fontossdga

miatt mi is megadjuk a bizonyitdst.

2.2.7. ALLiTAS.

Legyen adott eqy © = (Q,B, C') valddi dontési mechanizmus. Akkor VX € B esetén

CYP(X) € C(X) € CR(X). (2.15)

Bizonyitds.

Tegyiik fel, hogy létezik X € B és z* € CYP(X) |, hogy 2* ¢ C(X). Mivel
D = (Q,%8,C) egy valédi dontési mechanizmus, igy létezik y* € C(X) , tovabbd
€ X\ C(X), igy S definicidja szerint y*Sz*. De ennek ellentmond az, hogy
7* € OFP(X), miszerint ySa* Vy € X, igy y*Sa*. Tehat CYP(X) C C(X).

Legyen most z* € C(X) egy tetszblegesen vélasztott X € 9B halmazra. A
Richter reldcié definiciéja szerint 2*Ry Yy € X, azaz 2* € CR(X). Ez igaz barmely
x* € O(X)-re, vagyis C(X) C CR(X). ¢

Fontos hangsiilyozni, hogy az CYP(X) C CR(X) tartalmazds csak az opciondlis
halmazrendszer elemeire garantélt, a B-n kiviili halmazokon a kétféle kivélasztas
kozott barmilyen irdnyu tartalmazas lehet, még abban az esetben is, ha az adott
valédi dontési mechanizmus (R, D)-, de nem (S, ND)-raciondlis. Ezt illusztrélja a
2.2.1. Példa. Ha teljesiil az R C S feltétel, akkor CYP(X) D OR(X) VX ¢ B.
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Az (R, D)-racionalizalhatésdg nem vonja maga utdn az egyidejii (S, ND)-raciona-

lizélhatésagot. Ezt mutatja a 2.2.2. Példa.

Ahhoz, hogy a 2.2.7. Allitésban a tartalmazasok egyenléségre cserélhetdk legye-
nek, bizonyos feltételeket kell tenniink a kinyilvanitott relacidkra. Az irodalomban
t6bb ilyen feltétellel is taldlkozhatunk, ezek koziil a leggyakrabban hasznaltakat

soroljuk itt fel. Ezek koziil néhany hasznalja a kévetkezé fogalmat:

2.2.8. DEFINICIO.

A k-elemi X; € B, i=1,... k halmazsorozat C-6sszefiiggd, ha

XLﬂC(XLH)#@ VZ:LJC—]. és kaC(Xl)#w

2.2.9. DEFIN{CIO.
A kinyilvanitott preferencia axiomdi:
e Gyenge kongruencia axiémaja’:

WCA: VX €B, ha 2Ry, yc C(X), z€ X = zeCX);
(Richter [36])

o Erés kongruencia axiéméja®:

SCA: VX € B, ha 2T(R)y, ye C(X), z€ X = zecC(X);
(Richter [36])
o Kinyilvanitott preferencia gyenge axiomai®:
WARP(a): S C R? (vagy ami vele ckvivalens: R C S?);
(Samuelson [42])

WARP(b): S = Rasym;
(Magyarkuti [31])

1a jeldlés az angol "Weak Congruence Axiom” kifejezés réviditése
%a jelolés az angol ”Strong Congruence Axiom” kifejezés réviditése
0a jeldlések az angol ”Weak Axiom of Revealed Preferences” és a ”Hanson’s Axiom of Revealed

Preferences” kifejezések roviditései
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WARP (c): Minden kételemii C-Gsszefiiggd halmazsorozatra
XiNC(X2) = C(X1) N Xy
(Suzumura [49])

e Kinyilvanitott preferencia erés axiémai’:
SARP(a): T(S) C R%;
(Richter [36])

SARP(b): Minden X;,i = 1,...,k C-dsszefiiggé halmazsorozathoz léteznek
olyan i € {1,...,k — 1}, melyre
X;NCO(Xi1) = C(X3) N Xipa.
(Hansson [24])

HARP: Minden X;,i=1,...,k C-dsszefiiggé halmazsorozatra
XiNC(Xip1) =C(Xi)NXppq, i =1,...k—1;
(Hansson [24])

A fenti feltételek azonban korantsem fliggetlenck. Az aldbbi allitdsban megadjuk
a koztiik az ekvivalencidkat, de a bizonyitasukat elhagyjuk, mivel a tovabbiakban
csak kettot hasznalunk koziilitk. Viszont az ekvivalencijeleknél feltiintetjiik azoknak

a dolgozatoknak a hivatkozasat, ahol ezek bizonyitdasa megtalalhato.

2.2.8. ALLITAS.

. wea B4 WARP(a) &y WARP(b)
T [49]
WARP(c)
o sca E1 SARP(a) 1 SARP(b)

T [49]

HARP

Ta jelélések az angol ”Strong Axiom of Revealed Preferences” kifejezés roviditésébol
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2. A kivalasztasi fiiggvény, mint dontési eszkoz

A fenti ekvivalencidk tiikrében mi a tovdbbiakban a WARP(a) és a SARP(a)

feltételeket hasznéljuk a kinyilvanitott preferencidk gyenge, ill. erds axiéméjaként.
A kovetkez6 lemma a WARP pont—halmaz fliggvényreprezentaciéjat adja meg.
2.2.6. LEMMA.
Az R Richter- és az S Samuelson-relacickra teljesil a WARP feltétel, akkor az
1. S C R implikdcié ekvivalens az V(x) C{y € Q:x ¢ Z(y)} tartalmazdssal;
2. R C S implikdcid ekvivalens az Z(x) C {y € Q: 2 ¢ V(y)} tartalmazdssal.
Bizonyitds.
A 224.223.,2.26. és 2.2.5. Allitasok kovetkezménye. ¢

A WARP ismeretében most mar vélaszt adhatunk arra a kérdésre, mikor cserél-
het (2.15) formuldban mindkét tartalmazds egyenldségre, ami a déntési mechaniz-

musok racionalizalhatésagi problémai kozott az egyik legalapvet&bb kérdés volt.

2.2.9. ALLiTAs. (Richter [36], Suzumura [49], Clark [15], Magyarkuti [31])

Legyen adott egy © = (,B,C) wvalddi dontési mechanizmus, R és S a © dltal
kinyilvanitott Richter és Samuelson reldaciok. Akkor VX € B esetén

RC S?< CiP(X) = C(X) = CR(X). (2.16)

A WARP ismeretében a P = R esetén a 2.2.1. Lemma a kovetkezOképpen

fogalmazhaté at:

2.2.7. LEMMA.

Legyen © = (Q,8,C) walddi dontési mechanizmus, R és S a @ dltal kinyilvdnitott
Richter- és Samuelson- reldcick, és tegyiik fel, hogy teljesiil az R C S feltétel. Akkor

CYP(X) = CYP(CYP (X)) = CRICR(X)) = CR(X) VX €2°\0
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2. A kivalasztasi fiiggvény, mint dontési eszkoz

Megmutatjuk, hogy a 2.2.2. Lemméban a C'(Z(a)) halmazra kapott (2.7) formula
a P = R esetben akkor is érvényben marad, ha a dontési mechanizmus nem
feltétlentil (R, D)-raciondlis. Erre az éllitdsra kétféle bizonyitdst is adunk, az egyik
a Richter-relacié eredeti definici6jan, a masik a pont—halmaz fiiggvényreprezentd-
cidjan alapszik. Ez utébbi bizonyitds arra is ramutat, hogy a relaciék pont—halmaz

fiiggvényreprezenticidja mennyire leegyszerisiti a bizonyitast.

2.2.8. LEMMA.

Bdrmely a € Q alternativa esetén a ©® = (Q,B,C) struktirdn a (2.5) szerint

értelmezett Z(a) halmazra

CR(Z(a)) ={z € Z(a) : Z(a) C Z(2)}. (2.17)
ha a® = (Q,B,C) dltal kinyilvanitott R Richter-reldcid reflexiv.
1. Bizonyitds.

A reflexivitéds garantélja, hogy Z(a) # (0. Ha a (2.17) formula két oldalén szerepl

halmazok koziil barmelyik nem iires, akkor a kovetkezd ekvivalencialanc érvényes:

o € CR(Z(a))

54
2*Ry Yy € Z(a)
=
Yye Z(a) 3X, € B:az* e C(X,), yeX,
=
Z(0) CULX, € Z(@)} & o € N{C(X,) 5y € Z(a)}
=
Z(a) CU{X,:yeZ(a)} és X, CU{Y eB:a e CY)} Vye Z(a)
=
Za) CU{Xy:yveZ(a)} CU{Y eB:a* e CY)} = Z(a")
=
2t e{reZla): Z(a) C Z(x)}. ¢

2. Bizonyitds.

Ennek a bizonyitdasnak az alapja annak felismerése, hogy Z éppen az R relacio
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2. A kivalasztasi fiiggvény, mint dontési eszkoz

pont—halmaz fiiggvényreprezentaciéja. A reflexivitds garantalja, hogy Z(a) # 0.

Ha a (2.17) formula két oldalén szereplé halmazok koziil barmelyik nem iires, akkor
az allitdst a kovetkezd ekvivalencialanc bizonyitja:

¥ € CR(Z(a))
=
"Ry Yy € Z(a)
Sd
y € Z(z*) Yy € Z(a)

et e{reZ(a): Z(a) C Z(x)}.
A fenti lemma még nem garantalja, hogy C'R(Z(a)) # () minden a € Q.

Hasonlé allitas fogalmazhat6 meg az S reldcié pont—halmaz fiiggvényreprezen-
tacidjara:

2.2.9. LEMMA.

CFP(Vi(x)) ={z € V¥(z) : V¥(x) € Vi(y)}.

Bizonyitds.

¥ € OFP(Vi(z))
=

x* Sy Yy € Vi(x)
A4

y € Vi(z*) Vy € V(x)

Sd

Vi(x) C Va(z*)
=

v e{yeVi(z): Vi(x) S Viy)}.
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2. A kivalasztasi fiiggvény, mint dontési eszkoz

2.2.3. Példak

2.2.1. PELDA.

Legyen ® = (2,8, C) egy valédi dontési mechanizmus, ahol Q = {a,b,c,d}. A 1.
Téabldzat definidlja a dontési struktirdt (1. és 2. oszlop a vonalig), a kinyilvénitott
CB(X) és C§P(X) kivdlasztdsokat (3. s 5. oszlop). A vonal alatti rész a nem B-beli
halmazokra adja meg a kinyilvanitott kivdlasztdsokat és a koztiik 16v6 tartalmazasi
irdnyt (4. oszlop). A kinyilvdnitott Richter- és Samuelson-reldcidkat a 2. Tabldzat

adja.

1. Téblazat.

X C(X) | CRX) 5P (x)
a b a b a b D
a b c b c b ¢ D c

bcd c d c d|l= c d
a ¢ c = c

b c b ¢ D c
abcd c C c d

A 2.2.1. Példa dontési struktiraja

2. Tablazat.

A 2.2.1. Példdhoz A 2.2.1. Példdhoz
tartozé tartozé
Richter-reldcio Samuelson-relaci
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Léthatd, hogy © egy (R,D)-raciondlis valédi déntési mechanizmus, de R ¢ Sd. A
tablazat alsé felébél kiolvashatjuk, hogy CFP(X) és CR(X) kézstt kiilonbozé irdnytd

tartalmazasok lehetnek kiilonboz6 X ¢ B esetén.

2.2.2. PELDA.

Legyen © = (2,8, C) egy valddi dontési mechanizmus, ahol az Q = {a,b,c,d}. A B
halmazrendszer elemei, és az azokhoz tartozé kivédlasztds, tovabba a kinyilvanitott
R és S relacidk a 3. Tablazatban adottak.

3. Tablazat.

Rla b ¢ d Sla b ¢ d

Xe®B C(X) all 1 0 0 al0 1 0 0

a b a b0 1 1 0 b0 0 0 O

b ¢ b ¢ cl]0 1 1 1 c|0 1 0 0

b cd c d djo 1 1 1 djo 1 0 0

A 2.2.2. Példa A 2.2.2. Példahoz A 2.2.2. Példdhoz
dontési struktiraja tartozé tartozé

Richter-relacié Samuelson-relacio

Ez a dontési mechanizmus (R, D)-racionélis, de nem (S, ND)-raciondlis, mert
C(X)=CR(X) VX € B,
de

{b.c} = C({b,c}) = CR({b.c}) # C5P({b.c}) = {c}-
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3.

A valédi dontési mechanizmus moédosithatdsaga

Ebben a fejezetben 2 kérdéskort vizsgdlunk.

1.

3.1.

Milyen feltételek mellett nem valtozik meg a kinyilvanitott Richter-relacid, ha
az alternativa-halmaz egy 1j részhalmazat a B halmazrendszerhez kapcsoljuk
valamilyen kivalasztdssal? Mikor nem jelennek meg a dontési mechanizmusban
djabb ellentmonddsok, vagyis ha a ® = (2,8, C) valédi dontési mechaniz-
mus (R, D)-raciondlis volt, akkor mi a feltétele, hogy az is maradjon, ha pedig a
D = (Q,8,C) valédi dontési mechanizmus nem volt (R, D)-raciondlis, akkor a
C(X) C CR(X) szigort tartalmazds milyen feltételek mellett marad tovabbra
is csak azokra az X € B halmazokra érvényben, amelyekre a © = (2,8, ()

esetében is teljesilt?

. Milyen feltételek mellett hagyhaté el az opcionélis halmazrendszer valamelyik

eleme 1gy, hogy a szlikitett 4j struktirdan a kinyilvanitott Richter-reldcié
ne valtozzon? Mikor tekinthet6 egy szempont a racionalitds szempontjabol

redundansnak?

A valédi dontési mechanizmus Richter-reldciot

megtarté bévithet6sége

Ebben az alfejezetben a fejezet bevezetésében felvetett elsé kérdéskort vizsgaljuk.

Ebben a megkozelitésben természetesnek tiinik, hogy az opcionalis halmazrendszerbe

bevont 1j halmazhoz az R-szerinti dominans elemek halmazat rendeljiik kivalasztas-

ként.

3.1.1. DerFINicIO.

Legyen © = (Q,B,C) egy wvalddi dontési mechanizmus, R az dltala kinyilvdnitott
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Richter-reldcié és 0 # X' € 2%\ B. A

B = BU{X} (3.1)

C(X), ha X €8,
C'(X) = (3:2)
CR(X), ha X €29\ %B.

opciondlis halmazzal és kivdlasztdsi fiigguénnyel definidlt ©+ = (Q, B, C") struktirdt
a® = (Q,8B,C) walddi dontési mechanizmus X'-vel vald R-tarté bovitésének

nevezziik.

3.1.1. ALLTAS.

Legyen © = (2,8, C) egy wvalddi dintési mechanizmus. A bdvitett BT = BU{X'}
opciondlis halmazrendszeren az (5.1) és (3.2) feltételekkel definidlt ©F = (2, B+, C")
struktirdn kinyilvdnitott R* Richter-reldcid megegyezik az eredeti ® = (,8,C)

struktiran kinyilvanitott R Richter-reldcioval.

Bizonyitds.

Megmutatjuk, hogy R = R*. Valéban, xRty pontosan akkor teljesiil, ha létezik
olyan Y € B*, hogy x € C(Y) és y € Y. Ez kétféleképpen teljesiilhet. Vagy létezik
Y € B, hogy € C(Y) ésy € Y, vagyis Ry, vagy © € C'(X') = CR(X") ésy € X'
amibél ismét xRy adddik. ¢

A fenti allitas azt garantalja, hogy a 3.1.1. Definicié szerinti bévitéssel tjabb
ellentmondéds nem keriil a rendszerbe (vagyis pontosan azokra az X € B halmazokra
teljesiil a C"(X) C CR(X) feltétel, amelyekre a b6vités elétt is teljesiilt). Ha tehdt a
D = (2,8, C) (R,D)-raciondlis volt, akkor a @ = (Q,B", ") is az lesz. Ilyenkor
a 3.1.1. Definiciéban a (3.2) el6allitds helyett egységesen irhatjuk, hogy

C'(X)=CR(X) VX € B".
A fenti bovitéssel azonban nem feltétleniil kapunk valédi déntési mechaniz-

must. Ehhez még az is sziikséges hogy a CR(X') # () feltétel is teljesiiljon. Erre ad

sziikséges és elégséges feltételt a kovetkezd allitas.
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3.1.2. ALLiTAs.
A D =(Q,9,0) valodi dontési mechanizmus — 3.1.1.  Definicio  szerinti
Dt = (Q,B,C") bévitése az X' halmazzal pontosan akkor lesz wvalddi dontési
mechanizmus, ha létezik az opciondlis halmazrendszernek olyan () #£ B’ C B rész-
rendszere, hogy

x'c X, (3:3)
Xew

azaz B’ € F(X',B) és

XN < N C(X)) #0. (3.4)

Xew

Bizonyitds.

Sziikségesség. Ha a Dt = (Q,B7, C") valddi dontési mechanizmus, akkor teljestil
aC'(X)#0 VX € BT feltétel, {gy C'(X') = CR(X') # 0.

Legyen z* € CR(X'). Ekkor minden z € X' esetén fenndll az 2* Rz reldcié. Az R
reldcié (2.13) definicigja szerint minden 2 € X’ elemhez 1étezik olyan X € 9B, hogy
z* € C(X) és x € X. Jelolje ezen X halmazok rendszerét B’. Ezek a halmazok
egyiittesen lefedik az X' halmazt, azaz X’ C J /X, mésrészt ¥ € | /C(X)7
tehdt teljesiil az X' (( ) C(X)) # 0 feltétel i;.(E(B o

Xew

Elégségesség. A valddi dontési mechanizmus definiciGjaban szerepld 1.-4. feltéte-
lek trividlisan teljesiilnek, igy elegendd belatnunk a 6. feltétel teljesiilését az X'
halmazra (a tobbire (3.2) miatt automatikusan teljesiil, mivel ® = (Q,%B, () valddi
déntési mechanizmus).

Tegyiik fel, hogy létezik a tételben megkivant ) # B’ C 9B halmazrendszer
és valasszunk tetszéleges z* € X'(( () C(X)) alternativat. Ekkor z* € X'

Xe®w'

Mésrészt z* € [ C(X), azaz z* € C(X) VX € B’ Innét az R relicié (2.13)

Xe®'
definici6ja szerint z*Rx Vo € X és VX € B esetén. Vagyis z*Rx Vz € |J X.
Xew
Mivel X' C | X, fgy 2*Rax Vo € X', vagyis 2* € CR(X’), kivetkezésképpen
Xew
CROX") #0. ¢
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A 3.1.1. Allitdst kovetd megjegyzés szerint a C'(X') = CP(X'") definicidval tijabb
ellentmondds nem keriilt a rendszerbe, de ha © = (2,8, (') ellentmonddsos volt,
akkor a @1 = (2,871, (") is az maradt.

3.1.2.1. KOVETKEZMENY.

Legyen © = (2,8, C) egy wvalddi dontési mechanizmus. Ennek az 3.1.1. Definicid
szerinti T = (Q, B, C") walddi dontési mechanizmussd vald bévitése ekvivalens a
D" = (Q,B1,C") bivitéssel, ahol

o), ha X' € B
{zeX: W+BCHB
C"(X') = (35)
melyekre x € () C(X)
Xe®'
ésXC U X}#£0,  ha X' €22\ %B.
Xew
Bizonyitds.

A jobb és bal oldali halmazok kézti két iranyu tartalmazas a 3.1.2. Allités sziik-

ségességét és elégségességét bizonyito rész kovetkezménye. ¢

A fenti allitds és kovetkezményének alkalmazdsdban a nehézséget egyrészt a
feddérendszer megtalalasa okozza, masrészt az allitas feltételeinek tébb fedérendszer
is megfelelhet. Célszerti lenne a megvizsgalando fed6rendszerek szamat minimalizalni.

Ezt teszi lehetévé az alabbi allitas.

3.1.3. ALLTAS.

Legyen ® = (,8,0) egy walddi dintési mechanizmus és legyen X € 29\ .
CR(X) # 0 akkor és csak akkor, ha létezik x* € X, amelyre X C Z(z*). Ekkor
¥ € CR(X).

Bizonyitds.

Sziikségesség. Legyen CR(X) # () és a* € CR(X). Akkor z*Ry Vy € X. Ez az
R pont—halmaz fuggvényreprezentaciéjdval azt jelenti, hogy minden y € X esetén
y € Z(z*), vagyls X C Z(z*).
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Elégségesség. Most tegylik fel, hogy z* € X olyan alternativa, hogy az X C Z(z*)
tartalmazds teljesiil. Akkor 2*Ry Vy € Z(x*). Kovetkezésképpen 2*Ry Vy € X,
azaz 2* € CR(X). ¢

Ha © = (©,%,C) nem (R,D)-raciondlis valédi dontési mechanizmus, akkor
eléfordulhat, hogy valamely X € 9B esetén z* ¢ C(X).

A 3.1.3. Allitas alkalmazdsakor legfeljebb |Q| szdmu, konkrétan meghatédrozott
halmazon kell ellendrizni a feltétel teljesiilését. Ugyanis a 3.1.3. Allités kovetelményét
kielégité Z(x*) halmazt definidlé $B*(2*) halmazrendszer teljesiti a 3.1.2. Allftdsban

szerepld fedérendszert6l megkivant tulajdonsagokat.

Osszevetve a 2.2.3. Allitést a 3.1.3. Allitdssal arra a kovetkeztetésre jutunk,
hogy ha a ® = (©,8,C) valédi dontési mechanizmus (R, D)-raciondlis, akkor a
D = (Q,8B, ") is az, ahol

BCBCBU{X ¢B:CRX) 4P} (3.6)

C(X), haXeB,
C'(x) = ) (3.7)
CR(X), haXeB\B.

3.1.4. ALLITAS.

Legyen © = (9,8, C) egy wvalddi dontési mechanizmus és R az dltala kinyilvdnitott

Richter-reldcio. Ha létezik x* € Q) alternativa gy, hogy teljesil a
0+ Z(z*)¢B (3.8)

feltétel, akkor a B+t = BU{Z(x*)} opciondlis halmazrendszeren a (3.2) kivdlasztdsi
figgvénnyel definidlt D+ = (Q, B+, C") struktira szintén wvalddi dontési mechaniz-
mus lesz. Ha a ® = (Q,B,C) egy (R,D)-raciondlis wvalddi dontési mechanizmus,
akkor a ® = (Q,B%,C") is az.

Bizonyitds.

A valédi dontési mechanizmus definiciéjaban szerepld 1.- 4. feltételek trividlisan
teljestilnek, igy elegendd beldtnunk a 6. feltétel teljesiilését az Z(z*) halmazra (a
tobbire a 3.1.1. Definicié miatt automatikusan teljesiil, mivel ® = (2,8, C) valddi

doéntési mechanizmus).
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Mivel Z(x*) # 0, ezért a* € Z(x*), gy CR(Z(x*)) (2.17) szerinti eldallitésa
miatt 2* € CR(Z(a%)), {gy CR(Z(z*)) # 0.

Az R-tarté bévités definiciéjabdl mar kovetkezik, hogy a bévitett D1 struktira
is valédi dontési mechanizmus lesz, és megtartja az eredeti dontési mechanizmus

racionalitdsat. ¢

Megjegyezziik, hogy a (3.8) feltétel csak akkor teljesithetd, ha a 9B opcionalis

halmazrendszer halmazai koziil legalabb két Y halmaz teljesiti az z* € C(Y') feltételt.

3.1.5. ALLiTAs.

Legyen @ = (Q,%8,C) egy (R, D)-raciondlis wvalddi dontési mechanizmus és R az
altala kinyilvanitott Richter-reldcio. Ha létezik olyan X € B halmaz, amelyhez
tartozd C(X) kivdlasztdsra C(X) ¢ B, akkor a Bt = B U {C(X)} opciondlis
halmazrendszeren a (3.2) kivdlasztdsi figgvénnyel definidlt © = (Q, B, C") struk-

tira szintén (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus lesz.

Bizonyitds.

Mivel ® egy (R, D)-racionélis valddi déntési mechanizmus, az (R, D)-racionalités
miatt CR(C(X)) = C(X) # 0 VX € B. lgy az R-tarté bévités szabélya szerint a
bévitett struktira is valédi dontési mechanizmus, amely megtartja az eredeti valodi

déntési mechanizmus altal kinyilvanitott Richter-relaciot. ¢

3.1.5.1. KOVETKEZMENY.

Bdrmely © = (2,B,C) nem C-injektiv (R,D)-raciondlis valddi déntési mecha-
nizmus C-injektiv (R, D)-raciondlis wvalddi dontési mechanizmussd tehetd R-tartd

bovitések sorozatdval.

Bizonyitds.

Trivialis. ¢
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3.2. Az opciondlis halmazrendszert b6vito

halmaz-kiterjesztési operatorok

A kordbbi fejezetben azt vizsgaltuk, milyen feltételek mellett lehet az opciondlis
halmazrendszert boviteni, hogy a racionalitdst bizonyos értelemben megdérizziik.
Most azt vizsgaljuk, milyen médszerekkel valaszthatunk a bévité halmazok kozott.
Tovabbi R-tart6 bovitéseket nyerhetiink az uigynevezett halmaz-kiterjesztési opera-

torok segitségével.

3.2.1. Az fp-szerinti halmaz-kiterjesztések

Legyen P egy reflexiv reldcié az Q x Q-n és fp enneck pont—halmaz fiiggvényrepre-

zentacioja, Jmg, pedig fp képfiiggvénye, mint halmaz—halmaz fiiggvény.

3.2.1. ALLiTAs.

Az Iy, leképezés egy monoton halmaz-kiterjesztési operdtor. Ha P még tranzitiv is,

akkor Iy, lezdrdsi operdtor.

Bizonyitds.

Az nyilvanval6 Jmg, definiciéjabol, hogy Jms, (0) = 0.
Az elsé allitashoz azt kell beldtnunk, hogy az Jmy, leképezés extenziv és monoton.

Legyen X € 29\ () és 2 € X. R reflexivitdsa miatt 2* € fp(2*), kovetkezéskép-
pen z* € |J fp(x) = Im;, (X). Mivel 2* megvilasztdsa az X halmazbdl tetsz6leges
zeX
volt, fgy X C Im;,(X). Ez teljesiil minden X € 2%\ {) esetén, tehdt Jm;, extenziv.
Legyen X CY, X,Y €29\ (.
amg, (V) = | frw) = (U Fr) U U 1) 2 U Fry) = Img. (X).
yey yeX yeY\X yeX

Ez igaz barmely X, Y halmazpérra a 29 \ () halmazrendszerbdl, {gy Jm;, monoton.

Tegyiik fel most P tranzitivitdsat is. Az Jm;,(X) C Tmy, (Jmy, (X)) tartalmazds

a monotonitds miatt fennall minden X € 29\ ) esetén.
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Az ellenkez6 irdny tartalmazas belatdsédhoz tegyiik fel, hogy o* € Jmg, (Jmy, (X))

tetszélegesen valasztott alternativa. Akkor

e |J fly) = 3y eImy(X): 2" €foly’)
yEImMy , (X)
= JueXésy" efplu): 2" efply).

Az utolsé sorbdl a tranzitivitdst felhasznalva azt kapjuk, hogy

Jue X :a" €fp(u), azaz a*¢€ U fp(a) = Jmg, (X).

zeX
Ez igaz minden a* € Jmy, (Jm;, (X)), ezért z* € Tmy, (Jmy, (X)) C Tmg, (X). A
két tartalmalmazds Jmg, (Jmy, (X)) = Jmy, (X) egyenléséghez vezet VX € 29\ )
esetén, azaz Jmg, idempotens, ami sziikséges volt ahhoz, hogy Jmy, lezdrasi

operator legyen. ¢
Vezessiik be a kovetkezé operatort (Kortelainen [27]):
Hp : 2% — 29
XPBHp(X)={zeQ:TyeX yPz},
ahol P egy reflexiv bindris reldcié © x Q-n.

3.2.2. ALLiTAS.

Ha §p a reflexiv P reldcio pont— halmaz fiigguényreprezentdcidja, akkor Jmg, és Hp

ckvivalensek, azaz
Jmy, (X) = Hp(X) VX €29\ 0.

Bizonyitds.
Barmely X € 22\ () esetén

rE€Hp(X) & FyeX: yPreJye X xefp(y)
1€Ufp Jmfp( )

yeX

Ez igaz minden z € ) esetén, tehat Jmy, (X) = Hp(X) VX € 2%\ 0. ¢

A fenti ekvivalenciat felhasznalva egy sor allitds bizonyitasa egyszertisodik le,

illetve a Kortelainen-féle halmaz-kiterjesztésre 1j allitasok is bizonyithatdk.
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3.2.2.1. KOVETKEZMENY.

Hp egy monoton halmaz-kiterjesztési operdtor, azaz

1. X CHp(X) VX €22\ 0;
2. X CY-bdl kivetkezik, hogy Hp(X) C Hp(Y), ha X,Y € 29\ 0;

S6t, ha P reldciordl a reflexivitdas mellett a tranzitivitast is feltételezzik, akkor
3. Hp(Hp(X)) = Hp(X) VX €22\ 0
is teljesil, vagyis Hp ebben az esetben egy lezdrdasi operdtor.

Bizonyitds.
Ez kovetkezik a 3.2.1. és 3.2.2. Allitdsokbol. ¢

A Hp(X) halmazt az X halmaz P-szerinti monoton halmaz-kiterjesztésének,

illetve lezarasanak nevezziik.

3.2.3. ALLITAS.

Ha P egy tetszdleges reflexiv relacio 2 x Q-n és fp a pont—halmaz figgvényrepre-

zentdcidja, akkor barmely X,Y € 2% esetén igazak az aldbbi tartalmazdsok:

1 jmfp (X n Y) C jmfp (X) n TJ‘mfl, (Y),
Img, (X UY) C T, (X) Udmg, (V);
2. HP(X n Y) Q HP(X) n HP(Y),
Hp(X UY) C Hp(X)UHp(Y).
Bizonyitds.

A 3.2.2. Allités értelmében a két kiterjesztési operator koziil elég az Jmy,-re

vonatkozé allitasokat bizonyitanunk.
r* € Im, (X NY) = 2" € Uyexny fr(v)
e XNY :z*efp(y)
e X :a* €fp(y’) ésy* €Y :a* € fp(y*)

2" € Uyex fr(y) és 27 € Uyey Tr(y)
Tt e JmfP(X) n CimfP(Y)

R
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Innét kévetkezik, hogy Jmy, (X NY) C Tmy, (X) N Tmy, (V).

Masrészt,

e €Im(XUY) = e ( | fely)

yeXUY
= e (U U irw)

= o € Im,(X) Ufimfp(Y).
Innét kévetkezik, hogy Jmg, (X UY) C Jmy, (X) U Jmg, (V). ¢

3.2.4. ALLITAS.

Ha Py és Py két tetszbleges reflexiv reldcié az 0 x Q2-n, akkor barmely X € 2%\ 0
esetén, ha Py C Py, akkor

1. Jmg, (X) C Tmy, (X) VX €27\ 0.

2. Hp(X) CHp(X) VX €29\ 0.

Bizonyitds.

Bizonyitsuk most a két ekvivalens allitds koziil a masodikat.

Legyen z* € Hp,(X). Akkor Hp, (X) definicidja szerint létezik olyan y* € X
alternativa, amelyre y*Pyz* teljesiil. A feltétel szerint P, C P,, amibél kovetkezik,

hogy y*Pyx*. Mivel y* € X, ezért a* € Hp,(X). ¢

A 3.2.2.1. Kovetkezmény és a 3.2.3. Allitést a Korttelainen [27] dolgozat a Hp

halmaz—halmaz fliggvény (3.9) definiciéjdval bizonyitja.

3.2.2. A wvalédi dontési mechanizmus &ltal kinyilvanitott

R- és S%-szerinti halmaz-kiterjesztési operatorok

Ebben az alfejezetben egy © = (Q, B, C) valédi dontési mechanizmus dltal kinyilva-
nitott R és S? relaciékra vizsgaljuk a Hp monoton halmaz-kiterjesztési operatort. A
kovetkez6kben ezeket a Hp(X) ill. Hga(X)-vel jellt halmaz-kiterjesztési operato-
rokat az X € 9B halmazoknak a © = (Q,%,C) valédi déntési mechanizmus altal

kinyilvanitott R- ill. S%szerinti halmaz-kiterjesztésének nevezziik.
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Mint tudjuk, R pont—halmaz fiiggvényreprezentdcidja a (2.5) formuldval defi-
nidlt Z(z) pont—halmaz fiiggvény és S¢ pont—halmaz fiiggvényreprezenticidja a
(2.6) el6allitasbdl a 2.2.5. Lemma szerint szarmaztatott V¢(z) pont—halmaz fiige-

vény. fgy az el6z6 fejezet alapjan kapjuk a kévetkezé allitasokat.

3.2.5. ALLITAS.

Legyen © = (Q,98,C) egy reflexiv (R, D)-raciondlis wvalddi dontési mechanizmus.
Akkor

1. Ha(X) = Imz(X) VX €29\
Haa(X) = Tmya(X) VX €29\ 0.
2. Ha teljesiil az R C S* WARP feltétel, akkor
Hr(X) C Hga(X) VX €29\ 0;
Jmz(X) € Imypa(X) VX €29\ 0.
3.2.6. ALL{TAs.
Jmy és Hr monoton halmaz-kiterjesztési operatorok, azaz
1. X CHp(X) ¥X €22\ 0;
X CImy(X) VX €22\ 0.
2. X CY-b6l kivetkezik, hogy Hr(X) C Hr(Y), ha X,Y € 29\ 0);

X CY-b6l kévetkezik, hogy Imz(X) C TJmy(Y), ha X, Y € 22\ 0.
S6t, ha az R reldciordl a reflexivitdas mellett a tranzitivitdst is feltételezzik, akkor

3. Hr(Hr(X)) = Hp(X) ¥X €22\ 0;

Imz(Imy(X)) = Imy(X) VX €22\ 0

is teljestl, vagyis ebben az esetben Hp is és IJmy is lezardsi operdtorok.
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Ahhoz, hogy valamely X € 29\ §) esetén az X' = Hgx(X) (vagy X' = Jmy(X))
halmazzal R-tarté bovitést hajthassunk végre, tudnunk kell, vajon teljesiil-e a
CR(X") # 0 feltétel? Elészor is allitsuk eld a Hz(X) ill. a Jmz(X) kinyilvdnitott
kivalasztasi fliggvényét.

3.2.1. LEMMA.

Legyen® = (Q,B,C) wvalddi dontési mechanizmus és az dltala kinyilvdnitott Richter-

reldcio reflexiv. Akkor barmely X € B esetén
CR(HR(X)) = {2 € Hr(X) : Hr(X) C Z(2)},
CR(Imz(X)) = {z € Tmy(X) : Imy(X) C Z(x)}.

Bizonyitds.

Az Jmy(X)-re vonatkozé allitast bizonyitjuk.

o' € CR(Imz(X)) & 2"Ry Vye | Z(x)
zeX

*Ry Yy € Z(x) Vo € X
yeZ(a") Yye Z(z) Ve e X

Z(x) CZ(z") Ve e X

¢ ¢ ¢

Imz(X) = | Z(@) € 2(s") ¢

zeX

Az Jmy(X), ill. a Hr(X) kinyilvanitott kivélasztdsdra érvényes az aldbbi &llitds
is, ami tulajdonképpen az Ordkletesség axiomdjanak teljesiilését jelenti az X és
Jmz(X), ill. az X és Hr(X) halmazpdrokon.

3.2.2. LEMMA.

Legyen® = (Q,B,C) wvalddi dontési mechanizmus és az dltala kinyilvdnitott Richter-

relacid reflexiv. Akkor

X NCR(HR(X)) C CR(X) VX € B,
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X NCR(Imz(X)) CCR(X) VX € B.
Ha az R reldcié tranzitiv is, akkor
CR(X)=CR(Ha(X))NX VX € B,

CR(X) = CR(Omz(X))N X VX € B.

Bizonyitds.

A Hp-rel felirt allitast bizonyitjuk.

Legyen 2* € X N C(Hgr(X)). Ez azt jelenti, hogy z* € X és x*Ry minden
y € Hp(X) esetén. Igy 2* € X és 2*Ry minden y € X C Hp(X) esetén. Ezért
" € CR(X), kovetkezésképpen X N CR(HR(X)) C CR(X).

Legyen z* € CR(X) és y* a Hp(X) halmaz egy tetszélegesen vilasztott pontja.
A Hp(X) halmaz definiciéja szerint létezik olyan T € X alternativa, amelyre TRy*
teljesiil. Mdsrészrol, mivel 2* € CR(X), ezért 2*RT teljesiil. Az R tranzitivitdsdt
kihasznélva, az utolsé két relaciébdl kévetkezik az * Ry* reldcié. Mivel y* € Hz(X)
tetszolegesen vdlasztott alternativa volt, ezért % € CR(Hgr(X)), kivetkezésképpen
CR(X) C CR(HRr(X)). Innét

CR(X) =CR(X)NX C CR(Ha(X))NX C CR(X),

ami csak CR(X) = CR(Hp(X)) N X esetén teljesiilhet. ¢
A fenti lemmaban CR(X) mindeniitt C'(X)-re cserélhets, ha ® = (Q,B,0)
reflexiv, ill. reflexiv tranzitiv (R, D)-raciondlis valédi déntési mechanizmus.
A tranzitivitas csak elégséges feltétel ahhoz, hogy CR(X) = CR(Hr(X)) N X
legyen.

A 3.2.1. Példdban egy olyan valédi déntési mechanizmust mutatunk, ahol
bar a kinyilvénitott R reldcié nem tranzitiv, teljesiil a CR(X) = CR(Hr(X)) N X

egyenléség bizonyos X € B esetén, mig masoknal nem.

A 3.2.2. Lemma alapjan azonban csak tranzitiv R esetén tudjuk biztosan garantalni,

hogy CR(Ha(X)) # 0 (CR(Imz(X)) # 0).
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3.2.7. ALLITAS.

Legyen © = (,8B,C) egy valddi dontési mechanizmus és az dltala kinyilvdnitott
Richter-reldcio reflexiv. Ha Hp(X) ¢ B és CR(Hp(X)) # 0 valamely X € B

esetén, akkor a
D5 = (QBU{HRX)}LCR) (D= (2B U {Imz(X)},CR))

egy wvalodi dontési mechanizmus lesz.
Ha® reflexiv (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus volt, akkor D3, ill. D7

is az lesz.

Bizonyitds.

Trivialis.

3.2.3. A valédi dontési mechanizmus &ltal kinyilvanitott

C-szerinti halmaz-kiterjesztési operator

G. A. Koshevoy [28] a P részben vagy teljes rendezéssel definidlt (Pasym, ND)-raciona-
litédst tokéletes, de nem feltétleniil valodi ® = (2,29, C) dontési mechanizmusok

vizsgalata soran vezette be a kovetkezo operatort

C o 225290
(3.10)

C(X) = U{yve2!\p:C(Y)=C(X)},
amit a O : 22 — 22 kivdlasztasi fiiggvény nyilvanit ki. Megmutatta, hogy C
egy lezarasi operdtor 22-an, azaz kielégiti a lezardsi operdtor 1.2.2. Definiciéjdban

megkovetelt feltételeket B = 2 halmazaira alkalmazva.

A kovetkez6kben altaldnosabb feltételek mellett vizsgdljuk a Koshevoy-operatort.
Egyrészt megszoritjuk a B C 29\ () halmazrendszerre és kevesebb feltételt tesziink
a kinyilvanité ® = (Q,%,C) (P,D)-racionalitdsdra is, tobbnyire elegendd lesz a
kinyilvédnitott R Richter-reldcié reflexivitdsa és az (R, D)-racionalitds feltételezés.
fgy azonban nem feltétleniil tudjuk tudjuk garantdlni, hogy az dltalunk hasznalt

operator lezardsi operator legyen.

<53 »



3. A valédi dontési mechanizmus mdédosithatdsaga

3.2.1. DerFINicIO.

Legyen © = (Q,B,C) egy wvalddi dontési mechanizmus. A

’CC B — 20 \ @7

© (3.11)
X =S U{ye®d . CcY)=C(X)}, VX B

leképezést a ® walddi dontési mechanizmus dltal kinyilvanitott C'-szerinti halmaz-

kiterjesztési operatornak fogjuk nevezni.

A K¢ operdtor injekiv, ha Ko : B — B.
A kiterjesztési operator elnevezés jogossagat az alabbi allitas igazolja:

3.2.8. ALLITAS.

Legyen © = (9,8, C) egy valddi dontési mechanizmus és Ko legyen az dltala kinyil-
vanitott C-szerinti halmaz-kiterjesztési operdtor. Akkor az extenzivitdsi feltétel tel-

jestl, azaz

X CKe(X) VYXe®B

Bizonyitds.
Ez abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy X szerepel a K¢ (X) halmazt alkoté halma-
zok kozott. ¢

Amennyiben a K¢ operatort definialé ® valédi déntési mechanizmus (P, D)-
raciondlis, akkor P reldciérdl az antiszimmetridt (pl. rendezés esetén) megkovetelni
a kivalasztasi fliggvényre épiild dontési mddszerben nagyon szigori feltétel, mert azt
jelenti, hogy a C'(X) kivalasztdsi fiiggvény csupdn egy elemet tartalmazhat minden

X € B esetén. Ebbol viszont kovetkezik az alabbi allitas:

3.2.9. ALLITAS.

Ha © = (,B,C) egy részben vagy teljesen rendezé (P, D)-racionalitdsi wvalddi

dontési mechanizmus, akkor 3z* € X, melyre Ko(X) = Z(z*).
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Bizonyitds.
Legyen X € B. Mivel ©® valédi dontési mechanizmus, és P rendezés, igy
O(X) = {a"}. Tgy

Ke(X) = J{y € B: {z"} = C(V)} = Z(2"). ¢

Ahhoz, hogy K¢ (X) ¢ B halmazzal R-tarté bovitést hajthassunk végre a don-

tési mechanizmuson, sziikségiink van a CR (K¢ (X)) kivalasztdsra.

3.2.10. ALLITAS.

Legyen © = (2,%8B,C) egy (R, D)-raciondlis valddi dintési mechanizmus és Ko

legyen az dltala kinyilvanitott C-szerinti halmaz-kiterjesztési operdtor. Akkor
Cr(Ke(X)) = CR(X) = C(X) #0.
Ha Ko halmaz-kiterjesztési operdtor injektiv B-n, akkor
C(Ke(X)) =C(X) VX € B.
Bizonyitds.
Legyen X € B ésx € C(X). Jelolje Yy azt a halmazrendszert, amely tartalmaz-

za azokat a halmazokat, amelyek kielégitik a K (X) definiciGjaban szereplé feltételt,

azaz
Vx={YeB:CY)=CX)} (3.12)

Ezzel a jeloléssel # € C(Y) minden Y € Yy esetén. Azt a tényt kihaszndlva, hogy az
opciondlis halmazrendszerbe tartozé halmazokra C(X) és CR(X) megegyezik, azt

kapjuk, hogy xRy minden y € Y. Kovetkezésképpen,
2Ry Yy e U{Y : Y € Yx} = Ke(X).

Ez azt jelenti, hogy = € CR(Kc (X)), vagyis C(X) C CR(Kc(X)).

Most bizonyitsuk az ellenkez8 irdnyt tartalmazést. Legyen € CR(Kc(X)) egy

tetsz6leges alternativa. Mivel z € Ko (X), ezért a K¢ (X) halmaz konstrukcidja
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miatt létezik olyan Y € Yy, amelyre teljesiil, hogy = € Y, ahol az Yx halmazrend-
szert (3.12) definidlja. Mivel z € CR(Ko(X)), fgy 2Ry minden y € Kco(X).
Koévetkezésképpen, ha Y € Yy akkor xRy minden y € Y alternativara, azaz
e CRY)=C(Y) = C(X) = CR(X). Ez bizonyftja, hogy C(X) 2 CR(Kc(X))

tartalmazdst.

Ha K¢ injektiv, akkor Ko (X) € B, tehdt

C(Ke(X)) = CR(Ke(X)) = CR(C) = C(X). ¢

Ha © = (2,8, C) egy (R,D)-raciondlis valédi dontési mechanizmus, akkor a
B, = BU{Kc(X) : Ko(X) ¢ B, X € B} (3.13)

halmazrendszert a B opciondlis halmazrendszerhez tartozé Ke-szerinti kiterjesztés-
nek, a D = (9, B, CR) dontési mechanizmust pedig a D = (2, B,C) valodi

dontési mechanizmus R-tarté Ke-bovitésének nevezziik.

Kérdés, hogy valamennyi B-n kiviili halmaz C-szerinti halmaz- kiterjesztésével
bovitett By, opcionalis halmazrendszer vajon mar Ke-re zart lesz-e. Ehhez azt kell

megyvizsgalnunk, hogy a K¢ operator idempotens-e.

3.2.11. ALLiTAs.

Legyen © = (2,8, C) egy (R, D)-raciondlis wvalddi dontési mechanizmus. Akkor
Ke(X) = Kep(X) = Kop(Kep(X)) = Kep(Ke(X)) VX €B.

Ha a Ko halmaz-kiterjesztési operdtor injekiv, akkor

Ke(Ke(X)) = Ko (X).

Bizonyitds.

Az (R, D)-racionalitds miatt

C(X) = CR(X) VX € B.
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Ha figyelembe vessziik az 3.2.10. Alh’tést, akkor azt kapjuk, hogy
Kep(Ke(X)) =
—U{Y €B: C(Y) = CR(Y) = CR(Ko(X)) = C(X)} =
= Ke(X).
Az llitds mésodik része az 3.2.10. Allitashol kovetkezik. ¢

3.2.11.1. KOVETKEZMENY.

Ha a® = (Q,%8,C) wvalddi dontési mechanizmus (R, D)-raciondlis, akkor a (3.13)
szerint definidlt B, halmazrendszer a legszikebb olyan opciondlis halmazrendszer,
amelyhez tartozé OF, = (2, B, CR) (R,D)-raciondlis valddi dontési mechaniz-

mus dltal kinyilvanitott Ko halmaz-kiterjesztési operdtor injektiv.

Most vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor a ® = (Q, B, C') nem (R, D)-raciondlis.
A kérdés az, vajon ebben az esetben is lehet-¢ egy Ko (X) halmazzal R-tarté bovitést
végrehajtani. Ehhez arra kell feltételt adnunk, mikor nem lesz a CR (K¢ (X)) kinyil-

vanitott kivalasztds lires halmaz.

3.2.12. ALLITAS.

Legyen © = (,98,C) egy nem (R,D)-raciondlis wvalddi dontési mechanizmus,

Tegyiik fel, hogy eqy X € B halmaz a kovetkezd két feltétel egyikét kielégiti :
1. Ke(X) =X;
2. Ke(X) D X és

2a. Minden y € Ko(X)\ X alternativihoz létezik olyan x € CR(X), amelyre
yRx teljesiil.

2b. Tovdbbd, ha még CR(X)\ C(X) # 0 is teljesiil, akkor x € CR(X)\ C(X)
ésy € Ko(X) \ X implikdlja, hogy xRy.

Akkor
Cr(Ke(X)) = CR(X) # 0.
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Bizonyitds.

Ha K¢ (X) = X, akkor az 4llitas trivialis.

Tegyiik fel, hogy Ko(X)\ X # 0. Legyen y* € CR(Ko(X)). Akkor y* € Ko (X)
és y* Rz minden z € K¢ (X) esetén. Mivel X C K¢ (X), ezért nyilvanvaldan teljesiil,
hogy

Yy Rx Vo e X. (3.14)
Tegyiik fel, hogy y* € Ko (X) \ X. Akkor a 2a. feltétel szerint 1étezik olyan
* € CR(X) C X C Keo(X)

alternativa, amelyre y*Ra* teljesiil. Ez viszont elletmond a y* € CR (Ko (X)) felté-
telnek. Tehédt y* € X. Ebben az esetben pedig (3.14) szerint y* € CR2(X) teljesiil.
Tehdt a CR(Kc(X)) C CR(X) tartalmazés fennall.

Most bizonyitsuk az ellenkezé irdanyu tartalmazast. Tegyiik fel indirekt, hogy
létezik olyan 2 € C'R(X) alternativa, amelyre z* ¢ CR(Kc (X)) teljesiil. A mésodik
feltétel azt jelenti, hogy

Jy* € Ke(X): a*Ry*. (3.15)
y* ¢ X, mert ellenkezd esetben ellentmonddst kapndnk az y* € CR(X) feltétellel.

Tehat y* € Ko(X) \ X. Mivel a val6di déntési mechanizmus nem raciondlis, ezért

két esetet kiilonboztetiink meg.

1. Haz* € C(X), akkor a K¢ (X) definiciéja szerint létezik olyan Y € B halmaz,
amelyre 2* € C(X) = C(Y) C CR(Y) és y* € Y, ami viszont ellentmond a
(3.15) feltételnek.

2. Haz* € CR(X)\ C(X), akkor a 2b. feltétel szerint a* Ry* teljesiil, ami szintén
elletmondds a (3.15) feltétellel.

Az utolsé két ellentmondds indukdlja, hogy 2* € CR(Kc(X)). Kévetkezésképpen
CR(Ke(X)) = CR(X). \

A kovetkezd éllitdsban egy nem (R, D)-raciondlis ® = (€2,B,C) valédi dén-
tési mechanizmus Aaltal kinyilvanitott o és ICCB operatorok kozotti kapcesolatot

vizsgaljuk.
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A 3.2.2. Példébdl l4thatd, hogy a ® = (Q,8B,C) és D' = (Q,B,CR) 4ltal
kinyilvanitott halmaz-kiterjesztési-operatorok kézott mindkét irdnyu tartalmazas és
az egyenl6ség is feltiinik kiillonboz6 X € B halmazokra. A kovetkezd allitds erre a

jelenségre ad magyardzatot.

3.2.13. ALLiTAS.

Legyen ® = (Q,B,C) egy valddi dontési mechanizmus, amely nem feltétlenil (R, D)-
raciondlis és legyen R a ® = (2,8, C) dltal kinyilvdnitott Richter-reldcid. Valamely
X € B esetén:

1. ha CR(X) = O(X), akkor
Kep(X) € Ke(X),
s6t, ha Ko(X) = X szintén teljesil, akkor
Kep(X) = Ke(X);
2. ha CR(X) D C(X) és Ko(X) = X, akkor
Kep(X) 2 Ke(X);
3. ha CR(X) D C(X) és Ke(X) D X, és még a kivetkezd hdrom feltétel is
teljestil:

Sa. K¢ ingektiv a B opciondalis halmazrendszeren;

3b. minden y € Ko(X)\ X esetén létezik olyan v € CR(X), amelyre yRa;
Sc. 1€ CR(X)\C(X) és y€Ko(X)\ X implikdlja a xRy reldcidt,
akkor

Ken(X) 2 Ke(X).

‘R
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Bizonyitds.
1. Legyen CR(X) = C(X). Akkor

Ke(X) = U{ye®s:CcY)=C(X)} =
= (U{ves:c(yY)=CR(Y)=CR(X)})

UU{yes:CY)=CRX)CCRY)}) 2

U

(U{Y € B C(Y) = CR(Y) = CRIX)}) =
= Kep(X).
Mésrészrol, ha Ke(X) = X, akkor az X C Kep(X) tartalmazdsbél kévetkezik, hogy
Ke(X) € Kep(X),
kovetkezésképpen ebben az esetben
Ke(X) = Kep(X).
2. Ez az els6 éllitds bizonyitdsdnak masodik felébdl kovetkezik, mivel ott a
C(X) = CR(X) egyenléséget nem hasznaltuk.
3. A Kep definicidja szering
Kep(X) =Y € B : CR(Y) =GR}

A 3.2.12. Allitds miatt az adott feltételek garantaljak, hogy CR (Ko (X)) = CR(X).
Mivel K¢ injektfv, ezért Ke(X) € B, fgy szerepel Kep(X) elédllitdsaban szerepld
halmazok kozott, ezért Ken(X) 2 Ko (X). ¢

3.2.4. A (- és az R-szerinti halmaz-kiterjesztési operatorok

kapcsolata

Ebben az alfejezetben a tartalmazdsra nézve Osszehasonlitjuk a  valodi dontési

mechanizmus altal kinyilvanitott C- és R-szerinti halmaz-kiterjesztési operatorokat.

3.2.14. ArLiTAS.

Legyen @ = (Q,%8,C) egy reflexiv (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus.
Akkor minden X € B halmazra
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1. Ke(X) € Hr(C(X)) € Hr(X).
2. Ko(X) C Hp(X) akkor és csak akkor teljesil, ha létezik olyan'Y € 9B, amelyre

Y\Ke(X)£0 és XnCOY) #0. (3.16)

Bizonyitds.

1. Legyen z* € Ko(X). A K¢(X) definiciéja szerint létezik olyan Y € B,
amelyre C(Y) = C(X) # 0 és a* € V. gy létezik olyan y* € C(Y) = C(X) C X,
amelyre y*Rz*. A Hp(C(X)) definiciéja alapjin z* € Hp(C(X)).

A mésodik tartalmazds Hr monotonitdsdbdl adddik.

2. Elégségesség. Tegyiik fel, hogy létezik olyan Y € B halmaz, amely kielégiti a
(3.16) feltételt, azaz létezik z* € YV \ Ko(X) és y* € X N C(Y). Nyilvanvald, hogy
¥ #y*, mert y* € X C Ke(X), de

" ¢ Ko(X). (3.17)

Mivel y* € X N C(Y), ezért y* € X és y*Rr minden x € Y. Mdsrészrdl viszont
¥ €Y\ Ko(X), amibdl z* € Y kovetkezik. Tehdt y*Ra*. Ez azt jelenti, hogy

& € Hp(X). (3.18)
A (3.17) és (3.18) formuldkbdl kovetkezik, hogy Ko (X) € Hr(X).

Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy Ko (X) C Hp(X). Ekkor létezik olyan z* € €,
amelyre 2* ¢ Ko (X) és o* € Hr(X). A Hp(X) definiciéjdbdl kovetkezik, hogy
létezik olyan y* € X, amelyre y*Rx*, ezért a Richter-relacié definiciéja alapjan
van olyan Y € 9B, amelyre y* € C(Y)N X és z* € Y \ Ko(X). Tehat (3.16)
teljestil. ¢

A 3.2.3. Példa rdmutat a (3.16) feltétel szitkségességére.

Vizsgaljuk most a halmazok P-szerinti halmaz-kiterjesztése és azok C-szerinti

halmaz-kiterjesztése kozotti tartalmazdsokat.

3.2.15. ALLiTAS.

Legyen a © = (0,8, C) egy reflexiv (P, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus.
Akkor
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1. Hp(X) € Hp(Ke(X).
2. Hp(X) C Hp(Ke(X)), ha létezik olyan z* € Ko (X) \ X és y* € Q, melyekre

o*Py* és 2 Py* minden v € X.

Bizonyitds.

1. K¢ extenzivitasabdl és Hp monotonitasabol kovetkezik.

2. Mivel zPy* minden 2 € X esetén, ezért nem létezik olyan z € X amelyre

rPy*. Kovetkezésképpen
y & Hp(X). (3.19)

Mésrészrdl, létezik olyan z* € Ko(X) \ X és y* € Q, amelyre z*Py*. Ebbdl
kovetkezik, hogy

y" € Hp(Ke(X)). (3.20)
(3.19) és (3.20) egyiitt a kivant Hp(X) C Hp(Kc(X)) szigord tartalmazast adja. 4

A kovetkez6 allitasban sziitkséges és elégséges feltételt adunk arra, hogy P = R

esetén a 3.2.15. Allitdsban mikor lesz szigori tartalmazés.

3.2.16. ALLTAS.

Legyen © = (Q,%8,C) egy reflexiv (R, D)-raciondlis wvalddi dontési mechanizmus.
Valamely X € B halmazra

Hr(X) C Hr(Ke(X)) (3.21)
akkor és csak akkor teljesil, ha létezik olyan Y € B, amelyre

(Ke(X)\NX)nCY) #0 (3.22)

YA J{AeB:CANX £0} £0. (3.23)
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Bizonyitds.
Az (R, D)-racionalitds miatt minden X € B esetén CR(X) = C(X).

Elégségesség. Tegyiik fel, hogy (3.22) és (3.23) teljesiil. Ez azt jelenti, hogy
létezik

€ (Ke(X)\ X)nC(Y)

és

wevY\[J{aeB:Cc(a)nX £0}.
Mivel y* € Ko(X)NC(Y) és z* € Y, ezért azt kapjuk, hogy

Y e Ke(X)NCY) C Ke(X) b y'Ra'
Hp(Ko(X)) definicidja alapjan

& € Hp(Ke(X)). (3.24)
Mésrészrél

¢ J{aeB: C(ANX £0}.

Ha A € B tgy, hogy C(A) N X # 0, akkor 2* ¢ A. Ebbdl kapjuk, hogy egyetlen
y € X esetén sem létezik A € B, amelyre y € C(A) és z* € A. Tehdt minden y € X

alternativara az yRa* relacié teljesiil. fgy
" ¢ Hp(X). (3.25)
A (3.24) és (3.25) teljestilésébdl kovetkezik (3.21).

Sziikségesség. Tegytk fel, hogy Hr(X) C Hr(Kc(X)). Akkor létezik z* € Q,
amelyre 2* ¢ Hg(X) és 2* € Hr(Kc(X)).

x* ¢ Hp(X) azt jelenti, hogy minden y € X esetén yRa*.

Vezessiik be a kovetkezé halmazrendszert
Alx* y)={Y eB: 2" cY,yc OY)}.
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A Richter-reldcié definiciéja szerint, ha yRz*, akkor
Al y) =0 Yy e X. (3.26)

Mésrészrdl o* € Hr(Ke(X)) azt jelenti, hogy létezik olyan y* € Ko (X), amelyre
y*Rx*. Ebbol kovetkezik, hogy

A(x*,y*) # 0. (3.27)

A (3.26) és (3.27) alapjdn y* ¢ X, azaz y* € Ko(X)\ X, dey* € C(Y) Y € A(z*,y")
esetén, kovetkezésképpen (3.24) teljesiil.

Tovabbé (3.26) azt jelenti, hogy ha y € C(A) valamely A € B esetén, akkor

xz* ¢ A, azaz
¢ J{AeB:cA)nX #0}.
(3.27) szerint 1étezik olyan Y € A(z*,y*), amelyre z* € Y, tehdt

ey \|J{AeB: C(AnX #0}. ¢

(3.22) és (3.23) sziiksbgességét és elégségességét mutatja be a 3.2.4. Példa.
Végiil, arra a kérdésre kivanunk vélaszt adni, hogy az opcionalis halmazrendszer
milyen struktirdja mellett lesz a Hr(X) és Hr(Ko (X)) kozott azonosség.
3.2.17. ALLITAs.

Legyen © = (Q,8,C) egy olyan reflexiv (R, D)-raciondlis valddi dontési mechaniz-
mus, ahol a B opciondlis halmazrendszer tartalmazza 2% minden kételemi részhal-

mazat. Valamely X € B esetén
Hr(X) = Hr(Ke(X)) (3.28)
akkor és csak akkor teljesil, ha minden x € Hp(Ke(X))\ X alternativihoz létezik

olyan y € X , amelyre y € C({z,y}).

Bizonyitds.
Elégségesség. A 3.2.8. Allitas alapjsn X C Kc(X). Mivel Hp operdtor monoton

és K¢ extenziv, igy
Hr(X) € Hr(Ke(X)).
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Legyen x € Hr(Ke(X)). Ha z € X, akkor az X C Hp(X) tartalmazasbdl
kovetkezik, hogy = € Hpr(X).

Legyen most x € Hr(Ko(X)) \ X. Az 4llitds feltétele szerint létezik olyan
y € X, amelyre {z,y} € B ésy € C({z,y}). Masrészt, a dontési mechanizmus
(R, D)-racionalitdsa miatt C'(X) = CR(X) minden X € B esetén, gy yRz, azaz
x € Hr(X). Kovetkezésképpen,

Hr(X) 2 Hr(Ko(X)).

Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy (3.28) teljesiil valamely X € B esetén. Vdlasszunk
egy € Hr(Kc(X))\X alternativat. Mivel x € Hp(X) szintén teljestil, ezért 1étezik
olyan y € X, amelyre yRz, azaz ehhez az y alternativdhoz létezik olyan Y € B,
amelyre y € C(Y) és x € Y. Ez azt jelenti, hogy y € C(Y) N X, kovetkezésképpen,
yRy és yRx. Tehat y € C({x,y}). ¢

A 3.2.17. Allitas feltételeit illusztralja a 3.2.5. Példa.

3.2.5. Példik

3.2.1. PELDA.

Definidlja a 4. Téblazat elsé két oszlopa a déntési mechanizmust, a t6bbi oszlopa
pedig a feliratnak megfelel6 halmazokat. A 5. Tabldzat adja a dontési mechanizmus

altal kinyilvanitott Richter-reldciot.

4. Téblazat.

Xe® | CX) X NCRHr(X)) | CR(HR(X)) | Hr(X)
a b c a D d |abcd
a d d|= d d |abcd
b cd b d|D d d |a bcd

C C = C C C
b ¢ b = b b d b cd

A 3.2.1. Példa illusztécidja
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5. Tablazat.

A 3.2.1. Példahoz tartozo

Richter-relédcié

Ez egy nem tranzitiv (R, D)-racionalis dontési mechanizmus (bRd, dRa, de bRa).
A t4blébdl kitiinik, hogy C(X) és CR(HRr(X)) kozdtt mind az egyenléség, mind a

tartalmazds el6fordul kiilonb6z6 X € B esetén.

3.2.2. PELDA.

Legyen © = (Q,%,C) egy valddi dontési mechanizmus, ahol Q = {a,b,c,d}. A
6. Tablazat definidlja a dontési struktirdt (1. és 2. oszlop), kinyilvénitott Richter-
reldci6 szerinti kivélasztdsokat (6.0szlop), valamint a C- és CR-szerinti halmaz-kiter-
jesztéseket mutatja (3. és 5. oszlop). A 4. oszlop a C- and C'R-halmaz-kiterjesztések
kozti tartalmazési irdnyt mutatja. A kinyilvanitott Richter-reldciét az 7. Tablazat

adja.

Most elemezziik az 3.2.2. Példat az 3.2.13. Allitds titkrében.

El6szor is 1athatd, hogy K¢ injektiv a B opcionalis halmazrendszeren.
1. Ha X = {a, ¢, d}, akkor
O(X) = CR(X) = {a,d} & Ke(X) =X ={a,c,d},
ezért

Ko(X) = Ky (X);
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6. Tablazat.

X CX) | Ke(X) Kep(X) | CR(X)
¢ ¢ c = c c
a b a a b c Cla bcdlab
a c a a b c Dla c a
a d dla cd|=|a c d|a d
b ¢ b abcd|D b cd b
b d b abc d|D b cd b
c d d|a c d|D cd d
a b c a a b c Cla b cdlab
a b d b abcdj=|abcdlabd
a cdla d|a cdl=|a cdla d
bcd b abcd|D bcd b
abcdiab abcdi=|abcdlabd

C- és Cg— szerinti halmaz-kiterjesztések
a 3.2.2. Példdhoz

7. Tablazat.

A 3.2.2. Példdhoz tartozé

Richter-reldcié

Ha X = {a,c}, akkor C(X) = CR(X) = {a} és

Ko(X) ={a,b,¢} D X ={a,c},
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ezért
Ko(X) 2 Kep(X);
2. Ha X = {a,b,c}, akkor C'(X) = {a} C CR(X) = {a,b} és
Ke(X) = X = {a,bc},
ezért
Ke(X) € Kop(X);
3. Ha X = {a,b}, akkor C(X) = {a} C CR(X) = {a,b} és
Ko(X) ={a,b,c} D X ={a,b}.
Teljestil a tétel 3c. feltétele, azaz
{b} = CR(X)\ C(X), {e} = Ko(X)\ X é bRe.
Tovébbd, {c} = Kc(X) \ X és b € CR(X), de cRb, azaz 3b. feltétel szintén

teljestil. Ezért Ko (X) C Kep(X).

3.2.3. PELDA.

Definidljuk a ® = (Q,B, C') dontési mechanizmust a 8. Tabldzat els6 két oszlopaval.
Az éltala kinyilvanitott Richter-relaciét a 9. Tablazat mutatja. A 8. Tablazat utolsé

két oszlopa a C- és R-szerinti halmaz-kiterjesztéseket irja le.
A 7. és 8. Tablazatokbdl kiolvashatd, hogy a dontési mechanizmus reflexiv
(R, D)-raciondlis.

Nézzitk meg most két kiilonboz6 halmazra a C- és R-szerinti halmazkiterjesztések

viszonyat:
1. Legyen X = {a,b,c}. Akkor (3.16) teljesiil az Y = {c, d} vélasztdssal, mert
CY)={ed}, Y\Ke(X)={d} & XnCY)={c}.
Tehat a tartalmazds Ko (X) és Hr(X) kozott szigori.
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8. Tablazat.

X CX) | Ko(X) | Hr(X)

¢ ¢ ¢ c

d d d c

a b a a b c a b c
a c a a b c abcd
b ¢ b b ¢ b cd
cd cd cd cd
a b c a a b c abcd

A 3.2.17. Allitas illusztracisja

9. Tablazat.

A 3.2.3. és a 3.2.4. Példdkhoz tartozé

Richter-relacié

2. Legyen X = {a,b}. Akkor {a,b} N C(Y) # 0 teljesiil, ha Y az {a,b},

{a,c},{b,c}, {a,b, c} halmazok valamelyike. De ezen halmazok mindegyikére
Y\ Ke({a,b}) =Y \{a,b,c} =0,

tehdat a tartalmazds Ko (X) és Hr(X) kozott nem szigori.

3.2.4. PELDA.

Definidljuk a® = (2,8, C') déntési mechanizmust a 10. Tébldzat els6 két oszlopaval.
Az éltala kinyilvanitott Richter-reldciot itt is a 9. Tablazat mutatja. A 10. Tablazat
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kovetkezd oszlopai a C- és R-szerinti halmaz-kiterjesztéseket és a K¢ (X) halmazok

R-szerinti kiterjesztését adjak.

10. Téblazat.

X CX) | Ke(X) | Hr(X) |Hr(Kc(X))

c c c c d c d

a b a a b c a b c abc d
a c a a b c abcd| abecd
b ¢ b b ¢ bcd bcd
cd cd cd cd c d

a b c a a b c abcd| abecd

A 3.2.16. Allitas illusztracidja

Lathaté, hogy © = (Q,B, C) reflexiv (R, D)-racionalis.

Nézziik meg, hogyan érvényesiil a 3.2.16. Allftés ezen valédi déntési mechaniz-

mus néhany halmazan.

1. Legyen X = {a,b}. Vélasszuk az Y = {c,d} halmazt. Akkor
(Ke(X)\ X) N C(Y) = {e} 1 {e,d} = {c} £ 0.

Mésrészrdl, ha A az {a,b}, {a,c},{b, c}, {a,b, c} halmazok valamelyike, akkor
teljesiil a C(A)NX # O feltétel. Tehdt, Y\ (UA) = {c,d} \{a,b,c} = {d} #0.
[y a (3.22) és (3.23) feltételek teljesiilnek és a Hp(X) és Hp(Ko (X)) kozotti

tartalmazas szigoru.

2. Legyen X = {a,c}. Ha A az {c},{a,b},{a,c},{c,d},{a,b,c} részhalmazok
valamelyike, akkor teljesiil a C'(A) N X # 0 feltétel, tehat UA = {a,b,c,d}.
Mésrészrdl, a (Ka(X)\ X)NC(Y) # 0 feltétel teljesiil, ha Y a {c}, {b, ¢}, {c, d}
halmazok egyike. De barmelyiket is valasztjuk az Y halmazként, azt kapjuk,
hogy Y \ (UA) = 0, azaz az &llitds feltételei nem teljesiilnek, igy Hr(X) és
Hr(Ko(X)) kozott egyenldség van.

<70 »



3. A valédi dontési mechanizmus mdédosithatdsaga

3. Legyen X = {b,c}. Ebben az esetben a (3.22) feltétel trividlisan nem teljesiil,
és Hpr(X) és Hpr(Kc(X)) azonosak.

3.2.5. PELDA.

Definidljuk a ® = (2,8, C') déntési mechanizmust a 11. Tabldzat els6 két oszlopaval.
Az altala kinyilvanitott Richter-relaciét a 12. Tébldzat mutatja. A 11. Tablazat
kovetkezd oszlopal a C- és R-szerinti halmaz-kiterjesztéseket és a K¢ (X) halmazok

R-szerinti kiterjesztését adjak.

11. Téblazat.

X CX) | Ke(X) | Hr(X) |Hr(Kc(X))

c c ¢ ¢ c
a b b a b c abcdl abcd
a c a a c d|a cdl abecd
a d|a a cdlabcd| abecd
b ¢ b a b c abcd| abecd
b b b abcdl abcd
c c b cd b cd
a c a a c a b cd abcd

A 3.2.17. Allitas illusztracisja

12. Tablazat.

A 3.2.5. Példdhoz tartozd

Richter-relacié
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Ha példaul

1. X = {a,c}, akkor Hr(Kc(X))\ X = {b,d} és a ¢ C({a,b}), ¢ ¢ C({b.c}),
tehdt az allitds feltételei sériilnek. Az egyenléség Hp(X) és Hp(Ko (X)) kozott

valoban nem érvényes.

2. X = {c,d}, akkor Hr(Ke(X)) \ X = {b} és d € C({b,d}), tehdt az llitds

feltételei teljesiilnek. Az egyenl8ség Hr(X) és Hr(Ko(X)) kozott érvényes,
indeed.

3. X = {c}, akkor Hr(Kc(X)) \ X = 0, tehat az &llitds feltételei trividlisan
teljesiilnek. Az egyenléség Hr(X) és Hr(Ko (X)) kozott érvényes.

3.3. Dontésképes és stabil (R, D)-racionalitds

Az el6z6 fejezetben megvizsgéltuk, hogy a Hgr (Jmyz) és a K¢ operdtorok dltal
létrehozott 1j halmazok a tartalmazdsra nézve milyen kapcsolatban vannak. Azt
tapasztaltuk, hogy mindegyik operatorra jellemz6, hogy az €2 halmaz elég gyakran
megjelenik, mint kiterjeszté halmaz. Ez azért fontos észrevétel,, mert a valodi
dontések esetén gyakran nincs olyan szempont, amely az Gsszes alternativat lefedi,
azaz €) rendszerint nem eleme az opciondlis halmazrendszernek. A doéntés pedig épp
azt jelenti, hogy a teljes alternativa-halmazbdl valasszuk ki a szdémunkra legjobb(ak)at.
Ez még akkor is természetes kévetelmény, ha a szempontrendszer az alternativa-
halmaznak csak valédi részhalmazaira vonatkozik. Masrészt, nyilvanvalénak tiinik,
hogy akkor déntésképes a kinyilvanitott preferenciaval raciondlis dontési mechaniz-
musunk, ha a teljes alternativahalmazhoz nem {tires kivalasztast rendel a kinyilvani-
tott preferencia. Tovabbd az is kérdés, hogy a kinyilvanitott preferencia mennyire
stabil, azaz milyen feltételek mellett lesz R-tarté bévitéssel tokéletes valodi dontési
mechanizmussd bévitheté a dontési mechanizmus?

Vizsgalataink tehat ebben az alfejezetben arra terjednek ki, hogy a kinyilvanitott
(R, D)-racionalizdlds a B halmazrendszerhez nem tartozo, nem tires halmazokon a
kivalasztast milyen feltételek mellett hatarozza meg 1gy, hogy az ne legyen iires

halmaz.
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3. A valédi dontési mechanizmus mdédosithatdsaga

3.3.1. DErFINicIO.

Legyen © = (2,8, C) egy olyan (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus, ahol
Q ¢ B. Azt mondjuk, hogy a © wvalddi dontési mechanizmus (R, D)-dontésképes,
ha CR() # 0.

Egy dontésképes (R, D)-raciondlis valédi dontési mechanizmus nem feltétlentil
kell, hogy reflexiv legyen, de mindenképpen kell, hogy legalabb egy = € § esetén

teljesiiljon az x Rx relacio.

3.3.1. ALLiTAS.

Legyen © = (2,8, C) egy olyan (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus, ahol
Q¢ B. EzaD akkor és csak akkor lesz (R, D)-dontésképes, ha létezik olyan x* € Q
alternativa, amelyre Z(z*) = Q. Ekkor a* € CR(Q).

Bizonyitds.
Az allitas a 3.1.3. Allitds kovetkezménye, ha azt az X = Q halmazra alkalmaz-

zuk. ¢
A 4.1.1. és 4.1.2. Példakban olyan valédi déntési mechanizmusokat mutatunk,
amelyek nem (R, D)-dontésképesek.

Megjegyezziik, hogy a dontésképesség még nem vonja maga utan, hogy minden
X' ¢ B esetén CR(X') # 0. Egy ilyen valédi déntési mechanizmust ldthatunk a
3.3.1. Példaban.

A kovetkez&kben most azt vizsgdljuk, hogy mikor nem lesz az X’ ¢ B minde-

gyikén a kivalasztdas nem fires.

3.3.2. DEFIN{CIO.
Egy (R, D)-raciondlis © = (2,8, C) wvalddi dontési mechanizmust akkor tekintink
(R, D)-stabilnak, ha CR(X) # 0 minden X € 2%\ 0 esetén.

Egy stabil (R, D)-raciondlis val6di déntési mechanizmus mindig reflexiv, mivel

ha xR nem teljesiil valamely @ € Q2 esetén, akkor CR({z}) = 0.

Barmely tokéletes (R, D)-raciondlis valédi dontési mechanizmus stabil.
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3.3.2. ALLTAS.

Legyen © = (Q,98,C) egy (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus. Ez akkor
és csak akkor (R,D)-stabil, ha minden X € 2%\ () esetén létezik olyan % € X,
amelyre X C Z(a%).

Bizonyitds.
Az 4llités a 3.1.3. Allitds kovetkezménye, azt minden X € 29\ () halmaz esetére

alkalmazva. ¢

3.3.3. ALLiTAs.
Ha a® = (Q,%,C) valddi dontési mechanizmus (R,D)-stabil, akkor az R reldcid

teljes és RY aciklikus.

Bizonyitds.

Tegytik fel, hogy az R reldcié nem teljes. Akkor létezik legaldbb egy olyan par
az (z,7y) € Q x Q rendszerbél, amelyre xRy és yRr. Akkor viszont sem z sem y nem
lehet kivalasztva az {z,y} € 2\ 0 részhalmazbdl, azaz CR ({z,y}) = 0 ellentmondva
a stabilitasnak.

Tegyiik fel, hogy az R¢ nem aciklikus. Akkor létezik olyan

X={z,...,z}e2®\0
halmaz, hogy

2Rz VMi=1,...k—1 6 zRz.
Innét kovetkezik, hogy

Zzig1Rz Yi=1,...,k—1 és =z Rz,

vagyis z; ¢ CR(X) Vi=1,...,k, {gy CR(X) = ), azaz ellentmondasba keriiliink a
stabilitasi feltétellel. ¢

Amint l4thatjuk a 3.3.1. Példabdl a dontésképességb6l nem kovetkezik a stabili-
tas. De nyilvanvalé, hogy a dontésképesség hidnya maga utédn vonja az instabilitdst.
Egy egyidejiileg (R, D)-dontésképes és (R, D)-stabil valédi dontési mechanizmust
mutat a 3.3.2. Példa.
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3. A valédi dontési mechanizmus mdédosithatdsaga

3.3.1. Példak

A kovetkezd példdkban feltételezziik, hogy © = (Q,8,C) valédi dontési mecha-
nizimus és minden a € Q esetén {a} € B. lgy C({a}) = {a}. Azonban az
attekinthet6bb leirds kedvéért a B halmazrendszerben szerepl6 egyelemii halmazokat
és azok trivalis kivalasztasat nem tiintetjiik fel a példak dontési struktirdinak leird-

saban.

3.3.1. PELDA.

Legyen © = (Q,B, C) egy valédi dontési mechanizmus, ahol az Q = {a,b,¢,d}. B
halmazrendszer elemei, és az azokhoz tartozé kivédlasztds, tovabba a kinyilvanitott

Richter-relacié a 13. Téblazatban adottak.

13. Tablazat.

R
a
XeB | CX) b
a b c b ¢ c
b cd c d d
A 3.3.1. Példa A 3.3.1. Példahoz tartozé
dontési struktirdja Richter relacio

Ebben a példdban a valédi dontési mechanizmus dontésképes, mivel CR(Q) = {c},
de CR({a,d}) = 0, igy nem stabil.

3.3.2. PELDA.

Legyen © = (2,98, C) egy valédi dontési mechanizmus, ahol Q = {a,b,c,d}. A B
halmazrendszer, és annak minden X € B halmazdhoz a C'(X) kivélasztds, valamint

a kinyilvanitott Richter-relacié a 14. Téablazatban adottak.

Ez a valédi dontési mechanizmus egyidejiileg (R, D)-dontésképes és (R, D)-stabil.
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3. A valédi dontési mechanizmus mdédosithatdsaga

14. Tablazat.

Xes | OX)

a b c b c
a b d b

b ¢ b ¢
a c c
a d d

3.3.2. Példa 3.3.2. Példahoz tartozé

dontési struktirja Richter relacié

3.4. A wvalédi dontési mechanizmus Richter-relaciot
megtarto sziikithetSsége

A valddi dontési mechanizmus sziikitése altaldban akkor mertil fel, ha az opcionalis

halmazrendszer elemein redundéansnak tiiné kivalasztasokat észleliink abban az érte-

lemben, hogy a kinyilvanitott Richter-reldci6 definidlasaban valamelyik kivélasztas

mar nem jatszik szerepet, vagy ha az ellentmondasos kivalasztasokat akarjuk kisztirni

a mechanizmusbdl.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, milyen feltételek mellett lehet az opciondlis
halmazrendszerbél elhagyni egy halmazt, hogy a maradék rendszer olyan valédi
dontési mechanizmus legyen, amely megérzi az eredeti rendszer altal kinyilvanitott

Richter-reldciot.

3.4.1. DEFINiCIO.

Legyen ® = (,B,C) egy valddi dontési mechanizmus, R az dltala kinyilvdnitott
Richter-relacic és X' € B. A

B =B\ {X'} (3.29)
opcionalis halmazrendszerrel és a

C'(X) = O(X) VX € B~ (3.30)
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kivdlasztdsi figguénnyel definidlt @~ = (Q,B~,C") struktirdt o © = (2,8,C) wva-
l6di dontési mechanizmus  X'-vel vald R-tarté sziikitésének mnevezziik, ha teljesiil

az
R =R (3.31)

egyenldség, ahol R~ a ®~ dltal kinyilvanitott Richter-reldcio.

3.4.1. ALLITAS.

Az R-tartd szikitéssel definidlt ®~ = (Q,B,C") struktira wvalddi dontési mecha-

NniZMUS.

Bizonyitds.
A valédi dontési mechanizmus 2.1.3. Definicidjdban szerepld kritériumok koziil

az 1., 2., 4. és 6. trividlisan teljesiil. Azt kell megmutatnunk, hogy Q = J X.
XeB-

Tegytik fel, hogy a € Q,dea ¢ |J X. Mivel ® = (2,8B,C) valédi dontési
XeB-
mechanizmus, fgy a € Q@ = |J X. Innét kovetkezik, hogy a € X', de a ¢ X

XeB
VX € B~. Minthogy © = (©,8,C) valédi dontési mechanizmus, ezért C(X') # 0.
Legyen © € C(X'). Akkor 2Ra, de vR-a, igy R # R~, ami ellentmond az R-tart6

sziikités definicidjanak. ¢

A (2.5) formula szerint a ® = (Q,B, C) struktiran definidlt Z(a) halmaz mellé,

annak analégjdra, definidljuk a ®~ = (2,87, ") struktirdn a
Z (@)= J{y eB racc())} (3.32)
halmazt is.

3.4.2. ALLITAS.

Legyen © = (,8,C) egy valddi dontési mechanizmus és X' € B. A (3.29) és
(3.30) formuldkkal adott ®~ = (,B~,C") struktira pontosan akkor lesz R-tartd

szikités, ha teljesil a

Z(a) = Z (a) Ya € C(X") (3.33)
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3. A valédi dontési mechanizmus mdédosithatdsaga

vagy a vele ekvivalens
N Z@2x (3.34)
acC(X")

feltétel.

Bizonyitds.

ElSszor beldtjuk a (3.33) feltétel szitkségességét és elégségességét.

Tegytik fel, hogy ®~ = (Q,B, (") struktura R-tart6 sziikités az X' halmazzal.
Legyen a € C(X') ésy € Z(a) tetszdleges. Felhaszndlva az R-tarté sziikités R = R~

feltételét, kapjuk a kovetkezd ekvivalenciasort:

ye€Zla) & IXeB:aclCX),yeX
< alRy
< aR™y
< Y eB :aclC(Y)yeyY
& yeZ (a).

Tegytik fel hogy Z(a) = Z~ (a) teljesiil minden a € C(X’) esetén.

Legyenek a € Q és y € ) tetszleges alternativak. Ekkor

aR7y & Y eB CB:acC'(Y)=CY) ésyeY
= aRy,

vagyis R~ C R.
Maésrészt
aRy<3Y €B:acClY) ésyeY.

HaY # X', akkor Y € B~ {gy aR™y.

Ha Y = X', akkor a € C(X') ésy € X' C Z(a) = Z (a). Ez azt jelenti, hogy
W eB :ael'(V),yeV, vagyis aR™y, azaz R C R™.
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A kovetkezékben azt latjuk be, hogy (3.33) feltétel ekvivalens a (3.34) feltétellel.
Valéban, figyelembe véve, hogy Va € C(X') : X' C Z7(a) és Z(a) = Z™ (a) U X',

fennallnak a kovetkezd allitdsok kozti ekvivalencidk:

Z(a)=Z (a) Ya e C(X")

4
X' CZ(a)=2Z (a) Yae C(X')
~
X' CZ (a)UX'"=Z (a) Yae C(X)
-~
X'c N Z(a). ¢
acC(X")
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4. (Pgr,b)-raciondlis déntési mechanizmusok

4. (Pp,D)-raciondlis dontési mechanizmusok

Mig az el6z6 fejezetben a valédi dontési mechanizmus médositasandl ahhoz ragasz-
kodtunk, hogy a kinyilvanitott Richter-reldcié ne valtozzon, azt tapasztaltuk, hogy
ily médon nem feltétleniil lehet a B-n kiviili halmazok mindegyikét az opcionalis
halmazrendszerbe bevonni, azaz a doéntési mechanizmusunk nem feltétleniil lesz
dontésképes, még kevésbé stabil. A most kovetkezd vizsgalatainkndl csak ahhoz
fogunk ragaszkodni, hogy az eredeti dontési struktiraban a kivalasztdas ne médosuljon

valamilyen, az (R, D)-tdl eltérd (P, D)-racionalitds mellett sem.

Vajon médosithatjuk-e a kinyilvanitott preferenciat gy, hogy az opcionédlis hal-
mazrendszeren ne valtozzon meg a kivalasztds, azaz a meglévé szempontrendszer

szerinti valasztdsainkat ne befolyasolja?

4.1. Bédvitett (R, D)-racionalizalds

A 2.2.5. Allitashol tudjuk, hogy ha létezik a fejezet bevezetésében emlitett feltételt
kielégité P racionalizdld relacié, akkor azt az R C P implikdciot teljesitd relaciok

kozott kell keresniink.

Mint emlitettiik a 2.2. alfejezetben, egy racionalizalhaté valédi déntési mecha-
nizmusnak tobb racionalizaldsa is lehet. Ezeket kivanjuk karakterizalni ebben az
alfejezetben.

4.1.1. DEFIN{CIO.

Legyen © = (,B,C) egy (R,D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus. A Pg
reldciot a © = (Q,B,C) walddi dontési mechanizmus dltal kinyilvdnitott bévitett

(R, D)-racionalizdlasnak nevezzik, ha

R C Py

CP(X)=CR(X) VX € B.
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4. (Pgr,b)-raciondlis déntési mechanizmusok

AD = (Q,%8,C) wvalddi dontési mechanizmus dltal kinyilvanitott bévitett (R, D)-

racionalizdldsok halmazdt jelolje Pp.

Nem nehéz taldlni olyan (R, D)-raciondlis valédi dontési mechanizmust, amelynek
nincs a ® = (2,8, C) éltal kinyilvanitott bévitett (R, D)-racionalizaldsa (1d.4.1.1.
Példa). Madsrészrdl viszont el6fordulhat, hogy egy © = (2,98,C) valédi dontési
mechanizmusnak tobb kiilonbozé, dltala kinyilvanitott bévitett (R, D)-racionalizaldsa
is van (1d. 4.1.2. Példa).

Mint a fent emlitett példakbdl is kittinik, vannak olyan (x,y) € Q x Q alterna-
tivaparok, amelyekre fennall, hogy xRy, de ezeken a parokon nem lehet médositani
a Richter-reldciot az opciondlis halmazrendszerbe tartozo halmazok kivalasztasdnak

modosulasa nélkiil.

Ezek kezelésére vezessiik be a kovetkezo relaciot:

4.1.2. DEFINiCIO.

Azt mondjuk, hogy a P reldcionak a Py relacid szigorian komplemens része 2 x €2

halmazon, ha

xP.y < xPy és
(4.1)
YV eB:xyeY,xg CR(Y), deaPzVze Y\ {y}.
A P relacié szigorian komplemens P, része pontosan azokat az alternativa-
parokat hatdrozza meg, ahol nem lehet médositani a Richter relaciét az opcionalis

halmazrendszerbe tartozé halmazok kivalasztasanak médosuldasa nélkiil.

ElSszor azt vizsgaljuk, hogyan lehet jellemezni azokat az (R, D)-raciondlis dontési
mechanizmusokat, amelyeknek nincs bévitett (R, D)-racionalizéldsa. A kovetkezd

allitas egy elégséges feltételt ad vélaszul.

4.1.1. ALLTAS.

Legyen ® = (2,8, C) egy (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus, ahol a B

opciondalis halmazrendszer kiélégiti a kovetkezd feltételeket:

1. B tartalmazza @ minden kételemd részhalmazdt;
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2. Minden a € Q esetén létezik olyan X € B amelyre a € C(X).

Akkor Pr = 0.

Bizonyitds.

Elbszor is vegyiik figyelembe, hogy a © = (2, B, C) dltal kinyilvénitott R reldcié
reflexiv. Ugyanis, ha a € ) egy tetsz6legesen valasztott alternativa, akkor az allitas
masodik feltételébdl kovetkezik, hogy létezik olyan X € B, amelynek kivédlasztdsara

teljesiil, hogy a € C'(X). Tehat a Richter reldcié definicidja szerint aRa.

Tegytik fel indirekt, hogy létezik Pr D R, amelyre teljesiil, hogy
Cp,(X) =CR(X) VX € B.

Pr D R azt jelenti, hogy léteznek olyan a,b € ) alternativak, amelyekre aPrb,
ugyanakkor aRb és aRb is teljesiil. A reflexivitdsbol kévetkezik, hogy a # b.
Mivel aRRb és a feltétel szerint {a,b} € B, ezért C({a,b}) = {b}. Ebbél viszont az
kovetkezik, hogy aRs.b, ami ellentmond a feltételnek. ¢

4.1.1.1. KOVETKEZMENY.

Legyen ® = (2,8, C) egy (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus, ahol a B
opciondlis halmazrendszer tartalmazza Q) minden egyelemi és kételemi részhalmazdt.

Akkor Pr = 0.

Bizonyitds.
Trividlis. ¢
Az az eset, amikor biztosan tudjuk, hogy Pr # 0, a WARP segitségével fogalmaz-

haté meg.

4.1.2. ALLITAS.

Tegyiik fel, hogy © = (2,8, C) egy (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus és
a kinyilvanitott Richter- és Samuelson-reldciok kézott az R C S szigori tartalmazds
dll fenn. Akkor S* € Pg.
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Bizonyitds.
S? nyilvan bévitése R-nek, a 2.2.9. Allitas pedig garantélja, hogy B halmazain

a kivilasztds ne valtozzon meg. ¢

A 4.1.2. Példa azonban arra is rdmutat, hogy R = S? esetén is lehet R-nek, akar
tobb bévitett (Pg, D)-racionalizildsa.
Ahhoz, hogy a reldcidk egyes elemeit kiilon-kiilon is kezelni tudjuk, vezessiik be

a kovetkezo relaciot:

4.1.3. DEFIN{CIO.
A P reldcié (a,b) € Q x Q alternativapdrhoz tartozé atomizdcidja az a Q® reldcid,

amelyet a kévetkezé mdodon definidlunk:
Q% < x=a,y="b és aPb. (4.2)

Jelolje a P reldcid atomizdcidinak halmazdt Q(P).
A 4.1.2. Példa 18. Téablazata az Ry és az atomizdcio képzését mutatja be.

4.1.3. ALLITAS.

Legyen ® = (Q,B,C) egy (R,D)-raciondlis valédi dontési mechanizmus. A Pp
reldcid akkor és csak akkor lesz egy, a ® dltal kinyilvdnitott bévitett (R, D)-raciona-
lizalas , ha az R reldaciohoz létezik olyan {P@, i1=0,...,k} k> 1 véges reldcidlinc,

amelyre teljestl az alabbi két feltétel:
1. PO =R, PO c PO i=1... k P®=pg
2. Mindeni =1,...,k esetén létezik olyan (a;,b;) € QxQ alternativapdr, amelyre
POAPED = Qi € Qi

ahol Q;_1 = Q(P“*UOPS(CF])) és PIY ¢ PO reldcid szigorian komplemens

része.

A ldnc k hosszdt az R és a Pr, reldciok kozti tavolsdgnak fogjuk nevezni és d(R, Pr)-

rel jelolyik.
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Bizonyitds.
Elégségesség. Tegyiik fel, hogy {P®, i =0,... k} k > 1 olyan véges reldcidlanc,

ami teljesiti az dllitdsban megkovetelt feltételeket. Mivel
PUNPID = Qi € Q.

ezért Q?’_bl’ ¢ Pé(Z >, tehdt a szigorian komplemens rész definiciéja szerint minden
i=1,...,k esetén a Q;’fbl relacié a PU~1 relacién csak tgy valtoztat, hogy az nincs
hatdssal a 28 opcionalis halmazrendszer halmazainak kivélasztdsaira. Tehdt minden

X €B ésminden i = 1,...,k esetén
CB@) (X)= CB@—U(X)-
Kovetkezésképpen,

cX) CR(X) = Cpo(X) = ... = Cpu-n(X) = Cpo (X) =

.= Cpp(X)=CP(X) VX eB.

fgy, mindeni = 1,...,k esetén a P reldcié a ® éltal kinyilvénitott bévitett (R, D)-
racionalizalas.

Sziikségesség. Legyen Pg egy D dltal kinyilvanitott bévitett (R, D)-racionalizdlds.
Akkor

k
0#PenR=JQ"" CR.NE,

i=1

ahol Q%% € Q(Ry. N R). Mésrészrél

k

Ru(Jo"") =

i=1

((R U Qalbl> U Qazbz) U Qdkbk

Pr

Bevezetve a

PO =R, PO =pibyQut j=1... k P®=py
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reldcidkat, megkapjuk azt a lancot, amely generdlja a Pg relaciét. Mivel Pr egy
bévitett (R, D)-racionalizalds, ezért a bévités nem valtoztat B opciondlis halmaz-
rendszer halmazainak kivalasztdsan, tehét, a P reldcidk egyike sem véltoztat rajta.
Bszerint az Q%% € Q; ; kell legyen minden i = 1,..., k esetén. ¢

Az Algoritmus 1 azt mutatja meg, hogyan képezhetjik a ® = (Q,8B,C) va-
16di dontési mechanizmus altal kinyilvénitott bévitett (R, D)-racionalizaldsok Pg

halmazat.

Algoritmus 1 Bévitett (R, D)-racionalizaldsok képezése

Pr<=10 {bbvitett (R, D)-racionalizdldsok halmazéanak inicializdlasa}
P < {R} {kiinduld reldcié a Richter reldcié}
while P # () do
select P € P
define Py
Q < a PN Py reldcié QY atomizicidinak halmaza
while Q # () do
select QY € Q
Prp <= PRrU(PNQY)
Pr < PrU{Pr}
P <= PU{Pr}
end while{atomizdciok}
P < P\{Pr}
end while{racionalizalds}

return Pg

4.1.1. Példak

4.1.1. PELDA.

Tegytik fel, hogy © = (2,8, C') egy valédi dontési mechanizmus, ahol Q = {a,b, ¢, d}.
A B-beli halmazokat a hozzajuk tartozé kivélasztassal és a kinyilvanitott Richter-

relaciot a 15. Tablazat szemlélteti.
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15. Tablazat.

Xe® C(X)
a b b
a c a
a d d
b ¢ c
b d b
cd c d
A 4.1.1. Példa A 4.1.1. Példéhoz tartozd
kivalasztdsi struktirdja Richter-relacié

Ez a val6di déntési mechanizmus (R, D)-racionalis, de a Richter- reldcié semmilyen
bévitése nem lesz (R, D)-racionalizdlds.
4.1.2. PELDA.

Tegytik fel, hogy © = (2,8, C) valédi dontési mechanizmus, ahol Q = {a,b, ¢, d}.
A B-beli halmazokat a hozzdjuk tartozé kivélasztassal és a kinyilvanitott Richter-

relaciét a 16. Tablazat szemlélteti.

16. Tablazat.

Xe® C(X)
abc c
a b b
b c c
b cd d
a dla
A 4.1.2. Példa A 4.1.2. Példédhoz tartozd
kivdlasztasi struktiraja Richter-relacio

Ellenérizhet6, hogy a 4.1.2. Példdban a dontési mechanizmus (R, D)-racionalis,

és hdrom kiilonboz8 bévitett (R,D)-racionalizdldsa is létezik, amely megérzi az
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opciondlis halmazrendszerbeli kivélasztdsokat. Ezek a bévitett (R, D)-racionalizdldsok
lathatéak a 17. Tébldzatban.

17. Tablazat.

A 4.1.2. Példdhoz tartozo
(P1,D)- (Py,D)- (P3,D)-

racionalizalds racionalizdlas racionalizélds

A 18. Téblazatban a 4.1.2. Példahoz tartozé R reldcié szigorian komplemens

Ry része és az Q(R N Ry.)-hoz tartozd Q% és Q™ atomizdcick lathatdk.

18. Téablazat.

Qla b ¢ d Q¥ | a b ¢ d

al0 0 1 0 al0 0 0 O

b0 0 0 O bjo 0 0 1

cl0 0 0 O cl0 0 0 O

dfo 0 0 0 dio 0 0 0
A 4.1.2. Példédhoz tartozd A 4.1.2. Példéhoz tartozd
R relacio Q(R N Ry.) reldcidhalmaz

4.2. Gyengén (R,D)-dontésképes és gyengén (R, D)-stabil

valédi dontési mechanizmusok

A legtobb gyakorlati dontési probléma esetén sem az (R, D)-dontésképesség, sem
pedig a (R, D)-stabilitds nincs garantdlva. Ha van a kinyilvdnitott preferencidnak
olyan b&vitése, amely megtartja az opciondlis halmaz elemeihez tartozé kivélaszta-
sokat, akkor vajon tudunk-e mar a teljes 2 halmazbdl is valasztani? Vagy van-e

olyan bovitése a kinyilvanitott preferencianak, amely mellett minden B-beli halmaz
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kivalasztasa megérzodik, de a ®B-n kiviili halmazokhoz hozzarendelt kivalasztds sem
lesz tires. Ebben a fejezetben ez a kérdéssor motivalja a vizsgdlatainkat. Ehhez a
dontésképesség és a stabilitds fogalmat kiterjesztjitk a bovitett (R, D)-racionalizald-

sokra is.

4.2.1. DEFINiCIO.

Legyen © = (2,8, C) egy (R, D)-raciondlis valddi déntési mechanizmus és Q ¢ B.
Azt mondjuk, hogy a © = (,B,C) walddi dintési mechanizmus gyengén (R, D)-
dontésképes, ha nem (R, D)-dontésképes, de létezik olyan Pr D R bdvitett (R, D)-

(

racionalizdlds, amelyre CB () # 0 és a d(R, Pg) tdvolsdg minimdlis.

4.2.2. DEFINiCIO.

Legyen ® = (,8,C) egy (R,D)-raciondlis wvalddi dontési mechanizmus. D-t
gyengén (R, D)-stabilnak mondjuk, ha nem (R,D)-stabil, de létezik olyan Pr O R
bévitett (R, )-racionalizdlds, amelyre minden X € 2°\() halmaz esetén CB_(X) # 0

és a d(R, Pg) tdvolsdg minimdlis.

4.2.1. ALLITAS.

Legyen © = (Q,%8,C) egy (R, D)-raciondlis valddi dontési mechanizmus. Legyen
X € 2%\ 0)\ B. Akkor és csak akkor létezik olyan Pr D R bévitett (R,D)-
racionalizdlds, melyre d(R, Pg) tdvolsdg minimdlis és Cp (X) # 0, ha van olyan

x* € X, amelyre a kivetkezd feltételek valamelyike teljesil:

1. X C Z(z*) = Q és Iw,y) € Q x Q 4igy, hogy v # x*, xRy és xRy.y;

2. X C Z(x"), Q\ Z(x*) # 0 és létezik olyan y € Q\ Z(z*) amelyre *Ry és
" Reey;

3. X\ Z(x*) #0 és minden Y € B esetén ha x* € Y, akkor vagy Y C Z(x*)
vagy (Y \ Z(z*)) \ (X \ Z(2*)) # 0 teljesiil.

Bizonyitds.
A 3.1.3. Allités szerint, ha 2* € X C Z(2*), akkor 2* € CR(X) # 0. Tehét a
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minimélis tavolsag d(R, Pg) = 1. Igy RN Ry barmely atomizacidja lehet bévits. Ez

azt jelenti, hogy

Pp=PY =pPO QI =RUQ",

ahol Q5" tetszéleges atomizdcidja a R N Ry reliciénak és (z,y) € Q x Q olyan

alternativapar, amely kielégiti az xRy és az xRy.y relacidkat.

Amennyiben Q = Z(z*), akkor sziikséges, hogy Qg olyan atomizdcié legyen,
ahol (z,y) € (Q\ {z*}) x Q).

Ha Q\ Z(2*) # 0, akkor az Qg olyan atomizdcié, ahol (z,y) € {&*} x (Q\ Z(z*)).

Vizsgéljuk most azt az esetet, amikor X \ Z(z*) = {y1, ..., yr}. Mivel megkove-
teljiik, hogy a keresett Pp reldciéra vonatkozdlag a d(R, Pg) tévolsdg minimdlis

legyen és =" € Cp (X)), igy Pr a
PO =R pi- = pOyQ=vi pp=pHh),

reldcilanccal adhaté meg, ahol a Q% atomizaciét a (4.2). Definicié szerint értel-

mezziik, azaz
re-rUC U @™ (13)
yeX\Z(z*)
Ez a Pg reldci6 akkor és csak akkor lesz egy bévitett (R, D)-racionalizdlds, ha nem
létezik olyan Y € B amelyre z* ¢ C(Y) = CR(Y), de z* € CP (V).
Vegyiink egy tetszoleges Y € B halmazt és bontsuk fel a kdvetkez6 halmazok

unigjéra:

Y= nz)u((Y\Z(") (XN Z(@7)) U ((Y\ Z(z7) \ (X Z(27))).

Ekkor
=" Ry Yy €Y N Z(z") (4.4)
@Ry, de 2*Pry Vye (Y \ Z(x") N (X \ Z(z*)) (4.5)
2Ry, & v Pry Vye (Y\Z@a")\ (X\ Z(). (4.6)

Ebbél kovetkezik, hogy Y halmaz kivalasztasa csupdn a kovetkez6 két esetben

nem valtozik meg:
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a) Ha Y\ Z(2*) = 0, azaz csak az (4.4) feltétel teljesiil. Ebben az esetben
Y C Z(2*) igy a 3.1.3. Allitas szerint 2* € C(Y).

b) Ha van olyan y € Y, amelyre y € (Y \ Z(2*)) \ (X \ Z(z*)), akkor erre
az alternatfvdra teljesiil, hogy 2*Ry és 2*Pry. Tehat a* ¢ C(Y) = CR(Y) és
z* ¢ Cp (V). ¢

4.2.2. ALLITAS.

Az (R, D)-raciondlis ® = (Q,B, C) valddi dontési mechanizmus akkor és csak akkor
gyengén (R, D)-dontésképes, ha létezik olyan x* € Q, amelyre teljesiil, hogy minden
olyan 'Y € B halmazra, amelyre z* € Y teljesil azY C Z(z*) tartalmazds.

Bizonyitds.

Ez a 4.2.1. Allitas alkalmazdsa X =  esetére. Megmutatjuk, hogy barmely, az
Y C Z(a%)- t6l eltérd feltétel ellentmondashoz vezet. Valéban, az 2. feltétel ebben
az esetben az ellentmond6 Q C Z(2*) és Q\ Z(z*) # 0 feltételek miatt eleve nem
johet széba. Az 1. feltétel azt jelentené, hogy z* € CR(Q), azaz © dontésképes

lenne.

Ha lenne olyan Y € 9B, melyre a 3. feltétel masodik része teljesiilne, akkor erre
a halmazra az y* € Y\ Z(z*) és y* ¢ Q\ Z(z*). Az utébbi tartalmazas ekvivalens

az y* € Z(z*) feltétellel, ami viszont ellentmond az elsé feltételnek. ¢

4.2.3. ALLTAS.

Az (R, D)-raciondlis ® = (2,8, C") valddi déntési mechanizmus akkor és csak akkor
gyengén (R, D)-stabil, ha barmely X € (2*\0)\B halmaz esetén van olyan v € X,
amelyre minden olyan Y € B esetén, ahol x* € Y, az alabbi két feltétel valamelyike

teljestil:
1.Y C Z(z%);

2. (Y\ Z(z%)) N (X N Z(z*)) # 0.

Bizonyitds.
Ez a 4.2.1. Allitds alkalmazdsa valamennyi X € (22\ 0) \ B halmazra.
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2 a kovetkezSképpen particionalhaté:
29 = B U B, UB,,

ahol

B, {X€29: X ¢B,Iry: X CZ(ay)}
By = {X€29: X ¢ B Py : X C Z(a)}
{(X€29: X ¢B,Var € X : X\ Z(z*) # 0}

B, konstrukcidja garantalja, hogy a 2B ;-beli halmazokra terjestiil az allités feltétele.
Mésrészt By # 0, mivel ellenkezd esetben X € By VX ¢ B lenne, igy B
konstrukei6jabol kovetkezéen minden X € 9B, esetén 2% € CR(X) lenne, vagyis
D = (Q,8B,C) stabil lenne.

B, konstrukei6jabdl viszont kovetkezik, minden X € 9B, esetén a 4.2.1. Allitas
3. feltételének kell taljestilnie. ¢

4.2.4. ALLiTAS.

Haa® = (0,8, C) valddi dontési mechanizmus gyengén (R, D)-stabil, akkor bdrmely

Pgr D R bévitett (R, D)-racionalizdlds teljes és PE aciklikus.

Bizonyitds.

A bizonyitds analég médon torténik, mint a 3.3.3. Allftas bizonyitasa. ¢

A 4.2.1. Példaban egy gyengén dontésképes, de nem gyengén stabil, mig a 4.2.2.
Példaban egy gyengén dontésképes és gyengén stabil valédi dontési mechanizmusra
lathatunk példat.

4.2.1. Példék

4.2.1. PELDA.
Legyen © = (Q,%B,C) egy valédi dontési mechanizmus, ahol Q = {a,b,c,d}. A B
halmazrendszer, és annak minden X € B halmazéra a C'(X) kivélasztas, tovdbba a
kinyilvdnitott Richter-reldcié és a bévitett (R, D)-rationalizdlds a 19. Tébldzatban
adottak.
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19. Tablazat.

Xe® C(X)
a b c a Rla b ¢ d Prla b ¢ d
b cd b all 1 1 0 a1 1 1 1
a c a b0 1 1 1 01 1 1
b d b d c|0 1 1 0 ¢c |0 1 1 0
b c b c 01 01 d|0 1 0 1
A 4.2.1. Példa A 4.2.1. Példahoz A 4.2.1. Példahoz
dontési struktirdja tartozo tartozo bovitett
Richter relacié (R, D)-racionalizélas

Ebben a példdban a valédi dontési mechanizmus gyengén dontésképes, hiszen
CB. () = {a}, de nem gyengén stabil, mert CP_({c,d}) = 0 és sem cPrd, sem pedig

dPgrc nem teljesiilhet, mivel cRg.d és dR.c.

4.2.2. PELDA.

Legyen © = (2,9, C) egy valddi dontési mechanizmus, ahol Q = {a,b,c,d}. A B
halmazrendszert, és annak minden X € B halmazéra a C'(X) kivélasztést, valamint
a kinyilvanitott Richter-reldciét és a bévitett (R, D)-rationalizdlast a 20. Tablazat

adja.

Az igy adott valédi dontési mechanizmus gyengén déntésképes és gyengén stabil.
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20. Tablazat.

Rla b ¢ d Prla b ¢ d
Xe®B C(X) all 1 0 0 a1l 1 1 1
a b a bl0 1 1 0 b |0 1 1 1
b ¢ b ¢ c|0 1 1 0 01 1 0
c d d 0 0 1 1 d |0 0 1 1
A 4.2.2. Példa A 4.2.2. Példahoz A 4.2.2. Példdhoz
dontési struktiraja tartozé tartozé bévitett
Richter-relacié (R, D)-racionalizalds
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