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 ��	�� ����

∇×∇×E = − 1

c2

∂2
E

∂t2
− μ0

∂2
P

∂t2
, ���� 

��	�	 E �� ��	 	
	����� �	
�! c �� ��	 ��		� �" 
���� �� ������! μ0 �� ��	 ������

�	��	���
��# ��� P �� ��	 �����	� 	
	����� ��
���$������

%�	 �	�����	 �" ��# ��	
	����� �� 
���� �	���	� ���
��	�� "�� ���	��	 	
	����&

����	��� �	
��� '� � "�����	���
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�� ���������� ������ �" ����� 	
	������ ���	� ��	 ��(�	��	 �" �� ���
�	� �	
��

)� � �	��
�! ��	 ����
 ��
���$����� P �����	� �# 	
	����� ����
	� �� ��� 
��	�� �� ��	

	
	����� �	
�! ��� ������	� ��	 ���	 �	�	��
 �	
�����

P = ε0

(
χ(1) · E + χ(2) : EE + χ(3)���EEE + . . .

)
, ���* 

��	�	 ε0 �� ��	 ������ �	���������# ��� χ(j) �� ��	 j�� ���	� ����	�����
��#�

+� �� �	�	����# �� ��,	 �	�	��
 ����������� �� ��
�	 ��	 ���	 	������� �����!

��	 ���
��	�� ���� �" P �� ��	��	� �� � �	���������� �� ��	 
��	�� ����� -	����
#!

��	 ��	� 
���	� ��	 �	����	� ���

! ���� ��	 ��	
	����� ��������! ε(ω) = 1 + χ! ��

�
�� ��	��	� �� � �	���������	 ����	�� ∇ × ∇ × E �� ����������	� ���� −∇2
E!

�������� ∇E = 0� +� �� �
�� � ����
�������� ��	� ��	 �	
� �� �����	� �� �������� ���

��
���$����� �
��� ��	 ��	� 
	����! �� ���� � ���
�� �������� �� ��
��! �
������ ����

��	� ��� ��
� "�� ���	"����	�� �	���� '�����
 ��	�� ��	 �#����

# �	�,
# ���	"����	��!

��� ��	 ��
���$����� 	.	��� ��	 ����

# �	�
	��	�� �����	����	! ��	 �
��
# ���#���

	��	
��	 ������������� �� �����	��

/# �	�������� ��	 �����
# ���#��� ���� �" ��	 	
	����� �	
� �0� ��1 ��� ����� ��	

�����	� �����"�������� Ẽ(r, ω) = F(E(r, t))! ��	 ���	 	������ ��� �	 �����"���	�

�� ��	 ��&��

	� 2	
���
�$ 	������ �0� ��3 �

E = 1/2ê[E(r, t) exp(−iω0t) + c.c.] ���1 

∇2Ẽ + ε(ω)k2
0Ẽ = 0, ���3 

��	�	 ê �� ��	 ��
���$����� ���� �	����! r �� ��	 ����	 ���������	! t �� ���	! ω �� ��	

"�	�	��#! ω0 �� ��	 �	����
 "�	�	��#! c.c. �	���	� ����
	� ���4����	! k0 = ω/c!

��� "��� ��	 ��	
	����� �������� ��	 
��	�� ��� ���
��	�� �	"������	 �����	� ��� �	

�	���	� �� ε(ω) = (n+Δn)2� %�	 2	
���
�$ 	������ ��� �	 ��
�	� �# ��	 �	����
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� �����

Ẽ(r, ω) = F (x, y)Ã(z, ω) exp(iβ0z), �����

����� F (x, y) 	� ��� ���
����� ����� �	���	���	�
� Ã(z, ω) 	� � ������ ���	
� ��
��

�	�
 �� z �����	�	
� ��� �������� ����
��
�� �
� exp(iβ0z) ������ �� ��
�	���	
��

��������	�
� �β0 	� ��� ��� 
������ z 	� ��� �����	
��� �������� �� ��� ���� ��	��

x �
� y ��� ��� ���
����� �����	
������

���  �������! �"���	�
 ����� �� ��� ������	
� ��� �"���	�
� ��� F (x, y) �
�

Ã(z, ω)�

∂2F

∂x2
+

∂2F

∂y2
+ [ε(ω)k2

0 − β̃2]F = 0, ���#�

2iβ0
∂Ã

∂z
+ (β̃2 − β2

0)Ã = 0. ���$�

��� �	��
���� β̃ �� %"� ��# 	
������ ��� ��������	�
 ��
���
�� β(ω)� �
� 	�� ����

������	�
� Δβ� β(ω) ��
 �� ����
��� �� � ����������	�� �� �����	�� ��� �	&���
�

������ �� �	�����	�
� ��� %"� ���'� ��� ���������	�
 ���� ����
�� �
 ��� �����

�	���	���	�
 �
� ��� 
�
�	
��� �������	� 	
���� Δβ = Δβ(Δn, F (x, y))�

(���� ���� �� ��	
� β̃� ��� )���	�� ���
�������	�
 �� %"� ��$ ����� �� ��� ������

���	�
 �"���	�
 ��� A(z, t)� ��� ��������� *�
�	
��� +���,�	
��� �"���	�
-

∂A

∂z
+ β1

∂A

∂t
+

iβ2

2

∂2A

∂t2
=

g − α

2
A + i(γ +

i

2
α2)|A|2A, ���.�

�����

γ =
n2ω0

cA��

. ���/�

��� ���� 	
����	
� γ� ��� 
�
�	
��� ���������� 	� ���������� �������	�
 �	�� n2

��
��	
� ��� 
�
�	
��� �������	� 	
���� A�� ��
��	
� ��� �&���	� ���� ���� �� ���

���� �
� |A|2 �������
�	
� ��� ���	��� ������ g �
� α ��� ��� ��	
 �
� ����� �������

�	���� �
� α2 	� ��� ��������� ��� ���������
 �������	�
� ��� �	�����	�
 ��
 ��

��������� ������� ��� β(ω) ��������	�
 ��
���
��� �� ��
������ ��� ����� �������

�	�
�� �� β1 �
� β2 ��
 �� ��������� �	�� �	���� ����� ����� �� ��� ����
�	�
 ��

β(ω) 	
�� 	�0� ����������	��� ��� *�
�	
��� +���,�	
��� �"���	�
 ��
 �� ����
���

�� ������� 
�
�	
��� ����� ���� �� 1���
 �������	
�� �����������
	
� ����

����������

��� ����������	�� �� ��� β(ω) ��������	�
 ��
���
� 	� ��� ������	
�-

β(ω) = β0 + β1(ω − ω0) +
1

2
β2(ω − ω0)

2 +
1

6
β3(ω − ω0)

3 + . . . . ����'�

/
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 	� �� ����
�� �L�� ��� ��� ��� ����� �
 �
���� ����� ���	�� Φ0 = β0L� ��

���	
� �� ����	
����� �	� �� ��	�� ������ ��= β1L, β1 = 1/v� ����� v� �� �� ��	��

���	���� �� 
�� ��� �� ����	
����� �	� �� ��	�� ����� ��������	
� ���= β2L 	�

��	�� ���	��� ��������	
 �� ��� �
� �� ��� 	
� �� �	� �� ���� 	���� ��������	
�

�!�= β3L ��� "
	��� ��� 	 �#� ���	���� ��������	
 �
	 ���	�
 �� ��	���

�� ��������� �
����� n(ω)� ����� ��
 �� ����
 �� $����������%���	
� �	� ��&���


��������� "� �
 �������� ��� '��� (�( ��� �	� �� ��������� �
��� �
� �� ���������

β2 =���/L ��
��	
 �
 �� 
��� �
������ ����	
�

β(ω) = n(ω) · ω

c
. �(�((�

)
 �	�� ����� 	� 	���� ��������	
 �� �
�	����� �� ���������� ��� ������ 	

������
��� ��� � �������� �������� ����
 �
 *��+
�+#�, �
��� �� ���
�� ��

�	��	��-

� =
dβ1

dλ
= −2πcβ2

λ2
≈ λ

c

d2n

dλ2
�(�(.�
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 /��	 �� �> 0�� �� ������ �� ���� 	 ���� 
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�
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	������ ���������� ������� �� ������ ����

%��
�� �	��	
�
� ����� ��	��� ��
 �� �	��� ���%��
�� �	��	
�
�� ��� �����

�� ���� 	 �� ���������	 
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T = T0

√
1 +���2/T 2

0 � ����� T �� �� ��������� 	� �� ������� ������ ����� T0
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TOD = 1000 fs3

GDD = 200 fs2

GDD = 500 fs2
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������ ���	 
�� ��������� ����� ��� ���������� 
β2� �� ����� ������� ���������� ����

��� ��������� ��������� ��� 
�� ��� ����� �� ���������� 
 !!� "#!� �� � ∼ 20 ��

���������$������� ������

��%������ &������ �� ��� ��� &���� ��� ���'��� �� ���� ������� (� �������� ����

�%��� �� ���������� ��% �� �������� �������� ���% ��� ��� �������% �������� )*+�

,�������� ���������� ��� �� ���� �� ����� ��� -���$���������� &��������� 
��. ���

��� ���� ��� 
��� �� ������ '����� "��� ��� �� ���� �% ������������% ��������

��� �������� ���������� ���������% �% �������� � �������� ��%���� ��������� �� ���

��������� ��� ���� �����'�����% �����%��� ��� ���������� ������

/ ������� ����� �� ��������� ���������� ��� �� � ����&��� �������� ����������

�� ����� ����	
����� ������ �% � &�������� ������ �������� ����� �� � ����� ���$

�����%� ���� &��� � �������� ������ / ������� ���� �� ���� �� ����
������ ���	

����	
����� &���� ����� ���� � ������������� �� �&� ����� ���� ������ �� ��������

������ ��� �� ������ ������������� ���� ����0 ��� �%�����% �� ��� &���������
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"�� ��������� �������� �� ���������� ��������� �� ��� �������� '��� �� ��������� �%

1�� ��*� "�� ������ �������������% χ(1) ���������� ��� �������� ������������ �� ��

��� ��� ������ ��� ����������-�� �% ��� ���������� ����� n ��� ��� ����������� ��$

�2����� α� "�� ������ ����� �������������% χ(2) �� ����������� ��� ���� ���������

������ �� ������$�������� ��� ���$��������% ����������� 3�&����� ��� ����� &���
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��� ������ �&� ������ ��� �����$�������� ��������� ��� �� �� ���'����� "�� ����

��



������ ��������	 �
��� �� ������� ��	� �� ���� ��� ��������	 	��	������� ����� ���

��������� ���������� �� ��� 	��	������ ������ ��� 	��	������ ����� �� ����� ���

n(ω, |E|2) = n(ω) + n2I, ������

 ��	� I = ε0cn
2
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� �� �������� 	�� ���� 	���	 ��� ∼ 1− 2 �� 
�������� ��
 ���� ����	����
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���� �� ����� ���� ������� ���������  �� 	����� �� ��� ���		!

	������ �� 	��� � "���� ��
 ��� ��������#� ��
�� ���"� ��� �� 	��� �� ��� ������

������� �� $��� %�& ���� ��
 �� $��� %�' ���� ��	�����#��� � ����� �� 	��������������

��������
 �� � ����� �������� ()$ �� �  �*	������� �	�� �+,-- ��� �	 	��.� ��

$��� %�/�  �� ������ �� ��� ∼ 100 �	 ��	�	 .�	 �����#�� �.� � ��. ����!0���	� ��
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 �� ����� ���� �� �������� ���	�� "���	 ���	�
����� ��� �������� �� �����������

��� ��������	������ �	��
 �(1$	��  �� ���"������ �� ���� �� ��� ���� �	 ��	�
 ��

��� �������� ���
��� �(12� 	�������� �� ��� ��

���� ����������� ����������� ���

� ��#�� ����
��� ���� ��
 .�#������ ������  ��	 �	 	����� �� 
�������� ��������

	��������	� .���� ����	 ��#� ∼ λ/4 ����3��		 ��
 ��4��� ∼ 100% �� ��� ���� ��

���	������#� ������������� �����
��� �� ��� 1���� ���
������ � 	����� ���� �� (1$	

�	 ��� 1���� (1$ �� .���� ��� ��

��� �	 �����
 �� ���������� ����	 �� 
��������

����	�  �� .�#����
��� �������	� �� (1$	 �	 ��	�����
 �� $��� %�& ���� 5� ���	�

"���	 ��� ��������#� ��
�� �� ��� ���� ��� ��#� ��� #���� ���� ��� �#�� �� ���
�
 ��

� ���.!���� �6)��  �� ��������#� ��
�� ���"� �� 	��� � "��� �	 	��.� �� $��� %�'

����  �� �7����#� ��������#� ��
�� � �n��� ��� ��� ���
������ ��
� �	 ���. ���

���� ��
��� �� ��	� �� 6) "���	 �� �	 ������� ∼ 0.98� ��
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��� �� ���

���� �� ����
���� ��
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+��� ��� ���� ���* ������� ��������� ������  �+���� �� ���� ��� &���� (���

 ,������ �� �,���,' ����  ��������� ��  �� ����� ����� �� ����� ��� ��,���' �� �)� *

��%� ��������� ����� �� ��� ����� �� "-$'  ����� �������� ����. ����� �/��!�

/��� ����� �� ���� ��  �� ����� ��� �����%����� &��� ������������� ��� � &.�� β

%����� 0� � %���& ����� �� ����������, ��� ������� �� ��� �� ����� ����� �� � ��� (���

 ,������ �� �,���, (���  �+���� �, ��� �(� �������

�,  ����������  ,������ ��  ����������' ��� &���  �+������ Er ��� HΘ  �� ��

�.+������ (��� Ez' ��� Hr ��� EΘ  �� �� �.+������ (��� Hz� /�� �������� �� ���

�������1 �2������ ��2� ��-! �� ���������� ���� ��� �����  �+������ ���


Ez = [AJl(kr) + BYl(kr)] cos(lΘ + φ) ����	!

Hz = [CJl(kr) + DYl(kr)] cos(lΘ + ψ), ����3!

(���� k =
√

ω2με − β2' ��� ��� ��� ���������� ��� l = 0� 0� ��� ����������

��� &���  �+������ Ez, EΘ, Hz ��� HΘ ��%� �� ��  ���������� /�� �������,

 ��������� ���� �� � ����. �2������ ��� ��� A, B, C, D +��������� �����������

/� ���' ����' Hz = 0 �� ���  ���' A = 1 ��� B = C = D = 0' �� Y0(r = 0) = −∞�

/�� A, B, C, D  ��4 ����� �� ��� &���  ������� ��,�� ���  �� ������ �, ��� �����(���

����. +���� �
 ⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

A1

B1

C1

D1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = M−1(k2rc)M(k1rc)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ����5!
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o(kir)�
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o(kir)� ���� i = 1, 2 ��� r = rc ��� !������" �� ��� ����� #����� ����$ �%�������
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��� ����!��' �� ���� ����� �� ���� �� ��������� ��� (��� ������!������ �� �� ���)

�����" �� '��� k1 *�� �%�� ������" ��� Θ0 ����� �� ���������+
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�� ��/����� �� �������� ����� ��� �����,����� �� ��� ����� �� ��������� ��� �$���

���(����� �� ��� ����� -� ��� !� ����� ���� �� 011 �� ��� (��� �� ��� ,��� ��

��� ����� ��"��� ���� ��� (!�� �� ����"� ��� ��� ���� ����� ��� �!������ ����� ��

��������� �� � �������� �� �� �������� ������� �� ������� ���������� !" ��� ����

��� ���� �� ��� (!�� ����� !� ���������� ��� ��� ����� �� ��� (��� ���'��� �� ���

����� ��"�� �� ��� ����� ���� �� ���(��� !" ��� ��������� ���� ��� �� �� �����

��� �����,����� ���������� ��� ��� �������� ���� ��� ������� ���� ��� ���
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 β = nck1 sin Θ0 = niki sinΘi−1 ��� ���� ������
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������ �� �� ������������ ������� ������������� �������


I��(τ) =

∫ ∞

−∞
I(t) · I(t − τ)dt. ���..�

'�� ���/ �  ��/������ ���� �� �� ��������!���� ��� �� ������� �����������

���� ��� 	
� ��� 0
�� ������������

..
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�
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	����

�
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��� �����	 �
 �������������� �������	�� �����

��� �������	 �
 ������� ������ ��	����	�� �� �� ���	����� �� 	���	��� ���

��	���� ����� 	������� 
	�� ��� ��	
���� �
 ��� ��	����	� ���� ��� �� �� ���	
�	�

����� ��	 ����� ��� ���� �
 ����� ���
�� �	� ������	��� �� �
 ���� ��	����� �����


	�� ��� ���������  λ� ���������� �� 	
� ������	�� ���� �n� ��� ��� �� �������	��

�� Φ(λ) = n(λ) · L · 2π/λ� �
��� L � 	
� �
����� ��	
 ����	
 � 	
� 
����������

����� �
� �	
�� ��� �� �
��� �
�	 � �� �����	�� ��� 	��������� �� 	
� �������

�� 	�� ���� �	
 ������	 ������	�� ������ �
��� ��� ��	���� �� 	
� ������� 

�������� ��� �����	�� �r� ��� 	��������� �t� ���!���	� ���� "#��	��� �$�% $�&��

�
��� Θ��, Θr, Θt ��� 	
� �����	� �����	�� ��� 	��������� ������� ������	�����

��� P ��� S �	��� ��� 	
� 	�� �����'�	���� �
� �
��� �
�	� ��� �� �������	�� ��

	
� ��� 	�����	 �� 	
� ��	� �� 	
� ������� ��� 	
� ���� ���	� �� 	
� �#���� ���	

�� 	
� ������� ���!���	� �Φr = arctan(�(
√

r)
�(

√
r)

) ��� 	
� ���� 
���� ��� t��

rP =
n1 cos(Θt) − n2 cos(Θ��)

n1 cos(Θt) + n2 cos(Θ��)
�$�%�

rS =
n1 cos(Θ��) − n2 cos(Θt)

n1 cos(Θ��) + n2 cos(Θt)
�$�$�

tP =
2 sin(Θt) cos(Θ��)

sin(Θ�� + Θt) cos(Θ�� − Θt)
�$�(�

tS =
2 sin(Θt) cos(Θ��)

sin(Θ�� + Θt)
�$�&�

)�������� 	
� �	������ ��	���� �� �n1 = 1.0� ��� ���� �n2 ≈ 1.45�� 	
�

�����	�� ��� 	��������� ���!���	� ��� �
��� �
����� ��� ���		�� �� � ����	��

�� 	
� �����	 ����� � ����� $�%�

*�� ��� ��� 	
�	 �
�� ��
	 � �����	 �	 ����� ������ ��� 	
� �
��� �
����� ��

�����	�� �� ���� �� 	��������� ��� �	
�� Φr,t = 0 �� π� �
� ���� ��	��	 ����� �

�
�� ��
	 �������	�� ���� 	
� 
�
�� ���� ����� �n2� 	� 	
� ����� ���� ��� �n1�

��� Θ�� � 
�
� *�� ��� ������ 	
�	 	
� � 	
� ���� � +,-��� �
��� 	
� �����	

����� � 	������� ����� ∼ 86◦� .� ���	����� �������� 	� /����0� ��� � 	
� ������	��

����� ��� � ����� �	
 
�
�� ������	�� ���� 	
�� 	
�	 �� 	
� ������� ������

����� ����
�� 	
� ��	��� ����� ��� 	�	�� �	����� �����	�� ��.1� ����� �
�
 	
�

�
���� ����� ������ �
�����

.� ����� 	� ����	��	� ������	 	���� �� ���	����� �	���	���� 	
� ����	�� �
���

�
�	� �� 	
� ���	�� ����� �����	�� ���� ������	 ����	��	�� ���	
� ���� �������	��

�n0 sin(Θ��) = n1 sin(Θ1) = n2 sin(Θ2)� ����� Θ��, Θ1 ��� Θ2 ��� 	�� ��
��� � ������	�� ��
	�� n0 = 1.0, n1 = 1.45 ��� n2 ≥ 1.0 ������� ������	������ ��� ���	���� ��
�� �� ��� ���� ��� ��
�������� �� � �	���	��� ����� n1 > n0 > n2�

$&
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������ ��	
 �� ��������� ��� �� ������������ ����������� �� ����� ������ ��
��������� ��� �� ����� ������ �� ������������ �� �� ���������� ����� ��� ��� �����
����� �� �� ���������  ���� ����������� �� ���� ��� n1 �� ��� n2 ������ ��� ����
��� ������� ����� ����� �� ��� �������� ���������� ������������ ����� ��� ���� �����
����� �� ! ������"�����  ���� ��� ��� ������� ����� �� # ������"������

����� ��� ��������  �$������� %���� ������������  ��� ������� ��� �� ��� ����������

���� ����� ��� �& '( ����� �������� ������� )����� ��� #������ ��*� ���� ��+� %��

������� ��$� �� ������� �� ��� ������ �� ��� ��,����� ��������� ����� ��� ��� �������-

��,����� �������-�� �����������

. ����� ��$�� �� ��$�� �� ��� ����� ��� ������� �� � ���� ����������� ��� �/0

�����$��- ���� ����������� �� ��� ����$��� �� �������-�� ����������� ���� �� ���� ���

���� ��� ����������� �� ��� ��������� ���� ��� ���������� ���)�� �� ���������� ���0

����� %�� ������� �� 	& ����������� �� #������ ��� ��� ��* ��� ����������  ��� ����

�������

����� �����	
��� � ������
��� ���
��	��� �
���
����

%�� ���������� �� ���������� �������-�� ���������� �� ����� �� ��� �����- �� ���� )��

������������ )������ �� �� ���� �� 1		2�

������ � ����� ����� �������� )�� ��$����� � ��������� �� ��$���������� �� ��� � ��

���� ���� 3� ���� ����������� � ������ �� �����  ��� �� �������� �- ��� ��������$�

�4
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a b

������ ���	 
��� ���� ������ � ��� ���

��������� � ��� ��������� ��������� ���� ����� ��� ������� �������� ����

�� ��� �������� ����������� ��� ��� �������� �������� E, H �� ��� �������� �E�

�� ������� �H� ������  ������ ���� ������� !�" ��� ����� �� ������� !�"

�� �� �#������� ���� ��� �������� �� ����� ���������� ������� �� ���$�����

���� ��� ��������� �� �� ����� ��� ����������� ����� ��������(
Ea

Ha

)
=

[
cos δ i · sin δ/η

i · sin δ · η cos δ

] (
Eb

Hb

)
���%�

&�� ����� ������ �������� ��� ��� ���������� � ��� ��� ��� ��	

δ =
2π

λ
dN cos Θ, ���'�

�� ��� �������� ������� (�������� ��� ����� η) ��� ������� ��������� �� ����*

����� �� �������� ��� ����������� ������ E �� H� ��� P ����� ��� ���� �������+

�������� �������� �� ��� ������� ��� Hy �� Ex �� ��� ��� S ����� ���� ��� Ey

�� Hx� ���� ��� ,�#����*�(������ ������� ��� ���� �� E �� H ��� ��������

�� �������	

ηp =
Hy

Ex
=

N

cμ cos(Θ)
= N · Y / cos Θ ���-�

ηs =
Hx

Ey
= N · Y · cos Θ ���.�

Y = (ε0/μ0)
1/2 = 2.6544 · 10−3 , ���/�

����� N = n− ik �� ��� ������# ���������� ���#) c �� ��� ����� �� ����� � ������)

μ �� ��� ������������) Θ �� ��� ��������� ���� � ��� ������ ����� � ��� ���

����� Y �� ��� ������� ��������� �� ���� ����� ������� μ0 �� ��� ������������)

ε0) � ���� ����� �� �� ��$� ��� ��������� ���� ��� �������� ������������ �� ����

�� ������� ���(������ �μr = μ/μ0 ≈ 1��

�'



��� ��� ����� 	��	
������ �� ���� ��� �� � 
��
� �� ������
	� Y = Ha/Ea�

��� ����� �� ��� ���	���	 ��� �������	 ���� 	�������� �� 
���	� �� ��� ��
���������

��
	�
��� ��� η2 = Hb/Eb � ��� ������� ��������	� �� ��� 
������ ��� η1 ������

��� ������� ��������	� �� ��� ���� ��� ����� ��
 ����� ��� ����� �� ��� ����

Ea

[
1

Y

]
=

[
cos δ i · sin δ/η1

i · sin δ · η1 cos δ

] [
1

η2

]
Eb ���� �

!� ������ �� ����� 	�� ���� �� ��	����� �� ��� ����
	� �� 
		��"� �����	��

�� �� ����� ������� ���� ��� 
������ ������ ��� ��	����� ����
��[
B

C

]
=

q∏
r=1

[
cos δr i · sin δr/ηr

i · sin δr · ηr cos δr

] [
1

ηm

]
������

����� r = 1 . . . q � ��� ����# �� ��� ������ ��� m ����� �� ��� 
������ ������ $��

�����# ����
	�

[
B

C

]
� ��� 	����	������	 �����# �� ��� ������ ��� Y = B/C�

Θr ��� ���������� �� %����& ��� �N0 sin Θ0) = Nr sin Θr(λ)� ��� δr ��� �		������

�� ��� ���'� 
��� ��� ��������� �� ��� ����������� ������

$�� ����	�� �
������� ���� ��� 	��	
����� ��� ���� ��� ��(�	����� ����������

������������ ���� ����� ��� �� ����"����� ��� ���
� ����� �������� � � � �
�	)

���� �� ��"������� �λ� ��� ������ ����� �� ��	����	� ��	�

���� ������� 	
	 ��� �� ��������� �� ���

�*



��� ������	� 
� 
���	����	
��� ����������

����� �����	���


���������	 
��� �	����	� ������� �� ��� ��� �� ��� �	��� ��������� �	� ������

����� ��� � ���� 	������	 ��	 ����	�� ��� �����	��������� ����� ����� ���

��		�	 �	� ������ ������� ��	 ��	��� ��������� ��	 ��� �� ��� �����	���������

����	�� ��	 ����	�� ��� !�	�� ���� �	� ������� �� �� ��� �� �	�"��� ���������

��	 ��� ��������� 	����� #�� 	��	������ ����� ��$�	���� ������� ��� ����	������

����	 �� ���� ���������� 	����� � 	��������� ��� ��� �� ��� �� ���� ���� ����

	��������� �� � ���������� ��������� ��� ���� �� �������� �� � ���� ����� �� ���

��� �� ��������� %&&'� #�������� ���������	 �	� ������� �� (�)#� ��� ��)*� ���

���� �	� ��� �� 85 − 90◦ ����� �� ��������� 
1 − 5◦ ��� < 1◦ ����	���� �� ����	

������������ ��������� ��	 ����	�� ��� !�	�� 	�����������

+ ������,�� �� ��	���	 ���	��� ��� ��������� �� �	�"��� ��������� ����	�� ���

!�	�� ��		�	 � -���	����. ���� �	���	�� ��	���� ��� �	��� ��	��� �� ��� ���������	

�	����	� %&/'� #�� ������ �� ��� ���� ��������� ������� �� ��� ����� ��

���	��	������� �������	�� ��		�	 0 ��� �� ��	��� ��������� 0 ��	 �	����� �������

��� ���	���	� ���� ���������� ���� %&1 &2'�

3���	������� �	�"��� ��������� ,��	��	����� �������	�� ��		�	 ���� ��� ���� ���

����� �� ��� ����	������ �� ���	 	������	 ��� ������ ��� ���� ���� ��� ���������

�� ��� ��		�	 � ������	���� �����	 ���� ��	 ��	��� ��������� ��� 
��� 	���	

�� *�����	�"�� ����� ������ #�� �� �� �	�"��� ��������� �������	�� ��		�	 ������

�� ���	��	������� ���	��� ��		�	 ����� �� ���	���� �� ��� ����������� ������

�� ��� ��������� 	����4 
�� �	�"��� ��������� �������	�� ��		�	 	�,��	� ���� ����	

�����	 �� ����	 ���� ���	��� ��		�	 �� 	���� ��� ��� 	���������� 
��� ����� ��

����������� �� ��� ���	 35 	����� ���	� ��� ������� ����6�� �� ��� ����	 �

	��������� ����� ��� 
��� ��	����� �	�"��� ��������� �	����	� ���� � ����� �	���

����� ����	��� 
788� �������� �	�� �	�� ���������� ��� 
���� ��	����� �	�"��� ���

������� ��		�	 ������� ���� ����	 �	��� ����� ���� 	�������� ����,������ ����

������� ������	���� ����	 ���	����� ��� �����	��� �� � ���� %&9'� + � �����	 ��

���� ��� ��������� �� ��	����� �	�"��� ��������� �������	�� ��		�	 � �����	���� ��

���� �� ��	��� ��������� ���	��� ��		�	 ����� �� ��� ��� �������	�� ����	 ����	����

:�����	 ����� ��� ����	��� �� ��� ������ ������	� � ����������� �� ��� ��	��	

����� �� ���� ���� �� ��� �	����� ������	���� �������� 788 ���� 	�������� ����

� �	���		�� �� ��		�	 ����	��� ����	����� ���	 ���� %&;'�
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���� �
�� �	 ������ ������ ��������� �� ���	� �� 	� ���������
 �� 
�� 	�	 
���#

����� �� �������	 ��� � 
���	 ��
���
��� ������ ��� �� ��	����� ��� ��������

������	��� ������
 ��� �
�� ��� ���,��� ��������� �� ���	�

1��������� �	 ����"�� ���������� 	��� ��� 	�� ���	
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	���+ ��
	� 	� ��	���� 	��$��

 �� 	� �����
 ��� 	� �� ������	�� ��

	� ��
��� �� 	� ����� �� ������	��� �� 	� ����� ������ ��� ����	������ ��	������


� ���� 
��	 �� 	� �����	��� ����� 
�������� 	� ������	��� ����� ��)������ ��	����

	� �����
 ��� 	� ������,�	��� �� 	� ����	�������	�� ���� �2# �� �#������,�	����

��	������ 	� �
���� �������	 �� "���	��#���� �� �����	��
�

�� ����� 	� ������� 	� ��	���� ����������� �� ��)����	 ���	������ ��
���
� ��

��� �������	�� 	� �����	���	�� 	� ����� ������ ��� 	� 133 �
 � ����	��� ��

��������	 �� 	� ��������� 
	���	���
� 4 �������� ���	������ 
	���	��� �� 5. ������


�� ����� ����
 ���	 n� = 2.315 ��� n� = 1.45 ������	��� ������
� ��
 ��
�����

��� ������ ��������� ���	 ������� 	� "���	��#���� �����	���� ��� λ0 = 790 ��

���	��� ��������	 �
�� 6��� 5�- ����� ��
��	��� �� � ∼ 230 �� ���� �������� 4
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���
��� ����	��� �� 	� ������ 
	���	���� *�
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��	��

�� �� ��	����� �����	��� ���� ������� ���� //0 	� &0/0 �� �7> 99%� ��� �

����	����
 ����� ����� �
 ��������	 ����	��� ��	 
��� �
�����	���
 �� 	� 133

�
�� 6��� 5�- ����� 4��	�� �������� 8! 
	���	��� ��	 
������ ������	��
 �
 ��
�����

��� ���,��� ��������� �80◦� 2#������,�� ���	� �� 	�
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 ����

	� //0 	� &000 �� ��������	 ����� ��	 � 
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���
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 ������ ���� �� ������ ����� ��!��� ��������� ���������� ���������� �� ���� �� ���

�� �������� ����� �����" ��������# �������� ����������� �������� ����� �����"

�� ����� ��� ����� �� ������ �� �� �� ����� �� $��� �������� �%���� ��&" �'�� (����

����� �)����� ������� ���������� �� ���� �� ��� ����� ��� �*�� ���� �

������$� ������� ��� ���������� ����������� �� ������� ������� +� ��� �������

���*" ��� �����# ��� �� �� ���$� ��� ������� �� ��� �������� ,��*��� �����-

��� ����� �� ����������� ��� ������� ������ �� ./ 0���" ����# �� ./ ��������

���� 0��� ����� (���� ����� �� �� ���������� � ���� ����� �	� ������ ��

����� ����# �#�������� �#�����# ��� ������� ���������� �#��� �� ����� �� ���

1�$����� ���� ��� ���� ��������� �� ����� �# ��� ����� ������ ��� �� �������#

�� ��� ��� ������ ������� ��� ����� �#���" ��� ���� ��	�  ������� �� ��������

��*��� ����� �$� − �� ��� *�������� − ���# ���� ���� �# �������� ������"

��$��������� ��� �%���� �� ��%����� ��������� �������� �# ���� ������!����

����" ����� ����

2� ����� ��� ��� *���� �� ���� ��������� �� �� ������������� ��� ./ ����

0���� 2���� ��*��� ����� �� ��� �� ��� ���� ������� �$� ���� �� ��� �� �����

�#��� �� �� �� ����$�� �# ������� ������ �� ��� ��������� 3��� ������!����

���� ����4" ,������ �����- ����� ���� �� ��� ����� ������ ��� �� �#�����# ��������

�� �� ���# �� ��������� �# ���������� �����$������� ������ ��5" �	�� 2� �������

��� ��*��� ����� �������� �� ��� ����) ������ �%��� �� ��� ����� ������" ��� ���
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 � �� ������	���	��� ������	� ������ ����� ��� �� ������ �� !" 	������	�

�	�� ��#������� 	� ��	�� �	��� ���������� �� ���$	�� 	��	����� %�� ��	�	��� ����� ��

	��	����� Θ0� ��� �� ��	
� ���� ��� ���� ���� ��� �� ��� �����	
� �������	
� 	���
neff(λ) �� ��� ���� ��������� ��	�� &'� �!�(!�� )� ���� ���� ���� ��� ��	�	��� �����

�� 	��	���� 	� ��� ������ 
���� �� 	��	��� ����� ��� ��	�� ��� �	��� 	� ��	��  

*�+ ��	��� ��� ��	� 
���� �� ����� �� 	��	���� �	�� ������ 	� � ������ ��	���

������ ��� ������ ��
�������� ������� �� ��� ���� ���� ��� ��	�� 	� ���	�	$�

��� ��� ���� 
���� �� ��� 	��	��� ������ %�	� ���� �����	�� ��� ��
������� �	������

������� ��� (" �� +&, ��������	��� ����� 	� ��� ���� ����	�� ���� +	�� !�- ���

�� �����

Θ0 = arcsin(�(neff)). �!�(!�

.	�	����� �� ������ '���������
� 	������	� �	�� ��#������� 	� ���� �� ����	�

��������� ����� 	��� ����	�� ��� ���� ��	��� ����	��� ��	�������� �*%i� �� ���

���	�� ������ �i� ����� ���� ��� λ/4 ���	�	�� ��	��� ��� ���	'�� ����� ��

	��	���� �� λ0 ������� ��
�������/

PTi =
λ0

4

1

ni cos(Θi)
, �!�(0�

����� ni ��� ��� �������	
� 	�	��� �� ��� 	������ ������ �� Θi ��� ��� �������	��

������� ��	�� 
����� ��� ��������� �� .����1� ����
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 ��
 ��
���
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�	� �	 � ��� �	�� ����� �nL! �� "�#$� �
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��� ��������� ���� �� ��� �5 6���� 76.�

�����
�� ������ ��
� 
�� ������	�
� ���������	!� 
�� �	��� �� �	���	�� ����� ��

���������
� �
 ���� ������	�
�� 3� ���	� �������� 
��
 
��� ����
 ��� 	�
 ����


��	�������� 
�� ��
� �� 
�� ��	���� �	 �
 ��� 	�
 �����
 �	 	�� �����	� ����

�����	� 
�� ��	���� .�� nL ≈ 1.02� 
�� �����	� ��
���	 
�� ���� ������ ��	�� ���


� �� ����� ��	��������8 
�� ��
���� �����	� �����
�	� �	 
�� ����
 ��	���

�
 ����	 " �� �� ∼ 1.2 �� �	�
� ��� 
�� ��� ��
��	 �� 
�� ������
��	 �	��� �	


��� ����	� �����!� /���	
��� 	�����
�	� 
�� ����� �	�� ����	� ����
 �� 
�� ����

������ �
��
� ���	� 
�� ����	 �� ���� �
���
���� �����
� �	 ������ ���� ��	����

�� �����	� ���� �
 ����	 
�� ��	
�� �� 
�� ��	���� �	������ �	 
�� 
����	��� ��

������
 ������ ����� ��� ���
��� ����
��	 �	 
�� �����	� �� 
�� ���� ������ ��	���

��
 
��� ���	�� �� 	�
 �� ����
�� ���	 
�� 
����	��� �� ������ �nL > 1.02!�

9	�
��� �
����	� ����
 �� 
�� ������
 ������ �� ���	�
��
� �	 
�� ����  ����

�.��� $�, ��!� ����
 ����!8 �	 ���
� �� 
�� ��	�� ��� ��
��	 �	 
�� ����
��� ������
���

�	�� �� 
�� ��� ������ ������ ����� nL = 1.0 
� nL = 1.02!� 
�� ��������� �������

��	��
� �Δω! �� ��	�������� ����� ���� > 1.7 ��−1 
� "�$ ��−1 �
 ����	 " ���

���	 
�� �������� 
����	��� ������ �� 
�� ��� ������ ������ ��� �������� ��
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������ ��	
 �� �������� �������� ��������� �� ��� ��� ����� ����� ���L �� �
�������� �� ��� ����� ����� �nL ���� ������� ��� λ/4 ��������� �� �� ����� ��
��������� Θ0 = 86◦ ��� �������� !�������� �Δω �� ��� !������ �� � ��������
�� nL ���� nH = 1.45 �� ������"�� ������ �! �������� ����#������ ������ ��
��� ������� ��������� �� ��$����� ��������%� ����� ������ �� � �������� �� ��� ��������
������

��� &������'��%� ��������� ��&��������� ���� �� �� ��������� ���� ��� ������� ��

(������ ����

)� ���� �� ������'���� #!��� ��� ����#������ ������ �� ��� ������� ��������� �*�

!� ��� ������ �� ��� ����� �� ��������� �1/ cos(ΘL) �� ����� �� ���� ��	 �!� +�

��� ����� �� ��������� ��������� ��� ������� ��������� ���#����� ��� &������'��%�

��������� ���� ������� ,���%�� ���� �$��� ���� ��������� ���� �� ��� ��������%�

����� �� ��� ��� ����� ����� ���������� - ����� ��� ��� ����������� ����� �� ���

#���� ����� �� ��� ���� �� ������� !������ ���� �� ,� .���� �.�� ��� ���������

�� ��� ���������� �� ������� ����� �� ��� ����"���

*�� ������� ��%����������� ������� ���� �� ����� �� ������%� ���� !�������� ��

������'���� ���'������ .���� #!��� ������� ���������� � ����� ���!�� �� %��� ����

����� ������ ������ ������ !� ���������� )� ��� ��������� ������� �� ��� -� ������ ��

������� !������ �� ��� ������ ������ ��� ����� ��������� �� ������ �� !� 	/ �� �����

�� ��������� �� !� �������������

����� �����	
���	��� �	
���	��� �� �� ���� ����

*�� ��� ��� �� ������ � ��������� ���������� �� 0 ������'��� ������ ����� �������

!���'��� �������� ������ - �� ������� ��� ������� ������ )� �� ����� ���� ���

������� ����� ������ �� ��� !���'��� ��� �� ��� ������� !������ �� ��� ��� ������

����� ����� � ����� ��������%� ����� ��������� ���� ����� �� ����� ������� !� ���

��������� ������� ���� ������ �� ��� ��� ������� 1���� ��� ������� �� ���%��� ����

���!��� ���� !� �������� ����� ����������� �� ����� ����� �������� ������������

0	



���� ��������	
 �� �� ����� �� �	�� ���	���������� ��
 ��	�	����	 �� 
	�������

�� ��	���

��� ��������	 �������� �� �  �� ���	 ��
 ���	������� ���	�� �� ������ ���� ����!�

�	�� di ��
 �� ��� ���� ����!�	�� Li" i = 1, 2, 3 #�		 ����	 $� %� &�	 ��������

����!�	��	� �� ��	 ���	�� �����
 �	 ����	� �����
��� �� ��	 �	�	���� ����	�������
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wave

����	 $� ' (�������	 �� ��	 ���

���

����� ����	
� �� 
� ���� ��� 
�������������	 ����	�
���� �� �� �����
����

)� ��� ���	����� 	*����	�" 
	����� ���������� + ���������� ���	� ����� ��	 ��	�	��	


#�		 ��� $�, #�%" ��
 ��� $�, #�% ��� � -. 	/�����	�� ��
 ��	 $. ��	� ��������	"

�	��	����	��% ����� ������� ���
��� ���
���	 �����
 - ���

)� ��
	� �� 	������	 ��	 ��
	* ������ 	�	�� �� ��	 ������ ������ �	�������� �	

�����	
 �� �����*����	 ������� #�/� #$�-0%% ��� ��	 ��� ���	� ����!�	��	� ����	�
 ��

�/� #$�-+% ���� ��!	� ��	 ������ ������ �������� �� ��	 ���	� ���	�� ���� ��������

&�	 ������� ��� �	 
	
��	
 �� �����
	���� ���� ��� ���1��� ����
	��	" Θ0 ��


Θi ���	 ����	 ����	�" α = π/2 − Θ �� ����� ��
 ���� cos(α) =
√

1 − sin2(α) ≈
1 − sin2(α)/2� ��� (�	��2� ��� �	 ������ ��	 ���������'

sin2 αi =
sin2 α0 + 2(ni − 1)

ni

#$�-3%

�� ��	 ��
	* 
��	�	��	 �� ���	� i �	 ����� ���������	 ni − 1 = SFFi · (ns − 1)

��	�	 ns �� ��	 �	�������	 ��
	* �� ������ ��
 (i �� ��	 ������ ������ �������� �� ���	�

i �����
��� �� ��� �������	������� �	��	������ ��������� &�	 �����*����	 ������� ���

��	 �������� ���	� ����!�	��	� ������	
 ���� �/� #$�-+%" �/� #$�-3% ��
 cos(Θi) =

sin(αi) ��'

PT′
i =

λ0

4

1√
ni

1√
cos2 Θ0 + 2SFFi · (ns − 1)

, ������

��
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������ ��	
 �� ���������� ����� �� ������ �� ��� �� ���������� �� ��� �����  ���
��!���� �� ��� ��!����� ���" ��� ������ �� ��� ���� ��� #�� �������� �$������
���������� ����� �� ��� �������� !�������� �! !�� �  ��� � ����� ���� ����� �� %��!!&
!������ �� ��� '% (���� )(� �!�� �� ��� �*+ !�"�������!�

 ���� �� �! �� �� ������� ��� ���� ���� ���������! �� ��� !����� ���� �� ��� ��!�

����"������ ��� !"��� �����! ���!��� ��� "��� "���������� �� ��� ��,�� ����-��!!�

.���� �� ������� ���!! ��� ��� ���������� ������! �� ��� ��,��! �nL = 1.02� ��� Θi

�����! ��� ���! ��� �����!������� ���� !�������� �)#i ��� ����������� ���" ���

�������� !�������� ��� !����� ������ ��������! �� ��� ��� !����� ��,��! ��� ����������

 ���� �����! ��� ������� �!�� �� ��������� ��� ��,!���� ����-��!!�! �� ��� ��,��! �,

*�� ����/� .���� � �� !���! �� ��������� ��� )#′
i ��� 0��i �����!  � ������ � ����

!�������� ���� �������! �� ����  ���� ������� ���� ���� �� ��� ������� ���!!�

�� !�"������� ��!���! ��� !�� � �� ���� ��1 ��� ��� ��2������ �����!� �����!����&

��� �� ��� ����!"�!!��� �� ��� ���� ��� !�""���3�� �� ��4 ��� #�� ����� ��!��� ��

 ���� ��� !������ ������! �� ��� ��� !����� ��,��! − ��� ���! ��� �����&��!��� �$���

− ��� ��������� �������! � ���,  ��� �������� #�� ��2������ ��� ��!���!��� ���

!�� � �� ���� ��1 �� ���� ��� ����!"�!!��� �� !��� ������!��� ���� �! �������  ���

����- ��!��� ���� �� ���� ��4� '���� nL = 1.00� )#L = λ0/4/ cos(Θ0) = 3.584 �"�

nH = 1.45� )#H = λ0/4/nH/ cos(ΘH) = 0.237 �"� Θ0 = 86◦ ������!������� ��

neff,0 = 0.9976� �!��� *�� ������ #�� �������� ���!�! �� ��$����� ��!�����! ��

��� ���!������ ������������ �� ��� �������  ���! ��2����� ���" ��� ��$����� !��&

����! ��� ���������� �� ����� ��$�����  ��������� �����!� .� ��� �������  ���������

��� �������  ���! ��� ������, �� ���!� ��� �� �����  ��������� �����! ��� ��������

���!�!���� ��� ��� ���" �! � ���!����� �! �� �! ��������� #�� �������� ���!� !����!

��� ������� �� ���� ��1 ��� 5��� ��� !"��� �����&��!��� �$��� �� !����� !����! �!

��-�� ���� ������� ��� ��� !����� ����-��!! �! ��� ��������� ��� �� �nL = 1.02 ���

)#L = 3.584 �"� ���-��� "���! ��!���, ��� �������� 6� �! �� �� ����� ����

���" ��� ��������� ����� �� ��� ��� ������" �! ���, ��������, ���!�� �, ��� ����� 
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���

������ ��	
 ������� ��������� ��� ������������� ����������� ���������� �� � �����
���� �� ���������� ��� �������� ������� ���������� �� ��� ��������� �������
 ���
nL = 1.00 ��� PTL = λo/4/ cos(Θ0) = 3.584 � � �������� � ���� ���� ��������!
��� nL = 1.02 ��� dL = 3.584 � ���� ��� ���"��� ���� ���������� ��� ��������!
��� nL = 1.02 ��� dL = λo/4/1.02/ cos(Θ2) = 1.175 � ��������� ��� ��������
�� ��� ������� ���!��� ��� ��� ��� ��� �������� ������ �� ��#����� ��������� �� �
��������� ������������ �� ��� ������� ����� �������� ��� ��� ��#����� �������� ��
����� ��#����� ���������� ������! ��� ���� ��$�

�������� %�� ����� ������ �� ��� ���������� ����� ����� �� � ������ �������

���� ������ �� ��� ������� ������� �������� %��� ��� �� �������� �� ���� ��	 ���

����� ������ ���� �� ���� ��&�� %�� ������ �� ��� ���������� ���� �� ��� �������� �����

������! ����� �� ���� ��	 ���� %���� �� � ���� ��������� �� ��� ������ �� ' �! ���

�� ������ � ������ ����� �� ����� �� ������� ���(������� ��� )�	 � ��� ������

���� �� �����*������ ������ ���� �� '�� ��� %��� �� ��� ������ ��� ����� ������

+	



��� ������� 	
�� ��� 	�������� ��
� ���
�
���� 
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/,� ���+� %�������% ���������� ��%���� ������ ��%�$���0��� *��, ��* ����� ������%$

��� �� �,� ��%��$1��2����3 �4�. �������5 �,�*� �� ���� �� � ��..5 ��% � ���������

���� �1 67�7 )8�� ����%�� �,� ���������� �1 ��%�$���0��� �,� �%%��� �1 �,� ��� ���

���������� 1�� +������ �9���� �� �,� ��%� �1 ��������� �3 �%:������ �,� ��%� �λ/4.

�%%��� �,� �������� ��� �� �,�1��% 1��� �����$��0� ����� ;<=> �� ����35 ?$�*���,�%

�� �* ��%�$���0���� /,��� ��� �� �%����&�% �3 �����+��� �,� 4� ������ ��% �,�

��������������� 1��������5 ��% ���� �,���� �� �,� ������ ������� ��� �� �����+�%

�� *���� 4� ��% ������ ������ ��� �,�*� �� ���� ��<5 ������� ��6� 5 �������% ��

� ������� ����5 *��, ∼ 40 )8� ��������� ����� /,� �%:������� �1 ��2 ���%� ��

*�+������, ������ �1 ���� �,��  @ ��5 �� �� ��� �� ���� �� ���� �� � ��.� ����,��$

���� �,� ����� ������� ����� �1 �,� ��� �� ���� �������+� �� �,� ����� �1 �,� �,��%

�λ/4. �%%�� �1 ��1� A�%�� ���� ������������� �,� ������� *�%�, ��� �� ��������%

�3 ���������� �,� ����� ������� ����� �� *��� �� �3 ���������� �,� �� �*���

/,� ����� ������� �� �,� ���$������ %�������� ������5 *,��� ����5 ���1$,���

��%������� ��% %�������� �� �������% �3 ������� ���% �������. &�������� -� �,�

����� �,������������� ��� ��������3 �������+� �� �,� �������� �1 �,� ����������� ���$

�������� *� ���,� ������%� �,�� �,� ��������� ����������� �������� �B�4. �����,��

*��, �,� �������� ����. ,�� � ������� ���� �� �,� &��������

/� �����+� �,� �9��� �1 �,� B�4 *� �,����������% �,� ����������� ����� �1 �,�
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