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���	��� ������
�

�����
��!) ��������� �
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������� ���� ��� ���������� ��� �������� ����
�
����� ����	���� ���	�
���� ���� ��
������ ��������� 	�

��� �� !"

�
���� ����
������ ��
�� ������� �����
���� �
���
�����
� ����� ��� �����
 ���!

���� ������ ��	���
�� "� � "�
��
� 	��#� ���� �
���
�� �� � $%��� ��&������

���� ��	��� �����'��(���� �
��)� �%�%��� *�"�
 �� +��##� � �+��
��� ����������

�
���
�����
 ����! � ���������� �� � �����
���� 	���� � ,���� �%�"�� �%"�������#�

��������
 ������� ������! ����� "���������#� � ��� ������� 
�����#�

����� -.�! ./! .01� 2���� � "��
	��3
 ������#�
 � "�����
� �
���
�� � ���
��� (�� ��

���������������

��� �������	 
�	��	 ���� ���������� ��������

4������� �� 5���5� ��)����#� #��+������ �������6! ��� �������� ����
������

����

� ��������� ��(���� ������ 7
����� � �������� N ����# ����
������! �� i'����



�� �������� ��	�
���� ��

�������	
	�� ����� ri� ����� ����� si� ����� �� r ���
��� � ����������
��� ��
���

�� �	��� ����� ����
� ��� 

τ s1,...,sN
str (r, r1, . . . , rN) :=

N∑
i=1

siτind(r − ri), !"�#$

��� τ��� ��%� �� ��� ������	&�� 	
� ��
�

 �����
���
���
� ������ '��
��� ��(


	���
�
��� ���

� ����	
 ���	����� !"��$('� �	� �����
)�� *������� 
��	
 ��

��� ����

 �����
�����
�� P��� ����	�	
 
�
������� r ���

� +�'���
'� �

Δs1,...,sN (r, r1, . . . , rN , τ, dτ) :=

{
1, �� τ − dτ

2
< τ s1,...,sN

str (r, r1, . . . , rN) < τ + dτ
2

�

0, ��������


!"�,$

����'���
 P��� �� �	��� �	�
 ������ ����
� ��� 

Pstr(τ, r)dτ =
∑

s1=±1

· · ·
∑

sN=±1

∫
R2

d2r1 . . .

∫
R2

d2rNΔs1,...,sN (r, r1, . . . , rN , τ, dτ)·

· f s1,...,sN

N (r1, . . . , rN),

!"�-$

��� f s1,...,sN

N ��%� � �������� ����	�����'����
 !�� ����	�����'��� ��.��&���	���

	�� �� "�,��� ������
�
$� /��
 	
��
� � Pstr �0�0�������'��� 	
�	��� ������
 �� r

�������	
	
��

1 
�'	��������� �������	�)� �� �	��� /����2 	
� �������
�

 �������	(

��
 3,,4 

Δs1,...,sN (r, r1, . . . , rN , τ, dτ) =
1

π

∫
R

sin(q dτ/2)

q
·

· exp(i q [τ s1,...,sN
��� (r, r1, . . . , rN) − τ ])dq,

!"�5$

������ ����
����'� � P��� �0�0�������'��� 6�)���� 
���������	
�	�� !P F
str(q, r) :=

1
2π

∫
R

Pstr(τ, r)e−iqτdτ$ �� �	��� ��� ������ 

ln
(
P F

str(q, r)
)

= −
∑

s1=±1

∫
R2

ρs1
1 (r1)B

s1(r − r1, q)d
2r1 +

1

2

∑
s1=±1

∑
s2=±1

∫
R2

∫
R2

ρs1
1 (r1)·

· ρs2
1 (r2)d

s1,s2

2 (r1, r2)B
s1(r − r1, q)B

s2(r − r2, q)d
2r1d

2r2 + . . . ,

!"�7$



�� �������� ��	�
���� ��

���� ��	�
���� �

Bs(r, q) := 1 − exp(iqsτind(r)), �����

��������� ds1,s2

2 �	�� ������� � �����
�� �����
���� ����������  �!!	��"��� �����

�
 ���� �� �
 ��#�$�  ���
����� �� ρs
1(r) ������ �
 s ��%���& ���
������ �&�&��!�� �


r '������ ����� �
 ��#�$�  ���
������

(
 ���)� ��������� �'��� ���'��� *��+� �� ,�� +�!������
�� � �&�&��! �!!�

	��" ��
�+'�������� � |τ | → ∞ ������� -#./� ( ������
��� +�+���0+� 	�
�!����

���� �'1���� +���
��� ��!1���!�	�� �������� ��!" �
 ����
��� ��
�+'������  �!!�����

� ������������� ( �'��� ����+��"2

P���(τ, r) → Cρ(r)
1

|τ |3 , �� |τ | → ∞� ����.�

���� �����
������ ������ C = (π/4)(Gb)2 -#./� (
 ��
�+'����0� ����
��� ����� �
��

����! � ������ ������ ���
������ �&�&��!�%�  �!!� 3��� ��� ��!" ��!"  ��
�����!�

��� � ���
������ �
	����� �
������ +�����%� ���� � ����� ���
������ ������

+�� �����"�!�������

,�� �  ���� ����+��"��
 � ��������� ��+ ���� ���0����� �����0 +�!��+

���"�!������ ��� 4��� �������� 	��������
��& �����
������ �
 ����
��� ������"+����

 �!!%	� 	���� �+� ������+��� � 5���!�� 	����'��6� +����� ����+��"��	�� -#./� (

����������  �!!	��"� 6!"���+�� 	����� �''�� �
� � +���� �!!��� �
������ +�!�

(
 ����
��� ������ ������� +�!������
���	�� 7���� �� *��+�  �!����
��� -�8/�

( ���
������ �����
��� 9!" �
��1������ +����� �
 ������������ +������
'��
 ���

'������ ������ 3�� �  ��
�����!����
����� �
 ��%��� ��	�
���� ��	��"��� +�����

�+���"���� τ��� ���"��� � ��'��� ����� ���"�����1���� :!" ���������% � �����

����������  �!!	��"��� 	��� �
�+�����

4��� �
 �����0 �'��� ����+��"���  �!����0 ���
�� ;�+�!�� ��
�
 ������� ���

	������� +������
'��
 ��'�� �����
������ �
 ����
��� ��
�+'������ � <�0���� ������

�
 ������ ������ ������� +�!2

ln
(
P F

str(q)
)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Cρtotq
2 ln

( |q|
qeff

)
, ha |q| → 0,

−D

2
ρtot|q|, ha |q| → ∞,

, ������



�� �������� ��	�
���� ��

���� D ��	�
�	 �����
�� �	�� ����	 ����	������ ��������	 ���������
�� D ≈
����Gb ρ−���

tot �� q�� ����� ���� � ��������	 ������� 
������ �!� �����	!� "#��� �����$

��� %�&'( )���		�
� ���� � ��������*�� 	������	! 
#�+�*+�� ���	, ���!��
 �� "���


��	��� ����	�� ��� ��(��� ���
� �������	�� -���	�  ��
 � D �� q�� ��	�
�
�	 
��� ��$

"������� !���.	���( /���������*�� � �,�,���"#��-��� � |τ | → 0 ���	*�� ���

0����	� "#��-������ 
+���.	��	� %�&'(

��������� ���	�
����

1 "���#�	��� �����������
 �����	�*�� �� ����	����� ��	� ����	�
�� ������
� �!

�����
�� ������ �!
�	 -������( 1� ��������
  ��
 �� ������ ���	�		 ���	*�� 
+$

���.	��	�
 � -��!�� �������	� ��
�� ������
� �!
 ���� ���� ���*�� 	��	!�
����



��������	��� ���. �!
*��( 2���� -�������	�
�	 )�
! �� 3��� -����		 %45� 46� �&'(

1� ������	�� ����� � ������ �!� 	��#��	�	 
��  ����
�� ���	�		�
 �� �����  ������


#�+�$
#�+� ��	����	�
 �� � 	����� �� � ����	������� ��#
����� ������
� �! �,�,$

����
�	( 7�� � ������
� �!�� ��	! ��� �  ����
*!� ������! ������ 	�-� ���*�� �� �

��	� ����	�
�� 
�������*�� ��� +����(

8��������  ������ ���	�� 220 ������
� �! �� �������
�� 
#��� "���#�	��� ����		

� "�����	�� ����� 
����
��! �	��� ����
���	��� ����� �(�( "�����	� ������ ������!

��	���	 
����
����� 9������	� �� ��(��( �*���(

2������ 	+**��+�+�  ������ ���	�� ������! 
#��� "���#�	��� ����		 �� �(��( �*���

��	��	! ����
���	 ���
��	 
�( 1  ������� �.
�
 � 	������� ���
� ������ �!� 	��#��	

�	�!�-�� ����������� ������
��	�
 ��( 1� ����� ���		�� �����	�	*�� ������
� �!
*��

�,�, 	��	�����
 ��	�� ��	����	  ����
 ���
����
 
�( 1  ����
 ���	 ������	� �������$

��	 :*��  ���	���; !�������� ��	����	�
 ��� �� ���� ��	-���"#��-������ ��.���	!

�
���"#���	��� �������� ��!��		( 8� � ����
���	 "��
	�� ��������� �	��� �����
 ����$

��!���� � ������
 ��5&$�	 
��	�
 %�&'( 1� ������� �!� ������
 � 
.�����	���� 
���		

��	���		�� �� � "��
	��������! ��	 ��	�
�-�� %��'(

���� �����	
��� 
	�������


1 ������
� �!
 ��	�� �������	 "���#�	���	�� 1/r 	.���� 	�-�����"#������� ������
�$

��
( 8**�� 
�"���!��� ��� 	������� ����� ������
� �! ���������� �����	�
�� ���������

������	�
���� ��-����� � 
���	��� ���	�-�� %�<'( =�-�� ����� ���-� 
���	������	

"#���� �� 9������	� ��� ��#
���
����� � ������
� �!
 ��������
����� �� ����	



�� �������� ��	�
���� ��

����� ����� � ������ ���	�
���� ������� ������������ ����	���� ���	��� �����	���
�� �	�
���	����� ���	�
���� ��������� �	������� �
��� ��� !

����� ����� "����� #$�� 
����% �� ��
���������� �	&������ #�
$$ 
����% ���	�
����
������� �	�
���	����� ���	�
���� ��������� �'$$�	'�'� ���	�� �� �
������ �&���
���	&����� ������ �() !

��������	
��� �
� � �����������	� ������� ���������� ����	�� �	 �������	
�����

�� �����	�� ������ �	����� � ����� ��������� �	  !������ ������� � ���	���" ������#

�$�� ��� � ���%	����� ��� ��"��&��$ ��� '(�)



�� �������� ��	�
���� ��

� �����	
� 
��������� ������� �� ��� ������������� �	������ ����������� ������

���� ������� �� ����� � ��� ���� �	������ ����������� �� ����� �	� ��! "�# �	������

��#�� � ����������� ��������� 
��$���� �%�&���� 
	���' �����
��#��! 
��#����

�������� �# 
������ ���
� ����������� ����� 
���� ��� (� ���  ������! "�# �

�	����������'�	 ���� �# �����#�� 
	�������� �����  ��������"��� � ������� �����  ��

������ 
������ ��$��� 
������	��! 
	�� �� �� �������� 
�� ���)��%�%�� �� ������

	� � ��������*��� �������#
	��� +)	�	��

� 
�� ���
&��	������ 
�� ��"��$�	 ��� ���
,���� ����������� ���������� �	��

���� ����������,� �,�� ���������� �����	� ������������ �� ���$ ��#�� ��+�� �����

������ -����� 	� 
,��������� �	���	� �	� ��
������ ������	� ����������� ����
����

���
,������ ����
	�#���� ��
�������� ��.�� � �	� ��
������ 
����� 
��#�����

�� /���/� +� ������� ��
,������ "�
�	� ������������ 0�������� ������ ���
� ���

���&� 	� ����&�! �	����������'�� ��"��#�����$ ������������ "��#����� �� � ���
,������

���)�����! 
� � �,
����,��� 
��������� �� 1/�/2 
�����#�������� 3���� � �����

���� ���������&�! � ������������ ��$���,���� 
�������� � �����$� �� &# ������,��

����4��� ���*,�������� ���,�
��#������

� �	� ��
������ ����������� �������� �	����� ������������ ���	�	�	� � �	����������

�'�$� ����������� +)�	��#�� &���� ��� �� /���/� +� ����  ��%�	��� 
������! ������	�

������� ����� ��*�&��� � 1+���	��! "�# � �����&� 	� ����&� ��$ ��' ������������

���
� 
��#����2

ds,s′

2,� (r, t) :=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A

(N/2)2

N∑
i=1
si=s

N∑
j=1

j �=i,sj=s′

δ (r − [ri(t) − rj(t)])

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭− 1, 1/�/�2

�"�� s, s′ ∈ {−1, 1} 	� A � ���
,������ ����� �������)����� (� �	�� ����������� �#

5�������������� ���� ��
 +��#����� +)�	�#� (���� ����
&���� 	����	��� � ������

������ +)�	�#� �# 	���
�� ��*������! 
��� � ������	� +)�	�#�� ��� �)�%��%�$

����4��� ����������� ���*,������� ���� ������ 1��� � �&�,�� ������ � 〈 〉 ���
���

�,

��  ��%� )�26

ds,s′

2 (r, t) :=
〈
ds,s′

2,� (r, t)
〉

. 1/�/72

3���� �)�%��%�$ ��$ ��' ������������ ����� �� � ���������! ��	�� 
��)�%��%����)��

d++
2 ! d+−

2 ! d−+
2 	� d−−

2 +)�	�#����� 8� �� ������� ���������� t = 0���� �	�������

����'��! ����� �%��#�� ���"���! "�# d++
2 (r, 0) = d−−

2 (r, 0) = −2/N 	� d+−
2 (r, 0) =



�� �������� ��	�
���� ��

d−+
2 (r, 0) = 0 ������ r ���	
�� ������ �
������ 	���������� ��� ������	��� ��

���		 ������ r 
� t ���	
� ������� d+−
2 (r, t) = d−+

2 (−r, t)� ���
� �������������

���� ����� ���	 � 
� ����	 � �������!�" ���	
� � d++
2 (r, t) = d−−

2 (r, t) �������

�� 	�����#�� ����	
� ������	��� ���"��

$����� 
� �����	����� � ������!�"� �#���
���� 	������������� �����	���� �"���	%

��	 �� 	�		�� &'�(� ) �������!�"� �#�*��*�+ ����, �,�,�
��#���
������� ��+����+�
�
	

�� �" --./0 ������!��� 1���� 2�'� ������	3 ��������	���� �� ������ �������� 	����	

	�		
� ���
� �������!�" ���������� ���	
�4

• ) ������!�"� �#���
���� !��� �
√

ρ���r �������" �
��#�� �������
�	+� �#��%

��	���� ��� ρ��� � 	����� �������!�" �,�,�
�� 5� �� ��� 	�� ��	 �� �������,

6����� 	
��	 ������ ��� ��� � ����������� ����	��� ������������� 	������	"�

�
������ �� �	���� �������!�" 	������� ������� 
�	
�� 1/
√

ρ����

• /�� r 
�	
����
� � ������!�"� �#���
������� 1/r 	 ���� ����������	���� ����

• 7��� r%�� ���	
� ����� � ������!�"� �#���
������� ����������� ������� ��%

!����
�#� ����

) ��������� �������!�"��"� ���		 �#���
���� �� 2�28� ����� ��	��	"��� ���

!��� � �
	 �#���	��� d++
2 
� d+−

2 �#���
��	 ������	�� &'�(� )� 12�2�3 
� 12�293

��6� !�"� 
�	���
��� � ������!�"� �#���
�� 	�������
���� ��� �
� ���	� ���	

� ��������+ ��+���, �������!�"� �*�*		� ����	 � ������	�� ����������	 � ��������%

���� 5���� ������� ���6������	+� ��� �� ���� ��+���, �������!�"� ������ ����		

������������ �� ������������� 1���� d++
2 �� 2�281�3� �����3� � � � �#�*��*�+ ��+%

���,���	 *�����*	+ ���	� � !����"� ���� ���	*����*� 45◦%� ��*��	 ��� �� 1���� d+−
2

�� 2�281�3� �����3� )� ��+��� ���	��� � �"� �����	 �������!�" ������ �� �	"������

� �������!�" ���"�� �������� ���� :�	��	" 	������ ��� � ������!�"� �
����

�	���� �������!�" 	������ �	�� ��!���������

) �#���
�� �������� 	�		 �����	���� �"���	� �����+��
�
�� � �����+� ������	��

� d++
2 ������!�"� �#���
�� y 	������ ���	
� �����		 
�	
���	� )� 2�2'� ����� �� 
�

�� ������	�		 exp(−Ay)/y 	 ���� �#���
�� ��	��	" &'�(� )� ���������
� �"� ��� ��	�

������������ ��� �
�+��� ��	���� ��������� ��������	� ������� �� ������	

�#���
�� �
���� �;����!�������� ����� y−��� ��	�����#���
�� ������	 !���� ��
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����� ����� ������ �� � ��	� �������� 	��� ��� �����

�����
��� ��� � �������!�"� ����#�	�
�	��� ����� ��	"	�������� �� ����
�������
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 �� x ����������! &����������' ���� �� ������ 1 + d++
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	��! 1 + d+−

2 ������� ()*+!

����� ����� �������� �	
�����	� ����
������� ������� d++
2 �������	�
 ����,

���� �����	 �� y ������� ������! "� ����$������ �� exp(−Ay)/y �������� ����
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�(�*�������� %�+

��� �������)� ����
��� ������
�'�) ���	��
	� �������'�)� �����	� ����������� -����
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g(r) :=

(
d

dr
L(r)

)
/(4πr2ρ���) -$�$5/

�	������ ���
������'�)� (��������� 	%�� ρ��� 	 ������
�'�) �3�3��� 	 %��������
 ��+


���%��� �	��������	� �� L(r) 	 ������
�'�) ���	�	
 ���*�� %����	 	 ������
�'�) r

���	�& 
������������� 0�����	������
� %��� r → 0 ������� g(r) 	���������
�*��
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�������� %	������	 ���� 	 ������
�'�) ���	�	
 (�������������)� 	�)�) r−2 ��

	� ����	����
 *����������� 	�)�) r−1 ����& *�����
�

6���
����� 	����	� 	 �	�� r+�
��� ���4����%��� �����
����� 7����
�� ��4�+

'�) ������� g(r) → 1� 	 ������
 	����	� 	� �	�����
� %��� g(r) → 1 − c� 	%��

c � 1� 8� ��� �������3 ���������� �9�
���  !�"� �� 	���������
	 ���%	��������%��

	� $�$!� ����� g(r)−1+c+� ���������
 �� 	�� �	�����
� %��� g(r)−1+c ∼ r−2� 0��+

4����%���� %��� ��(������ ����	 ������ 	 �
������ �	����� �	��������� ���*�����
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g ������������� ������	�� ��� ������������ �
 r−2 ����� �����	���! ����	�
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� � �������������� #$%&�

���� �����	
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����� �����	
����� !��	������ ����"������ ������� �� � ��#�
� ���	��� �$��
��%

��� ���������� ���
��
 � ��� ��
�#����"�� ��&��'����	 ��� ����� ���� ��'� 	��%

�
��� ���������	 ��� � ������
���� �������� �������� (��&
�� μ�)� ��� �� ����%

&��' �������������� �����
���� ���������� (� s−1) ������ * 	�������� ���������

����� � �����	
���	 ������
�
� ������� �
�����		��� ���� ��	��� �+�+����		�� ��#����

* �����	
���	 ����
���������� &������ � �+�+����	 ����$����
� ��#�� ���������	��

	��� ������� ,�� ����� ������ � ���� 	� ���	����� ���	#�-� ������	 �+�� ����

��	��������

. �� 	��������"��� �� ������	���	 ����� 	�������� ����� 	������
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���� ���	

	 �-� �������	 �� ��&
���� � ����� ��� 	 ���'�� !���� 	�� �������� ��������
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������ ��������	
���� ����		�

*������� �� ���	��
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��� 	 � �� ����
��� &�����
����

��	
���  �����-����� ������� ������+ ����		�� �����#�����	 	� /0�� 0123

τ(γ) = f(γ, γ̇, T ) − c∇2γ − c(∇γ)2, (���4)
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�� ����������� �� � T ������������� 
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�� Ψi(r, v, θ, t)d3r d3v dθ ��
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 "������ ��#$

������ 	�%���� ����� �� &���' "�������#�������� (� ���������� ��� � �������$

�� � ������������ "
���������� �)���* ��+����� "������� �� �,���

����������		
���� ������������

( ������������ -������ � ������� ��������� �� ��������!�����# +��� ��� .��$

�����/ "���� � "�������#���� ���*���0/ �� ��������!�����# 	��� � ��������	�
�

1��#�����������
� !���/ ����

f s1,s2,...,sN

N (r1, r2, . . . , rN , t)d2r1d
2r2 . . .d2rN &����'

��� � ���
��+0����/ 1��# ����"��# t ��*����� �� )������ N ����� ��������	�


&"��#�� ��*���� ����� s1, s2, . . . , sN' ���� �� r1 ∈ R
2/ r2 ∈ R

2 ���� ����� ����"��#

��	�# d2r1, d
2r2 ���� �)�#������� �����1��
�

2������/ 1��# � ��������	�
���" �����
/ f s1,s2,...,sN

N $�� ���������� ���� �� ������

����������3

f s1,s2,...,sN

N (r1,r2, . . . , rN , t)d2r1d
2r2 . . .d2rN =

= f s1,s2,...,sN

N (r1 + v1Δt, r2 + v2Δt, . . . , rN + vNΔt, t + Δt)·
· d2(r1 + v1Δt)d2(r2 + v2Δt) . . .d2(rN + vNΔt).
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"����/ +�# ��# ������%�� ���+��� �� ��"��1��
 �� ��������!�����#��� ( "� ������$

�� �� &���,' ��#�����*� ���� ��������� .�#����0 ������+������

∂f s1,s2,...,sN

N

∂t
+
∑
i=1

N
∂

∂ri

[f s1,s2,...,sN

N (r1, r2, . . . , rN , t)vi] = 0 &���5'
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��� ���1��
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f s1,...,sk

k (r1, . . . , rk, t) :=
∑

sk+1=±1

· · ·
∑

sN=±1

∫
R2

d2rk+1 . . .

∫
R2

d2rN ·

· f s1,s2,...,sN

N (r1, r2, . . . , rN , t).

$../)

����
 �� $..&) 	��	��	�	� ���	�
��#� �� rk+1, . . . , rN #������� ��	
��� �� ����	�	�#	

�� sk+1, . . . , sN 	�0*	�	�
	� ��#���� �	��������#� ��

f
...,si,...,sj ,...
N (. . . , ri, . . . , rj, . . . , t) = f

...,sj ,...,si,...
N (. . . , rj, . . . , ri, . . . , t) (∀i, j) $.1')

������������ #��	
	������	� � k �� 
	��! 	�����������#���
	 �� ������ 	��	��	�

������-

∂f s1,...,sk

k

∂t
+

k∑
i=1

k∑
j=1

j �=i

∂

∂ri
[f s1,...,sk

k F si,sj(ri − rj)]+

+
k∑

i=1

∑
sk+1=±1

(Nsk+1
− ksk+1

)

∫
R2

∂

∂ri

[
f

s1,...,sk+1

k+1 F si,sk+1(ri − rk+1)
]
d2rk+1+

+
k∑

i=1

∂

∂ri

[f s1,...,sk

k F si
���

] = 0,

$.1.)

���� �	#	�	���� � �����"# �� �	���"# ������������ �	�*	� ������ $N+ ��� N−) �� ��

s1, . . . , sk ��������� 	�0��
���� �����"# ��� �	���"# ���	2	� ������ $k+ ��� k−)

3�� �������� ���� � k �� 
	��! 	�����������#���
	 #�������� 	��	��	� #����������

��
�������� f
s1,...,sk+1

k+1  	� 4� 	��	��	�	� ���	� 
	����	
�� 5����*���#65�
�67
		�6

8�
�9���6:#�� $5578:) ��	
�
������� �	#	���� �� ��	� ����
�� ������������� �

���
������������ �� ������,������� %&'(

4 ���0���	��	� ��������� ���*�� � k = 1 �� � k = 2 ��� ��
���� 	��	��	�	�	��



�� �������� ��	�
���� ��

����� ��	
���� ������ ��
�	���
� 	����� �	�
��� ����

�� �� � k��� ���� 
���
���

����������� �� �	���� ���������	 

ρs1,...,sk

k (r1, . . . , rk, t) :=
N+! N−!

(N+ − k+)! (N− − k−)!
f s1,...,sk

k (r1, . . . , rk, t). !"�##$

%��� 	��&���' &(�� ∫
R2

ρ±
1 (r, t)d2r = N±, !"�#�$

�
 ∫
R2

ρs1,s2

2 (r1, r2, t)d
2r =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(Ns1 − 1)ρs1
1 (r1, t), &� s1 = s2,

Ns1ρ
s1
1 (r1, t), &� s1 �= s2.

!"�#)$

���� � ��������� � ���*�
����
 
���
���(��	*���� ��	�	�� *��' ����	 � ������		�	'

&(�� �
������ �����	� !+ �
 −$ ��
���
�� ��	�������&��� *��� +� ��� ����������


���
������ !"�#"$ �
 !"�"$ �	�,-�

∂ρ+
1 (r1, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r1

{
ρ+

1 (r1, t)τ���+

+

∫
R2

[
ρ++

2 (r1, r2, t) − ρ+−
2 (r1, r2, t)

]
τ���(r1 − r2)d

2r2

}
= 0,

!"�#�$

�		�

∂ρ−
1 (r1, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r1

{
− ρ−

1 (r1, t)τ���+

+

∫
R2

[
ρ−−

2 (r1, r2, t) − ρ−+
2 (r1, r2, t)

]
τ���(r1 − r2)d

2r2

}
= 0.

!"�#.$

����	 *�����/� �� �����
���
�� 
���
����������� ��(	0���-��� 1�	
���� ��(��

�������� �

ρ(r, t) := ρ+
1 (r, t) + ρ−

1 (r, t) !"�#2$

��	-�
 �


κ(r, t) := ρ+
1 (r, t) − ρ−

1 (r, t) !"�#3$

�	�-�	�
 ��
�	(����� 
���
����� +� �	���� ��
��	��� 0�( *��&����(�&���' *�� ��



�� �������� ��	�
���� ��

������ �	
���	��	 ���	�� 	 
�	������� ������ �γ� ��	����������

κ = − b

b2

∂γ

∂r
, ��� !�

����� κ"� ��#����	��	� ��$������ ���������� �%�%������ �� �������� &� ������ �"

�	���� ���������� ��� '� �� ��� �� (����	�����	� ���� ��������	� ������	��� ��)�

& *� +�,������� �	������� +�,�� 	 k = 2"�(� �	���� ���������� ��- #������

������ 	�	�,	�

∂ρs1,s2

2 (r1, r2, t)

∂t
+

(
∂

∂r1
− ∂

∂r2

)
[ρs1,s2

2 (r1, r2, t)F
s1,s2(r1 − r2)] +

+
∂

∂r1

∑
s3=±1

∫
R2

ρs1,s2,s3

3 (r1, r2, r3, t)F
s1,s3(r1 − r3)d

2r3+

+
∂

∂r2

∑
s3=±1

∫
R2

ρs1,s2,s3

3 (r1, r2, r3, t)F
s2,s3(r2 − r3)d

2r3+

+
∂

∂r1
[ρs1,s2

2 (r1, r2, t)F
s1
���

] +
∂

∂r2
[ρs1,s2

2 (r1, r2, t)F
s2
���

] = 0.

����.�

����������	�� �
� ���	��
�

& ���������� ��� �� ����	����	 #��������� ������	 �� N �������� 
�����	#�

#��������	 �	� ��$����� /������������) 	���	�- ��� 	 �������� ���,�� ���������

����� ��$����$�� 	 ��������� f s1,...,sN

N ��#�������- �	��# �	�	#��� ��� k"�	 f s1,...,sk

k

#�� �	��	�#	��	 	 ��������� ,����#�) ���+���	�� ���	,������	�� 0�� �	 ��������

������ 	��� f
s1,...,sk+1

k+1 "��- 	��� ��� ���� ������������������� ,������

& ����������%�� �����)��� 	�- �	 ����)� k = 1"��� #��������� 1�#	 �� 2	���

	 ������������ �%�%���+$���������� 	� ������������ �%�%���+$�������� ����	�	����

�������	 ��) 34 - 4�5�

ρs1,s2

2 (r1, r2, t) = ρs1
1 (r1, t)ρ

s2
1 (r2, t). ������

6� ��# #��- #��� 	 ������� ���������� ���,�� ���	��	����	�

&� ������ �(�������� ��������������� 	� ��� '�- ��� �� ������������- 	 ���,�� ��



�� �������� ��	�
���� ��

�������� �	�
����	� ��������� �
 ����	 ���������� ��������

∂ρ(r, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r
{κ(r, t) [τ��(r, t) + τ���]} = 0, ������

∂κ(r, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r
{ρ(r, t) [τ��(r, t) + τ���]} = 0, ������

���� �� �
���!� � τ�� "#����
	�
����$ ����� �
 ����	 ��%�&�	� ���

τ��(r, t) :=

∫
R2

κ(r′, t)τ���(r − r′)d2r′. ����'�

(
 �)��������**�� ��+ +�, +	�� � �	�
����	� �����
�� ���� �
 r *������ �����-

��
��� .��
!�����  ����� ������� /
�
 � +��������)�� ����	�))+ �������������

� �	�
����	���� ���� ����	�))+ ��� �
 ������ .��
!������ (
 �
� ������	, ���� �


������ �#
��&��� ��� ������� ��+������  �
������

0� � �����	 �� �
���� ���� +���# �����!� � �	�
����	��
+ +��+������,

� ��*��� ���������� �
����
��� ����������� �� � �	�
����	��
+ ����
���
��� ��-

�*&������� 1	 �� � ��	������� +	���� ������� �	�
����	� �	*���� �������
���, �

���+���	�	��� �
!������ �	�
����	� ������� 2 � ��������� ����������� 2 ��+  ���
	�,

�
�
 ������-��
 ��� .��������� �����)���

∂ρ(r, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r
{κ(r, t) [τ��(r, t) + τ���]} = f(ρ, κ, . . . ). ����3�

4��+� �� 0����� �	���	� ����	�	�� ����&
	��  ��
��� �
 ������, ������ ������������

5��6� 7	���!��, ���� .������� ����!� � ��	 	�	� +������ ����	�, �
�
 ��+ ����)� �	

�	�
����	� +	��
��� (�� ����� .������� �� �
����� �� �
�����, +����� ∂f/∂ρ > 0,

� +������ +� 	�����	� ���
 �� *��	��	�)� �
����
�� �#� ������ (
� � �������� � �
��
��

������ �)+��	�)� �
	+)��	����� 	� 	��
���� 5��6�

���������	
 ���
��

/
 ���
� .���
����� ��+)������ ������� �#
��&������ ��� ���� �	�������  ���

(�����
� .������� ����!� ��+  �
�� +	��
����*
������, +����
�, �� � �	�
����	�

������������ ���� ����	����� ����)���� �	, � +������ .��������� (
 ���� )���, ����

�
 �����+�
��� ������ �#
��&��� ��+ ��������� /
 �������� ���������� �� ����*�� �

�	�
����	�2�	�
����	� �������	�� %�����+��  ������ (
� 4��+� �� +)�������	 �




�� �������� ��	�
���� ��

������ �	
�� ��� ��� �����

�������� �� � 
���������	 ����������� ���������	� ����������� �� ������ 
� �!"

��	���#

ds1,s2
2 (r1, r2, t) :=

ρs1,s2

2 (r1, r2, t)

ρs1
1 (r1, t)ρ

s2
1 (r2, t)

− 1. $%��&'

(� %��� ��)������ ��� ���������� ���������*�� � ���������	� �������������� +����

���)�������, -��� �� � ������� $%�%�' 
� �!��	 -������ ���
������ ����� ��"

�������� �� �������� .������� ��� �������/!�*�, -��� � ���������	� ����������

�0��
 -�	�������1�� �� ��-��� ������ 
���������	 ��������� ����� ������������

(� �� ��
����, -��� -������ ���
��������� ���� � ���������� ���� �
√

ρ���(r1−r2)

������� ����
����	� ��������� 2� �� )�����, -��� -� � ���
���� ��������� -���"

������ �������, �� �����������, -��� � ���
���� ��������� ���
�� ����3���, �����

��������-�)*� �� ������ �0���!��#

ρs1,s2
2 (r1, r2, t) = ρs1

1 (r1, t)ρ
s2
1 (r2, t)[1 + ds1,s2

2 (r1 − r2)]. $%���'

2� �� )�����, -��� ρs1,s2
2 "��� 
���� -��������� ���� �� ������������ �4�4����� 
����

-����������� �������� )������ ���� 2� � �0���!�� ���������� ���������� �� ���5 ��"

����5� 0���5 ��������������������� � ��������5
��� ������� ����������� -������

1�� 6����� 
����� �//��3������7"���� 2� �� )�����, -��� $%���'"��� � ds1,s2

2 -�"

����� � -������ ����3�� ���
��������� �*�����*� 1�� ���-������ ���������	�

�������� ���� !���, � ������� ��)�� 
���������	 ������� ��������5�� ����������

(� $%���' �0���!�� 1)��� ��-�5���� ���� �� $%�8%' -������-�� ����������, ����"

�� � k = 1 ������� ( �������� ���������� ����5������� �� ������ ��������� �
	
"

��� ����#

∂ρ(r, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r
{κ(r, t) [τ��(r, t) − τ�(r, t) + τ�(r, t) + τ�	�] + ρ(r, t)τ
(r, t)} = 0,

$%���'
∂κ(r, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r
{ρ(r, t) [τ��(r, t) − τ�(r, t) + τ�(r, t) + τ�	�] + κ(r, t)τ
(r, t)} = 0,

$%��9'

���� ������ � �	
���� ��������� ��� ����� 
����� ���� � ��	����� ��������� ����



�� �������� ��	�
���� ��

���� �� �	�

�
 ��������� τ� �� τ� ������� �� ������ ����
 ���
�������

τ�(r, t) :=
1

2

∫
R2

ρ(r′, t)d�(r − r′)τ���(r − r′)d2r′, ����� 

τ�(r, t) :=

∫
R2

κ(r′, t)d(r − r′)τ���(r − r′)d2r′. ����� 

!�"	�"#���$�% ��"# τ� ���
&'��	� �� �"# ������� 
�"#�
 ����
�� ��
���'��� �
��"(

���% ���
��
 �"# �"#����) ���������� �� �
��������
% ��"# � *����& �� 
�"��&

��+	��) ��������'��� �������"� �**�
 ����
����� ���� ��"#�
 ���*	�
 ��
��
 *�
���


���	��$�
�� ���� �

τ�(r, t) = 0 ����, 

����'��
��� - .�
�� ��*�������
 ���
������ ��" �

d�(r, t) := [d+−
2 (r, t) − d−+

2 (r, t)]/2 ����� 

�� �

d(r, t) := [d++
2 (r, t) + d−−

2 (r, t) + d+−
2 (r, t) − d−+

2 (r, t)]/4 ����� 

.$""�
#���� ��� -� ����, ��*��� ��"&���"��� �"������
#��
 � ��
��
��� �"#�
(

����� �� ������ ������ /�����

∂ρ(r, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r
{κ(r, t) [τ��(r, t) − τ�(r, t) + τ�(r, t) + τ	
�]} = 0, ����0 

∂κ(r, t)

∂t
+ Bb

∂

∂r
{ρ(r, t) [τ��(r, t) − τ�(r, t) + τ�(r, t) + τ	
�]} = 0. ����1 

2����� � �������'��� .$""�
#�� ���
 �*�'����� ����	��
��"��% ��"# ��
��&$�

"#����
 �3*�
�
'������
 
������� �����
��% �����+��" �
 �� ����� % ����� ���
&'���

�/���&������� 4��# �����
� 5�#��� ����� .�	�� ��

$� � ρ �� κ .$""�
#����% ��

��"���� �� ���+ 
�� ���)
+ ��"
��% ��"����*&�����% ��"#

τ�(r, t) =
GC�

2
b
√

ρ(r, t) ����6 

��

τ�(r, t) = −GD�b

ρ(r, t)

∂κ(r, t)

∂r
, ����7 

���� C� �� D� � �������'��� .$""�
#�� ����	���� .$""+ ����
��� 
���$�� ��
���
(



�� �������� ��	�
���� ��

��� ����	


�� ����� ���������� � ������ ����������� �� ���������	 ����� � ����������

������ � � !�����!���"����� #����� ��������� ������� � � ��������$�� �%�%���

��������&����� ������' τ� ������� !�����!���"�������� ��������������	 ( �����

�������$��� ������ ��� )τ�* ����� ������ � ���������� �� +	,	+	 !�-���� �  �.

�/������ !����������/� �������� �  ��������� ������� ��������	 
� /��  �

������� �/���-� � ���������� ����//� ������ ���-��0 ������ ������������ �� �

������� ��� ����� ���-���� �����1��� ��������� ������������/� ��������� )���� ���

� ��������$��� ������� ���������*	 ( ������� ��� ���� � ������ ����� ������ ���

� ���������������' ������� � �� ����� !�-���� �  ��/������ �������� �&���2������	

( ���������� ����������� �&  ���������� ����� �� ����������	 
������ 3���� ��

�/�������� ��� ������� ����� �2����� ���������� �������� �� ����//� �������.

��� ����	 ( C� �� D� ������� ���!����� ���������������� �����"�� �&������� ���������

-/�� � ��� ���� �&�&��	 4������ �� ���2���� 5����� �� �/�������� ��� -����

���������  ������ �� ���������� ��,' �6�	 
�� !�� �����71 �������� ���� �2��.

��� ���������� � ��������� �"�& &�� ���������-� �������	 8���� �&������� ��������

�/������� � !���"�����.��!����$�� �&� �' � ��������$�� �%�%��� �� � �������������

��"������ ��������$�� �%�%��� �� � �������� �� � ����//� ���� �&�&��	

� ��������� 	
��
	� �������� �	����
���� ��  ����
������� �	��	

�������
��

(  ��/������ ����//� ������� ��������� $�1������ ���������	 3���������

������� �� ��� � ���"�&�������� ��� ��������2���� �&  ��&�&� $�1������	

��� �����"�� �� �������� ��������� !������' �� � !������ ������ ��������� ��

��������� ��	 (� ���  ��� � 3���� �� 3�&���� !������� ��������� �/���-/�  �' ����

� ��� ��������� ����������� ����� ����' ������ ����������� ������ ��������2�����'

2�� � �&  ��&�&� $�1����  ����������� )���� ,	 !�-����*	 
�� �&�����' � ������� ����

�������������� � ��������$��� 9� �� ������������ ��������� �/���-/�  � ��:�	

#�����"� �� +	;	+	 !�-���� �  ��������� ��� �������� �������	 
  � �� ����.

 � � !���"������������ $�/�� � σ11' σ22 �� σ12 �������� �"�& &��� ���/����	

<�����"�  � � χ (���.!��� !���"�����!"������ ���� ��� ��� !���"����� ����$����

�� ���  � ���2$�����0

σ11 = −∂2χ

∂y2
, σ22 = −∂2χ

∂x2
, σ12 =

∂2χ

∂x∂y
. )+	�=*



�� �������� ��	�
���� ��

����� � ��	 σ = 0 
��
����� �
����
� ������������ �
��
���� �
������ ���� ��

������ ���������

E[χ, κ] :=

∫
R2

[
−1 − ν

4μ
(�χ)2 + bχ

∂κ

∂y

]
d2r. ���� !

"#�
 �
���$��%& $��� �� 
��' ��� 
(������� �))
 
�� χ �
������������	��
�

�
��
��
�� ����)�� �������� 

������& �*� � ������� �χ+	
� �
��
��
��! ����' �
+

������������
 $
��
�
�� ����������%� �#���#$����� 

������� ���� �
� ,--.� /�	
� �

����������%� ����� �
������% �
�����& � ����� 	������% 
	�����%� 
��
�
�
�

�� ������ ������ ��$��%�� �
�0

∂

∂t
ρ±

1 + ��	 j± = 0, �����!

�$�� j+ �� j− � )����*	 �� 
���*	 ����������%� �����& �
�� )��$������ � b 1���
��

	
�������� 2��
	
�������� �
����������� �
���������� ���)�� �� ������ � ������

)��
������ ��
���� ����	��
�& ����

j+ = M++
∂

∂x

δE

δρ+
+ M+−

∂

∂x

δE

δρ−
,

j− = M−−
∂

∂x

δE

δρ−
+ M−+

∂

∂x

δE

δρ+
,

����3!

�$�� �� Mij �
�����
� ���������� )������
�
�� 4�������� �
� 
�
�
� �� ������

�%��0

j+ =
B

2
ρ+

∂

∂x

(
δE

δρ+
− δE

δρ−

)
= Bρ+

∂

∂x

δE

δκ
,

j− =
B

2
ρ−

∂

∂x

(
δE

δρ−

− δE

δρ+

)
= −Bρ−

∂

∂x

δE

δκ

����5!
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�
�
�$
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�
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$�� ��)
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)�������� � ����+

������%� ������
��
�
���'� ������������� ������� 
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�
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�
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�
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� 	��� $������	�� 6 ��	�����)�� ���
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�� �������� ��	�
���� ��

�������	
� � ������ S �
���������

S[ρ+, ρ−] := −
∫
R2

(
ρ+ ln

ρ+

ρ0
+ ρ− ln

ρ−

ρ0

)
d2r ≈

∫
R2

(
κ2

2ρ
+ ρ ln

ρ

ρ0

)
d2r = S[κ, ρ],

������

���� ����	���� ���������� ����� ���� !�����"�� # κ$��� �� ρ$��� ����	���� ���� ����$

�������� �������%�& !�'� |κ| � ρ� (��� �������%� �

F [χ, κ, ρ] := E[χ, κ] − T��S[κ, ρ] =

∫
R2

[
−1 − ν

4μ
(�χ)2 + bχ

∂κ

∂y
+ T��

κ2

2ρ

]
d2r + F�[ρ]

������

���������'�� 	����') ��������'��& �!�� F� ���� ρ$��� �%''* �
��������� # ����� �� $

�������� ρ0 �� T��  ����������& � 
������ �������������� �����'�� ��� 	�� �+���"�

!*������������ ����%��� # ��������� F �
���������� ����� ����'�!��* � ����

���
������ ��������� ��� 
�� ��	����� ,����%��& !�'� !� T�� = GD�b
2 �� �������%�&

!�'� |κ| � ρ �� ∂κ/∂x � ∂ρ/∂x ��'���'����	��� ����& ����� � ����������� �'���$

�������� � τ�� -���������� �� τ��� �%��* ��� ������� �  �� � τ� '���������' ����.�

����	� 	������ ��' /001�

2����� ��'���"����& !�'� � ������� ��� 	�� � �'����3��� ���� ������� ���	��%�&

!�'�
δF

δχ
= 0,

δF

δκ
= 0. ����4�

5 �� 	������& !�'� � ���������'�� ��� � '������� �����
��� ���� ���& !���� ρ

������ ��� ���� ��������� 5 �� � �'����) ����� ����� ��	�� ��& !�'� � �����������

���� � ��3���"�	
���� ���'!�����& ��!�� � ������ ���������� �)�)��'�� � �������

��� �
�	� ���	���� 6������	����7�

# ���������� ����������  �������	���� ��������� �� ��	%� �� � ������ �"���$

������ 5'� !���'�� ����8��� ���������� ��������� ��!����%�� �'� �%��*& �8��

������� ������������ 5���� !������� � �-��� ���������� �����
� �� �'� 3	 �'���$

�3��� ���� �� ����
� ��� (��� ����� ��'	
�& � "'� ������
�� ����'�� ���%����'���

'��������� ����' ��& ���� �'� �%�-����� ���������� ���%����'���� ����� ��'�����

�-�'��� 1/r$��� �������& ���� �������

# !�������  ���"� ���������� �'� κ��� = δ(r) ��*	���� ���������� �)�)��''��

"�!��� �� ��!�� � �%��* ����������� � ���'��� !�����%��& ����� � ������� ���	��



�� �������� ��	�
���� ��

���������	
���

F���[χ, κ] = F [χ, κ] +

∫
R2

bχ
∂

∂y
δ(r)d2r. ������

�� �
�������� ��������� ���� � ��������� �
�������� ��
��������� ������ � ��
!

������ �� ����"� �
�������� #���$����� ���� �$� �
�������� ����� � ��	�� ������%	�

�χ! ρ! κ�� ������� �� ���& �'���(�$��$�� #�������)�! ��
� ρ �$	��� ������% �ρ(r, t) =

ρ����! ����	 �� ����"� �
���������&�

�2χ = q
∂

∂y
[κ(r) + δ(r)] , ����*�

b
∂χ

∂y
= T��

κ

ρ���
����+�

������%! ���� q = 4πGb� � �$� �
�������&� � κ ��&���� ����������% �,	,�$
	� ��

������ �
������ ��%���-

�2κ = 4k2
0

∂2κ

∂y2
+ 4k2

0

∂2

∂y2
δ(r), ���".�

����

k0 =

√
πGb2ρ���

T��

. ���"��

� #���� ���".� �
������ �������� ��� ��
������% �$
����� ����	#���$����� �������! �

�$
�	���$��-

κ(r) = k2
0π

[
y ����(k0y)

r
K1(k0r) − ����(k0y)K0(k0r)

]
, ���"/�

���� K0 � � ������ $� K1 �� ���& �%���(���� �����	���, 0�����1#)

�$���

2����� ��
���(����! ��
� �� ���"/� ��
����� �� y ���
��� ����$� �������#)

1

�$�� ���	��� ����
 ��-

κ(0, y) =

√
k0

32π

1

|y|3/2
. ���"��

3� �� �	���$�� ���������� � ��	����! ��4� #�������� ��� ������ ��
#���������1

���! ������ ������)�� �5����������� ������
$�� %������� �� ����� ��	�� � �����	$�

����������% ��������� ���� ����%��%� ������� κ #)

�$�� y ���
��� ����� ��������

$� �� ���������� ���"�� 
'	�� ������%� �� �������$��&� k0 ≈ 4!/
√

ρ��� ��%����� 2�����

��
�
�����! ��
� � ���	�&� �� ��&���� ����������% �,	,�$
�� � ��		�����%� #)

�$1



�� �������� ��	�
���� ��

������� ������	�		
� � κ(r) ∼ [d++
2 (r) − d+−

2 (r)
]
��������
����� ����� �� ��	��	��

��������	��� �� ���
��	� ��������������� � �� �����	��� ����� �����������

����� ����� � ����� ���	�
���� ����� �������� ��
���������� �	������� ���	�
����
������� �	 y ������� ������� � �
��
� � �	��������� ���
�� ��������� ����
���
�������� ��� �  
���
�
� !
��� �	 �����	���� "#�$%& �������� ���
���� '(()�

���� �����	
���
 ������
�����
 ����������������

������ �����	
��� ������


� �����	���� �������� �������������� ������ ��	������ !����
���� 	����	"

!�	#� � �������� ����� �����
�
� ������� � $��	���� � ��� ��� !�������!�	 ��

��� � ��������	� ������������ �������	��� � ���� ��	�� ���� ������
��� �
�� ���"


�	
��� ����� � �����	��� �
!��� ����� ��	���� ��	�	�		 �
���	 ��	�	��� ���

%���� 
� �����	����� �
� �������	����� �������� �� ����� �������	�		 �����"

	���� ������	 �������	�� &'()� � �������	 ����� ��#���� ���
 	��	����* !��� �����	

���+����
���� ����,�!�	#�� � �����
��
��#�
��#� ������� ������ -������	* !��� �

���������� � ��#��������* ����������,�� ��������� ��* 
� �� ����� ������ ����
����

����� ���������� ������� ��������� ����� ����	���* ���� ���� 
�	
����� !�	����"

����
������, ��������
�	 ��	�	 &'()� .����� 
� �����	����� ��������� ���������"

 ��� �������	�� �������	 � ���!�������	 &//)� �� ���������		 ������ 
� ��������

�
����
��� ���������� �� 0�1�0� �����	��� ����	�	�		 �
	 ������� � ������������

� ����		 �����������	��� ����� �� ���	��� �� !�	��������
�� ������	 ����� ��

��� 0*2− 0*3"�� ��	��#����
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���
� ��� �
�
����
�� �����
��
� ������ �� ������� ��� ����������
  ����

!� ���� � �
�
	
���
�" #
�	$����� �
#����%�& �'����� �
��� #
� (!)* !+,� �	 !�!-� ��.

��� /&� ���0��&* 0��� � �'��
 �� ���
�
��� ��� �
� #��������* �	�� $�'��'	�

���
�� �
#����%�& ������ /
�
��
	�
�

 �"
 �"

����� ����� ��� �����	�

���� ����������� ����� ���� �����
���� �����������
����� ���� ! ��
���" �����"#$ �����
 	�

������ ��
���" ��%��� #�

��& �
	���� � ���� �����
�� '��������� ��� ! �����
���� ����������� ������� 
��(���
���������� )������ �
���
��� ��*� 

� �
�������� /
�
����
� 1���� �� ���������� 0���� ���
�	�&� ���	���%�& ��.

������ �	�����%�&�� �� ��	������ (!2,* �
���
 ����� � 3
����� ����� �#
/�
�	.

�
�� ���������  ���� !�)�)� #
/
	
�" 0��	������ 4��	
������� ���
	�
 �%� ����

�� �������* 
���	
�
� �� �'���	'�'� %���	��* #
�	$����� �� �
#����%�& �
	�����* 
.

�
�	�%���	�� ���� �	
�%�
0���� /
�
����
 
�
���� 5
������������* 0��� � ���������
�


���	����� ����
� 
�
��
� ������	 ��&��* �� �	 �������� �
�
��
	� � ������

����� ������
� �
�0�����	��� 
���	������� � /
�
���� ��������� /
�
��������
 �� ������.

�������* ����� �
�������* 0��� � �	��%0��	���� /
��
�� ������ ����/������
�

�
0
�
��
��� �
�	� ����� ��&�� �
��
	0
�� ��������� (!2,�

6� 
�� ���	���%�& 
�0��� 
�� 
����������* ��� ���� #
�$�
��� 
�� ���%��


�
�
	�� � ���	���%�& ������� ���� #$��
��
� �������	
�� ���
�
���
 
	��� �

#��
 #
�$�
���
 ����������	������ �� ��	����0��&� 7%08
���#
�
� �� �������.

��� �
#������ 91� ������� � ���%�� ���
��� � ������ ����������� �
�
��
	�
�

����#$��
��
��
 ������� (-:,� ;	 �	� /
�
���* 0��� � ������ �
� %�� ���
��
�*
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����� ���� 	
���� �	 ���	�� ����������

������ ����	
��� ������

��
���� ���� ��	
������� ����	
���� ��� ��
����	 ��	
��	����� �����������

 ���� !��	
����	 ��� � �����	��	
��	�� ��� �	 �!�	
������ �
 �
����� ���

	���������	 ����� 
�"��� ��� #���� � "����	����� � �������
�	��� �	 	��	
���	

$�� ����� ��%��	��� ���	
�� &����� �	 �������	�� ��� �%	����� '()*� ��

�����
��	 ����	
����� +��	� ,�-�,� ��"�
�. ���	
�� 
���	 ���	� ��	
��	�� �����

����/����� ������ ��
������!����� ��"� ��� ���	��	 ���	� ��	
��	��� �����0

��
��� �������� ���� ������ ��	
��	��������� � ����������	 	���		�� ��
�����

�
 ��� ��� −2/30�� ��1����1�� �	������ #
 � "����	�� � -2� 	
�
�� ���"� �� �	���

3������ �����	� #
 � ��
��� 	
���	
 ����� ���� 1��� ��� �	 � ���	� ��	
��	����

������� � ����������	 	���		�� 1��� ��� ���	��	 ������
� 1��� 
���	��
 �� +��	�

,�,4� ����.� #
 �������
�� ��� ��� � ������� �	 !�������	 ����!���

����� ����� � �������	
�� ������� �dγ/dt� ��� �������� ����� ���������� �σ�
����������� ������ �����  �� ���!���" !��� � ���������������� �� #"#$ �� ����������
�������
!�� ���� ������

3 !��	
���	 �����	 �	 � ��1������ ����	
�� ���"����� ��������� �������	���

5��	�� ��� 	
����	
���	 �������� ������ "�1�	�� '6,*� #���� � �����	��	
��	�0

�� ��� 1������ 1���
� %�"� �� �
 ��������� #���� ��������
�	� 	���� 7��������

1�	
�� � ��	
�������� ��		
$ ����1��	��$ ��	
��	������ �
 ����%�	� ���������	

�	 ��� 1������ 
�"� 8���� � ��������	 � �������	 �������� ��	
�����	��� +����0

��� 9���	�� �������� ��!������:. 1�����
� ������ ������ ��
� ���������� ��0
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���� ���	

�� ������� ����������� � ����������� �����	 ����		�� � ����� �	� ��

�������� ������ �������� � �������� ����	 ���������

 ������� ��! ���� �����

�����

 "����� �����#� ���������� ����� ��� ���� �	��� �����



�� �������

�� 	
�	��
������ �	���	 	

�
���	����������� ����

� �������	
��� ���� �� �	��� ��������� ������� ��������	��� ���������

�� ���� ��������� ����� ��� ��� �������� �� 	��������� 
����	�� �	���

 !"#$�% � ����	�& �������� �'& �������� ��'�(����� ��� � �����
�� �)��� ��)�$

��� �������
�	�	�� ���� *��� � +�)������� ,�� ��������	�� ������ �� �)��� #��-�

�� .������ ��'����� +�'& +� � �������	
���� �,������( �,��'� � �������	���

��'������	'�� ������ �,�, ����'	����� � �����
�� �� ������
�	��� �)��� ��)����

����'�	�� ���,��,��� ��' /012� *� ��'&��	��� ��+� � �����
�	� ���+�������	�	���

*���� � ��������� � #��-� �� .������ ������� )������	 ����'	����� ���� �

�������	
��� ����������� ������ +� ����)��� � ����	��� ��'������	'����� � ���	�$

������� ��������� ������� �'& ��������� ��)��� ��������� �� � ���	����)�(���

��������� ������	
����� �� ����'	�����

���� � ����	
��� ���� 	���	���� ��	����

��������	������

�������� ��( ��'&�� ��	��� � ���,��,�( �������	��� �������'���� ����&��

�������	
��� ����������� �����)+����3

• .�'& ���������� ����� � ����� ������	
�� �� ��	��� ������ ��+��3

ε�ij =
1

2
(∂iuj + ∂jui + ∂iuk∂juk) ,  0��%

45



�� �������� �� �	
���	������ 
����� � ��	��������������� ���� ��

���� ui(r) �����	 �
 ����
���� ������

• ��������� � ������ �	�
���
	� ��� ����
����� � βij ������� �� � β�

ij ����
�	��

�	�
���
	� ���
���� ����� ��������� ���������� ���� ��� ���� ����
��� �
�� �!

���� ����  ���� ���������� ��� ������� �����
�"� �� #$%&� �
�


∂iuj = (δik + βik)(δkj + β�

kj) − δij = βij + β�

ij + βikβ
�

kj . '(�()

• * ���
"����� �� � �������+	� ��
��� ��������� �	����	� ���
��"����� ���������!


"��� �
 � ,���� ��� ���� ��������� ������� �
����� � �	����	� ��� �������

-��������  ����"�� ��� � �����	���� 	�� �
�


σij = Lijklεkl + Kijklmnεklεmn, '(�%)

���� σij � ������� ���
"����� ���
��� εkl � ������� �������+	� ���
��� Lijkl

�� Kijklmn ���	� �
 ����! �� ���������� ������� ��������� .
� � ����������

������� ��������	+	������ 	� �
���� �� �
�	�

/������	�	0�� �� 1	����	� ������� �	���	��	 �
	���+	�	 ������� � �����! ��

��������� ������� �������� ������ K1111/L11 ≈ −10 #$2&� 1������ ����� 3�����

�� ���������	 �������� � �����	����� −��$!�� ������ �+�� ������ #$4&� 1	���


�
� ������� ���� �
 ��������	+	�����
 �����
� 5+�������	 ���������6 ��� �������!

������� �������� �	�� � ���	� ��� ����	����	� ������������ ���� �
 �
 ����� 7�4�

.
��� � �� ���	����� '8��0� �� 9������ ������	 ��������
 ��������� #(:&) �

������ �������+	�� �


ε�ij = (∂iuj + ∂jui)/2 '(�2)

������� ���� ���� �;� � ������ �������+	� � ������� �� � ����
�	�� �������+	�

���
���<

ε�ij = εij + ε�ij . '(�4)

* ���
"����� �� � ������� �������+	� ��
�	 ���
��"����� ���	� � '(�%) ������� ����

����



�� �������� �� �	
���	������ 
����� � ��	��������������� ���� ��

���� ������	
���	 ���
���� ������� �����������

� �����	�
 ������ ������� ��
�������� �����	������ ������ �
 ��
����� 	��

����������� ������ ��������� �� !" � ����������� ����� ��������� ���#��� ��	�$

����� ���� ��%����	��
�� 	����&�� ��" � '& 	��
�� 
��(�
������ � �����	�������


������� )�����	�� ������"

� ���

���
 �����	���� ���#���� 	�����
��� � ����	#���������
* 	����� � ������

�

�%+���
 ��)����,

ηij := −Iijmnε�mn, �����

���	 Iijmn := −eikmejln∂k∂l 
������� ���������	��������� ��� eijk � �����������

���
��	�
��  �	!	�� "�# �#$���%&' ��#$ �� Iijmn ��������� ��&�
������	������& ���

����& (� #$�&��� �� ��� ���
��	�

�	  �	!	�&� )� αij ���	�&���� �����(# ������ (�

�� ��&�
������	���� &!�!�� �� �	���� !����*%##(� �		 *���+

ηij =
1

2
(ejlm∂lαim + eilm∂lαjm) . ���,�

�) ���	�&���� �����(# ������ �-�.��� ���� 	�� /0�1����

) ��#�	
�� �*��
���� (� � *���%	��(# &!�!��� !����*%##(�� �#$ &��������.� �#$���

	����	 ���� �& 
�# �
�	$ 	���� � 2��&� �!��(�$ ��#$ �� �	��	������� ���3� !�����

*%##(��� 4	��	������ ��� .���� �&' ��#$

εij = −δH [σij ]

δσij

, ���0�

���	 � H ����	��� *��&�����	 
�#������	 �
�	$ � *���%	��(# *%##�(�$�� (���� �

&.���� &��������.� ��	����� .���� �& �	5 �	�� &(�5���� 6&&�� ���7� �	�� ��

ε�ij = − δH

δσij
+ ε�ij ���8�

���&� 9�#$%& 
��� ���8� ��&�
������	������� 6&&�� 
���	 Iijmnε
�
mn = 0 �	�� /0�1�'

��(��

Iijmn
δH

δσmn

= −ηij . ���:;�

9�����%& �� � χij )��$�*(	� *���%	��(# ��������	� <#$' ��#$ ��	 ��%	 !�

Iijmnχmn = σij . ���::�



�� �������� �� �	
���	������ 
����� � ��	��������������� ���� ��

����� � ∂iσij = 0 �	
����
� �������� ������������� ��������� �� ������ �� ������

������  �� ��!"
δH

δχij
= −ηij , ������

� �� �� �����#�� ����� � χij ���������	#����$��� ��		%��
��

&������� ���� �� �� E ����$������ �� ������ '�(�)$�!%��"

E := H +

∫
'V ηijχij, ����*�

����� ������ ���#���
δE

δχij

= 0. ����+�

,������� ������ �� ����*� ���#���

E = H −
∫

'V
δH

δσij
σij , ������

���� E �##�� � ���'���� ��	����� ����	����� �� ��� ��������  �	
 � ������ ��������

�##�� ����� ����� ��	�  �	
 � ��	����� ����	�� �-���������

. ������� ���#��� �	
 '�������$�! �����'���� ����� ������� ���������	��� �� ������

�!'��  ������ ��! ��	� ��/��0� ��	�'��� �� αij '�������$�! �1�1��	 �������� � ��2

��� ���3� ���#��� �� �����#���������� ��	 ������ ��!� ��� �0%��/�� ��	�'��� � ��2

	����� �0��	 %������'���� ��)�! H �����#���� . ���������	��� ����� � ������ �	
�����

��	��'����!� ��# ��!�

4����!# ������� �� �����#�� ����$����� ��	������������ ������� �0�0� ��	���	� ��

������"

H [σij] = −
∫ [

1

2
(S0

1σijσij + S0
2σ

2
ii) +

1

3
(S1

1σikσkjσji + S1
2σijσijσkk + S1

3σ
3
ii)

]
'V,

����5�

� �� S0
1 �� S0

2 ���/ %������� S1
1 � S

1
2 �� S1

3 ����'���'1 ��	����� �	
��� ��!�� 6� $���

�� ���/���'1 ��	���� ������� ��	� �0��
�� ��� ��!�  �	
 ���7� �##�� � �0�������

�����!# 6���� �0�%��
�� %�����

.���������� ���� � ��'���� �� ������ ���������� ���������� ��� '������!� ��2

'�������$�! ���'������ �	
������ $����� �������� ����� �� ������� �� �����#�����2



�� �������� �� �	
���	������ 
����� � ��	��������������� ���� ��

������	
 ������� 
��������� 
��������
 ��������� 
������ ��������
�� 	�
	��	��	

η33(r) = b∂y[ρ
+
1 (r) − ρ−

1 (r)]. ����� 

!�	� �������� "�� 	 #��������������$����	
 �� $�	
 ������� 
��������� ���������

����� �������
 �� 	 χ(r) := χ33(r) ��������� %

�� ����� 	�	����

σ11 = −∂y∂yχ, σ22 = −∂x∂xχ, σ12 = ∂x∂yχ. ����& 

'����� ��� ����������� "�� 
�� (��������	� H ����) 
��������� �������* ���#�+

�	�� ��������� 	 z ������� ������� ��� ��"�� ���������� ����� H+�	� 	 �������	
�	� 	

������� "�����	 ���� ���	����� #����
 ��������

,��(�� 
����� ��� ��"�� 	 (�����
�$��
 #���������������
 ���"	���������	� %�+

�*
��� �����
 ��� 	 
�	����
�� �������� ������ �� r1 �����	 "������� �����-� ��+

(�����
�$�� ������ �ρ+
1 (r) = δ(r − r1) �� ρ−

1 (r) = 0 � %

��� 	���� ��� ���-���+

��
� ����) +�	
 $�	
 	� ���* 
�� �	���� ��
�����
� ����
�*� ����& #��"	���������	�


����� �����"	��� "�� 	� 	����� 	�	
�	 -�"	��
.

H0[χ] = −
∫

D

2
(�χ)2d2r = −E0[χ], ����/ 

	"�� D := S0
1 + S0

2 � ,��� 	�
	��	���
 	 ����� #��������� 	"���	�

�2χ(r) =
b

D
∂yδ(r − r1). ����0 

1������� 
������� ����0 �����(��	 χ(r) = χ0(r − r1)� 	"��

χ0(r) =
b

8πD
∂yr

2 ln(r). ����� 

!���� 
�� (�����
�$�� 
��$���"	���� ��������	 ��� 
����� ���"	�����"	��� 2����+


�(����
 �� 	� r1 �� r2 �����
�	�� 3������ ��
����
 ��(�� ����� b1 �� b2� %

��

V0(r1 − r2) = E0[χ0(r − r1) + χ0(r − r2)] − E0[χ0(r − r1)] − E0[χ0(r − r2)]

=

∫
D�χ0(r − r1)�χ0(r − r2)(

2r = −b1b2

|b| ∂y1χ0(r1 − r2).

����� 



�� �������� �� �	
���	������ 
����� � ��	��������������� ���� ��

�� ��� �		�	 
 F0,i = −∂iV0 ��
����
� �
��
�� ���� ������ ����	 
 ��
����������

��� 
������ ���

F0,x(r) =
b1b2

|b| ∂x∂yχ0(r) =
b1b2

4πD

x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
,  !�!�"


��� r := r1 − r2� #��
��� ���� 
 ��$������� D �%�
��
� ��
	���
 D = 1/(4πG)�


��� G = μ/[2π(1 − ν)]�

���� �����	
���
 
������������ ������	��
�� 
��

������

�� 
	�
���	����� &��������$�������� �� ���� �����'��	� 
� �	�
���
 (%	����	��

�)�)� �
����
�� �� �������*��� ���$���� 
  !�+,"-�
	 �������� �
��
���	�* �
���

�)�.� ��
� 
� %������ $����.� &��������� �)		��	 ���
��� ���� ����	 
� ������	

H [χ] =

∫ [
−D

2
(�χ)2 + ε�

D2

3
(�χ)3

]
d2r,  !�!/"


��� ε� := S1
3/D

2 ��� ����	�����
	 ��
����� �
�
������ 0�$��  !�+1" 
�
�2	

�χ = −(σ11 + σ22) = 2p� ����� 
� 
	�
���	��%� 2�%��� 
 	���� �
��
��� �
�-

$	�$
� 
�	���� 3� 
�� 2���	��� ���� 
 ��������� �� ���
��� ��	� �	����2


�.�)	�)�	� (��� 3� ����	 
� �	����������� �� $
�
	��
 �'�%�4 ������� �	����2	
�

�'$	� �.�)	�)�������� $����� � ���� ��� 
	�
���	��%� �
� �
��	��
	 ����������

�� ������� 
 ��$���
��
	 	�� (���
����%	��

�� 42 �	�
���
 (%	����	� ����������	 
� ����� (�2������	 ���%�
���� ��$������

��������������� 5���� ��� b1 �� b2 6%����� $�����4 ����������� ������.	� 
� r1 ��

r2 ��	����
� ����� 
  !�+!" (����������

D�2χ − ε�D
2� [(�χ)2

]
= b1∂yδ(r − r1) + b2∂yδ(r − r2)  !�!�"


������ 0�$�� ε� ��� �
�
������ ����� 
 �������� 
� 
���� 
�
��
	 ������.�7

χ(r, r1, r2) = χ1(r − r1) + χ2(r − r2) + ε�ξ(r, r1, r2),  !�!,"



�� �������� �� �	
���	������ 
����� � ��	��������������� ���� ��

���� χi � ���	
��� 	�	�	� ����� �	����
�

χi(r) =
bi

b
χ0(r), i = 1, 2 ������

�� ξ ��	����� �

�2ξ − D� (�χ1 + �χ2)
2 = 0 ������

	��	��		� ���	�	� ���	��	� 	�  ���� 	��	��	 	����	�!���	"#

�ξ = D(�χ1 + �χ2)
2. ����$�

%��&'�� ��� �
 � ���(�����
�� 	�	���� �	���
���
�
��� ) ���*+� �	,��(��

���-&
� �����	� �	�
���. ����

E[χ] =

∫ [
D

2
(�χ)2 − ε�

2D2

3
(�χ)3

]
d2r. ���+/�

0� ε�1��� 	��" �	���� ��

E = E0 + ε�E1 ���+*�

������ �����. ���� E0 � ������ 
��� �	���� �������� � ��. ��

E1 =

∫ {
D�(χ1 + χ2)�ξ − 2D2

3
[�(χ1 + χ2)]

3

}
d2r. ���+��

2	������
�3� ����$�1	. 	� �� ��
��� ������ 	����	�!�����#

E1 =

∫
D2

3
[�(χ1 + χ2)]

3d2r, ���++�

�	�� 
����� ��

E1 = D2

∫
[(�χ1)(�χ2)

2 + (�χ2)(�χ1)
2]d2r + C ���+��

4���
��� 5 C (��� r11"� ���� (��� r21"� 4'��" ������� 
��. 	�
 	�� ��&
	�	����

����	�(����� ��	��	��	". �	�� �	� �� &
� ���� � ���(�����
�� 	�"���� 0��	�

 ��&�����--	� � ��
���
� 3����	� ��'��. ����	� χ1 �� χ2 ����&� �
� ���	�� )



�� �������� �� �	
���	������ 
����� � ��	��������������� ���� ��

������ �� ����	� 
��
�
�
� ������

�χi =
bi

2πD

y − yi

|r − ri|2 , i = 1, 2. ������

��� �
�
��
��
����
 ��������
� � V1 := E1 −C ���� !"�#� �$�%�$�����" ���#�����

V1(r) =
(b1 − b2)b

2

(2π)3D

∫
R2

y′ − y

|r′ − r|2
(

y′

|r′|2
)2

&2r′ ����'�

�&(&"�� ��!� r := r1 − r2�

)!�����#� $���
 � V1 �$�%�$�����" 

��"� �
�*!�!���� �#���&!����"�+

• ,� � ��� &"���!��%"( -#��
�� �
��!��  
�
��
�"�� ���!� V1 ���#�� ���� 
.���

�$�%�$����� %��� �/�$�$�0 
�0�
�1 &"���!��%"(� �$�$�� �
�
��
�"��

• V1(x, y) = −V1(x,−y)� ���� V1 �� y ������� */�����
�

• V1(x, y) = V1(−x, y)� ���� V1 �� x ���!� */�����
�

2 ����'� 
��
�
� ������ �
�
�0��� �� V1 ����� ���"�"�#� ������ ���( �"*
�
�����
�

�
� �����
�
"�
� �� 2� */��
����
 *!�����!�#�� 3�� %��� �  
�!�&��� �$�$��/�+

V1(r) =
(b1 − b2)b

2

16π2D

[
y(3x2 + y2)

r4
+ 4

y

r2
ln

(
r

r0

)]
, ����	�

��!� r0 � &"���!��%"(�� �
��
 �0 �
��0 �
�����" �!����

3
 � �$�%�$�����" 
�0 %�4����"���4 �! �!
�


F1(x, y) = −ε�∂xV1(x, y) = (b1 − b2)ε�τ1(x, y) =

= ε�
(b1 − b2)b

2

8π2D

[
xy(x2 − 3y2)

r6
+ 4

xy

r4
ln

(
r

r0

)]
.
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�� ln(r/r0)/r��0� */��0 ��� $���
�
� 
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�� 1/r2 �� 
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����� � ��	��������������� ���� ��

� ������ F1 	
��� 	�� �	�� �� ������������ ���	� ���	��	�����	 �������

����������� �� ����	� �������� �	������������ ������ 	������� ���� � �������	�

�	�� � �����!�� �� ���	����!����� "������ 	�	����#� ������$

���� � ����	
���� ��������� ��
	���� �����	����

�� ����������� 	�� ������������ ���	��	� ���� "�������!�� �	�"��	� "�������%

#���� ������������$ �� 	�	"	�� &'$'( ������	��	��	� � ���	��	������	� ��"����)�

vi = B

⎛
⎜⎜⎝

N∑
j=1

j �=i

Fij(ri − rj) + sibτ���

⎞
⎟⎟⎠ e, &*$+,(

���� � ���!��������� 	��

Fij(ri − rj) = sisjbτ0(ri − rj) + (bi − bj)ε�τ1(ri − rj), &*$-.(

���� τ0 = τ��� � ���	���� ��"������ �	��	�� �	�� ��������$ � ������	��	��	� ���	�	%

���	� �� '$�$+$ �	#	�	��	� �	�������� ��"��	� �	�#	� 	������	� �	������	��	��$ �

ρ �� κ �	�#	� �� 	��#	�	� "�������!�� �/�/����	 �� ������ 	��	��	��	�"��	� �"�"�� 0�'1)

∂tρ(r) + Bb∂x[κ(r){τ	
(r) + τ��� − τ�(r) + τ�(r)} + jρ
1(r)] = 0, &*$-'(

∂tκ(r) + Bb∂x[ρ(r){τ	
(r) + τ��� − τ�(r) + τ�(r)} + jκ
1 (r)] = 0, &*$-*(

���� τ	
 τ� �� τ� �	�� ������	�	��	 ����� �� &'$+-( &'$-2( �� &'$-3( ����	�	� �"�"���

�������

jρ
1(r) = −ε�ρ(r)

∫
κ(r′)τ �

1 (r − r′)d2r′ &*$-+(

��

jκ
1 (r) = ε�ρ(r)

∫
ρ(r′)τ �

1 (r − r′)d2r′, &*$--(

���� �	�	�	�� � � τ �

1 (r) := τ1(r)[d+−
2 (r) + 1]/2 #	������$

� �	�	�	��� ����� �	�����	�	�	� ����� �	� �	��	�� �	��� ����

dss′

2 (r1, r2) = dss′

2

(
(r1 − r2)

√
ρ(r1)

)
, s, s′ ∈ {+,−}, &*$-�(

�� ��������� 	��
�	�	���� ��� �� �� ������	�	�
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������� ��	
 |κ| � ρ� � κ �� ρ ����������� 	
 ��	
��	���� ��� �����

������  	�	
!��� ��	
  ��� "���� #�	���� � $%�&�' #"���" �! (��� ��	  ")

"��  �� � #"���"�*" �"��*"� ���!� ! ����!+ ���+ ����"������� ���!���� ,!���

� $%�&�'� $%�&%' 	
�"�� ��"������ ����� � -�""������� �	�!��� � ���� 	
 ���)

 ������ �.!	�� �"�(�"� ����!� ���� ����"� ���-���"��� �! ����� ������

����"����� � ���/������ ! �! �� ��*�� �--� "	��/�� ��!��
�"�

���� �����	�
 
�������
 �������


� #��� $%�&�'� $%�&%' 	
�"���� � �� �	�� "��!"�� $ρ(r) = ρ��� �� κ(r) = 0'

 ����	  	�"����� �! ����0� #�!��� "������ ��	
 ���!"������ #�������	 �� �!

����� ������ ����"�� ��"�*" ! � ������"��  	�"���  ����	 �����"� �!�! � �"���"

��  ����!���

�! ����� ������ ����"�� 1	
" ����" ���� � �����"���� ���"2!�� �� �� ")

��	!��/� 3���*"�� ��	
 	
 (qx, qy) ��""� �!� �������" �"" !�� -���������

�������"�������� #"���"

|τ���| < |ε�|ρ���

∣∣∣τ ��,F
1 (qx, qy)

∣∣∣ , $%�&4'

���" τ��� := τ��� − τ	(ρ���) �� τ ��,F
1 � τ ��

1 5��2� #�!*"���	 ������ �����!#�� �"���

����� ,! ������� �� ����� +��� ������!���  	� � d+−
2 ����"����� #*		���
� �666

�*".��.!/� � ������!������� �����"�� �"�(�"� ���!"������ ���1	������ �"�-��� �!�)

 �"����  "
� 	
����� 4& -�!��2� �� 4& �	��2� ���!"������� �����" �!���� �!

τ ��,F
1 )� ��-��� �� ��
 � %��� ����� "�������

� $%�&4' �"�-���� �� � �*"�/ #�!*"���	  		
!�� � τ	 #�"
��#�!*"���		"� �����

�! .��!� -��������� �������"� 7��" � τ1 #�!*"���	��� $%�08' �!���� #*		 � ����"��	)

��"� �� � ����"����� #*		���
� ���� �
√

ρ���r ��"��!���" #*		�� $"��� ��&� #�!�'�

!��� τ ��,F
1 ���� |q/

√
ρ���|)��" �� �! ����	(qy/qx) �!.	�/" #*		��� ,! �!� �"����

��	
 �� |τ ��,F
1 |)�� ���  �(� � � $ "
 #"���" � %��� ���� �"�-��� �"��*"'� ��)

��� �! ����"��!��� � "		
�������� �.�/ -�����������  "
�� ��""� ����!� !�"��"

1/
√

ρ���)"�"� �!�! �! ��"�	�� ���!"������ ����"��		�" "�! ����
��� ,!� #"*"  	�")

"�-2������ ��	
 ��� ε�)� ���� � �.���/ -��������� ��""� ����!� #*		�"� ε�)��"�

 "
 ���� � -��������� �.������ �����	�� ������!!�  	�
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���� ����� � τ��,F
1 �������� �	
���	� ���� 
������������ ������ �λx = 1/qx

�� λy = 1/qy��

���� �����	
� ���������� ��������� ����������
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 �	
�
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 !��
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���	
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���
 ����
���� �� �$� �%������

���&	�$����� �	��  '(�)*+ &������� ������� ��� ����� ���� ,���� $������� $����	�

��!� $�
���� �������!� �� ������-
� � 
���	
���� '(�./+ �	��������
������

' �������!� � ������������ ���$ � 0�(�.� &��������+� ������ �	��
 (�* �	����� �� (�*


����� ������1 ��$����	��!� � �������-
� �� ��� L × L �����1 !�����
�

2�������� � r̃ := r/L 
$ t̃ := tb2/(4πBDL2) $���
�� 
���-�� ����	� ��� �


��� ��������� ���������� �  '(�./+ �	��������
������� ,��	� � 
���	�


���� !��	��� � ε̃� := bε�/(πL) ��

�������� ��������

� ���$����
 �������
����1 ��	������ � ������ ����
�%��� ����	�	�  (�(� ����


����� � �-�3
�3�� ε̃� ��������� �����
� � ��
���� �������
��� ���� ��
������

�� ������3���� �

� ��$�����
� �	��  ��
�����
 �������
� �	���%���������

�������	����� ����
��-� � A(r) := 〈ρ�(r′)ρ�(r′−r)〉r′ $�4
�!� �� ���������� ��

�	�	�����!� � &-����
���� ������� 

� AF 5	����� ��
��&	��������� � (�.� ����
 ��

���� ρ� � ������� ������ ��������� � � �����! 〈 〉r′ "��� �� r′ ������� ������ ���������� ���#��
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����	���� ������� 
���	�
����� λ ≈ 6/
√

ρ����
�

��� ���

���� ����� �������� �	
�����	� ��������	� ��� ������	�
 �ε̃� = 0� �
 ���
��������	�
 �ε̃� = 10−2� ��������
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��������#�	 �AF � �������$ ε̃� ����� �
����� %� ����� &' �������$

�	�����	���� 
������ �����������	�
 ������� ������ �������� ��� ε̃� = 0( ���
ε̃� = 3 · 10−3( ��� ε̃� = 10−2�

�)��#�� ����( ��� *&+ �	
�����	� �
���� � ����
�������� L ≈ 23/
√

ρ���( ���� � ��������

�
��� 
����
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"��� ���� #�$�## #
� �%������ � 	��#�
���� ������� �
� #���������& ε̃� = 10−2

�	���� λ ≈ 2/
√

ρ���!�
�& #��� ������ ����� "���	'���	�  
 �
��� �	 λ ������ �%���!

	��� �� ���  �#�(���� λ ≈ 6/
√
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���

))� (��� d++
2 ��&� ���� � (d+−

2 + d−+
2 )/2 �����	�(�&�&� �!��� �

�� ����� #��� �-�(ln(P F
���

))�  ���� (��� d+−
2 �!����	��� .		�� ��������)�	 ���)��	�

� �!��) ����!����� ��##���(�&� �!����	���#� �����#��� %������ ���������� ����

� d++
2 �� � d+−

2 �!����	��� ���%���#�����%�� ��������	 �������	���#/�	 ��%��

�������) 01  ����+� �� 01 	����+� ��������(�&� #���2�������	�� � ��������& ����	�3���
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�
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√

128) · Gb
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ρs1,s2,s3

3 (r1, r2, r3, t) ≈ ρs1
1 (r1, t)ρ

s2
1 (r2, t)ρ

s3
1 (r3, t)·

· [1 + ds1,s2
2 (r1, r2, t) + ds2,s3

2 (r2, r3, t) + ds3,s1
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ρs1,s2,s3

3 (r1, r2, r3, t) ≈ ρs1,s2
2 (r1, r2, t)ρ

s2,s3
2 (r2, r3, t)ρ

s3,s1
2 (r3, r1, t)

ρs1
1 (r1, t)ρ
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1 (r2, t)ρ

s3
1 (r3, t)

=

= ρs1
1 (r1, t)ρ

s2
1 (r2, t)ρ
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1 (r3, t)[1 + ds1,s2

2 (r1, r2, t)][1 + ds2,s3

2 (r2, r3, t)]·
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ρ�(r, t) := ρ+
[
2 + d++

2 (r, t) + d+−
2 (r, t)

]
= 2ρ+ [1 + d	(r, t)] , ���)* 

κ�(r, t) := ρ+
[
d++

2 (r, t) − d+−
2 (r, t)

]
= 2ρ+d�(r, t). ���)) 
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�	�� ����� ����� �� #���%� 
	 	�	/	� /	')�� ��!'��!� '	���'�	��	 �� ��!//�

	��	��		�&	�  )&�)�� 86%9"

∂tρ + B∇ [bκ(τ��� + τ�� − τ� + τ�)] = 0, ���#��

∂tκ + B∇ [bρ(τ��� + τ�� − τ� + τ�)] = 0, ���#��
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����

τ��(r, t) :=

∫
R2

κ(r′, t)τ���(r − r′)d2r′, ���	
�

τ�(r, t) :=

∫
R2

κ(r′, t)d̃(r, r′, t)τ���(r − r′)d2r′, ���	��

τ�(r, t) :=
1

2

∫
R2

ρ(r′, t)d̃�(r, r′, t)τ���(r − r′)d2r′, �����

�� d̃ := (d̃++
2 + d̃−−

2 + d̃+−
2 + d̃−+

2 )/4 �������� d̃� := (d̃+−
2 − d̃−+

2 )/2� � ˜ ��������

����� �������� ��� �� ! �� �������������� �� ��� �� �� ��"�" #������ ������$�%

������&'�%� (�  ���!����� � ���� �&� !��� ���)���� � ���!(�  " ����" ��� �����

������ ��� ��&���� ��� �����&����% � ! ���*� �+#$�, �����(�  ���

���� � �����	
��� ���������� �� �� 
������	� �����

����� ����������	��
��

�� ��"�" ��� #������ ����,'�%� � !��������� ��������� �� � ������&'�%� (�  ��-

�!���"� ��#���� ρ	 �� κ	 ����!��� ����� ���� � ! �.��� /. )������&'�% ����� ������$�%

ρ �� κ ������ �� ��"����� �0�0�� ����� 1&����%� �� ! � ���	� �� ���	*� �������� �

���	2� �� ���	�� � !������� ���������� �� !�� ������%� 3���� ���� �� �����)���%4

�����!���� �����!�� (��������� ����������� � ������&'�%� (�  ���!����� �� � !�������

����������� �������� �������� 3��� � (��������� � ��������"�4

��� 1� !�� � + �� − )������&'�%� ��&�� ������� ����� d+−
2 (r, t) = d−+

2 (r, t) ��

d++
2 (r, t) = d−−

2 (r, t)�

���� 3��� �+��� �� !�� (��� �� ! �� &��!����&� ������ ������$�% ������&'�%� (�  -

���!�� �� � !����� � ���� �� ���)������� ��#�����4

d̃s1,s2

2 (r1, r2, t) = ds1,s2

2 (r1 − r2, t). ���	�

3���� d̃�(r1, r2, t) = 0 �� d̃(r1, r2, t) = d�(r1 − r2, t)� ��� ��� �������� �� ! � τ�

5(��!&�(�������� 6 ��0��� � ���	2� �� ���	�� � !��������"�� ���&��& �� ������� �����#�"

τ�� �� τ� �� � !���� � ���	� �� ���	*� � !���������� �����#�" τ	

��
-��� ���� τ	

�
-����

7���� �&� ���������� � (������ (" �������� ���)���!�4 �����!���� � ���	� ��
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�	�	�	��	( ����� � ��)��� (ρ�, κ�) �� (ρ, κ) �	
������ �	
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 � ���+�� #	���	 ����� � ���	�����	� #		 �	
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�������
��� � �	����� �	����	�	��� ��%���	� ��	���� %���� 	��	��	�

0	� 	���	��$� ��
 � ����+� �� ������ 	
�	�	�	� ��%	�
	�"�� ��
&� 	,�� �$��� 

��
���� �	
&		�, �	��	� #������( �	� �� ��, ����������%� 	�$��	��	�,� .��	�

�	
&		���	 	
������� �����	� �	
����	�,( �� �	����$�� ��� 	
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!

�������"�!�� .�	� -
������� �� 	
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%���	�

	�	�	�� 4 �$�����
 "�-)�� � #������ ��������� %��( -
����� �� -�!��� #		 �����

��	�
 �����

5���	#�
�%� �	
��)�����!( ��
� �� � ���+�� ���	���� �	&	�$( ����� ����

%�	�	� ��)���! ������, �	�2�"�! �����( ���� �	�2�� �	����	��	 �	�	�	�� 1& 32

�������"�! 	�	��� � �	��,��)������ �	&	�$( ��
� ρ�(r, 0) = ρ(r, 0) = ρ+ + ρ− ��

κ�(r, 0) = κ(r, 0) = 0( �� 	����

ρ(r, 2t) = ρ�(r, t) = ρ+
[
2 + d++

2 (r, t) + d+−
2 (r, t)

]
���++�

��

κ(r, 2t) = κ�(r, t) = ρ+
[
d++

2 (r, t) − d+−
2 (r, t)

]
���+��

����	� r �� t 	�	����

���� ������	�
 ��������	

4 	%	�	�	�� ���++� �� ���+�� ����	#$
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������, �	�2�"�!� %�
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���3
-��"�!��! � ρ� �� κ� �	������
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	������ ����������� ������	� � ���������� ρ−���
��� ������� ����������� ����������	

��		�� ������

�� �����	
��� ��������� ������������ � ρ+
1 �	 ρ−

1 �����	���	�� 	���	������������

��� 
��� ���� ��	������� ��� 256 × 256��	 ���������	 �������� ������� �����!�

�	 �����!� "�	������ ���# $���� ���� %		�������� ���# ���%��	������� ����� ��& � ρ

���'�	 �	 κ ��&'���	 "�	������ 	���	����� �������� � (#)# ��� �	�"�� �	�������

���������#

*�����	������� ��������&�� � ������ ���������� ������ ��	��� ��# +������

����� ���%��	��� ���� � ρ �	 κ �	���� � ��' ������
" '� ' ��� �������# ,���� ���

�����	- ��� N "�	������ � � �� ���"	��� N(N−1) �"���� .� �����!� ����"������/

	�������� � �������� 	 ���������� ���������	��� ������� �	�� N �"���� .��

��	���
� ����"������/ � 	���	���� ���������	��# ����� ��"������� ����

%		����	���!�	�� � ������ �����	
��� ρ� �	 ρ ������������� �� ����� ������	����

�����'�� ��-

Iρ(λ) :=

∫
A

∣∣ρ(r) − λ ρ�(r)
∣∣ d2r. .(#0(/

1���� � ��' �������'� ���	���	��� ���������&� �� ρ� �	 ρ ��� ��� ����������� �����

����� � ������	����� λ = 1���� �������� ���� ������# ����� ������� ���!������
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�
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F [χ, κ, ρ] =

∫
R2

[
−1 − ν

4μ
(�χ)2 + bχ

∂κ

∂y
+ T��

κ2

2ρ

]
d2r + F�[ρ]. "���#

�� ���������� )�����
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��	��*���� �

δF

δχ
= 0,

δF

δκ
= 0 �����
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b1
b2

ϕ x

y

���� ����� � ��� �����	�
� �������������� � b1 �� b2 ������� �������� ��������

� ϕ ���� ����
��	��� �������� �  ����
�� ������ � �����
� ��!���" �������#��	���

������$��

�	����	 ρ+
(i) ���� ρ−

(i) �� i�	��� ����������� �	��� 
������  � �	����� �������!����

�"�"� � �� # �	��	�  � 	���	�	� �"�"� �	�	� ��� ������������ ��  ��	�	��$�%

ρ(i) := ρ+
(i) + ρ−

(i)& κ(i) := ρ+
(i) − ρ−

(i)� '	�����$� ��� �� 	�	�	�& ����� � � � ����

�������� ���!�(��� �������!���� ��!� 	�	�)	���&  � � �*	�� 	�����!�+� �� ���� ���

 �� �*	� �$���*����& ���� ρ(1)(r, t) ≈ ρ(2)(r, t)� ,� ��� �	�	���& (��) � �	����	�*	�&

�� 	�)��	�	� �����!�(�� (��������& ���� 	�) (������!���!�� �	�	��� 	�� -	�	��$�

 � *	 � ρ�(r, t) := [ρ(1)(r, t) + ρ(2)(r, t)] �	��� ���

#� F ���*��	�	���� 	��� � � ����� � �+����� 	�	���!�  � � �������!���� ��������

(��!�� 	�	���!�!� ���� 	� .�!�� /�0��� �	�	�	�1� ,�	� !����!�����!�� � � �����������

	�)��	�"	� 	��	(	��� # (������& 	����
�� �	��	�" ���*�� 
	��� 2�)	�	*	 �	��

�	��$�� �	�	���������� ���& 	���� �� !����!�������� ���*��	�	����%

F [χ, κ(1), κ(2), ρ(1), ρ(2)] =

∫
R2

{
− 1 − ν

4μ
(�χ)2 + bχ

[
sin(ϕ)(∂yκ(1) − ∂yκ(2))−

− cos(ϕ)(∂xκ(1) + ∂xκ(2))
]
+ T��

κ2
(1) + κ2

(2) + 2A(ϕ)κ(1)κ(2)

2ρ�

}
d2r.

.0��1

# �	��� � 
�	�*	� � ���� � ρ(i)����� �$��� F� ����� �	 ���+� �	� # �	�	������

	�)$��(������ �� 	��	�	�� 	�) �	�����	�	� A(ϕ) ��	�������� ������!�� 
��� �	�&

	�)��� 	�)	���	 ��+
!� ���)� !���
��(��� 	�& (��) A(0) = 1  � A(π/2) = −1& (��

��	� 	�	�*	� �� 	�	�	�*	� ������ �	�� ��
�+�� �� 	�)��	�	� �����!� ���*��	�	���!�!��

3	��	�)	��$�& (��) �	� ��	�	�	� � T�� 
��� �	� �� �$��(	� � ϕ ��������

�%#� ��	��� � κ(i)&� �������� ���'�����(�� ���� �� �� ���! ��� ���"�! ������#� #����� ����
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�� �����
� ��
���� 	����� ���� �� 
�������

� ρ+
(i) ���� ρ−

(i) ����������� �!�!�"�
� �
������� �
�����"�
��# 
�"�� ��$	
��$�"�

�%�
� 
��

∂tρ
±
(i) + �� j±

(i) = 0 &���'

��(��) 
��
��
� ���� �
# �*�� j±
(i) �
�+�� � (����� ���� �
���� ������������ ������� ��


�� ��)�������� 
�
�*
� *�������� ,--.# 
�
� �� ���� ������ ��*����� �
�/

j±
(i) = ∓B

bi

b
ρ±

(i)

(
bi

bi
∇
)

δF

δκ(i)
. &���'

� κ(i)�� ��
�����  ����������� � �+ 
��
�$ (����� &����' "� &���0' ���� �
�� 1��
�

�� 
 ��)���� 
��
��
�
��


∂ρ(1)

∂t
+ B(b1∇)

{
κ(1)

[
sin(2ϕ)

2

(
∂2

y − ∂2
x

)
χ − cos(2ϕ)∂x∂yχ−

− T��

b
(sin(ϕ)∂x + cos(ϕ)∂y)

κ(1) + A(ϕ)κ(2)

ρ�

]}
= 0,

&��2'

∂κ(1)

∂t
+ B(b1∇)

{
ρ(1)

[
sin(2ϕ)

2

(
∂2

y − ∂2
x

)
χ − cos(2ϕ)∂x∂yχ−

− T��

b
(sin(ϕ)∂x + cos(ϕ)∂y)

κ(1) + A(ϕ)κ(2)

ρ�

]}
= 0,

&��-'

∂ρ(2)

∂t
+ B(b2∇)

{
κ(2)

[
− sin(2ϕ)

2

(
∂2

y − ∂2
x

)
χ − cos(2ϕ)∂x∂yχ−

− T��

b
(− sin(ϕ)∂x + cos(ϕ)∂y)

κ(2) + A(ϕ)κ(1)

ρ�

]}
= 0,

&���'

����������� ����	 
�	������� �����
�	� �� ������ ��������� �� ����� ��� �
����� �
��
��� �����  !!�	������ "����� #���������
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∂κ(2)

∂t
+ B(b2∇)

{
ρ(2)

[
− sin(2ϕ)

2

(
∂2

y − ∂2
x

)
χ − cos(2ϕ)∂x∂yχ−

− T��

b
(− sin(ϕ)∂x + cos(ϕ)∂y)

κ(2) + A(ϕ)κ(1)

ρ�

]}
= 0

�����

��	�
�� ��������� � � �	���� 
� ���� ����� �����������	� �� |κ(i)| � ρ(i)� ��

κ(i) �� ρ(i) �������
	�� �� ����������  �
��

���� ������	
� ����

!�� ��"��	�#� ���� �� ���$� ����"��
 %������ ��
�&��&��	�� "�� �	�����'

���� ���� � κ(1) �� κ(2) ���
��
 &��
��
	��� 
� � ��� �(��
� )���� �� ����"��


������*

δF

δχ
= −1 − ν

2μ
�2χ − b

[
sin(ϕ)(∂yκ(1) − ∂yκ(2)) − cos(ϕ)(∂xκ(1) + ∂xκ(2))

]
= 0,

���+,�
δF

δκ(1)

= b cos(ϕ)∂xχ − b sin(ϕ)∂yχ + T��

κ(1) + A(ϕ)κ(2)

ρ�
= 0, ���++�

δF

δκ(2)
= b cos(ϕ)∂xχ + b sin(ϕ)∂yχ + T��

κ(2) + A(ϕ)κ(1)

ρ�
= 0. ���+$�

-� ���++� �� ���+$� ������ ���.��� κ(1) �� κ(2) �
%����/ χ'&�*

κ(1) =
ρ�
T��

[
− 1

1 + A(ϕ)
b cos(ϕ)∂xχ +

1

1 − A(ϕ)
b sin(ϕ)∂yχ

]
, ���+0�

κ(2) =
ρ�
T��

[
− 1

1 + A(ϕ)
b cos(ϕ)∂xχ − 1

1 − A(ϕ)
b sin(ϕ)∂yχ

]
. ���+1�

- ����� ����"��
 ����� �� ������	 ��� �
��� 2� &�����	�� &�� �χ� ρ(1)� ρ(2)�

κ(1) �� κ(2)�� )��/ �2��#������� ��� �� ��"��	�#��� ���� ������	��� %�����3��

���� ρ(1)(r, t) = ρ(2)(r, t) = ρ���/2� ���� � �(�(���� ��� � ������	�� )���� �

��	  
 ��� ������ &
����������#�& ���+,�' � � %��3����� %3��&���� �� ���  


���� ����"��
 ����� ��	�
�*

1 − ν

2μ
�2χ − b2 ρ���

T��

[
cos2(ϕ)

2

1 + A(ϕ)
∂2

xχ + sin2(ϕ)
2

1 − A(ϕ)
∂2

yχ

]
= 0. ���+��

!���  �� ������.#������� ���� A(0) = 1 �� A(π/2) = −1� - �&���� ���'
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����� ����
 ��
�
 �

�� ���� �� ����
����� �	����� ������	��

����������� �� ϕ = π/4 �����
 � x �� y ��
	����� ��!�!��
��� �	������� ��

�� ����
�� ��	� "#�$#%&��
 � x �� � y �����
�� ����!���� �	�'������ ��	 ����

�	�����
 �	������ �� ��� A(π/4) = 0 �����
 �������	���

(���������� !������� ����� A(ϕ) = cos(ϕ) �����
 �� ��������� � ����	 ��	���&

������ )������������ (���
��'� ��
�
 � "#�$#% �	��
�����  ϕ → 0 ������
 �����

 �� ���� *����� �	��
� 
*������ ���� ���
�� +� ������ !��������� ��
�
 �

�	�'����� ϕ&)'		� �������

lim
ϕ→0

sin2(ϕ)

cos(ϕ) − 1
=

ϕ2

1 − ϕ2/2 − 1
= −2, "#�$�%

�� ����
���
���� A(ϕ)&
�� ����� ��� ϕ&� �����
 ��
�����
 ���� �
�*�
�� ��  	�
&

������
�� ������������
 ϕ ≈ π/2 �����
 �� ��!�
���
 ���� ���
 ��	)�
�������

����
 �

A(ϕ) =
4

π

(π

4
− ϕ
)

"#�$,%

����� �������

���� �� ����	
� ��� ��������

+� ����� ��
��
 ��!������� "#�$#% �	��
��� 
�����*�
 �� ��	������ � ������� 

��  ϕ = π/4 ������
� (�	�'
� �	� ��	������ ������������ � ���	��  b1 -*�	���

!������ ����������� �����  )���'����	 ����
����� !�
����� �	��
��� 

�2χ − k′2
0 �χ =

q√
2

(∂y − ∂x) δ "#�$�%

���� ���� ���

k′
0 =

√
4πGb2ρ���

T��

"#�$.%

�� q = 4πGb� +� �	��
��� ��	����� ��� �	 �����	���
� �������� ��� ������ ���'�

� �����  G /���
 )'		!�
� ��	����	�!�� ��*� ��	 ������

�2G(r) − k′2
0 �G(r) = ∂yδ(r). "#�01%
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� ���� ���	�
 ������	��	� �������� y ����
��
 ���
��� ���	���	��� �
� 	

�2H(r) − k′2
0 �H(r) = δ(r). ���� !

�������� H "��������� G(r) = ∂yH(r)� #
��� �� �����
 �������� 
������� ��$�� H

��
����	��	� %�	& r'��� �(������ 	�	� ��������
""���
&��� )�*�
���& "��� 	�

F (r) := �H(r) �����!

�(���$���� "�����

�F (r) − k′2
0 F (r) = δ(r). ����+!

,���& �$��������� ��%����� "������	-

F (r) = − 1

2π
K0(k

′
0r), ����.!

	��� K0 	 ����	�
& "����/���� "�������0 1�����'�(���$��� � 1�����'�(���$���&��

���	�&��� 	��������& $� �����! 	�	���

dH(r)

dr
=

1

2πrk′2
0

[k′
0rK1(k

′
0r) − 1] . �����!

2���� 	 G 3���� �(���$����

G(r) = ∂yH(r) =
y

r

dH(r)

dr
=

y

2πrk′
0

[
K1(k

′
0r) −

1

k′
0r

]
. ����4!

�� ��� �! ���� ���	�� 	 "���
& ������	���� �	����� "������ ����4!'��� x $� y

���%���$�$�$��� ��/��	�� ���� 	�	�

χ(r) =
q√
2

y − x

2πrk′
0

[
K1(k

′
0r) −

1

k′
0r

]
. �����!

�� 
���&�� ���	�
�%
�& ��� +! $� ��� .! 	�	���-

κ(1)(r) =
k′2

0

4π

{
4xy

k′
0r

3

[
K1(k

′
0r) −

1

k′
0r

]
− (y − x)2

r2
K0(k

′
0r)

}
, �����!

κ(2)(r) =
k′2

0

4π

(y − x)2

r2

[
K2(k

′
0r) −

2

(k′
0r)

2

]
. ����5!
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����� � ��		��
�������� ������������	�� ���	������� ����� � κ(i)
� ��� �����	�


�� �	���� 1/r2
��� ������	��� ������������	 ���������	�� ������� �	 ������������

 �� �� �������� �	���������� ������� � k′
0 ������	��!��

���� ������	�
 ��������	

" ��� 	���������#	 �	$	��	%� �������� ��&�� ���������	 �#�����#	 �����!���	�����

 �	������ ���#�� ��� ���� ����&&�� '����� '�(��� �	 )��	�	 *��	+ ,�-�.� �������

���� /-0� 1123� " κ(1) �	 κ(2) ��+#���� ��!����	 	4�4	����� � ����������	 �����������

�(���%������

)�� �	$	��	%� �	���� �(&&���� ����������	 ������ �	 ���������� " ds1,s2

2,(ij) ��


���� ��	� �� i
�+�� �	$	��	%��� ����� ��� s1 ��!���4� �������� � j
�+�� �	$	��	%���

����! s2 ��!���4 +�	��������� �(�(��� ����������� ����� " ���+	��� 	����������� �����

�������%� ����  �� ���� �(��� �	��  ���� ������� ����	���� ��������	�� d++
2,(11)

�	 d+−
2,(11)� ������ * �	������ �� �� �	$	��	%��	 �	�� ��3 �� �����	 �	$	��	%�����

����! +�	����������� ������������ �	 d++
2,(12)� ���� � ����	��������������� �+�� ���

�������%� ����  �� d+−
2,(12) ����� �� #��&&� 90◦
�	 ��������	���� ��� ��� ���

5��� �������� �#�����#	 �� �������	� ��+���&�� ��������	���4�� �� �����


��+! +�	���������&�� ���� ���+	������� �����������#��� )��+��&�� ���+��� �	$	��


	%��� ������� 67 �����%� �	 67 ����%� +�	�������� ����� " 	���#������ ��	�������

��	+ �� ,�8�.� �������&��� 5� %� ������ �������� ���9#������ �#��� �� -�8� �&���

:		��	�� ,-;; ���(�&(�! 	���#������ ��������� ���+ �� ����&!� 	������ ����������	

���������� �������#�� "� %� ������ ���+������ �� -�.� �&��� ��� ������

"� ��+#���� �������������� � κ(1) ∼ d++
2,(11)−d+−

2,(11) �	 � κ(2) ∼ d++
2,(12)−d+−

2,(12) (		��


���	����� �(���%���� *��	+ *7�,;3 �	 *7�,,33� 5�	����	 �	$	��	����  � � �	$	��	%� ��

x ��������� ��� #����	� ����� �� ����	���+�	 �� y ������ ������ ����	#� ��� �%

�� x ������ ������&�� ���	����� �<���#	�� ����%���� �� ���+����� /112� 5����

�������!�� ��	� �	 κ(1) �	���� �� y = −x �����	� �% κ(2) �	���� �� x ������

������ ���	���#� �� ����	���+�	�� "� -�7� �	 -�-� �&����� � �#�����#	 ���+������

������� �� *-�8�3 �	 *-�803 �������� ��	������� �	 �&������#�� "� ����	���+�	 �� ����

���+�%��� 	�4� �(��������� ��	���%��� �(������	��� ���+ ���� 5� ��� ��������  ��

�� 1/r2 �%�#	$ ���	���	 ����&�� �����	��� �� ���� ������� ����&���  �� � �(����


��	 ����	���+�	 ��+���&�� � κ(1) �	���� �� �������� ������� �� ������� 	������� ��

������ �������	 
�������� � �� ���������� ��������������
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-3 -2 -1  0  1  2  3
x [ρtot

–0,5]

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

y 
[ρ

to
t

–0
,5

]

 0.1

 1

 10
1 + d++

2,(11)

-3 -2 -1  0  1  2  3
x [ρtot

–0,5]

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

y 
[ρ

to
t

–0
,5

]

 0.1

 1

 10
1 + d++

2,(12)

���

-3 -2 -1  0  1  2  3
x [ρtot

–0,5]

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

y 
[ρ

to
t

–0
,5

]

 0.1

 1

 10
1 + d+–

2,(11)

���� ����� �  ���� !"������� ���������	 !"��#��� 	
��������	 ��	
���	 �	�	
�	

�	����� � �	�	
�	� 	$� �� ����
���	� �
 ��%� ����� ��� ����

C ≈ 2 �	
���
���� �	����� � ��� ������
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 ����� �	����
����� � ���������� ������� ���� ������  ���!
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�	 �����
���� "�	����	�	�#
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x′ := x/
√

ρ���, t′ := t BGb2ρ���

v′ := x/(BGb2√ρ���), τ ′ := τ/(Gb
√

ρ���)
$+�%)


�������	�� ���� �������	� �� L ���
��������	 ����� �� /� ��	������� L′ =
√

N !

�"� N � 	���� 
��������������
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���� �	�	�����	� ������$� ������	� ������� %|v′|&� � '��� ���� 
�� ���(���) (��*

	�* ���������� 	�	�� 	� � �	*���� �� �	 	� �	 +������� ,� �""	 ��� 
	�	��)

(��* � �	��-���� ����������) ���� �������	�.	 �������� �� ������� ���	��	��� ��#

����*����� ���	���	 ���������� ���	���� ��� ������� ���������� �	�	�� %	��

� �/"��$ ������� 〈 〉#�	� 
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�	� 0	�����"/�(���) (��* ������ �	*���� 	�* 
�� �	1���� �� �������*��

(����*������*��	�. �	��	���� ������ �� ��	������� �	��	�	 t′1 ≈ 2)3 ����� ��)

� ���	 "	��� �	���	����	� ���� ) ������������ ��	��� t′2 ≈ 2)24N � � (����*����#

��* ��	���� ���	��	���� 	�*����� ��� ������� �	�1�*	����) ����� � �	������
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	� �� ������� ����� �	����)

���� � �	����� 	�* ���	����	� 	7	����� 8� � ������� N ����������������� 	�	��

���� ��������� t′ ������*��	 �������
��) �� � �	�	����	�	� 	�����
�� � �	���	�#

���	����� ln(L′)0,5 ���������) ����� � ������ 	�*�		�	�� ,� ������ ������
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 τ ′
i = v′
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 � � ���	�������� "��# 
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	 ����������
 �	 ��*��� ����	����
 ���%� �	������"�	 
��#�
 "���
���
 ��%�
�

��� +��#�	�����
 �� �	 N ��� ���	������� �	 r1! � � � ! rN ��
�����
! ��&���'� ���#�


s1! � � � ! sN � (���% �	 ���& ���	������� "��# 
 � %"��& 
#�%����	'��� �,

τ s2,...,sN

(1) (r1, . . . , rN) :=
N∑

i=2

siτ���(r1 − ri). ���-�

	 ����	����'��) 
# 	�%� ������
 �.%� 
& ����%���
��  %��� ��
 )�	���'� �� �

Δs2,...,sN

(1) (r1, . . . , rN , τ, dτ) :=

{
1, "� τ − dτ

2
< τ s2,...,sN

(1) (r1, . . . , rN) < τ + dτ
2
!

0, ��# �� 
�

�����

�'��) 
#�� /�� � � ��"��� ��� ���������%� ���� .��	���	
�! �	�
��
 ���� �	 ���&

���	�������%�� ������! "��# �	 r1 ��
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! �	�	 �	 ���������
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)����	�
0� ��� ���� �������	
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�� � )����	�
0� �� ��"��! "��# � ��%�� � N − 1

���	������� �	 r2! � � � ! rN ��
��� d2r2! � � � ! d2rN �.%
#�	�� ��
 )�


f s1,...,sN

N (r1, . . . , rN , t)d2r1d
2r2 . . .d2rN

f s1
1 (r1, t)d2r1

. ���1�

(		��!  � �	 ��&�� ��)�	����� Δs2,...,sN

(1) �'��) 

#�� �	 ����	����'��) 
# 	�%� ������


����	"��& ��,

P�����	
(r1, τ, t)dτ =
∑

s2=±1

· · ·
∑

sN=±1

∫
R2

. . .

∫
R2

Δs2,...,sN

(1) (r1, r2, . . . , rN , τ, dτ)·

· f s1,...,sN

N (r1, . . . , rN , t)

f s1
1 (r1, t)

d2r2 . . .d2rN .
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"���� #$�������� �� �� �%� �������!�� !�&'������ ���&����$��( � )���* &�������

$������$���'+ �� ��	����&��
!�� P������� ,�'���� ���������&������� �� ���!!� ���

�-$���.

P F
�������(r1, q, t) =

Ns1

ρs1
1 (r1, t)

∑
s2=±1

· · ·
∑

sN=±1

∫
R2(N−1)

d2r2 . . .d2rN f s1,...,sN

N (r1, . . . , rN , t)·

·
N∏

i=2

[1 − Bsi(r1 − ri, q)] ,

#/��(

�$�� !�������� �

Bs(r, q) := 1 − eiqsτ���(r) #/��0(

���1����+ ����!!� N+ �� N− ���1�� � -������ ���� ��	���� ��2���3 ���������� ���&���

4������� � ����� -���'�'&��+ �� &�	����� � &����� ��	���+ ��$��
 �1��� ���������

'��� �� ���!!� �	
����3 ����� �'�$��'�.

P F
�������(q, t) = 1 + ρ+

∫
R2

[
d++

2 (r, t) + d+−
2 (r, t) + 2

] [
1 − e−iqτ���(r)

]
d2r + . . . . #/���(

"�� &�� �$�������'+ $�	
 � �������� $�&�	��+ ������� ��& ��		$�� r1��2�+ �� �

���������� ��		���
� �� ��� � ������� ������������ ��		����

4���!!��+ �� �� �%� �������!�� !�&'����' � ���&����� �������� -���!�� &��� ���

�������	 ������� 5����$��������� � &��� �-��� ����&��
� #��6(���� &�	����-��$���+

$�	
 � ��1�!��	 ��'-�� ���
�+ $�	
 � ρ1(r, t) ���������� �3�3��	�� � ����������

��		���
� �	
 �&!�������� �������� �����

������ �����	
�� ��������
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������+ &��
 ���������� ��� � ���������� ���������� ��		���
��� ������&�����

� 7� �������!�� �	
�������� ���'� &�	 � ���������� ��		���
� ����8�������+ �����

!�� ��� �������'� &�	������ ��& ���$���� �� ���!!��!�� �'&���'� 8��� $����

������� ��	
�� ��� ��������� �	 ���	����������� ��
��
 �
���	�
���� ���� ���
������ �	��
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	�������� � �	������� �������� �������������

����	�	� ��� ����  ! """ �	�������� #�
	������ � �	��� ���$
������� %& ��'

���(# �� %& �	
��(# #��	��	���	�)	� 	�*	�+	��	�� ������������� ������� , ��������

����������� ���� �		���
	��������� � %�-� ���� ���*����� .�#	� � �	������� #�
��

����	� ����������� �	
���� 	���� �� 	������� � /����'�	��� 0�

#��+*	� ����� .	
$'


+	�*	��� *�
+ �� 	������� ����	� t 	�	��� 1/|τ |3'	� ��	�
 �	� ����1
+ ���� � #��	��	�

������ ���*	�� 0	�������
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bρ
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]

τ  [Gbρtot
–0,5]

���� ����� � �������	
��� ����������� ������	�� � �����	
�� �������� ��������
������ � ���� �� ��� ���	�	� ������� � � ����� ��������� τ−3 ���!��  ��"	���
#���"������

, %�%2�4� ���� ���*���� *�
+ 	
+ �	
0	�	�� β 	����	���	� ����	������*����� ��

	��� 	�������0�

#��+	�� ���� 	
+ �	
0	�	��	� #��������� P1 0�

#���+	��

P�������(τ
′, t′) = t′βP1(τ

′t′β), 2%� 34

�*��

β ≈ "��%, 2%� !4

�� �	
0	�	�� A �� B ������������� P1 �� ���	�(����	� �	(�*��� 	
+

P1(τ
′) =

A

B|τ ′|3 + 1
2%� &4

����1 0�

#���+	��

�� $%�&'( ��	�	�	�� ���������� � P1 �����) �� ����� ���!����!�	�� �������� ���������� ���
���� ����������)  ����� 
��� ��� ���!�� ����� ����	�� "�������*���� ������	���
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1,63/[58,98·(τ t’β)3 + 1,0]
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��� ����������� ������	�� � �����	
�� �������� ��������
����� ����������� 	���	�	���� ��������� ������� � ������ �������	
�� ��	��  �!
N = 128"  ! N = 2048�

� ��	
� ����� ��������� ����������� ������	 � �������� n����� �n ∈ R� ��
��	���

	�� �� ���� ����!�

〈|v′|n〉(t′) =

∫
R

|v′|nP�������(v
′, t′)dv′ = 2

∞∫
0

v′nt′βP1(v
′t′β)dv′ = Ct′−nβ ���"�

��#��� ��� $������� C �%	�
�	���� �� &
%��# �������	 ��� ������!' ���
%�#(��!�


�����
�	� �� �	
��!����	 )� ��
 ����	
�* �%�� � �������� $�����#�&���� �����+!�� �

�%!���� $%���� �#���
�
 ����� ��,��

� ���"� ����������� ����	 !���� ����

 ��!��%�
&� � �������� −-*"���* -*"���* ��� 

�� �*"��� ��
��	��	�� �
����
 �� �� ������	����	 ��. ��!�� /�
��
#* �%�� ���"�
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������ �	 
��������� ������� � 〈v′2〉 ���� ������������	 −��� 
���� �����	���

�������� � �	�����
��
� ���� �� ����
 ���!� ���� �� �������"������� |v′|−3

���#�$ �%����� ����� � 〈v′2〉 �� �� �����
� &���� ��  �� �������	' ���� P�������

�� �!��	 
���� � �� ���� �!��
�� ��!�� ��!� � ()���* ����"����� � ��!���

����!�� %��
 −1 < n < 2 �� � ������� �� &� � �#�!�
#� !�����

�
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]
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〈|v|–0,5〉 ∝ t0,39

〈|v|0,5〉 ∝ t–0,45

〈|v|〉 ∝ t–0,87

〈|v|1,5〉 ∝ t–1,29

〈|v|2〉 ∝ t–1,5
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〈|v|–0,5〉 ∝ t0,42

〈|v|0,5〉 ∝ t–0,44

〈|v|〉 ∝ t–0,88

〈|v|1,5〉 ∝ t–1,32

N = 2048

���� ����� � �������	
�� ��������� �������� ����	������� ���������� ��������
�������	
����	��� ������� ��� N = 128� �� N = 2048�  �� �	������ ���� �������
������ � ��	�	�	�� ��!���	�� ���� t′2 ≈ "�"#N ��!�� ����

������� � � ����������
 �������"���������!+ ����
���� $�� �� �������,

"�������
 �
�������	���� �� ���� �! �� t′2 ������� ��� �� ���� "��� � ����#
�

���� � !����!��!� "����� ����
 �!�
� �� ���� �� � �
������ ���� �� �,

���!���� �#��#
� � !��-�%�	
�� �����  � .�/0 ������
�%�	� ��!������	 !����!


���� �� �������
� � ���� ������������� ������ �� %��
 �. 
���� ��� 
�����,
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 �� ���� ��� !����� ��� ���������
� �����"��

�� ������� ��# � ��� ������������ �������� �� � ������� �"������ ���$�%

������� ������� $����
�� � ��&���� ����� �������� � ���$������$ � ���� ���

#����� ������'��� � ����(� ����)"������ *������'������ ���� � ������� �������

$��

t′2 ≈ ���+N ������

���"� $��� ������� ����������� � ���� )#���� ��	������ �
��������

,���)�����$� ����
����� ���� � 
�������!�� ��
���� ���-�!��#� ������

!�.���� ���� ����.� ���$���)"��$������/ $����
��� �	���� � ������� ����%

���� ��� ��
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 ��������� ������$� � �"������ �
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V1(r) =
(b1 − b2)b

2

(2π)3D

∫
R2

y′ − y

|r′ − r|2
(

y′

|r′|2
)2

d2r′ 
���

��������� �������� �	�����	���� ����	���� �	�������� ������	�� ��������������
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y′2

r′4
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1

2

[
− ∂2

∂y′2
ln(r′) +

1

r′2

]
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��
y′

r′2
=

∂

∂y′
ln(r′), 
��,

�./
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V1(r) =
C

2

⎧⎨
⎩[∂y ln(r)] ⊗ [∂2

y ln(r)] +

∫
R2

y′ − y

|r′ − r|2
1

r′2
d2r′

⎫⎬
⎭ =: V11(r)+V12(r), 	
��

���� ���������� � C := (b1 − b2)b
2/[(2π)3D] ���������


� 	
�� ���� ������� �� ln(r) ⊗ ln(r) = (π/2)r2 ln(r) ��������� �������

V11(r) =
Cπ

4
∂3

yr
2 ln(r) =

Cπ

2

y(3x2 + y2)

(x2 + y2)2
. 	
��
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V12(r) =
C

2

∫
R2

y′ − y

|r′ − r|2
1

r′2
d2r′ = −C

2

∂

∂y

∫
R2

ln (|r′ − r|) 1

r′2
d2r′. 	
�'
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V12(r) = −C

2

y

r

∂

∂r

∫
R2

ln (|r′ − r|) 1

r′2
d2r′. 	
��

/��#�� �����- ���# �� !������� �������� !� ��������!�����!�(�- ����� �� r ����!��

 ��!����(�- ��� �!� !� +��� r0��� )�� )�����!� 
 ����)����� ����� +�(��� �� y/r

�����,��� �����!� ���� 
� r ����!��!  ��!������ ���"�� �� !������� ����- � ������*+!,
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∂

∂r
ln (|r′ − r|) =

∂

∂r

1

2
ln
(
(x′ − r sin ϕ)2 + (y′ − r cos ϕ)2

)
=

=
x′ sin ϕ + y′ cos ϕ − r

|r′ − r|2 .
	
�1
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V12(r) =
C

2

y

r

∫
R2

r

|r′ − r|2
1

r′2
d2r′ − C

2

y

r

∫
R2

x′ sin ϕ + y′ cos ϕ

|r′ − r|2
1

r′2
d2r′. 	
�2



�� �������	� �
 ��������	�� ��������� ��������
��� ���

����� 	
 y/r ������ ������� ������
���������� ���� ������ 	
	
 ��� �����

ϕ����� �
��� 	 ������� �	�	� ������������ �� ���� � ����! "� ����������#��

V12(r) =
C

2
y

∫
R2

1

|r′ − r|2
1

r′2
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ε ��	�* ����	��� Gε(r)���� +������ �����

g(r) :=

∫
R2\[Gε(0)∪Gε(r)]

1

|r′ − r|2
1

r′2
d2r′. $%!��&
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�� ���������(������ #�����	�)� ��� ����
����� k ��
��(� �	�)� �
�� ������

k2g(kr) − g(r) =

∫
Gε(0)\Gε/k(0)

1

|r′ − r|2
1

r′2
d2r′ +

∫
Gε(r)\Gε/k(r)

1

|r′ − r|2
1

r′2
d2r′ =

= 2
2π

r2
ln k =

4π

r2
ln k.
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g(r) =
4π

r2
ln

(
r

r0

)
, $%!�.&
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V1(r) =
(b1 − b2)b

2

16π2D

[
y(3x2 + y2)

r4
+ 4

y

r2
ln

(
r

r0

)]
. $%!�1&
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