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1. fejezet

A Bose-gazok vizsgalatanak f6bb

fejezetei

A Bose-rendszer egy olyan kvantummechanikai soktestrendszer, amelyben az egyes részecs-
kék spinje a Planck-allando (h) egész szami tobbszordsével egyezik meg. Ebben a rend-
szerben alacsony hémeérsékleten egy fazisatalakulas mehet véghbe, amelyet Bose Einstein

kondenzacionak neveziink.

1.1. El6zmények

A Bose-rendszerek vizsgalatanak kezdete 1924-re vezethetd vissza, amikor is megjelent Bose
cikke [1]. Ebben egy 1j tipusi statisztikat vezetett be és annak segitségével szarmaztatta
a Planck altal felallitott sugarzasi torvényt. Bose statisztikdjat Einstein altalanositotta to-
meggel rendelkezd részecskékre [2]. Einstein abbol indult ki, hogy ha a részecskék hullam
természettel is rendelkeznek,akkor rajuk alkalmazhato a fotonstatisztika, pontosabban an-
nak altalanositott valtozata. Az j statisztika amely a a két megalapozojarol Bose Einstein
statisztika nevet kapta alapjaiban magéban hordozza egy fazisatalakulas lehetéségét. E
fazisatalakulas lényege az, hogy rogzitett IV részecskeszamu rendszerben létezik egy T, dta-

lakuldsi h6mérséklet, amely alatt termodinamikai hataresetben a részecskék véges No/N

1
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hanyada foglalja el a legalacsonyabb energiaju allapotot. Einstein cikkét akkoriban erds
kritikak érték, amelyek csak a mikroszkopikus elmélet kidolgozasa utan sziintek meg.

Nyitott kérdés maradt, hogy milyen modon valtozik a jelenség a részecskék kozotti
kolesonhatas kovetkeztében. Amikor felfedezték a * He szuperfolyékonysdgét (1938), akkor
F. London azzal a feltételezéssel élt, hogy a szuperfolyékonysig hatterében egy Bose
Einstein kondenzacio all |3, 4]. (A szuperfolyékonyséig vizsgélatinak magyar vonatkozésa
is van. Tisza Laszl6 egy kvalitativ modellt allitott fel a szuperfolyékonysagra. Ez az tun.
kétfolyadek modell [5].)

L.D. Landau dolgozott ki elGszor olyan elméletet, amely kvantitativan is helyes eredmé-
nyeket adott. Ez a fenomenologikus modell, amely ugyan nem beszél a szuperfolyékonysag
mikroszkopikus eredetérsl (nem beszél kondenzaciorol) mégis jol alkalmazhato a kdleson-
haté kvantumfolyadékok elméletében. Szintén Landau volt az, aki bevezette az elemi
gerjesztések fogalmat az elméleti fizikaba.

A mikroszkopikus elmélet és a Landau-féle fenomenologikus modell kapcsolatanak tisz-
tazasaban Bogoliubov és Beliaev munkéssaga jatszott jelentds szerepet [6, 7]. Beliaev nevé-
hez fiiz6dik a zérus hémeérséklet Green-fiiggvényes technika kidolgozasa a szimmetriasértd
fazisra. Munkajuk jelenti a hig Bose-gazok leirasanak kezdetét, amely a mai napig is egy
nagyon aktiv kutatasi teriilet. A *He-folyadék kapcsan meg kell emliteniink, hogy az alta-
luk kidolgozott elmélet nem alkalmazhat6 a  He-folyadék igen nagy siirtisége és az atomok
kozotti viszonylag erds kolesénhatas miatt', mégis bepillantast enged a szuperfolyékonysag
mogott rejls fizikaba.

Az alacsony hdmérsékletii Bose-rendszerek vizsgalatanak egy jelentGs akadalya az volt,
hogy a kondenzitumokat kisérletileg nagyon sokdig nem sikeriilt meggyGz&en kimutatni.
A varhatoan nagyon alacsony atalakulasi hémérséklet elérése olyan technikai feltételeket
kivant meg, amelyek csak az 1990-es évek kozepére valtak elérhetové, amikor is 1995-
ben mégneses csapdaban létrehoztak az elsé Bose Einstein kondenzatumot. Manapsag a

kondenzatumok csapdizésira a kovetkezG modszereket hasznéljak:

1A *He-folyadék esetén még zérus homérsékleten is csak a teljes rendszer mintegy 10%-at teszi ki a
kondenzéatum.
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e Magneses csapda
A kondenzatumot olyan erésségii magneses térbe helyezik, hogy a részecskék spinjei-
nek iranyat a tér rogziti, a belsé szabadsagi fokuk ,kifagy”. Ezaltal a kondenzatumot

egy skalar hullamfiiggvénnyel irhatjuk le.

e Optikai csapda
A kondenzatum részecskéinek spinjei lényegében szabadok. A kondenzatum annyi
komponensi hullimfiiggvény lesz, ahdny komponenst a rendszerben jelenlévé atomok
spinjének megfeleld spinor. A belsg szabadsagi fok megjelenése a rendszer sokkal

szinesebb viselkedéséhez vezet.

1.2. Skalar Bose-kondenzatumok

A skalar kondenzatumok elgallitasat a lézeres hiitési technikik megjelenése tette lehetGvé.
Ezzel a modszerrel az addig elérhetd hdmérsékletek drasztikus csokkenését érték el és igy a
hig gézok ultrahideg rendszerét sikeriilt létrehozni, amelyben véghemehet a Bose Einstein
kondenzacio |8, 9, 10]. Ezutadn mind a kisérlet, mind az elmélet terén intenziv fejlddés
indult meg.

Az elméleti vonal fejlédését az tette lehetévée, hogy a hig Bose-géazokban a kolesonhatas
gyenge (ellentétben a mar emlitett *He-folyadékkal) és a térelméleti perturbacioszamitas
eredményei nagyon jol alkalmazhatoak. Természetesen a kisérlet és az elmélet egymastol

elvalaszthatatlanul fejlédott és fejlédik most is.

1.2.1. Bozonok méagneses csapdaban

A csapdazasi folyamat elsé fazisaban a gazmintat egy magnetooptikai csapdaba vezetik
be, amely egy anti-Helmholtz tekercsparbol all (ez egy kvadrupol mégneses teret jelent).
A csapdéahoz tartozik harom, egymassal szembeforditott lézernyalab par is, ahol az egyes
parok ellentétesen cirkuldrisan polarosak és kevéssel az atomi dtmenet ald vannak hangolva

[11, 12]. A csapdéban a mégneses tér kifelé linedrisan novekszik, igy az egyes hiperfinom
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szintek Zeeman-energidinak kiilonbsége is linearisan névekszik a csapda kézepétdl kifele. A
lézernyalabok cirkularis polarizaciojanak kovetkeztében kivalasztasi szabilyok miatt egy
atom mindig csak az ellenkezd irdanyban halado lézerrel jon rezonancidba, igy sebessége
csokken egy ideig. Ha a csapda kdzepén is kolesonhatnak az atomok a lézerrel, akkor
sebességiik néhet. A nagyobb hatasfoku hiitési eredmény eléréséhez azt kell megoldani,
hogy a csapda kozepén levié atomok ne hassanak kolcson a lézerekkel. Ez kénnyen me-
goldhato ugyanis a lézerhtitéshez az atomokat mindig a megfeleld hiperfinom szinten kell
tartani, amit egy pumpalod lézerrel érnek el és a lézert a csapda kozepén egyszertien ki-
takarjak. Ezzel az eljarassal alacsonyabb hdmérséklet és nagyobb siirtség érhetd el. A
kovetkezo lépésben az atomokat atrakjak egy tisztan magneses csapdaba. Azonban a hé-
mérsékletiik még mindig magasabb (néhany pkK), siirtiségiik kisebb (= 10"em™3), mint
ami a Bose-kondenzéaciohoz sziikséges. A tovabbi hiitéshez a parologtatasos hiités mecha-
nizmusat hasznaljak fel [13]. Ennek lényege leegyszeriisitve az, hogy a gyors atomokat
kilokik a csapdabol és megvarjdk, amig a rendszer djra termalizalodik. Ezt a szelektiv
kilokést egy radiofrekvencias gerjesztéssel érik el, ahol is a gerjesztd frekvencia a csapda
szélénél 16vs (nagyobb energiajia) részecskék Zeeman-atmenetére van hangolva, igy azok
spinje atfordul. Ennek kovetkeztében a maégneses tér éppen taszitolag hat rajuk és igy

tavoznak a csapdabol.

Ezzel a csapdézési technikdval sikeriilt elérni joval a Bose-kondenzécio kritikus hGmér-
séklete alatti hémérsékleteket is és megfigyelni véges kondenzatumokat. A JILA? kisérleté-
ben kb. 2000 87 Rb atomot sikeriilt csapdazni. A kondenzatumot 170n/K-n és 2,6-102cm =3
stirtisegnél észlelték. Az MIT3-n végzett kisérletben 5 - 10° db 2* Na atomot kondenzaltak

2uK hémérsékleten és 10Mem ™ stirtiséggel.

2Joint Institute for Laboratory Astrophysics
3Massachusets Institute of Technology
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1.2. SKALAR BOSE-KONDENZATUMOK

1.2.2. A skalar Bose-gaz Hamilton-operatora

A skalar Bose-gaz vizsgalata harmonikus oszcillator kiilsé potencialban * egy viszonylag
konnyen elvégezhetd feladat. Az idedlis géz kozelités az dtalakulési hémérséklet kozelében
jO kozelitést ad, mert a rendszer sirtisége kicsi. Az alacsonyabb hémérsékletek esetén vis-
zont nem tekinthetiink el a részecskék kozotti kolesonhatastol, amely igen bonyolult is lehet.
Ha a rendszer siirtisége kicsi, akkor a részecskék ritkan talalkoznak és a kolesonhatas jol

megadhato a kétrészecskés s-hullamu szoras vizsgalataval. A potencial Born-kozelitésben:
Vir—1')=Vir -1, (1.1)

2 2 z 2 Al 2 2 . ,
ahol V) = % és a az s-hullamu szorasi hossz, M a részecskék tomege, r és v’ az egyes
részecskék helyvektorai.

Ekkor a rendszer Hamilton-operatora a masodkvantalt formalizmusban [14]:
3y |t n L eyt
H= [ d&r|V(r) —mA-&-U(r) U(r) + 5%@ (r)¥T(r)V(r)¥(r)|, (1.2)
ahol U(r) a kiils§ potencial, ¥(r) pedig bozonikus téroperator, azaz eleget tesz a
[(x), ¥1(x)] = 6(x — ') (13)
felcserélési relacionak.

1.2.3. Az alapallapot vizsgalata

Az alapéllapot meghatérozasa az atlagtérelmélet keretein beliil kénnyen elvégezhetd. Le-
gyen a téroperator atlagértéke (¥(r)) = ®(r). Mivel feltételezziik, hogy a rendszer alapalla-
potaban Bose-kondenzalt, ezért ®(r) # 0 és nem lesz més, mint a kondenzatum makrosz-
kopikus hullamfiiggvénye. Szemléletesebb ehelyett a Wy(r) = n~2®(r)-t hasznalni, ahol

Uy(r) normaja 1. Az energiat rogzitett n részecske stiriség mellett kell minimalizalni, azaz

4A mégneses csapda potencialja jol kizelithetd a harmonikus oszcillator potenciéllal.
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0((H) — pn) = 0 variacioszamitési feladatot kell elvégezni. A megoldés az un. idéfiiggetlen

Gross-Pitaevskii egyenlet:

{_QHJCIA TUE + ”V("‘I’O(r)‘z} Wo(r) = pWo(r), (1.4)

amely nem mas, mint egy nem-linearis Schrodinger-egyenlet Wy-ra. Ez az egyenlet ana-
litikusan nem oldhaté meg egzaktul. Nagy részecskeszam mellett az tin. Thomas-Fermi
kozelités [15, 16, 17| alkalmazhato, amely elhanyagolja a kinetikus energia kifejezését és
egy egyszeri algebrai egyenletre vezet. A Gross-Pitaevskii egyenletet vizsgélata leginkabb

numerikus médszerekkel torténik.

1.2.4. Kollektiv gerjesztések a skalar kondenzatumokban

Az elemi gerjesztések vizsgalatanak a Bose-rendszereknél is nagy jelent&sége van. Ennek
oka az, hogy a rendszer alacsony hdmeérsékleti viselkedése és termodinamikéja jol jellemez-
het§ az un. kvazirészecske képpel. Ennek alapgondolata az, hogy a bonyolult rendszer
alacsonyan fekvs energiaszintjeit megkaphatjuk egy e(k) = hw(k) spektrumu idealis gaz
Osszenergidjaként. Ez az ideélis gaz tulajdonképpen nem més, mint a nem-kélesénhato
kvézirészecskék gaza. A fenti spektrum természetesen rendszerrdl rendszerre valtozik, de
az adott rendszerre torténd meghatarozasa alapvetd fontossagi a rendszer termodinamikai

viselkedésének szempontjabol.

A gerjesztések spektruméat a (1.2) Hamilton-operatorral leirt rendszer Heisenberg-kép-
beli téroperatordnak mozgasegyenletét felhasznélva kaphatjuk meg:

iﬁ%lﬂ(r, t) = (—%A + U(r)) W(r,t) + VUl (e, )W (e, t)U(r,t). (1.5)

A gerjesztések meghatarozasahoz a U(r,t) téroperatort felbontjuk a U(r,t) = O(r,t) +
(

0U(r,t) alakra, ahol (U(r,t)) = ®(r,t) (nem zérus) és 0W(r,¢) irja le a fluktudciokat
1
B

(atlagértéke zérus).Legyen Wo(r,t) = ny 2®(r,t), ahol ng a kondenzalt részecskék sirisege.
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Ha a téroperatort beirjuk a mozgasegyenletbe és a fluktuaciokat elhanyagoljuk:

? 0
{7mA + U(r) 4+ noVo| ¥o(r, t)|2} Uo(r,t) = zﬁ&‘llo(r, t). (1.6)

Ez az 1n. id6fiiggé Gross-Pitaevskii egyenlet®. A kollektiv gerjesztések a mozgas egyenlet
vizsgalataval adhatoak meg. Amennyiben a kiils§ perturbacio amplitidoja kicsi, akkor
elegendd az egyenlet linearis valaszat vizsgdlni [18, 19]. A kisérleti eredményeket tekintve
a numerikus eredmények igen jol illeszkednek azokra [20, 21, 22|, tovabbd a nagy részecs-
keszam mellett alkalmazhato Thomas-Fermi kozelités analitikus kifejezése [23] szintén jol
illeszkedik a mért adatokra.

Véges homérsékleten figyelembe kell venni a csillapodast is a gerjesztésekben. En-
nek oka, hogy véges hémérsékleten a részecskék nem kondenzalt allapotban levé hanyada
szamot tevs. Ezen atomok alkotta termikus felhd befolyasolja a kondenzatum gerjesztései-
nek spektrumat, st egyes gerjesztések kozvetleniil csak a termikus felh6hoz kapcesolodnak

[24, 25, 26, 27, 23].

1.3. Spinor (S=1) Bose-kondenzatumok

Az optikai csapdik megjelenésével [29] lehetdség nyilt arra, hogy olyan kondenzatumokat
allitsanak elG, amelyben az atomok spinje szabad, azaz bels6 szabadséagi fokuk megjelenik
[30, 31, 32]. Ezen rendszerek viselkedése még bonyolultabb [31, 33, 34, 35, 36|, amelyet a
magneses tér jelenléte még szinesebbé tesz |37, 38, 39, 35, 40]. Az optikai csapddba zéart
kondenzatumban a stirtiséghullaim modusok mellett megjelennek a kiilonféle spinhullam
modusok is.

Az optikai csapdazas a kovetkez6 modon torténik. Elgszor az atomokat magneses
csapdaba zarjak. Ezutan torténik az optikai csapda kialakitdsa. Ennek sordan egy az

infravords tartomanyhoz kozeli  1ézersugarat egy egymodusii optikai szalon a kondenza-

"Ennek a stacionarius megoldasa a Wo(r,t) = Uo(r)e *#!, amelyet beirva (1.6)-be megkaphato az
idofiiggetlen Gross-Pitaevskii egyenlet.
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tumhoz vezetnek, majd annak hossztengelye mentén a csapda kézepére fokuszaljak. Ezutan

a magneses csapdat kikapesoljik [29], igy a lézersugéar egy optikai dipolesapdaként a kon-

denzatumot csapdazza [41, 42, 43].

1.3.1. A spinor Bose gaz effektiv Hamilton operatora

Az 1-es spinii részecskéket tartalmazo Bose gaz hullamfiiggvénye egy harom komponensti
spinor. Ha az F, operator sajatvektoraibol épitjiik fel a spin szabadséagi fokhoz tartozo tér

bazisat, akkor a hullamfiiggvény a kovetkezs alaki lesz:

ORE (L.7)

Ebben a reprezenticioban a spinoperatorok

010 0 —i 0
F, = ! 101 F, = ! 0
=5 U By i —i
010 0 7 0
10 0
F.=100 0 (1.8)
00 —1
és a megfelel§ léptetGoperatorok
010 000
Fo=v2l00 1|, F-=v2|100]. (1.9)

000 010
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ahol Fy = F, +iF, és F_ = F, —iF,. A rendszert egy V térfogati dobozba helyezziik
el, periodikus hatarfeltételeket kotiink ki és homogénnek tessziik fel®. Erre a rendszerre
kapcsolunk egy homogén, allandé B nagysagn és z iranyu magneses teret. A rendszer

homogenitasabol kovetkezGen az impulzus, mint kvantumszam jellemzi a rendszert.

Definialjuk az W, (k) és Wl (k) téroperatorokat a kivetkezé modon:

1 .
v, (r) = ar (k) ——=e™** il). 1.10
(r) Zk: (k) e (1.10)
1 ; t
Tir) =) al(k)—=e M, 111
) = Dl e (L1)
ahol k a keletkezg illetve elting részecske hullimszamvektora, r a részecske z iranyu spin-

vetiilete és XLD(T = +,0,—) az F, sajatvektorai. Az a,(k) és af (k) operatorok bozon kelté

operatorok, azaz teljesitik a

[a, (k), al (k)] = 6,6 (k — K), (1.12a)
[a,(k), as(K')] = 0, (1.12b)
[al (k). al (k)] = 0. (1.12¢)

kommutécios relaciokat és ezzel 6sszhangban a téroperatorok a

[\I/T(I'), \I’Z(r/)} = §r,56(r - r/)7 (] 13&)
[\I}T(r)v \I/S(I‘/)} =0, (] ]31))
[Wl(r), ¥i()] = 0. (1.13¢)

Valojaban az optikai csapda nem homogén, de elegendéen nagy kondenzatumok mellett ez jo kozelités.
Tulajdonképpen arrél van sz6, hogy a kondenzatumon végzett mérések lokalisak, dltalaban a kondenzatum
kozepén torténnek, ahol a stirtiség lassan valtozik, igy a mérés kozelitleg homogén kozegben torténik.
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A kétrészecske potencialt kozelitsiik a kovetkez6 modon [31]:

V(r—71') = [c, + ¢ F1 - Falo(r — r'). (1.14)

A magneses térhez kapcsolodo egyrészecske operéator

Uy, (r) = —mB, (1.15)

ahol m = % és B = Bz; g a giromégneses faktor, pup a Bohr-magneton, S = h

=58

a

spinoperator, z a z-iranyt egységvektor és B a mégneses tér nagysaga.

A rendszerre kapcsolt kiils6 magneses teret a kovetkezs modon kell figyelembe venniink:
A magnesezettség megmaradd mennyiség, a hozza tartozo Lagrange-multiplikatort jeloljitk
m-mel. Fizikailag ez azt jelenti, hogy ha a mintat egy adott magnesezettséggel preparaljak,
akkor a homogén méagneses tér hatasat a Lagrange-multiplikitor kompenzalja az adott
magnesezettségnek megfeleléen. A Hamilton-operatorban nem csak a homogén magneses
tér, hanem a magnesezettséghez tartozo Lagrange-multiplikitor egyiittesen jelenik meg [34,
44]. A tovabbiakban az atlathatosig kedvéért a multiplikatort beleolvasztjuk a magneses

térbe.

A masik lehetGség a magneses tér figyelembevételére az, hogy a mintat zérus méagne-
sezettséggel preparaljak és raadnak egy kicsi, helytdl linearisan fiiggd méagneses teret. A
rendszer magnesezettsége globalisan rogzitett, de a kis gradiensnek kiszonhetGen lokélisan
nem marad meg, igy lehetdség nyilik a magneses tér hatasdnak vizsgalatara egy lokalisan

homogén rendszerben.

A két esetet vizsgalva konnyen lathato, hogy mégneses teret formalisan ugyanazzal a
kifejezéssel vehetjiik figyelembe a Hamilton-operatorban, csak azt kell észben tartanunk,
hogy mikor beszéliink a magneses tér és a Lagrange-multiplikator 6sszegérdl illetve a mé-

gneses tér gradiensébdl szarmazo lokalis magneses térrdl.

A fentiek figyelembe vételével a mésodkvantalt formalizmusban a nagykanonikus Hamil-
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ton-operator

n= [ar{uio]|- AU )| o0 B, 0,0

1 TS
5 VLWL )V U () B0 |

— geBB
2

ahol p a kémiai potencial, wy, = a Larmor-frekvencia, mig

VI = 080y + s (F) s (F)yprsr

rs

a kétrészecske kolesonhatést irja le.

(1.16)

(1.17)

Homogén rendszer esetén, amikor a csapdapotencialt elhagyjuk, az impulzus jo kvan-

tumszam. A Hamilton-operator ekkor felirhaté a (1.12) definialt kelts és eltiintetd opera-

torokkal:
H=> (ex— pal(Kar(k) = > hwp(F.)af (K)as(k)
Kk Kk
1 Iy
oo af, (ky)af (k) V" 0y (ks)ay (ka).
ky+ko=
kg+ky
ahol ey = % a kinetikus energia.

A fenti Hamilton-operator invarians lesz a kovetkezd mértéktranszformaciora:

ay — ape’¥*

il .
ag— aoelg(wﬂv—)_

Ez ekvivalens lesz a

a, — a,e' @)

(1.18)

(1.19a)

(1.19b)

(1.20)

mértéktranszformécioval, ahol ¢ = (o + p_)/2 és ¢ = (¢4 — p-)/2. Ha ¢ = 0, akkor a

mértéktranszformécio a részecskeszim megmaradasat, ha ¢ = 0, akkor a méagnesezettség
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z iranya komponensének megmaradasat irja le.

1.3.2. A magneses térbe helyezett spinor Bose-giz alapallapota

Vizsgaljuk (1.16) Hamilton-operétorral leirt rendszer alapallapotat atlagtérkozelitésben.

Ekkor egy képet kaphatunk a rendszer alaptulajdonsagairdl. Legyen

(U(r) = V/ne(r)és (1.21)

ahol n.(r) = N.(r)/V a kondenzatum stirtisége és (, az alapallapoti spinor. Ekkor a (1.16)

Hamilton-operator varhato értéke dtlagtérkozelitésben

. h? ; ?

_ [ p (T 2 NV, — (11—
= [ (GO + S (VDT = (1= U o
n? 9 (1.22)

—hwy, (Fyn. + é(cn + ¢ (F) )) ,
ahol (F) = (IF,.(,.
Homogén esetet vizsgélva

P 712 2

H= /d3r <7;mc — hwr, (F)n. + ?C(C'n + ¢ (F) )) . (1.23)

Ezt a kifejezést kell minimalizalni n.(r) és ¢, ((F)) szerint. A megoldas fiigg a ¢; paraméter

elgjelétsl. Ennek megfelelGen két eset lehetséges:

e Ha ¢, > 0, akkor (F) = Ch“jf minimalizdlja az energiat®. Ez az eset egy magneses
térbe helyezett antiferromagneshez hasonlo viselkedést mutat. Ha a kondenzatumunk
véges, akkor ez egy magneses tértdl linearisan fiiggd mégnesezettséget eredményez.

Ezt nevezziik poldris esetnek.

e Ha ¢, < 0, akkor [(F)| = 1. Ebben az esetben a kondenzitum maégnesezettsége

"Ez valdjaban nem mas, mint a Bogoliubov-kozelités
8Mivel (F) < 1, ezért fiwy, < cgn. sziikséges.
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nem fiigg a magneses tért6l, azaz méagneses tér hidnya esetén a rendszernek spontan

magnesezettsége van. Ezt nevezziik ferromdgneses esetnek.

A fenti varhatoértékek nem definialjak egyértelmiien a kondenzatum spinoranak alak-
jat, mert egy globalis mértéktranszformacioval és a spinor spintérbeli forgatasaval ugyanazt
a varhatoértéket kapjuk meg, azaz egy ekvivalens allapotot. Vezessiik be az U transzformé-

ciot a kovetkezd modon:
UO,a, B,7) = eOeilraetuleil= (1.24)

ahol a © paraméter jellemzi a rendszer globalis U(1) szimmetridjat és «, 3, az Euler-
szogeknek megfeleld spintérbeli forgatasokat. Ekkor konnyedén belathato, hogy a (' = UC

spinorok mind a polaris, mind a ferroméagneses fazisban leirjak az Gsszes lehetséges spinort.






2. fejezet

Az magneses térbe helyezett spinor

Bose gaz fizikajanak alapjai

2.1. Hamilton-operator

A 1. fejezetben felirtuk a rendszer Hamilton-operatorat (1.18). A Bose Einstein kondenzé-
ci6 hémérséklete (Tppc) felett nincsenek anomélis varhatoértékek, minden téroperator va-
rhatoértéke zérus. Tovabbiakban ezt szimmetrikus fazisnak nevezziik.

Ha a rendszerben Bose Einstein kondenzétum van jelen (szimmetriasért§ fazis), ak-
kor az azt jelenti, hogy a legalacsonyabb energiaju allapot(ok)ban makroszkopikusan sok

részecske van jelen és egyes téroperatoroknak zérustol kiillonboz6 varhatoértéke lesz, azaz

<aT (0)> = m(?CTy (21&,)
(af(0)) = VN, (2.1b)

ahol NV, a kondenzdtumban levg részecskék szama és ¢, egy normélt spinor. Jeloljiik n.-vel
a kondenzatum részecskestirtiségét: n. = 1\7

Ezen anomaélis varhatoértékek kezelésére vezessiik be az alabbi kanonikus transzforma-

15
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ciot:

bT(k) = aT(k) - 6k,0\/ﬁ0<r7 (22&)
bi(k) = al (k) — diov/Ne. (2.2b)

A transzformécio elénye az, hogy minden keltd és eltiinteté operator varhatoértéke zérus
lesz, azaz (b,(k)) = 0 és (bi(k)) = 0, ahol az tlagolas a nagykanonikus sokasdg felett
értends. Egyszertien belathato, hogy az tijonnan bevezetett operatorok is eleget tesznek
a (1.12) felcserélési relacioknak. A kanonikus transzforméciot végrehajtva a Hamilton-

operétor (2.3) kifejezését kapjuk:

H = Z ex — Ho) b* +Z[/to — hwi(F. )TS]b( )bs (k)

— (uérs—i-th(Fz)Ts)\/Nc (¢1bs(0) + ¢,bi(0) Zb (k)b (ko) V" by (ks )by (Kg)
\F

2V Zb* (k)b (k2) V5" by (ks3)Co Oy, 2V D bl (k)b (k) V™ Gy 0w (Ka)

2 e S B ) V2 by i)+ N 3 Gl o ) V20 o )

Zb (k)b (k2) V' Co0ieq 0Cor Orear0 + zb (k1) ¢l Gieq 0V by (ks ) Cor B 0
= Z €O 00! (ko) V7 by (ks ) Correa 0 +ov Z b, (k1) Gl 0 V¥ Cois 0o (Ka)

Zg Oy 0! (k) V”(Sszs obg (ka) + —Zg 01 0C O 0V b (ks )by (k)

<5bs’( )

7|V:sg S( )CS’ ( )VTgCSCS’

N
QVT

MOV GG + 7“4* GV (o = Bwp NeGH(Fy) G — Ve
(2.3)

Itt hozzdadtuk illetve kivontuk a >, uobl(k)b.(k) tagot, ahol g egy olyan szabad giz
kémiai potencialja, amelynek a kondenzacios hémérséklete megegyezik a magneses térbe
helyezett kdlesdnhato géz kondenzacios hémérsékletével. Ezzel elkeriilhetjiik, hogy a ké-

trészecske kolesonhatds okozta pozitiv kémiai potencidl (ahogy azt a késébbiekben latni
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fogjuk) szingularitast okozzon a perturbélatlan propagatorokban.
Ha szimmetrikus fazisban van a rendszer, akkor a kondenzalt részecskék szama zérus
lesz és visszakapjuk az eredeti Hamilton-operatort, de a pozitiv kémiai potencial okozta

probléma tovabb is fennall, igy a >°, ubl(k)b, (k) kifejezést tovdbbra is le kell vilasztanunk.

2.2. A Green-fiiggvények és a korrelacios fiiggvények

Az elemi gerjesztések meghatarozasnak egyik lehetséges modszere a Green- és korrelacios
fiiggvények vizsgalata. Definialjuk a Green-fiiggvényeket a szimmetriasérté fazisban a ko-
vetkez6 modon

7k, 7) = — (T (0, )b (K, 0)]) (2.4)

ahol
T 25)
bi(-k) ,ha vy=-1
A gorog indexek bevezetésével a normalis és az anomalis Green-fiiggvények egyszertien
megkiilonboztethetGek. Mind a gordg, mind a latin indexek esetén hasznaljuk az auto-
matikus Osszegzést a kétszer el6forduld indexre. Innentdl kezdve 7 az imaginarius id6
és T, a T szerint rendez6 operator. Mivel a Hamilton-operator tartalmaz olyan tagokat,
amelyek csak két keltd vagy eltiintetd operatorbol allnak, ezért szimmetriasérté anoméa-
lis Green-fiiggvények (amelyekre v = —1) fellepnek. A (2.4) kifejezés nem més, mint
az altalanositasa a skalar rendszerben fellép6 anomalis és normalis Green-fiiggvényeknek.
A Green-fiiggvények definicidja fenntarthaté a szimmetrikus fazisban is, ahol N. = 0 és
b.(k) = a,(k), bl(k) = af(k). FEkkor az anomélis Green-fiiggvények azonosan zérusok
lesznek.
Az (2.4) egyenletben szereplé propagatorok periodikusak 7 szerint A periodussal, igy

Fourier-sorba fejthetGek.

o 1o .
o) = 55 [ dreraiicn) (2.6)
0
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ahol w, = Z/;‘;L‘ jelenti a diszkrét Matsubara-frekvencidkat bozonok esetén. A GI3(k, iw,)
Green-fiiggvények analitikus folytatasainak polusaibol megkaphatoak az egyrészecske ele-
mi gerjesztések spektrumai. A késGbbiekben végig homogén rendszerben dolgozunk, ezért
célszert egységnyi térfogatban szamolni, ami azt jelenti, hogy a részecskeszam, magnese-
zettség stb. helyett a megfelel§ stirtiségeket hasznalhatjuk.

newline A rendszer kollektiv gerjesztéseit a korrelacios fiiggvények polusainak vizsga-

latabol kaphatjuk meg. A kovetkezd operatorok korrelacios fiiggvényeit fogjuk vizsgélni:

Zcﬁ Qa,(k + q), (2.7a)
Zcﬁ F.)rsas(k + q), (2.7b)
Zcﬁ (Fy)rsas(k + q), (2.7¢)
ZaT F2),.0,(k + q), (2.7d)
ors(k Za Qas(k + q), (2.7¢)

ahol n(k) a részecskestirtiség-operator, F,(k) a spin z komponensének siiriiség operétora,
Fs(k) a spint +1-el valtoztato stirtiségoperator, FZ (k) a spint +2-vel valtoztato siir-
ségoperator, o,5(k) az altalanositott stiriiségoperator, amelyhél az el6z6 operatorok fe-
lépithetGek. Az egyes kollektiv gerjesztések a megfelel§ korrelacios fiiggvények analitikus
folytatasainak polusaibol kaphatoak meg. Definidljuk (k # 0 esetén) mind a szimmetrikus,

mind a szimmetriasért6 fazisban a kévetkezdé korrelacios fiiggvényeket:

Dk, 7) == (T} [n(k, 7'),nT(k,(J)]>7 (2.8a)
D,.(k,7) =—(T, [nk,7),F. (k,0)]), (2.8h)
Dug(k,7) == (T; [nlk,7), 7' (k,0)] ), (2.8¢)
D, qlk7) = (T, {n(k, ), 7k, 0)] > , (2.84)
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D..(k,7) =T [F(k 1), F (k0)]), (2.8¢)
Daglkr) == (T [F0e,7), 72 1,0)] ), (2.8f)
D.o(,r) = <TT {fz(k ), 7k, o]> (2.8g)
Dii(kr) =—(T; []-'+(k ), F 1 (k,0)]), (2.8h)
Di_(k,7) =- <Tr []:Jr( D (2.8)
D__(k,7) =—(T, [F_(k, .0)]), (2.8))
Daa(k.7) =~ (T, {ff( 9k, )]> (2.8K)
Do-olk,7) = — <TT {f?(k 'r fQT k,0) ]> (2.81)
D-g qlk,7) = (T, [F20,7), 7' (k,0)] ). (2.8m)
Tovabba igaz, hogy n(k) = n(~k), Fl(k) = F.(-k), Fi'(k) = Fe(-k)és F' (k) =
fg(fk). Bevezethetiink egy altalanositott korrelacios fiiggvényt is

Dfrﬁl(k7 T) = - <TT [O-Ts(k’ T)O'S’T’(_k', 0)]> ) (29)

amelybdl a fentebb definialt korrelacios fiiggvények konnyen megalkothatoak:
Dyn(k, 1) = ZDZ;(k, ), (2.10a)
Dy.(k,7) = > sDI(k,7), (2.10b)
Dyok,7) =2 D (k,7), 2.10c

Q +

Dok, 7) = QZDL(k T (2.10d)
D..(k,7) ZTSD (k,7) (2.10¢)
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D.g(k,7)  =2> rD7 (k,7), (2.10f)
D.qlk,7) =2> rD" (k1) (2.10g)

Diilkr) =2 [DYi(k, )+ DY (k,7)

+D0(k,7) 4+ Do’ (k. 7)] (2.10h)

D._(k,7) =2[Dy(k,7)+D%(k,7)

+Dg(k,7) + D_g(k, 7)] (2.10)

D__(k,7) =2[Dgl(k,7)+ Dk, 7)

+Dg; (k,7) + D% (k, 7)] . (2.10j)
Dgo(k,7)  =4D7%(k,7), (2.10k)
Dg-q(k,7) =4D"{(k,T), (2.101)
D_qg_g(k,7)=4D" (k7). (2.10m)

Fzen fiiggvények szintén periodikusak 7 szerint fh periodussal és a Green-fiiggvényeknél

bevezetett modon definidlhatjuk a Fourier-transzformaltjaikat.

2.3. A véges hémérsékletili perturbacioszamitas alapjai

a spinor Bose giazban

Ezen fejezetben megmutatjuk, hogy hogyan hatarozhatoak meg a Green- és korrelacios
fiiggvények a perturbacioszamitas tetszéleges rendjében a Feynman-diagramok segitségével.
Ehhez segitségiil hivjuk a zérus magneses térben kidolgozott dielektromos formalizmus ([45]
és a benne megtalalhato hivatkozasok) eredményeit.

A Green- és korrelacios fiiggvények kiilonb6z6 operatorkifejezések varhato értékei. Eze-

ket az atlagokat a (2.3) Hamilton-operédtor altal meghatarozott nagykanonikus sokaség
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TS ; r S TS ; r S TS ; r §
—g(o),ré(k,m)n) : ﬁ, —g([;)l_l(k, iwy) | ————, —g(o%lfl(k,uun) e

2.1. abra. A szabad Green-fiiggvény grafikus reprezentalasa

T S T S T S

=G5 (k,iwn) © ﬁ, =ik iw,) : ——=, -0 (k iw,) ===,
) r s . r s

=G5 1k iwy) : =, 07 (K iwy) ¢ ——

2.2. dbra. A teljes Green-fiiggvény grafikus reprezentalasa

felett szamoljuk ki. A perturbacioszamitéas segitségével a varhatoértékek szamolédsa viss-
zavezethetd a nem-kolesonhato rendszer altal meghatarozott nagykanonikus sokaség felett
vett atlagolasra.

A nem-kolesonhato rendszer Hamilton-operatora:

Ho =Y (ex — po)b} (k)b (K). (2.11)
Kk
Ez a teljes Hamilton-operator (2.3) elsg tagja. Kovetve a szabad skaldr rendszer esetén

alkalmazott eljarast [14], az 1-es spinnel rendelkezd szabad rendszer Green-fiiggvénye

(Srs 6’\/5

_— 2.12
Vi, — e — o) (212)

Gios =

Grafikusan ezt egy vonallal jeldljiik és nyilat tesziink a vonalra, ha a gorog indexet rogzitjiik

(2.1. bra), mig a teljes Green-fiiggvényt dupla vonallal fogjuk jeldIni és két nyilat tesziink
rd, ha a gordg indexeket rogzitjiik (2.2. abra).

Vizsgaljuk meg a (2.3) Hamilton-operator tovabbi kifejezéseit! Nézziik elGszor azokat,

amelyekben szerepel a kétrészecske kolesonhatas. Ezek abban kiilonbéznek egymastol,

hogy a szorési folyamatban hény darab kondenzalt részecske vesz részt. Leolvashatjuk,

hogy a kétrészecske kdlesonhatasbol
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- 4 operétort tartalmaz 1 kifejezés,

- 3 operétort tartalmaz 4 kifejezés,

- 2 operatort tartalmaz 6 kifejezés,

- 1 operétort tartalmaz 4 kifejezés.

Ezeket a kifejezéseket grafikusan a 2.3. abraval szemléltethetjiik, ahol a kondenzalt rés-

zecskét egy korrel reprezentéljuk.

r’:s’ r’: s s s
| I I i
s s ris ris

sy
B

’ o ’ 7 /Y 3/2 ‘/ ’
(=R YV (=RYYNVES Gy (YN G (=R NPV G

2.3. dbra. A kétrészecske kolesonhatas Feynman diagramjai, amelyek a kolesonhatasban
résztvevd kondenzatumok szaméaban kiilonboznek (0,1,2,3)

A megmaradt kifejezések koziil egyikben egy operator, mig a masikban két operator sze-

repel (2.4. &bra).

s r S

7 O—— — A -
(=R YN [=6rs — Bwop(Fo)rl, (=) [(p0 — 1)0rs — Fwr, (F2)ps]-

2.4. abra. Kétrészecske kilesonhatast nem tartalmazo diagramok
A Green-fiiggvényt a Dyson Beliaev egyenlethdl (2.5. dbra) hatarozhatjuk meg:
1306 iwn) = Gidys(k, iwn) + Gigy, (K, i) 2 (K iwn) Gog (i), (2:13)

ahol bevezettiik a 375 sajatenergiat. A sajatenergidk olyan diagramok Gsszességei, amelyek

irreducibilisek, azaz nem esnek szét, ha elvagunk benniik egy egyrészecske vonalat.
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r s r s r r' ’ s
= +
vy ) Y 0 Y 0' 4
rs

-G53 = Gy + (= g(o)a,,) ( 2” (=G55)

-q=q=—<—+—<-%=-=-—<-%—=g

=61 = =Ggyn + (=) (=51 )(*fo) + (=G (1) (=671 )

s I Tpoa s s
— —»% +—=0

=07 = (-0 DS (S + (-G ) (R (=67 )

2.5. dbra. A Dyson—Beliaev egyenletek grafikusan szemléltetése

Hasonloan jarhatunk el a korrelacios fiiggvények esetén is. Bevezetjiik a II7, tin. polariza-
ciokat. Ezek diagramok Osszességei, amelyek properek, azaz nem esnek szét, ha elvigunk
benniik egy kolesonhatasi vonalat. A korreldcios fiiggvényeket a (2.14) egyenletbdl szamol-
hatjuk ki.

D3 (k, iw,) = AT, (K, iw,) 4+ AT (k, iw,) V2 DX, (K, dw, ). (2.14)

Ezt az egyenlet grafikusan az 2.6. dbraval szemléltethetd, ahol az altalanositott korrelacios

fiiggvényeket fehér poligonnal és a proper részeket sziirke poligonnal abrazoljuk.

D, = —HIY, o+ (SHIG)(-EVE)-DE,

2.6. abra. Az altalanositott korrelacios fiiggvényeket meghatarozé egyenlet grafikus szem-
léltetése

Szimmetrikus fazisban (a,(k)) = 0 minden k-ra. Ebben az esetben a sajatenergia,
definici6 szerint irreducibilis, egyben proper is; a polarizacio, amely definicié szerint proper,

egyben irreducibilis is. Szimmetriasért§ fazisban (Bose-Einstein kondenzétum) anomalis
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atlagok jelennek meg ((a,(0)) # 0), a sajatenergia tobbé nem proper és a polarizacio tobbé

nem irreducibilis. Mind a sajatenergia, mind a polarizacio két részre bonthato fel:

Ty =S+ My, (2.15a)
ar (2.15)

ahol & jeldli a proper és M az improper sajatenergidkat, mig TI(") a regularis (irreducibilis)
és TI) a szingularis (reducibilis) polarizdciot. A sajatenergia és a polarizacio (2.15a) és
(2.15h) egyenletek szerinti felbontédsa a dielektromos formalizmusban jatszik fontos szere-

pet.

2.4. A kémiai potenciil meghatarozasa

A kémiai potenciélt és a kondenzatum spinorat egyiitt hatarozzak meg a (b, (k)) =(b(k))=
0 és a teljes részecskesiiriiséget megadd n = n, + ny (nr a nem kondenzalt részecskék
stirtisége) egyenletek. Alkalmazva a perturbécioszamités technikajat a (2.16) egyenlethez
jutunk, amelyben a Green-fiiggvények meghatérozasahoz hasonlé modon elvégezhets egy
felbontas:

<b:(070)> = 285(070>g§;(070)7 (2'16)

ahol X§; olyan diagramok dsszessége, amelynek egy bemend vagy kimend vonala van (y = 1

vagy 7 = —1). Kihasznalva a Green-fiiggvények szimmetriatulajdonsagait a (b.(k)) =
N s T QP
(b1(0)) = o Ok=— + P
7'(’—4—

_1 ST _1 ’!’,h, ST
(bl(0)) = Tvchr(—/“gg/s = hwr(F2)ss)(=Giy1,1) + chg/zdd«Vrs G (=Goy1a) + -

2.7. abra. A kémiai potencialt és a kondenzatum spinorat meghatirozo perturbacios sor
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(bl(k)) = 0 konzisztencia kitétel ekvivalens lesz a
86(07 0) =0

feltétellel.

(2.17)






3. fejezet

Az allapotegyenlet, polaris és

ferromagneses fazisok

Az allapotegyenlet a rendszer termodinamikai mennyiségei kozott teremt kapcesolatot. A
kovetkezGkben egy atlagtérkozelités keretein beliil irjuk fel a rendszer allapotegyenletét
illetve hatarozzuk meg az egyes mennyiségek egyméstol valo fiiggését. Latni fogjuk, hogy

ez a feladat még ebben az egyszerti esetben is tobbnyire csak numerikusan végezhetd el.

3.1. KondenzAlt fazis

A Bogoliubov-kozelités eredményeit a Fiiggelékben talalhatjuk meg. Ttt meghataroztuk a
gerjesztési spektrumokat, amelyek azonban csak 7' = 0 /{-n érvényesek. Véges hémérsékle-
ten megjelennek az energiaspektrumokban az egyes gerjesztésekhez tartozo csillapodasok
is. A véges homérséklet figyelembe vétele a perturbaciészamitasban azt jelenti, hogy fi-
gyelembe kell venni olyan diagramokat is, amelyek az perturbacioszamitas elsé vagy annal
magasabb rendjeiben jelennek meg. Ezek koziil most a Hartree-tagot egy Onkonzisztens
felirasban vessziik hozza a méar eddig is hasznalt diagramokhoz. A Fock tagot elhanya-
goljuk, mert az mar a skalar rendszerben is erds elsérendi fazisatalakulast okoz a Bose—

Einstein kondenzacioban, amelyet a kisérletek azonban nem igazolnak.

27
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A sajatenergia diagramjai Hartree-kozelitésben a 3.1. abran lathatoak, ahol a Hartree-
tagokat tigy kapjuk meg, hogy a kétrészecske kilesonhatast reprezentalo vertex egyik pont-

jaba befuto illetve kifuto vonalakat sszekotjiik. A 3.1. abrarol leolvashato, hogy

St = B (o — 1)0rs — Bon(F2),, +neChViL G+ H™ Vi by (3.1a)

= sl VRVt
S5 = A [ (s + wr (F2), )G+ neCh GV (4 GrHTVE ng. (3.1b)

ahol bevezettiik a H*" Hartree-kifejezést:

ST : d3q 1 ST ; v,
=t [ o S Gia e 5

Kénnyen belathato, hogy a diagonalis tagokban (s = r) a Hartree-kifejezés nem més, mint
a termikus (nem kondenzalt) részecskék sirtsége. Jeldlje n!. a termikus atomok strtségét.
Ekkor n,. = H', ahol r a spinoperator z komponensének a sajatértékét jeloli. Induljunk

ki a rendszer teljes részecskestirtiségét és teljes magnesezettségét megado egyenletekbdl:

n=Nes +Ne— +nly +ng+n’, (3.3a)
m=ne;—ne +n —n, (3.3b)
.
7':5 rls
-
2018 s ,’J @ S, P ; S’
G—<— = rob= + L + b .
7 Q—— r O—a—
y r s’
Mz s
T S el
«a D ol o S
5

3.1. abra. A proper és improper sajitenergiak Hartree-kozelitéshen
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ahol n., a kondenzalt atomok siirtisége és n,. a termikus atomok strtisége r spinvetiilettel
(emlékeztetGiil: n.o = 0). A nem-kondenzalt atomok stiriiségét a Hartree-kifejezés adja
meg, azaz

n,=H"= %Xk:nim, (3.4)
ahol

-~ 1
T eBer — 17

!/

n, (3.5)

A 3.2 kifejezést megnézve konnyen belathato, hogy
rr = ex + B (3.6)

A termodinamikai hatéresetben a (3.4) egyenletben az Gsszegzés integralla irhato at, majd

az integralt elvégezve a termikus atomok stirtsége

T )
n,. = () F (g,ﬂﬁEH) ; (3.7)

T (2m)2A8

ahol T'(s) a gamma-fiiggvény, A = /i/v/2MkgT a termikus hullimhossz és F'(s,~) a Bose
Einstein integral s paraméterrel, v argumentummal |46].

Kondenzatum jelenlétében még egy egyenletiink van, amely a kémiai potencialt hata-
rozza meg:

S, = 0. (3.8)

A fenti egyenletek egy zart, 6nkonzisztens egyenletrendszert hataroznak meg n, m, ng, T,

B, i mennyiségekre és ezek koziil hirmat rogzitve a mésik harom megadhato.
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3.2. Polaris kolcsonhatas esete

G
Polaris kolesénhatas esetében ¢, > 0 a spinort (., = 0 alakban keresve a (2.17)
(-
konzisztencia feltételt és a (2 4 (% = 1 feltételt kielégitve
= cyn, (3.92)
1
1 hwy, — cs(n’. —n’ 2
on [ (i) o
2 CsMe

ahol n = n. +n/, +n{+n’_ a teljes részecskestiriiség. Ezeket felhasznalva megkaphatjuk a

proper sajatenergidkat és Green-fiiggvényeket [lasd 4.1 fejezet]:

S0 =1 podrsOas, (3.10)
57“56(17

grs —
T @iw, — h e

(3.11)

Mivel az dsszes proper Green-fiiggvény megegyezik, ezért

n =ny=n, (3.12)
és a spinor
1
1 hw 2
G = [7 <1i L)} (3.13)
2 CyMe

alakra redukalodik. Ez éppen megegyezik a Bogoliubov-kozelitésben haszndlt spinorral,

azzal a lényeges kiilonbséggel, hogy n. a hémérséklettdl fiigg.

Keressiik az allapotegyenlet megoldasat rogzitett intenziv valtozok mellett [47]. Ekkor
a p, B, T fiiggvényében hatarozzuk meg az n, m,ny mennyiségeket. Ez csak akkor igaz, ha
rogzitett hémérséklet mellett elég kicsi a mégneses tér vagy rogzitett magneses tér mellett
elég alacsony homeérsékleten vagyunk. Ha ez nem teljesiil, akkor (- = 0 valosul meg, azaz

ferromégneses fazisban lesz a rendszer a pozitiv ¢, spinfiiggé kélesonhatéasi allandoé ellenére
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IT/ 1.
H—
1 Tcscalar /Tc

3.2. abra. Az antiferromagneses spinor Bose-gaz fazisdiagramja atlagtérkozelitésben

is. Jeloljiik P1-el illetve P2-vel azon fazisait a polaris kolesonhatés esetének, amikor egy
illetve két nem zérus komponense van a spinornak. A rendszer fazisdiagramja a 3.2. abran
lathato. A piros vonaltol balra es6 tartomanyban a rendszer Bose-kondenzatummal rendel-
kezik. A sotét sziirke szin jelzi a két kondenzatum komponenssel rendelkezd tartomanyt,
amelyet a z6ld vonal valaszt el a egy kondenzatum komponenssel rendelkezd tartomanytol
(vilagos sziirke szin). A zolddel huzott vonal egy kritikus vonal, amely egyenletét ugy

kapjuk meg, hogy a (3.13)-be (_ = 0-t helyettesitiink be.

e P2 fazis:

A P2 fazishan az allapotegyenlet megoldasa egyszerid. A (3.8) feltétel u = ¢,n egyen-

letre vezet, ahonnan a részecskesiiriiség n = 2. Felhasznélva azt, hogy a spinvetiilet

minden irdnyaban ugyanakkora a termikus atomok stirtsége a (3.7) kifejezés azt ered-

3 3
ményezi, hogy n/, = ny =n’ = %, ahol C(%) a Riemann-féle (-fiiggvény és
((%) =F (%0) A fentiekbdl kivetkezik, hogy a méagnesezettséghez csak a kon-

denzatum ad jarulékot és a magnesezettség, m = % A kondenzatum stirtisége

3T (3)¢) (2Mkp)?
4m2h3

3
2

ne=n-3n,=n T>. (3.14)

Ez a kifejezés természetesen csak a P2-P1 fazishatarig érvényes. A P2 fazisbeli kon-
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0.75 0.75
/B =0 /T -0
0.5 0.5
" \ . b
\ . .
0.25 N 0.25 AN \
0 \ | 0 \\ \ \“‘l
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 1
T B
T. B.(0)

3.3. abra. (a) A rendparaméter fiiggése a hémérséklettsl a B/B.(0) = 0,0.3,0.5,0.7,0.9
értékeire. A mégneses tér jobbrol balra novekszik az egyes gorbéknek megfelelGen. (b) A
rendparaméter fiiggése a magneses tértél a T/T, = 0,0.3,0.5,0.7,0.9 értékeire. A hémér-
séklet jobbrol balra novekszik az egyes gorbéknek megfelelGen.

denzatumstiriiség ismeretében a fazishatar egyenlete

BAT) | (T
B.(0) T.) "’
ahol B.(0) = ¢sn/(gup) a kritikus mégneses tér nagysiga T = 0 K-n és T, =

(4m*n)30%/ (3T (3) ¢ (g)§ 2Mkp) a kritikus hémérséklet B = 0 mellett.

N

vizsgalva lathatjuk, hogy az egy folytonos fazisatalakulassal eltiinik a P2-P1 hataran.

(3.15)

A P2 fazisban a rendparaméter : A rendparaméter viselkedését
FEz azt jelenti, hogy tartozik hozza egy lagy gerjesztési modus és ez egy kvadrupolar
spinhullamnak felel meg. Errdl a késébbiekben a 5. fejezetben részletesen szot ejtiink.
A 3.3. (a) és 3.3.(b) abrak mutatjak a rendparaméter homeérséklet illetve magneses

tér fliggését kiillonbhoz6 nagysagi magneses terek illetve homérsékletek mellett.

P1 fazis

A P1 fazisban az allapotegyenletet numerikusan tudjuk csak kezelni. Kondenza-
tum csak a + spinvetiilet irdnyaban lesz: n.y = n.. A P1 fazis tulajdonképpen
egy ferromagneses fazis, igy a proper sajatenergidk kifejezéseit (3.25) adja meg, azaz

Net # Neo 7 Ne— €s a (3.10) egyenletek nem lesznek igazak, egyes proper Green-
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fliggvények gapet fognak tartalmazni. A proper sajatenergiak explicite csak m-tdl
fiiggenek. Ez azt jelenti, hogy a magnesezettség megadéasihoz egyetlen egyenletet kell
megoldani, a részecskestirtiség és a kondenzatumstiriiség a magnesezettség ismereté-
ben mar megadhaté. Annak ellenére, hogy a P1 fazis egy ferromégneses fazis lényeges
kiilénbség van a ferromégneses kolcsonhatas esetéhez képest. Latni fogjuk a 3.3. fe-
jezetben, hogy ferromégneses kolcsonhatés esetében a Bose—Einstein kondenzaciot
megelézheti egy magneses atalakulas. A P1 fazisban azonban a hwy > cyn, feltétel
mar egy akkora nagysagi magneses teret jelent, hogy magneses dtalakulas nem megy

véghbe.

Szimmetrikus fazis

Szimmetrikus fazisban n. = 0, igy a (3.8) azonosan teljesiil, anomalis sajatenergiak

nem léteznek kondenzatum jelenléte nélkiil. A proper sajatenergiak megegyeznek a

sajatenergiakkal:
SHE =S = e — p+ eom — huwy, (3.16a)
=200 =cn—p, (3.16b)
S =S = can— p—cm+ Ry, (3.16¢)

Ezek ismeretében a konnyedén felirhato az allapotegyenlet. Az egyenleteket a rés-

zecskestiriiségre és a magnesezettségre kell megoldani.

Megoldva az allapotegyenletet az Gsszes fazisban felrajzolhatjuk az egyes mennyiségek fiig-
gését az intenziv paraméterek fiiggvényében. Rogzitett kémiai potencial mellett a kon-
denzatumstriség, a részecskestirtiség és a mégnesezettség lathatoak a 3.4., 3.5. és 3.6.
abrakon a hémérséklet fiiggvényében kiilonbozé magneses tér illetve a magneses tér fiigg-
vényében kiilonbozG homérséklet értékek mellett.

A 3.4.(b) abran jol lathato, hogy a P2 fazisban a kondenzatumstirtség fiiggetlen a
magneses tértsl, amely azt is jelenti, hogy a 3.4.(a) 4brén az egyes gorbék egyiitt haladnak

a hémérséklet valtoztatisaval mindaddig, amig el nem érik az adott magneses tér mellett a
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P2-P1 fazisatalakulas homérsékletét. Hasonloan az el6zéekhez a 3.6.(a) abra azt mutatja,
hogy a P2 fazisban a magnesezettség fiiggetlen a hdmérséklettdl, csak a magneses tér
nagysiga hatarozza meg a P2-P1 fazis hatardig, a 3.6.(b) abran az egyes hémérséklet
értékekhez tartozo gorbék egyiitt haladnak a mégneses tér valtoztatasaval a P2-P1 fazis
hatdraig. A 3.5. (a) és (b) abrdkon jol latszik, hogy a P2 fazisban a részecskestirtiség

fiiggetlen mind a hdmérséklettsl, mind a magneses tértdl.

1 T
5 R
0.6
n n, 06 P
0.4 \ 04
0.2 A 0.2
0 0
0 04 08 12 16 2 0 04 08 12 16 2
T B
%C Bc(0)

(a) (b)

3.4. abra. (a) A kondenzatumstiriség fiiggése a hémérséklettsl a B/B.(0) = 0.01,0.2,
0.4,0.6,0.8,1.0,1.2,1.4, 1.8 értékeire. A méagneses tér a nyil irAinyaba novekszik az egyes
gorbéknek megfelelGen. (b) A kondenzatumstiriiség fiiggése a magneses tértél a T/T, =
0.01,0.2,0.4,0.6,0.8,0.9,1.0, 1.2, 1.4, 1.8 értékeire. A hémérséklet a nyil iranyaba novekszik
az egyes gorbéknek megfelelGen

3.2.1. Kvantum-fazisatalakulas zérus hémérsékletii hataresetben

Az el6z6ekben az atlagtérkozelités keretein beliil targyaltuk a P2-P1 fazisatalakulast és
megadtuk a kritikus vonal egyenletét is. LehetGség van az egyes kozelitéseken tul a fazisa-
talakulas tulajdonsagainak altalanos vizsgalatara is. Sziikségiink lesz a Green-fiiggvények
és sajatenergiak tulajdonsagaira. Ezzel bévebben a 4. fejezetben foglalkozunk, most csak
a kvantum-fazisatalakuléas vizsgalatahoz elengedhetetleniil sziikséges kifejezéseket irjuk fel.

Induljunk ki a P1 fazisbol! P1 fazisban a — spinvetiilet irAnydban nincsenek kondenzalt

atomok (n._ = 0). Ez azt jelenti, hogy az egyik folytonos szimmetria, amely a P2 fazisban
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1.1 1.1

1.05

&&\

0 04 08 12 16 2 0 04 08 12 16 2
B
TIC B.(0)
(a) (b)

3.5. abra. (a) A részecskestiriiség fiiggése a homérséklettsl a B/B.(0) = 0.01,0.2,0.4,0.6,
0.8,1.0,1.2,1.4, 1.8 értékeire. A magneses tér a nyil irdnyaba novekszik az egyes gérbéknek
megfelelGen (b) A részecskestirtiség fiiggése a magneses tértsl a 7/T, = 0.01,0.2,0.4,0.6,
0.8,0.9,1.0,1.2,1.4, 1.8 értékeire. A hémérséklet a nyil irdnyaba novekszik az egyes gor-
béknek megfelelgen

»

1 B 1
0.8 0.8
0.6 0.6
m m
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0 ¥
0 04 08 12 16 2 0 04 08 12 16 2
T B
T B.(0)

(a) (b)

3.6. abra. (a) A magnesezettség fiiggése a hémérséklettsl a B/B.(0) = 0.01,0.2,0.4, 0.6,
0.8,1.0,1.2,1.4, 1.8 értékeire. A magneses tér a nyil irdnyaba novekszik az egyes gérbéknek
megfelelGen (b) A mégnesezettség fiiggése a magneses tértsl a 7/7. = 0.01,0.2,0.4,0.6,
0.8,0.9,1.0,1.2,1.4, 1.8 értékeire. A hémérséklet a nyil irdnyaba novekszik az egyes gor-
béknek megfelelGen

sériilt, helyre all és csak egy Goldstone-madus létezik. Tovabba n, - = 0 azt is eredményezi,

hogy ¥} = ¥t = 0, azaz a P2 fazisban sszekapesolodo GL¥, G- Green-fiiggvények

méar nem kapcsolodnak Ossze.
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A megmarad6 Goldstone modus a G-F Green-fiiggvények spektrumaban jelenik meg és
a (4.40) Hugenholtz Pines tétel biztositja annak gapmentességét [lasd 4.2 fejezet]. A ¢_
rendparaméter dinamikajat a G;;~ Green-fiiggvény irja le, amely a P1 fazisban a kovetkezd

alakot 6lti altalanosan:
G (kyiwy,) = [iw, — B te — 27 (3.17)

ahol felhasznéltuk, hogy 377, = 0 a kozelités tetszdleges rendjében.! A (3.17) egyenletben
szereplé Green-fiiggvénybdl jovs gerjesztés energiagapet tartalmaz, amely eltiinik a P2-
P1 fazishataron. A kritikus vonal egyenlete megadhat6, ha ¥7;7(0,0) = 0 egyenletet
megoldjuk wy-re, amelybsl a B, = B.(T) dsszefiiggés (a kozelitések nagy részében csak
numerikusan) kiszamolhato.

A fenti feltétel T'= 0 K-n egy kvantum fazisatalakulast jelent és egy crossover figyelhetd
meg a klasszikus és a kvantum fazisatalakulas kozott a T — 0 hatéresetben |48, 47]. Jelolje
¢ a shift exponenst, amelyet a B.(T) = B.(0) — wT'/%s egyenlet segitségével definialunk
[49]. Vezessiik be tovabba az = T/[B — B.(0)]% véltozot, amely a kritikus vonalon az z,

értéket veszi fel. Ekkor a szingularitas vezetd rendjében

(T
G (0,0) = ﬁ T >0, (3.18)
Q
=————— T=0.
|B — B.(0)[

Belathato, hogy ha a crossover skalazas érvényes, akkor ¢4 megegyezik a megszokott modon
bevezetett ¢ crossover exponenssel (ez akkor all fenn, ha C(T') ~ T-/%). Atlagtérkozeli-
tésben a shift exponensre ¢, = 2/3 adodik (lasd (3.15) egyenlet).

A fenti gondolatmenet érvényességi hatarat az szabja meg, hogy elegendGen alacsony

hémérsékleten kell lenniink ahhoz, hogy a termikus energia kisebb legyen, mint az energia-

'Ez ut6hbi kénnyen belathato, mert $7 7 -ben mindig kell lennie legalabb egy olyan kétrészecske kileson-
hatést tartalmazo diagramnak, amelyben a kolesonhatasi vertex két befut6 vonalan kondenzatum van, mig
a két kifuto vonalanak spinvetiilete ' = s’ = —. Ez azt jelenti, hogy a 377, kifejezésében kell lennie V-

kolesonhatasi tagnak. Ez csak V7 esetén ad zérustol kiilonbozd jarulékot, de a — spinvetiilet irAnyaban
nincsen kondenzatum.
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gap. Ekkor exponencidlisan kis korrekciokat kell hozzavenni a zérus hémérsékletii hatéare-

sethez.

Atlagtérkozelitésben meghatarozhatjuk a « illetve a o értékeit. A P1 fazisban
G (k,iwy,) = [iw, — ™ (ex — 2com + 2hwr) ™ (3.19)

Ebbdl egy kis szamolas utan [lasd (3.21), (3.22), (3.23a), (3.23b)] v = 2 és 7o = 1 adodik,
tovabba C(T) ~ T~ Definialjuk az n, no, v és a 14 kritikus exponenseket a kovetkezd

modon:

a kritikus vonalon :  G;;7(k,0) ~ k27", (3.20a)
a kvantum kritikus pontban : G~ (k, 0) ~ k*7; (3.20b)
1
T>0ra: &~ T (3.20¢)
1
T=0ra: §~ B = B.(0)" (3.20d)

ahol ¢ a korrelacios hosszat jeldli. Atlagtérkozelitésiinkben n =1y =0, v =1 és vy = 1/22.

A 5. fejezetben részletesen targyaljuk, hogy a G;~ diszperzios relacioja parabolikus és
tartalmaz egy gapet. Ez a gap T > O-ra vz illetve 7" = 0 esetén 1z exponenssel tiinik el a
fazishatarhoz kozeledve. Itt z a dinamikai skila exponens, atlagtérkozelitésiinkben z = 2.
Fentebb felirtuk a G~ (k, iw,) kifejezését, amely nevezdje az iw, = 0, k = 0 hataresetben
éppen a gappel egyezik meg. Atlagtérkozelitésben a gap ¥, (0,0) = 2(gupB — csm).

Adott 7" hmérsékleten és p kémiai potencial mellett a kritikus vonalon

BT, p) = csm(Be, T, ). (3.21)

Fejtsiik Taylor-sorba méasodrendig a magnesezettséget a magneses tér szerint a kritikus

2Altalaban v = 1/2.
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magneses tér kozelében:

(B, T, i) = m(Be, T, )+ (2—2)3_3 (5-5.+5 (553 L BBFO((B B,

(3.22)
A P1—-P2 fazisatalakulas folytonos atalakulas, 7' > 0 esetén a méagnesezettség és a szusz-
ceptibilitas, y = (%—T)T# is folytonosan megy at, mig 7" = 0 esetén a magnesezettség
folytonosan megy at és a szuszceptibilitas ugrik. A P1 fazishan a szuszceptibilitas a kri-
tikus pontban x. = gup/cs T > 0-ra és x. = gup/(cn + ¢;) T = 0O-ra. Felhasznilva a

magnesezettség sorfejtését a gap a kovetkezd alakba megy at:

11(0,0) = 2(gupB — csm) = —c,x.(B — B.)* + O (B — B.)*) T >0 esetén,

(3.23a)

257(0,0) = 2(gupB — c¢sm) = 720 i;p gus(B—B)+ O ((B—B.)?) T=0 esctén.

(3.23b)

A fentiekbdl leolvashatéak a gap exponensek.

Tekintsiik azokat az egyeneseket a fazistérben, amelyeket a [B — B.(0)]/T = const > 0
feltétel hataroz meg! Ezek az egyenesek a fazistérben végig a P1 fazisban haladva futnak
bele a kvantum kritikus pontba és egy adott egyenesen mentén haladva a crossover skalazas
igaz lesz. Ekkor G;;7(0,0) ~ T70% ~ T-1. A korrekci6 a vezet§ szingularitashoz T-nek
gyengébb hatvanyaval megy, esetiinkben T=3-nel. A P1 fazis ezen egyeneseit tartalmazo
részét a [B — B.(0)]/T = const = 0 egyenes hatarolja és G;;7(0,0) ~ T~2. Ez egybevag

azzal, hogy a P2 és P1 fazis hatarat megado gorbe érintGje vizszintes zérus hdmérsékleten.
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3.3. Ferromagneses kolcsonhatas esete

Ferromagneses esetben ¢, < 0 és a (, = 0 spinor kielégiti a (2.17) konzisztencia

0
feltételt u = ¢,n+ com — hwy, kémiai potencial mellett, ahol n = n. +n/, +nj+n’_ a teljes

részecskeszam és

m=ne+nl, —n_ (3.24)

a rendszer teljes méagnesezettsége. A proper sajatenergiak a (3.1a) egyenletbdl kaphatoak

meg:

Sof =0 g0y, (3.252)
ESWO =h" (1o — csm + hwp)dun, (3.25b)
f);; =1 (1o — 2¢5m + 2hwr) 3, - (3.25¢)

Ferromagneses kilesonhatas esetén kétféle modon oldjuk meg az allapotegyenletet. Az
egyik esetben az intenziv valtozokat rogzitjiik és oldjuk meg az egyenleteket [50], a mésik
esetben a részecskestiriiséget rogzitjiik le és ezen feliil a spinfiiggd kolcsonhatas erdsségét
jellemz paraméter, cg értékét is valtoztatjuk [51]. Nyilvanvalo, hogy a két eset ugyanazokat
a megoldasokat szolgaltatja, de a masodik eset azért is érdekes, mert ekvivalens a Bose

Einstein gazok racsra felirt modelljével [52]. Matematikailag ez azt jelenti, hogy ¢, /cs —
oo. Tovabba az is igaz, hogy a kémiai potencidl valtoztatasa rogzitett intenziv valtozok
esetén Osszefiiggésben all a ¢y kolesonhatasi allando nagységanak valtoztatasaval rogzitett

részecskesiiriiség mellett.

3.3.1. Fazisatalakulis rogzitett intenziv valtozok mellett

Legyen pu, B, T rogzitett [50]! A (3.3) egyenleteket kell megoldanunk az n,m, ny mennyi-
ségekre. Formailag ugyanazokat az egyenleteket kell megoldanunk, mint a polaris &llapot

P1 fazisaban, de lényeges, hogy ¢s most negativ. A (3.7) kifejezés tovabbra is igaz marad,
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a proper sajatenergiak Hartree-kozelitésben

Sht =50 = can — p+ com + huwy, (3.26a)
SR =28"=em—p, (3.26h)
S =5 = an — i — com + hwy,. (3.26¢)

Konnyen belathato, hogy az allapotegyenlet invarians a kovetkezo skalatranszformaciora:

T =~T (3.27a)
B=+B (3.27b)
= (3.27c)
i =72n (3.27d)
= y2m (3.27¢)
Cp=n0 (3.27f)
G =773 (3.27g)

Vezessiik be a T hémérsékleti skdlaparamétert a kvetkez6 modon:
T =1.4257T. (3.28)

A numerikus faktort ugy valasztottuk meg, hogy n = niﬂ vonal a 3.7.(a) abra kozepén
haladjon at és

i) _ 21‘()%2)7((%) (3.29)

SCCREINE
az ideélis spinor Bose Einstein géaz kritikus siiriisége zérus magneses térben, mig Ao a Tj

hémérsékleten vett termikus hullimhossz. A valasztast a késGbbiekben részletesebben is
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(a) (b)
m B =0.0033_
0.4 B = 0.00317
B =0.003

B = 0.0026
B =0.00245
0.3

0.2

0.1

3 B

0 0
89.6 89.7 0.0024 0.0028 0.0032

(d)

0.0036 0.004

3.7. abra. Az (a) és (c) dbra mutatja a részecskestirtiség és a magnesezettség fiiggését a
kémiai potencialtol a magneses tér néhany értékére, mig a (b) és (d) ugyanezen mennyiségek
fiiggését a magneses tértdl a kémiai potencidl néhany értékére. A részecskestirliség és
magnesezettség ng‘:t, a kémiai potencial kgTpy és a magneses tér kpTy/gup egységekben
van megadva.

megindokoljuk. Célszert bevezetni dimenziétlan kolesénhatasi paramétereket is:

(id)
Cnllepit

kBTO ’

_ les ‘TLS:Z )

kBTO

(3.30a)

€p =

(3.30b)

€s

Az allapotegyenlet megoldasait az 3.7. abran lathatjuk Gsszegezve €, = 90 és ¢, = 0.9
esetén. A 3.7.(a) és 3.7.(c) abrakon a részecskestirtiség és a magnesezettség lathato a ma-
gneses tér néhany értékére. Relativan nagy magneses tér értékekre csak egyetlen megoldas

van a részecskestiriiségnek és a magnesezettségnek a kémiai potencidl egy adott értékére.
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3.8. dbra. A ferromégneses spinor Bose géz fazisdiagramja a (u, B, T) térben a ¢, /|cs|
151.5 értékére. Az egyes mennyiségek a 3.7. dbran megadott egységekben értendgek.

Csokkentve a magneses tér értékét egy kritikus pont jelenik meg B. magneses térnél és

1 kémiai potencidlndl. Ha a méagneses tér kisebb a kritikusndl, akkor léteznek a kémiai

potenciilnak olyan értékei, amelyekre az allapotegyenlet egynél t6bb megoldést szolgaltat
mind a részecskestiriiségre, mind a magnesezettségre. Ez azt jelenti, hogy egy elsérendii fa-
zisdtalakulas megy végbe. Hasonlo kivetkeztetésekre juthatunk, ha a megnézziik a 3.7.(b)
és 3.7.(d) abrakat. A magneses tér és a kémiai potencidl szerepeit felcserélve felttinik egy
kritikus pont, amely megegyezik az el6zdvel és elsérendii fazisatalakulas megy végbe, ha a

kémiai potenciél nagyobb a kritikus értékénél.

Az allapotegyenletet megoldva a felrajzolhato a rendszer fazisdiagramja a (u, B, T') fa-

~ 151.5 értékére. A magneses atalakulas

zistérben. Ez lathato a 3.8. abran a c,/|c|

elsérendii a sotétitett tartomanyban és a kék vonal foglalja magaba a mégneses kritikus

pontokat. A piros feliilet jelzi a Bose-Einstein kondenzaciot, mig a piros vonal tartal-
mazza a Bose Einstein kondenzacio trikritikus pontjait. A (p = 0,B = 0,7 = 0) és a
(p = p®, B = B® T = T®) pontok kizitt a kek és piros vonal egyiitt fut. A piros
vonallal illetve a (u = 0,B = 0,7 = 0) és (u = @, B = 0,7 = T?) pontok altal
meghatarozott vonallal hatarolt tartomanyban a Bose—Einstein kondenzaci6 elsérendd a

magneses atalakulassal egyiitt. Ezen tartomanyon kiviil a két feliilet elvalik egymastol és
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a piros jelzi a folytonos Bose—Einstein kondenzaciot. A méagneses atalakulasnak is létezik
egy trikritikus pontja a (), B = 0, 7™)-ben. A kék vonal p > p(V) esetén a B = 0 sikban

van és a folytonos magneses atalakulds pontjait tartalmazza.

Termodinamikai derivaltak és a stabilitasi matrix

Az allapotegyenlet megoldasaval megkaptuk a ferromégneses Bose gaz fazisait, ezek utan
felmeriilhet ezen fazisok stabilitdsanak kérdése. Koncentraljunk most arra az esetre, amikor

nincs Bose—Einstein kondenzatum. Vezessiik be a kovetkezG méatrixot:

(%), G,
X = LB (3.31)
B .8 OB )T

Ez nem més, mint a szokdsos stabilitési vagy szuszceptibilitds matrix. Egy viszonylag

hosszadalmas, de egyértelmi szamitéssal megkaphatjuk az egyes matrixelemek kifejezéseit:

<@> _ P+Q+R+c[(P+R)Q+4PR] (3.320)
o ) g [l+cn(P+Q+R)[1+c(P+R)] —cocs (P—R)* '
on P—-R
< aTs)w I (P Q+R)[L+es(P+R)—cnes (P—R) (3.32b)
<@> = L 5 (3.32¢)
o) rp [L+e(P+Q+R)][1+c(P+ R)]—cucs (P—R)
om _ P+R+c,[(P+R)Q+4PR]
(aB)M S P Q1 R+ (P4 R) — e (PR )
ahol
P = or (3) F 1 Blean — p+ (csm — gupB)] (3.33a)
(27()2)\3 27‘ -nlt 12 5 guB ) .
@) (L
Q= (277)2)\3F <§,ﬂ[cnn - u]) , (3.33b)
R= (521;)(25)\)317 <%, Blean — p— (esm — gMBB)]> . (3.33¢)
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0
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3.9. abra. A szuszceptibilitasi matrix inverzének sajatértékei (¢; és (o) a kémiai potencidl
fiiggvényében a magneses tér néhany értékére ¢, /|cs| & 151.5 mellett.

A stabilitdsi matrix szimmetrikus és az elemei valosak, azaz a sajatértékei is valosak lesznek.

Nézziik meg az 3.7.(a) abrat! Ha a mégneses tér elég nagy, akkor az n(u) gorbe de-
rivaltja mindig pozitiv. B értékét a kritikus értéke, B, ald csokkentve a gorbéknek lesz
olyan szakasza, ahol a derivalt negativ lesz. Még alacsonyabb magneses tér értékekre az
n(p) gorbék negativ meredekségii szakaszai pozitiv meredekségiibe fordulnak. Ez nem
jelenti azt, hogy a kémiai potenciil ezen értékeinél a rendszer stabil lenne, ezt csak a
szuszceptibilitds matrix sajatértékeinek vizsgalataval donthetjiik el, nevezetesen a sajatér-
tékeknek pozitivnak kell lenniiik. JelGlje a stabilitasi matrix inverzének sajatértékeit (; és
(3! A konnyebb attekinthetéség érdekében a () reciprokat és a (o-t dbrazoltuk a 3.9. &dbran
a 3.7.(a) és (c) abraknak megfelels esethen. Az abran vildgosan latszik, hogy hogyan valik
a rendszer instabilla. Amikor a méagneses tér eléri a kritikus értékét, akkor a (o sajatérték
nullava valik a kémiai potenciél kritikus értékénél, p.-nél. A kritikus mégneses tér alatti
értekekre a (o sajatérték 3 kiilonbozé értéket is felvehet, amelyek koziil egy negativ, ami a
rendszer instabilitasat mutatja. A (; sajatérték mindekézben lassan valtozik és mindvégig
pozitiv marad. Az el6zek vilagosan mutatjik, hogy a fazisok stabilitasanak meghata-
rozasdhoz nem elegendd csak a termodinamikai derivaltak vizsgilata, hanem a beldliik
felépitett szuszceptibilitasi métrixot kell tanulmanyoznunk. A stabil fazisokat a szokésos

modon, a Maxwell-konstrukcio segitségével hatarozhatjuk meg.
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3.3.2. Fazisatalakulas rogzitett részecskestiriiség mellett

A rogzitett részecskestirtiség melletti fazisatalakulast kétféle modon is megfogalmazhatjuk.
Az egyik lehetdség, hogy az allapotegyenletet kozvetlen oldjuk meg rogzitett n, T, B val-
tozok mellett n.,m, u-re, a masik lehetGség, hogy a rogzitett intenziv valtozok melletti
megoldasokra alkalmazzuk a Maxwell-konstrukciot tgy, hogy a részecskesiiriiséget elére

kikotjitk. Természetesen a két megoldas ekvivalens lesz egymaéssal.

Maxwell-konstrukcio

Legyen a tovabbiakban a részecskesiirtiség adott és valtoztassuk a magneses tér értékét!
Grafikusan ez azt jelenti, hogy a 3.7.(a) dbréan felrajzolt gorbéket elmetssziik egy vizszintes
vonallal. Amig a mégneses tér értéke elég nagy, addig egyetlen fazis létezik, a rendszer
homogén és stabil. A magneses teret csokkentve a rendszer viselkedése n rogzitett érté-

(id)

kétal fiigg. Ha n megfeleléen nagyobb vagy kisebb n = n.,;, értékénél, akkor mindvégig
stabil pontokon megyiink keresztiil. Ellenkezs esetben a vizszintes vonal olyan pontokban
metszheti el a gorbéket, amelyek metastabil vagy instabil allapotokat jelentenek. Fizi-
kailag ez azt jelenti, hogy a rendszer nem lesz homogén tébbé, két fazis lesz egyméssal
egyenstilyban és n az atlagos részecskestirtiséget jelenti. A Maxwell-konstrukeio egy adott
magneses tér értéke mellett megadja a két fazis kozos kémiai potencialjat, illetve a két
fazis részecskesiirtiségét, ni-t és no-t. Az atlagos részecskestiriséget a kovetkezs forméban
irhatjuk fel:

n=an +(1—ans, (3.34)

ami meghatarozza az o paramétert. A két fazis részecskestirtiségei ny és no, illetve az «
paraméter fiiggenek n, B és T rogzitett értékeitsl. Jelolje my és mo a mégnesezettség

értékét az egyes fazisokban. Ekkor az atlagos méagnesezettség:

m=am; + (1 —a)ma. (3.35)

A 3.10. (a) dbran lathato a Maxwell-szerkesztés az €, néhény értékére n = ni? ese-
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3.10. abra. (a) Az atlagos méagnesezettség a méagneses tér fiiggvényében az ¢, néhany érté-

kére e, = 0.9 esetén. Az atlagos részecskesiiriiséget n = n%ifnek valasztottuk. €,/e; = co

esetén a magnesezettség gorbéjének létezik végtelen meredekségii pontja. A magnesezett-
séget nflfz, a magneses teret kgTo/gup egységekben adtuk meg. A (b) &dbra mutatja a
magnesezettség fiiggését a magneses tért6l a hémeérséklet néhany értékére €, /e, = oo ese-
tén. T =T, esetén létezik a magnesezettség gorbéjének végtelen meredekségti pontja.

tén. A szerkesztést elvégezve megkaphatjuk az atlagos mégnesezettség mégneses tértél
valo fiiggéset. Lathato, hogy amig €, /e, véges, amely a (3.30) szerint megegyezik ¢, /cg-sel,
addig két fazis létezik kiilonboz6 magnesezettséggel és az atlagos magnesezettséget a (3.35)
egyenlet adja meg. Az e,/e, — oo értékére a rendszer homogén marad és az m — B gor-
bének végtelen meredekségii érintGje jelenik meg. Ez egy magneses fazisatalakulast jelent
(rogzitett részecskestirtiség esetén) T, = 1.4257; kritikus homérséklet mellett. Ez indo-
kolta (3.28) egyenletben megadott numerikus faktor megvélasztisat. A numerikus faktor
viltoztatésaval még kozelebbi képet kaphatunk a fazisatalakulasrol. A 3.10. (b) 4dbrén az
el6z6 feltételek mellett, de kiillonbozs T'/T, értékek mellett abrazoltuk a magnesezettséget
a magneses tér fiiggvényében. Az egyszertiség kedvéért a Maxwell-konstrukeiot nélkiilézve
az allapotegyenletet kozvetleniil oldottuk meg régzitett részecskestirtiség esetén e, /e; — oo
esetén.

Nézziik meg, hogy pontosan hogyan kell az allapotegyenlet a rogzitett részecskestiriiség
mellett vett megoldasat értelmezni. Az el6zGekben lattuk, hogy nem elegendd a részecs-
kestirtiséget rogziteni, hanem az € — oo feltétel is sziikséges. A sajatenergiak (3.26) csak a
c,n — p kifejezésektdl fiiggnek, azaz az allapotegyenletet is erre a kiilénbségre oldjuk meg.
Ez egy szabadsigot jelent a kémiai potencidl értékében, amelyet ¢, rogzit le és a rogzitett

intenziv valtozok melletti megoldas vizsgdlata mutatja meg, hogy c,-nek végtelennek kell
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3.11. dbra. A rendszer lehetséges fazisdiagramjai: (a) ¢, > ¢, (b) V) > ¢, > 2,
(c) > e, > P oes (d) ¥ > ¢, A sptétkek illetve piros vonal jelzi az elsérend
Bose Einstein kondenzaciot illetve mégneses dtalakuldst. A (¢) és (d) abran a sotétkek
vonal a piros vonalon halad végig. A vilagoskék vonal mutatja a folytonos Bose-Einstein
kondenzaciot, mig a lila pont a folytonos mégneses atalakulast. A hémérséklet Tj, a
maguneses tér kgTy/gup egységekben értendd.

lennie. A ¢,/c; — oo esethen a kompresszibilitas eltiinik, ahogy azt a kiovetkezéekben
megmutatjuk és a rendszer viselkedését tisztan a spin szabadsagi fokok dinamikaja hata-
rozza meg. A kompresszibilitas eltiinése nem meglepd, hiszen a rendszer részecskestiriisége
rogzitett. Ilyenkor a rendszert gy képzelhetjiik el, hogy az atomok egy récs pontjaiban

vannak rogzitve.
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3.3.3. Bose—Einstein kondenzaci6é és magneses fazisatalakulas kii-

16nb6z6 erdsségii spinkdlcsonhatas mellett

Legyen a részecskestiriiség tovabbra is rogzitett! Mint korabban emlitettiik, ez megfelel
annak, mintha az atomok egy racs pontjaiban lennének elhelyezve és csak a spinek kozott
lenne kdlesonhatés [52]. Véltoztassuk most meg ennek az erdsségét! Ha megoldjuk az alla-
potegyenletet, akkor (3.30b)-ben definialt e, valtozo értékkészletét négy részre oszthatjuk
fel a méagneses fazisatalakulas és a Bose Einstein kondenzacio jellege szerint [51].

Az els6 tartoményban, ahol e, nagyobb, mint egy bizonyos érték (e > egl) ~ 1.22)
B = 0 mellett egy ferromagneses-paramagneses fazisatalakulas megy végbe T' = Ty, hi-
mérsékleten, a Bose-Einstein kondenzacio hémérséklete (Tppc) felett. Egy ilyen fazisdia-
gram lathato a 3.11.(a) abran ¢, = 1.4 esetén. Mindkettd fazisatalakulas folytonos és a
magneses atalakulas csak B = 0 esetén létezik.

Haeg < egl), akkor a mégneses atalakulas elsGrendiivé valik B = 0-n, de a Bose-Einstein

kondenzacio folytonos marad. Az (e, = 59), B =0, T =T)y) pont a magneses atalakulas
trikritikus pontjaként értelmezhetd, hiszen elvilasztja egymastol az elsérendii és folytonos
fazisatalakulas tartoméanyait. A fazisatalakulas elsérendiisége viszonylag kis méagneses te-
rek esetén is megmarad, ami azt eredményezi, hogy két kiilonb6z6 magnesezettségi fazis
lesz egymassal egyensilyban. A mégneses atalakulas egy kritikus végpontban megsziinik,
amelyet a (e5, B = B., T = T,) pont ad meg, ahol B. a kritikus magneses tér és 7T, a
kritikus hémérséklet az adott e;-re. Ha B > B, akkor magneses atalakulas nem megy

3 A Bose-Einstein kondenzacié folytonos lesz mindaddig, amig ¢, > 6;2) ~ 0.78.

végbe.
Egy ilyen fazisdiagram lathaté e, = 0.9 esetén a 3.11.(b) &bran.

Ha e, kisebbé valik, mint 65;2), akkor a Bose Einstein kondenzacio is elsérendiivé valik
B = 0-n. Azonban gupB >> kgTy-ra a rendszer gy viselkedik, mint egy nem-kolesonhato
skalar géz, amelynek az Bose Einstein kondenzéiciohoz tartozo atalakulasi hGmeérséklete

3%/3T. Ez azt jelenti, hogy kell lennie egy kritikus magneses térnek, Bél), amely elva-

3Ehhez a fazisatalakulishoz hasonld, azaz a rendparaméterhez kapesolodo kiilsé tér hatasara létrejove
fazisatalakulast mutattak ki ferroelektromos BaTiO3z-ban 1953-ban [53, 54].
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3.12. abra. A rendszer teljes fazisdiagramja rogzitett részecskestiriiség mellett a spin-
kolesonhatas erdsségét co-t valtoztatva. A homérséklet Ty, a méagneses tér kpTy/gup egysé-
gekben van megadva. A konnyebb attekinthetdség érdekében a feliiletek le vannak vetitve
a e,-B sikra. A relevéns e, értékek szintén fel vannak tiintetve.[Lasd 3.11.(a)-(d)]

lasztja egymastol a kis magneses térbeli elsérendd és a nagy magneses térbeli folytonos
Bose Einstein kondenzaciot. Bﬁl) egy trikritikus pontot fog meghatérozni a Bose-Einstein
kondenzaciéra nézve. Amig e, > 5§3> ~ 0.62, addig létezni fog egy Bél)—nél nagyobb Bém
magneses tér, amely felett nem lesz magneses atalakulds. Ez az eset lathato a 3.11.(c)

abran e, = 0.72 esetén.

Hae, < ef'), akkor a két kritikus méagneses tér nagysdga megegyezik. A fazisdiagram a

3.11.(d) abran lathato e, = 0.6 esetén.

A fenti négy eset targyaldsa utan rajzoljuk a rendszer teljes fazisdiagramjat a T, B
és €5 valtozok terében! Ez lathato a 3.12. abran. A zold feliilet jelzi a folytonos, mig
a piros négyzetracsos az elsérendii Bose Einstein kondenzéaciot. A piros négyzetracsos
feliilet benne fekszik a vilagos kéken vonalazott feliiletben, amelyek elsérendii magneses
atalakulasok pontjait tartalmazza, a két atalakulasi hémérséklet megegyezik. Amikor a
Bose-Einstein kondenzacié folytonossa valik, akkor a vildgos kék feliilet finoman a zéld

feliilet felett halad. A vastag kék vonalon a mégneses atalakulés folytonos, az atalakulasi
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hémeérséklet a Bose-Einstein kondenzacié hdmérséklete felett van és e, > e,(gl)

esetén a vonal
a B = 0 sikban halad. A 3.11. abréan lathato négy eset megkaphato, ha elmetssziik a teljes
fazisdiagramot a megfelel e, értékeknél.

Térjiink ki kicsit részletesebben a B = 0 esetre! Ezt az esetet kordabban mar részletesen
targyaltdk a mégneses atlagtér [52| és a Landau elmélet keretében [55]. Az eredményeink
csak részben egyeznek meg az ott kapottakkal, nevezetesen 6k azt &llitjak, hogy a ma-
gneses atalakulas homérséklete mindig a Bose—Einstein kondenzacio hémérséklete felett
van. Ahogy ezt lattuk fenn, ez csak akkor igaz, ha a Bose-Einstein kondenzacio folyto-
nos. Ha ¢, < e(sl), akkor a két (elsérendii) fazisatalakulas homeérséklete megegyezik, a két
atalakulds egymastol elvilaszthatatlanul megy végbe.

Hasonlitsuk ossze a 3.8. és 3.12. &brakat! Lathato, hogy nagy hasonlosig van a
kettd kozott a p és €, valtozokat tekintve. Konnyen megérthetd ezen viselkedés, ha abbdl
indulunk ki, hogy ferromagneses kolcsonhatas esetében, Bose Einstein kondenzacioval ren-

delkezé fazisban a kémiai potencial:
= (cyn+csm) — gupB. (3.36)

Rogzitett részecskestiriiség esetén ¢, — 00, azaz a kémiai potencialbol a ¢,n-nel aranyos
tag eltiinik, ami megmarad az c,-sel lesz azonos rendben. A fenti Gsszefiiggés a kémiai po-
tencidlra csak kondenzalt fazisban all fenn, de feltételezhetjiik, hogy kondenzatum jelenléte

nélkiil is igaz, hogy p — e,n ~ O(cs).



4. fejezet

A Green- és korrelacios figgvények

szerkezete

4.1. A Green- és korrelacios fiiggvények csoportositasa

A 2.3. fejezetben lattuk, hogy a Green-fiiggvények eleget tesznek az altalanositott Dyson—
Beliaev egyenletnek (2.13). Az indexek dsszes lehetséges kiosztasat tekintve, ez azt jelenti,
hogy 36 db fiiggvényre kell megoldani egy csatolt egyenletrendszert. Felhasznédlva a (2.17)
konzisztencia feltétel altal meghatérozott (. spinor alakjat, az egyenletrendszer métrixe-

gyenletekre esik szét.

Polaris kélcsinhatds esete:

Poléaris kolesonhatés esetében, P2 fazisban a spinor alakja
<r = 0 ) (41)

ahol (4 az adott kozelitéstdl fiigg. A spinor ezen valasztasa onkényes, mert a kozépss
komponensét O-nak vilasztottuk. Nem bizonyitjuk, de beldthatd, hogy ez mindig

megtehetd. A nem azonosan zérus Green-fiiggvények koziil 16 illetve 4 transzformalo-

51
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dik egyiitt, amelyek az alabbi matrixokba foglalhatoak Gssze:

++ ++ +— +—
1,1 1,-1 1,1 1,-1
++ ++ +— +-
g(l) L (A A A A
yoo T _ _ L __
g1,1 g1,—1 91,1 g1,—1
4 4 L _
L G- G50 9T 9o
és
00 00
g(z) B gl 9l
9 Ggw g
11 Y-1-1 | s
L kL

Ferromdgneses kdlcsénhatds esete:

Ferromagneses esetben a spinor alakja

(4.2a)

o

(4.2b)

(4.3)

fiiggetleniil az adott kozelitést6l. Nem azonosan zérus Green-fiiggvény 12 van. Ezek

koziil 3 x 4 transzformalodik egyiitt és az alabbi matrixok adodnak:

g(l) —

%)

g(Z) .

v

3) .
O

++
1,1

g++
| Y-11
00
1,1

00
L g—1,1

Gin

=

++

1,1

++
(ARt

00
1,1

00
g—1,—1
gf,:l
9o,

dqs

, (4.4a)

) (4.4b)
¥

(4.4¢)

dae
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Ezek utdn a (2.13) egyenlet a
g(n) - Q«;)(”) + g(o)(n)g(n)g(") (4.5)

egyenletekre esik szét (n Osszes lehetséges értékére) és a 2(") sajatenergia matrixokat Green-
fiiggvények matrixainak analogidjara vezetjiik be mind a polaris, mind a ferromagneses

esetben.

A (4.5) egy egyszer(i matrixegyenlet, amelynek megoldasara kapjuk:
-1
g — [l — Go™E™] " g™, (4.6)

A (4.5) egyenlet megoldasanak kulcsa a sajatenergiak ismerete. Kozelitsitk meg egy kicsit

mas szempontbol ezt. Tekintsiik a sajatenergidk egy tetszéleges felbontasat a kovetkezd

mobdon:
ore = Qe 4 5@rs. (4.7)
Bevezetve a
& = iy + Gibrar 5y O17* (4.8)

propagatort a teljes Green-fiiggvény a kivetkezs alakban irhato fel:
rs _ ~(L)rs (Drr' s (2)r's’ 2s's
ga"/ - gaw + gao Zap gp»y . (4.9)

Ezen gondolatmenetet alkalmazva a sajatenergia proper illetve improper részekre valo fel-

bontasanal kapjuk, hogy

Gory = G(0)ar T G(0)a0Z0p Ios (4.10a)
G =G G MG (4.10b)

ahol Gg; a proper Green-fiiggvény, azaz nem esik szét, ha elvigunk benne egy kolcsonhatasi

vonalat. Ezt a szabad Green-fiiggvénytdl megkiilonboztetve egyetlen megvastagitott vonal-
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lal jelgljiik. A Green-fiiggvények meghatarozhatoak kozvetleniil a (4.6) egyenletbdl, de cél-
szeriibb kozvetett modon a proper Green-fiiggvényeken keresztiil keresztiil kiszamolni Gket,
mert a proper Green-fiiggvényeket felhasznaljuk a sajatenergiak és polarizaciok meghata-
rozdsaban A sajatenergiak és a polarizaciok diagramjaiban ezek hasznélata tulajdonképpen
nem mas, mint szamos diagram automatikus felosszegzése, igy proper Green-fiiggvények
és sajatenergidk onkonzisztens moédon meghatarozzak egymast.

Az altalanositott korrelacios fiiggvények eleget tesznek a (2.14) egyenletnek. Az indexek
Gsszes kiosztasat tekintve 81 altalanositott korrelacios fiiggvény létezik, azaz ennyi fiiggvé-
nyre kell megoldani a csatolt egyenletrendszert. Az egyenletrendszer métrixegyenletekké
valo szétirasa kevésbé egyértelmi, mint a Green-fiiggvények esetén. A spinor alakjan kiviil

figvelembe kell venni a lehetséges proper Green-fiiggvények kifejezéseit is.

Poldris kolcsonhatds esete, P2 fdzis:
Nem azonosan zérus altalanositott korrelacios fiiggvény 41 van. Ezek koziil 25 illetve

16 transzformalodik egyiitt, igy az alabbi matrixokat vezethetjiik be.

[ pt+ pgt Dt Dt D]
DY, Dijy DY DY DY,

DY) =| pi; Dy D= D= DI | . (4.11a)
Dt Dyt D=t Dyt DZf

| Dfi Diy D~ DI~ D*

d ab
e It it it e
LR AT 1 U O A 1
) = | m; 1y oo oo oo, (4.11b)

LRI 1A § R | R |
_Hi; gy OfZ IIc Iy
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ChntcCs ¢n Cp—cs 00

Cn Cn Cn 00

=\ a—cs 0 cate, 00 (4.11c)
0 0 0 00
0 0 0 00
L dab
D% DY DY D%
p@ _ | P Do Dol D3 (4.114)
ab T .
D D® D§Y DX
DY Dy~ Dgy D% |

70 1% 150 10
my = | ot (4.11¢)
M g ngd ntg

0+ 10+ 0+ o+
Iy Mol Moy T

nf 1o Iy 1%

ab
ce ¢ 0 0
’ cs ¢ 0 0
cf = 0 0 (4.11f)
Cs Cq
0 0 ¢ ¢4

ab

Ferromdgneses eset:
Nem azonosan zérus altalanositott korrelacios fiiggvény 19 van. Koziil 1 x 9, 2 x 4 és

2 x 1 transzformalodik egyiitt, igy az alabbi méatrixokat vezethetjiik be.

Dif Dgt D**
Df) = DY, DY D» | (4.12a)

D7y Dy DZ= w
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++

Iy
00

1k

1w

1
H,(w) =

Cn + Cs

1
C((lb) =

++

g
00

g

iy

o+t

n.

Cn

Cn

ab

ab

ab

7 (4.12b)

(4.12¢)

(4.12d)

(4.12¢)

(4.12f)

(4.12g)

(4.12h)

(4.12i)

(4.12))
(4.12k)

(4.121)
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5 -
Déb) = th

5 -
Hib) = wa

e — o

Ezek utén a (2.14) egyenlet

Q(") _ ﬁg(ﬂ) + E(n)g(n)g(")’

(4.12m)
(4.12n)

(4.120)

(4.13a)

egyenletekre esik szét n Osszes lehetséges értékeire. A fent bevezetett méatrixok meghaté-

rozaséaval az altalanositott korrelacios fiiggvényeket kaphatjuk meg, azonban minket a fizi-

kailag relevans (stirtiség-, spinstirtiség-, sth.) korrelacios fiiggvények érdekelnek. Ezek egy

egyszerti modszerrel megkaphatoak, ha tekintjiik az egyes kolesonhatési matrixok sajat-

vektorait és ezekkel jobbrol illetve balrol megszorozzuk az altalanositott korrelacios fiigg-

vényekhez tartozd matrixokat. Ekkor egy olyan egyenletrendszert kapunk, amelyben a

fizikailag fontos korrelacios-fiiggvények — amelyek az éaltalanositottak linearkombindcioi —

jelennek meg kozvetlen.

Polaris kdlesénhatds esete, P2 fdzis:

A CW matrixhoz tartozo sajatvektorok:

[ — —
'
Il
o o ] —
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0 0
0 0
=10 E,=]0 (4.14)
1 0
0 1
Ekkor projektoros felbontasban
g(l) =3¢,§ 08 +2¢§ of. (4.15)
A C® matrixhoz tartozo sajatvektorok:
1 1
1 1 1 -1
§+ =5 7 §+ =5 ’
V2| o V2 [ o
0 0
0 0
110 1 0
£ =— , & =—= (4.16)
V2 V2
1 -1
és a projektoros felbontasban
CP =2¢6, o0&, +2¢E of . (4.17)

A sajatvektorok segitségével konnyen felirhatoéak a minket érdekls korrelacios fiigg-

vények:

Dy =3¢ DY | (4.18a)

Dy =V6¢ DVE (4.18b)



4.1. A GREEN- ES KORRELACIOS FUGGVENYEK CSOPORTOSITASA 59
D, = 2§22(1>§Z7 (4.18¢)
D =2V3¢ DYe,, (4.184)

_ &)
D.q  =2v2¢ DY, (4.18¢)
Dy =2V3¢ DV¢. o (4.18f)
D.q =2V2¢ DWe¢_ o (4.18g)
_ €Y
DQQ = 4§Q2 §Q7 (4]8}1)
_ € ;
Do-q =4£,D7¢ (4.181)
_ € :
D*Q*Q74§7QQ éiQ, (418_])
_ @)
Dy =4¢ D%¢, (4.18k)
Dy =4£D%¢ (4.181)
D =4¢ DP¢ . (4.18m)

A jobbrol illetve balrol valo beszorzdasok utan a (4.13) szétesik a kovetkezs egyenle-

trendszerekre:

DW-bsl adodo egyenletek:

Dyn = Wl + eIl Dy + ¢l Dy
Dnz = ﬁan + CannDnz + CanzD227

Dzz = ﬁsz + Cananz + cstzDz27

D”Q = thQ + CannDnQ + CanzDzQ7

DzQ = hHZQ + CananQ + CstzDzQ7

(4.19a)
(4.19b)

(4.19¢)

(4.20a)
(4.20D)



60 4. FEJEZET A GREEN- ES KORRELACIOS FUGGVENYEK SZERKEZETE

Dn,Q = th,Q + CannDn—Q + CSanDZ,Q, (421&)

Dz—Q = ﬁHz,Q + Canan,Q + CSHZZDZ,Q‘ (421b)

A fennmaradé korrelacios fiiggvények nem lesznek fiiggetlenek:

DQQ = ﬁHQQ + CanQDnQ + CSHle)zQ7 (4223)
DQ*Q = ﬁHQ,Q + CanQanQ + CstQDz—Q7 (4221))
D—Q—Q = ﬁH—Q—Q + CanfQanQ + CsnzfQszQv (4-220)

ami azt jelenti, hogy a kvadrupolar-spinhullam gerjesztés megegyezik a stirtiség-

hullam- és egyben a spinstiriiséghullam gerjesztéssel is.

2(2)—b6l adodo egyenletek:

A spinhullim mo6dust megado korrelacios fiiggvények mind dsszekapesolodnak:

Dy =hlliy + %H++D++ + %H+—D+—7 (4.23a)
D, =hIl,_ + %H++D+, + %IL,D,,, (4.23b)
D =hI_+ %m,m, + %H,,D,,, (4.23¢)

A fenti egyenletrendszerek megoldasai a kovetkezéek lesznek:

Hnn — Cs (Hnnsz - H%z)

Dy =1 . 4.24;
(1 - Cann) (1 - Cstz> - CncsH%z/ ( a)
II
D,.=h e , 4.24b
(1 - Cann) (1 - Cstz) - cncsH%z ( )
_ _ 7712
Dzz — % sz Cn (szHnn an) (424(3)

(1 - annn) (1 - Cstz) - CnCSHQ ’

nz
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HnQ — Cs (HnQsz anHzQ)

Dng = h(l — Colln) (1= cI1.2) — coc, 12, (4.24d)
D.g = e (e bl (1210
Dyg=h ( H; AT HQ) (4.241)
L = i e e BT
Doq = hi{llog — cn (oIl — 1) — ¢ (Hgoll.. — 11%,)
+enes [Mog (MnlL: —117.) — Mg (IL21Tg — 1. 11q)
—ILg (ypILg — WeadLig)]} / [(1 = callyn) (1 — 6IL.) — cne 2], (4.24h)

Dg-q = 1{llg—q — cn (Tlg—qIlum — Thglly—q) — ¢ (g-oIL:: — oIl q)
+CnCs [HQ—Q (Hnnsz - Hiz) - HnQ (szHn—Q - anHz—Q)

g (Mpallmg — 1L, 0)]} / [(1 = ullin) (1 = 6l1L2) — o IT2, ], (4.240)

D*Q*Q =h {H,Q,Q — Cp (HfoQHnn - HEL—Q) — Cg (H,Q,QHZZ - Hz—Q)
+cCncs [H—Q—Q (Hnnsz - Hi;) - Hn—Q (szHn—Q - anHz—Q)

_HzfQ (H'rmHzfQ - annan)]}/ [(1 - Cann) (1 - CSHZZ) - Cncsniz] ) (424.])

Mo, =% (M0 — 18

Dy =h , (4.24K)
T (-5 ) - ()
H+,
D, =h : (4.241)
g (-1 - (3)
D —p— =% (H”H“ ) (4.24m)
(1= 5T0) (1-5T) — (3)' 8
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Ferromdgneses eset:

A ™ matrixhoz tartozo sajatvektorok:

1 1 1

_ R ],
AR L] I R C AT

1 -1 1

Ekkor projektoros felbontashan
g(l) =3cx, oX, t2¢X, 0X,- (4.25)

A C® matrixhoz tartozo sajatvektorok:

_ Lt oy =L ! (4.26)
= ov2 g =2l 4
Projektoros felbontasban
Q(Z) =2Cs X+ O Xa- (4.27)
A C®) matrix sajatvektorai:
1 (1 , 1 1
X =% X = (4.28)
RZA! RV
és a projektoros felbontasban
Q(S) =2cx Ox - (4.29)

A CW &5 C®) matrixok azonosan 0 szamok, a hozzajuk tartozo sajatvektorok egy-

dimenziosak Xog=X o= 1. A fizikailag relevans korrelacios fiiggvényeket a polaris
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kolesonhatas esetéhez nagyon hasonlo modon kaphatjuk meg:

Dpn =3y, DVx (4.30a)
Dp.  =+V6x DYy, (4.30b)
D.. =2xDWy, (4.30¢)
Dy =0 (4.30d)
D =0, (4.30e)
D,qg =0 (4.30f)
D.g =0 (4.30g)
Dog =4x,DWx (4.30h)
DQ_Q = 0, (4 301)
D_g-q=4x_,D%% (4.30))
Dy =4x, D%y, (4.30k)
D.. =0, (4.301)
D__ =4x D®y . (4.30m)

A sajatvektorokkal jobbrol illetve balrél valo beszorzasok utén a kovetkezd egyenletek

adodnak:
Dnn = thn + CannDnn + Csl_Inanm (4313)
Dnz = ﬁan + CannDnz + CanzDzza (431b)
D.. =hll.. + ¢, 01,.D,. + ¢ .. D.., (4.31¢)

Ez megegyezik azzal, amit a polaris kolesonhatés esetén, a P2 fazisban kaptunk. A
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fennmarado egyenletek egyszeriiek lesznek:

Cs
Dyy  =hlliy+ 5H++D++:
D —Al 4 %H,,D,,,
Do = Hllge:

D-q-q=Ml-q-q-

Megoldva a fentieket a kovetkezs eredményeket kapjuk:

Hnn — Cs (Hnnsz - H%z)

Dy =h
nz

an

(1 - Cann) (1 - Cstz) - CTLCSHZ ’

D,. =h

sz —Cn (sznnn - Hz.z)

(1 - Cann) (1 - Cstz) - C’VLCSHZ ’

D.. =h ,
(1 - CTI,Hnn) (1 - Cstz) - Cn(:snyzlz/
I
D =h—
++ 1— %H.{_.*_’
I
D__ =h—F-
-5
Daq = hllge,

D_gq="Nl g ¢

(4.32a)
(4.32b)

(4.32¢)

(4.32d)

(4.33a)
(4.33b)
(4.33¢)
(4.33d)
(4.33¢)

(4.33f)

(4.33g)

Lathato, hogy a polaris kélesonhatas P2 fazisahoz képest egyes keresztkorrelacios fiiggvé-

nyek azonosan zérussa valnak. Ennek oka az, hogy csak olyan keresztkorrelacios fiiggvények

jelenhetnek meg, amelyeket gy kapunk meg, hogy a jobbrdl illetve balrol szorzd sajatvek-

torokat azonos altérbdl vessziik ki. Ezzel egy egyszerti feltételt kapunk arra, hogy melyik

keresztkorrelacios fiiggvény lesz azonosan zérus. Az is lathato, hogy a polaris koleson-

hatés P2 fazisanak alterei elgallithatoak a ferroméagneses eset altereinek direktdsszegeiként

is. Jelolje a polaris illetve ferromagneses eset altereit P és F™ n_m Gsszes lehetséges

értékeire. Ekkor P = FD @ W @ FO) g5 PR = @) g FO),
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A fenti eredmények fiiggetlenek a kozelités rendjétdl, csak a kondenzatum spinoranak
alakjatol és a kétrészecske kolesonhatas szerkezetétdl fiiggenek. Alkalmazasként két esetre
szamoljuk ki a Green- és korrelacios fiiggvényeket, illetve a hozzajuk tartozo elemi gerjesz-

téseket:

Bogoliubov-kézelitésben, amely a nulla és a kozel nulla hémérsékletii rendszer esetén

alkalmazhato

Hartree-kozelitésben, amely egy véges hémeérsékletii leirasat adja a rendszernek és a
Bose Einstein kondenzacio hémérséklete alatt és felett egyarant alkalmazhato
Veégig feltessziik, hogy a rendszer stirisége kicsi, azaz % < 1, ahol @ az s-hullamt szorési
hossz és 1o a részecskék atlagos tavolsaga. A (1.17) kétrészecske kolesonhatisban szerepld

paramétereket a spinor Bose-gizoknal szokasos modon véilasztjuk meg [30, 31]:

B Amh? ag + 2as

= (4.34a)
Amh? ay — ag

s = s 4.34b

“TM 3 (4.34b)

ahol ag és ay a 0 illetve 2 nagysagi spin csatorna s-hullami szoérasi hossza.

4.2. Altalanositott Hugenholtz-Pines tétel

Altalaban, ha egy Hugenholtz Pines tétel teljesiil, akkor az azt jelenti, hogy az egyrés-
zecske gerjesztésekben Goldstone modus jelenik meg. Esetiinkben a rendparaméter a kon-
denzatum hullamfiiggvénye (,/n.(,), a Goldstone modusok szama pedig annak fiiggetlen
fazisfluktudcionak szdmaval egyezik meg |47|. Polaris kolesonhatas esetén a P2 fazisban
a kondenzatum normalt spinora ¢ = ((4+,0,(_). Ezzel ekvivalens minden olyan spinor,
amely a (' = (¢, e"+,0,( e alaki. Lathato, hogy két fiiggetlen fizis van, azaz két
Goldstone modus varhato. Ferromégneses esetben a spinornak egy komponense nem zérus,
¢ = (1,0,0), amellyel ekvivalens az dsszes (' = ('¥+,0,0) alaki kifejezés. Egy fiiggetlen

fazis van, egy Goldstone modus jelenik meg.
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e Poldris kdlcsénhatds esete

A polaris kdlcsonhatés esetén a P2 fazisban az altalanositott Hugenholtz Pines tétel

alakja:
211 (0,0) = ¥ 7,(0,0) = 0, (4.35b)
Eff(O, 0) — Zfil(0,0) =0. (4.35¢)
Bizonyitas:

Tekintsiik a 4.2. (a) dbrén lathato diagramot. Ez egy olyan n-ed rendii egyrészecske
irreducibilis diagram, amely ¢ darab kondenzatumvonallal rendelkezik a + és j darab
kondenzatumvonallal a — spinvetiilet irdnyaban, tovdbba nincs egyetlen kiilsG vo-
nala sem. A kondenzatumvonalakat most kérrel reprezentaljuk. Nevezziik el az ilyen

Vii_vel. Ttt n utal a perturba-

tipusi diagrammot vikuumdiagramnak és jeloljiik <I>£.¢n
cioszamitas rendjére, a pedig azokat a vakuumdiagramokat indexeli, amelyek azonos
n, 1, j szamokkal jellemezhetGek, de mas-méas a topoldogiajuk, igy mas-mas jarulékot
adnak. A részecske és spinmegmaraddas kovetkeztében i és j paros kell legyen; a be-
mend és kimend kondenzatumvonalak szimanak meg kell egyeznie mind a 4, mind
a — spinvetiilet irdnyaban. A 4.2. (a) Abran bal illetve jobb oldalra vannak rendezve
azok a kondenzatumvonalak, amelyeket kimend illetve bemend vonallal helyettesi-

thetiink. A X77(0,0) normalis szabadenergia n-ed rendi kifejezését tigy kaphatjuk

meg, ha az n-ed rendd vikuumdiagramokban két megfelelGen valasztott kondenza-
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tumvonalat lecseréliink egy bemeng illetve egy kimend vonalra. Ennek megfelelGen:

ZZ < ) (4.36)

¥17(0,0)
11 Tlc+

A %17,(0,0) anomalis sajatenergidt tigy kapjuk meg, ha két megfelelsen valasztott

kondenzatumvonalat kimend vonalakkal helyettesitiink, ekkor

ZZ < > ( ) R (4.37)

(
X0

"(‘ ,+

Hasonloan szamolhatjuk ki azokat az irreducibilis diagramokat, amelyek egyetlen

( ) i (4.38)

Felhasznalva a (4.36),(4.37) és (4.38) egyenleteket a kivetkezd kifejezésre jutunk:

bemend vonallal rendelkeznek, azaz

1
¥17(0,0) — 3771,(0,0) = Tﬁz&. (4.39)
Korsibban lattuk mar, hogy (2.16) feltétel a $j, = 0-t eredményezi, azaz a a (4.39)
éppen a (4.35a) kifejezést adja. A bizonyitds hasonld modon végezhets el a tobbi

esetre is.

Belathato, hogy a fenti Gsszefiiggések teljesiilése sziikséges feltétele annak, hogy gap
nélkiili gerjesztések jelenjenek meg. Ez azt jelenti, hogy a (4.2a)-ben definialt Green—

fliggvény matrix nevezgje eltiinik, ha k = 0 és iw, = 0.

e Ferromdgneses eset A ferromégneses esetben a bizonyitas analog modon torténik.
A kiilonbség az, hogy nem lesz kondenzatum a — spinvetiilet irdnyaban, igy az

Hugenholtz—Pines tétel egyetlen egyenletbdl all:

$7(0,0) — X77,(0,0) = 0. (4.40)
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Ez biztositja azt, hogy a (4.4a)-tel megadott Green-fiiggvény matrix nevezdje zérus

legyen k =0 és iw, = 0 esetén.

4.3. Osszegszabalyok

Az altalanos elmélet szerint a termodinamikai derivéaltak és a korrelacios fiiggvények kozott
fennallnak bizonyos Osszefiiggések, amelyeket Osszegszabalyoknak neveziink. Ezek koziil

most a kovetkeziekre lesz sziikségiink:

(ﬁ) = L im Dk, 0), (4.41a)
o .3 k—0

om gnB .

any — _9ks 4.41
(@B)m iy Des(k0), (4.41b)
on _ ghB . )
(aT%)T, =57 lim D,..(k, 0). (4.41c)

Belathatjuk ezen dsszefiiggések helyességét, ha dsszehasonlitjuk a (3.32) termodinamikai
derivaltak és a (4.33) korrelacios fiiggvények alakjait. 1177, (k, iw,) buborék diagram (4.52)

alakjat felhasznalva kozvetlen szamolassal is belathato, hogy

P =-IITi(k —0,0), (4.42a)
Q= -1IH(k — 0,0), (4.42b)
R=-II""(k —0,0). (4.42c)
S6t az is igaz, hogy
P — 11t (k, iw,), (4.43a)
Q — —13(k, iw,), (4.43b)

R — —IZZ(k, iwy). (4.43¢)
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helyettesitéssel a termodinamikai derivaltak és a korrelacios fiiggvények egymasba mennek
at.

Felirhato-e vajon Osszegszabaly a rogzitett részecskesiiriiség mellett felirt derivaltakra?
A maégneses atalakulas szempontjabol fontos derivéalt a (9m/0B)r,,. Koézvetlen szamoléssal

belathato, hogy

<8m) — s (P+ R)Q+4PR (4.44)
Tn

9B P+Q+R+c[(P+R)Q+4PR]

Az Gsszegszabalyokbol kovetkezik, hogy ha (3.32d)-ben elvégezziik a ¢, /c; — oo hatérese-
tet, akkor ugyanezt az alakot kapjuk (ekkor a maradék 3 derivalt zérus lesz). Ez azonban
kevéssé vilagitja meg, hogy (9m/0B)r, milyen kapcsolatban all a korrelacios fiiggvények-
kel. Erre a kérdésre a linearis valasz elmélet segitségével adhatunk egy szemléletes levezetést
[51]. A lineéris valasz elmélet szerint a részecskestiriiség és a magnesezettség fluktudcioit a
hozzajuk tartozo kiilss terek, du(k, w) illetve 6 B(k, w) valtozéasai keltik és Gket a korrelacios

fliggvények kapcsoljak ossze, azaz

on(k,w) = —%Dm(k,w)éu(hw) - WTBDnz(k,w)zSB(k?w), (4.452)
Smi(l, w) — f%Dm(k,w)ﬁu(k,w) ~ B (1, )0B (K ). (4.45b)

A (4.45a) egyenletbdl

- D,.(k,w) on(k,w)
k,w) = —gup 2Bk w) — i— . 4.4
pk,w) B e ) (k,w) Dl o) (4.46)
Ezt behelyettesitve (4.45b) egyenletbe kapjuk, hogy
Dzn Dnn k, Dzz k7 - Dnz k7 Dzn k7
om(k,w) = on(k,w) — 95 Dun ke, ) Dz (k. ) (k@) Den w)JB(kw).

D’V”l ’ h D?’l7l(k7 UJ)
(4.47)
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Ezt Gsszehasonlitva (4.45) egyenletekkel definidlhatjuk Dgz)(k,w) korrelacios fiiggvényt a

kovetkezé modon:

Dyn(k,w)D...(k,w) = D,.(k,w)D.,(k,w)

DLk, w) = Do)

(4.48)

A mégneses szuszceptibilitdas megkaphato a valaszfiiggvény sztatikus hataresetébdl, azaz
am om(k, 0)
i = lim — 2~ 4.49
(aB> 22 5B(k,0)° (490)

és 11<intl) on(k,0) = 0. (4.49D)
Felhasznalva a (4.47) egyenletet felirhatjuk, hogy

om gUB .. (n) _
= =-2£ " (k, 4
<6B>T$n 7 um D2 (k, 0), (4.50)

ami éppen a keresett Osszegszabaly.

4.4. Az O6nkonzisztens RPA-kozelités altalanos elemei

A 4.1. fejezetben a Green- és korrelacios fiiggvények altalanos tulajdonsigait targyal-
tuk. A kovetkezGekben egy onkonzisztens kozelités keretein beliil megadjuk ezen kifeje-
zések alakjait. Az elsG lépés a proper Green-fiiggvények meghatarozasa. A Bogoliubov-
kozelitéshez [lasd Fiiggelék| képest ezek kiszamolasa bonyolultabb. Ennek oka az, hogy
a proper Green-fiiggvényeket a proper sajatenergidk hatérozzék meg, amelyek viszont a
Hartree-tagokon keresztiil maguk is fiiggenek a proper Green-fiiggvényektdl, azaz proper
a Green-fiiggvényeket dnkonzisztensen kell meghataroznunk. Az dnkonzisztenciat megkd-
vetelve belathato, hogy létezik olyan megoldas, amelyben a proper sajatenergiak a spi-
nindexekben és a gorog indexekben is diagondlisnak lesznek a proper Green-fiiggvényekkel
egyiitt.

Az iteralas diagramtechnikailag tekintve azt jelenti, hogy Hartree-tagokat helyettesi-
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4.2. dbra. Az Hartree-kozelitésben hasznalt regularis polarizacio

tiink egymasba, ami azt fogja eredményezni, hogy a kétrészecske kolesonhatast egy bu-
boréksorral kell helyettesiteniink. Ez az tn. véletlen fazistu kozelités (Random Phase
Approximation). Masképpen fogalmazva egy effektiv kolesonhatast vezethetiink be, ame-
lyet a (4.51) egyenlet definidl:

T = Vi WV, (4.51)
Ezt az egyenletet a 4.1. abra szemlélteti grafikusan.

A 4. fejezethen mar emlitettiik, hogy I kifejezés nem mas, mint olyan diagramok
Osszessége, amelyek abban az esetben sem esnek szét, ha vagy egy kolesonhatési vagy egy
belss vonalat vagunk el benniik. A Hartree-kizelitésben reguléris polarizécioként a proper
Green-fiiggvényekbdl felépitett legegyszertbb kifejezés lesz, amely a buborék diagram (4.2.

abra). Ezt a diagramot kiértékelve:

dq 1
(27)? Bh

CRIICE (ki) = / S G (@ i) G (K + i + ). (4.52)
iVn

Miutan a proper Green-fiiggvények diagonalisak a spinindexeikben, ezért csak az olyan
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reguldris polarizaciok maradnak meg, ahol r =1/ és s = &
A tovabbiakban sziikségiink lesz az dielektromos fiiggvényekre, amelyeket a kivetkezd
modon vezetiink be:
€cn = 030, — IV (4.53)
A korrelacios fiiggvényeknél alkalmazott felbontéas a dielektromos fiiggvényekre is elvégez-

het§ és a reguldris részeikre igaz lesz, hogy

€€ = 830~ TV, (4.54a)

(rn _ l(n) _ H(T)(")Q(n)7 (4.54b)

ey

ahol n felveszi az Gsszes lehetséges értékét. Ekkor az effektiv potencidlra teljesiil az, hogy
WM = o) (4.55)

ahol n felveszi az Osszes lehetséges értékét. Belathato, hogy a proper Green-fiiggvények
diagonalitisa azt fogja eredményezni, hogy az effektiv kilcsénhatas és az eredeti azonos
szerkezeti, azaz ha egy adott spinindex kiosztasra az eredeti kélesénhatdas zérus volt, akkor
az effektiv is az lesz és forditva, ha nem volt zérus, akkor az effektiv sem lesz az.

Az improper sajatenergidk diagramjai is megvaltoznak, az eredeti kolesonhatast az
effektiv potenciallal kell helyettesiteniink (3.1. abra legalso diagramja). Ennek megfelelGen

az improper sajatenergiak kifejezései

M = (M ) = rtn oW (4.56a)

Mt = (M) = B GG (4.56b)

st/
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4.5. Polaris kolcsonhatas esete, P2 fazis

A proper sajatenergidkat és Green-fiiggvényeket mar felirtuk a 3.2. fejezethen. Emlékez-

tetGiil még egyszer az alakjuk:

£ = 1 10075805 (4.57)
5 67-35047
=T 4.58
Gor aiw, — h~tey (4.58)
Ennek megfelelGen a szinguléris polarizaciok megegyeznek a Bogoliubov-kozelitéshen hasz-
néltakkal (A.92), de a véges homérséklet kivetkezményeként megjelennek a regularis pola-
rizaciok is. Az effektiv potencial meghatarozasihoz sziikségiink van a regularis polarizaciok

matrixszal felirt alakjaira, amelyek a kovetkezd egyszerti alakot 6ltik:
Q(n) =TI, i(n)A (4.59)

A regularis polarizaciok ismeretében az effektiv potencial meghatarozhato a (4.51),(4.54)

és (4.55) egyenletekbdl:

[ e e e e e o o]
a’ ) 0o
Wy =1 ch—c e ¢ 4ce” 00| (4.60a)
0 0 0 00
0 0 o oo

¢ " o0 o
¢ e 0o
0o o ¢ ¢
0o o0 ¢ ¢

, (4.60b)

ab
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ahol

Cn

" _ ~ 4.61:
O = T ek, i) (4.61a)
e = & (4.61b)

s 1= 2¢,I0p(k, iw,)

Lathato, hogy az effektiv potencialt (W?,) tgy kapjuk meg, ha az eredeti potencidlban

(V13 elvégerziik ¢, — C )¢y — CI) helyettesitést. Fzck utan a improper sajatencrgiak

konnyen felirhatoak:

€+ciNned @V -Cmecrc- @+ et (@ = neci¢-

@ —cnecice €D +emeez (@0 -8 mecsce € +eD)nec?

M =n1 . (4.62a)
Cer+eMneez € —cnegic- @+ nez e —c)ne¢i o
(R N S (S NG ) N N (SR S O G (o1 ST ) P ,

N
(r) ()
Cs''ne 2Cs "neCy (-
9 B § §
MG =nrt . (4.62b)
2 necic- cne

%)

A Green-fiiggvényeket kétféleképpen kaphatjuk meg. Az egyik lehetGség, hogy a (4.10b),
(4.57) és (4.62) egyenleteket hasznaljuk, ahogy azt a Bogoliubov-kizelitéshen tettitk. A
masik lehetGség az, hogy a Bogoliubov-megoldasokban elvégezziik a fenn mar emlitett

cp — C,(,,T), Cs — C,§T> helyettesitést, figyelembe véve azt, hogy a spinor nem valtozik, azaz a

f‘*:f kombinéaci6 is valtozatlan marad.
A1 (kjiwn,fwr) O (k,iwn,Awr,) By (k,iwn, hwr,) D1 (kiwn,fwy,)
g“) 1 Cy(kyiwn,hwr,) A1 (k,—iwn,fiwy)  Di(kjiwn,iwr) — Bi(kiwn,fwr)

0 = A (K, i) ’

By (kjiwn,hwr)  Di(kiwn,fwr)  Ai(kjiwn,~lwr)  Ci(kiwn,~hwy)

Di(kjiwn,fwy)  Bi(kjiwnlwr)  Ci(kjiwn,~hwr)  Ai(k,—iwn,~hwr) s
.

(4.63)
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ahol
Ay (K, iw,, hwp) = (1 — 2¢,IT0) (1 — 3¢,TTp) (iw,)?
. 1 Ror\] .
+h7 [ex(1 — 2¢:I0p) (1 — 3¢, ITp) + 3 (cn + s — Denesllp) ne [ 1+ (iwy,)
CoNe
o o Twp \ | .
—h77 |ep(1 = 2¢,I0p) (1 — 3¢, Ilp) + ex (¢ + ¢5 — BepesIlp) ne [ 1 — on (iwy,)
stte
_3 3 1 2 erL
—h? e (1 — 2¢,I0p) (1 — 3e,Ilp) + 3 (cn 4 ¢s — Beneslly) neey, | 3 — o
B\ 2
+26kcncsnz <1 — < L> >:| s
CoNe
2%
1 hw
By (k, iwy,, hwy) = 5?’1’1 (en — ¢s + cnesllp) ne |1 — ( L) } (iwn + ﬁ’lek)Q,
CoNe
) 1 -1 fz/.uf, . 9
Cy(k, iwy, hwy) = 7§ﬁ (cn + s — benesIlp) ne [ 1+ (iwn)
CoNe
1 fiw fiwr \
+h! 7ei (en + s — Bepeslly) ne <1 + L> + 2€kcncsn§ <1 - ( wL) >:| ,
2 CsNe CsNe
1
1 hw 2
Dy (k,iwy,, hwr) = iﬁ_l (en — ¢s + cneslly) ne {1 — ( L)} (—(iwn)* + i %eq) .
CoNe
AW (K, iwy,) = [(iwn)? — €2]2(1 — 2¢,I15) (1 — 3¢,1Tp)
o\ 2
—20h ey (cn + ¢y — Sencslo)ne(iw,)? — et] + 4h ek cncon? |:1 — < L> :| , (4.63b)
CoNe
6s
> 1 142(1{7 iwn,ﬁwL) Bg(k,iw,l,ﬁwL)
% = , (4.63c)

CAOKwn) | Bk, i, Fwy)  As(k, —iwn, Fwr) S
5
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ahol

Aa(k, iwy, hwp) = (iw, + b e ) (1 — 2¢,T10)% + Bt eane(1 — 2¢,T1y),

hwy,

CsNe

Ba(k, iw,, hwy) = —h~con, {1 - ( )] : (1 — 2¢,T1y),

AP (K, iw,) = [(iw,)? — B 2e2)(1 — 2¢,01)? — 20 2ercsne(1 — 2¢,ITg) —w?.  (4.63d)

A korrelacios fiiggvényeket a (4.19), (4.20), (4.21) és (4.22) kifejezések adjék meg. Sziik-

ségiink lesz még a polarizaciok kifejezéseire, amelyekben most megjelennek a regularis po-

larizaciokbol jova tagok is:

M, =3+ 1%,
s)++ $)——

. =097 -n9

M.. =2+ 0 1@,

Mo =2 (H(‘“’),++ +11 *’l“) ,
Lo =2 (n KA | (i

)
10, <H(s)++ +H )
).

M_q_q = 4y + 411,
M. =4I +2 <H(°)O+ H{f_)*o) ,
M =2 (I ),

L. =4I +2 <H P+ 4 Hgi)*”)

és a szingularis polarizaciok ugyanazok, mint a Bogoliubov-kozelitésben.

Ezek utan a
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korrelacios fiiggvények a kovetkezs alakot 6ltik:

Dy (k,iwy,) = h{SHO(l — 2¢,1To) [(iwn)? — h2el]* + 20 2exne (1 — 5e,I0p) [(iw,)? — B 26}

o\ 2
—4h~*eteon? |:1 — (—L>
CSnC

o wp (w,)? — h e
D, (k,iw,) = ZGRZT,

} JAD), (4.65a)
(4.65b)

D..(k,iw,) = h{QHO(l — 3c, ) [(iwn)? — B 2eg]? + 2k 2(1 — 5eully)exne[(iw,)* — B 2e}]

‘ hwp \?
—4h e e,n? {1 - < L)

CsNe

} JAD, (4.65¢)

1

212
DnQ(ka iwn) = 2ﬁ716k”c |:1 - <ML> :| {(1 - QCSHO)[(iw’Il)2 - ﬁi?ﬁ‘lz(]q - 2L‘-)L(i"‘)n)

Csne
—zir?ekcsnc} /AW, (4.65d)
2%
D.q(k, iw,) = 2n, {1 - (f””) } { — (1= 3eaTl) (iwn)[(iwn)® — h2€}]
CsMe
+2h 2 excpne(iwy,) + 2ﬁ’26iwLﬁ}/A(l), (4.65¢)
Cs
D,_o(k,iw,) = Dpo(k, —iwy,), (4.65f)
D._q(k, iw,) = Dag(k, —iw,), (4.65g)
; (0 V2 2,2 -1 Twy, .
Dy (k,iw,) = 271,6{2ﬁH0(1 —2¢,lp)n;  [(iwn)* — h%ei] — 4R excsTlo + — (iwy,)
stbe
Hhw 2
ey + fflﬂ} JA®, (4.65h)
CsMe

1
2

JA®, (4.651)

Dy (k,iw,) = 2 "n.ex

()
CsNe

D__(k,iw,) = Dy (k, —iw,), (4.65j)
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Doo(k, iw,) = 4RI + 4h[(iw,)? — B 262 [e, (M 4 1) 7)?

Fe (MO T )2(1 — e, T0g) — dene, (T 4 1))
ey (MO IO L /A0, (4.65K)

Do-o(k, iw,) = 4h[(iw,)? — b 22 (e, (NP 4+ 1172

e (T = T1E77)2(1 = ¢,Tg) — 8epe T (1))

SRVPEON) ) Sl | AUARS ) ORI | UARD ) Lean ) Luand | NG (4.651)
D,Q,Q(k7 iwn) = DQQ(k7 wn) (465111)

Tovabba az is kénnyen belathato, hogy

Y = deteM[(iw,)? — i 2e]?, (4.66a)

D = dete? [(iw,)* — T %eg], (4.66Db)

ahol

detg(l) = (1 - Cann)(l - Cstz) Cncsnnzv (466(’)
2
dete® = (1 - %H++> (1 - %H,,) - %HQ (4.66d)

A (4.66) egyenletek azt mutatjak, hogy az egyrészecske és kollektiv gerjesztések hibri-

dizalodnak, azaz az egyrészecske és kollektiv gerjesztések spektrumai megegyeznek.
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4.6. Ferromagneses kolcsonhatas esete

A proper sajatenergidkat felirtuk a 3.3 fejezetben. Emlékeztetéiil az alakjuk még egyszer:

Sad =1 by, (4.67a)
S0 =1 (pto — com + wp) b, (4.67b)
f];; = (1o — 2¢5m + 2hwr,)San.- (4.67c)

Innen a proper Green-fiiggvények:

5 1

e i) — )
Gary (k,iwy) = i — ey (4.68a)
5 1

o) (k, iw,) = : 4.681
Gory (ke eon) aiw, — Y ex — csm + hwr)’ (4.68b)
5 . 1
gom (k7 an) = (—168(‘)

aiw, — ey — 2cem + 2hwr)”

Az effektiv potencial meghatéarozasahoz sziikségiink van a reguléris polarizaciokra illetve a

beldliik felépitett métrix alakokra:

n o 0
nyW=1 o np® o (4.692)
(-
0 o u ]
o+ 0
my® = | : (4.69b)
o m{°
0 ab
) H(r)+0 0
e _ | or (4.69¢)
' 0o mn-
-0 ab

(4.69d)
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Felhasznalva a (4.51),(4.54) és (4.55) egyenleteket, az effektiv potencidlra azt kapjuk, hogy

C'n,+L's_CnC.=(Héz)00+4n(:_)777) en—2ene T en—cstencs Ty
ﬁ(]):m en—2epe T Cn—cncs (H(ﬂf“rﬂ(f):ﬂ C!l72CTLCsH$l++ >
cn—csﬁ»cncsﬂ(:}j)r r:n—ancsl'ISrjr+Jr Cp+Cs—CnCs (Hég)00+4l'[(+r)+++)

(4.70a)

1 Cs C

(2) _ s S
W dete®@ e | (4.70b)

. 1 Cs Cs
@ = 4.70c
- detg(r)(g) e Cs ’ ( )
W =Wt =0, (4.70d)

ahol
detg(r)(l) = (1= I (1 = ,II7)) — cncsﬂﬁfz)Q, (4.70¢)
r Cs o (r
dete® =1 — 511117 (4.70f)
dete™® =1 — %HYL (4.70g)
és

n) =m0 4l 4+t (4.70n)
ne =t nt) (4.701)
ne =nyt —nt—) (4.705)
¢, =2 (ng +nf™°), (4.70K)

e =2 (1) + ). (4.701)
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Az effektiv potencial ismeretében az improper sajatenergiak:

S _ 1 pPne |11
Mof =0 et | | (4.712)
€ y
(2) -1 det§(1T>(2) 0
My =h e, = : , (4.71b)
0 T |
M=o, (4.71c)

ahol p = ¢, + ¢5 — cpcs (H(()B)OO +4H(f):7). A Green-fiiggvényeket a (4.10b), (4.68) és

(A.102) kifejezések felhasznaldsaval kaphatjuk meg.

g 1 [iw, + ﬁ’lek]detg(r)(l) + At pn, —hpne
AWM —h pne [—iwy, + h~ ey ]dete™ + = pn, 7
€ a
(4.72a)
dete™®
©)

Q’fﬁ) = & dete(™)(3) ) (4.72b)

AG) oy

L 0
g((li‘:/) _ (iwn)—h 1 (ex—2csm+2hwr) , (472C)

0

1
—(iwn) =R~ (ex—2csm+2hwr) | oy

ahol bevezettiik a

AD = [(iw,)? — ﬁ’Qei]detE(”m — 20 ey,

S
=
w

— o~~~
; ol
~N N
ot =~ <
NN NN

A® = [(iw,) — E(ex — cym + hwp)|dete™® — i eon,.,

AB) = [—(iwy) — B~ ey — com + ﬁ/.uL)]detg(r)w) — b tean,

=
-~
=)

kifejezést.
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A korrelacios fiiggvényeket a (4.30) kifejezések adjak meg. Ehhez sziikségiink lesz a

polarizaciokra:
M, =00+, (4.77a)
M, =19+, (4.77b)
.. =08+ a9, (4.77¢)
m,  =n{) +2mf)°r, (4.77d)
n_ =n" 4onf), (4.77¢)
Moo =4n{ " 44—, (4.77f)
Mg o=4n" 40, (4.77g)
ahol
2h2exn
mrt == ke 4.78¢
E (iwn)? — h2e}’ (4.782)
h'n
et — © 4.78b
+0 iwy, — h Y (ex — csm + hwr)’ ( )
A n.
e = c 4.78
0+ —iw, — i~ (ex — csm + hwr)’ (4.78¢)
_ hn,
o+ = c 4.78d
A iwy, — h1(ex — 2¢sm + 2hwy)’ ( )
g filn,
e = fle (4.78¢)

—iwy, — b (ex — 2com + 2hwr)
Ezek utén a korrelacios fiiggvények:

T ) [ — (1) + 417 7)) 4+ 1™ + 117 (1 — e, 115

Drm(k7 iwn) = ﬁ(

dete®)
(4.79a)
Do ien) = ﬁ(nﬁ* F )1 = e, (™ 4 a1t =)+ 7 (1 = o, T
2z y Wn ) — detg(l)

(4.79D)
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NAGARINE ) (AR | (ol

D,. (K, iw,) = h L (4.79¢)
D (ki) = ol + g*ti(; nl i (4.79d)
D__(k,iwy) = Dy (k, —iw,) (4.79)
Doo(k, iw,) = 4RI+ + I (4.79f)
D_o-o(k. iw,) = Dog(k, —iw,), (4.79g)
ahol
dete = (1= ¢ulln) (1 = &1L2) = eIl (4.79h)
dete® =1 — %HH, (4.79)
dete® =1 — %H,,. (4.79))

Ferromagneses esetben is hibridizdlodnak az egyrészecske és kollektiv gerjesztések, azaz

AW = [(iw,)? — h%eq]deteV, (4.80)
A® = [(iw,) — i e — com + ﬁwL)]detga), (4.81)
AW = [—(iw,) — h (ex — com + hwp)]]dete™, (4.82)

tovabbé a G(ﬁ)—ben és a Dgg-ban illetve a G@{_l—ben és a D_g_g-ban megjelend gerjesz-

tések egyeznek meg.

Tartsunk a magneses térrel zérushoz! Ekkor a ferromégneses esetben a Green- és kor-
relacios fiiggvények atmennek a [45] eredményeibe (mind Bogoliubov-, mind a Hartree-
kozelitésben). A poléris kilesonhatés esetében [45] eredményeit viszont nem kapjuk meg.

Ennek oka szintén a 4. fejezetben mar emlitett spinorkiilonbozdség. Természetesen, ahogy
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a spinorok egymasba transzforméalhatoak, gy Green- és korrelacios fiiggvények is attransz-

formalhatoak egymasba.

4.7. Szimmetrikus fazis

Mar emlitettiik, hogy a 2.1. fejezetben bevezetett Green-fiiggvény definicié kondenzatum
jelenléte nélkiil is fennéll, mert a (2.2) kanonikus transzforméacio ekkor egy identitést jelent.
A korrelacios fiiggvények alakjai szintén hasznalhatoak, hiszen azokat az eredeti keltd illetve

eltiintetd operatorokkal vezettiik be.



5. fejezet

Kollektiv gerjesztések RPA-kozelitésben

Az allapotegyenlet megoldaséaval az egyes fazisok tulajdonsagairol illetve a hataraikon vég-
bemend fazisatalakuldsokrol kaphattunk képet. A kovetkezGekben a rendszer dinamikai
tulajdonsagait vizsgaljuk meg, kiilon hangsulyt fektetve a fazisatalakulasok kizelében tor-
ténd dinamikai valtozasokra. A rendszer dinamikai tulajdonsagainak vizsgalata soran me-
ghatarozzuk a kiilonboz6 egyrészecske illetve kollektiv gerjesztési spektrumokat, amelyeket
a retardalt Green- illetve korrelacios fiiggvények polusai adnak meg. Az altalanos elmélet
szerint a gerjesztéseket a polusok a komplex felsd sikra valo kiterjesztésével kaphatjuk meg
oly modon, hogy a polusok valos része felel meg a gerjesztés frekvenciajanak (energiaja-
nak), mig a képzetes rész adja a gerjesztés csillapodésit'. A ferromagneses kdlesénhatas
esetén illetve a polaris kélesonhatas esetén a P1 fazisban, ahol n. = n. vezessiik be a

kovetkez6 karakterisztikus hosszisdgokat:

1

AZh(Zi]) , (5.1a)
h
B o_ M 5.1b
&= e (5.1b)
M )
&= Tnttng (5.1¢)

"Ennek inverze a gerjesztés élettartama.
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illetve a polaris kolecsonhatas esetén a P2 fazisban

h
e 5.1d
bns VAMn, _|cp (5.1d)
. M
= i (5.1e)
(5.1f)

ahol A a termikus hullamhossz, &P, illetve €7 a megfelels csatolasi allanddhoz tartozo
Bose Einstein kondenzaciot illetve a P2 fazisbeli rendparaméterét (¢ ) jellemz6 Bogoliubov
(atlagtér) korrelacios hossz ¢s £ illetve ¢~ a Bose Einstein kondenzacio illetve a P2 fazisbeli
rendparaméterének kritikus fluktuécioit jellemz6 hossz. A Bose Einstein kondenzatummal
rendelkez fazisokban a fizikailag relevans és kisérletileg is elérhetd tartoméany az atmeneti

hémérsékleti tartomany, amelyet a

Ens > €A (5:2)

feltétel hataroz meg. Ha kXA < 1 feltétel teljesiil a kisérletileg szoba jové hullamhosszakra,
akkor a buborék jaruléka kozelithetd analitikus kifejezésekkel.

A szamolés attekinthetdségének érdekében definidljunk a kévetkezé dimenziotlan kife-

jezéseket:
ﬁ,
0="% (5.3a)
ek
b= BgupB, (5.3b)
Yo = ﬁ‘cs|nc7 (53C)
tovabba a ferromagneses esetben
5 = B(les|m + gupB). (5.3d)

A kordbban felirt polarizaciok koziil a szingularisak kozvetleniil zart alakban irhatoak

fel, de a gerjesztések analitikus meghatarozaséhoz sziikségiink lesz a buborék jarulékédnak
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egy az iw,-ben és k-ban felirt zart alakjara is. Induljunk ki a buborék (4.52) alakjabol és
hasznaljuk ki azt, hogy a proper Green-fiiggvények diagonalisak a spin indexiikben. Ekkor

a (4.52) kifejezés el nem tiinG tagjai

1 / @q n°(exrq + h55) — n°(eq + HT) (5.4)

0 (k, iw,) = —+ . =
) = T [ B i — B ags — cq) — AS

ahol AY = 535 — 577 és n°(ex) az idealis Bose-géz betdlteési fiiggvénye. Vezessiik be a

kovetkezG jeloléseket is:

0. = IS, (5.5a)

o, = BhSY]. (5.5b)

Az un. retarddlt alakot akkor kapjuk, ha a (5.4) kifejezést kifolytatjuk a komplex felsg
félsikra oly modon, hogy iw, helyébe w + in-t helyettesitiink be. A regularis polarizaciok
szamolasa zérus mégneses térben [24, 45| cikkekben taldlhato meg. A tovabbiakban az
ezekben kapott eredményeket hasznaljuk fel és terjesztjiik ki megfelel6 modon a véges

magneses tér esetére.

5.1. Polaris kolcsonhatas esete, P2 fazis

A poléris kélesonhatéas esetén a legkézenfekvébb kérdés az, hogy hogyan viselkednek a
gerjesztések a P2-P1 fazisatalakulas hataran, melyik lesz ezek koziil a kritikus. Vizsgaljuk

B

meg elGszor részletesebben a P2 fazist a T'— B fazistérben. A X, 7, §’ viszonya alapjan a
P2 fazisban a T'— B tartoméany harom részre oszthato fel. Ez lathato a 5.1. abran. Az ,A”
tartomanyban \ > 8- ¢~ a B” tartomanyban £87 > A\ ¢~ mig a ,C” tartomanyban
&7 > €87 A A nem eltiing reguléris polarizaciok mind megegyeznek, azaz Iy (k, iw) = II57

minden r, s = 4,0, —ra, mivel 7, = 7, = 0 az Osszes proper Green-fiiggvényre [45|. Ezek
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B/B.(0)

A B T/T.
0 0.2 04 0.6 0.8 1

0

5.1. abra. A P2 fazis harom tartomanya. A jobb lathatosag érdekében az A" és ,C”
tartomanyokat kinagyitottuk.

utan a reguldris polarizacié az egyes tartomanyokban

3 -
5) A 1
n, 1o (k,w) = Cﬂg) ( 52)2 BNE az ,A” tartoményban, (5.6a)
e B
en sl (k,w) = % ((A;b_))z (Tl)\)ln (%) a ,B” és ,C” tartomanyokban. (5.6h)

A B’ és ,C” tartomanyokban tovabbi kozelitéssel élhetiink, ha teljesiil a > 1 feltétel.
Ez k — 0 mellett a Bogoliubov megoldésokra teljesiil. Mivel azt varjuk, hogy az RPA-
kozelités eredményei (a valos részek) nem térnek el jelentdsen a Bogoliubov megoldéstol,

ezért az | > 1 az RPA-kozelitésben is fenntarthatjuk, igy

(A7) 11 .
nslo(k,w) = — — 7
en,sTo(k, w) AR (5.7)
A szingularis polarizaciok alakja az egész P2 fazisban azonos:
1 b AN 11
I kw) = 5 (14— ) (5 ) oogmr
el o) =0a 5\ ) re 1 5

o 1 b AN\ 1 1 ;
cnysH(,), (k,w) = 3 <1 - %> <?> T (5.8b)

n,s



5.1. POLARIS KOLCSONHATAS ESETE, P2 FAZIS 89

(s)0+ (s)-0 1 b A\ 1 1 _
a8 (k) 100w = 55 (14 20) (g ) ey %)

Yo &0s (
. 90— 1 b AN 1 )
w520 £ 100 = s (1-00) () g 6
. . 1 B\2/ AN\ 1 1 ;
o167 0) + 5™ () = e (“?) (F) YRS
- 0 n,s

5.1.1. Sirtiséghullam, spinsfiriiséghullam és kvadrupolar-spinhul-

lam moédus

Az 3. fejezetben targyaltuk a P2-P1 fazisok hataran végbemend folytonos fazisatalakulast.
Tudjuk, hogy ehhez a fazisatalakulashoz tartozik egy lagy modus, amely a kritikus pont-
ban elttinik. Ez a modus a strtséghullam, spinstirtséghullam és kvadrupolar-spinhullam
gerjesztések egyike lesz, amelyek a magneses tér jelenlétében dsszekapesolodnak ( (4.65a).
(4.65¢) és (4.65k) kifejezések nevezsi azonosak) 2. Ezen gerjesztések spektrumat a (4.66c¢)

kifejezés zérushelyei adjak.
A megoldandé egyenlet:
(1= 2¢,T10) (1= 3¢,Tg) — (en+ s — 5ene, g ) IS +T19 77 ) e e IE T = 0. (5.9)

Az A” tartoméanyban ez a kivetkez$ egyenletet eredményezi a polaris és szinguléris pola-

2A mégneses tér megjelenése miatt a kondenzatum spinordban mar két nem zérus komponens van.
Magneses tér nélkiil is ugyanaz marad a spinor szerkezet, igy a modusok ekkor is Gsszekapcsolodnak.
Azonban a spinort ekkor megvalaszthatjuk ngy, hogy csak 1 komponense legyen zérustol kiilénbozd, amely
a modusok szétvalasahoz vezet. A két valasztasi lehetGséget ekkor egy spintérbeli forgatas kot Gssze.
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rizaciokat befrva:

1 A2 AN 1 5<(%) N3¢~ 111
e (5%?*) +<€§’> (kA2 Q2 -1 “qig2 (5}3*2@872) 02 — 1 (k)2 (UWA)?

(1) () e G0

A\ )\ ) (k)2 - 1) T ep-2eB2 (kN
(5.10)
Felhasznalva az > 1 feltételt és a megoldast
() 0
Q=—+0((kX
S0 (@)
alakban keresve egy valos egyiitthatos, negyedfoku egyenletet kapunk:
¢(2) < AT AT L (AN (Y
at, — |2 (2 +3 + 5 =) + (= a®
! [ o (P2 ()2 ¢ \\&F 3 ' (5.11)
5 [0
3 /\3 1— 1 b2 /\4 3 2 PV 2
+5C1(2)( 25 2>+7 I=— B—B—>+6<(2) (52)2:0
w22 \{P-7¢8- ¢ RG] & &l L S
A megoldas kénnyen felirhat6 innen:
1 A2 A2 (&) /.oxe- A
2 2
B <fo2 B 5572> s (35372 +2£B*2>
(5.12)

Lo @) e e\ 1 ow
id L (a=a2) S (g 2am)| “onae

A modusok tisztan valosak lesznek és hullimszammal linedrisan mennek: wy = ¢k és

. 2
(en + cs)ne + (3e, + 2¢5)p £ \/[(cn — ¢5)ne + (3cn — 2¢5)p]” + depen? (-‘7{“?3)

2 CsTe
L= 5

(5.13)
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ahol p = T'(3/2)¢(3/2)/47?\3 a nemkondenzélt részecskék siirtisége tetszdleges spinirany-
ban. Ez az eredmény 7" = 0 hémérsékleten megegyezik azzal, amit Ohmi és Machida kapott
a mozgasegyenlet vizsgilataval [37]. A (5.13)-ben a négyzetgydk alatti kifejezést ¢ /c,-ben

vezetd rendben kozelitve:

5 Gyl Csnyn_ -

_ Gy 5.14
GT M M (5.14)
5 CsNe csnan_ _

2 _ 14b
“T M nM (5.14b)

ahol n, = n., + n,. Ebben a kozelitésben a csillapodas csak nem zérus hémérsékleten
jelenik meg és exponencialisan kicsi lesz. Magasabb rendben Beliaev tipusi csillapodas
jelenik meg a gerjesztésben, amire részletes szamolast talalhatunk a skalar Bose géz esetén
a 56| hivatkozésban.

A ,B” tartomanyban a szingularis és regularis polarizaciok kifejezéseit beirva a (5.9)

egyenlet a kivetkezG alakra vezet:
Ay 11 (A& 11
(1+2grmna) (Hgrana)
1 A\ AN ) 1 1) 11 o
‘ﬁ(@f)*(@)'”ﬂ@gfvwmn(mvw1 (519)

L A 1 L
*E(‘%)@fﬁwmwm—m*'

Kihasznalva azt, hogy Q> 1 (igy Q2 — 1 ~ Q%)3 és a megoldast

a_1

2= 05

+ 0O ((kN)°) (5.16)

3Pontosabban: A megoldast (valojaban egy végtelen sor)

Nmaax

Q=" an(kN)"

“Nmin

alakban keressiik k& — 0 mellett. Ha n,,in 4+ Nmae < 0, akkor Q2 minden egyes tagja > 1, k — 0 esetén.Ez
a feltétel minden kozelitésiinknél fennall.
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alakban keresve a_;-re a kovetkezd egyenlet adodik:

e I CONCOREE DR

’5i12<(3§;))2 ”44( A& ( )

Ez egy negyedfoku egyenlet, amelynek megoldasat kozelitéssel adjuk meg. Legyen

(5.17)

a_y = a(_of +ia, (5.18)

ahol |a/a(f)i\ < 1és a(fli megoldésa a

@t 1 L)z (L)Q AT ) 2, 1 X ( ,Zi):
e ((5}3 o) eer) e Tagar\ )70
(5.19)

egyenletnek. Kihasznilva a £~ < §B feltételt a O << ) > tagokat elhanyagoljuk.
Ekkor

e M| 1 1 11y I .
(@)’ = 37 <5§>2+(s§>2#(<£§)2 (55*)2> ey 60

Ezutan a_, = a'%)+ia-t beirva a (5.17) egyenlethe és az |a/a(£)1>| < 1 feltételnek megfelelGen

az a-ban linearis tagokat megtartva, a-ra a kévetkezd kifejezést kapjuk:

(B2 28 P) (s — e ) €87€8
V(Y a2
(5.21)

SN2
E,,) ) feltételnek?. Az w is

)\ !
a= *4(3,723,)2 368 +280 )+

n,s

Lathato, hogy « tisztan valos, amely kovetkezmeénye az O (( c

4o képzetes részére nincs sziikségiink. Ez a teljes megoldas valos részéhez adna korrekeiot, de minket
elsgsorban a valos illetve a képzetes rész vezetd tagjai érdekelnek.
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linearis k-ban, de méar nem lesz tisztan valos: w = cpk — iy k, ahol

2
2 _ _ 2 g/J'BB Ne =
c Cn+cs £ \/(cn Cs)? + 4dencs < o, > i (5.22a)
(3en — 2¢5) (e — c5) M

Ve = |3y +2¢ £ (5.22b)

2| 8rh3l’
\/(Cn - (53)2 + 4Cncs (ECSI%)
A valos rész nem mas, mint a (A.108a) és (A.108b) altal megadott Bogoliubov megoldasok
k-ban lineéris kozelitése k — 0 hataresetben (ef elhanyagoldséval), azzal a lényeges kiilonb-
séggel, hogy az n. kondenzatumstriség véges hémérsékleten szamolandé. Kihasznédlva a

gyakorlatban megvalosulé ¢, > ¢, feltételt:

(e +cs)ne  Adegnesne_ cs

= o - i (5.23a)
4 ES/ C. c,— ;8 -

&= %% (5.23b)
3M gupB 2 _

Y= = [cn — Cq (%) kT, (5.23¢)
csM 5B\ _

-2 [2 +3 <g£’7fl> ksT. (5.23d)

A C” tartoményban szintén a (5.15) egyenletet kell megoldanunk, azzal a kiilonbséggel,
hogy a vezetd rendben més tagok maradnak meg. Csak az w_ = —iy_k gerjesztést kovetve

a megoldandé egyenlet:

L Ve 11 1 +i 1—5 A 1 1 0
TR W%/ (RPN (@2 —1)2
(5.24)
A megoldast 2 = (“k;/\') + O((kM)?) alakban keresve: a_; = 71152,{ (1 + %) Innen
3
- 8., (5.25)

5M2kpT"
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A fejezet elején emlitettiik mar, hogy a P2-P1 fazisatalakulashoz tartozik egy lagy gerjesz-
tési modus. A fenti harom tartomanyok vizsgalataval lathato, hogy ez nem més, mint az

w_ gerjesztési g, amely a fazisatalakulas hataran n._-szal tiinik el.

5.1.2. Spinhullam mdédus

Ezen gerjesztések spektrumat a (4.66d) kifejezés zérushelyei adjak. A megoldando egyenlet:

(1 = 26,T19)% — ¢4(1 — 2¢, ) (TG0 + 190 + 10 + 1§ ~)

(5.26)
—e2 (0 4 a2 — g+ mP )@+ i) o,

A spinhullim modus nem mutat kritikus viselkedést a P2-P1 fazis hataran, ezért csak a

fizikailag relevans ,B” tartomanyban vizsgalodunk. Beirva a polarizaciok kifejezéseit:

(e s0ed) - () ottt s

LR AN ~0
ACtAg \eP-) (A2 -1

(5.27)

Kihasznalva, hogy Q2 — 1 ~ Q2

OV N /AN 1 /AN 1 (e)2) 1
Pt an® (c (&) + (&) (mw“@fv) ey

3er—
—QiL(/\g )_1 - =0.
¢ (E87)* (RA)?
(5.28)
Tekintsiik a Bogoliubov megoldast:
w® = :I:ﬁ’l\/ei + 2excs No + (gupB)?. (5.29)

Ez egy gappel rendelkezG gerjesztés, amelynek gapje B — 0 -val tiinik el. Ez azt jelenti,

hogy a mégneses tér valtoztatasaval a gerjesztés jellege megvaltozik. A spinhullim modus
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targyalasanal elGvigyazatosabbnak kell eljarni. A k egy kicsi, de nem zérus értéket vesz fel.
Tovabbra is fenntartjuk, hogy a k kicsi, de mar nem infinitezimalisan, csak annyira, hogy
a

(gupB)?, 2econ, > ep, (5.30)

feltétel fennalljon, azaz az ef tagot mindig elhanyagoljuk. A tovdbbiakban a maradék két

tag egyméshoz valéd viszonya hatdrozza meg a megoldast.

1. (gupB)? > 2excen,.

Ekkor a megoldast

a_o a—q
+ —

ERECVERRY

+ ap + a1 (kX) + O((kN)?) (5.31)

alakban keressiik. Az a, egyiitthatokat meghatarozo egyenletek:

T/ AN B
out gty (g) =0 %
(A L/ A\ _
a_q: (12_2 (3a,1 + 47,((55,7))2> - @7& <£'ﬁ) a1 =0 (5.32b)
. 2 2 (AE7) LAY, )
ap:  3a_sa, + 3a,a0 + Sz@a,za,l — é £ +4 (€ ) a_o
T/ AN _
e <§?> —a0 =0, (5.32¢)
- 5 /0
A
ay: a4+ 6a_sa_jap + 3a%a; + 4i%(2a,2a0 +a%))

L/ AN\ ()2 1T/ A\ 1 (N3¢
- (4 () *4(@5))4>“14<4<§f> a2y =

(5.32d)
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Innen az a,, egyiitthatok:

1 A\ b
a_y= iﬁ <55?> P (5.33a)
- 721'(“5:))2 (5.33b)
g = i%, (5.33¢)

ar = 4ic? (%) (%)Z (5.33d)

A spinhullim modus spektruma tehat:

w==+h"gupB <1 + hcsne 2) csM < hcon,

ikt | ik (1= kR ) (534
2M (gppB)? Zﬂ'ﬁsﬁ 2M (gupB)? ) ( )

Ezen megoldas valds része éppen a (A.108¢) Bogoliubov megoldas kizelitése a ma-
gneses teret vezet§ tagként kezelve, k — 0 esetén. Megjegyzendd, hogy van egy
tisztén képzetes modus is, amelyet (gupB)? > 2excqn, esetben nem kapunk meg ez-
zel a kizelitéssel. Ugyan a (5.26)-nek létezik tisztan képzetes megoldésa (gupB)? >
2excene esetén is, de az k3-nal aranyos. Ez azt jelenti, hogy ezen megoldas esetén

Q ~ k. Ez azonban nem teljesiti a megkovetelt £ > 1 feltételt k¥ — 0 esetén.

(gpupB)* ~ 2excn,

Ekkor (-t mas modon kell kozeliteniink. Matematikailag & — 0-t tesziink fel, mig
gyakorlatban k . kicsi”. Ezt a kettdsséget ugy oldjuk fel, hogy b-t b = by (k) alakba
irjuk, ahol by véges szam 1igy, hogy eleget tesz a (gupB)? ~ 2excyn. feltételnek. Ekkor

mar kezelheté a k — 0 feltétel. Az el6zbeket figyelembe véve (-t

a—y

2=

+O((kN°) (5.35)
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alakban keressiik. Beirva a (5.27) egyenletbe:

(N 1/ A’ A2
o g - << (&) 4@

1/ A\ 1 (X3¢
v () 7) o1 20 gy =0

A megoldast keressiik a_; = a(_of +ia alakban. Ha a(_oi = 0, akkor létezik tisztan kép-

zetes megoldas. Ha 0(70]) # 0, akkor feltessziik, hogy |a/a®@-1| < 1 és a(fi megoldasa

2 L/AN (&) 1 /AN _
- (c (&) + 16+ s () v) =00

egyenletnek. Ekkor

1/\2)\5’*21)\4172% _
a(—[’f—*(e (&) + e+ () /> -

1. a%=0:

a

Ekkor létezik tisztan képzetes megoldéds. Az a_; = ia-t behelyettesitve (5.36)-ba

és a-ban els6 rendig megtartva az egyenletet:

0e) 1 _
a_y = —22(53,)2 R N (5.39)
A gerjesztés:
. CSAI 1 . CSAI )
T (s B2 ™ “ianmpt (5.40)
el CsTc

ahol kihasznaltuk a (gupB)? =~ 2excen,.. 7 a gerjesztés egy spinrelaxdciot ir le.

2. a(f){ #0:

Ekkor a_; = a(,oi + i« kifejezését beirva és az egyenletet a-ban els6 rendig
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megtartva
1 1 A 2 b%
_ (/\él) * 2z (5£7> % 5.41
7(53)2 L T\ (5.41)
>8 1+ 1z < B—) =
= \& %
A gerjesztés ekkor:
(gpB)?
CsTle (gﬂBB)z . csM 1+2 2excsn. -
=4 1 k—i —k o 5.42
w \/ M < + Qencan. 727rﬁ3“3 14+ (57;1,;3)2 ('3 )
€K CsTle

Ezen megoldas valos része a (A.108¢) Bogoliubov megoldas k& — 0 esetén. Fel-
hasznélva a (gupB)? ~ 2excen. feltételt a gerjesztést w ~ cik — ivk alakra

hozhatjuk, ahol

2cen,
2 slte _
G = M (0.433)
3ceM .
T g (5.43b)
(gupB)* < 2excon,
Ekkor frjuk a (5.27) egyenletet a kivetkezs alakba:
E )\{’7) Q 1 A 2 1 (/\57—) 1
QZ + 22 ( - = ( > Q 4 21
( €2 (k) C\e) (kN2 (€77)2 (k) (5.44)
R\ R S
At \eP~) g N
Keressiik Q-t
_ 41 0 .
2= (o T O (5.45)

alakban. Ekkor

romie- (@0) (oo (6 i
5.46

Tekintsiik a bt tartalmazo tagot perturbacionak és a megoldast keressiik a zérus
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magneses térbeli megoldas segitségével a kovetkez6 modon. A zérus méagneses térbeli

megoldasok:
a) = —21(()\5:))2 (5.47a)
és
NOBS (L) e (5.47b)
e\ (S

Ezutan a teljes megoldast a_y = a') + a alakban keressiik, ahol |o/a')| < 1. Bzt

behelyettesitve a (5.46) egyenletbe és a-ban elss rendet megtartva:

1 (WP L

=5 (i g (45
és
RN RN 1 ()1 }
“=*rsE <£_> S VR Te N TR [VER (6.42b)

ahol a szamoldsanal a b*nel ardnyos tagokat elhanyagoltuk, mert o a b*ben méar

els6 rendd. A gerjesztés :

CoNe M(gupB)? LM M(gupB)? _
== k1 — k(1 5.49¢
¢ M ( 2en. 2k )~ 2nhiB canc?k? (5.492)
és egy spinrelaxacio
e M M(gupB)? ~
=— k - . 5.49b
TR ( canc 2k (5.49b)

Az els6 spektrumot megkapjuk, ha a (A.108¢c) Bogoliubov megoldést kozelitjiik a

magneses teret perturbacioként kezelve, k — 0 esetén.

Lathato, hogy a D,, korrelacios fiiggvény nevezGjének zérushelyeként létezik egy tisztan
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képzetes megoldas, amely Bogoliubov-kozelitésben nem jelenik meg. Ennek oka az, hogy
nem zérus hémérsékleten megjelenik a véges hdmérsékletti részecskék alkotta termikus
felhé. Meg kell emliteniink, hogy a méagneses tér nagysaganak megfeleld figyelembevételével

a 2. eset kozelitésével megkaphatd az 1. és a 3. eset.

5.2. Ferromagneses kolcsonhatas esete

A szingularis polarizaciok a kovetkezo alakba irhatoak:

AN 11
[ | TS (e, w) = <T; ) HEET (5.50a)
s H(s)0+ k. _ Yo 5 501
‘(n.,| +0 ( ,UJ) (k/\)2(5271)7ﬁ/7 (O 00))

"o

oYtk = —
fensl =" (ew) = a0 -1 — 25

(5.50¢)
A P2 fazissal ellentétben az Gsszes reguléris polarizacio mar nem fog megegyezni, hiszen a
proper sajatenergiak nem egyeznek meg.

A regularis polarizicio alakja fiigg attol is, hogy milyen tartoméanyban vizsgaljuk a ger-
jesztést. Ha teljesiil a o, = 0, = o feltétel, akkor az dtmeneti hdmérsékleti tartoményban

(P> ¢ N

P ()1 Q-1+2i%
el I (e, w) = © (f L—ln ) (5.51)
252 (RA) T\ Q4 1+ 2ig0%
ahol teljesiilnie kell a
Yo oy (5.52)

QkA
feltételnek is [45]. Mivel ferromagneses esetben a sajatenergiak kiilonboznek egyméastol,
ezért a regularis polarizaciok koziil a fentiek csak a diagondlisakra teljesiilnek, azaz r = s

esetben. Tovabba kihasznalva a || > 1 feltételt

A 11 ;
|ens IO (K w) = —i 0e) 1 <1 721"/”7> , (5.53)

QkA
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ahol mind a val6s, mind a képzetes részben a vezeté tagot tartottuk meg. Ennek megfe-

lelGen

(T)++(k.w) = ()\El) L 1

[en,s [T GAHCI (5.54a)
oo W) 11 ﬁ) .
len,sToo (k,w) = Z(&zs)z o (1 QZQk)\ , (5.54b)
e (A 11 25 .
|Cn,S|H(—)— (kvw) =t (igs)zmﬁ (1 -2 Qk/\{> . (0.040)

A magneses atalakulas kizelében, ahol azt varjuk, hogy van lagy gerjesztés [lasd 5.2.1.

fejezet 2. pontjat|, a regularis polarizaciot jol kozeliti a

A 1 1
‘(‘s‘HT:(kv"J) = _(6({5)2 {ﬁF <§

o (5.55)

) ,QkA}
o | +1

kifejezés, amely azon esetben igaz, amikor kA < 1, |Shw| < kX és [fhw| < 2\/o.kX. A
megmaradt regularis polarizaciok fiiggnek az Q kdzvetlen alakjatol [45]. Ha a megoldést

Q=5 tao+ O((kN)?) alakban keressiik, akkor

e+ -0y — €= =% 20+ Cy +C ao -~
lles™ + o) =50 { Gooar e
ﬁ} (kA + O((kA)Y)
(7 —a-s)? '
ahol
o, = <£A§;>2 re) i (29 (5.57a)
Co = g;)f(%)i(%ﬁ) (5.57b)
o - 0OTE)F(3]29) (5.57)
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_ ey ar (3) F (3]0) 0 55
D, = (5 - (5.57d)
(\&) 4T (3) F |27 .
D_= €52 o (5.57¢)
Ekkor
F=v%+Cr—C_+b, (5.58)

ahol 3-t (5.3d) definidlja.

5.2.1. Strtiséghullam és spinstirtiséghullAim moédus

A siirtiseghullam és spinstirtiséghullam gerjesztéseket két tartoméanyban adjuk meg. Az
egyik az dtmeneti hdmérséklet tartomany ( ,fs > ¢'\), a masik a 3.3.2. fejezetben targyalt
magneses atalakulds kritikus pontjanak kornyezete. A magneses atalakulds szoros kapc-
solatban 4ll a longitudinalis spinfluktuaciokkal, amelyet a (4.41b) dsszegszabély is kifejez.
Amig ¢, /cs véges, addig a stirtiséghullim és spinsiriséghullam modusok sszekapesolod-
nak, ¢,/cs — oo esetén a stiriseghullimhoz tartozo korrelacios fiiggvény azonosan zérus

lesz, csak a spinstirtiség-hullamban lesz gerjesztés.

1. Atmeneti hémérsékleti tartomdny:

Ezen gerjesztések spektrumat a (4.79h) kifejezés zérushelyei adjik, azaz
(1= o) (1 = ¢I1..) — cpe I3 = 0. (5.59)

Beirva a polarizaciok kifejezését:

Q) 11 M) V71 (AN 11
<”3Z<¢ S a 20D s e (@) <m>2m>
() 11 (W) VA1 (AN 11 5 60
(1 Wermma 2 5>2<kx>292+<55) (kA)ZfP) (500

MY 1~ A2 1 1)\
*(2“5((56;?) A *> -0
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A megoldast

Q= W +O((N)°) (5.61)

alakban keresve az a_;-t meghatarozo egyenlet:

(0809
Gt (3 e 2(55)2) -1t

i) () ()]
+i <5 (,\35)2 —2(2+5xf) D&y

+

(E26) (re2)?
(A
+2(1 +4v2) 5355 f 42 53223)2:/:0.

Vezetd rendben az egyenlet (O ( ) t elhanyagolva):

¢

oS

at, — ((’;)2 - (23)2) a?, =0. (5.63)

Ennek a megoldéasa éppen a Bogoliubov megoldas lesz:

2 2
- () (3

A a(f)]) = 0 megoldas nem til érdekes, hiszen a Bogoliubov megoldashoz szeretnénk

korrekcios tagokat meghatérozni.
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A teljes megoldést a_; = a(i)i + « alakban keresve, majd ezt beirva (5.62) egyenlethe

és a-ban elsé rendd tagokat megtartva:

a=—a’;

: <§> 2 g (1 VOED)! + VBP0 + VAED)] VA

X) ((€B)2 — (€B)2)2
1 (A¢) By4 B4y 1 (35 -
’{mf ey =@ &) 26 s — @V

[9(1 +V2)(E2)° = (10 = 8V2)(€2)°(&7) + (6 — 5V2) (€ (€7)" +2v2(62)(€))°
+ 6V }

(5.65)
A gerjesztés spektruma:
n (en + cs)nck | M5yF  (1+V2)2 — vV2ec, + V22
w = L —
M \/iﬂﬁﬁncf)’% Cgl + Cg
M sg g VM35
A3 co+c 16m2n 4533
9(1+v2)ct + (10 — 8v/2) ey + (6 — 5v/2)c2c? — 2v/2¢,¢ + 6v/2c! &~
(cn +c5)? o
" (en + (:S)nclC 1 1+ ﬂchgﬁ _ 3c, M B 9v2(1 +v/2) c,,,Mgﬁ
M V2 w30 3 dmh3 B 16 T2n he 3 3
(5.66)

A megoldas valos részében a (A.109a) Bogoliubov megoldashoz képest megjelenik

a magneses tér is 4-n keresztiil, de ezen jarulék alacsonyabb rendii, mint maga a

Bogoliubov megoldas.

2. A mdgneses dtalakulds kirnyezete

Rogzitett részecskestirtiség esetén (¢, /cs — 00)a magneses dtalakulds kozelében meg-

jelend modus spektrumat a D [(4.48)] korrelacios fiiggvény polusa adja, amely
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megegyezik éppen a D, szamlalojanak zérushelyeivel:
Iy — ¢ (I, —112.) = 0. (5.67)
Behelyettesitve a polarizicio (5.55) kifejezését a kovetkezs egyenletet kell megoldani:

P+Q+R+c QP+ R)+4PR] +ilp+q+r
—co(Q(p + 1)+ q(P+ R) + 4(Pr + pR))] (Q&N) + ¢, [q(p + 7) + 4pr] (QkN)? =0,
(5.68)

ahol
PYSA 1
P=—gprat (37) 0%
A1 1 -
Q =—77 zﬁF (570—0) s (070)
N
T

(€5)’
XL ,). (5.71)

1
Il
(&8 2ym (2
Ezek a kifejezések éppen megegyeznek az egyes regularis polarizaciok (iw,, k — 0)-

ban vett hatarértékeinek, ahogy azt mar a 4.3. fejezet (4.42) egyenleteiben is felirtuk.

A p, q, r kifejezései a kovetkezGek lesznek:

p= fiég;fzi, (5.72)
q= —i(g§;2%7 (5.73)
- *Z(éfg)?i (5.74)
(5.75)

A (5.68) egyenlet kozvetlen megoldhato (Qk)-ra és a megoldasok tisztan képzetesek

lesznek. Az egyik megoldéas lassan valtozik a fazisitalakulds pontjahoz kozeledve,
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mig a masik elttinik a kritikus pontban. Ezen utébbi a kivetkezé alakot 6lti:

A PHQ+ER+[QP+R) +4PE
Bhp+q+r+c[Qp+r)+q(P+R)+4PR]

w =

(5.76)

Ezen kifejezés szamlaloja megegyezik a rogzitett részecskestiriiség mellett vett szusz-

ceptibilitas (4.44) nevezGjével, azaz valoban eltiinik a fazisatalakulas pontjaban.

5.2.2. SpinhullAm moédus

A gerjesztés spektruméat a (4.791) egyenlet zérushelye adja:

1— (M + 170 41 = 0. (5.77)
A megoldast
a_9 9 -

alakban keressiik. Ekkor a szingularis polarizéci6 az alabbi mdédon kézelithetd:

()0+/7. N Yo I () ~Yo(1 — ao) 4 .
[ens [T (k, w) = Q-5 5—as a2 " O((kNY.  (5.79)

Ezt és a reguléris polarizaciok (5.56) kifejezését felhasznalva

1_’}’0 i C_+ O++ (1 — ao)"/o + 20, 4: OJr + CZL + ao(C, — C+) v l?, — D+3 (k}\)z —0
F—a_y (¥ —a-2) (¥ —a-2)

(5.80)

Az a, egyiitthatokat meghatarozo egyenletek:
0y 1-0=CFC (5.81a)

Va2
D_—Dy _

[ (1 — (1,0)"/0 +2Cy + C+ +C_+ (Io(C, — C+) + —F—F=0. (0811))

5
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Innen az a, egyiitthatok

a3=5—(y+Cy—C_)=b, (5.82a)
—C)(2 " - D D_
ay = (Ww+Cy —CH2C +C4 +C :"Vo) ++ D (5.82b)
(o +Cy—C)
A gerjesztés tehat:
ﬁ2k2
R (5.83)
ahol
M
M= — (5.84)
Qg

az effektiv tomeg. Nézziik meg aq viselkedését, ha 7" — 0. Ekkor C,Cy,C_, D, D_ < T,
mig 7,7 — %# Konnyen lathato, hogy ekkor ay — 1 és visszakapjuk a Bogoliubov

megoldast.

5.2.3. Kvadrupolar-spinhullim médus

Ezen gerjesztés spektrumat a

ot =n) )t (5.85)

kifejezés polusai adjak. A 9~ nak polusa van az

2y

Q=1
o

(5.86)

helyen. Ugyanezen a helyen a regularis polarizacionak logaritmikus szingularitisa van,

. —F . PP .
ugyanis a HST)_ imaginarius része:

- 2
e (1w &) (0-1- )]

ImII) " = In :
+ Amhik3 1— exp {_ (%A)z (Q+l—%)z]
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A gerjesztés spektruma tehat:

k2

w =2 (hwy, — com) + R

(5.88)

Az utolso két modus szamolasandl a regularis polarizacio kozelitése akkor jogos, ha teljesiil
a
(kX)?

— 1 5.
Ay < (5.89)

feltétel, ahol Ay = 4 spinhullam modusra és Ay = 27 kvadrupolar-spinhullam maodusra.

A feltétel egyenértékii a
AM (hwy, + |cs|m)

k
< h

(5.90)

kifejezéssel.

Tartsunk a magneses térrel zérushoz! Ekkor ferromagneses esetben visszakapjuk [45] ered-
ményeit. Polaris kdlesonhatas esetén a P2 fazisban egy kicsit mas a helyzet. Itt is vissza-
kapjuk a modusokat, de azzal a kiilonbséggel, hogy ugyanabbdl a korrelacios fiiggvénybdl
més-més spektrum adodik, ha més-més spinort hasznalunk. Ennek kovetkeztében jelenik
meg pl. kvadrupolar-spinhullam médus. Uj médus tehat nem jelenik meg, csak a spinortol

fiiggGen a spektrumok méas-mas korrelacios fiiggvényhez csatolodnak.

5.3. Polaris kolcsonhatas esete, P1 fazis

A 5.2.1, 5.2.2 és 5.2.3 fejezetekben targyaltak a polaris kolesonhatas P1 fazisaban is érve-

nyesek az n. — n. helyettesitéssel.



Osszefoglalas

A doktori értekezés téméja az egyes spinii Bose-Einstein gazok sztatikus és dinamikus tu-
lajdonsagainak vizsgalata nemzérus magneses térben. Homogén rendszert feltételezve felir-
tuk a rendszer nagykanonikus Hamilton-operatorat masodkvantalt formalizmusban, majd
a diagramtechnikat segitégiil hivva meghatéaroztuk a rendszer Green- és korrelacios fiigg-

vényeit, felirtuk az allapotegyenletet és meghataroztuk az elemi gerjesztések spektrumaét.

Az atomok kozotti spinfiiggd kolesonhatas erdsségének (cg) elgjele meghatarozza a
rendszer viselkedését. Ennek megfeleléen beszélhetiink polaris (¢, > 0) illetve ferroma-
gneses kolesonhatéasrol (¢ < 0). Az allapotegyenlet vizsgalata azt mutatta, hogy polaris
kolesonhatas esetén Bose-kondenzatum jelenlétében két fazis létezik a B — T fazistérben,
az egyikben a kondenzétum spinora két nemzérus komponenssel (P2 fazis), a masikban
egy nemzérus komponenssel (P1 fazis) rendelkezik. A P2 fazis a P1 fazisba egy folytonos
fazisatalakuléssal megy at és a rendparaméter a — spinirdnyban levé kondenzalt atomok
stirtisége W_. A két fazist a B — T fazistérben egy vonal vélasztja el, amely egy kvan-
tumfazisatalakulasban végzddik a hémérséklettel zérushoz tartva, azaz egy crossover van
a klasszikus és kvantumfizisatalakulas kozott. A P2-P1 rendparaméterének dinamikajat
a G; normalis Green-fiiggvény irja le és ezen Green-fiiggvény sztatikus hataresetének
vizsgalataval megadhatoak a skalaparaméterek 77> 0 és T = 0 esetén. A P1 fazis vizsga-
lata azt mutatta, hogy a Bose Einstein kondenzacio mindig folytonos polaris kilesonhatas

esetén.

Ferromagneses kolcsonhatas esetén a Bose-kondenzéciot megelGzheti egy mégneses ata-

lakulds, amely hémérséklete nem alacsonyabb a Bose-kondenzacio hémérsékleténél. A
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ferroméagneses rendszer viselkedése rogzitett részecskestirtiség mellett megkivanja, hogy a
kétrészecske kolesonhatéas spinfiiggetlen részének erdssége végtelen legyen. Ez megfelel
annak, hogy a Bose Einstein gazt egy racsmodell keretein beliil oldjuk meg. Belathato,
hogy rogzitett részecskestriség mellett a spinfiiggd kolesonhatas erGssége (cs) szerint négy
kiilonb6z6 modon mehet végbe a Bose—FEinstein kondenzacio és magneses atalakulas. Ugya-
nerre a kovetkeztetésre juthatunk, ha az egyenleteket rogzitett intenziv valtozok mellett
oldjuk meg. Ekkor ¢, szerepét a kémiai potencial veszi at.

Az Feynman grafok alkalmazasaval altalanositott Hugenholtz Pines tétel irhato fel a
spinor Bose-Einstein gazra kiils6 méagneses tér esetén mind a polaris, mind a ferromagneses
kolesonhatés esetén. Matematikailag ezen tétel biztositja azt, hogy a polaris kdlesonhatés
esetén a P2 fazisban kettd, mig a ferromagneses kdlesénhatas esetén egy Goldstone-modus
létezik. Ezen Goldstone modusok nem masok, mint a nemzérus kondenzatum-spinor kom-
ponensek fiiggetlen fazisfluktacioi.

Altalanosan igaz, hogy a korrelacios fiiggvények sztatikus hatéresetei és a rogzitett
intenziv valtozok mellett vett termodinamikai derivaltak kozott un. Gsszegszabalyok tel-
jesiilnek. Belathato, hogy rogzitett részecskesiiriiség mellett is felirhatd Gsszegszabaly a
spinstirtiseghullam és magneses szuszceptibilitas kozott.

A Green- és korrelacios fiiggvények meghatérozasa véges hémérsékleten a perturba-
cioszamitas els§ rendjében egy dnkonzisztens Hartree-kozelités megoldasat jelenti. Ezen
fiiggvényekbdl a Bogoliubov-kozelitéssel szemben nem csak a gerjesztések frekvenciai, ha-
nem a csillapodasok is meghatarozhatacak. Polaris klcsonhatéas esetén a P2-P1 fazisata-
lakulashoz tartozik egy lagy, tulesillapitott gerjesztési modus. Ugyanilyen tipusi modus

jelenik meg a ferromagneses kolcsonhatés esetén a méagneses atalakulas kornyezetében.



Fluggelék

A. Bogoliubov-kozelités

A korabbiakban mar szot ejtettiink arrol, hogy ez a kozelités csak nagyon alacsony hdé-
mérsékleten alkalmazhato, ami azt jelenti, hogy elhanyagol minden olyan kifejezést (dia-
gramot), amelyben a nem kondenzilt részecskék stirtisége is megjelenik. Szamos eredmény
ismert mar korabbrol, amelyek kiilonb6z6 modszerekkel adjak meg az elemi gerjesztéseket
spektruméat zérus hmeérsékleten |37, 38]. A Green-fiiggvényes technika el6nye az, hogy nem
csak a kiilénb6z6 gerjesztések frekvenciait adja meg, hanem maguk a Green- és korrelacios
fiiggvények is meghatarozhatoak.

A 4. fejezetben emlitettek szerint a Green-fiiggvények meghatarozasihoz a proper és
improper sajatenergidkra van szitkség. FEzen diagramok Bogoliubov kézelitésben a A.2.
abran lathatoak.

A diagramokat kiértékelve a megfelels sajatenergiak a kovetkezs alakot 6ltik:

S =1 (1o — )6rs — Hop(F2),, + 1eCh Vi (olan, (A.91a)
St = (b + g (E2),)GE+ neGGIVE Chng, (A.91D)
My = (M) =BGV, (A91c)
ME% = (M73) = o nuCuGoVas, (A.91d)

ahol n. a kondenzatum strtségeét jeloli. A fenti kifejezések altalanosak, abban az értelem-

ben, hogy a spinort tetszéleges alakiinak valaszthatjuk meg.
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Bogoliubov kozelitésben csak szingularis (reducibilis) polarizaciok lépnek fel, amelyek a
proper Green-fiiggvények meghatarozasa utan a A.3. abra alapjan konnyedén felirhatoak:

TENT (0, i) = B0 [C1GGis (I iwn) + (GO ( wn)]. (A.92)

s

A tovabbiakban ratériink a poléris és ferromégneses esetek vizsgalatara.

A.1. Polaris kolcs6nhatas esete, P2 fazis

Polaris kolcsonhatés esetén a kétrészecske kolesonhatas spinfiiggs tagjaban szerepls kol-

G

csonhatasi allando pozitiv (¢ > 0). A spinort ¢, = 0 alakban keresve a (2.17)

(-

konzisztencia feltételt és a ﬁ + (% = 1 normalasi feltételt kielégitve kapjuk, hogy

= Cpne, (A.93a)
1
1 ﬁ/.’A.)L 2
=|=-(1&+ . A.93b
(=) (ho
7‘2;:5 T S T,QS/
—@— = + 1
a v a v + r o1 os
« ol
iglr ” s Q07
@—4—:50‘—4— + : .o
S O—a—vo
Mz LD
r S o )
P D y I : s
o 5

A.2. abra. A proper és improper sajatenergidk Bogoliubov-kozelitéshen



A. BOGOLIUBOV-KOZELITES 113

A.3. dbra. A szingularis polarizacié abrazolasa

Lathato, hogy ezen spinor létezésének matematikai feltétele az, hogy hw; < cen.. A

magneses teret novelve adott hdmeérsékleten vagy a hdmérsékletet novelve adott magneses

1
tér mellett a spinor atviheté az (., = | 0 [-ba, ami egy fazisatalakulést jelent a polaris
1

és a ferroméagneses fazis kozott. Ezzel a késGbbiekben részletesen foglalkozunk.

A (A.93) kifejezéseket behelyettesitve a proper sajatenergiak kifejezéseibe azt kapjuk,
hogy azok eltiinnek (kivéve a po diagonélis tagot, amely kondenzalt fazisban szintén eltii-

nik), igy a proper Green-fiiggvények a szabad részecske Green-fiiggvények lesznek:

57“5 6017

g’?rs _
T iw, — hley

(A.94)

Az el6z6ek ismeretében a (A.91c), (A.91d) kifejezések segitségével az improper sajatener-

giak matrixai:

(ente)net?  (ente)nedd  (en—coneCit  (en—cs)meCe

(cntes)nec? (cntes)neCd (en—cs)neCrlo (cn—cs)nels(—
]\4’5(15) — ﬁfl + + + + 7 (;—\953)
(en—cs)neCsl- (cn—cs)neliCe (entes)neC? (entes)ne¢?

(en—cs)neC+C—  (en—cs)nelC— (cntes)neC? (en+cs)ne¢? 6

]W<§) _ ﬁ,_l CsNe 2csneCyC— 4 (Agab)
B 2csneC+C— csne
~6

A improper sajatenergiak ismeretében a Green-fiiggvényeket megkaphatjuk, ha felhasznal-
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juk a (4.10b), (A.94) és (A.95) egyenleteket.

Ax(kyiwn,iwr)  C1(Kyiwn,hwr) By (kiwn,fwy,) D1 (kiwn,fwy,)

) 1 Ci(kyiwn,hwr)  Ar(k,—iwn,fwr)  Di(k,iwn,wr) By (k,iwn,hwr,)

1 AD (K, iwy,) ’

Bi(kjiwn,hwr)  Di(kiwn,wr)  Ai(kjiwn,~fwr)  Ci(kiwn,~wr)
Di(kjiwn,wy)  Bi(kjiwn,hwr) Ci(kjiwn,~fwy)  Ar(k,~iwn,~fwr) 5
o

(A.96a)

ahol

Ay (K, dwn, Bwy) = (iw,) + 1! {ek +1 (cn + Cs) e (1 + ﬁ”)] (iwn)?

2 CsNe

—n2 {ei + ex (¢n + ¢s) ne (1 - mb)] (iwy)

CsTle

| hw fiwr\”

3 2 L 2 L

B = (ep 4 co)need (3 — 1 2encnesn? [ 1— ,
Pk+2(r +c)n, €k< Csnc) exc, rnc< <Csnc> >]

1

—p3

1 i 2]z
By (k, iwp, hwy) = iﬁ’l (cn — ¢5) ne |:1 — < wL) } (iwn + ﬁ’lek)Q,

CsMNe

1 Fiw
Oy (K, iwy, hwp) = f§ﬁ’1 (Cn + ¢5) T (1 + L> (iwy)?

CsTe

1 hw fiwr ) 2
=€ (cp + co) e (1 + L) + 2exCncen? (1 - < L) >} ,
2 CsNe CsNe

Dy (K, iwy, hwy) = %ff] (cn = cs) me |:1 - <

+h3

AW (K, iw,) = [(iwn)2 — 1% (e + ex (cn + ) n(.,)]2

B\ 2
—htein? [(cn + 03)2 — 4cepc, <1 - (c nL> >:| , (A.96Db)
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és

2) _ 1 Ag(k, iw,,,, ﬁ/.aJL) BQ(k, iwn, ﬁwL)

i R —
T AR ) | By(k, i, eor) (K, —itn, )

o

ahol

Ag (K, iwn, fiwy) = iw, + 1 (e + cone),

CsNe

Bor \ 2 3
BQ(kviwmﬁwL) = _hilcs”c |:1 - < L) :| ’

AP (K, iw,) = (iw,)? — 2 [e} + 2excone + (ﬁw[,)z} .

(A.96¢)

(A.96d)

A korrelacios fiiggvényeket a (4.19), (4.20), (4.21) és (4.22) kifejezések adjak meg. Sziik-

ségiink van a polarizaciok kifejezésére, amelyek most csak szingularis polarizaciokat tartal-

maznak:

L, =IL =0 +n%"
IL,.. oy -,
Mo =2 (0 enp),

ML, =2 (nf’** —n)—

(A.97a)
(A.97b)
(A.97¢)
(A.97d)
(A.97e)
(A.97f)
(A.97g)
(A.97h)
(A.97i)
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M, =2 <n W+ ) ”) (A.97)
M, —2 (H €0+ 46— ) (A.97K)
M =2 (n$g°+ + ngi’*“) , (A.971)
ahol
e+ e <1 * Zj‘i) A.98
++ (,L'wn)z _ ﬁ (‘ . 3)
" h2exn, (1 — f“jf)
= 7 A.98b
(iwn)? — h2e ( )
- -1
2] 2
lp=1n, |1 — <'7“’L>
2 c CsNe
()++ _ p)—+ _ ype)+— _ ) —— _ L J )
I =10 =110 =15 = iy — Tlex (A.98c)
- 4L
2|2
lp=1n, |1 — <ﬁwL>
M = ) = e+ = = L (A.98)
L A iw, — h~ ey o
. h'n, ( zwnf‘”nL +h lek)
o = - A.98e
- (iwn)? — h2ed ( )
o e (iwn% + ﬁ’lek)
W = e e (A.98f)
)" ="l A.98
0+ *Z'wn _ h*lek ’ ( g)
os _ 21 e (1 + fﬁ)
Iy, = o e (A.98h)
o- _ T ”‘(1_?ﬁ>
e = — A.98i
-0 iw, — h~ 1ek ( i)
1ﬁ 1, (1 _ )
(s)—0 CsMe .
M=~ = ) (A.98j)

—iw, — h~tex
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1

2|2
ot [1- (2)']

T+ = )0 = T (A.98k)
1
it {1 - (”NL)Q} )
2 c CsMe
o =1l = . (A.981)

iw, — htex
A t6bbi szingularis polarizacio azonosan zérus. Ekkor a stirtiséghullam, spinhullam, kvad-
rupo6l-spinhullam és egyéb keresztkorrelacios fiiggvények:

(fwr)?

iwy)? — I e (ex + 2con.) + 20 ey =2
i = e+ 3+ e o

Dnn (k7 iwn) = 2fi’leknc

. ; 2 _ h*‘z 2
Dnz(ka iwn) = 2()1(ﬂ (Z"un) %k

o AL (A.99b)

(iwn)? = h2ex(ex + 2¢une) + 20 2 & (ﬁ“m]

D..(k,iw,) =2h""exn. A

(A.99¢)

1
Bwp N2 | ? (iwn)? — 2wy (iwy) — i 2ex(ex + 2¢4n)
A ?

(A.99d)

Dyg(k,iwy) =20 'exne {1 - (

CsNe

s

AW ’
(A.99e)

1
Fwop \ 2|7 = (iw,)? + B 2ex(ex + 2cune) (iw,) + 20 %6t 2wy,
DZQ(k,iwn) — o, |:1 < /uJL> } ( ) K(ex )( ) ke, VL

CsTe

Du_o(k, iwy) = Dyo(k, —iw,), (A.99f)

DZ*Q(kv iwn) = DZQ(ks 77,’&)”), (A99g)
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, ho . - ho\\ | [
D k n =4 c n 3 h ! sl 1- Wn, 2
ook, iw,) n {csne(lw )+ [ek + cone ( (Csnc) (iwy,)

2
_ e 12 [ef 4 2(cn + cs)ncex] (iwy) + Heq {cnng (1 - (th> ) —2(¢p, + cs)nc}

CsMe CsNe

f AN
— 20 excacn? (1 - <(ﬁ nL> > }/Am, (A.99h)

) _ B \ 2| [=coneliwn)? + B 2cpneer(ex + 2csn,)] .
l)Q,Q(k7 ZOJ”) =4h 1’r7,C |:1 —_ <c5n6> :| A s (A.ggl)
D—Q—Q(k7 iwn) = DQQ(k7 _iwn)y (:\99_])

Fwp, (Z'w") +hle + [ (wp)?
Dy (kyiw,) =2n." A® olle | (A.99k)
212
e {1 — (22) }
Dy (kyiw,) =2n. A® , (A.991)
D__(k,iw,) = Dii(k,—iw,). (A.99m)
A.2. Ferroméigneses kélcsonhatas esete
1
Ferromégneses esetben a kolesonhatasi allando negativ (¢, < 0) ésa ¢, = | 0 | spinor
0

kielégiti a (2.17) konzisztencia feltételt p = (¢, + ¢5)ne — hwy kémiai potencidl mellett. A

proper sajatenergidk a (A.91a) egyenlethdl kaphatoak meg:

S =1 o0ar, (A.100a)
S0 = 17 (o — csne + iwy ) 0o, (A.100D)
S0 = h (o — 2esne + 2w )das. (A.100c)
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Innen a proper Green-fiiggvények:

~ 1
ik iw,) = ———— A.101:
gom/ (k, iw,) iwy, — Filey ( 0 d)
. 1
0 (k, iw,) = , A.101b
G (I, ieon) aiw, — b~ ey — csne + hwr)’ (A-101b)
N 1
G (ki) = (A.101c)

aiw, —h~Y(ex — 2csn,. + 2hwy)’

Az improper sajatenergiak:

Cp + Cs)Ne  (Cn + Cs)Ne
MYy =nr ( Jne ) : (A.102a)

(cn + cs)ne (o + cs)ne
)

MY =rt| , (A.102b)
M =0, (A.102¢)

Felhasznalva (4.10b), (A.101) és (A.102) kifejezéseket a Green—fiiggvények a kovetkezs

alakokat oltenek:

g(l) 1 Wy + ﬁfl[(ik + (Cn + cs)n(:] 7ﬁ71(c" + CS)TLC (‘\ 103 )
oy T A A a
7AW —h7(en + s)ne —iwn + 1 e + (e + co)ne
ay
(iwn) 11( 0
2) _ iwn)—h1(ex+hwr)
go = . o Hwr, ) , (A.103b)
—(iwn)~h Nexthor) | oy
: - 0
G® = (iwon)—FT{ex—2csnc+2hwr) , (A.103¢)

0

1
—(iwn)—h~1(ex—2csnc+2hwr) ay
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ahol bevezettiik a

AW = (jw,)? = 26 4 2ex(cn + cone] (A.104)

kifejezést.

A korreldcios fiiggvényeket a (4.30) kifejezések adjik meg. Ehhez sziikségiink lesz a

polariziciokra:
I,, = I, = IL,. = 0¢)" (A.105a)
I, =218, (A.105b)
=21t (A.105¢)
Moq = 4118, (A.105d)
M o =4 (A.105¢)
(A.105f)
ahol
20 2exn,
ot = = ke A.106

A (iwn)? — h2e}’ ( 2)

hin
et = c . A.106b
+0 lwy, — h~Yex — csne + hwy)’ ( )

hln

e+ _ c ﬁ A.106

0+ —twy, — WY ex — csne + hwy)’ ( °)

_ h'n,
ne— = < A.106d
- iw, — h(ex — 2cne + 2hwy)’ ( )

_ h'n,
H(5)+ — < . A.106e
-t —iw, — b (ex — 2¢sne + 2hwy) ( )

A t6bbi szingularis polarizacioé azonosan zérus. Ezek utan a kiilonbozé korrelacios fiiggvé-
nyek:

2h Y exn,

Don(k,iw,) = Dy (k,iw,) = D.. k7"/ n) = - )
(ki) (ki) (s on) = o = (el + 2enlen & o]

(A.107a)
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2n,

Dy (ki = A.107t
(K, iwy) (i) — 1 (en + Fion)” (A.107b)
D__(k,iw,) = Dii(k, —iw,), (A.107¢)
4n,
iwy) = < Al
Daalkeien) = Gy i o — 9eum, + 2hr)’ (A-107d)
D_Q_Q(kﬁ iwn) = l)QQ(k7 —iwn). (A107G)

A.3. Kollektiv gerjesztések Bogoliubov-kozelitésben

A kollektiv gerjesztések spektrumait az egyes korrelacios fiiggvények polusaibol kaphatjuk

meg. Ezek a kovetkezGek lesznek:

Polaris kdlesénhatds esete, P2 fdzis:

Stirtiséghullam, spinstiriiséghullam és kvadrupolar-spinhullim moédus:

5 2
w?) =45t e + ex(Cn + Cs)ne + exney | (e + ¢5)2 — deycy <1 - < wL) >,

CsNe

(A.108a)

o \ 2
wél) =+h ! | e} +ex(en + c)ne — exne | (e + cs)% — deyes <1 - < L) > .

CsNe

(A.108b)

Spinhullam modus:

w? = 4pt \/ei + 2excsne + (hwy)?. (A.108c¢)

Két Goldstone modus van, amelyek nemcsak kollektiv gerjesztésekként értelmezhetGek:

Az alapallapoti spinor harom komponensbdl all és ezen komponensek komplex fazisait
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tetszGlegesen valaszthatjuk meg. Ezen fazisok harom folytonos szimmetria generatorainak
feleltethetGek meg, azaz legfeljebb ugyanennyi Goldstone modus lehet a rendszerben. A
(2.17) feltételt illetve a részecskeszam és magnesezettség megmaradast figyelembe véve azt
kapjuk, hogy polaris kolcsonhatas esetén a P2 fazisban az alapallapoti spinornak két fiig-
getlen komponense van. Ezen komponensek fazisfluktucioi adjak a Goldstone méodusokat.
A magneses tér megsziinésével helyreall még egy folytonos szimmetria és a spinhullam

gerjesztés is Goldstone modus lesz.
Ferromdgneses eset:
Stirtiséghullam és spinstiriséghullam modus:
WV = +h71 /€2 + 2 (e + c5)ne (A.109a)
Spinhulldm modus:
Ww® = +h7 ey + Fiwy). (A.109Db)

Kvadrupolar-spinhullam modus:

w® = +h ey — 2cen, + 2hwr). (A.109c¢)

Ferromégneses esetben egy Goldstone modusunk van, mert a (2.17) feltétel ferroméagneses
esetben egy fiiggetlen spinorkomponenst eredményez. A mégneses tér elttinésével helyreall
még egy szimmetria és megjelenik egy masodik Goldstone médus is, de a harmadik nem
jelenik meg, mert a rendszerben spontin méagnesezettség van.

A 