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Bevezetés

A kvantumtérelméletek elméleti vizsgalatat technikai okokbol tobbnyire
végtelen térfogatban végezziik: a megoldashoz vezets tuton komoly segitséget
jelenthet a hatéarfeltételek hidnya vagy az egyszerti bazisvalasztas lehetésége. A
laboratériumban viszont mar nem engedhetjitk meg magunknak tetszélegesen
nagy mintak hasznalatat, vagy lehet akar éppen az a célunk, hogy egy jelen-
séget kis méretekben, esetleg kifejezetten a rendszer méretének fliggvényében
vizsgaljunk. Ezért gyakorlati szempontbdl rendkiviil fontos, hogy a kvantum-
térelméletek végesméret-effektusairol |1, 2| minél vildgosabb képiink legyen.

Bar tavol esd teriiletnek tiinik, mégis nagyon hasonld okokhol jatszanak fon-
tos szerepet a véges térfogati effektusok a racstérelméletben. Jelenleg a récsok
méretének oly mértékid novelése, mely lehetévé tenné példaul az S-matrixok
aszimptotikus &llapotokon keresztiili direkt vizsgalatét, igen komoly technikai
akadalyokba iitkozik. Kézenfekvs felhasznalasi teriilete tehéat a racstérelmélet
az olyan modszereknek, melyek képesek példaul szorasi amplitidokat
megadni valamilyen mennyiség térfogatfiiggésének vizsgalata révén.

Egy 3 + 1 dimenziés kélesénhaté kvantumtérelmélet egzakt megoldasait
altalaban még végtelen térfogatban sem tudjuk elgallitani, jellemzGen egyes
mennyiségek perturbacios sorai vannak csak a keziinkben. Ez hatraltatja a
végesméret-effektusok vizsgalatat, hiszen egyrészt kizarja latokoriinkbdl a kii-
16nGsen érdekes nemperturbativ jelenségeket, masrészt biztos Gsszehasonlitasi
alap hijan megneheziti a véges térfogatban kapott eredmények értelmezését.
Ezért kiilondsen alkalmas alanyai ezeknek a vizsgalatoknak a teljesen integral-
hato elméletek, melyek spektrumdrol és szorasi amplitudoirol egzakt analitikus
informaciokkal rendelkeziink.

Dolgozatomban a jol ismert sine-Gordon-modell, egy teljesen integralhatd
14 1 dimenzios kvantumtérelmélet kiilonboza valtozatait vizsgalom. Az egyes
valtozatok kiilonféle megkozelitéseket igényelnek, attol fiiggen, hogy a szo-
ban forgo deformécio teljesen integralhaté marad-e (mint a csavart- vagy a
szuperszimmetrikus modell esetében), hogy felfoghato-e szordselmélet pertur-
bacidjaként (mint a kétfrekvencias modell), illetve, hogy véges vagy végtelen
térfogatban végezziik-e a vizsgalatot. A kiilonb6z6 modszerek kombinalt hasz-
nalataval nyert egységes kép részint béviti a modszerek alkalmazhatosagara
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vonatkozo tapasztalatainkat és igazol egyes korabbi sejtéseket, masrészt az ér-
vényességi tartomanyok Osszekapcesolasa révén 1j informaciokkal szolgal a mar
sokat vizsgalt modellekrdl is.

A csonkitott konform dllapottér kizelités (TCSA) egy numerikus modszer
perturbalt konform térelméletek véges térfogati spektruménak vizsgalatara.
Nem igényli a perturbéalt modell integralhatosagat, ezért a sine-Gordon-mo-
dell mindharom vizsgalt deforméciojara alkalmazhato, am kozelité numerikus
modszer lévén a kapott eredmények értelmezése kiilonos koriiltekintést igényel.

Teljesen integralhato modellek véges térfogatii spektruma vizsgalhato a vég-
telen térfogatt spektrumleirasbol kiindulva is. Nagy térfogatban a tomeges
részecskék lényegében mindig tavol vannak egyméstol, emiatt pontszertinek te-
kinthetdk és energiaszintjeik térfogatfiiggése kvantummechanikai modszerekkel
vizsgalhato az egzakt S-matrix ismeretében.

Nem integralhato modellekben hasonlo eredmények formfaktor-perturbdacio-
szdmitdssal (FFPT) kaphatdk, ha a kérdéses modell valamilyen integralhato
modell perturbaciojanak tekinthets. Esetiinkben a kétfrekvencias sine Gordon-
modell ilyen, s6t, két perturbativ tartoménnyal is rendelkezik a potencialtagok
szerepének felcserélhetGsége révén. Mivel azonban a modell egy kiilondsen ér-
dekes vonésa, a fazishatar jelenléte perturbativ modszerekkel nem vizsgalhato,
annak megtalalasara egyetlen lehetGségiink a TCSA marad.

Az 1. fejezet témaja a csavart sine-Gordon-modell, mely a hagyoményos
sine Gordon-modelltél csak peremfeltételeiben tér el; célunk annak igazolasa,
hogy ez a deformécié nem rontja el a modell integralhatosagat. Az integral-
hatosagra alapozott intuitiv képiinkbdl kiindulva joslatokat fogalmazunk meg
az els6 néhany gerjesztés energidjanak térfogatfiiggésére, melyeket TCSA-val
ellenérziink. Numerikus modszeriink alkalmasnak bizonyul az irodalomban fel-
lelhetd, exponencidlis terek vakuumértékeit megado egzakt formula aldtamasz-
tasara is.

Ezek az eredmények keretet jelentenek a kétfrekvencids sine Gordon-mo-
dell vizsgalatahoz is. A 2. fejezetben el6bb Osszevetjiik az FFPT- és a TCSA
szolgaltatta adatokat a perturbativ tartomanyokban, majd kiterjesztjiink vizs-
galatainkat a modell nemperturbativ jellegzetességének, a benne lezajlo fazis-
atalakulasnak a leirdsara, melyet az Ising univerzalitasi osztalyba tartozonak
talalunk.

A 3. fejezethen a szuperszimmetrikus sine Gordon-modellt targyaljuk. El6-
szOr tisztazzuk kink- és vakuumszerkezetét, majd bemutatjuk, hogy az meg-
felel az egzakt S-matrixra vonatkozo sejtéseknek. Ezutan megadjuk a modell
perturbélt konform térelméleti leirasat, majd az eredményeket Gsszevetjiik a
TCSA-adatokkal. Bar ebben az esetben a TCSA divergencidkkal terhelt, a
kvalitativ IR spektrum lehetéséget ad az alacsonyan fekvd allapotokat keltd
UV operatorok azonositasara.



1. fejezet

A csavart sine—Gordon-modell

A teljesen integralhaté 2 dimenzios kvantumtérelméletek fontos eszkozei a
nemperturbativ térelméleti jelenségek vizsgalatanak, de meglehetésen ritkak.
Ezért az olyan modositasok vagy deforméciok, melyek egy integralhatéd elmélet-
hal egy masik integralhato elméletet allitanak els, komoly érdeklGdésre tarta-
nak szdmot. Ilyen példék a konform térelméletek integralhatd deformécioi [3],
illetve az integralhatosagot 6rz6 peremfeltétellel ellatott elméletek [4]. Ebben
a fejezetben a sine Gordon-modell egy masfajta integralhato modositésat vizs-
galjuk, melyet elgszor Swieca [5] emlitett, majd Klassen és Melzer [6] targyalt
kissé részletesebben.

A klasszikus sine-Gordon-modell azon altalanositasarol van szo, melyben
a ¢ térviltozo periodusa a koszinuszos potencidlénak k-szorosa (k € N).!' A
sine—-Gordon-modell minden olyan sajatossaga, mely csak a ¢ tér lokalis tulaj-
donsagaitol fiigg (példaul integralhatosiag, magasabb spinti megmaradd meny-
nyiségek), jellemzG lesz a k-csavart modellre is. Emiatt meglehetGsen vildgos
intuitiv képiink van a modell gerjesztéseirsl (legalabbis végtelen térfogatban);
ennek a képnek a véges térfogatban kapott eredményekkel valo konzisztencia-
janak vizsgalata az 1.5.2. fejezet targya lesz.

1.1. Roviden a sine—Gordon-modellrél

Szamos érdekes tulajdonsaganak koszonhetGen a sine Gordon-modell méar
hosszt ideje fontos szerepet jatszik a kvantumtérelméletek nemperturbativ el-
méleti vizsgalataban, illetve tobb konkrét fizikai rendszer leirasara is alkalmas.
Ide tartozik példaul az erGsen korrelalt elektronok toltéssiiriiség-hullamainak
terjedése 141 dimenzioban, a spinlancok statisztikus mechanikajanak bizonyos
kérdései, egyes nemlinedris optikai jelenségek, vagy a spinhullamok terjedése

1Bz az eljaras barmilyen periodikus skalarpotenciallal rendelkezd skalarmezén végrehajt-
hato.



1.

A CSAVART SINE GORDON-MODELL

szuperfolyékony héliumban |7]. A modell Lagrange-stirtiségfiiggvénye:

m?

= (1.1)

L= 300,60+ peosfo pAER,
ahol a ¢ : R1*! — S sz6gvaltozd valos skalarmezd, melynek értékkészlete a
koszinuszos potencial egy teljes periodusat foglalja magaban: 0 < ¢ < 27/f.
A sine-Gordon-modell teljesen integralhatdo mind a klasszikus-, mind a
kvantumelméleti szinten, ennélfogva teljesen ismertnek tekinthets. (A klasz-
szikus sine-Gordon-modell osszefoglalasa megtalalhaté példaul Rajaraman [8]
konyvében.) Egzaktul ismerjiik spektrumat, a benne el6fordulo részecskék t6-
megeit és szorasmatrixait [9]. Az eredményeket pusztan felsorolva:

e A klasszikus vdkuum a potencidl minimumhelyének felel meg, azaz kons-
tans ¢y = 0 alak.

A modell tartalmaz topologikus gerjesztéseket, a szolitonokat és antiré-
szecskéiket. A klasszikus sztatikus szolitonmegoldés

4

— arctg ™70 1.2
7 2rete (12)
a mozgo megoldasok ennek Lorentz-transzformaciojaval kaphatok meg.
A7 antirészecskét a ¢ — —¢ transzformacio allitja elG, tomege a szolito-
néval egyenls, amit a kovetkezdkben M-mel jeloliink.

¢sznlifnn (Iv t) =

Vannak ugynevezett [élegzd megoldéasok is:

4 i it/ 1+ v?
A g SOV g )
&) vch(ma/V1 +v?)
melyek szoliton-antiszoliton ktott allapotokként foghatok fel, tomegiik
ennek megfelelGen 0 és 2M kozé esik. A klasszikusan folytonos spektru-
muk a kvantalas utan diszkrétté valik [9, 10]:

B (x,t)

l 1
my=2Msin P 1=1,2,... <~ (1.4)

2 P

ahol P
= . 1.5
L (1.5)
e A megoldasokat jellemzi a topoldgiai toltésiik, melynek definicioja
B[99

= — —d 1.6
Q=5 N (1.6)

azaz lényegében a megoldés koriilfordulasi szaiméat adja meg. A szoliton
topologiai téltése 1, az antiszolitoné —1, a lélegzdké pedig 0.



Lagrange-fiiggvény és szimmetriak

® b

1.1. dbra. A negyedik minimumanal azonositott potencial

1.2. Lagrange-fiiggvény és szimmetridk
Véges térfogatban a sine Gordon-modell hatasa:
o L/2 1
A= / dt/ dx <§3H¢)0“¢ + pucos 3¢) (1.7)
—oo —L/2

A fent mondottak szerint a k-csavart sine Gordon-modellt a hatasfunkcional
megvaltoztatasa nélkiil, pusztan a ¢ szogvaltozo értékkészletének kiterjesztésé-
vel allitjuk el6, oly modon, hogy az egy helyett a koszinuszos potencial k darab
teljes periodusat foglalja magéban:

2m
o~ o+ ?ky (1.8)

ami a kovetkezd kvaziperiodikus hatarfeltétel kirovasaval egyenértékii:

2m

g

A klasszikus alapallapotok a hagyomanyos sine Gordon vakuum maésolatai, a
potencidl minden minimumhelyében egy (lasd az 1.1. abrat):

o(x + L, t) = ¢p(z,t) + —kq q €. (1.9)

2
bn="n n=0,... k-1 (1.10)

8
Végtelen térfogatban (L = oo) minden més sine-Gordon megoldés szintiugy
megoldasa a k-csavart modellnek, lévén a mozgasegyenletek azonosak. De pél-
daul a sztatikus szoliton megoldéas, mely a sine Gordon-modellben a ¢ ~ @+%"
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A CSAVART SINE GORDON-MODELL

azonositas miatt ugyanabbol a vakuumbol indul, mint amelybe érkezik, a k-csa-
vart modellben szomszédos vakuumok kozott interpolalo kinkké valik. Véges
térfogathban a peremfeltételek nemtrivialis kivalasztéasi szabalyokat ronak ki a
kinkmegoldasokra, melyeket az 1.5 fejezetben részletesen is megvizsgalunk.

A végtelen térfogatt kvantumtérelméletben a fenti ¢, megoldasok degene-
ralt |n) vakuuméllapotoknak felelnek meg, melyekre

(nl ¢(x,t) [n) = %ﬂn (1.11)

véges térfogatban ezeket az allapotokat az alagutazas Osszekeveri és megsziin-
teti a degeneraciot. Maga a hatas természetesen ebben az esethen is rendelkezik
egy Zy, szimmetridval, melynek 7" unitér generatorat a

2m

To(x, )T = ¢(x,t) — 7 (1.12)
modon definidlhatjuk. Ezzel a definicioval
Tin)=In+1 modk), (1.13)
L/2
H= / ( (E) #)? — jucos ﬂqb) m(z,t) = 0d(x,t)  (1.14)
L2
Hamilton-operator kommutal T-vel. T" sajatvektorai a ,Bloch-hullamok™
2
D) Z e lm) Oy = Rl (1.15)
k
m 0
T |0n) = e [0,) (1.16)

melyek a fentiek szerint H sajatallapotai is. Ezek az allapotok véges térfogat-
ban is jol definidlt sajatillapotok, igy az (1.16) kifejezés inverzével altaldnosan
definialjik a fenti |n) allapotokat:

[n) = Z e |y, (1.17)

mO

Az (1.7) dinamika rendelkezik még egy Z, szimmetriaval is, melynek S gene-
ratora

Sp(x,t)S = —g(x,t) St=5"'=5 (1.18)
modon definialhato. Hatasa az alapallapotokon
Sin)y =1k —n)=|-n) iletve S|J,) = |=0,) = |Vk_n) - (1.19)

Az S és T transzformaciok egyiitt egy D diszkrét szimmetriacsoportot gene-
ralnak, melynek megjelenését a vikuumstruktiraban [11] részletesen targyalja.
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1.3. Operatortartalom

Az (1.8) azonositas kovetkezményeképpen a
m
Vi, = exp (zﬂz(j)) meZ (1.20)

operatorok jol definialtak és egymdsra nézve lokalisak (vagyis korrelacios fiigg-
vényiik egyértéki) az elméletben. Normaldsukat és normélrendezésiiket gy
definialjuk, hogy kétpontfiiggvényeik

(Vi (@)Vom(y)) = |2 =y~ ha |z —y| >0 (1.21)

szerint viselkedjenek. Konnyen lathato, hogy

TV, T =e 5™V, 6 SV,S'=V_,. (1.22)
A korrelacios fiiggvények rovid tavolsagu viselkedését egy ¢ = 1 centrélis toltést
konform térelmélet, a kompaktifikalt szabad bozon elmélete irja le, melynek
Lagrange-siiriiségfiiggvénye

1
L=— otx. 1.23
g Onxd"x (1.23)
Hogy meghatarozzuk a k-csavart sine Gordon-modell teljes lokalis operétor-
spektrumat, tekintsiik most ezt az UV (vagyis rovid tavolsaga) hataresetet! A
X tér egy r sugart koron él, tehat

X ~ X+ 277, (1.24)

ahol az r kompaktifikacios sugarat az (1.8) azonositasnak megfelelGen kell meg-
hataroznunk. Tekintetbe véve, hogy ¢ és x normélasa /4n-vel eltér, az

r= ‘/747% (1.25)

—

eredményt kapjuk. A vazolt elmélet U(1); x U(1)y Kac-Moody-szimmetriéval
rendelkezik, primér terei a V, ,, vertezoperdtorok [12]

1 /n  mr\2
A =5 (520 (1.26)

jobb- illetve bal konform stlyokkal. n az impulzus-kvantumszam, m pedig az
ugynevezett csavarodasi szam. A fenti V,, lokélis operatorok a V, o vertexope-
ratoroknak felelnek meg, a sine Gordon potencialt pedig

) 1
:cos B¢:= i(Vk’O +V_ko) (1.27)

t
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modon azonosithatjuk.
Csak két maximalis lokalis operatoralgebra létezik a kompaktifikalt szabad
bozon elméletében [13]:

Ay, ={Vom :meZnel} (1.28a)
A = {Vom -m € Z,n € Z+m/2}. (1.28b)

Az els6ben minden operator bozonikus, mig a masodikban a paratlan m csa-
varodasi szimmal rendelkezdk fermionok. Itt latjuk tehét a ,sine Gordon osz-
talya” elméletek teljes készletét, melyben a hagyomanyos sine-Gordon-modell
az Ay, a tomeges Thirring-modell pedig az Ay valasztasnak felel meg, k = 1
mellett.

1.4. Csonkitott konform tér

Elméleti megfontolasaink alatamasztasara a csonkitott konform dllapottér
kizelitést (TCSA) fogjuk hasznélni, melyrdl egy rovid éltalanos bemutatés
az A fiiggelékben olvashato. Az alabbiak a k-csavart sine Gordon-modellre
valo alkalmazést targyaljak.

Az (1.14) Hamilton-operatort egy végtelen Hermitikus métrixként repre-
zentélhatjuk, mely a ¢ = 1 konform térelmélet Ay, operatoralgebrara épitett
allapotterén hat:

H= P Fum (1.29)
Vn,m€EAL

ahol
Fogn = span {a_g, ... a—g, [Vam) k1, k, € Z7} (1.30)

a x szabad bozontér negativ frekvenciaju modusaival a V, ,,, legmagasabb stlyt
allapotra épitett Fock-tér.

A k-csavart elmélet potencidljanak (1.27) alakjat irjuk be a TCSA Hamil-
ton-operéator (A.7) kifejezésébe, a A csatolasi allando szerepét pedig az (1.14)-
beli p jatssza. Tomegegységként az M szolitontémeget valasztjuk, mely a p
csatolasi allandoval a TBA maodszerekkel meghatarozott [14]

20(A)
7T(1—A)

1 2—2A
f=r(A)MT g(A) = \/H(“A)} (1.31)

A
20'(355)
osszefiiggésben 4ll (a hagyomanyos sine-Gordon-modellre vonatkozo relaciot

hasznaljuk, mert a tomeghézag-Gsszefiiggés lokalis tulajdonsag, igy a k-csavart
modellben véltozatlan formaban érvényes). A a  feltételeink szerint spintelen
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perturbalé operator konform siilya: A = A = g. Az igy eléallitott és a szo-
litontomeggel dimenziotlanitott Hamilton-operatort az | = M L dimenzidtlan
térfogattal kifejezve

~ H 2r 22

H:]\/ji i {HCM — k(A)

W%[w,o(l,1)+V,k,o(1,1)]}, (1.32)

ahol a spinekre vonatkozo 6, a, a,-a, kifejezést elhagytuk, mert a perturbalo
operatornak egyébként sincs matrixeleme kiilonb6z6 spint allapotok kozott.
Ezt kihasznaljuk akkor is, amikor a numerikus diagonalizalast a

Hres(Eriisaon, 5,q) = {|¥) : QW) = q|T), (Lo — Lo) |T) = s|T),
Hepr [¥) < B W)} (1.33)

modon csonkitott Hilbert-téren végezziik el, ahol a konform energia felsg korla-
tozdsan til az allapotteret megszorithattuk a konform spin és a topolégiai toltés
(Qr. a x kompaktifikilt bozon csavarodasi szama, az (1.9)-beli ¢ vagy (1.36))
rogzitett értékére is, tekintve, hogy ezek kommutalnak az (1.32) Hamilton-
operatorral.

Mivel a sine Gordon-modell taszit6 tartoményaban (p > 1) a TCSA UV-
divergens [15, 16], numerikus vizsgalatainkat a vonzo tartoményra korlatozzuk.
Eviiszon €rtékét gy valasztjuk, hogy az allapotok szdma 10000 koriil legyen,
mert a rendelkezésiinkre all6 szamitasi kapacitas ezt engedi meg.

1.5. Tobbrészecske-allapotok véges térfogatban

A teljesen integralhato modellek véges térfogati spektruma felhasznalhato
az elmélet egzakt S-matrix sejtéseinek tesztelésére. Példaul a periodikus ha-
tarfeltételeket kielégitd tobbkink-allapotok energiaszintjei leirhatok a kinkek
szorasmatrixainak segitségével [6], majd a kapott eredmények Gsszevethetck a
TCSA-modszerrel kapott véges térfogatii spektrummal. Végtelen térfogatban
a tomeges részecskék lényegében mindig tavol vannak egymastol (a szorasok
lezajlottaval mar csak tavolodnak), igy egy tobbrészecske-dllapot energidja a
benne taldlhato részecskék energidinak osszege. Véges térfogatban ehhez kor-
rekciok adodnak, melyekért harom kiilonbozo fizikai effektus felelds:

o Egy kinkelmélet degeneralt vikuumai kozott alagutazds lehetséges, mivel
a koztiik levé potencidlgat nem végtelen magas. Az alagutazas amplitii-
doja insztantonmaddszerrel szamithatd, melybdl az effektus nagysagrend-
jére O(e~ML)-t kapunk, ahol L a térfogat, M pedig egy karakterisztikus
tomeg, esetiinkben a kvantumkinké.
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o Kétféle virtudlis effektus is befolyasolja a spektrumot: a vikuumpolari-
zacio és a virtudlis részecskék kozvetitette kolesonhatasok, de tomeges
elméletekben mindkettd ismét csak O(e=L) nagysagi korrekciot okoz.

o Véges térfogatban a részecskék nem tavolodnak el, hanem folyamatosan
szorddnak egyméason, igy az energia-sajatallapotok nem az aszimptoti-
kus allapotok, hanem a stacionérius szorasallapotok (vagyis az Osszete-
v6ik egyméason torténd szorodaséra invarians allapotok) lesznek. Az eb-
bl ereds kvantélasi feltételek (az tigynevezett Bethe Yang-egyenletek)
kifejezhetSk az elmélet S-matrixaval, ha a részecskéket pontszertieknek
tekintjiik. A fellépé korrekciok O(L™2) rendfiek, azaz sokkal nagyobbak,
mint az el6z6 két pontban emlitettek, igy ideélisak az S-matrix ellendr-
zésére.

1.5.1. Klasszikus megoldasok végtelen térfogatban

Az 1.2 fejezetben emlitettek szerint a sine Gordon-modell sztatikus szoli-
tonmegoldasa a k-csavart elméletben kinkké valik. Pontosabban ez annyit tesz,
hogy a k-csavart modell klasszikus kinkmegoldasai (1.2) segitségével

Kpni1(@,t) = dsotiton (@, ) + 27% n=20,....k—1 (1.34)
alakban irhatok fel, ahol K indexei a kink # — Zoo vdkuumait jelolik és
modulo k értenddk. Ennek megfelelGen £ kiilonb6z6 egykink-megoldas all elGt-
tiink, valamint az antikinkek, melyek a ¢ — —¢ tiikrozéssel kaphatok. Mivel
egy tobbkink-megoldas felfoghato vikuumok lancolataként is, a sine Gordon
szolitonokkal és antiszolitonokkal ellentétben nem helyezhetiink tetszéleges mo-
don egymas mellé kiilonféle (anti)egykink-megoldasokat. A kvantumelméletben
ez megszoritasokat jelent majd a tobbrészecskés Hilbert-térre.

A k-csavart modellben lélegzd megoldasbol (1.3) is k kiilonbozst talalunk,
melyek a potencidl kiilonb6z6 minimumai koriil oszcilldlnak:

2
BW(w,t) = B®(x,t) + % n=0,... k-1 (1.35)

A k-csavart modellben a topologia toltés (1.6) definiciojat korrigalnunk kell,
hogy tovabbra is azt szdmolja, hédnyszor jarja korbe egy megoldés a ¢ térvaltozo
teljes — k-szorosra bévitett — értékkészletét:

Qr = %/700 Oy da. (1.36)

Ez azzal jar, hogy az egykink-megoldasok 1/k tort értéki topologiai toltéssel
rendelkeznek, vagyis legalabb k darab kinkre van sziikségiink egész topologiai
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1.2. dbra. LélegzGtomegek a 2-csavart modellben (p =

toltésti megoldas elGallitasahoz. Az (1.9) kvaziperiodikus peremfeltétel tehat
kizarja az Osszes egykink-megoldast, de példaul a lélegzék kielégitik ¢ = 0
mellett, illetve barmely egész topologia toltésti megoldas a toltésének megfelels
g-val, legaldbbis kozelitleg, ha L > M'k’ll, ahol My = 8m/(* a klasszikus
kinktomeg.

1.5.2. Kvantumos részecskespektrum

Integralhatosaga okan végtelen térfogatban a kvantalt sine-Gordon-modell
a klasszikus szoliton- és lélegzGmegoldésoknak megfelels részecskéket tartal-
maz. Mivel az integralhatosag a modell lokalis tulajdonsagaibol fakad, arra
szamitunk, hogy ezek a részecskék a kvantalt k-csavart modellben is jelen lesz-
nek. Természetesen az klasszikus megoldasokrol irtak mintdjara a D, szim-
metria megkoveteli a részecskék tGbbszorozodését, vagyis egyetlen szoliton és
antiszoliton részecske helyett & darab degenerdlt kink (és ugyanennyi antikink)
részecskére szamitunk, valamint a & kiilonh6z6 vakuumhoz tartozo k készlet-
nyi Bg) lélegzé részecskére is, melyek my tomegeit valtozatlanul az (1.4) ki-
fejezés adja meg, az n vakuumindextdl fiiggetleniil. Ezeket a varakozasokat
igazolja az 1.2. abra, ahol egyméson latjuk a lélegz6tomegek elméleti értékeit
és a TCSA-hol kapott elsé kilenc g; = & — & relativ energiaszintet. & a TCSA-
vikuum dimenziotlan energidja (vagyis az (1.32)-beli H legkisebb sajatertéke),
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amely pont az s = 0, ¢ = 0 szektorban (zérus dsszimpulzus és topologia t6ltés)
fekszik, de az abrardl lehagytunk, mert ¢y = 0 miatt végig az [ tengelyen ha-
ladna. Az abran jol latszik a lélegz részecskék duplazodasa, tovabba feltiing,
hogy az elsé harom lélegzének megfeleld egyrészecske-allapotok sokkal gyorsab-
ban tartanak a végtelen térfogatin értékiikhoz, mint a két B(D-et tartalmazo
(2m; aszimptotikdji) kétrészecske-allapotok.? Ennek magyarazata, hogy a feje-
zet elején részletezett okokbol az egyrészecske-llapotok energidi csak O(e!)-es
végesméret-korrekciot kapnak, mig a tébbrészecske-allapotok O(I172)-est a ré-
szecskék sajat impulzusabol és a kolesonos szorasabol eredden.

Jeloljiik az n és m vakuumok kozott interpolald 6 rapiditasu kink vagy
antikink részecskét I, ,,(0)-val, és a megengedett

Kij(01) 4+ Kjm(02) — Kin(62) + Ky (1) 01 > 0, (1.37)

szoras amplitudojat S{;’:Z(Hl — 0y)-vell A k-csavart sine Gordon-modell K, ,,
kinkjeire |n — m| = 1 mod k. Konnyen felirhatjuk ezen kink szordsok S-
métrixat [6]: a Zj, szimmetria, valamint az id6- és tértiikrozeési invariancia ko-
vetkezményeként Sf;‘L(H) a rapiditason til csak az indexek kiilonbségeitd] fiigg,
vagyis egyenls az n-fiiggetlen S, 7057 (0), SiEL+1(0) vagy SiHL"1 () ampli-
tadok valamelyikével. Ezek mindegyike fiiggetlen tovabba ¢ globéalis tulajdon-
sdgaitol, igy a hagyomanyos sine Gordon-modell szoliton-szoliton-, szoliton-
antiszoliton reflexios-, illetve szoliton-antiszoliton transzmissziés amplitudo-
javal egyenls. Vizsgalatainkhoz az S (6) szoliton-szoliton amplitad6 explicit
alakjara lesz sziikségiink [9]:

oo diwsin(t%)) sh [Zw(p —1)]
w  ch(Fw)sh(Fwp)

S0 = 5u0) =~ 50 = [
0

(1.38)
Teljesen analdg érveléssel kapjuk, hogy a
Bﬁm)(el) + Kn,n+1(€2) - n,n+1(92) + Bil’ﬂwl) 91 > 92 (] 39)

szorast leird Sﬁm)(ﬂl — 6,) amplitido a sine Gordon-modell Ss(m)(ﬁl — 6) szo-
liton-lélegz6 amplitudojaval egyenld:

. - cmmp m—1 -2 (m—2l _ T -0

sh 0 +icos 5% sin ( 5D 4-i-zQ)
m=2l_ 8\
SAmp — 5 —if)

S (6) = S (0) =

= 1.40
sh @ — icos ( )

Tmp
2 =1

sin? (

1.5.3. Bethe-Yang-egyenletek

Hogy elméleti joslatainkat a TCSA-eredményekkel Gsszevethessiik, sziiksé-
giink van a t6bbrészecske-allapotok energidjanak kifejezésére L fiiggvényében.

2A vonalak emelkedése | > 20 utan a ndvekvé TCSA-hibdk kivetkezménye.
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Ez egzakt modon is megtehets [17, 18, 19, 20|, de mi egy egyszer(ibb kizelits
modszert hasznalunk, mely vilagos kapcsolatban all a modell részecskespekt-
ruméval. Az alabbiakban terjedelmi okokhol csak a modszer elvi vazlata és az
eredmények szerepelnek, a konkrét formulak levezetése fellelhets az irodalom-
ban |11].

Integrdlhato elméletekben a részecskeszdm megmaradd mennyiség, ezért
van értelme adott részecskeszami szorasallapotokrol beszélni, ha L > M~
vagyis a részecskék tobbnyire tévol vannak egymdstol. A modell spektruméat
természetesen a staciondrius szorasallapotok adjak, vagyis az olyan allapotok,
melyek invaridnsak a benniik szerepld részecskék kolesonds szorodasara. Most
tekintsiink N darab kinket tartalmazo stacionarius szorasallapotokat, melyek
rapiditasaik @ = {6y, ...,0,} halmazival jellemezhetSk (integralhato elmélet-
r6l 1évén szo, a rapiditasok megmaradnak, bar a szorasok az egyes részecskék
rapiditasait természetesen cserélgetik). Egy stacionarius dllapot kifejthets a
megengedett kinkallapotok

|Kn1 n2(91) n2, 711(92) Knm’,nl (91\7» 0 >0, > >0n (1-41)

dy darab in-allapota, mint bazis szerint; a kifejtési egyiitthatokat jeloljiik
P™(@)-val (n = (nq,...,ny) multiindex, 8 itt mar szintén rendezett).
A kvéziperiodikus hatarfeltétel miatt a ¢)™(0) kifejtési egyiitthatok az

eiMEsht; ZT JTT(O) = —™(@)  j=1,....N (142

egyenleteket elégitik ki, ahol

H S (0, — ;) (1.43)

az N-részecske transzfermdtriz. Rogzitett L mellett az (1.42) egyenletrendszer-
nek csak specialis @-ra van megoldasa, és ezaltal megadja a keresett stacionarius
szorasallapotokat, melyek teljes energiaja és impulzusa

N N
E=) Mcho; P=Y Msho, (1.44)
j=1 j
alakban irhato fel. Megjegyzendd viszont, hogy mig P értéke minden véges
térfogatra egzakt, addig E csak kozelitést jelent, mert elhanyagoljuk az alagu-
tazasi- és a virtualis effektusokat.
A legegyszeriibb, két kinket tartalmazo stacionérius szorasallapotok dimen-
ziotlanitott energia-térfogat Gsszefiiggésére [11] alapjan haladva az

(L)(6) = (LV 8;5(29),20119) Ne {;\* {10/}2 Zzn‘t‘z‘;mm (1.45)

11
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1.3. abra. Hidnyz6 antiszimmetrikus allapotok (p = %, s=0)

paraméteres kifejezést kapjuk szimmetrikus-, illetve antiszimmetrikus hullam-
fiiggvény esetére. Ez utobbi vonas ravilagit a 2-csavart sine Gordon-modell 1
topolégiai toltést- és a csavaratlan sine-Gordon-modell 2 topologiai toltést
szektora kozotti lényeges kiilonbségre: a két kinkkel ellentétben a két szoliton
hullamfiiggvénye nem lehet antiszimmetrikus, lévén a szolitonok azonos bo-
zonok. A szimmetrikus allapotok leirdsa viszont a két esethen ugyanazokra
a formuldkra vezet, igy végeredményben a sine Gordon-modell 2 topologiai
toltést szektora pontosan a csavart modell szimmetrikus kétkink-allapotaival
azonos megjelenésii dllapotokat tartalmaz, vagyis fele annyi allapotot, mint a
csavart modell (1.3. abra). (Ezen az abran kivételesen a folytonos vonalak is

interpolalt TCSA-adatokat jeldlnek a konnyebb attekinthetGség kedvé-
ért.) Feltiing modon minden masodik energiaszint csak a csavart modellben
van jelen, és ez igaz a kétkink-dllapotként nem értelmezhets (azokat elmetszd)
szintekre is.?

Az 1.4. abréan a folytonos vonalak mar az (1.45) altal paraméterezett gorbék,
mig a pontok tovabbra is a 2-csavart modell 1 topologiai toltést szektoranak
TCSA-adatai. Az imént emlitett, tiszta kétkink-allapotként nem értelmezhetd
vonalak nagy térfogatban E — 2M + my jellegl viselkedést mutatnak, ezért

3Az (1.45) paraméterezés nem engedi meg kiilonbozé N-ekhez tartozé vonalak kereszte-
z6dését.
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1.4. abra. Keétkink-allapotok

Gket kézenfekvd két kinket és egy elsé lélegzot tartalmazo allapotokként leirni.
Az eltérs tomegek (my # M) miatt erre a fent vazolt transzfermatrix modszer
nem alkalmas, de kozvetlen szamolassal a Bethe-Yang-egyenletek felirhatok
[11], és végiil a zérus Gsszimpulzusi szektorban

(1,2)(0) = (w ml) N e {Z+ 1/2  szimm,

,2ch 4+ — Z\ {0}

sho M
adodik az energiaszintek paraméteres kifejezésére. Az ebbdl kapott elsé két
gorbe mar szerepel az 1.4. dbran.
A 3-csavart modell 1 topologiai toltést szektordban a transzfermatrix-mod-
szer az

antisz.

szimm.

3 (i)
N, Z
zsha,;+zfs(e,;—ej)_2n{ o € (1.46)

“ NY) € Z+1/3 konjugalt

egyenletrendszerre vezet (i = 1,2,3 és N # N ha i # 7). A zérus Osszim-
pulzust szimmetrikus allapotok €3 = —6;, 0 = 0 specidlis megoldasai itt is
megadhatok paraméteres forméban, de a tobbi esetben csak numerikus iterativ
modszerrel kaphatjuk meg az energiaszintek térfogatfiigggését. Az 1.5. dbran lat-
hatd, hogy a Bethe Yang-egyenletek ismét kivaloan leirjak a TCSA-adatokat,

13
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1.5. Abra. Haromkink-allapotok

1.6. Exponencialis terek vikuum-varhatoértékei

A sine-Gordon-modell exponencidlis tereinek varhato értékeire Lukyanov és
Zamolodchikov adott explicit kifejezést [21]. Eredményiik atiiltethets a csavart
modellre is, és a TCSA-eredményekkel valo Gsszevetése ismét igazolja, hogy a
sine Gordon-modell lokalis tulajdonsagaibdl fakado allitasok érvényesek ma-
radnak a peremfeltétel megvéltoztatiasa utéan is.

1.6.1. Szimmetridk

A k-csavart modellben a k& darab vakuumallapotnak megfelelGen a
(0| Vi |9,)

amplitadok irjak le az (1.20) szerint definidlt exponenciélis terek vakuum-vér-
hatoértéq-keit. Véges térfogatban a |¢,) vakuumaéllapotok degeneracioja meg-
sziinik ugyan, de a kévetkezG gondolatmenetet ez nem befolyésolja.

T ismert hatasabol a |,,) allapotokon (1.16) és a V,, tereken (1.22) kvet-
kezik, hogy

2mi

(On| Vi [U;) = A} Onmsr illetve  (n|V,,|r) = B, "e® ™

(1.47)
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ahol (1.17) alapjin bevezettiik a

k—

1 —@nr n

B = OValr) = LY oy (1.48)
n=0

jeldlést. ¢ valéssaga miatt VI =V, és ennélfogva

_ 2mi

B =e ® "B (1.49)

—m"
Mésrészt az (1.19) transzforméacios tulajdonsigbol kovetkezik, hogy

B, =B (1.50)

—m»

ami lehetGvé teszi, hogy B, fazisat elGjel erejéig meghatarozzuk:

B, =e"™[F"  ahol F7 €R (1.51)

m

(£} anégyzetgyGkvonas kétértékisége miatt mar nem k-periodikus az r indexé-
ben, mint BJ, volt). De még ezek az F), valos amplitadok sem mind fiiggetle-
nek. Az UV szabad bozon szokasos (1.30) bazisaban a V), , vertexoperatorok
matrixelemei valosak, és ennek kovetkeztében az (1.32) Hamilton-operétor va-
16s szimmetrikus matrixként reprezentalhato, melynek sajatvektorai ismét csak
valosak. Végeredményben tehat (0,,| V,, |0,) € R, azaz A}, € R, és emiatt
Foo=(-1)"Fi"  r=1...k-1; (1.52)

m

F% = (0] V;, |0) értékére nem kapunk feltételt. Az exponencialis terek vakuum-

m

varhatoértékeit tehat az
k
Ey r=20,..., liJ (1.53)
valos amplitiudokkal jellemezhetjiik.

1.6.2. Véges térfogati viselkedés

Az exponencialis tereket tigy normaljuk, hogy a nemeltiing kétpontfiiggvé-
nyeik rovid tavolsagu aszimptotikdja

1
(0] e ¢lemiadw) |0) = ———— (1.54)
v — y[*2
legyen, ahol A, = 5 az €9?®) operator konform stlya. Vezessiik be a
G(a) = (0] € |0) (1.55)
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jelélést; ekkor Lukyanov és Zamolodchikov [21] sejtése szerint*

-

dt sh? (ﬂ ) @’ g =
P {/0 t |:28h( t) sh(t )ch(ﬁt) Tt :| } » (156)

amennyiben 3% < 87 és |ReaB| < 4m; M a szolitontémeg.

Tamaszkodva arra, hogy a ¢ tér lokalis tulajdonsagaitol fiiggé mennyisé-
gek nem véltoznak a peremfeltételek megvaltozasaval, G(a)-t azonosithatjuk a
végtelen térfogatban mért FY mennyiséggel:

G <m7ﬁ> =F% ha l=ML=c. (1.57)

TCSA-szamitasokbol a w = eF (+i%) transzformacioval a komplex sikra képe-
zett €| operdtor varhato értékét tudjuk meghatarozni a numerikus
diagonalizalassal kapott allapotokon [ fiiggvényében, azaz a sikon mért A” (1)-
et. A G(a) = M*ag(a) dimenziétlanitds utan

k-1 20, .
RO = 1A= (5) sann) =2 )
n=0

modon hozhatok kapcesolatba a josolt és a mérhetd mennyiségek, ahol N(1) =
1+0(e7!) az alagutazasi- és egyéb virtualis effektusokat tartalmazo végesméret-
korrekcios faktor.

Az F770 amplitidok végtelen térfogatban eltiinnek, mert a kiilonbozs |n)
vakuumok a Hilbert-tér kiilonbozé szektoraiba esnek, melyek kozott lokalis
operatorok nem visznek at, igy

0|V |r #£0) — 0 ha [ — o (1.59)

Véges térfogatban az alagutazas szolgaltat nemelting jarulékot, mely insztan-
tonmodszerrel szamithato [11], nagy [ esetén nagysagrendjére

(0] Vi |r # 0) = O(e™) (1.60)

adodik.

4A [21] cikkben a ¢ tér és a 3 csatolasi dlland6 normélasa a miénktél /8w faktorral eltér.
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1.6. dbra. Vertexoperatorok vikuum-varhatoértékei

1.6.3. Osszevetés a TCSA-eredményekkel

Az ellenbrzéseket p = 2/7 mellett a 3-csavart modellben végeztiik el, ahol
méar Ot vertexoperator tesztelésére van mod, és a paraméterek minden esetben
az (1.56) kifejezés érvényességi tartomanyéaba esnek. A felhasadt [94) , [¥a) , [93)
allapotoknak megfelels sajatvektorokbol kiszamitottuk az A” (1) amplitudokat
(m=1,...,5), majd [ fiiggvényében abrazoltuk az (1.58) atrendezésébsl N (1)
elhanyagolasaval kapott

178 D (1) % (2m) *Ang (’%ﬁ) (1.61)

egyenlGség mindkét oldalat (A, = 7;:5/}: a V,, operator konform siilyat jelsli).
A jobb oldal lTathatoan térfogatfiiggetlen, az 1.6. abran vizszintes egyenesek
felelnek meg neki, mig a bal oldalt a TCSA-adatokbol szamitott pontok rep-
rezentaljak. Kis m-ekre a mért értékek nagyon jol illeszkednek az elméleti jos-
latra, nagyobbakra viszont kiovetkezetesen a vart értékek alatt maradnak, ezért
a finomabb analizis a TCSA-adatok extrapolalasat igényli.

A 3-csavart modell azért is szerencsés valasztds, mert lehetéve teszi FY (1)
vizsgalatat is. A mért értékek az 1.7. abrén lathatoak, viselkedésiik teljes Gssz-
hangban all a vart exponencialis lecsengéssel. Az [ > 8 folotti kilaposodas a
véges szamabrazolasi pontossaggal magyarazhato.

17
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1.7. abra. F}(l) exponencidlis lecsengése

G(a) egzakt (1.56) kifejezése kiilonféle  mér ismert  hataresetek kozotti
iigyes interpolacié eredménye [21|. Ezek egyike a szemiklasszikus hatareset,
és mivel numerikus vizsgalataink szintén a p < 1 tartomanyban torténtek,
feltehetd a kérdés, hogy vajon kiilonbséget tudnak-e tenni a szemiklasszikus és
az egzakt formula kozott, konkrétan képesek-e az egzakt formulat igazolni a
szemiklasszikus kifejezéssel szemben.

Ennek vizsgalata céljabol az 1.8. abran kinagyitottuk az 1.6. abra m = 1
vonalanak kornyezetét, és rarajzoltuk a szemiklasszikus vikuumértéknek meg-
felel¢ vonalat, valamint tobb kiillonb6z6 Eygsen levagasi energia mellett késziilt
TCSA-mérés eredményét. Feltiing, hogy barmely régzitett | esetén az adatok
monoton nének FEygss, novelésével. A vakuumérték egzakt kifejezésének he-
lyességét tamasztja ald, hogy a TCSA-adatok egy tartomanyban hatérozottan
meghaladjik a szemiklasszikus szamitassal kapott értéket, mikdzben mindvé-
gig az egzakt érték alatt maradnak. Hogy szémszeriien is kifejezhessiik ezt, a
TCSA-adatok Eygigzon-fliggésére minden [ mellett numerikusan illesztettiik az

Epgisy + ()

a(l) ks
Byl + (1)

xrg = 2 — QAﬁ (162)

fiiggvényt,® és az 1.8. abran feltiintettiik az Figeqa, — 00 extrapolalt értékeket,

Az illesztési formulat gy valasztottuk, hogy monoton névekedést irjon le, Eyisan Kite-
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1.8. dbra. A szemiklasszikus és az egzakt vakuumeértékek dsszehasonlitasa

vagyis az a(l) illesztési paraméter értékeit is. Az extrapolalt értékek még inkabb
meghaladjak a szemiklasszikus szamitas eredményét (ami nem meglepd, hiszen
az extrapolaciés formulank monoton), de tovabbra is az egzakt érték alatt
maradnak, mikézben [ fiiggvényében is egyenletesebben névekvé viselkedést
mutatnak (nagy l-ekre a TCSA-hibak ezt végiil elrontjak). Végiil, felidézve
az (1.58) felirasban szerepls N (1) végesméret-korrekeios faktort, az extrapolalt
pontokat ismét illesztettiik az

A-p% (1.63)

fiiggvényre, melyben az e~! tényez6t az insztantonhatas, [t pedig a nullmo-
dus nélkiili fluktuacios determinans motivalja. Ez a fiiggvény az extrapolalt
adatokat nagyon jol leirja, és bar az illesztésbél kapott A érték még mindig ki-
sebb a vakuumérték egzakt kifejezésébdl kapottnal, a szemiklasszikustol joval
tavolabb esik. Osszefoglalasul kimondhatjuk, hogy adataink hatarozottan az
egzakt formulat tdmogatjak a szemiklasszikussal szemben, még ha szamszert
ellengrzéséhez nem is eléggé pontosak.

Fenti vizsgilatainkhoz hasonlok torténtek mér Virasoro-minimélmodellek
@, 5 perturbécioira [22]. Ezek a modellek a sine-Gordon-modell megszorita-

vGjét pedig az motivalja, hogy G(a) elképzelt perturbalt konform térelméleti (pCFT) kifeje-
zésében az effektiv kifejtési paraméter nem g, hanem p? lenne.
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sai bizonyos racionéalis p értékek mellett, és ennek kovetkeztében lokalis tereik
vakuum-varhatoértékeire (1.56) alapjan specialis kifejezések vezethetsk le. Az
idézett munkaval ellentéthben azonban mi kizvetleniil a (csavart) sine Gordon-
modellben végeztiik el az Osszevetést.

A fenti eredmények tovabbi fontos vonatkozasa, hogy a vikuum-varhatoér-
tékeket megado (1.56) sejtés levezethetd egy masik, az an. Liouville reflexios
faktorra vonatkozo sejtésbél [23, 24]. Emiatt ellendrzése kozvetett modon té-
mogatja az arra épiilé megfontolasokat is.

1.7. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a sine—Gordon-modell egy megvaltoztatott peremfelté-
teld valtozatat vizsgaltuk véges térfogatban. Feltevésiink az volt, hogy a poten-
cial k periodus utan térténd azonositasa nem rontja el a sine-Gordon-modell
integralhatosagat, de a spektrumot jellegzetes modon megvaltoztatja. Két na-
gyobb problémakéort tekintettiink &t, és a kapott eredmények egyontettien azt
mutatjak, hogy ez a feltevés helytallo. ElGszor megmutattuk, hogy a k-fiiggd
degeneraciok és a tobbrészecske-allapotok energidjanak térfogatfiiggése helye-
sen irhato le a Klassen és Melzer altal kifejlesztett [6] formalizmussal, mialtal
attételesen ellendriztiik az S-méatrixra vonatkozoé sejtést is. Méasodsorban meg-
mértiitk az exponencidlis terek varhato értékét a k-csavart modell kiilonbhozé
vakuumaiban, és eredményeinkkel alatdmasztottuk Lukyanov és Zamolodchi-
kov [21] egzakt formulajat.



2. fejezet

A kétfrekvencias
sine—Gordon-modell

Az 1.1. fejezetben méar emlitettiik, hogy a sine-Gordon-modell, az integral-
hatosagabol fakado elméleti érdekességén til szamos konkrét alkalmazasra is
talalt a fizika kiilonb6z6 teriiletein, mint példaul az egydimenzids spinlancok
kvantum-statisztikus mechanikaja vagy a nemlinearis optika [25]. Az alkalma-
zdsok tobbségében azonban a sine-Gordon-modell csak kozelitést jelent, mely
a fizikai paraméterek terének kis tartomanyéban érvényes csak; hizonyos jelen-
ségek leirasdhoz tovabb periodikus potencidltagok bevezetése sziikséges. Példa
erre a tomeges Schwinger-modell (azaz kétdimenzios kvantum-elektrodinamika)
vagy az egyszerre hémérsékleti- és magneses operatorokkal is csatolt dupla
Ising-modell, mely az Ashkin Teller-modell egy altalanositasanak is tekinthet6
[25]. Tovabbi példakkal szolgalnak az anizotrop mégneses folyadékokban ter-
jed6 spinhullamok és a rezonans kozegbe hatolo ultrargvid fényimpulzusok [26],
vagy az egydimenzios Hubbard-modell [27].

Az igy kapott modell elméleti szempontbdl is érdekes, mert az @j potenci-
altag az integralhatosag elrontasa révén altaldnosabb viselkedést hoz magéval,
és ezaltal a kétfrekvencids sine-Gordon-modell a nemperturbativ kvantumtér-
elméleti vizsgalatok realisztikusabb jatékmodellje lehet, de mindekozben tanul-
manyozhaté és megérthetd marad az integralhaté elméletek korében kifejlesz-
tett eszkozokkel.

2.1. A modell definicigja

A kétfrekvencias sine—Gordon-modellt az
1
A= /dt /dwia‘%)@u(b + pcos B + Acos(ag + 6) ¢RI SR (21)
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hatassal definialjuk, ahol 8 és a a két frekvencia, 0 a relativ fazis, \ és pu
pedig dimenzios csatoléasi allandok, melyek egyikének nullara éllitasaval a ha-
gyomanyos sine Gordon-modellt kapjuk vissza. Ennek megfelelen kvantumo-
san modelliink a ¢ = 1 kompaktifikalt szabad bozon dupla perturbacidjanak
tekinthetd; hatasat

A= Ac:l + Apert (22)
alakban irva
1
A= / a / 20" 60,0 (23)
Apert = % / & / da(uVs + pVop + AV + Ae Vo), (2.4)

ahol a V, = ¢™? exponencialis terek (vertexoperatorok) az UV szabad bozon

O—

elmélet U(1);, x U(1)g Kac-Moody primér terei

w2

jobb- és bal konform sulyokkal. Ay = 0 modell M,, és a A = 0 modell Mg
szolitontomegének segitségével a csatolasi allandok

(2.5)

(Ag) M
(Ba) MG 20 (27)

alakban dimenziotlanithatok az (1.31) dsszefiiggés alapjan.

2.2. Alapvetd tulajdonsagok

A kétfrekvencias sine-Gordon-modellrél néhany alapveté megfigyelés mar
megtalalhato az irodalomban [25]. vizsgalatainkat ezek rovid felidézésével kezd-
jik.

e A perturbalt konform térelméleti megfogalmazas kozvetlen folyomanya,
hogy a perturbal6 operatorok relevancidja megkoveteli a

F<8r s a’<8m (2.8)
feltételek kirovasat.

e Tovdbbmenve, hogy renormdlds utén is kétfrekvencids (nem pedig va-
lamilyen tobbfrekvencias) sine Gordon-modellrsl beszélhessiink, minden
divergencia eltiintethetd kell legyen pusztdn a p és A csatolasi allanddok
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atdefinialasaval, tovabbi periodikus potencidltagok hozzaadasa nélkiil. Ez
a szigoru értelemben vett renormélhatésag fennall, ha

aff < 4. (2.9)
A tovabbiakban mindig feltessziik a fenti egyenlGtlenségek teljesiilését.

A kétfrekvencias modell nem integralhato, ami alatamaszthato példaul
azzal, hogy a szdmldldargumentum [3] &ltalanos frekvencia- és csatoléasi
allando értékeknél nem biztosit magasabb spiniti megmarad6 mennyisé-
geket.

A modell teljesen eltérs viselkedést mutat attol fiiggGen, hogy az «o/f3
frekvenciaardany raciondlis vagy irracionalis. Ha a/3 = n/m, ahol m és n
relativ prim egészek, a —p cos ¢ — A cos(a + ) potencial periodikus

2mn. 2mm

- = 2.10
== (210)
periodussal, és a ¢ térvaltozo 2w/ alkalmas tobbszorosével torténd elto-
lasaval 0 mindig atdefinidlhato gy, hogy

™
< - .
5 < = (211)

legyen. A potencial periodicitasibol kovetkezéen a modell alapéllapota
végtelenszeresen degeneralt és topologikus gerjesztéseket hordoz. A = 0
esetben az elemi topologikus gerjesztés a megfelels sine Gordon-modell
n-szoliton allapotdba megy at, és hasonldéan, p = 0 esetén m-szoliton
allapotba. A csatolasok altalanos értékénél a szolitonok mintegy ,bezé-
rodnak” ezekbe az Gsszetett objektumokba.

/B ¢ Q esetén viszont a potencidl nem periodikus, nincsenek topologi-
kus gerjesztések és az alapallapot nem degeneralt [25]. (2.11) alapjan az
is valoszintsithets, hogy d ebben az esetben nem jatszik szerepet a mo-
dell dinamikajaban. Ez az eset mar kvantummechanikai problémaként
(helyfiiggetlen ¢ mellett) is rendkiviil bonyolult. Latni fogjuk tovabba,
hogy a TCSA sem alkalmazhato ra, mert tetszéleges levagasi energia
alatt végtelen sok allapotot tartalmaz. Egyéb nemperturbativ vizsgalati
maodszer hidnyaban a tovabbiakban a racionélis esetre korlatozodunk, bar
a 2.5. fejezetben levezetett perturbativ eredmények érvényesek irracioné-
lis frekvenciaarany esetén is.
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2.3. Klasszikus analizis

Tudvéan, hogy a sine Gordon-modellre a kvantummechanikai szemiklasszi-
kus kozelités egzakt eredményekkel szolgél 9], szamithatunk ra, hogy a két-
frekvencids modellben is jol vezeti majd intuicionkat a klasszikus potencialkép.
Ezért a kvantumelméleti vizsgalatok el6tt levezetiink par klasszikus formulat
az a/f = 1/2 legegyszeriibb esetben, vagyis

54
U(¢p) = —pcos ¢ — Acos (‘§¢+6) (2.12)
potencidl mellett. Ekkor (2.10) n =2 és m = 1 mellett a térvéiltozo

27mn 47
— = 2.1
3 l=¢+ ﬁl leN (2.13)

azonositasait engedi meg, ahol [ # 1 az 1. fejezetben targyaltakhoz hasonloan
csavart kétfrekvencias modellekhez vezetne. Erre a komplikaciora most nincs
sziikségiink, ezért | = l-et véalasztunk, de mindazonéltal a csavart sine—Gor-
don-modell szerepet kap majd vizsgalatainkban, adott esetben mint a A = 0
hataresethez tartozd 2-csavart modell.!

o~ o+

2.3.1. Vakuumfelhasadas

A = 0 esetben tehat két degeneralt vakuumunk van, melyek a 2.1. abran
lathato modon mozdulnak el A > 0 és két jellegzetes § valasztasa esetén.

e Ha ¢ = 0, a minimumok nem mozdulnak el a 0 és a 27/8 helyekr6l,
ezért a fellepd kiilonbség (2.12) méasodik tagjanak ezen helyeken vett
helyettesitési értékeinek kiilonbsége: A — (=) = 2.

e Ha § = /2, akkor a A < 4y feltétel mellett (vagyis amig két minimum
van) mindkét minimum ugyanazzal a 72—; értékkel mozdul el, vagyis a
kiilénbség 0.

o Koztes ¢ értékek esetén az egyenletek nem oldhatok meg egzaktul; A
kicsinységét feltételezve elsé rendben a vakuumenergia-siirtiség megval-
tozasara a

20€yakuum = 2\ €0S 0 (2.14)

kifejezést kapjuk, mely hataresetben elGallitja az el6z6 két eredményt.

LA fenti azonositast [ = 1 mellett Ssszevetve az (1.8) eldirdssal a k = n = 2 csavarodasi
szam azonnal leolvashato.
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Klasszikus analizis

0 /8 — 32/9 ooy

¢

2.1. Abra. Az n = 2,m = 1 potencial

Mar ebbdl a naiv analizisbdl is latszik, hogy tetszélegesen kis A pertur-
bacio is mingségi valtozast idézhet el a modell spektruméaban. Ha az energia
nullpontjat a megszokott modon az alacsonyabban fekvs vakuumhoz rogzitjiik,
véges L térfogatban a magasabb vakuum L20eys0um energiaval fog rendelkezni,
végtelen térfogatban pedig eltiinik a spektrumbol.

2.3.2. Szolitonbezaras

Mint fent emlitettiik, a A = 0 hatéresetben egy 2-csavart sine Gordon-mo-
dell all elgttiink, melyben az 1.5.1. fejezetben targyaltak szerint a peremfeltétel
paros sok kink jelenlétét engedi meg. Tekintsiik most a

Klfg(Il)Kzﬁl(Ig) r] < Ty (215)

kink-antikink megoldast! Nagy térfogatban a kinkek altalaban messze vannak
egymastol és (1.34) alakjuk 1épesés fiiggvénnyel kozelithets. Ezek utan azt 1at-
juk, hogy a fenti megoldas (—oo, z1) tartoményaban a térvaltozo az elsé vaku-
umban iil, az (z1,22) tartomanyban a masodikban, az (z2,00) tartomanyban
pedig ismét az els6ben. Amig a két vikuum degeneralt, addig ez egy 0 energias
konfiguracio a lépesdsfiiggvény-kozelitéshen. Ha azonban a degeneracio meg-
sziinik, ugyanennek a konfigurdcionak (zy — 1)20€yscmum energiaja lesz a fent



2. A KETFREKVENCIAS SINE GORDON-MODELL

mondottak alapjan. Pontosan ugyanez elmondhaté akkor is, ha a két részecskét
megcseréljitk: a csere a

RLQ(IQ)KQJ(II) To < T1 (216)

konfiguraciora vezet. Végeredményben azt latjuk, hogy a perturbacié bekap-
csolasaval a két részecske kozott

U(I) = |I|25evékuum T =Ty — T2 (217)

linearis potencial indukélodott. A részletes targyalas [25] eredménye:

Ugs(x) = 2) cos d sin? (%7‘1’) {\x\ —tgdctg (%W) x} . (2.18)

A fenti Ug(x) potencial a paraméterek értékétsl fiiggSen lehet bezaro vagy
nem bezar6. Az els6 tag (2.11) miatt sohasem taszito, tehat ha a masodik tag
egyiitthatoja abszolut értékben kisebb 1-nél, hezard potencialt kapunk. 6 = 0
esetén mindig ez a helyzet, 0 = 7/2-nél soha. Ez megfelel a vikuumenergiak
eltolodasara kapott kordbbi eredményeinknek: § = 7/2 esetén a degeneracio
megmarad, igy a fenti érvelés nem alkalmazhato.

2.3.3. Lélegzotomegek

Az elemi sine Gordon-tér az els lélegz kvantumterével azonosithato 9],
igy annak tomegét a klasszikus potencidlképben definialhatjuk a potencidlmi-
nimumban szamitott masodik derivalt négyzetgyokével. A magasabb lélegzdk
tomegeire hasonlo becslés nem 4ll rendelkezésiinkre.

e Ha § = 0, a tomegkorrekcio kizarolag (2.12) masodik tagjabol adodik:
om? = £A3%/4 a két minimumban.

e Ha § = 7/2, akkor azonos dm? = —)\2% masodrendi korrekciokat ka-
punk a minimumok szimmetridja miatt.

o Altalanos § értékekre \/p < 1 feltételezésével masodik rendig a
2 2
om? = )\/B— cosd — )\Qﬁ—sinQ(i (2.19)
4 16p
eredményt kapjuk, mely dsszhangban all az el6z6 két specidlis esettel.
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2.3.4. Fazisatalakulas

A 2.3.1. fejezetben a vakuumfelhasadas vizsgalatakor mar emlitésre keriilt,
hogy 6 = 7/2 mellett klasszikusan A < 4y a feltétele annak, hogy a A no-
velésével egymashoz kozeled§ két minimum (2.1. 4bra) még ne érjen Gssze.
A = 4p-nél a két minimum éppen egybeesik, vagyis a koztiik levé pup kisimul;
matematikailag ez a masodik derivalt nullava valasat jelenti a minimum helyén.
Ez viszont a 2.3.3. fejezetben elmondottak alapjan az elsé lélegzG tomegének
nullava valasaval egyenértéki. Két dolgot latunk tehat: a vakuumszerkezet at-
alakulasat (hiszen kettd helyett A tovabbi nivelésével mar csak egy minimuma
marad a (2.12) potencidlnak) és a korrelacios hossz végtelenné valdsat (t6-
megtelen részecske megjelenése tipikusan ennek felel meg). Ezek mdsodrendi
fazisdtalakulds végbemenetelére utald jelek.

Kicsit tébbet is mondhatunk ennél, tekintettel arra, hogy a fazisatalakulas
kozelében a potencidl kozelitGleg

A¢* + Bo' (2.20)

alaki. Tudjuk ugyanis, hogy a ¢*-elmélet fazisatalakuldsa az Ising univerzali-
tasi osztalyba tartozik, tehat a kétfrekvencias sine Gordon-modellben is ilyet
varhatunk maximélis 0 = 7/n esetén, mert ekkor a perturbécié szimmetrikus:
két szomszédos vikuumot degeneraltan hagy [25].

2.4. Csonkitott konform tér

A TCSA kétfrekvencias sine-Gordon-modellre valo alkalmazésakor nagy-
ban tamaszkodhatunk az 1.3 1.4. fejezetekben leirtakra, hiszen barmely po-
tencidltag kikapcsolasaval egy-egy csavart sine-Gordon-modell &ll elénk, vagy
masképpen: a (2.3) ¢ = 1 szabad bozon elméletet most duplan perturbaljuk,
két kiilonb6z6 frekvenciaji, de azonos tipusi periodikus potenciallal.

2.4.1. Operatortartalom

A legelsé szempont, hogy a Vi, és Vig perturbald operatorok a kiindulo
¢ = 1 elméletben lokalis operatoroknak feleljenek meg. A (2.3) szabad tagnak
megfelels (1.23) kompaktifikalt szabad bozon elméletének operatorspektrumat
a V. vertexoperatorok konform csaladjai alkotjak; a primér terek konform
stilyait az (1.26) adja meg. A kompaktifikicios sugarra (2.10) valamint ¢ és y
eltérd norméalasanak figyelembevételével

4mn —k 4m
5 e}

r=k keN (2.21)
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adodik, ahol k az 1. fejezetben targyalt csavarodési szam lenne, ezuttal a két-
frekvencias sine—Gordon-modellre vonatkoztatva. Az ebbdl eredd jelenségek
vizsgalata nem célunk, ezért k = 1-et valasztunk, ami a

gt g 2 (2.22)
Ié] «
(egy periodus utén torténs) azonositasnak felel meg. A A = 0 hataresetben
ennek ellenére egy n-csavart, a 1 = 0 hataresetben pedig egy m-csavart sine—
Gordon-modellt kapunk vissza, ami fontos szerepet jatszik a kétfrekvencias
modell dinamikdjéban. Végeredményben tehat a perturbalé operatorainkat

V:ES = V:tn,O V:Ea = V:tm,[) (223)

modon azonosithatjuk. Ezzel egyuttal letettiik a garast az (1.28a) bozonikus
operatorracs haszndlata mellett is; ez teljesen elégséges a vakuumszektor vizs-
galatahoz, ezért a fermionikus valasztast a tovabbiakban nem téargyaljuk. A
Hilbert-teret ugyantgy az (1.30) Fock-terekbdl épitjiik fel, mint a k-csavart
modell esetében.

Itt érdemes megjegyezni, hogy az irraciondlis frekvenciaarany esete felfog-
haté n,m — oo hataresetként is. Ekkor a kétfrekvencias modell Hilbert-tere
egy nem kompaktifikalt UV szabad bozoné (hiszen r — o0), amit folytonosan
sok Vo (w € R) primér tér épit fel, AT = w?/2 konform stlyokkal. Ebb6l ké-
vetkezden a TCSA nem alkalmazhat6 ra, mert tetszéleges energiakorlat alatt
folytonosan végtelen sok allapot talalhato a Hilbert-térben.

2.4.2. Hamilton-operator

A rendszert véges térfogatban, egy L keriiletii hengeren vizsgaljuk, vagyis
a (2.22) azonositasnak megfelelGen a

o+ L) =o¢(x) + %?nq (€L (2.24)
kvéziperiodikus hatarfeltételt rojuk ki ra. A ¢ csavaroddsi szim, ami az el-
mélet kiilonbozs szektorait cimkézi, a teljes perturbalt CFT egy megmaradd
topologiai toltése. A kovetkezdekben vizsgalt problémékrol minden sziikséges
informaciot tartalmaz, és ezért szamunkra elegendé a ¢ = 0 szektor vizsgélata.
A vakuumot tartalmazo szektorban tovabba minden allapot Ly — Ly Lorentz-
spinje is nulla.

A numerikus szamitasokhoz sziikséges, hogy egységet valasszuk, melyben
az energidkat és a tavolsdgokat mérni kivanjuk. Két természetes valasztas is
adaodik: az M, és az Mg szolitontémeg. Mindkettd egyforman rossz valasztas,
ha k6z6s numerikus keretben kivanjuk kezelni a teljes paramétertartoményt,
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hiszen csak egy-egy hatéaresetben jelentenek természetes egységet, a masikban
szingularisak. Célszertibb bevezetni az

Mg 4 M

M P T, =2—2A, (2.25)
interpoldlo tomegskalat és a csatolési allandok
T8
n= T € [0;1] (2.26)

dimenziotlan kombinaciojat. E paraméterezés elénye, hogy M siman megy at
az 1) = 0 és n = 1 hatareseteknek megfelel§ csavart sine-Gordon-modellek Mg
és M, tomegskalai kozott, és a paramétertartomany mindkét végén termeészetes
skalat jelent. Bevezetve a

(1- n)1+ﬁ n1+ﬁ
D= 2.27
S I W 220
jelélést, a csatolasi allandok
M*(1 — 1/za M= 1/xg
o M=) A= (2.28)

D®s Dza
alakban dimenziotlanithatok, és a dimenzigtlan Hamilton-operdtor a
(1 — )t/ ( !

Tl () Pt )+ Vst +

A H 27
H:M:T{HCFT+

1/zg 1 Ta . .
n i6 —i§
——— | = Vimo(l,1 V_mo(1,1 2.29

+2(27T)zrl (D) [5 ol +e ol )}} ( )
alakot veszi fel, ahol [ = ML a dimenziotlan térfogat. H valamilyen W allapot-
hoz tartozo sajatértékét, mint a térfogat fiiggvenyét Ey(l)-lel jelsljiik, vagyis
Ey(L) = MEy(ML). Ez tébbnyire puszta sorszamozést fog jelenteni:

E) <&() <& < - (2.30)

A révidesen kovetkezd perturbativ formulak természetes modon a perturbé-
latlan elmélet (valamelyik csavart sine Gordon-modell) tomegskalajaval fogal-
mazhatok meg, ezért a TCSA-eredményekkel valo Gsszevetésiik eltt kompen-
zélni kell a tomegegységek kiilonbségét. Ez a (2.25) egységvilasztas valamelyes
hatranya, de ne felejtsiik el, hogy csak az egyik oldalon tudnank eltiintetni ezt a
problémat, a masikon mindenképpen atskalazasra vagy méasik numerikus prog-
ram hasznalatara lenne sziikség. Tapasztalataink szerint bdven ellensilyozza
ezt a kis kényelmetlenséget, hogy a teljes 7 intervallumot egyetlen programmal
tudjuk letapogatni, ezéltal adataink mindig egyonteti mdédon hasznilhatdk,
és a szamitasok soran nem bukkannak fel \nagy” szamok, melyek numerikus
instabilitdsokat okozhatnénak.
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2.5. Formfaktor-perturbaciészamitas

Numerikus TCSA-eredményeinket formfaktor-perturbdcidszamitdsbol |28|
szarmazo analitikus formuldkkal fogjuk sszevetni. Ha a kétféle megkozelités
eredményei a kozos érvényességi tartomanyukban dsszhangban vannak, az egy-
részt szamitasaink ellenérzéséiil szolgal, masrészt lehetGvé teszi ez egyes mod-
szerek pontossiaganak felmérését, midltal megfelelGen értékelhetjiik azokat az
eredményeket is, melyeket pusztan az egyik modszer alkalmazasaval kaptunk.
A modszer bemutatasa a B appendixben olvashato, alabb csak a sziikséges
konkrét formuldk bevezetésére szoritkozunk. Az attekinthetéség érdekében a
kvantumelméleti varhato értékek jelolésébdl elhagyjuk az appendixben még
szerepld 0 indexeket.

A kétfrekvencids sine Gordon-modell a két koszinuszos potencialtag sze-
repének felcserélhetGsége miatt két perturbativ tartoméannyal rendelkezik. A
kévetkez6 szamolasokban az « frekvenciaju tagot tekintjiik perturbacionak, de
a ¢ térvaltozo alkalmas eltolasaval és a § fazistolas atdefinidlasaval eredménye-
inkbdl egyszertien megkaphatok a masik tartoményban hasznélhato formulak
is.

A (B.16) felbontasban Acpr a ¢ = 1 szabad bozon elmélet, melybsl a
O () = :cos S integralhatod perturbéacioval egy csavart sine-Gordon-modellt

allitunk els. Ezt perturbaljuk tovabb (B.1) mintajara a W(z) = :cos(a¢ + 9):
operétorral (a konform térelméleti vertexoperdtorok nyelvén mindez (2.4) hoz-
zdadasat jelenti). Ez a méasodik perturbacié mar a nem integralhato kétfrek-
vencias elméletre vezet, de a formfaktor-perturbacioszamitas alkalmazéasanak
feltételei adottak, mert a kiindulé — Mg szolitontomegii — modell sziikséges
formfaktorai kiszamithatoak.

A (B.14) formulabol (B.11) és (B.12) teljesiilesét megkovetelve a

Seyiaum = A (0] U]0) (2.31)
SMZ, = 2MEF (im0, 0) 010 1y (2.32)

kifejezéseket kapjuk A rendben? az ellentagokra [28], feltéve, hogy az eredeti
tomegmatrix

M2 =m20qy (2.33)
alaku volt. Ezek felhasznéalasaval felirhato az S-matrix-korrekeio is, csak arra
kell vigyazni, hogy a részecsketomegek megvaltozdsa miatt a rapiditasokat is
transzformalni kell az impulzus allandonak tartasihoz. Latjuk, hogy az ellen-
tagok kiesnek a ,nemosszefiiggs tagokkal”, és végeredményben a

55°(6) = —in Y (im0 +im,0,0)

ab

g 0=0,—0, (2.34)

2Magasabb rendekben a formfaktor-perturbacidszamitas technikai és koncepciondlis
szempontbol is problémas a felleps UV divergenciak miatt [29].
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altalanos formulat kapjuk.

2.5.1. Vakuumenergia-stirtiségek

Az 1.2. fejezetben lattuk, hogy az Ay n-csavart modell (igazitva (1.11) je-
16lésein) n darab
(klo(e) [b) = Tk
tulajdonsagi vakuummal rendelkezik, és a kiilonb6z6 vakuumok kozott loka-
lis operatornak nincs matrixeleme. Ezért minden egyes |k) vakuuméllapotra
kiilon-kiilon alkalmazhatok a perturbativ formuldk, és ez igaz a hozzajuk tar-
tozo gerjesztett allapotokra, példaul a rajuk épiils lélegzikre is.
Az 1.6.1. fejezetben targyaltak, és kiilondsen (1.47) alapjan irhatjuk, hogy
27rl,dk, 27ic k

(k| Vo k) = e 7 " (0| V,]0)y =e 7 "G(a), (2.36)

amibél (2.31) altalanositésaval a |k) vikuum energiakorrekciojara (2.4) miatt

k=0,....,n—1 (2.35)

der = —AG(a) cos (%70% + (5) (2.37)

adodik. Lathato, hogy az A kétfrekvencias modellnek csak egy stabil vikuuma
marad, a magasabban fekvik metastabil, bomlo allapotokka valnak.
Megjegyzendd, hogy hasonlé eredmény kaphaté az

U(¢) = —pcos B — Acos(ag + 0) (2.38)

klasszikus potencial viselkedésének vizsgalatabol is. A = 0 mellett a potencial
a
2rk
o0 = % helyeken  U(¢\”) = —p (2.39)

minimumokkal rendelkezik. Kis A mellett a minimumhelyek

O =0y +06k O = A%sm (2”7% + 5) + O (2.40)

eltolodast szenvednek, és az 4j minimumhelyeken a potencial értéke

2
U(éx) = —pt — Acos (%k + 5) +0(\2) (2.41)
lesz. A klasszikus vakuumenergia-korrekeio tehat
) 2
Seklasrikns — ) cos <%k + 5) , (2.42)

ami egyrészt visszaadja a (2.14) kifejezést az ott targyalt speciélis esetben, més-
részt pontosan (2.37) klasszikus hataresete, hiszen G(«) explicit (1.56) alakja-
bol kénnyen megmutathato, hogy G(a) — 1 ha 8 — 0, mikdzben /3 rogzitett.
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2.5.2. Lélegz6tomegek

Az els6 és a masodik 1élegz6 my, illetve my tomegének korrekcioit szamoljuk.
(1.4) alapjan irhatjuk, hogy

om3 m?

67711 = = -
2my 2M g sin ”7”’

(2.43)

ahol My tovabbra is a perturbélatlan (A = 0) elmélet szolitontémege. Val6ja-
ban az 1.5.2. fejezetben mondottak szerint minden lélegzGtipusbol n példany
létezik, melyek tomegdegeneraciojat a perturbacié bekapesoldsa megsziinteti. A
|k) vakuum folotti lelegzék tomegkorrekeioit §ml(k)—val jelalve (B.25) és (B.35)
behelyettesitése utin (2.32) a

(k) _ /\g(a)./\f 2T biIl (pﬂ'q) l/ L )
omy 77]%3 cos 3 — ) bm( ) =) dtsint (2.44)

€xXp
() _ AG@N? (@ ) sin?(p§)
oms Mgy 08 I5) k+o cos(pr) sin’ (”7) (2.45)

X {2 cos? (%) — sin? (pﬂgﬂ exp {—%/0 dtsitnt}

formulakba megy at (N-t (B.28) definidlja).

Az els6 lélegz6 tomegére szemiklasszikus szamitas is végezhetd. Mint mar
emlitettiik, az elsé 1élegz6 a sine (Gordon-modell ¢ elemi skalarterével azonosit-
hato, és igy tomege megkaphato a (2.38) potencidlnak a minimumhelyén vett
masodik derivaltjabol. Konkrétan a

=B+ X 2\;3 (w—ak+§>+(9(/\2) (2.46)

kifejezést kapjuk, ami megegyezik (2.45) 5 — 0 klasszikus hatéresetével, ha
figyelembe vessziik, hogy

; 8
AI};IHSSZ*HS . \/ﬁ (247)

g’

és N —1hap—0.
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2.5.3.  S-matrix

A By—Bji-szoras amplitudojanak elsérendii korrekciojat is kiszamithatjuk
(2.34) és (B.26) segitségével. Az eredmény

AG(a)N? 27 4 cos? (%) sin® (pﬂ'%)
65W gy = i L2 Ll S0 —— 2 P
1 (0) =i M3 cos 3 + 1(0) sin? (22) X

in2 a .
y (sln (p?Tﬂ) 1 > shd (2.48)

sin’(pr)  chf+ 1) sh’6 + sin? (pr)’

ahol Sy (0) a (B.33) altal adott sine-Gordon B;—Bj-amplitidé. Sajnos azonban
ez a korrekeio tul kicsi ahhoz, hogy TCSA-mérésekkel vizsgalni tudjuk.

2.6. Az eredmények Osszevetése

A TCSA a (2.29) dimenziétlan Hamilton-operator nagysig szerint rende-
zett &; sajatértékeit adja meg az [ = M L dimenziotlan térfogat fiiggvényében;
a dimenziétlanitdshoz mi a (2.25) interpolald tomegegységet valasztottuk. Az
FFPT-eredmények viszont Mg-val (illetve a masik perturbativ tartomanyban
M,-val) vannak kifejezve, igy a TCSA-eredményekkel valo 6sszehasonlitédsuknél
figyelembe kell venniink e ,mértékegységvalasztas™ kiillonbozdségét. A hanya-
dosuk (1.31), (2.27) és (2.28) felhaszndlasaval

1
Mg (A—m) ,
M T Dr(Ag)e (2.49)

modon fejezhetd ki.

2.6.1. Meérési modszerek
Vakuumenergia-stiriiség

Numerikus eredményeink azt mutatjak, hogy a vikuumenergia viszonylag
széles L-tartoméanyban jol mutatja az

E\'ékuum = e\ﬁkuumL (250)

lineéris viselkedést, mint az példaul az A.1. 4bréan is lathato. Emiatt a dimen-
ziotlan eyakgum/M? vikuumenergia-stiriiség konnyen és kielégits pontossdggal
mérhetS, ha Evauum(lo)/lo-1al definidljuk egy alkalmasan vélasztott (linearitési
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tartomanyba esd, jellemzGen 14 és 20 kozotti) lp helyen. A vikuumenergia-
sirtiség dimenziotlanitott megvaltozasat igy

66vékuum g\'{lkuum(l()) AIZ e?,ﬁ:k?mm (2 -1)
= — D
Mg lo M§ ]Mg
modon fejezhetjiik ki, ahol e:f;ﬁmm a perturbalatlan n = 0 elméletben meért

vakuumenergia-stiriiség. Utobbi egzakt

=0 1 pr
vikuum _ 2 ¢ 20 2.52
M? 1872 (2:52)

kifejezése ugyan ismert, de annak TCSA-eredményekkel valo Gsszevetése mar
megtortént [11], most viszont a mért érték hasznalata segit kiejteni a TCSA
levdgdsi hibdinak egy részét.

LélegzGtomegek

Tudjuk, hogy egy 0 impulzust és my tomegi ¥ allapot vakuumhoz viszo-
nyitott energiaja véges térfogathan

Ey(L) = Eusiqum (L) = my + O(e™ME) (2.53)

alaki, ahol M az elmélet valamilyen jellemzd tomegskaldja. Mivel a (2.25)
interpolalo tomeg az 7 = 0 és n = 1 pontokban megegyezik a valodi skala-
val, koztiik pedig 7 valtozasaval folytonosan interpolal, tekinthetjiik a kétfrek-
venciés sine—-Gordon-modell karakterisztikus skalajanak. Ezért tomegmérésre a
legegyszeriibb modszer, ha meghatarozzuk a kérdéses allapot vakuumhoz ké-
pesti energiajat egy — az Ey(L) — Eyaguum(L) &~ konstans, vagyis a skdldzd
tartomdnyba esé  alkalmas térfogatértéknél. Természetesen [, elég nagy kell
legyen ahhoz, hogy a végesméret-effektusok mar ne befolyésoljék szimottevéen
az energiakiilonbséget, de tiil nagy sem lehet, kiilonben a TCSA-hibak megha-
misitjak az eredményt. Igy tehat a lélegzék dimenziotlanitott tomegkorrekeioit

om; M om0
L= i lo) — vikuum l S t
M, [€i(lo) — Evakuum(l0)] M, M,

(2.54)

modon nyerjiik ki a spektrumbol, ahol [y a fenti alkalmas térfogat, &(lo) a
kérdéses lélegzGéallapothoz tartozo sajatérték, m?:o pedig az n = 0-nal mért
lelegzGtomeg. Tsmét, bar az m)~" /M, aranyok analitikusan ismertek (1.4), a
mért értéket hasznaljuk a numerikus hibdk lehetGség szerinti kiejtése céljabol.
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2.6.2. Az o = 3/2 speciélis eset

A TCSA-adatok és az els6rendii FFPT-eredmények Gsszehasonlitasat az
a/} = 1/2 frekvenciaarany mellett mutatjuk be. Részint, mert ez a legegysze-
riibb véilasztas (n = 2, m = 1-nek felel meg), részint pedig mert ezt a modellt
fogjuk a késGbbiekben részletesebb nemperturbativ vizsgélatnak aldvetni. A
néhany bevezetd klasszikus megfontolast felvonultato 2.3. fejezetben mar sze-
repelt a potenciél specidlis (2.12) alakja és periodusa, valamint, hogy ezekbdl
kovetkezGen az i = 0 hatareset egy [ frekvenciaju n = 2-csavart sine Gordon-
modell, mig az 77 = 1 hataresetben egy (/2 frekvenciajui m = 1-csavart (azaz
hagyoményos, csavaratlan) sine-Gordon-modellt talalunk.

Az 1.5.2. fejezetben irtak szerint a 2-csavart modell vikuumszektoraban
minden allapot l1ényegében kétszer szerepel, a két vakuumnak megfelelGen. Vég-
telen térfogatban ezek az allapotparok degeneraltak, de véges L térfogatban a
degeneracié megsziinik a vakuumok koézotti alagutazas miatt. Az ebbdl eredd
felhasadas O(e™r) nagysagi, vagyis nagy térfogatban exponencidlisan kicsi;
a perturbacié bekapcsoldsa viszont teljesen megsziinteti a degenerdciot és az
allapotok felét instabilld teszi az alabb bemutatasra keriil6 modon.

Vizsgaljuk a § = 0 esetet! A bekapcsolasaval a kiindulo 2-csavart sine-Gor-
don-modell két alapallapota kiillonhoz6 energiasiiriiségre tesz szert, mialtal az
alapéllapotok felhasaddsa vezetd rendben L-ben linedris lesz. (2.37) alapjan
A-ban elsé rendig

Ey(L) — Eo(L) = 22G(8/2)L + - - , (2.55)

ahol Ey (L) a két alapéllapot Casimir-energidja, a ki nem irt tagok pedig a
térfogattal exponencialisan lecsengd jarulékok.

Megjegyzendd, hogy a magasabb ,alapéallapot” nem aszimptotikus allapota
a rendszernek. A 2.2. dbran lathato a modell spektruma t6bb kiilénb6z6 n érték
mellett. Kis 7 értékeknél az aszimptotikus (nagy térfogatii) meredekség szerint
elkiilonithetd a vonalak két csoportja. Az emelkedd vonalak azonban valoja-
ban nem folytonosak, mert a latszolagos keresztezddések kizelebbrsl megnézve
szintelkeriiléseknek bizonyulnak, vagyis ezeknek a vonalaknak nem feleltethe-
téek meg aszimptotikus allapotok. Ez a viselkedés a metastabil, bomlo alla-
potok jellegzetes sajatossaga [28, 30]. A TCSA-vonalak kozott a metastabil
allapot ,platok” sorozataként jelenik meg, melyek folytonos vonalla valnanak
a A — 0 hataresetben. Ugyanez all azon gerjesztésekre is, melyek a perturba-
latlan elmélet destabilizalodo vakuumai f6lott fekszenek: végtelen térfogathan
a rendszer Hilbert-terébdl ezek az dllapotok mind eltiinnek, csak a perturbaléds
utan is valodi vakuumként funkcionalo allapot csaladja marad a spektrumban.

Ha a platdk eléggé hossziiak, megmeérhetjiik meredekségiiket (vagyis a meta-
stabil alapallapot energiastiriiségét) és szintkiilonbségeiket (mely az arra épiils
instabil részecskék tomegeit adja meg). Ezéltal a (2.37) dey és a (2.44-2.45)
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2.2. abra. A kétfrekvencids sine Gordon-modell spektruma kiilonb6zs 7 értékek
mellett (az els6 20 e; = & — & relativ energiaszint; o = g, p= %, 6=0)
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2.3. abra. A valodi vakuum energiasiiriiségének korrekcioja (o = g, p= % §=0)

6m§k2) perturbativ kifejezésekkel Gsszehasonlithaté adatokat nyeriink. Hasonld
felfogas miikddik a kisérleti részecskefizikiban is: akkor beszélhetiink egy insta-
bil részecske kiilonféle tulajdonsigairol (példaul a tomegérsl), ha a részecske
elég hosszu életii ahhoz, hogy az adott tulajdonsagat kell6 pontossaggal meg-
mérhessiik.

Az 1 = 1 végpontban talalhato csavaratlan, /2 frekvenciaji sine Gordon-
modell csak egyetlen vikuummal rendelkezik, de sok lélegzével, mert mélyeb-
ben van a vonzé paramétertartomanyban: pg = 1/17. A kezdeti emelkedés
utan tehat a platok meredeksége tjra csokkenni kezd, és n = 1 elérésével a
szintek atrendezédése befejezédik az ,erkez6” modellnek megfelelGen. A (2.25)
interpoldlo egységvilasztisnak koszonhetGen a Hamilton-operdtor végig siméan
valtozik n-val, és az n = 1 grafikonon kozvetleniil be is tudjuk azonositani a
(/2 frekvenciaji sine Gordon-modell elsé néhany lélegzétomegét.

Léassuk most az FFPT eredményeket! A

A =AM (2.56)

dimenziotlan csatolasi Allandot bevezetve mar csupa dimenziotlan mennyiséget
tudunk szerepeltetni a 2.3. abréan. FeltiinGen j6 az egyezés a TCSA-adatok és az
elsérendii FFPT-joslat kozott egy meglehetGsen hosszi tartomanyon: A=0.1
a szoban forgo frekvencidk mellett 7 ~ 0.442-nek felel meg.
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2.4. abra. A lélegz6tomegek korrekeioi (o = g, p= %, §=0)

A 2.4. abran az elsé két lélegzGpar tomegkorrekeioit gyijtottiik dssze, va-
lamint a TCSA-adatokon és az FFPT-joslatokon til felrajzoltuk még 5m§0)
klasszikus becslését is (2.46) alapjan. Az instabil allapotok nagyjabol stabil
parjukkal azonos tartomanyban kovetik az elsérendii joslatokat, de tomegkor-
rekciojuk parjukénak ellentettje, ahogy formuldink josoljak. Lathato tovabba,
hogy a klasszikus kozelités hatarozottan aldbecsli az elsé lélegz6 tomegkorrek-
ciojat.

A 2.5, dbra az elsG két (valodi vakuum feletti) lélegzé tomegkorrekeiojét
mutatja be § fiiggvényében A ~ 0.01 mellett. Ez a tomegkorrekcio mindig
pozitiv, mert a (2.11) fundamentélis tartomanybdl kilépve — azaz 6 > 7/2-nél

a két lélegzépar szerepet cserél. A masodik lélegzonél a TCSA- és FFPT-
értékek kiilonbsége csak az energiatengely atskalazasa miatt feltiinGen nagy;
figyelemre mélto viszont, hogy az elsé 1élegzé pontjai még ekkora nagyitasnal
is vonalvastagsagon beliil az elsérendii joslat vonalara esnek.

A masik perturbativ tartomanyban ugyanigy osszevethetjiik a TCSA segit-
ségével kapott adatokat a p csatolasi allandora vonatkoztatott FFPT-eredmé-
nyekkel. Ott természetesen M, egységeket hasznalunk, a vizszintes tengelyen
pedig a

fi = My (2.57)

dimenziotlanitott csatoléasi allandé szerepel. A vikuumenergia-korrekeio a 2.6.,
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2.5. abra. A témegkorrekciok fazisfiiggeése (o = g, p= %, n=0.02)

a lélegzGtomegek korrekcioja a 2.7. abran lathato. Megallapithato, hogy a mért
és az elsorendii perturbacioszamitassal josolt értékek kezdeti nagyon jo egyezése
itt lényegesen hamarabb romlik el. Magukat a lélegz6tomegeket abrazolhatjuk
n fiiggvényében is, akar a teljes n € [0, 1] intervallumon, ha az M interpolalo
tomegegységet hasznaljuk. Az igy késziilt 2.8. dbran az elsérendii perturbécio-
szamitas joslatai természetesen mar nem egyenesek.

Osszefoglalasképpen megallapithatjuk, hogy a kétfrekvencias sine Gordon-
modellre a TCSA- és az FFPT modszer egyarant sikerrel alkalmazhato, és
a perturbativ tartoméanyokban mindkett§ azonos eredményekre vezet. Erre a
megerdsitésre kiillongsen azért volt nagy sziikségiink, mert a 2.8. fejezetben a
fazisatalakulas vizsgalatahoz TCSA-t fogunk alkalmazni olyan paraméterérté-
kek mellett, melyeknél fiiggetlen ellenérz6 modszer — néhany szemiklasszikus
és kvalitativ megfontolastol eltekintve  nem all rendelkezésiinkre.

2.7. Szemiklasszikus formfaktorok

Az el6z6 fejezet eredményeinek [31] publikalasa utan jelent meg az irodalom-
ban a kétfrekvencias sine-Gordon-modell tomegspektruméanak egy fiiggetlen
vizsgalata [32], mely a Goldstone és Jackiw altal kifejlesztett szemiklasszikus
szoliton-formfaktor technikét |33] hasznélva a lélegz6tomegek korrekcidira fen-
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2.8. abra. Lélegz6tomegek n fiiggvényében (o = g, p= %, 5=0)

tebb FFPT-vel kapott (2.44) eredménynek hatarozottan ellentmond. A TCSA
elvben alkalmas a kérdés eldontésére, de ehhez az eddigieknél nagyobb pontos-
sag (tobb allapot, magasabb Fyssn) és finomabb analizis sziikséges [34].

2.7.1. Szemiklasszikus tomegformulak

A klasszikus kétfrekvencias modellt most [32] nyoman az

Ly = %6,1¢8”¢) — po cos Bp — Ao cos <§¢ + 5) (2.58)

Lagrange-siriséggel definialjuk (lathato, hogy o = (/2 valasztds tortént).
Ao = 0 esetén visszakapjuk a hagyomanyos sine Gordon-modellt, melynek
spektruma az

My = 8‘2“7’ (2.59)

témegii szolitonbdl és antiszolitonbol, valamint folytonosan sok lélegzémegol-
dasbol all, melyek tomege

mz?]\/]’osin% O<w<l; (2.60)

41



2. A KETFREKVENCIAS SINE GORDON-MODELL

42

ez a folytonos spektrum a kvantalds utan diszkrétté valik az (1.4) altal meg-
adott m,, tomegekkel. Az (1.31) kvantumelméleti tomegformula a  — 0 ha-
taresetben a (2.59) szerinti

(2.61)

szemiklasszikus aszimptotikéval rendelkezik, ezért p-t po-lal azonosithatjuk eb-
ben a hatéaresetben.
A kétfrekvencids modell o = $/2 miatt természetesen most is a térviltozo

ot (2.62)

azonositasat koveteli meg, tehat a 2.3. fejezethez hasonléan ismét egy 2-csavart
modell keretei kézott dolgozunk, két elss 1élegzével a spektrumban. A [32] vizs-
gilat ezek tomegeire 0 = 7/2 mellett az

mY =m, + 2%?—& {@ sin (nﬂ—2> - % cos < fgﬂ + 0\  (2.63)

joslattal szolgél, ahol L és S az m,, szint  hosszi” (long) és ,rovid” (short)
lélegzore torténd felhasadasara utal. Lathatoan egy Ao-ban linearis korrekciorol
van sz6, mig (2.44) ugyanebben az esetben cosd = 0 miatt elting linearis
korrekciot ad.

A (2.59) szolitontomeg felhasznalasaval a fenti kifejezés vezets rendig a

smiY N [ 1 3? n 3? 3Bt A
— i H J— - < :l: -
Mo 6 312 {52 s <” > 16 % ( 16)] was ag T O
(2.64)
alakba irhato, ami a
N Ao
A=—3 2.65
LS VF (2.69)
dimenziotlanitott csatolasi allandoval
sm®S) 7rn 334 .
- = Ao +O(3° 2.66
e =T 0+ () (266)
modon fejezhets ki. A kvantumelmélet dimenzidtlan csatolasa
o 32
A =AM 82 Tprg=2——, 2.67
Tp/2 160 (2.67)

de a szemiklasszikus hatéresetben j\o—t()l ez csak (32 magasabb hatvanyaiban
tér el. Emiatt a klasszikus és a kvantumos tomegrelaciok kozotti eltérést be-
olvaszthatjuk a magasabb rendi korrekcios tagokba, vagyis a (2.66) formulat
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(LS

s e
VIE o 0.0165A + - - -
Vin0.0276A + - - -

2.1. tablazat. Szemiklasszikus joslatok az els§ lélegzd tomegkorrekciojara

(-ban vezetd rendig hasznalhatjuk a kvantumos modellben is My M-re és Xo
A-ra cserélése utan:
sm®S) ™3 pt ¢
=4 A+ 0O(8%. 2.68
M 78 900 (2.68)
Vizsgilatainkat az elsG lélegzére (n = 1) fogjuk elvégezni a 2.1. tablazatban
lathato csatolasoknal.

2.7.2. TCSA

A TCSA pontossagat két modon noveljiik, hogy teljesitse a jelen vizsga-
lat tamasztotta igényeket. Egyrészt kisebb [ értékek mellett dolgozunk, ami
gyorsabb konvergenciat eredményez, igy azonos E smum haszndlata is nagyobh
pontosségi tomegmérésre ad lehet&séget. Masrészt a modell paritasszimmet-
ridjanak megfelelGen felbontjuk a Hilbert-teret két fiiggetlen altérre, melyek
kozott a lokalis operdtoroknak nincs métrixelemiik, igy fiiggetleniil végezhet-
jiik el benniik a Hamilton-operator diagonalizalasat.

ElGzetes tesztelés

A § = 0 esetben a potencidl (és ezaltal a teljes modell is) ¢ < —¢ szimmet-
riaval rendelkezik, ennek megfelelGen tudjuk felosztani a Hilbert-teret paros-
és paratlan szektorra. Ennek elsé lépése, hogy 1j bazist valasztunk, melyet
hatéarozott paritasi elemek alkotnak. Ez a Hamilton-operator sajatértékeit ter-
mészetesen nem befolyasolja, csak a sajatvektorok felbontasi egyiitthatoit, és
ezt az 1 algoritmus fejlesztése kozben ellendriztiik is. A masodik lépésben a
két szektor diagonalizalasat mar fiiggetleniil végezziik el, de Gsszefésiilés utan
tovabbra is a régi sajatértékeket kell latnunk. Ezen tesztek elvégzése utan jog-
gal bizunk abban, hogy FEygs,ep magasabbra emelése utan akar 18000 allapotra
is helyes eredményeket szolgaltat a programunk. Fiiggetlen megerdsitésként
szolgdl az is, hogy A = 0 mellett elvégezve az Osszehasonlitast az egzakt S-
matrix-elmélet joslataival, a levagasi hibak hataran beliil visszakapjuk a vart
energiaértékeket.
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A m(ll) m?) m(ll) m(f) m(ll) - m§2) mgl) - m(f)
(TCSA) (TCSA) (FFPT) (FFPT) (TCSA) (FFPT)
0 0.27230  0.27231 0.27233 0.27233  -0.00001 0

0.001 0.27325 0.27136 0.27328 0.27138 0.00019 0.00020
0.002 0.27420 0.27039 0.27424  0.27042 0.00381 0.00380
0.003 0.27514 0.26942 0.27519  0.26947 0.00572 0.00572
0.004 0.27610 0.26847 0.27615 0.26851 0.00763 0.00764
0.005 0.27702  0.26749 0.27710  0.26756 0.00953 0.00954
0.006 0.27796 0.26652 0.27805 0.26661 0.01144 0.01144
0.007 0.27888  0.26553 0.27901  0.26565 0.01335 0.01336
0.008 0.27982  0.26455 0.27996  0.26470 0.01527 0.01526

2.2. tablazat. FFPT-joslatok és TCSA-meérések az elss lélegzok tomegeire (minden
értéket a szolitontomeggel dimenziotlanitottunk, 5 = Vin 5= 0)

2.5

A vakuumok a paros, az els 1élegzsk pedig a paratlan szektorban talalha-
tok. A perturbacio bekapcsolasa utéan a két vakuum energiasiriisége eltérévé
valik, ennélfogva kiilonb6z6 meredekségti TCSA-vonalak tartoznak hozzajuk
(és a rajuk épiils lélegzokhoz) a skaldzo tartomanyban. A elGjelének megval-
toztatasa a két allapotcsalad szerepét megeseréli:

m{"?(=x) =m0, (2.69)
A csatolas 3 = V4w /2.5-¢es értekénél a (2.44) FFPT-formula
5 (1,2)

7711 2
= 0. 2.
i 0.95393% (2.70)

els6 rendii tomegkorrekeiot josol, a TCSA-adatok kiértékelését pedig most is
a 2.6.1. fejezetben irtak alapjan végezziik. Az eredményecket a 2.2. tablazat
tartalmazza. A mért tomegértékek nagyon szépen kovetik a formfaktor-pertur-
bacidoszamitas elsé rendi joslatat, de a csatolasi allandé novelésével nének az
eltérések is. Kézenfekve feltételezés, hogy ezek a magasabb rendi korrekciok-
nak tudhatok be, ezért tekintsiik a tomegkiilonbséget, melybél (2.69) miatt a
paros rendi korrekciok kiesnek! Az egyezés valoban sokkal jobb, a mért tomeg-
kiilonbségek az FFPT-joslattal a TCSA becsiilt hibajan® beliil megegyeznek
a teljes vizsgalt \ intervallumon. A mérési eredményekre torténd illesztéssel
a (2.70)-beli egyiitthato értékere a

0.95441 + 0.00032 (2.71)

3A TCSA-hiba az energiaszintek Fis,s,-fiiggésébdl és a vonalak skalazo tartoméanybeli
Jlapossagabol” becsiilhetd.
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A my my  mf —my (TCSA) m] —m] (2.66)

0 0.27230 0.27231 -0.00001 0
+0.010 0.27154 0.27154 0 0.00033
+0.015 0.27059 0.27057 0.00002 0.00050
+0.020 0.26925 0.26925 0 0.00066
+0.025 0.26750 0.26746 -0.00004 0.00083
+0.030 0.26536 0.26530 0.00006 0.00099
+0.035 0.26276 0.26274 0.00002 0.00116
+0.040  0.25975  0.25971 0.00004 0.00132
+0.045 0.25625 0.25624 0.00001 0.00149
+0.050 0.25236 0.25229 0.00007 0.00165

2.3. tablazat. TCSA-mérések az elsg lélegzdk tomegeire (minden értéket a szoli-

tontomeggel dimenziétlanitottunk, g = —V2_457', 0=13%)

intervallum adodik, melyen az FFPT joslat éppen csak éppen hogy kiviil esik.

Képet kapunk a kvantumos effektusok nagysagarol, ha a fenti eredményeket
dsszevetjiik a (2.14) klasszikus becsléssel. Utobbiban a lélegzétomeg-korrekeiok
egyiitthatoja £1, melyhez a kvantumos effektusok 0.05 nagysagrendi jarulékot
adnak, amit a TCSA 1%-o0s pontossiggal képes is megmeérni.

Szimmetrikus potencial

0 = 7/2 esetén a projekciohoz a

- — — .
¢ 7 ¢ (2.72)
szimmetriat hasznalhatjuk fel. A paros- (+) és a paratlan (—) szektorban is
egy-egy vakuumot talalunk, a hozzajuk tartozo lélegzékkel, melyek tomegeire (3
el6z6 szakaszban hasznalt értéke mellett most a 2.3. tablazatban lathato értéke-
ket kapjuk. Egyik szektor spektruma sem valtozik A elGjelének megforditasaval,
vagyis az mli tomegek A paros fiiggvényei. Mind ez a tény, mind a 2.3. tablazat
adatai kizdrjdk a 2.1. tablazat szerinti mértéki linearis korrekcio létezését.
Hogy szamszertsitsiik is ezt az eredményt, a \e [—0.05,0.05] tartoméany-
ban mért tomegértékekre illessziik az

mE =my 4+ at A+ 05N+ EN 4 dt N (2.73)

fiiggvényt! Az illesztések eredményei a 2.4. tablazatban lathatok. Osszehasonli-
tasképpen, a 2.1. tabldzat elss sora a* = 40.01654-et josol, mely két nagysig-
renddel meghaladja az illesztések bizonytalansagat. Mivel a vizsgalt paraméter-
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at =0=£0.00010 a” = 0+£0.000054
bt = —7.606 £ 0.018 b~ = —7.625 £0.011
¢t =0+0.054 ¢ =0x£0.033

dt =—-1524+6.9 d-=-1495+44

2.4. tablazat. Tomegillesztések 5 = % és § = § mellett

A my my  mi —mi (TCSA) mi —my (2.66)

0 0.36002 0.35986 0.00016 0
0.010 0.35940 0.35927 0.00013 0.00055
0.015 0.35864 0.35853 0.00011 0.00083
0.020 0.35758 0.35747 0.00011 0.00110
0.025 0.35622 0.35611 0.00011 0.00137
0.030 0.35449 0.35444 0.00005 0.00165
0.035 0.35248 0.35242 0.00006 0.00193
0.040 0.35011 0.35011 0 0.00220
0.045 0.34747 0.34751 -0.00004 0.00248
0.050 0.34443 0.34445 -0.00002 0.00276

2.5. tablazat. TCSA-mérések az elsG lélegzGk tomegeire (8 = T\M‘?f i=1%)

értékek mélyen a szemiklasszikus tartomanyba esnek, a magasabb rendd kvan-
tumkorrekciok sem magyarazhatnak ekkora kiilonbséget: az el6z6 szakaszban
lattuk, hogy a minddssze néhany szézalékos szinten mozognak. Végeredmény-
ben kijelenthetjiik, hogy a (2.66) kifejtés nem érvényes (3* rendig, és ennélfogva
[32] minden tovabbi erre épiil6 kivetkeztetése megkérdsjelezodik. A kovetkezd
fejezetben elméleti megfontolasokkal is alatamasztjuk ezt.

A lélegzGtomegek vizsgalatat elvégeztiik a csatolas némileg nagyobb, [ =
V4w /2.2 értékénél is. Még ez a modell is 9 lélegzGvel rendelkezik, vagyis szin-
tén mélyen szemiklasszikus; a tomegkorrekcio FFPT-, illetve klasszikus joslatat
Osszevetve a kvantumos effektusokra ismét néhany szazalék adodik mindgssze.
A nagyobb [ azt is jelenti, hogy a TCSA lassabban konvergal, de a pontossaga
még igy is elég a fentihez hasonlo analizis végrehajtasara, mint azt a 2.5. tab-
lazatban felsorolt mérési eredmények, valamit azok illesztései (a 2.6. tablazat)
mutatjik. A 2.1. tablizat méasodik sora a* = 40.02758-at josol a témegkor-
rekcio egyiitthatojara, melyet az illesztések ismét két nagysagrenddel kizarnak.
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a*t =0=£0.00008 a” = 0=£0.0002

bt = —6.076 £ 0.017 b~ = —5.966 £ 0.021
¢t =0=£0.053 ¢ =0x0.11

dt =—-63.3+6.5 d-=-773+86

2.6. tablazat. Tomegillesztések 5 = ‘/E és 0 = 5 mellett

2.7.3. Elméleti megfontolasok
A levezetés gyenge pontjai

Miutéan bemutattuk, hogy a TCSA-adatok hatarozottan ellentmondanak a
szemiklasszikus vizsgéalat eredményének, felmeriil a kérdés, hogy elméleti szem-
pontboél milyen kifogésok emelhetSk a [32] levezetés ellen. A probléma az, hogy
a (2.66) vezets tagja B* rendii, de a hozza vezets eljards nem érvényes ed-
dig a rendig. A lélegz6tomegeket ugyanis a szemiklasszikus szoliton-formfaktor
polusanak tulajdonsagaibol hatarozza meg, de nem veszi figyelembe a formfak-
torhoz és a szolitontomeghez ad6dd kvantumkorrekciokat. 52 rendig viszont ez
helyes eljaras, és abban a rendben a formula valoban helyes eredményt: eltiing
lineéris korrekciot josol a lélegzGtomegekhez.

Ejtsiink par szot a 6 = 0 esetre levezetett

32
omE = BAO 1—-In o) 32 sin ng
8,/ 160 ) 3 32

)\ 2
+nln o0 cos < §2> } + O\ (2.74)

formularol is, mely S-ban hatvanysorba fejtve a

omE

n 4 ’ﬂ3 /\2 6 2 4
M, = {” - G141 ( +In—— 2562 ) o )} 2 +0(N) (2.75)

alakot veszi fel! Ez elGallitja a

omiE Ao

(*2) (2.76)

My ]\[ 2

klasszikus hataresetet, de a 3* rendii tag megint csak nem megbizhato a fent
részletezett okokbdl, illetve ebben a formulaban 32 rendii tag is generalodik, ha
a klasszikus Ao és M, paramétereket a A pCFT-csatolasra és az M kvantumos
szolitontomegre cseréljiik. A (2.44) FFPT-eredmény kifejtése szintén szolgédltat
tagokat az dsszes 3% rendben, de ezek a fentiek miatt nem 6sszehasonlithatoak
a (2.75) szemiklasszikus formulaval.
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Van azonban egy silyosabb probléma is (2.75) alakjaval: a logaritmikus
Ao-fliggés arra utal, hogy noha a tomegek Ao — 0 hatarértéke az elvart, a
Ao # 0 eset nem kezelhets a \g = 0 modell perturbaciojaként. A perturbalt
konform térelméleti- vagy az FFPT-megkozelités ekozben gyokeresen eltérd vi-
selkedést mutat. A pCFT A-ban és p-ben sor alaku eredményeket allit eld,
melyek minden rendben UV divergenciatl mentesek, ha 32 < 4m. Nem ldtunk
modot arra, hogy logaritmikus A-fiiggés jelenhessen meg ebben a tartomany-
ban; még a sor p-ben torténd részleges felosszegzése is csak az egyiitthatok
p-fiiggését tudja nemanalitikussd tenni. Masrészt ez a részleges felGsszegzés
éppen a formfaktor-perturbacioszamitas hasznalataval lenne egyenértéki, mely

mint lattuk  logaritmikus tag nélkiili elsérendii korrekciot josol, és kitii-
nden egyezik a TCSA-mérések eredményeivel. Ezek a megfontolasok ismételten
alahizzak, hogy (2.75) 3* rendi tagja (mely a logaritmikus egyiitthatot tar-
talmazza) nem kovetkezetes szamolas eredménye: a TCSA-mérésekkel torténd
osszehasonlitas megkivanna a Ay és M, renorméalasakor fellepé hurokjarulékok
rendrdl-rendre torténd szisztematikus figyelembevételét.

Ennek elvégzése természetesen nem jelentené azt, hogy konnyt lenne mé-
résekkel meggyézden kizdrni egy esetleges 3* rendd AIn A korrekcio létezését,
hiszen az nehezen tudnank kiildnvilasztani a mar 3° rendben is jelen levg A
rendii jarulékoktol. Mindazonaltal a jelen mérések FFPT-eredményekkel valo
egyezése feltiinGen jo, a tomegkorrekeio egyiitthatoja 0.05% bizonytalansaggal
mérhetd, és a TCSA tovabbi pontositasara maradtak még lehetGségeink, pél-
daul a nagyobb szamitasi kapacitas igénybevétele vagy az eredmények 1.6.3. fe-
jezetben bemutatotthoz hasonld extrapolacioja.

Kibgvitett lélegzéspektrum

A puszta szdmitdson til [32] intuitiv elméleti magyardzattal is alatamasztja
a linedris tomegkorrekeio 1étezését § = m/2 mellett. A kovetkezd bekezdésben
roviden vazoljuk a gondolatmenetet.

Ismert, hogy a sine-Gordon lélegzdk a szoliton-antiszoliton szérdasampliti-
doban megjelend kotott allapotokként bukkannak fel, valtakozo C-paritassal:®
B,fl)n. A szerzok éllitasa szerint ez a sine-Gordon-modell egy nagyon kiilénle-
ges sajatossaga, mely tehat csak A = 0 esetén all fenn; egyéb esetben léteznek
ezen lélegzdk ,rossz” C-paritasi By(fl)n“ parjai is, de azok lecsatolodnak a
modellrél, azaz harmas csatolasaik
I
tulajdonsagnak. Ebb6l kovetkezGen minden n-re csak egy polus jelenik meg
az s§ csatornaban (valtakozo paritdssal), hiszen a mésik reziduum eltiinik. To-

=0 (2.77)

1A toltéskonjugacio szoliton«antiszoliton cserét jelent.
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[ [

2.9. 4bra. Az RSOS3 modell vikuumszerkezete

vabhmenve megmutatjdk, hogy ezen B lélegzédublettek figyelembevételével
egy modositott formfaktor-perturbacioszamitas ad linearis korrekciot a léleg-
z6tomegekhez, mégpedig a dublett tagjainak azonos nagysagut de ellentétes
elGjeliit, egybecsengGen a (2.64) szemiklasszikus eredményiikkel. Egy k-csavart
modellben tehat, ahol a térvaltozo azonositasa k periddus utan —

b~ b+ %”k (2.78)

szerint  torténik, minden lélegz6bdl 2k példanyt josolnak, melyek fele lecsa-
tolodik a modellrdl.

Ezzel az elképzeléssel azonban stilyos probléméak vannak. A sine Gordon-
modell spektruma mar szamos alapos TCSA-vizsgalat targya volt, de a fenti
hipotetikus ,rossz” paritasa allapotok sehol sem bukkantak fel, pedig a Hil-
bert-tér az UV hatéaresetet képezé konform térelmélet minden kinematikailag
megengedett dllapotat tartalmazta (eltekintve a véges energialevagastol, ami
azonban ilyen tipusi intelligens” valogatésért nem tehetd felelGssé). Ha (-t
a 8 = VAar szabadfermion-ponttil csokkenteni kezdjiik, a TCSA-spektrumon
szépen kovethetd a lélegzdallapotok megjelenése. Az s§ dllapotokat azonositani
tudjuk energidjuk térfogatfiiggése alapjan az 1.5.3. fejezetben méar alkalmazott
eljarassal, a paritasukat is beleértve. Mikor (3 atlépi az n-edik lélegz6 meg-
jelenéséhez tartozo kiiszobot, pontosan egy (illetve a k-csavart modellben k)
(—=1)™ C-paritésu korabbi ss-allapot keriil aszimptotikusan a 2M energiahatar
ala, barmiféle extra allapot tarsasaga nélkiil (M a szolitontomeg).

Egy lehetséges kibtivo természetesen akad: gondolhatunk arra, hogy a TCSA
altal haszndlt kvaziperiodikus peremfeltétel zarja ki a spektrumbol a széban
forgo allapotokat, az dsszes lélegzGallapotnak csak a felét hagyva meg. De még
ha igy lenne is, a mért tomegértékeknek a valodi A-fiiggeést kell tiitkrozniiik, ezért
az a tény, hogy a numerikus eredményeink nagyon erésen a linearis korrekcio
létezése ellen szolnak, erés érv marad az idézett hipotézis ellenében.

[32] felvet tovabba egy lehetséges analogiat az RSOS3 modellel (ami a trik-
ritikus Ising-modell faktorizélt szoraselmélete) a lélegzdallapotok duplazodéa-
sanak magyardzatara. A potencial hArom minimummal rendelkezik, mint azt
a 2.9. abra illusztralja. A kozépsé minimumnak megfelelg vakuumallapot felett
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a bootstrap-eljaras két ,lélegz6t” mutat ki, melyek értelmezhetdk a kozépss va-
kuumbdl valamelyik széls6be meng kink és az onnan visszatérd antikink kotott
allapotaiként. A sine Gordon-analogia abban allna, hogy bar a sine Gordon
potencidl periodikus, igy végtelen sok minimummal rendelkezik, de mindegyik
minimumnak két szomszédja van, akar csak az RSOS3 k6zépsé minimumanak.

Ez a felvetés azonban figyelmen kiviil hagyja, hogy a sine-Gordon-mo-
dellben a térvaltozo

b~ o+ %” (2.79)

azonositdsa miatt a potencidlnak valdjaban csak egyetlen minimuma van, és
a spektrumban emiatt egyetlen jol definialt vakuumallapot. Emiatt itt nincs
értelme a ,két szomszédos minimumrol” beszélni, mint az RSOS3; modell ese-
tében, melynek harom minimuma héarom kiil6n energiaszintként jelentkezik a
véges térfogati spektrumban (a térfogat novelésével a felhasadas exponenciali-
san csokken). Ezzel szemben a sine-Gordon-modell a nagy térfogatu hatareset-
ben is hatarozottan egyetlen vakuummal rendelkezik, illetve a k-csavart modell
k darab (egy koron elrendezhets) vikuummal. Ezek a TCSA-spektrumban is
megjelennek, példaul az 1.2. abran lathato, amint a méasodik vakuum exponen-
cidlisan hozzasimul a valodi vakuumot képvisel§ vizszintes tengelyhez.

Osszefoglalasképpen megallapithatjuk, hogy az idézett, extra lélegzGallapo-
tokat josolo elméleti megfontolasok nem megalapozottak,® a numerikus vizsgé-
lataink pedig azt mutatjak, hogy a modell dinamikaja nagy pontossaggal leir-
hato az szokasos formfaktor-perturbécioszamitassal, barmiféle modositas nél-
kiil.

2.8. Fazisszerkezet

Lattuk tehat, hogy n = 0-ndl az o = (/2 frekvenciaaranyu kétfrekven-
cias sine Gordon-modell két degeneralt vakuummal rendelkezik, mig 1 = 1-nél
egyetlen alapallapota van. Ez arra utal, hogy valahol az intervallum belsejében
fazisatalakulas jatszodhat le. Altalanos paraméterértékeknél azonban a degene-
racio n > 0 esetén azonnal megsziinik, vagyis az 7 = 0 pont ebben az értelem-
ben egyediilallo. A 2.6.2. fejezetben lattuk viszont, hogy ha d-t fundamentalis
tartomany végén, adott esethben

5= (2.80)

™
2
értékiinek valasztjuk, a (2.37) elsd rendii vakuumenergia-korrekeio eltiinik.

A alabbiakban amellett érveliink, hogy a vikuumok energiakiilonbsége min-
den rendben 0 marad, és egy 7 = Nkitikus €rtéknél méasodrendi fazisatalakulas

5Késébb a szerz6 maga is elismerte, hogy ez a konkltzioja hibas volt [35].
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A<dp A>Adp
3T 2 s T 37 21 T T
5w "8 0 g~ B “5 0 [

2.10. abra. Masodrendii fazisdtmenet a klasszikus potencidlban

kovetkezik be a modellben. Mivel a vikuumenergia-korrekcio minden perturba-
tiv jaruléka eltiinik, az &tmenet teljes egészében a nemperturbativ tartomanyba
esik, ahol nincs modunkban formfaktor-perturbacioszamitéast alkalmazni.

2.8.1. Landau—Ginzburg-analizis
[25] nyomén vizsgalatainkat a (2.12) klasszikus potencial § = 7/2 esetre
specializalt
U(¢p) = —pcos S + Asin (qu) (2.81)
alakjaval kezdjitk. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a

és A csatolasok pozitivak, valamint a potencidl 47 /3 periodusa miatt ¢ funda-
mentalis tartomanyéat

3T ™
——<o< - 2.82
3 3 (2.82)
modon vélaszthatjuk. A fenti potencial rendelkezik a
2m
G ———0¢ 2.83
3 (2.83)

diszkrét Zo szimmetriaval, és elemi fiiggvényvizsgéalattal megéallapithato, hogy
a A = 4pu pontban a 2.10. dbra szerinti, mésodrendi fazisatalakuldsra jellemzd
viselkedést mutat. Mivel p és A klasszikus dimenzioi x5 = z, = 2, a (2.26)
definicio az

)\2
=5 2.84
1= (2:84)
alakra egyszeriisodik, és a fazisatalakulasi pont helyére az
16 _
mritikus(ﬁ = 0) = ﬁ (2.80)
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klasszikus értéket kapjuk.

A (2.83) Zy szimmetria fényében akér ki is mondhatnéank, hogy a kétfrek-
vencias sine Gordon-modell fazisatalakuldsa Ising univerzalitasi osztalyu, de
kvantumelméleti szinten nem art kissé vatosabbnak lenniink [27]. A problémat
U(¢) renormalodésa jelenti: a fazisszerkezet meghatarozdsahoz nem a klasszi-
kus, hanem a kvantum-effektivpotencialt kell alapul venniink. A periodicitas és
a Zs szimmetria azonban erdsen megszoritja a renormalés soran esetleg fellépd
1j potencidltag alakjat: a szoba johetd

cos(rf¢) reZ illetve (2.86)
1
sin(rB¢) reZ+ 3 (2.87)
tagok konform stlyai
TQﬁQ
AF = (2.88)
8T

szerint nének, vagyis az 1j tagok r novekedtével egyre kevésbé relevansak.

Tekintsiik most kozelebbrdl az elsé két lehetséges 1j tagot! A kordbbi [27]
vizsgéalatok szerint a sin (%(j)) tagnak nincs hatéasa a fazisatmenet jellegére, csak
a kritikus pont helyét valtoztatja. A cos(2(3¢) tag viszont — mely 52 < 27 ese-
tén relevans perturbald operator  az egyiitthatojatol fiiggden a masodrendii
fazisatalakulast elsérendiivé tudja valtoztatni. Ezen két 0j tag figyelembevéte-
lével az effektiv potencial az

30
Uei(¢) = —prcos o + Asin gqﬁ + Kk sin ?d) + v cos2[¢ (2.89)
alakot 6lti, melyben k-t és v-t a modell dinamikaja hatarozza meg p és \ fiigg-

vényében, de kifejezésiik jelenleg nem ismert. A mésodrendii fazisitalakulas
létezésének feltételei

(0)]pex =0 UR©0),__x >0, (2.90)
5 5
mert a Zy-szimmetrikus minimum ¢ = —n/#-nal taldlhato. Ezekbdl az egyiitt-
hatokra a
—4p+ X =9k —16v =0 164 — A + 81k + 256v > 0 (2.91)

explicit feltételek adodnak. x = v = 0 mellett visszakapjuk, hogy a klasszikus
potencidlban A = 4 a fazisditmenet helye, és hogy a negyedik derivalt valoban
pozitiv (hiszen feltettiik, hogy p és A pozitivak).

Tegyiink most tigy, mintha x és v fiiggetlen paraméterek lennének, és vél-
toztassuk A-t! A kritikus pont helye az elsg feltételbsl

Naritikus = 40 + 9k + 160, (2.92)
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mibdl kovetkezGen a masodrendiiség feltétele
p+ 6k +20v > 0. (2.93)
Harom kovetkeztetést vonhatunk le ebhdl:

e A paramétertérben héven marad hely méasodrendii fazisatalakulas sza-
maéra az effektiv potencidlban megjelend magasabb frekvenciaju tagok
mellett is.

A sin (%@ tag is megvaltoztathatja a fazisatmenet rendjét, ha elég nagy
K egyiitthatoval bukkan fel, mint az a 2.11. dbran lathato. Rogzitsiik a
Kk = —2/5p és v = 0 paramétereket, majd kezdjiik el A-t 0-rol novelni!
Kezdetben csak a két, Z, szimmetridt spontan sért§ vakuumunk van.
A = 3/5u-nél metastabil allapotként megjelenik a szimmetriaérzs va-
kuum, majd A = 13/8u elérésekor degeneraltta valik a szimmetriasértd
vakuumokkal: ez az elsérendii fazisatalakulas ngynevezett koegzisztencia
pontja. A > 13/8-re a szimmetrikus vikuum valik az igazi alapéllapotta,
és vegiil a két metastabil vikuumallapot A = 61/30u értéknél teljesen el-
tiinik.

e Tovabbi, magasabb rendi derivaltak is eltiinhetnek a fazisatalakuléasi
pontban, trikritikus, sét, tetrakritikus pontok megjelenéséhez vezetve.
Még magasabb frekvencidju potencidltagok tetszéleges rendii multikriti-
kus pontok fellépését is lehetdvé teszik [36].5

Természetesen, mint fentebb emlitettiik, a kétfrekvencids sine Gordon-mo-
dellben ezen magasabb frekvencidju tagok egyiitthatoit a dinamika hatérozza
meg, vagyis a modell a periodicitast és a Z, szimmetriat tiszteletben tarto
effektiv hatas paramétereinek terében egy rogzitett feliilleten mozoghat csak.
Mivel a fazisitmenet pontja perturbativ technikikkal elérhetetlen, a ponto-
sabb vizsgalathoz nemperturbativ modszerekhez kell folyamodnunk. A = 47
(azaz p = 1) specidlis esethen az éltalanositott Ashkin Teller-modellre képe-
zéssel mar sikeriilt a mésodrendii fazisdtalakulas létezését bebizonyitani [27].
Az altalanos 0 < p < 1 esetben viszont, mivel a modell nem integralhato, az
egyetlen alkalmazhato eljaras a TCSA marad.”

2.8.2. Szignaturak véges térfogatban

Lévén a TCSA véges térfogatban hasznalhaté numerikus modszer, koriil
kell jarnunk, hogy miként azonosithatjuk a kiilonbozé tipust atalakulasokat
egy véges térfogati modell energiaszintjeinek vizsgalatéaval.

SEzeket az eredményeket [31] megjelenése utén, arra épitve kapta a szerzd.
A felsé hatar az UV divergencidk elkeriilését célozza [15, 16].
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2.11. abra. Els6rendi fazisitmenet a potencidlban k = —2/5u és v = 0 mellett
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Masodrendii fazisatalakulas

Bar a kovetkezd gondolatmenet minden nehézség nélkiil altalanosithato
egyéb esetekre is, az aldbbi targyalas az egyszertiség kedvéért Z, szimmetriajia
atmenetre vonatkozik. Igy a sértett fazisban végtelen térfogathan két degeneralt,
vakuumot taldlunk. Véges L esetén a vakuumok kozotti alagutazéis dsszekeveri
az allapotokat és megsziinteti a degeneraciot: az alacsonyabban fekvd allapot
lesz a valodi vakuum, mig a masik egy magasabban fekvd gerjesztett allapot.
A kett6 kozti energiakiilonbség exponencialisan kicsi ~ O(e™t)  az L — oo
esetben.

A sértetlen fazisban egyetlen vakuum van, és az els§ gerjesztett allapot
altalaban valamilyen tomeges egyrészecske-allapot, mely aszimptotikusan m
tomeghézaggal rendelkezik a vikuum felett. Ennélfogva az alapéllapot és az elsé
gerjesztett allapot energiakiilonbsége a (2.53) szerint m-hez tart, ha L — oo.

Az atmenethez tartozo kritikus paraméterértéket jeloljiik miiikus-sal, mint
a kétfrekvencias sine Gordon-modell iménti targyalasanal. Ha az m témeghé-
zagot n fiiggvényének tekintjiik, és feltessziik, hogy a sértett fazis 7 < Myitikus,
a sértetlen pedig 7 > Nitikes paraméterrel rendelkezik, a jellegzetes viselkedés

m(n) =0, ha 7 < Thitikus (2.94)
m(n) > 0, ha 1> Mgitices
alakban foglalhato 0ssze. 7 = Nuitikus €setén L valtoztatisaval az UV (L —
0 konform térelmélet és az IR (L — oo) fixpont kozott interpolalunk, mely
utobbi egy konform- és egy tomeges elmélet egyiittesét jelenti. Ezért a spektrum
bizonyos allapotai
or(AR + AT

Fy(L) — Euium(L) = w +O(L77)  e>0 (2.96)
nagytérfogatti aszimptotikdval rendelkeznek. Ezek a |U) allapotok az IR fixpont
konform térelméletének A™ silyokkal jellemzett konform csaladjaiba rende-
zGdnek, és L — oo-re lecsatolodnak a spektrum témegesnek marado masik
részeérdl. Fzen allapotok azonositésa teszi lehetévé az TR konform térelmélet
jellemzdinek meghatarozasat, mint azt rovidesen latni fogjuk.

Els6rendii fazisatalakulas

Az elsérendii atmenetek mindig metastabil dllapotok megjelenésével és el-
tiinésével jarnak, mint az példaul a 2.11. Abran lathato. A 2.6.2. fejezetben
mar bemutattuk, hogy az ilyen éallapotok kiilonb6z6 meredekségii platokként
jelennek meg a véges térfogati TCSA-spektrumban. A koegzisztencia pontban
a harom viakuumallapot éppen azonos energiastiriiséggel rendelkezik. Ha ko-
rdbban a |+) és |—) szimmetriasértd vikuumok energiastirtsége volt a kisebb,

ot

ot
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akkor ezen a ponton szerepet cserélnek a |0) szimmetriadrzé vakuummal, és
a tovabbiakban az utobbi lesz az igazi alapallapot. Ez a rendkiviil jellegzetes
viselkedés altalaban konnyen felismerhetd a véges térfogatu spektrumban.

Az els6rendii fazisatalakulasok azonban kiilonboz6 erésségiiek lehetnek, és
kozismert, hogy egy gyenge elsérendii atmenetet nehéz megkiilonboztetni egy
masodrendtsl. Jeloljiik ugyanis nys6-val a |0) metastabil dllapot megjelenésé-
nek, és ngise-vel a |4) metastabil allapotok eltiinésének pontjat! Masodrendii
atalakulas esetén

Talso = Ttelss - (297)

Ha az nss — Naise Killonbség kicsi, egy numerikus vizsgélatban 7 léptetésével
(vagy egy kisérlet paramétereinek beallitasakor) konnyen kihagyhatjuk a koz-
biilsé tartomanyt a vizsgalatbhol, és akkor nem szerziink tudomast a metastabil
allapotok létezésérsl. Hasonloan, ha a vakuumok U(¢y)—U (¢4 ) energiastirtség-
kiilonbsége kicsi, nehéz észrevenni az allapotok meredekség szerinti kettévala-
sat, mert az esetleg csak olyan nagy térfogaton valna szamottevive, ahol a
TCSA-hibak mar lehetetlenné teszik az érdemi vizsgalatokat. Ezen okokbdl ki-
folyolag sosem fogunk tudni megkiilonboztetni egy kellGen gyenge elsérendii
fazisatalakulast egy masodrendiitél, sem numerikusan, sem kisérletileg, kizaro-
lag a modell egzakt megoldasaval, de arra egyel6re nem latszik remény.

A modell viselkedése

A fentebb targyalt klasszikus joslatokat TCSA segitségével fogjuk ellen-
Orizni, valamit tisztazni szeretnénk az atalakulas rendjét és univerzalitasi osz-
talyat is. Mindehhez az [ dimenzidtlan térfogat-paraméter korabbiaknal joval
szélesebb tartomanyéaban kell majd pontos méréseket végezniink. Erre nincsen
remény a p > 1 (azaz B2 > 4m) taszité tartomdnyban, ahol a TCSA UV-
divergens: bar abszolut energiaértékekre nincs sziikségiink, az elérhetd pontos-
sdg ott tilsdgosan lecsdkken. Praktikusan a vizsgalhaté tartomény még szii-
kebb, 3% < 87 /3 értékek mellett sikeriilt csak értékelhetd eredményekre jutni a
hozzaférhet szamitasi kapacitassal. Az n = 0 sine-Gordon-modellben ez kettd
vagy tObb lélegzot jelent a spektrumban.

A fazisatalakulis rendjének meghatéarozasihoz figyelemmel kell kisérniink a
spektrum fejlgdését n folyamatos valtoztatasa mellett. A kiilonb6z6 8 értéknél
elvégzett vizsgilatok nem mutatjak jelét az elsérendii fazisatalakulasra jellemzé
metastabil allapotoknak, a viselkedés mindig a 2.12. abra szerinti. A kapott
spektrumok harom osztalyba sorolhatok:

o 1) < (0.8 esetén tisztan latszik a kétszeresen degeneralt vakuumallapot és a
folottiik halado  szintén kétszeresen degeneralt  elsé néhany tomeges
allapot.
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2.12. abra. A kétfrekvencias sine Gordon-modell spektruménak fejlsdése n =0 és
=1 kbzétt (elss 8 allapot, § = 2T o =2 5= 1)
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e 7> (.9 esetén is tomeges a spektrum, de nem figyelhet6 meg degeneracio
az alul fekvg allapotokon.

e Az atmeneti tartomanyban, n ~ 0.84 mellett a spektrum szerkezete atala-
kul, nincsenek véges tomeghézagot mutato vonalak, helyettiik folyamatos
csokkenés figyelhetd meg a teljes térfogattartomanyban. Az alapallapot
és a gerjesztett allapotok degeneracioja megsziinik.

Sehol sem latunk a 2.2. 4bran megfigyelhet6hoz hasonlo, metastabil allapotokra
jellemzé linearisan emelkedd vonalakat, ezért a fazisatalakulast mésodrendii-
ként azonositjuk.

2.8.3. A kritikus pont keresése

Tritikus €rtékének meghatarozasahoz a kovetkezGképpen jarunk el: mikoz-
ben n-val bejarjuk az dtmeneti régiot, folyamatosan ellenérizziik, hogy a TCSA
Hamilton-operator harmadik és elsd sajatértékének e5(1) = E(1) —&(1) kiilonb-
sége monoton csokken-e a kiterjesztett [ tartomanyban. Mivel ez a kiilonbség
az 1 =0 és az ) = 1 sine Gordon-modellben is egy alul fekvé lélegzé tomegét
jelenti, monoton csokkenése azt jelzi, hogy ez a 1élegzd tomegtelenné valt. Mivel
ez kizarolag 1 = Mritikus €setén igaz, jobban hasznéalhato feltételt jelent, mint
a vakuumok degenerdciojanak megsziinése (azaz £, # 0), mert az a szimmetri-
kus fazisban mindig fennall. Természetesen a végiil valasztott nyyitikns értéknél
e1(l)-nek exponenciélisnal lassabban — (2.96) alapjan O(1/1) szerint — kell
lecsengenie nagy [-ekre.

A keresés eredménye a 2.13. abrékon lathato, 8 = /4 /r harom kiilonbozs
értékére. Mindharom abra a fenti kritériumok szerinti legjobb 7 értéknél ké-
sziilt. Hogy az éllapotok jobban elvaljanak egymadstol, energidjukat 1/(27)-vel
beszorozva abréazoltuk. (2.96) atrendezésével és E; = ME;, illetve | = ML figye-
lembevételével adodik, hogy az igy késziilt abrakon a A + A® konform ener-
giak (skaladimenziok) vizszintes vonalakként jelennek meg. A ¢ = 1/2 Ising-
modell elsé 7 gerjesztett allapotanak megfelelG vonalakat a 2.7. tablazat adatai
alapjan be is rajzoltuk. Mindharom § érték mellett azt latjuk, hogy a vakuum
feletti elsG két gerjesztett allapot viszonylag jol illeszkedik az Ising-modell jos-
latara. A magasabb gerjesztett allapotok energiaértékben igazi egyezést nem
mutatnak, de az energiakiilonbségek mintazata a joslatnak megfeleld, beleértve
a degeneraciok hianyat is, mely az Ising-modell nullvektor-szerkezetébdl ado-
dik. A vonalak lefutasa azt sugallja, hogy a magasabb allapotok még nagyobh
térfogatértékeknél jutnanak el a skalazo tartoméanyukba, de — kiilonGsen na-
gyobb -k mellett  a TCSA-hibak ttlsagosan gyorsan nének ahhoz, hogy ezt
lathassuk.

Ha tehat szeretnénk szamszertisiteni az univerzalitasi osztalyra vonatkozo
sejtésiinket, kénytelenek lesziink pontosabban is leirni a véges térfogati spekt-
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allapot konform energia
|0) 0
o) = &%) :
0 =[5.8) 1
L.L o) 21
L.y L e 3
L_sL_,10) 4
L oL |0y @ L2, L2 |0) 44
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2.7. tablazat. Az Ising-modell els6 8 allapotéanak skaladimenzioja

rumot a kritikus trajektoria mentén, mint (2.96), illetve valamilyen modon
kezelni a mérésekhez hasznalt n valodi Nigiins-t0l valo eltérésébdl szarmazo
hatésokat.

2.8.4. A kritikus trajektoria

A targyalashoz feltessziik, hogy az IR fixpontban talalhat6 konform térelmé-
let a kritikus Ising-modell, ennek Hilbert-terét és operatortartalmat tekintjiik
a vizsgalat keretének. Az igy kapott joslatokat vetjiik aztan Gssze a numerikus
eredményekkel.

Koncentraljunk el6szor az 7 = Niitius esetén felléps végesmeéret-korrekei-
okra! Nagy térfogatban elhanyagolhato az IR fixpont témeges- és tomegtelen
modusai kozotti csatolés, ezért tgy tekinthetjiik, hogy l-el nullatol végtelen felé
haladva egy UV konform fixpontbdél egy IR konform fixpontba tartunk. Mivel
fixpontba csak irrelevans iranybol folyhatunk be, ezért ebbdl a nézépontbol
az interpolald kritikus elmélet a konform Ising-modell egy irrelevans (A > 1)
perturbaciojanak tekinthets, melyet az

A = Asing + g/dzz(\ll(z, %) -+ magasabb dimenzioji terek) (2.98)

nem renormdlhat6 hatés ir le. A kiilonb6z6 iranyok W(z, 2) kiilonbozé véilasz-
tasainak felelnek meg. W(z,2) a primér terek irrelevans spintelen leszarmaz-
tatottjaival fejezhetd ki, és mivel az o = (/2 frekvenciaaréinyn kétfrekvencis
sine Gordon-modell § = 7/2 esetén minden 7 értéknél Zy-szimmetrikus, csak
az energiaoperator 9de(z, Z) és magasabb, illetve az egységoperator T(2)T(2)
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és magasabb leszdrmaztatottjai johetnek szamitasba (T(z) és T(Z) az Ising-
modell energiaimpulzus-tenzoranak holomorf és antiholomorf komponensei).
Felidézve az altalanos TCSA Hamilton-operétor (A.7)

27 . c  gL¥?Av
H=— Lo+ Ly— =+ ——Y(,1 2.99
i ( o+ Lo 12+(2W)1*2AW (1,1) (2.99)
alakjat (¥ spintelenségét feltettiik), latjuk, hogy nagy, de véges [ esetén E;(L)—
Eo(L) vezets korrekcioja a legkevésbé irrelevans operatorbol szarmarzik:

E(L) - Bo(L) _ 2r

M (AT AT+ ATIR e (2.100)

Ei(l) =

tehat a mi esetiinkben

eill) = QTW(A?‘ + AR 4 AP (2.101)

viselkedési lesz a vezets korrekeio (ha ez a tag valamiért eltiinne, AT71 k-
vetkezne soron).

Numerikusan természetesen sosem tudjuk 7-t pontosan 7yiikns-ra allitani,
és még ha tudnank is, a Hilbert-tér levagasabol eredd TCSA-hibak akkor is
eltaszitananak az UV és az IR konform elméleteket Osszekotd kritikus tra-
jektoriatol. Az Ising-modell oldalarol ez azt jelenti, hogy valamilyen relevéns
perturbécio is be van kapcsolva, amit szintén figyelembe kell venniink a nagy-
térfogat spektrum leirdséanal. Az Ising-modell egyetlen relevéns operatort tar-
talmaz, mely tiszteletben tartja a Z, szimmetriat: az €(z, Z) energiaoperétort.
A TCSA Hamilton-operatorban egy ilyen tipusi perturbalo tag Bf + Cfl kor-
rekciot hoz az energiakiilonbségekbe.® Mindezt sszefoglalva, nagy, de véges
l-ekre az energiaszintek térfogatfiiggését

alakinak vérjuk (az egyes konstansokat ,kelt6” operdtorok jelolését mivel
az a tovabbiakban lényegtelen — elhagyva).

A kovetkezében a (2.102) formulét fogjuk a TCSA-vonalakra illeszteni. Min-
den tagjat megtartjuk, mert a numerikusan hozzaférhets atmeneti [-tartomany-
ban dolgozunk. Szemléletesen arrél van szo, hogy egy 1 = Niritikus trajektorian
eléggé megkozelitjiik az IR fixpontot ahhoz, hogy mar az IR konform térel-
mélet tulajdonsigai hatarozzak meg a spektrumot, és még miel6tt a mindig

SBar nagy térfogatban a mésodik tag tinik dominansnak, a C§, egyiitthaté — melynek
pCFT-kifejezése masodrendi  Altalaban sokkal kisebb, mint a By, alland6, igy az altalunk
vizsgélt [-tartoméanyban mindkeét tag egyforméan lényeges lehet.
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B =28y/m/7, n=0.866

1 0.125+0.002 —1.2+0.3 —0.0034+0.0001 1.45-10°4+6-10"7
2 1.04 +0.03 —128 + 8 0.0017 + 0.0018 9-10%+5-1076

B =4y7/3, 1 = 0.850

7 D; Al B; C’,‘
1 0.131240.0009 —1.3540.03 —0.0061 £ 0.0003 2.6-107°£6-1076
2 1.03 £ 0.02 —-74+3 0.005 £ 0.002 1.4-1075+£9-1076

B =8y/m/5 n=0.838

1 0.145540.0005 —0.8940.05 —0.0145 4 0.0005 2.24-10"*+9.1076
2 1.09 £ 0.02 —40£2 —0.001540.0031  1.1-107*+2-107°

2.8. tablazat. Az elsG ket gerjesztett allapot illesztése a kritikus spektrumban

jelenlévé relevans perturbécio eltaszitana benniinket egy tomeges fixpont felé,

megmerjiik (2.102) egyiitthatoit. Ha B; és C; értéke kicsinek adodik, D; pe-
dig az Ising-modell &llapotainak skéladimenzidit kozeliti, igazoltuk egy Ising
univerzalitasi osztdlyt masodrendii fazisdtmenet jelenlétét.?

2.8.5. Numerikus eredmények
Skaladimenziok és UV-IR korrespondencia

A (2.102) formula 2.13. abrak vonalaira torténd illesztésébdl kapott egyiitt-
hatokat a 2.8. tablazat tartalmazza. Az Ising-modell ¢ = 1 konform térelméle-
tének ismeretében tudjuk, hogy az elsé gerjesztett allapot a o spinoperatorhoz
kell tartozzon A* = 1/16 konform siilyokkal, a masodik pedig az e energiaope-
ratorhoz, AT = 1/2 konform siilyokkal. Ahogy a 2.7. tablazatrdl is leolvashato,

1
Dy =g =0125 Dy=1 (2.103)

értékeket varunk. Az eredmények [ = 8y/m/7 mellett kivaloan megfelelnek
ennek, nagyobb [ értékek mellett viszont mint az a TCSA-eredményekkel

9Az alapéllapot energiajanak téfogatfiiggésébél elvben a centralis toltés is meghataroz-
hatd, de kideriil, hogy az illesztés ¢ értékére nagyon kevéssé érzékeny, igy csak kvalitativ
eredmeényeket kapunk [31].



Fazisszerkezet

lenni szokott — mar kevésbé jo az egyezés az egyre lassabb konvergencia miatt.
Felhivjuk a figyelmet, hogy a tablazatban feltiintetett hibahatérok a nemlinea-
ris illesztéshdl szarmazo becslések, melyek nem tartalmazzak az esetleg sokkal
nagyobb TCSA levagasi hibakat.

Megvizsgalhato az is, hogy az egyes vonalakhoz tartozo allapotokat mely
operatorok keltik az UV-, illetve az TR elméletben. El6bbi a TCSA bemend
adata, hiszen a Hilbert-tér elgallitasakor pontosan tudjuk, hogy mely allapotot
mely UV konform operétorral keltjiik: példaul az els6 két gerjesztett allapot a

cos gqb illetve a sin §¢ (2.104)
operatorhoz tartozik. Az IR fixpontban a fentiek alapjan ezek az allapotok a
o, illetve az e operatorhoz tartozo allapotba folynak. Ez teljes dsszhangban
all a szoban forgé allapotok (2.83) Z, paritdsaival, valamint azzal, hogy o
paratlan, € pedig paros operdtora az Ising-modellnek, valamint, hogy mind
singcp‘7 mind pedig e homérséklet tipusi operator, mely a kritikus allapottol
tavolitja a modellt. Ez az eredmény egybecseng a korabbi sejtésekkel is [27].

Fazisdiagram

Minden jel arra mutat, hogy [ értékétdl fiiggetleniil masodrendii fazisatala-
kulassal van dolgunk, valamilyen miticus() paraméterértéknel. A 2.8.2. feje-
zethen mondottak alapjan természetesen mindig fennall a kellGen gyenge elsd-
rendii fazisatalakulas lehetGsége, ezért szigorian véve csak annyit mondhatunk,
hogy az atalakulas masodrendi B; és C; 1 = Nitikns Mellett mért elttinésé-
nek pontossagaig. Masfel6l, ha példaul egy integralhato elmélet egzaktul is-
mert energiaszintjeivel torténd osszehasonlitds itjan megbecsiiljitk esetiinkben
a TOSA pontossagéat, 1072-102 nagyséagrend( hibara jutunk, amit a 2.8. tab-
lazat adataival dsszevetve azt kijelenthetjiik, hogy a TCSA pontossagan beliil
a vizsgalt fazisatalakulas masodrendd.

Mint a 2.8.1. fejezethen méar lattuk, az atalakulds rendjet (2.91) jellegi
egyenldtlenségek szabélyozzék. Egy nagyon gyengén elsérendi fazisitalakulas
ezen egyenlGtlenségek nagyon gyenge sériilése esetén valosulhat meg, ami szi-
goru feltételeket szab az effektiv potencial egyiitthatoira. Mivel azonban p és A
ezeket egyértelmiien meghatarozza, egy ilyen finomhangolas valosziniitlennek
tiinik.

Ettdl fiiggetleniil is mindig masodrendi kell legyen a fazisatalakulas a

32m/9 < 3% < 8« 2.105
/

tartomanyban, mert ott az effektiv potencialhoz jaruld minden 1ij tag irrelevans
(A3i/2 > 1), elég tehat a 3 < 32m/9 tartomanyt tovabb vizsgalni. Ez a TCSA

63



2. A KETFREKVENCIAS SINE GORDON-MODELL

64

3% < 4 konvergencia-tartomanyan beliil esik, tehat a modszer elvben hasznal-
haté a teljes tartoményban, de a konvergencia gyengesége miatt a (3> > 87/3
szakasz numerikusan szamunkra egyelre nem elérhetd.

[ = 0 kornyékén is masodrendi fazisatalakulast varunk, mert az elmélet
itt szemiklasszikus, és emiatt az effektiv potencial korrekcioi kicsik. Ismerjiik
a (2.85)

16

nkrmk"s(o) = T? ~ 0.941 (2106)

egzakt értéket is. Az intervallum mésik végében, 3% = 87-nél pedig a poten-
cial cos ¢ tagja valik irrelevanssa, ezaltal az elmélet mindig a szimmetrikus
fazisban marad, tehét

Teititeus(V8T) = 0. (2.107)

Tovabba egy 3 — —f elGjelvaltas kompenzalhato a térvaltozd ¢ — —¢ atdefi-
nidlasaval, amibdl kovetkezGen

Tritikus(—0) = Maritikus (5) (2.108)

is fennall. Mindezen informéciokkal és egy tovabbi TCSA-méréssel (eredménye:
Miriikus (4/7/7) = 0.916 £ 0.002) kiegészitve eddigi adatainkat a 2.14. dbran
lathato fazisdiagramot kapjuk, melyen a sértett- és a szimmetrikus fazis hoz-
zavetdleges hatarat egy — az ismert pontokra illesztett — paros polinom jelzi.

2.9. Osszefoglalas

A sine Gordon-modell egy tovabbi koszinuszos potencidltaggal torténd el-
latasa alapjaiban valtoztatja meg a modell viselkedését. A kétfrekvencias sine
Gordon-modell nem integralhato, igy viszonylag kevés modszer all rendelkezé-
siinkre a vizsgalatahoz. Ezért elsé lépésként ellendriztiik, hogy a formfaktor-
perturbécioszamitéas és a TCSA azonos eredményeket ad a modell két pertur-
bativ tartomanyaban, majd kiterjesztettiik vizsgalatainkat a nemperturbativ
tartomanyra is.

Elemeztiik, hogy a TCSA-val kapott véges térfogati spektrumban milyen
jelek mutathatjak fazisatalakulas lezajlasat a modellben, és targyaltuk az elsd-,
illetve masodrendd &talakuldas megkiilonboztetésének kérdéseit. Utobbi eseté-
ben lehetdség nyilik az IR fixpont jellemzdinek meghatarozasara is, ha egy
kozel kritikus trajektoria mentén sikeriil eljutnunk abba a tartomanyba, ahol
mar ennek hatasa dominal az energiaszintek viselkedésében.

Ennek fényében kozelebbrdl is megvizsgiltuk az 1/2 frekvenciaardanyi mo-
dellben Delfino és Mussardo dltal megjosolt [25] masodrendii fazisatalakulast.
Az irodalomban felbukkant [27] kételyekkel ellentétben ugy taldltuk, hogy bér
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az effektiv potencial Gsszes legalacsonyabb rendii korrekcios tagja képes lenne
a fazisatalakulast elsérendivé valtoztatni, a vizsgalt esetben ez nem torténik
meg, azaz a TCSA pontossagan beliil minden § paraméterértékre masodrendi
marad az atalakulds. A spektrum részletes vizsgélata tovabba azt mutatta,
hogy a legalacsonyabb allapotok egy Ising-tipusi IR fixpont altal meghataro-
zottak. Az UV- és TR dllapotok megfeleltetését az irodalomban taldlhato [27]
sejtésekkel megegyezonek talaltuk.

Mindekdzben réviden kitértiink az eredményeinknek ellentmondé szemi-
klasszikus megfontolasok kritikdjara is. A finomabb numerikus analizis soran
két nagysagrenddel kizartuk a [32] altal adott joslatokat, majd ramutattunk az
ott alkalmazott szamitasi modszer kovetkezetlenségeire.






3. fejezet

A szuperszimmetrikus
sine—Gordon-modell

A sine—Gordon-modell szuperszimmetrikus kiterjesztése tobb szempontbol
is érdekes. Elgszor is, kétdimenzios integralhato kvantumtérelmélet révén vi-
selkedésérdl analitikus és nemperturbativ eredmények széles kore all rendel-
kezésiinkre. Masfel6] szuperszimmetrikus szolitonokat ir le, melyek tijabban a
magasabb dimenzios szuperszimmetrikus mértékelméletek keretében komoly
érdeklddés targyat képezik [37]. Ezen tilmenGen a szuperszimmetrikus sine
Gordon-modell sajat jogan is szamot tart érdeklédésre, mint azt a nemtrivialis
idGszerti hatarfeltétellel ellatott valtozataval kapesolatos kutatasok jelzik.

Mindazonéltal a sine Gordon-modell ezen integralhatd deforméaciojarol jo-
val kevesebbet tudunk, mint az eredeti modellrsl. Bar az egzakt S-matrixara
vonatkozo sejtés [38] mar nem 1j, helyességét korantsem igazolja annyi ered-
mény, mint a nem szuperszimmetrikus modell S-méatrixaét. Tébbek kozott a
szolitontomeg kvantumkorrekciojarol is csak az elmilt években valt vilagossa
[39, 40, 41, 42|, hogy BPS-jellegii tulajdonsiagot mutat, noha az elmélet csak
N = 1 szuperszimmetriaval rendelkezik. Ellentmond6 eredmények taldlhatok
az irodalomban a trikritikus Ising-modell (a legegyszeribb nemtrividlis szuper-
szimmetrikus integralhato térelmélet) vakuum- és kinkszerkezetével kapcesolat-
ban is [43]. Ennek jelentGségét az adja, hogy a szuperszimmetrikus sine-Gor-
don-modell S-matrixaban a trikritikus Ising-modell irja le a szuperszimmetrikus
strukturat.

3.1. Hatas és diszkrét szimmetriak

A szuperszimmetrikus sine-Gordon-modellt az

A= /dz /dt (%0#¢8“¢ + iUy 0,V + mPW cos gr;b + 7;—22 cos ﬁaS) (3.1)
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hatéssal definialjuk, ahol ¢ valos skalartér, U Majorana-fermiontér, m egy to-
megparaméter 3 pedig a csatolasi allando. Ez az elmélet N = 1 szuperszimmet-
rikus és végtelen sok kommutélo lokalis megmarado toltéssel rendelkezik [44],
melyek tulélik a kvantalast és lehetGvé teszik a modell egzakt spektrumanak és
S-matrixanak megadasat. A spinortérre a

o (0 i L (0 s oaf(-10
7*<—i0 =1 0 Y="" g (32)

- (Z;) (3.3)

Weyl-reprezentaciot hasznaljuk, melyben a ¢, komponensek hatarozott kira-
litassal rendelkeznek.

Az elmélet rendelkezik bizonyos diszkrét szimmetriakkal, melyek fontos sze-
repet jatszanak a tovabbiakban. Egyrészt a kdlesonhatési tag a bozontérben
periodikus és paros, mely a

aT
¢ o+ Kl illetve b — —¢ (3.4)
szimmetridkat hozza magaval, melyek jelen vannak a nem szuperszimmetrikus
sine Gordon-modellben is. Masrészt a Lagrange-fiiggvény invarians a bozontér
27 /3 felperiodussal torténd eltoldsara, ha egyuttal megvaltoztatjuk a fermion-
komponensek relativ elGjelét is, azaz

¢ o+ %r mikdzben U e —y30. (3.5)

3.2. Spektrum és szoérasamplitidok

A spektrum a szuperszimmetriat nem lokéalisan megvalosito szoliton-anti-
szoliton multiplettbdl és a szoliton-antiszoliton kotott allapotokként megjelend
lélegzokbol all. A szuperszimmetrikus faktorizalt szoraselmélet Gsszetevéit eld-
szOr |45] targyalta egy specidlis ansatz hasznilatdval, melyben a szordsampli-
tudo egy szuperszimmetrikus struktuarat leird és egy szuperszimmetriatol fiig-
getlen rész direkt szorzataként allt els. A teljes S-matrixot végiil Ahn [38]
allitotta eld.

A szuperszimmetrikus szolitonokat K, (6) M tomegii és 6 rapiditasia RSOS-
kinkekkel irjuk le. A szuperszimmetrikus szerkezetet hordozé a és b indexek a
0, 1/2 és 1 értékeket vehetik fel az |a — b| = 1/2 feltétel mellett, mig ¢ = +
a topologia toltést jelzi, vagyis a szolitont és az antiszolitont kiillonbdzeti meg.
Az n-részecskés aszimptotikus allapotok

|Ke o (0K, (02) . K, (6,)) (3.6)

apai An—10n



Kink- és vakuumszerkezet

alaknak, ahogy 6, > 6y > -+ > 6, az in-, és 0; < Oy < --- < 0, az out
allapotokra. A
K3 (61) + Kpp(62) — K24(62) + K7, (61) (3.7)
szOrast az
a d ~6
Ssusy b e 01 — 0y | x S (61 — 02 | p)ag (3.8)

amplitado irja le, melynek tenzorszerkezete direkt szorzat: az elsé tényezé
(SUSY faktor) a szuperszimmetrikus struktirahoz, a masodik (bozonikus fak-
tor) pedig a topologiai toltéshez kapcsolodik. Utobbi egybeesik a hagyomanyos
sine—Gordon-modell S-méatrixaval [9], csak a p paraméter
iz

81 — [2/2

kifejezése tér el a szokdsostol. A SUSY faktor megegyezik a 6/5 stlyd primér
térrel perturbalt trikritikus Ising-modell S-méatrixaval:

p= (3.9)

0 1 I in=0 0
SSUSY ( % 8 9) = SSUSY < % i 9) =2 27”0 Ccos (@ — %) K(G) (3103)
1 19 [4
Ssusy ( 6 1 > Ssusy ( f 1 0) = 27% cos (47> K(9) (3.10b)
2 2
0 % 11 om0 W i
SSUSY (% 1 > <% 0 0| =277 cos E + Z K(@) (310()
11 Lo o 0
Ssusy (6 B ) Ssusy < 2 0> = 277 cos <4Z - g) K(0)  (3.10d)
2 2

]"_7+21rz) (k_%)
fH (k+1-2)D(k+%) (8.10¢)

27

A szuperszimmetrikus faktornak nincsenek polusai a fizikai savban, igy a kink-
szorasok teljes szuperszimmetrikus amplitidoi a sine GGordon-modellel azonos
polusszerkezettel rendelkeznek. Az ezeknek megfelels kotott allapotok az (1.4)
altal adott tomegii  de jelen esetben szuperszimmetrikus B, lélegzik, me-
lyek a SUSY algebra bozon-fermion dublett dbrazolasaba tartoznak. B, bozo-
nikus komponense (—1)" paritéssal rendelkezik a bozontér ¢ < —¢ tiikrozésére
nezve.

3.3. Kink- és vikuumszerkezet

A szuperszimmetrikus sine Gordon-modell kink- és vakuumszerkezetének
tisztazdsahoz a Zamolodchikov altal eredetileg a trikritikus Ising-modellre meg-
fogalmazott érvelést [46] fogjuk hasznalni, amit az alabbiakban réviden ossze-
foglalunk.
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3.1. abra. A trikritikus Ising-modell kinkjeinek szomszédsagi diagramja

3.3.1. Trikritikus Ising-modell

A bozonikus Landau Ginzburg-megfogalmazasban az elemi tér a o (bozo-
nikus) spintér, a hatés pedig

A= /dt /dt (%(a@? 5007~ U(U)> , (3.11)

ahol a potencial
U(o) = (o — 03)202 (3.12)

alaku. Mint az a 2.9. abran lathato (az RSOS3 a trikritikus Ising-modell sz6-
raselmélete), a modell harom vakuummal rendelkezik. A vakuumokat a kinkek
a 3.1. abran jelzett modon kétik dssze, szorasaikat a (3.10) amplitudok jellem-
zik.

Ezzel ellentétben a szuperszimmetrikus Landau Ginzburg-formalizmusban
a hatés

A=/a/wG@W—Q&W+m&m+mmw+

+ W)t + W(¢)2>, (3.13)

ahol

W (@) = 1u(g? — 2?). (3.14)
A skalarpotencial alakjat a 3.2. dbra illusztralja, a két minimum a térvaltozo
¢ = £\ értékeire esik. Hogyan tudjuk dsszeegyeztetni ezt a képet a bozonikus-
sal, melyben harom minimum szerepel? Erre a fermioncsatolas ad lehetdséget.
A ¢ = X\ minimumban a W’(¢)-vel aranyos fermiontémeg pozitiv, a Majorana-
fermionnak egyetlen vikuuma van és az Ising-modell magas hémérsékletti fa-
zisat irja le, melyben a spintér varhato értéke eltiinik:

(o)a = 0. (3.15)

A ¢ = —\ vakuumban azonban az Ising-modell alacsony hémérsékletii fazisa-
ban vagyunk, és ennélfogva ez a vakuum kétszeresen degeneréalt:

(o) _» = *0p. (3.16)



Kink- és vakuumszerkezet

3.2. abra. A szuperszimmetrikus Landau Ginzburg-potencial

A kinkek a (o), = 0 vakuumot kétik Gssze a (o), = oy vakuumokkal,
tehat két par van beldliik, és ezzel ismét visszakaptuk a 3.1. dbran lathato
szomszédsagi diagramot (az % RSOS-cimkéjii vakuum felel meg (o), = 0-nak).

Fendley megfogalmazott egy masik sejtést is a trikritikus Ising-modell S-
matrixara [43], a bozonikustol eltérd szuperszimmetrikus Landau—Ginzburg-
kinkszerkezetre alapozva. Ez a két megfogalmazas a modell két kiilonbozé loka-
lis leirasat jelenti, nagyon hasonléan a sine-Gordon-modell /tomeges Thirring-
modell kettGsséghez [13]. Csakhogy az utobbi esetben a kinkek szorasmaétrixai
fiiggetlenek attol, hogy melyik leirasmodot valasztjuk, és az imént vazolt Za-
molodchikovi érvelés azt jelzi, hogy nincs ez masképp a trikritikus Ising-modell
esetében sem: a kinkszorast a bozonikus és a szuperszimmetrikus megfogalma-
zasban is az RSOS S-matrix irja le helyesen. Az eltérd lokalis algebrak hasz-
nélata a lokélis terek hatarfeltételeiben jelentkezik, mint azt példaul az (1.28)
algebrak targyalasanal mar lathattuk. Mindezek fényében tehat az alternativ
S-matrix kétes eredménynek tiinik.
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3.3. dbra. A szuperszimmetrikus sine-Gordon-modell kinkjeinek szomszédségi di-
agramja

3.3.2. SUSY sine—Gordon-modell

Alkalmazzunk most analog érvelést az N = 1 szuperszimmetrikus sine Gor-
don-modellre! A bozonikus potencidlunk — cos F¢, a fermion tomegtag pedig

Y_1)y cos % (3.17)

alakii. Ennek eredményeképpen minden ¢, = Qn%" Lparos” vikuum nemdege-
nerdlt, mig a ¢o9,11 = (2n+1)%7r wparatlan” vikuumok kétszeresen degeneraltak
(n € Z), a Majorana-fermionhoz tartozé spintér nemelting vakuumértéke mel-
lett. A kinkekre egy periodikusan ismétl6dé szomszédsagi diagramot kapunk,
amely — mint azt a 3.3. abra szemlélteti — pontosan megegyezik a fejezet
elején bevezetett Kj} kinkek S-matrixai altal el6irttal.

A Lagrange-fiiggvény diszkrét szimmetridi megjelennek a diagramban is,
mely ¢-ben 47 /3 periodussal rendelkezik és tiikorszimmetrikus. A (3.5) transz-
formécionak a 27/(-val torténd eltolas és a Majorana-fermion szimmetrikus-,
illetve sértett fazisanak feleserélése (egyfajta Kramers Wannier-dualitéds) felel
meg.

Megjegyezziik, hogy a modell vakuumszerkezetének és potencialjanak peri-
odicitasa folytan véges térfogatban bevezetheték rajta -szektorok [47], vagy
az 1. fejezetben bemutatott modon a térvaltozo kiilonbézé azonositasaival ké-
pezhetk csavart valtozatai, de ezeket a tovdbbiakban nem targyaljuk.



Perturbéalt konform térelmélet

3.3.3. Nagy térfogatn leiras

A végtelen térfogatin spektrum és az egzakt S-matrix ismeretében képet al-
kothatunk arrél, hogy milyen kovetkezményekkel jar periodikus hatarfeltétel
kirovasa a nagy, de véges térfogatban vizsgalt szuperszimmetrikus sine Gor-
don-modellre. ElGszor is, az egykink-allapotokat az ilyen hatarfeltétel nem en-
gedi meg, és a kétkink-allapotok koziil is csak azokat, melyek indulo- és érkezd
vakuuma azonos, vagyis K, Ky, tipusiak. Mivel a lélegzGk két kink kotott
allapotai, egy (vagy tobb) lélegzGt tartalmazo allapotokat is talalhatunk a 0
topologiai téltési szektorban. Eszrevehetd tovabba, hogy a 3.10 SUSY faktor
a < 1 — a szimmetridjabol kovetkezGen a megengedett kétkink-allapotok a
tagok szorodasara nézve zart

{KU%K%(MK%K%J {K%OKO%#K%IKI%} (3.18)

csoportokba oszthatok. Az elsGben a szoras a 0 és 1 vakuumokat valtja, mig a
mésodikban az % vakuumot tartja. Természetesen azt varjuk, hogy véges térfo-
gatban a vikuumok energiaja csak exponencialis mértékben ugyan, de felhasad,
és mindegyik vikuum f616tt szamitunk a lélegzdspektrum megismétlGdésére is,
hasonlo energiakiilonbségekkel.

A két csoport tovabba kiilonb6z8 szuperszimmetrikus tulajdonségokkal ren-
delkezik, mely a

| Kap(0 +i&/2) Kue(0 — i€/2)) = f5,,6(0)) + fir. [1(6)) (3.19)

fuzios egyiitthatok explicit [48] alakjabol olvashato le (|¢) a bozonikus-, |¢)
pedig a fermionikus lélegzét jeloli). Ezekbdl kideriil, hogy az elsé csoport tag-
jai csak bozonikus lélegzékbe fuzionalhatnak, mig a méasodiké bozonikus és
fermionikus lélegzGkbe is. A szuperszimmetrikus toltések hatésat vizsgalva lat-
hatova valik az is, hogy a masodik csoport allapotai mutatjik a teljes N =1
szuperszimmetriat [48].

A harom vakuum degeneracioja véges térfogatban a koztiik végbemend alag-
utazds miatt megsziinik, de felhasadasuk exponenciélisan kicsi (O(e™*) nagy-
sdgrendii) marad. Ennek megfelelen mindhérom vakuum felett varjuk a teljes
lélegzGspektrum megjelenését, de hasonloképpen felhasadt energiaszintekkel.

3.4. Perturbalt konform térelmélet

3.4.1. A modell pCFT-keretben

A szuperszimmetrikus sine-Gordon-modell a ¢ = 3/2 — egy szabad bozont
és egy szabad fermiont leiro  konform térelmélet perturbaciojanak is tekint-
hets. A Hilbert-tér a konform szabad bozon és szabad fermion Hilbert-tereinek
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direkt szorzata, és csak a lokalis szektorokat vizsgaljuk, azaz a konform spin
egész értékeire szoritkozunk. A kompaktifikacios sugar altalanos értékeinél ez
csak a

U(x+ L) =+¥(x) (3.20)

peremfeltételeket engedi meg a fermiontérre (L a rendszer térfogata), vagyis

egyontetiien Neveu Schwarz- vagy Ramond-peremfeltételt mindkét komponens-

re: eltérg peremfeltételek nem egész konform spinii szektorokra vezetnének.
Ay konform hozonteret az korabbi fejezetekkel teljesen azonos modon ve-

zetjitk be. Egy r sugart koron kompaktifikiljuk, normalasat pedig az

1 _
Ay = & /d2z 195%%5% (3.21)
hatéssal rogzitjiik, tehat a kanonikus bozontérrel a szokasos
1
¢ =— (3.22)

—

relacioban all. Az elmélet U(1); x U(1)g Kac Moody-szimmetriajat a
J(2) =i0¢ = anz " J(z) =id¢ = a,z """ (3.23)
n n

aramok a,, a, modusai generdljak, a |n,m) legmagasabb sulyt allapotokat
az aramalgebra V, ,, primér terei keltik; a maximalis lokdlis operatoralgebrat
az (1.28a) altal definialt Aj-nek valasztjuk, vagyis n,m € Z. A fenti modus-
kifejtések ¢és (1.26) felhasznalasaval a Hamilton-operdtor az |n,m) allapotra
épitett szektorban a

s n\ 2 mr\ 2 o 1
Hc:] = f |:<,> =+ (7) + Z(a,kak + a,kak) — E (324)
k>0
explicit alakba irhato, melyet az
[ar, ai] = kopp [ax, @] =0 [ar, @] = kox4 (3.25)

kommutétorrelaciok segitségével értékelhetiink ki. Ha a perturbald teret
¢ 1
cos 5417 = §(V1,0 +V_1p) (3.26)

modon azonositjuk, a kompaktifikicios sugarra az

1

= % azaz p= (3.27)

r2—1
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relaciot kapjuk.
A Neveu—Schwarz-szektorban a Hilbert-tér fermionikus része a 1. tereknek
megfelelé

W(z)= Y b DE) =Y b T (3.28)

s+lez s+iez

Euklideszi fermionterek negativ moédusaival kelthet§ az |[NS) vikuumbol, és a
lokalitas megkoveteli, hogy az dllapotok teljes (jobb+bal) fermionszama paros
legyen. A modusok a

{bs,be} = 05 {bs, b1} =0 {bs, b} = 05y (3.29)

antikommutécios relacioknak tesznek eleget. A konform normélési Hamilton-
operator a modusokkal a

L (i TS _ 1
Hstﬂ/dzwawiL > bosbs o (3.30)

s=1/2

alakba irhato.

A Ramond-szektorban a fermiontér egész moduskifejtéssel rendelkezik, és
a jobb-, illetve bal fermionszamnak kiilon-kiilon is parosnak kell lennie. A leg-
magasabb stlyt allapotot |R)-rel jeloljiik, a Hamilton-operator alakja pedig

o [ & 1
Hp = — b_bs+— 1. 3.31
: L(z | +48> 3.1

3.4.2. Megmaradé aramok és a perturbalé potencial

A szuperszimmetrikus sine-Gordon-modell konform perturbacios kezelését
komplikalja, hogy ha a Lagrange-fiiggvény kinetikus tagjait a fenti ¢ = 3/2
konform térelmélettel irjuk le, akkor az

2
Uy = 2ipy) cos gqﬁ Uy = % cos B¢ (3.32)
potencidltagok
_ 1 2 _ 32
Modole pem-f

B

konform dimenzidi kiilonbozdeknek adodnak, raadasul a két tag szuperszim-
metrikus tulajdonségai is eltéréek. Szerencsére a szuperszimmetrikus sine—Gor-
don-modell esetében elegendé az U; perturbald tagot figyelembe venni, mint
azt a kovetkezGkben megmutatjuk.
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Ez a tag 6rzi a G és G generalta (1,1) szuperszimmetriat, mint az a

¢ (3.34)

szupertér-formalizmusban felirt alakjabol lathato [49. 50| (a cos gg; egy Neven
Schwarz szuperkonform primér tér). A kérdés az, hogy Uj integrdlhaté pertur-
bacioja-e a ¢ = 3/2 konform térelméletnek. Ehhez elegendd, ha a perturbécio
megdriz egyetlen magasabb spinii megmarad6 mennyiséget. 3-spini megmarado
mennyiséget generalhat példaul a

Ty = (8%0)* + A(09)* + B(0$)*0np + CO*hdn (3.35)

sirtiség, alkalmas A, B és C konstansokkal. A perturbacio elsé rendjében Tj
megmarad, ha a Ty(z)U;(w,w) operatorszorzat elsérendd pélusanak rezidu-
uma teljes derivalt [3, 51, 52|. A reziduum kiszamitdsa utan a ¢ derivaltjait
tartalmazo tagok teljes derivaltak hozzdadéséval eltiintethetdk, és a maradék

(Apd*§ + Bypd*$pdp + Cib(0¢)*) cos §¢ (3.36)

alakii lesz. A, B és C eltiinése egy megoldhato linearis inhomogén egyenletrend-
szert jelent A-ra, B-re és C-re, ami azt mutatja, hogy U; valoban integralhato
perturbaciot general. A klasszikus mozgésegyenletek felhasznalasaval Us meg-
tartdsa mellett végzett szamitasok [53, 54] a fentiek 3 — 0 hataresetével azonos
eredményre vezettek, ami szintén azt tdmasztja ald, hogy a pCEFT keretei kozott
elégséges az Up perturbacio hasznalata.

Ezen a ponton érdemes kiemelni, hogy a pCEFT és a kovarians perturbacio-
szamitas két kiillonboz6 séma, mellyel egy elmélet definidlhaté. Ez mar abbol
is latszik, hogy a perturbald operédtorok kiilonb6z6 dimenzioval rendelkeznek
benniik: a naiv ,mérnoki” dimenziéval a kovarians perturbacioszamitasban és
a konform skiladimenzioval a pCFT-ben. Mindkét kifejtésben generalodik U,
tipusu ellentag méar egyediil U;-bdl is, és egyiitthatoik viszonyat a szuperszim-
metria rogziti. A kovarians perturbacioszamitas minden rendjében viszonyuk a
klasszikus, (3.1) hatdsban megfigyelhet6.

A pCFT azonban egy tomegtelen bozon és fermion koriili kifejtés, az ezzel
jaro IR divergencidkkal és skdladimenzidkkal. Hogy a két sémat 6sszhangba hoz-
zuk, megkovetelhetjiik a pCFT szuperszimmetriajat, és ez a feltétel U, egyiitt-
hatojat a pCFT Lagrange-fiiggvényben nullara éllitja. Ez azonban nem jelenti
azt, hogy az egyiitthato az effektiv hatas klasszikus hataresetében is nulla lesz,
hiszen ellentagként U;-b6l generalodik. Tulajdonképpen, bar nem szamoltuk ki
az effektiv hatas klasszikus hataresetét, eredményeink azt tamasztjak ala, hogy
az valoban a véarakozasoknak megfeleld.
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A fentiek szerint tehat a kanonikusan normalt terekkel a szuperszimmetri-
kus sine-Gordon-modell Lagrange-fiiggvénye

1 . _ 3
L= 58‘@8“0‘ + iUy 0, + pWW cos 5(15 (3.37)

a pCFT-sémaban. A perturbéalo potencial egyiitthatojat p-vel jeloljiik, ezzel
is hangsilyozva, hogy a — (-fiigg6 — dimenzidja eltér a klasszikus m para-
méterétSl. A szuperszimmetrikus sine Gordon-modellt [55] n = 2 eseteként
azonositva az M kinktomeg és a p paraméter kozott a

B BN _ e (r B N I
() (em) | Wy @9

Osszefiiggést nyerjitkk. Ez az UV- és IR paramétereket Osszekapcsold tomeg-
hézag-relacio nélkiilozhetetlen ahhoz, hogy TCSA-mérésekbdl a gerjesztések
tomegeit, ne pusztan azok aranyait tudjuk leolvasni. Megjegyezziik, hogy 5 — 0
esetben a fenti formula dtmegy a klasszikus M = %’j tomegképletbe.

Az igy felallitott pCFT-keretben az UV energiaszintek vezetd korrekcioi
a C fiiggelékben részletezett modon kiszamithatok. Az egyiitthatokra kapott
eredményeket kapott az ugyanott megtalalhato C.1. tablazatban soroltuk fel.

3.5. Csonkitott konform tér

Eredményeinket szeretnénk alternativ tton is igazolni, illetve a pCFT ve-
zetd rendje altal megengedettnél nagyobb térfogatok mellett vizsgélodni. Erre
kinal ismét lehetGséget az 1.4. és a 2.4. fejezetben a k-csavart-, illetve a két-
frekvencias sine Gordon-modellre mar bevezetett csonkitott konform dllapottér
kozelités (TCSA).

3.5.1. Alkalmazas a szuperszimmetrikus
sine—Gordon-modellre

A szuperszimmetrikus sine—-Gordon-modell egy szabad bozonhdl és egy sza-
bad fermionbol 4ll6 ¢ = 3/2 konform térelmélet relevans perturbaciojanak te-
kinthetd, mint azt a pCFT-séma vizsgalata kapcsan az el6z6 fejezetben mar
koriiljartuk. Ez azzal jar, hogy a Hilbert-tér lévén a szabad bozon és a
szabad fermion Hilbert-terének direkt szorzata — egy adott levigasi energia
alatt sokkal tobb allapotot tartalmaz, mint az el6z6 alkalmazasainkban, ami az
elérhetd pontossagot nagyban lecsokkenti. Masrészt a (3.37) pCFT Lagrange-
fiiggvényben szerepls (C.5) perturbald operator (C.11) silya 1/2-nél nagyobb,
ami a TCSA-ban is divergenciak fellépéséhez vezet. Az Fysen f0l6tti dllapotok
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levagasa ilyenkor regularizicio, melytdl az energiaszintek fiiggenek, és csak a
szintek kilonbségeir konvergalnak Figg,sn, novelésével.
A perturbalé operator matrixelemei az A és a C fiiggelék nyoman

L gL (27 24
g [ dxc(x,tﬂbwﬁ(f) x
x {al ip(1)(1) [Vrio(1, 1) + Voi (1, 1] ) 6a, 7,8, 7, (3-39)

alakban frhatok fel. (3.38) és (C.6) segitségével a csatolasi allandot g = kM™
modon fejezhetjiik ki a kinktomeggel, ahol

K= ﬁ (%%)I (3.40)

és x = 2 — 2A a perturbalo operator skidladimenzidja. A behelyettesitések
utan a Hamilton-operator a szokott modon dimenziotlanodik és az [ = ML
dimenziotlan térfogattal paraméterezhetd.

A matrixelemek a fiiggetlen bozonikus és fermionikus jarulék szorzataként
szamithatok a 3.4.1. fejezetben részletezett moduskifejtések alapjan. Kompli-
kaciot csak a Ramond-szektorban elgforduld fermion nullmédusok jelentenck,
melyekre

(R| ibobo [R) — % (3.41)

Mivel a kolesénhatas a bozontérben (3.4) szerint paros, a teljes Hamilton-
operator rendelkezik az

[n,m) < |—n,—m) Uy > —ay Gy < —ay (3.42)

bozonikus Z, szimmetridval. A (3.5) szimmetria folytan a Neveu Schwarz-
szektornak van egy tovabbi

[n,m) < (=1)" |n,m) bs <> —b by < b, (3.43)

fermionikus Z, szimmetriaja is, mely a Ramond-szektorban hidnyzik a fermio-
nikus nullmodus jelenléte miatt. A 3.4.1. fejezetben megadott Hilbert-tér ezen
szimmetridk szerint alterekre bonthato, melyeken a Hamilton-operator kiilon-
kiilon diagonalizalhato. Vezessiik be (C.7) mintajara a Ramond-szektorban az

|nt)y = %(Vwo(o7 0) £ V_,,0(0,0)) [0), (3.44)
jeldlest! [0), = [0), ® [R) a bozonikus- és a Ramond-vikuum tenzorszorzata.
Ezutan r > 3 mellett az egyes alterek legalacsonyabb energiajiu 0 spini és 0
topologiai toltést allapotai a 3.1. tablazatban lathato modon osztalyozhatok a
fenti szimmetridk szerint.
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paritasok
toty to—vw —ete —e—w  to —6 IR szerep
|0) [1+) [0) vikuum
2-)  |1-) [1-)g elsd lélegzo
[2+)  [3+) [14+) maésodik 1élegz6

3.1. tablazat. A konform allapotok osztalyozésa. Az els6 elGjel (£4) az altér bo-
zonikus paritasara utal, a méasodik (&) pedig a fermionikusra, amennyiben Neveu-
Schwarz-szektorr6l van sz6. Ha r < 3, a [3+) allapot egy szinttel feljebb tolodik a
spektrumban.

3.5.2. Osszevetés a pCFT-eredményekkel

Mig a pCFT-joslatok p (egy UV paraméter) szerinti sorok elsd tagjai, ad-
dig a TCSA-bol szarmazo energiaértékek a kinktomeggel (egy IR paraméter-
rel) vannak kifejezve. A kétféle eredmény dsszehasonlitésa a (3.38) tdmeghézag-
reldcid hasznalatéaval lehetséges, de mivel a TCSA-programba ugyanez a relacio
lett betéplalva, ezéltal csak a program miikodésének helyességét ellendrizhet-
jiik, magat a relaciot nem.

Az el6z6 pontban mér emlitettiik, hogy jelen esetben a perturbalé opera-
tor konform dimenzidja nagyobb 1/2-nél, ami mindkét eljarasban divergenciak
megjelenéséhez vezet. A pCFT-keretben analitikus elfolytatéssal végesitettiink,
a TCSA pedig a véges Fiussp energialevagas altal regularizal, teljesen eltérd
modon. Abszoliut energiaértékek Osszehasonlitdasara ezért nincs lehetGségiink,
be kell érniink a

L6~ £a0) 248 — ) = (¢ ~ WP +O(®)  (3.49)
energiakiilonbségek vizsgalataval. Ennek elénye is van: egyrészt a kiilonbségkép-
zéssel a TCSA levagasi hibainak egy része kiesik, mésrészt a c§ —ch egyiitthato-
kiilonbségeket definialo integralok konvergensek. (Bar a szamitasbol az deriil
ki, hogy értékiik a C.1. tablazat megfelel6  regularizalt  elemeinek kiilénb-
ségeként is megkaphato.)

A 3.1. tablazat segitségével azonositani tudjuk az alul fekvé TCSA-allapo-
tokat az |n+) allapotokkal, igy az egyes pCFT-egyiitthatok kiilon-kiilon Gssze-
vethetdk az altaluk leirt allapot vakuumhoz képesti energidjaval. Ezt a kiilonb-
ségtételt a 3.4(a) abra folytonos vonalain mar nem jeleztiik; a hdrom vonal a
0‘20> — 0‘21+>, a c‘z0> — 0‘217) és a 0‘20) - c‘z2i> vezetG pCFT-joslatok lefutasat mu-
tatja (3.45) jobb oldalanak megfelelGen (az energidkat a +4+, Neveu Schwarz
vikuumhoz meérjiik, azaz |a) = |0) mindenhol). A pontok (3.45) bal oldaldnak
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mért érékeit mutatjak, vagyis az

SEE) =) — g5 (3.46)

i

relativ dimenziotlan energia transzformalt értékeit. Az adatok teljes dsszhang-
ban &llnak azzal, hogy a |24) allapotok a pCFT vezet6 rendjében degeneréltak,
és az egyezés altalaban is meggy6zének mondhatd. A 3.4(b) abra a kompakti-
fikdcios sugar nagyobb értéke mellett késziilt, és eggyel tébb allapotot mutat
a ra vonatkozo pCFT-szamitassal egyiitt. A mérési eredmények és a joslatok
egyezése kitling, de az eltérések arra utalnak, hogy egyes esetekben a magasabb
rendii pCEF'T-korrekciok mar ebben a térfogattartomanyban sem elhanyagolha-
tok.

3.5.3. Nagytérfogati spektrum

Nagyobb térfogatok felé tekintve, az IR spektrum vizsgalataval probalkozva
beleiitkoziink a TCSA — a fejezet elején mar emlitett — konvergenciaproblé-
majaba, melyet a perturbal6 operator A > 1/2 silya és a nagyszamu allapot
miatti kényszertien alacsony Fygesn okoz. A 3.1. tablazatban osztalyozott &l-
lapotok energiainak térfogatfiiggését mutatja a 3.5. dbra. A tablazat elsg sora
tartalmazza az abréan lathaté harom vikuumaéllapot UV megfeleldit. A masodik
sor (kozépsé harom gorbe) az ezek f6lé gerjesztett elss lélegzéknek, a harma-
dik (a harom legfelsG gorbe) pedig a masodik lélegzGknek felel meg. Az egyes
lélegzok diszkrét szimmetriatulajdonsagaik alapjan azonosithatok.

A 3.5. dbra Eyggen = 14 mellett késziilt, ami 13164 + 13163 allapotot jelent
a két Ramond-szektorban, és 8888+6746+8863+6741 allapotot a négy Neveu—
Schwarz-szektorban. A gérbék minGségi egyezést mutatnak ugyan az elméleti
lélegzospektrummal, de a tomegek értékei erésen eltérnek attol. Megvizsgalva
a TCSA-spektrumot kisebb ( Eyigon = 8,10) levigasok mellett azonnal kide-
riil, hogy az energiaszintek kiilonbségei szinte minden lépésben ugyanannyit
valtoznak, vagyis ezeknél a levagasi értékeknél a konvergencia még nem tortént
meg. Ennek dacara a szuperszimmetrikus sine-Gordon-modell spektrumanak
kvalitativ jellegzetességei (a degeneraciok és a szintek mintazata, valamint ezek
r-fiiggése) mar nagyon kis allapotszamnal megjelenik, és stabilan meg is ma-
rad Eyisen valtoztatasaval. Hasonlo a helyzet a lélegzdk tomegardanyaival is:
a TCSA-spektrumbol kinyert tomegardnyok néhény szézaléknyi pontossaggal
megkozelitik az egzakt S-matrix altal josolt ardnyokat, és a levagasi energia
novelésével viszonylag kevéssé valtoznak.



Csonkitott konform tér
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3.4. dbra. TCSA- és pCFT-energiaszintek Gsszevetése
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3.5. abra. Az IR TCSA-spektrum also dllapotai (r = 3.05)

3.6. Osszefoglalas

Vizsgalatainkat a szuperszimmetrikus sine Gordon-modell vakuumszerke-
zetének tisztazasaval kezdtitk. A perturbalt trikritikus Ising-modellre vonat-
kozo [46] érvelést adaptalva megmutattuk, hogy a vakuum- és kinkszerke-
zet megfelel az S-matrixra adott korabbi |38| sejtésnek. Ezt kovetSen pertur-
balt konform térelméleti keretben definidltuk a modellt, és igazoltuk, hogy
a Lagrange-i leirassal ellentétben ott nincs sziikség a tisztan skalarpotencialt
tartalmazo tag szerepeltetésére. Ennek kulesat a perturbalt modell integralha-
tosdgat biztositd 3 spini megmaradd mennyiség megtaldldsa jelentette.

A pCFT-keretben megkaptuk a modell alul fekvg allapotainak vezetd ener-
giakorrekciojat kis térfogatban, és lattuk, hogy a Ramond-szektorban ez vara-
kozéasainknak megfelelGen eltiinik a sértetlen szuperszimmetria jelenléte miatt.
Ugyanezen eredmények segitségével ellendriztiik a TCSA alkalmazhatosagat a
modellre. Bar nagy térfogatokban kicsi az elérheté pontossag az UV divergen-
cidk és az energialevagassal rendkiviil gyorsan nové allapotszam miatt, az IR
spektrum mindségi jellemzGit és az elsG gerjesztések tomegaranyait helyesen
kaptuk meg, igy az alacsonyan fekvG aszimptotikus allapotokat meg tudtuk
feleltetni az 6ket kelté CFT operatoroknak.



4. fejezet

Az eredmények attekintése

A dolgozatban ismertetett kutatas atfogo célja az volt, hogy bévitse a kvan-
tumtérelméletek véges térfogatii viselkedésére vonatkozd ismereteinket. Erre
kiilonosen alkalmas terepnek latszottak a teljesen integralhatd modellek és azok
perturbacioi, mert alapvetGen kiilonbozs elvii, analitikus-, illetve numerikus
modszerek egyiittes hasznalatat engedik meg. Ez részint segit a szamitési- vagy
implementécios hibak elkeriilésében, részint megkonnyiti a kapott eredmények
értelmezését.

Vizsgalatainkhoz a sine-Gordon-modell kiilénb6z6 deforméacioit hasznaltuk,
melyek ettdl fiiggetleniil sajat jogukon, elméleti és kisérleti szempontbol is ér-
dekes és sokat vizsgalt modellek. A csavart sine-Gordon-modellrl megmutat-
tuk, hogy 6rzi a sine Gordon-modell integralhatésagat, vagyis az lokalis tu-
lajdonsag, melyet a peremfeltételek ilyetén megvaltoztatdsa varakozasainknak
megfelelGen nem befolydsol. Ezt aldtamasztotta a spektrum also gerjesztési
energidinak térfogatfiiggése, valamint az exponencialis terek vakuumértékeinek
analizise is.

A kétfrekvencias sine-Gordon-modell ezzel szemben mar nem integralhato,
de éppen ebben rejlik érdekessége, hiszen emiatt térelméleti szemponthol al-
taldnosabb és gazdagabb viselkedést mutat; ide tartozik példaul bomld, meta-
stabil allapotok megjelenése a spektrumban. Mivel ez a modell egy szorasel-
mélet (a hagyomdanyos sine Gordon-modell) perturbéciojanak is tekinthetd, a
formfaktor-perturbacioszamitas lehetGséget adott a TCSA-eredményeink fiig-
getlen ellendrzésére, mielGtt a nemperturbativ tartomany vizsgalatahoz kezd-
tiink volna. A kétfrekvencids modell nemperturbativ tartomanyaban fazisat-
menet lezajlasara szamitottunk, ezért eldzetesen attekintettiik a metastabil
allapotok spektrumban valé azonositdsanak kérdéseit, hiszen a fazisatmenet
rendjének megallapitasiban ezek nagy szerepet jatszanak. Bar az effektiv po-
tencidlban a renormadlas sordn megjelend 1j tagok elvben elsérendiivé tehetnék
a klasszikusan masodrendii dtmenetet, az analizis végiil masodrendii fazisat-
alakulést mutatott ki az 1/2 frekvenciaarany modell teljes paramétertartoméa-
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nyaban. Tovibbmenve, az atalakulasi pontban témegtelenné valo gerjesztések
energiainak térfogatfiiggése révén az Ising univerzalitasi osztaly is azonosithato
volt. Tudoméasunk szerint ez az elsg alkalom, hogy valaki TCSA-t hasznalt egy
nemtrivialis infravoros fixpont tulajdonsagainak vizsgélatéara.

A szuperszimmetrikus sine Gordon-modell integralhato ugyan, de mégis
viszonylagos bizonytalansdg évezi, az irodalomban ellentmond¢ sejtések talal-
hatoak példaul vakuumszerkezetére és egzakt S-matrixara vonatkozoan. Ezért
vizsgalatainkat a vikuum- és kinkszerkezet tisztédzasaval kezdtiik. A trikritikus
Ising-modellre vonatkozo eredmények adaptalasaval sikeriilt a szuperpotencial
két minimuma &ltal keltett latszdlagos ellentmondést feloldanunk, és ezéltal
6sszhangba hozni a hagyomanyos- és a szuperszimmetrikus Landau Ginzburg-
formalizmus altal josolt kinkszerkezetet. A modell perturbélt konform térelmé-
leti leirdsa is meglepetéssel szolgalt, mert a kovaridns perturbacioszamitassal
ellentétben itt a tisztan bozonikus potencidltag explicit szerepeltetésére nem
volt sziikség, az pont a sziikséges modon automatikusan generalodott a renor-
malas folyaman. A TCSA-modszer a fellépé divergencidk és az energialevagas-
sal gyorsan nové allapotszam miatt ebben a modellben csak kis térfogatokra
szolgaltat szamszertileg pontos eredményeket, de ez elegendd volt ahhoz, hogy a
perturbélt konform térelméletbdl szamitott energiakorrekciokkal valo Gsszhang-
jat ellendrizziik. Nagyobb térfogatoknal az energiakiilonbségek konvergenciaja
az altalunk elérhetd allapotszamoknal még nem fejezédott be, igy a lélegzéto-
megeket nem ellendrizhettiik, de a spektrum jellege a korabban megéllapitott
kinkszerkezetet ettdl fiiggetleniil tiikrozte, igy az alul fekvé allapotokat az UV-
és az IR régioban is azonositani tudtuk.



A figgelék

Csonkitott konform allapottér
kozelités

A TCSA egy numerikus modszer perturbalt konform térelméletek véges
térfogatbeli spektrumanak vizsgalatara. Virasoro-minimalmodellek perturba-
cidinak vizsgalatéra fejlesztette ki Yurov és Zamolodchikov [56], de késbb ki-
terjesztésre keriilt a ¢ = 1 modellek perturbécioira is [15, 16]. Alapfeltevése,
hogy a perturbéalt Hamilton-operator a konform térelmélet Hilbert-terén hat,
és matrixelemei kiszamithatok az elméletben. Igy a Hilbert-tér alkalmas leva-
gésaval az energiaszintek meghatarozasa numerikus diagonalizalasi probléméava
valik.

A TCSA-modszer kiilondsen jol hasznalhato tomeges deforméciok vizsga-
latara. A perturbalt elmélet szamos nemperturbativ paramétere mérhetd igy,
példaul a kiilonb6z6 gerjesztések tomegei és a vaikuumenergia-stirtiség. Ha a
vizsgalt perturbacio integralhato, mod nyilik az egzakt S-méatrix numerikus
ellendrzésére is.

A perturbalt Hamilton-operator az = térkoordinata kompaktifikalasaval ka-
pott hengeren

2
H= %HCFT +\H, (A1)
L
H, = / U(x,t)dz, (A.2)
JO

melynek konform allapotok kozotti matrixelemeit szeretnénk felirni. Jelolje A
és A a U perturbalo tér konform stlyait. A tér az egyszertiség kedvéért legyen
spintelen: A = A. A X csatolasi allandé skaladimenzioja dimenzidanalizissel
meghatdrozva [\] = M?722) ahol M az elmélet valamilyen tomegskalaja. A
perturbacio méatrixelemei

(Hy)up = /0 (a (a, ) b) da, (A.3)
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illetve a z = ¢ 7 (t+i2)

cioval t = O-ra:

transzformacioval attérve a sikra, majd megfelels dilata-

(H)oy — (%”)M /OL (0 (2,2)],_ ) o (A1)

U mindkét oldalara besztrva az e *@e'l’®

gezhetd:

egységoperatort, az integralas elvé-

or\ 28 i
(#t0= (7)1 @IV 3a. s a0 (A5)
Hepr a konform allapotokon diagonalis:

Herr = Lo+ Lo — E (A.6)
ahol a ¢ centrélis toltés a konform térelmélet jellemzGje. A k(A) tomeghézag
bevezetésével a csatolasi allando A = k(A)M?~24 alakban dimenziotlanithato;
az energiat szintén M egységekben mérve a teljes Hamilton-operator a

. H on (ML)>2
H= V= ML <H(FT + K(A)W‘I’(L 1N (A7)

alakot veszi fel.

A | = ML dimenziétlan térfogatot bevezetve azt talaljuk, hogy a jobb olda-
lon minden dimenzi6tlanna valik. Ez egyrészt hasznos a numerikus eredmények
kezelhetGsége szempontjabol, masrészt lathatova valt, hogy mit jelent W rele-
vancidja. A perturbécioé pontosan akkor nem tiinik el az [ — oo limeszben, ha
A < 1. Viszont ez esetben az elmélet [ — 0 limesze tiszta konform térelmélet. A
vikuumenergiara példaul az Egum/M = —wc/(6) egzakt eredményt kapjuk,
unitér konform elméletekben ugyanis Aginum = Avakuum = 0.
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B fliggelék

Formfaktor-perturbaciészamitas

B.1. A modszer bevezetése

A jol ismert kovaridns perturbacioszamitassal azonos moédon indulunk el a
formfaktor-perturbacioszamitas [28] formulainak levezetéséhez is. Tekintsiink
egy Minkowski-térbeli kvantumtérelméletet, melyet a kovetkezs hatas definial:

A:A0+A1:A0—)\/d2xkp(x), (B.1)

ahol U az A, altal meghatarozott egzaktul megoldhato (de nem feltétleniil
szabad) elmélet egy operatora. Az egyszertiség kedvéert tegyiik fel, hogy az A;
altal bevezetett 0j kolesonhatas nem véltoztatja meg az elmélet részecskéinek
szamat, azaz csak a tomegeiket modositja, a stabilitési tulajdonségaikat nem.
Adiabatikus hipotézisben, azaz, ha feltessziik, hogy a perturbécié elttinik ¢t —
+o0-ben, dolgozhatunk aszimptotikus in és out allapotokkal; jeloljiik g-val az
impulzust és a-val az aszimptotikus részecske tipusat (1 < a < N), ekkor egy
bejove n-részecske allapotra

lar(@), -, an(4a))™ = lar(@), - - -, an(gn))s - (B.2)

A szorasi amplitudok a kovetkezSképpen irhatok fel:

S{ar(@); - an(gn) = bilar), - - bula))} =
= nm<b1(‘h) (qm)| @), anlgn)" =
<b1(’h)7 e m( )| S |a] (‘h 7an(q")>in . (B'3)

Az S-matrix az idéfejleszté operator hatarértékeként kaphato meg:
S = lim U(t, —t), (B.4)
t—o0
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ahol U(t, 1) az alabbi egyenlet megoldasa:

iU ) = HU(L 1) Ullo to) = 1; (B.5)

H = Hy + H; a (B.1) elmélet Hamilton-operatora. Konnyen belathato, hogy
U(t, o) faktorizalhato U = UpU; alakban, ahol Uy a (B.5) egyenlet megoldésa
H — Hy, Uy pedig H — fll(t) = Uy 'HiUy cserével. Ennek megfelelgen a
szordsmatrix is faktorizalodik S = SpS; alakban, ahol Sy = limy .o Up(t, —t)
az Ay elmélet egzaktul ismert szorasmatrixa:

Sofar(@), - - an(qn) "bl(qll)v"'abm(‘ﬁn)} = )
= oué<b1 (q{')v s 7bm(q;n> | ay (q1)7 cee 7an(%z)>:]n = )
= 00u(a1)s - (@) So lar (@), - -, anlan))g s (B.6)

mig S; szokésos formalis reprezentacioja az
S1= flim Ui(t, —t) = Texp(iA[¥]) (B.7)

idérendezett exponencialis.
Ezutén a (B.2) és a (B.6) osszefiiggések felhasznalasaval a szorasi amplitado
az

P b1(gh)s - b d) | ar(@r)s - ()™ =

0u(ﬁ<b1(ql1)7 s b (@) TP () - W () [ar (@), - - an(qn)ﬁ]n (B-8)

alakba irhato.

Eddig teljesen a szokasos kovaridns perturbacioszamitas utjan haladtunk.
A kovetkezs 1épés a Wick-tétel felhasznéalasa, majd a grafszabalyok levezetése
lenne. Mi azonban egy mésik utat valasztunk, melyhez nem sziikséges az elmélet
Lagrange-fiiggvényének ismerete, viszont kihasznaljuk, hogy a W perturbélo
operator matrixelemei a kiinduld, megoldhato elméletben egzaktul ismertek.
Ez leginkdbb a kvantummechanikai id6fiiggd perturbacioszamitas modszeréhez
hasonlithato. Tehat a T-szorzatban szereplé szomszédos W operatorok kozé
beszurjuk az aszimptotikus allapotok teljes rendszerére vett

Y In)g Gnl=1=" " g™ *ginl (B.9)
n n



A modszer bevezetése

Gsszeget. Ezaltal a (B.8) egyenletben a térkoordinatékra vett integralasok elvé-
gezhetdk, és az impulzusmegmaradast kifejezd delta-fiiggvényeket eredményez-
nek. Az id§ szerinti integralasok az idérendezés miatt energianevezik megjele-
néséhez vezetnek, mint az a

(), b)) | an(@), - an(gn))™ =

= (gl). - ba) [ ar(a) ()} (27) 6@(2 qj)

{ SN () bun(g) | 9(O) s (). ()
(Q—P)---0(Q — Py)
ZQW}\ Z Z{E Ey +ie) - - (EfElJrie)X

Nk —1

(gl bon() | W(O) )y - o (] W(O) s (1) 7an<qn>>;“}}
(B.10)

kifejezésben lathato. Itt F és @ a kezdeti-, E; és P; pedig a kozbensd allapotok-
hoz tartozé energia illetve impulzus; a kézbenso Osszegzések akar az in- akar
az out allapotokra elvégezhetGk. Minthogy a W operator aszimptotikus alla-
potok kozotti métrixelemei ismertek, a (B.1) elmélet szorasamplitidoi elvben
kiszamithatok A-ban perturbativan.

A (B.10) képletnek azonban van még egy hibaja: nem veszi figyelembe, hogy
az 1j kolesdnhatds megvaltoztatja a vikuumenergia-stirtiséget és a részecskék
tomegeit. Hogy az allapotok normajat emiatt ne rontsuk el, ellentagokat kell
bevezetniink A;-be. A kovetkezd feltételek teljesiilését koveteljiik meg csatoléasi
allando tetszéleges értékénél:

(0]0) = ({0]0)g =1, (B.11)
Mpl )™ = vl @)y = 2B — q"). (B.12)

A (B.11) feltétel kielégithetjiik, ha kivonunk egy konstans deysamum(\) tagot
a kolesonhatasi strtségbdl. Ezzel nyilvan a vikuumenergia-stirtiség valtozasat
kompenzaljuk; végtelen térfogati kovarians perturbacioszamitasban tébbnyire
figvelmen kiviil szoktuk hagyni, ami a vikuum-vikuum buborékok elhagyisa-
nak felel meg. Véges térfogatban azonban ez mérheté mennyiség lesz, ezért
érdemes megtartani.

Az egyrészecske-allapotok megfelel normalasat tdmegtagok bevezetésével
érhetjiik el. Ezek operdtorait a perturbalatlan formfaktoraikkal definialjuk,
azaz

0,3 @ in
Fm...an = 0(0‘ Oab (0) |a1(Q1)7 e 7an(QH)>0 = 6n,26a,a16b,a21 (B13)
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a OM?2(N) egyiitthatokat pedig a (B.12) feltételb6l hatdrozzuk meg rendrél
rendre.

Mindent dsszevetve, a szordasamplitido korrigalt képlete (A
vetkezd:

2 rendig) a ko-

om<b1(q,1)7 s 7bM(QIn) | al(‘h)v s 7an(q“)>in =

= (), bald) | @1(@) - () —i(2)%5 (Z G- m) :
j=1

=1

« {°“;<b1<q;>, e )] NEEO) (). an(g)

5 - out 7 ’
30 2@ ) bl ) ARRO) [y %

2 (L +i0)
< o AT o)) o (B14)
ahol
ATF(0) = AT(0) — % XN: Moy (V?02(0) - Sevsmm(N). (B.15)

a,b=1

Megjegyzendd, hogy elsénél magasabb rendben — mint az a kvantumtérelmeé-
letekre altalaban jellemz&  divergens jarulékokat kapunk a fenti formulabol.
Ezek kezelésének helyes modja jelen pillanatban még nem vilagos, ezért a to-
vabbiakban csak elsérendii korrekciok kiszamitasara szoritkozunk.

B.2. Integralhaté elméletek formfaktorai

Vizsgaljuk most konform térelméletek
Ao = Acrr + 1 /q)(ac)dzac Ap <1 (B.16)

integrdlhato deforméaciojaként elGallt elméletek perturbacioit! Az integralhato
térelméletek meghatarozo jellemzdje, hogy végtelen sok funkcionalisan fiigget-
len egyméassal kommutalé megmaradé mennyiség létezik benniik; ezdltal lehet-
séges teljesen megoldani 6ket nemperturbativ modszerekkel [57]. A végtelen sok
megmarad6 mennyiség kovetkezménye, hogy csak rugalmas szérasok mehetnek
végbe: az iitkozésbdl pontosan ugyanannyi részecske megy ki, mint amennyi
bement, mégpedig ugyanazokkal az impulzusokkal. A széras csak az azonos
tomegii részecskék belsd kvantumszamait valtoztathatja meg. Mi tébb, az S-
matrix teljesen faktorizalhato kétrészecskés S-matrixok szorzatara. Mindezeket
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Integralhato elméletek formfaktorai

kombinélva az analitikussig, unitaritas és keresztezési szimmetria kovetelmé-
nyeivel, az integralhato modellek S-méatrixa egzaktul meghatarozhato [58].

A tovabbiakban a részecskéket a 6 rapiditasukkal paraméterezziik; egy m

tomegt részecskére 1 4 1 dimenzioban az
(E,p) = (mch6,msho) (B.17)

tomeghéj feltétel all fenn.
Egzaktul meghatédrozhatok az elmélet lokdlis operdtorainak aszimptotikus
allapotok kozotti
(o 8 [ Or,.6,) =
= 0u(2<b1(0,1)7 s b (07,)1 O(0) |ax (61), - - -, an(an»:)n (B.18)

by.. hm 111 -an

matrixelemei is. Azokat a méatrixelemeket, melyeknél a baloldalon nincsen ré-
szecske, formfaktoroknak nevezziik:

a1 an(elv EERR) 9") = 0<0| O(O) |a1(01)7 cee >an(‘9n)>§)n . (B'lg)

Béarmilyen altalanos matrixelem kifejezhets formfaktorokkal analitikus elfoly-
tatas utjan:

bt Faran (01 O [ 01, 0) =
= Fy, boara, (00 im0, 4 im, 01, 0,) + nemdsszefiiggl tagok;

a feliilvonas antirészecskét jelol. A nemosszefiiggs tagok” akkor jelennek csak
meg, ha a kimend rapiditasok kozott vannak a bemend rapiditasokkal megegye-
26k.

A formfaktorok kiszamitésa elvégezhetd az egzakt S-méatrix ismeretében.
Teljesiteniiik kell ugyanis az igynevezett Watson-egyenleteket [59]

thf Ai@iq1.An (017 . 6 6H~17 ey 0”) =
= Sgiat (0 — 0:11)F,.. bisabian O o O+ 1,0, 60),
Fa(?ag an(ei + 2777’7 027 ey gn) = Faz ﬂna1(627 e 767“ 91)7 (BQO)

illetve az analitikus szerkezetiik szorosan Osszefiigg az elmélet részecskespektru-
maval, amit egy sor rekurziv egyenlet fejez ki. Végiil, nagy rapiditasokra vett
aszimptotikus viselkedésiiket is meg lehet szoritani [60]: Ao legyen az O(z)
operator konform skaladimenzioja, yo-t pedig definidljuk a

lim FO , (04,...,0,) ~ exp(yol6s]) (B.21)

10;]—00 1 0n
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Osszefiiggéssel; ekkor

AO + AO
—
Problémét okozhat még mindezen egyenletek linearitdsa: ha talaltunk egy meg-
oldéast, lehet, hogy az tébb operator lineris kombinacidjihoz tartozik. Ennek
feloldasa a

Yo = (B.22)

hm Fr+l(91 Fa, Ot 0) =

1
= @F,Q(Hl, C0)EC (B, 6e)  (B23)

klasztertulajdonsdg figyelembe vétele, mely minden skalazo operatorra teljesiil
[29]. Amennyiben a (B.23) egyenletben szerepld (O) vikuum-varhatéértékeket
egzaktul  a normalést is beleértve  ismerjiik, rogziteni tudjuk a formfakto-
rok normélést is. Mindezek az egyenletek és kényszerek integrélhato térelmé-
letek esetén altalaban elegenddek a lokalis operatorok formfaktorainak megha-
tarozasahoz.

B.3. Sine—Gordon formfaktorok

A kétfrekvencias sine-Gordon-modell els6 és mésodik lélegzéjének tomeg-
korrekcioi (2.5.2. fejezet) (2.32) szerint a megfelels 1elegzd-formfaktorok kife-
jezéseit igénylik. Ezek részben megtalalhatok az irodalomban |21, 61], részben
pedig eldallithatok formfaktor-bootstrappel, mint az alabb kévetkezik.

Vezessiik be az

FY (01, 0,) = (0] Va(0) [ By, (61) ... By, (6,))5" (B.24)

jelolést a lélegzd-formfaktorokra, ahol By az (1.4) szerinti my tomegt 1élegzdt
jeloli! Rendelkezésiinkre all

F(01,0) = —G(a)32[a)2R(6; — 6) (B.25)
és
Fl(lai1(91792, 03,04) = )\4[(1 H R(6
1<i<j<4

% {[a]z n (Z?:l 371) H?:1 Ti + (H?:l Z; Z?:l ﬂﬂ;l) } . (B.26)

H1§i<j§4('r’i + ;)
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Sine Gordon formfaktorok

ahol
T = 60" [a} = M
sin(pm)
< PTdE ot
/\:2cosp—7T 2sin]£oxp 7/ — 5,
2 2 o 2msint

és a =21 + pr < SmO < —pr sdvban

R(0) :Nexp{S/OmﬁShtSh(pt) sh(L+If) 2 [(1 - ﬁ) t}} (B.27)

t sh?(2t) T
° dt shtsh(pt) sh([1 + pt)
N=¢ 4/ — . B.28
CXP{ 1 sh?(21) (B.28)
A szamitasokhoz rendkiviil hasznos a
sh 6
+it) = ————— B.2
R(O)R(O % i) sh @ F ish(pr) (B.29)

Osszefiiggeés, a fenti integralreprezentaciokat ugyanis ennek segitségével tudjuk
kifolytatni konvergenciajuk savjabol.

A masodik lélegzé témegkorrekcidjanak kiszamitasahoz sziikségiink lenne
még FQ(S) explicit kifejezésére is, de az nem talalhaté meg az irodalomban.
Kiszamithato viszont Fl(‘ffl—bél a bootstrap sszefiiggések felhasznalasaval. Al-
talanosan igaz ugyanis — amennyiben az a + b — c fazio US, fuzios szoggel
végbemehet | hogy az n + 2 és az n + 1 részecskés formfaktort az

IReS oy (1,0, 00+ 1008, — 5,00 — iU+ 5) =

= FZme .,.a11,c(917 cee -,em 90) (B30)
Osszefiiggés kapcesolja Gssze, ahol

i(T)° = Res Su(0) (B.31)
0=iU¢,
a fiizi6 erdssége, és Ul = m — Ub, = US, /2. Nekiink konkrétan a

s {09} 045 5) . 0=+ )

31(01 +ipg - S)Bl(ﬁl —ipg + g)> -
= — (T2)° (0] [By(6:) Bo(6)) (B.32)
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egyenlgséget kell felhasznalnunk, azaz Fyo-t kétszeri fuzioval allitjuk elé Fipiq-
bol. p < 1/2 annak feltétele, hogy Bs a spektrumban legyen, igy ezt a tovab-
biakban feltessziik. A By B szoras egzakt S-métrixanak [9]
sh(f) + isin(pm)

SH(G) = -

sh(9) — isin(pr) (B.33)

ismeretében (I'2,)° = 2tg(pr) adodik a csatolasi erdsségre. A (B.29) egyenls-
séget kihasznalva megkapjuk a reziduum

R(=ipm+ )=~ tg(pﬂ)m (B.34)
értéeket, és végiil a keresett formfaktorra az
FE0) = (03) 0N (1 + s )
ch 6 + cos(prr)
X R(0)R(— — ipm)R(=0 + ipr)——EPT) (. 35)

R ([l +p)

végeredményt kapjuk.



C fuggelék

A szuperszimmetrikus
sine—Gordon-modell perturbalt
konform térelméleti keretben

Az energiaszintek elsérend pCFT-korrekcioja alkalmas Gsszefiiggs konform
korrelatorok komplex sikra torténd integralasaval szamithato [62]. Ha a csupasz
Euklideszi hatést

Ay = Acpr +g /d2w C(w,w) (C.1)

alakban irjuk a hengeren, ahol a csatolasi allando dimenzidja [g] = M* (z a ¢
operétor skaladimenzioja: x = 2 — 2A) és ¢ norméldsa olyan, hogy a sikon

(¢(2,2)¢(0,0)) = 2|75 (€2)

legyen, akkor az [ = M L dimenziotlan térfogat kis értékei mellet az |a) allapot
dimenziotlan energiajanak elsé korrekcioja

%lé’a(l) = —(c—24A,) — SRY* + O(I™) (C.3)

modon irhato, ahol A, |a) = Lo |a) = Lo |a) a szoban forgo (spintelen) allapot
konform stilya, ¢ a konform térelmélet centrélis toltése, a xk tomeghézag pedig az
IR tomegskalaval dimenzidtlanitott csatolas: g = kM?. Feltettiik tovabba, hogy
O(I*) elsérendii jarulék a terek szimmetriatulajdonsigai folytan nem léphet
fel.! A vezetd rend egyiitthatoja a

¢ = 6(2m) > / T2 ¢ )¢ 2) (C4)

e

LA szuperszimmetrikus sine Gordon-modellben a szuperszimmetridnak koszénheten
bulk (~ 1) energiatag sem jelenhet meg.
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integrallal szamithato.
Konform norméléastu fermionokkal és V., vertexoperatorokkal a szuper-
szimmetrikus sine Gordon-modell perturbalé operatora

((z,2) = w(z)i(z)%(vl,o(z, Z) + V_10(2,2)) (C.5)

modon irhato fel, a csatolasi allando pedig ez esetben

o
9= 0073 (C.6)

lesz. A perturbécié relevans, ha az r kompaktifikicios sugar egynél nagyobb,
és akkor nagyrészt az

1
nE) = —=(Va0(0,0) £V_,,0(0,0)) [0 n=12... C.7
nt) ﬂ( 0(0,0) 0(0,0)) [0) (€.7)
allapotok lesznek a Neveu Schwarz-szektorok also gerjesztett allapotai, ahol
|0) a bozonikus- és a Neveu-Schwarz-vakuum tenzorszorzata:

|0) = 10}, ® INS). (C.8)

Ezekre az allapotokra a (C.4) kiszamitasahoz sziikséges konform korrelatorok
elGallitasa rutinszerti, az integralok pedig az

/dzz% =7r’y(u— g) v (g) y(1-v) (C.9)

altalanos formula segitségével értékelhetsk ki.?
Heét alacsonyan fekvd allapot vezeté pCFT-energiakorrekciojanak igy kapott
egyiitthatojat gytjti Gssze a C.1. tablazat, melyben

3 1 1 \>#
o= 58?71) (ﬁ) . (C.10)

(5 a2

Az 0sszes feltiintetett esetben v-ben analitikus elfolytatéassal lehet értelmet adni
az egyébként divergens integraloknak. A divergencia fellépése nem meglepd,
hiszen a perturbalo operator

1 1
=-4+— A1
A 5 + ) (C.11)

?Az integrél konvergens z — O-ndl ha p > 0, z — 1mnél ha v < 1 és z — oconél ha
2v — p > 0. Esetiinkben 2v > p > 0 mindig teljesiil, ¥ > 1-re pedig analitikusan folytatunk
a jobb oldal felhasznalasaval.



la) A, k%o

0 o 7 (3t 22) 7 (%)

1) 2 () ()7 G 5 % 11 )7 ()]
2£) 1G=a) (=) G+ 3)

13+) o G -a) 7 (=77 G+ e)

C.1. tablazat. Vezetd pCFT-energiakorrekciok

dimenzidja 1/2-nél nagyobb, igy a ((1)((z) operatorszorzat z — 1 szingulari-
tasa a kiilsG |a) allapottol fiiggetleniil nem integralhato.

A Ramond-szektorban azt varjuk, hogy az alapallapot energidjanak skalazo
fiiggvénye azonosan nulla legyen a sértetlen szuperszimmetria jelenléte miatt.
A kérdés az, hogy vajon a vezet6 pCFT-korrekciok is megfelelnek-e ennek a
varakozasnak. (C.3)-bél a konform jarulék elttinik, mivel

3 1
—2UAR = —24— =0. 12
¢ R=g =0 (€12)
A kovetkezd jarulék a
[R) _ I .
& =6 | SR R, (C.13)
egyiitthatoval szerepel, ahol
R) = limoa(z, Z) INS) (C.14)

a Ramond-szektor alapallapota. c!ZR> integrandusa formalisan pozitiv, de diver-

gens, igy regularizaciot igényel. Tagjait parcidlisan integralva azonban elérhetd,
hogy az egyes tagok (C.9) segitségével kiilon-kiilon végesithetskké véljanak,
és az igy regularizalt tagok Gsszege méar nulla. Ebben az értelemben tehat a
Ramond-szektorban a pCFT Gsszhangban all az alapallapoti skilézo fiiggvény
(energia) eltiinésével.

99






Irodalomjegyzék

(1]

2]

3l

14]

[51

(6]

171

(8]

(9]

[10]

M. Luscher, ,,Volume Dependence of the Energy Spectrum in Massive
Quantum Field Theories. 1. Stable Particle States,” Commun. Math.
Phys. 104 (1986) 177.

M. Luscher, ,,Volume Dependence of the Energy Spectrum in Massive
Quantum Field Theories. 2. Scattering States,” Commun. Math. Phys.
105 (1986) 153-188.

A. B. Zamolodchikov, ,Integrable field theory from conformal field
theory.” Adv. Stud. Pure Math. 19 (1989) 641 674.

S. Ghoshal and A. B. Zamolodchikov, ,,Boundary S matrix and boundary
state in two-dimensional integrable quantum field theory,” Int. J. Mod.
Phys. A9 (1994) 3841-3886, hep-th/9306002.

J. A. Swieca, ,Charge Screening and Mass Spectrum,” Phys. Rev. D13
(1976) 312.

T. R. Klassen and E. Melzer, ,Kinks in finite volume,” Nucl. Phys. B382
(1992) 441 485, hep-th/9202034.

A. J. Leggett, ,A theoretical description of the new phases of liquid
He-3,” Rev. Mod. Phys. 47 (1975) 331 414.

R. Rajaraman, Solitons and instantons. North-Holland, Amsterdam,
1982.

A. B. Zamolodchikov and A. B. Zamolodchikov, ,Factorized S-matrices
in two dimensions as the exact solutions of certain relativistic quantum
field models,” Annals Phys. 120 (1979) 253-291.

R. F. Dashen, B. Hasslacher, and A. Neveu, ,,The Particle Spectrum in

Model Field Theories from Semiclassical Functional Integral
Techniques,” Phys. Rev. D11 (1975) 3424.

101



TRODALOMIEGYZEK

102

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

Z. Bajnok, L. Palla, G. Takacs, and F. Wagner, ,, The k-folded
sine-Gordon model in finite volume,” Nucl. Phys. B587 (2000) 585-618,
hep-th/0004181.

G. Feverati, F. Ravanini, and G. Takacs, ,, Truncated conformal space at ¢
— 1, nonlinear integral equation and quantization rules for multi-soliton
states,” Phys. Lett. B430 (1998) 264-273, hep-th/9803104.

T. R. Klassen and E. Melzer, ,,Sine-Gordon not equal to massive
Thirring, and related heresies,” Int. J. Mod. Phys. A8 (1993) 4131 4174,
hep-th/9206114.

A. B. Zamolodchikov, ,Mass scale in the sine-Gordon model and its
reductions,” Int. J. Mod. Phys. A10 (1995) 1125-1150.

G. Feverati, F. Ravanini, and G. Takacs, ,,Nonlinear integral equation
and finite volume spectrum of sine-Gordon theory.” Nucl. Phys. B540
(1999) 543-586, hep-th/9805117.

G. Feverati, F. Ravanini, and G. Takacs, ,,Scaling functions in the odd
charge sector of sine- Gordon/massive Thirring theory,” Phys. Lett.
B444 (1998) 442 450, hep-th/9807160.

C. Destri and H. J. de Vega, ,New thermodynamic Bethe ansatz
equations without strings,” Phys. Rev. Lett. 69 (1992) 2313-2317.

C. Destri and H. J. De Vega, ,,Unified approach to thermodynamic Bethe
Ansatz and finite size corrections for lattice models and field theories,”
Nucl. Phys. B438 (1995) 413 454, hep-th/9407117.

A. Kliimper and P. A. Pearce, ,Analytic calculation of scaling
dimensions: tricritical hard squares and critical hard hexagons,” J. Stat.
Phys. 64 (1991) 13 76.

A. Kliimper, M. Batchelor, and P. A. Pearce, ,Central charges of the 6-
and 19-vertex models with twisted boundary conditions,” J. Phys. A24
(1991) 3111 3133.

S. L. Lukyanov and A. B. Zamolodchikov, , Exact expectation values of
local fields in quantum sine-Gordon model,” Nucl. Phys. B493 (1997)
571-587, hep-th/9611238.

R. Guida and N. Magnoli, ,,Vacuum expectation values from a variational
approach,” Phys. Lett. B411 (1997) 127 133, hep-th/9706017.



23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

129]

130]

31]

32]

[33]

34]

A. B. Zamolodchikov and A. B. Zamolodchikov, ,,Structure constants
and conformal bootstrap in Liouville field theory,” Nucl. Phys. B477
(1996) 577 605, hep-th/9506136.

V. Fateev, S. L. Lukyanov, A. B. Zamolodchikov, and A. B.
Zamolodchikov, ,, Expectation values of boundary fields in the boundary
sine-Gordon model,” Phys. Lett. B406 (1997) 83 88, hep-th/9702190.

G. Delfino and G. Mussardo, ,,Non-integrable aspects of the
multi-frequency sine-Gordon model,” Nucl. Phys. B516 (1998) 675-703,
hep-th/9709028.

R. K. Bullough and P. J. Caudrey, Solitons, vol. 17 of Topics in current
physics, p. 389. Springer—Verlag, Berlin, 1980.

M. Fabrizio, A. O. Gogolin, and A. A. Nersesian, ,,Critical properties of
the double-frequency sine-Gordon model with applications,” Nucl. Phys.
B580 (2000) 647 687, cond-mat/0001227.

G. Delfino, G. Mussardo, and P. Simonetti, ,,Non-integrable Quantum
Field Theories as Perturbations of Certain Integrable Models,” Nucl.
Phys. B473 (1996) 469 508, hep-th/9603011.

G. Delfino, P. Simonetti, and J. L. Cardy, ,,Asymptotic factorisation of
form factors in two- dimensional quantum field theory,” Phys. Lett.
B387 (1996) 327 333, hep-th/9607046.

P. Liischer, ,Selected topics in lattice field theory,” in Fields, strings,
critical phenomena: proceedings (E. Brezin and J. Zinn-Justin, eds.), Les
Houches Summer School in Theoretical Physics, (Amsterdam),

pp- 451-528, North-Holland, 1988. KEK 8901406.

7. Bajnok, L. Palla, G. Takacs, and F. Wagner, ,Nonperturbative study
of the two frequency sine-Gordon model,” Nucl. Phys. B601 (2001)
503-538, hep-th/0008066.

G. Mussardo, V. Riva, and G. Sotkov, ,,Semiclassical particle spectrum
of double sine-Gordon model,” Nucl. Phys. B687 (2004) 189 219,
hep-th/0402179.

J. Goldstone and R. Jackiw, ,,Quantization of Nonlinear Waves,” Phys.
Rev. D11 (1975) 1486 1498.

G. Takacs and F. Wagner, ,,Double sine-Gordon model revisited,” Nucl.
Phys. B741 (2006) 353 367, hep-th/0512265.

103



TRODALOMIEGYZEK

104

1351

136]

[37]

38

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

j45]

[46]

(. Mussardo, ,,Neutral bound states in kink-like theories,” Nucl. Phys.

B779 (2007) 101-154, hep-th/0607025.

G. Z. Toth, ,A nonperturbative study of phase transitions in the multi-
frequency sine-Gordon model,” J. Phys. A37 (2004) 9631 9650,
hep-th/0406139.

J. M. Maldacena, ,, The large N limit of superconformal field theories and
supergravity,” Adv. Theor. Math. Phys. 2 (1998) 231-252,
hep-th/9711200.

C. Ahn, ,,Complete S matrices of supersymmetric Sine-Gordon theory
and perturbed superconformal minimal model,” Nucl. Phys. B354
(1991) 57-84.

H. Nastase, M. A. Stephanov, P. van Nieuwenhuizen, and A. Rebhan,

, Topological boundary conditions, the BPS bound, and elimination of
ambiguities in the quantum mass of solitons,” Nucl. Phys. B542 (1999)
471-514, hep-th/9802074.

N. Graham and R. L. Jaffe, ,Energy, central charge, and the BPS bound
for 1+1 dimensional supersymmetric solitons,” Nucl. Phys. B544 (1999)
432 447, hep-th/9808140.

M. A. Shifman, A. L. Vainshtein, and M. B. Voloshin, ,Anomaly and
quantum corrections to solitons in two-dimensional theories with minimal
supersymmetry,” Phys. Rev. D59 (1999) 045016, hep-th/9810068.

A. Rebhan, P. van Nieuwenhuizen, and R. Wimmer, ,, The anomaly in
the central charge of the supersymmetric kink from dimensional
regularization and reduction,” Nucl. Phys. B648 (2003) 174-188,
hep-th/0207051.

P. Fendley, ,A Second supersymmetric S matrix for the perturbed
tricritical Ising model,” Phys. Lett. B250 (1990) 96 101.

S. Ferrara, I.. Girardello, and S. Sciuto, ,,An infinite set of conservation
laws of the supersymmetric sine-Gordon theory,” Phys. Lett. B76 (1978)
303.

K. Schoutens, ,,Supersymmetry and factorizable scattering,” Nucl. Phys.

B344 (1990) 665-695.

A. B. Zamolodchikov, ,Fractional-spin integrals of motion in perturbed
conformal field theory,” in Fields, Strings and Quantum Gravity
(H. Guo, Z. Qui, and E. Tye, eds.), Gordon&Breach, 1984.



[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

53]

[54]

5

[56]

[57]

[58]

A. B. Zamolodchikov, , Thermodynamics of imaginary coupled
sine-Gordon: Dense polymer finite size scaling function,” Phys. Lett.
B335 (1994) 436 443.

T. J. Hollowood and E. Mavrikis, ,,The N = 1 supersymmetric bootstrap
and Lie algebras,” Nucl. Phys. B484 (1997) 631-652, hep-th/9606116.

P. Mathieu, ,Integrability of perturbed superconformal minimal models,”
Nucl. Phys. B336 (1990) 338.

P. Mathieu and G. Watts, ,,Probing integrable perturbations of
conformal theories using singular vectors. II: N = 1 superconformal
theories,” Nucl. Phys. B510 (1998) 577 607, hep-th/9707050.

A. B. Zamolodchikov, , Integrals of Motion in Scaling Three State Potts
Model Field Theory,” Int. J. Mod. Phys. A3 (1988) 743-750.

A. B. Zamolodchikov, ,Integrals of Motion and S Matrix of the (Scaled)
T=T(c) Ising Model with Magnetic Field,” Int. J. Mod. Phys. A4 (1989)
4235.

T. Inami, S. Odake, and Y .-Z. Zhang, ,,Supersymmetric extension of the
Sine-Gordon theory with integrable boundary interactions,” Phys. Lett.
B359 (1995) 118 124, hep-th/9506157.

R. I. Nepomechie, ,, The boundary supersymmetric sine-Gordon model
revisited,” Phys. Lett. B509 (2001) 183-188, hep-th/0103029.

P. Baseilhac and V. A. Fateev, ,,Expectation values of local fields for a
two-parameter family of integrable models and related perturbed
conformal field theories,” Nucl. Phys. B532 (1998) 567-587,
hep-th/9906010.

V. P. Yurov and A. B. Zamolodchikov, ,, Truncated conformal space
approach to scaling Lee-Yang model,” Int. J. Mod. Phys. A5 (1990)
3221 3246.

L. D. Faddeev and L. A. Takhtajan, Hamiltonian Methods in the Theory
of Solitons. Springer series in Soviet mathematics. Springer—Verlag,
Berlin, 1987.

P. Dorey, ,Exact s-matrices,” in Conformal Field Theories and Integrable
Models (Z. Horvéth and L. Palla, eds.), Proceedings of the Eotvis
Graduate Course, (Budapest), p. 85, Springer Verlag, 1996.
hep-th/9810026.

105



TRODALOMIEGYZEK

106

1591

[60]

[61]

[62]

A. Fring, G. Mussardo, and P. Simonetti, ,,Form-factors for integrable
Lagrangian field theories, the sinh-Gordon theory,” Nucl. Phys. B393
(1993) 413 441, hep-th/9211053.

G. Delfino and G. Mussardo, ,, The Spin spin correlation function in the
two-dimensional Tsing model in a magnetic field at T — T(c),” Nucl.
Phys. B455 (1995) 724 758, hep-th/9507010.

S. L. Lukyanov, ,,Form factors of exponential fields in the sine-Gordon
model,” Mod. Phys. Lett. A12 (1997) 25432550, hep-th/9703190.

T. R. Klassen and E. Melzer, , The thermodynamics of purely elastic
scattering theories and conformal perturbation theory,” Nucl. Phys.
B350 (1991) 635-689.



