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����� ������ ���	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� �	 α = β/2 � �!����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��" �	����#��	��$� %&�%#��&�&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'
��"�� �	����#��	��$� ����%&�$��� � � � � � � � � � � � � � � (�
��"�� )*�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (�
��"�� +������ ��%&��&���&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ("

��, -�	���	����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.
��,�� �#��#$/0��	1$���#�#�2	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��,�� �	���#�3��� ����� ���%&�#�1#� � � � � � � � � � � � � � � � ��
��,�� � ������$�  &�� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,
��,�( � ������$� ��#4������# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'
��,�� 5$����$� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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��� 7#��� �� ���	���� �	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"
��� � ����$ �� �	����# ���3��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,
��� 8���� �� ���$$�	����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

����� )��������$� 9�����&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ".
����� �:�; ����/0&��&��&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � "�
����� 5#�� ���%&�#�3 ��2��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�

��( <���$�1��� �&�%&� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�
��(�� � &����  *-)������1�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � "�
��(�� ���#�#�� ��#&� �� #  ���$�1���  &���!��� � � � � � � "�

��� *�&��2�&�� �&�%&� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ""
����� ���#�#	�� # �	$ ���	������$� ����/0&��&��&������ � ""
����� 6��	������ #  *-)������������� � � � � � � � � � � � � "'
����� 5#�����%&�#�3 � ����$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,.
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 �	�	����� ����������� ������	� � � � � � � � � � � � �

���� �������������
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��'� (����)��������
 �
������*��#����
�	 � � � � � � � � � � � � � � � �+

��+� F 1
1 (l) �)������	�	� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,
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�
 �����*��������� � � � �!

���� �� n = 2, m = 1 ������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

���� � 
��-��
����	� �	��./������������ ���
����� η -0������� �� � � �'

���� � ���#�	 �
��� �����	��1�1������
 
����
�	#2� � � � � � � � � � � � �+

��$� � �������������
 
����
�	#	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,

��&� � �����
����
�	#
 -�	�-0����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �!

��'� � �
��� �����	��1�1������
 
����
�	#2� μ̂� �� � � � � � � � � � � � $3

��+� � �������������
 
����
�	#	 μ̂� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $3

��,� �������������
 η -0������� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

��!� �� 45653 ������ �
�������
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � $!

���3� 7�������1 -�	������� � 
�����	
�� ������	� �� � � � � � � � � � &�

����� 8�������1 -�	������� � ������	� �� � � � � � � � � � � � � � � � � &$

����� � 
��-��
����	� �	��./������������ ���
������
 -�2������ � � � � &+

����� %�	�	
�� 9:5�����
�����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '3

���$� ;�	��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '&

���� � ��	
�	�	
�� <�	��������� 
	�
2�	��
 ����������	 �	�����2� � � � � +3

���� � ��������	�����	
�� ������./	�� ����������	� � � � � � � � � � +�

���� � 5=5> �	��./������������ 
	�
2�	��
 ����������	 �	�����2� � � +�

��$� 9:5�� �� �:;9������	���	���
 ����������� � � � � � � � � � � � � � � ,�

��&� �� <4 9:5�����
���� ���# �������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�

���� 8�� �	�	
�� ����� 9:5�����
���� ���# �3 ����
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����	 ��������� !δ = 0" ��
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�� 
�
����	 ��������� !δ = π/2" � � � � � � � � � �#
���� ������

�������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$
��#� ��� �������	 �� �
�� 
�
����	 ��������� !r = 2.2" � � � � � � � � � �$
��$� ������

�������	 !r = 2.2" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%
��%�  � &��'����(�
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�� ) �

�*���'�	 �	�
�(���'����� � � � � � � � � � #+
��)�  � �
�� 	�� ����������� �

�*�� �

������� � 	����	� �*�	���,�' � � $�

���� -�'.��� �

�*���	 �����
/����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %+
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�������� �	������� � ����������� ������ ���� ������ ������	���
 �������� � ����
����	����� ����� ���� �� ������
! ������������� �������	��" �
����
���
����� ������ ��
 ��� �������� �� ��� ��������� �������������
���� ����� �����������# ���� ����� ���
 	$$�� �� � �	����# ���� ���  ����%
�	��� �� �	
�������# ������� ��� ������� � 
������
 �	
��	��� �����	��	���
������ ���" &�	
� �����
��� ����$������ 
�������� ������# ���� � �������%
�	
���	����� �	����	
��%�'������
�� ()# *+ ��	� ��������� �	$��� ������"

,�
 ����� ��� ��
������� �!��# �	�� ������ ������� �������  �������� ���%
��� ���
�$�� � �	��� �	
����� �'������� � 
����	
���	������" -������� � 
�����
�	
��	��� ��� �	
�	�! �����	��# ���� �������	 ����	 $	����� �� .%���
/��
����$������ ����$������ ��
������ �
��� ����������# ��� ������ �������
����������� ������" 0	�������� ������������ ��
����� ����� � 
����	
���	���
�� ����� ������
�����# ������ �	$���� 1 $	����� 1 ���
�� ��$��������
������ ��������� ������	� �	
���������	�	��� ��������� 
	�	�"

&�� 3 + 1 ������� ����������� ��������	
���	��� ������ ����������
��������� �	� �	������ �	
�������� ��� ��� �� ����������#  ��������� �����
������	��� $�
��
����� ��
� ������ ���� � ���������" &� ���
����� � �
�	����	
��%�'������� ����������# ����� ���
	��� ���
 � ������
������ � ��%
������� 	
����� ���$�
��
�����  �����	�����# ���
	��� ����� ���������������
���$ �� �� ���������� � �	��� �	
�������� ��$��� �
���	���� 	
������	�	�"
&�	
� ��������� �������� ������ ������� � ������������� � ��� ���� ����
��%
���� ���	�����# ������ �$���
���
�� 	� ���
�� ��$�����
�� ������ ��������
���
�������� 
�����������"

2������������ �  �� ���
� ��������	��
��	���# ��� ��� ���� ����
������
1 + 1 ������� ��������	
���	��� ��������� ���������� ��������" �� �����
���������� ������	�� ����������	����� �	�������# ����� �������# ���� � ���%
��� ��
�� ����
���� ��� ���� ����
������ ��
��%� 3��� � �����
�% ���� �
���$�
������
��� ������ ����	���4# ���� ����������%� ���
�����	��� $�
��
%
���� ��	�� 3��� � �	��
�������� ������4# ������# ���� �	��� ���� �	������
�	
�������� �	������%� � ����������" � ��������� ������
�� �������� ����%
��������� ���
� ����	��� �	$ 
	���� ����� � ������
�� ����������������
�

�
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 ���
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	���%����� ������� ���������� ���
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���� ����'���� ���
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��� ��� � ��	��� ��������� �������
� �+����
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� �������

!����
�� ��������'��� �������� ���
 �������� 
	����%�� ���
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�������� ��������+��
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���
���'��� �� ������ #������- �
���������

&�� ��������'��� ����������� '�
���� ��������� ��	
����	���	��	������
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������ 	���%����������� ������'���� 0
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������ ������ 
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����� �� ���������
'���
���� ���	����� ���%��*� �	+����� �����%��� ��
������� ��������%�� ���
�� ��
� �'��� �����
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 ������������ ��������+��
��� �������� !"#�����
��������+��� &%�����%
 ���
���+�� �������
��� ������%� �� ����������� ����
���'���� �-	���������
 ����� ���%%������� ������ ������ ����%�� �������
��
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��� �
�

0��� �� ��������� ������� ���������� � ����	��������� 
���()���������
���� ���
������'�� �
� � 4� ���������� ����� �

������+� �� ../!� 
 � !"#�
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��� � ��*��
���� ������ �� 5
��� %�����������
� �
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� 6� ���������� � �����	���
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���()������������� ��������%�� 0���

��� ��
�����%� ����� 
 ���%%�
���������� ���� ���%����%�� '��� �� ����
����� �� ������ #������-�� ��������� 
���
������ 0�%��� ������%� � ������
	���%����� ������� ��������� ��*��
��� ���� �� ����������� �

������+� �
!"#������������ 7�� ����� �� �
����� � !"#� ��������������� ���'���� �
��������*� 58 
	����%� ��'���
��� �� �� ����
����� ����� ����	������ �����
9: �	�������� �����
*��
����
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� �������� ����	
����� � ��������� ��������
��������� ������ �������� 
�����
��
���� ��
�������� �������	�� ����	������� �� ��	��������� 
������
 ��
� � ��!� ����������� �	! ����
��"���� ���!�� �	! ����	
����� �������#
��� �	! ����� ����	
����� ��������� ������� ���� �����! �
��������
� �
�#
�� ������� $�!�� ������  �����
� ��
��������� ����	
����� ����
��"��� %&'�
������� � ����	
�������	�� �
�� ��
������������� �������� ��������� %('�  ����
 ����������  ����)*�
���#������ �	! ������ ����	
����� ����������� ����#
	������ ���!�� ������
 +,��" %-' ��������� ��� .����� �� /����
 %0' ��
	!��
����� 
��������������

� ��������� ����)*�
���#������ ��� �������������
�� �� ���� ���!���
 φ ��
������� ��
�����  ����������� �����"������ k#���
�� 1k ∈ N2�� �
����)*�
���#������ ������ ��!� ��������	� ���! "��  φ ��
 ������� ����#
�����	���� �3		 1������� ����	
�������	� �	��� ����4 ��	�
�� ���!#
�!���	��2� �������� ����  k#"��
� ������
� ���  ���� ��	��������� ����	��
�������� ���3�� ��  ������ 	�
���������
�� 1��	������ ��	����� ��
��	���25
�����  ������  ��	�� ��
��	��� ����� �
�����!����� ��� ����������"��#
���� ����	��� � 6�-��� ������� ��
	! �����

���� ������	 
 ��	������	����������

+����� �
����� ���������	��� ������������  ����)*�
���#������ ��

�����7 ����� ������ ���
���� �������  ��������
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���� ��#
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�� 8���� 
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�� ������ �������	��� �	!  ������������ ��
������
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�����

6



�� � ������	 �
���������������

��������	
���
 ��	����� ���� � ����		 ���������������������
��

L�� =
1

2
∂μφ∂μφ + μ cos βφ μ, β ∈ R, μ ≡ m2

β2
,  !�!"

���	 � φ : R1+1 → S1 ��#��$	%��& ��	&� ���	$����'( ��	
�� ��%������	�%� �
���������� ��%�)�$	 ��
 %�	*�� ����&���$% ���	�	*� ���$��� 0 ≤ φ < 2π/β�

� ���+,���������		 %�	*��� �%���$	��%& ��� � �	���������( ��� �
���%���	��	�%� ���%�( ��	����� %�	*��� �����%�� %���%��%'�  � �	����
������ ���+,���������		 #�������	�	$�� ���%�	$	��%& ��	�$�	 -�*����� �.�
�#
�����" /����%�	 �����*�� ����%���$%( � ��� �	'�����	& �����)���� %#�
�����% �� ��&�$��$%��0��% �1�� �� ������
���% ����%$ ��	����	���

• � �	�������� ������ � ��%�)�$	 ��������	
��� ��	�	 ���( ���� ����
%�� φ0 = 0 �	��2�

• � ����		 %��%�	��� %���	������ ���*���%�����%( � ���	
������ �� �%����
���)������%� � �	�������� ��%�%���� ���	�%�����	�$�

φ��������(x, t) =
4

β
arctg em(x−x0);  !�3"

� ����& ����	�$��� ��� ����%��%��������$)�&*$��	 �����%&� ����
�� �%������)���% � φ �→ −φ %��������$)�& $		4%*� �	'( %#���� � ���	�%��
���	 ��
�	'( ���% � �#��%���'��� M ���	 *�	#	���

• 5��� 2�
�����%% 	�	���� ����	�$��� ���

B(v)(x, t) =
4

β
arctg

sin(mvt/
√

1 + v2)

v ch(mx/
√

1 + v2)
, v ∈ R,  !�6"

��	
�� ���	�%���%����	�%� �#%#%% $		���%����% �����%&� ��	( %#�����
��� �����	�	'� 0 �� 2M �#�� ����� � �	��������� ��	
%��� ����%���
��� � ���%$	$� �%$ �������%%� �$	�� �1( !7��

ml = 2M sin
pπl

2
, l = 1, 2, . . . <

1

p
 !�8"

���	

p =
β2

8π − β2
.  !�9"

• � ����	�$����% *�		���� � ����	��

 ��	�����( ��	
�� ��:4)�&*�

Q =
β

2π

∫ ∞

−∞

∂φ

∂x
dx,  !�;"

���� 	�
����� � ����	�$� �#��	�����	$�� ��$�$% ��*� ���� � ���	�%�
%���	&���� %#	%��� 1( �� �%����	�%�� −1( � 	�	���'�� ����� 0�
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����������	��
��� � ����������

U(φ)

φ

8π
β ∼ 0

2π
β

4π
β

6π
β

U(φ)

���� ����� � �������� 	���	
	���� ���������� ���������

���� �������	
������� �� �����	�����

���� ����������� � ����������������� ������

A =

∫ ∞

−∞
dt

∫ L/2

−L/2

dx

(
1

2
∂μφ∂μφ + μ cos βφ

)
��� !

" ���� ��������� ������ � k�#�
��� ������������������ � �����$��#�����
���
���������� ����	�% &$���� � φ �'�
�����( ��������������� �����)������

�� ���*�)$� ��+% ��� �(���% ���� �� ��� ������� � �����$�� &����#��� k �����
���)� &���(�$�� ������)� ��������

φ ∼ φ +
2π

β
k, ���,!

��� � �'
�����+ �
���&�������$ ������������� ����
��
�� ����������-�

φ(x + L, t) = φ(x, t) +
2π

β
kq q ∈ Z. ���.!

" ������$ ���&����&���� � ���������� ���������� 
��$$� ��������% �
&����#��� ������ �����$��������� ��� ���� �� ���� �����!�

φn =
2π

β
n n = 0, . . . , k − 1. ����/!

�������� ����������� �L = ∞! ������ �� ���������� ������� ����0��
�������� � k�#�
��� ���������% ��
�� � ��������������� �������� 1� &���
��$� � ������$ ������� �������% ���� � �������������������� � φ ∼ φ+ 2π

β

2



�� � ������	 �
���������������

���������� 	
��� ���������� � ���	��� 
���� 	
�� �	����� �����
�� � k�����
���� 	�������� 	
��	
��	 ���	�� ������ 
���������� ����� ���
�� �����
����������� � ����	���������� ��	��
�
��
� �
���������
 ����������� ����� �
 �
�
��	������������ 	������� �� �� ��!������� ����������� 
� 	���
��������

" �������� ��������# �����	�����	������� � ����
 φn 	��������� �������
���� |n〉 ���	������������ �������� 	��� 	�������

〈n|φ(x, t) |n〉 =
2π

β
n; $����%

����� ����������� ������ �� ����������� �� ��������� ����������
 �� 	����&��
���
 � ���������
��� '��� � (���� ���	��������� ����� �� ������� 
� ���������
�
��� Zk ��
		���
����� 	������ T �
��� ����������� �

Tφ(x, t)T−1 = φ(x, t) − 2π

β
$���)%

	���� ��*�
��(��!�� +���� � ��*���
����

T |n〉 = |n + 1 mod k〉 , $���,%

�� �

H =

∫ L/2

−L/2

dx

(
1

2
π2 +

1

2
(∂xφ)2 − μ cos βφ

)
π(x, t) = ∂tφ(x, t) $���-%

.�	
������������� ��		��� T ����� T ��!���������
 � /0���(�(���	��12

|ϑn〉 =
1√
k

k−1∑
m=0

eimϑn |m〉 ϑn =
2π

k
n $��� %

T |ϑn〉 = e−iϑn |ϑn〉 , $���3%

	����� � ����
�� ����
�� H ��!����������
 
�� +��� �� ��������� ����� ���������
��� 
� !�� ��*�
��� ��!������������ ��� �� $���3% �
��!���� 
��������� �����������
��*�
��!�� � ����
 |n〉 �����������2

|n〉 =
1√
k

k−1∑
m=0

e−inϑm |ϑm〉 . $���4%

"� $��4% �
��	
�� ���������
� 	�� ��� Z2 ��
		���
���� 
�� 	������ S �����
������

Sφ(x, t)S−1 = −φ(x, t) S† = S−1 = S $���5%

	���� ��*�
��(���� .����� �� ���������������

S |n〉 = |k − n〉 = |−n〉 
������ S |ϑn〉 = |−ϑn〉 = |ϑk−n〉 . $���6%

"� S �� T ���������	��
�� ���&�� ��� Dk �
������ ��
		���
���������� �����
������� 	������ 	��!�������� � ���	�����#����� 7��8 ����������� �������!��

-



�������������	�


���� �����	
�	��	��


�� ���� ���������� ��������
���������� �

Vm = exp
(
iβ

m

k
φ
)

m ∈ Z �����

���������� ��	 ���� �	��� �� �!�
���� ����� 	���	 ��� ��!� � �����	�" �� #$!!%
����$� �!������&� �� �	
�	��'��� (��
�	��)��� �� ���
�	��������$��� *!�
���� �	�)�+ ,�!� �������#$!!����� �

〈Vm(x)V−m(y)〉 → |x − y|−4πβ2m2/k2

,� |x − y| → 0 �����

���� �� � ��	��������� -������ 	��,���+ ,�!�

TVmT−1 = e−
2πi
k

mVm �� SVmS−1 = V−m. �����

� �����	�" �� #$!!������ ��� � ����	��!* � ��	������� �!� c = 1 "�����	 � ��	���&
���#��
 ����	
�	��+ � ��
���� ���	� ���'�� '���� �	
�	��� ���� 	�+ 
�	����
.�!���!�%�&�&��!#$!!�����

L =
1

8π
∂μχ∂μχ. ���/�

0�!� 
�!,�������)� � k%"������ � ��12�����%
���		 ��	��� 	���	 � ��������%
������)
��+ ��� ���$� 
��� ��� �� 34 ��!� � ��� � ����	��!*� ,����������5 �
χ ��� �!� r �)!��* ����� �	+ ��,��

χ ∼ χ + 2πr, ���6�

�,�	 �� r ��
���� ���" �� �)!���� �� ���� ������������� 
�!#�	�	7�� ��		 
�!%
,�������)��� 8�� ����'� ����+ ,�!� φ �� χ ���
�	���

√
4π%��	 �	���+ ��

r =

√
4π

β
k ���9�

����
���� ����)�� � ����	� �	
�	�� Û(1)
�
× Û(1)

�
-�"1:����%�� 

��� ���	

�����	��� �+ �� 
�� ���� � Vn,m ���������������	 ;��<

Δ±
n,m =

1

2

(n

r
± mr

2

)2

���=�

��''%+  		���� '�	 ���#��
 �*	�����	� n ��  
�)	�)�%�����)
���
+ m ��� ! ��
*!��������� "��������� ���
� � #��� Vn 	���	 � ���������� � Vn,0 �����>���%
���������� #�	�	��� 
�!+ � � ��12����� �����" �	� ��� !

: cos βφ :≡ 1

2
(Vk,0 + V−k,0) ���?�
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�� � ������	 �
���������������

����� ������	
��
���
���� ��
 ��������� ������� �����
��������� ��
���� � ������
�����
 ������

����� ������
���� ���� 

A� = {Vn,m : m ∈ Z, n ∈ Z} !��"#�$

A� = {Vn,m : m ∈ Z, n ∈ Z + m/2}. !��"#�$

%� ���&��� ������ �����
�� ��������' �	� � ���������� � ����
��� m (��)
*������� ������� ���������&� +��������� ,
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�
' ���0��� � ���0����0�� ����./�����)������
�� A�' � 
3����� 4�������)������ ����� �� A� *�����
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�� %� �������� � k)(��*��
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H =
⊕

Vn,m∈A�

Fn,m, !��":$

����

Fn,m = span
{
a−k1 . . . a−kp |Vn,m〉 : k1, . . . , kp ∈ Z+

}
!���;$

� χ ������ �����
�� ����
	* +���*��(���1 ������*�� � Vn,m ����������� �1�01
������
�� ��	
�

 <�(�)
���

% k)(��*��
 ������
 ��
��(�������� !��"=$ ������
 	��� �� � 4�6% 9����)

��)�����
�� !%�=$ ��+���������' � λ (��
����� ������� �������
 ����� �� !���8$)
���� μ ��
����� 43�����0������
 �� M �����
��
3����
 *�����
��' ���0 � μ
(��
����� �������*�� � 4>% ������������ �����
�����

 ��8�

μ = κ(Δ)M2−2Δ κ(Δ) =
2 Γ(Δ)

π Γ(1 − Δ)

[√
π Γ
(

1
2−2Δ

)
2 Γ
(

Δ
2−2Δ

)
]2−2Δ

!����$

3����+7������� ��� !� ���0����0�� ����./�����)�������� *���
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 � 
3��������)3����+7���� ������� 
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�
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����
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� ��������� �������� 
������ ����� Δ = Δ̄ = β2

8π
� �� ��� � ������ �� � ����

!���������� "!����!��������� #��!������������� �� l = ML "!����!����

���������� 
!��$����

Ĥ =
H

M
=

2π

l

{
H��� − κ(Δ)

l2−2Δ

(2π)1−2Δ

1

2

[Vk,0(1, 1) + V−k,0(1, 1)
]}

, ������

��	
 � ������� �	����	�� δΔa−Δ̄a,Δb−Δ̄b
��������� �
�������� ���� � ��������
�
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��� ���	� �� ���	� � �������� '��	��
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��� �

H���(E�����	, s, q) =
{|Ψ〉 : Q̂k |Ψ〉 = q |Ψ〉 , (L0 − L̄0) |Ψ〉 = s |Ψ〉 ,

H�
� |Ψ〉 ≤ E�����	 |Ψ〉} ������

��'	�  �	��(�	�� )
����*����� ������"� �
� ��	
 � �	��	�� ������ ��
�$ �	�
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 �� �

��	������ �����	�(������� � �	��	�� ��� �� � �	�	
��� �#
���
�Q̂k� � χ �	�����,��
� �	�	�  �����	'�� ������ �� ���-�*��
 q ���� ����.��
�#��(���� �������� �� �������� �	�� ���� �	�����
��� �� ������ )��
�	�*
	�����	���
�

/��
 � ���01	�'	�*�	'�

 ����(�� ����	�������� �p > 1� � 2345 67*
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�������� ���
�+*
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 ����(������ ��
��$
 �� �=����� ����������'*
���� O(e−ML)*� ������� ��	
 L � ����	���� M ��'� ��� ��������������
�#���� ����"����� � ������������
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���.�����
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���� ��!������
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�� &0$1' 
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Kn,n+1(x, t) = φ��������(x, t) +
2nπ

β
n = 0, . . . , k − 1 &0$45'

������� ������� ���� ��� K �� �-�� � ���� x → ±∞ ���		���� ������� �

� 	� k ����� "�$ 6���� ��!�����"�� k �/������" �!��������!� �
 ��� ��"��
�/��� �������� �� ����������� ������ � φ → −φ �/�����

�� ��������$ 7����
�!� �����������!� �
 ����!���� ���		�� ������������ �
� � 
���*2� �

��������� �
 ����
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 k �/������"� �����	���
������ � �������� �/������" �����	��� ���/� 
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B(v)
n (x, t) = B(v)(x, t) +

2nπ

β
n = 0, . . . , k − 1. &0$49'

( k��
����� � ������ � ����!�� �����
 &0$:'  �;�������� ����!���	�� �����
�!� ������� �
 ��� 
������� ����
�� ����� ����� �!� ��!� �
 � φ ���������
�����
 < k�
��
�� �"������ < �������
�������

Qk =
β

2kπ

∫ ∞

−∞
∂xφ dx. &0$4:'
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 s = 0� q = 0 �
�	����� �
���� ���
�����
�� �� 	�������� 	��	���
���
�� �� �
 ������� ������	��� ���	 ε0 ≡ 0 ���		 ����� �
 l 	�������� ���
������ �
 �����  �� ��	�
� � �����
! ���
�"�� �����
������ 	������ ���	#�!�
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 ���! ����� �����
!�� ��������! ������
�"���������	� ���� ��������
��� 	��	��� � ���	���� 	������	$ ��	�%��
� ���	 � �	 B(1)��	 	��	����
�
�2m1 ��
���	�	�� $� �	���
�"���������	��� &��� �������
�	�� ���� � �� ��

�	 ��� �� ���
��	�
�		 ����� �
 ������
�"���������	� �������� "�� O(e−l)���
���������	�����"��	 ����� �'� � 	������
�"���������	� O(l−2)���	 � ���
�
�"�� �� �	 �����
������ �� � ��"����� �
�������� ����!���

(���� % �
 n �� m ������ �
�		 ��	�������� θ ������	��$ �� ����
��	��� ���
�"��	 Kn,m(θ)����� �� � ���������		

Ki,j(θ1) + Kj,m(θ2) → Ki,n(θ2) + Kn,m(θ1) θ1 > θ2 �)�*+�

�
���� �����	$�� �	 Sj,n
i,m(θ1 − θ2)����, � k�"�����	 ����-.������������ Kn,m

�� ���� |n − m| = 1 mod k� /������ ���'���	 � �
�� �� �
����� 0�
��	��1�	 2345 � Zk �
����	���� �������	 �
 ��!� �� 	��	%��
��� ��������"�� ��
��	�
�������	 Sj,n

i,m(θ) � ������	���� 	$� "�� �
 ����1� %���������	!� �%���

������ ������! �
 n��%���	��� Sn+1,n+1
n,n+2 (θ)� Sn+1,n+1

n,n (θ) ���� Sn+1,n−1
n,n (θ) ������

	$�� �������������� &
� ��������� �%���	��� 	������ φ �������� 	��� ����
�����	��� '�� � ����������� ����-.������������ �
���	����
���	���� �
���	���
��	��
���	�� ��6�1����� ����	�� �
���	�����	��
���	�� 	����
����
��� �����	$���
 ���� ������!� 7�
�����	�����
 �
 S��(θ) �
���	����
���	�� �����	$�� �1���"�	
��� ��� ���
 �
%���%� 2845

Sn+1,n+1
n,n+2 (θ) = S��(θ) = −eiδ(θ) δ(θ) =

∫ ∞

0

dω

ω

sin(θω) sh
[

π
2
ω(p − 1)

]
ch(π

2
ω) sh(π

2
ωp)

.

�)�*9�
:�� ���� ������ ���������� �� �� ���� �

B(m)
n (θ1) + Kn,n+1(θ2) → Kn,n+1(θ2) + B

(m)
n+1(θ1) θ1 > θ2 �)�*8�

�
����	 ��'�� S
(m)
n (θ1 − θ2) �����	$�� � ����-.������������ S

(m)
� (θ1 − θ2) �
��

��	��������
! �����	$�� ���� ������!5

S(m)
n (θ) = S(m)

�
(θ) =

sh θ + i cos πmp
2

sh θ − i cos πmp
2

m−1∏
l=1

sin2
(

m−2l
2

πp − π
4

+ i θ
2

)
sin2

(
m−2l

2
πp − π

4
− i θ

2

) . �)�;<�
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������������
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�� ������� �	����
��� l � 20 ��� � ������� ���������� ��������	�����
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 � 
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 ��������� ������� �� ��������
��� ���%*
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��� � �����	�
����� ��������� ����&���� �����
��� ������ ����� �����	�
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��)���
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 θ = {θ1, . . . , θn} �������� ,���������
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�
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|Kn1,n2(θ1)Kn2,n3(θ2) . . . KnN ,n1(θN)〉 θ1 > θ2 > · · · > θN 1�*3�2

dN ����� ��������� ���� ����� �������4 � 
���,���� ��&/������
�� ,��,/

ψn(θ)��� 1n = (n1, . . . , nN) �)������5 θ ��� ��� ������� ���������2*

+ 
�����������
)� ����������� ����� � ψn(θ) 
���,���� ��&/������
 ��

eiML sh θj
∑

n

Tj(θ)m
n ψm(θ) = −ψn(θ) j = 1, . . . , N 1�*3#2

��&�����
�� ���(��
 
� ���

Tj(θ)m
n =

N∏
i=1

Sni,mi+1
mi,ni+1

(θj − θi) 1�*362

�� N �	������� �	�����	���	��* 7���(���� L ����� �� 1�*3#2 ��&�������������
��
 	��
 ���	���� θ��� ��� �������� �� ����� �����,� � 
������� ���	������)�
������������
�� ��&�
 ��,�� �������,� �� ���)�)��

E =
N∑

j=1

M ch θj P =
N∑

j=1

M sh θj 1�*332

��
��� (����� ��* 0��,��&����� ������� ���& �(� P ����
� ������ �����
���������� ����
� ����� E 	��
 
���(���� ,���� ���� ����&���,)
 �� ���)�
������� �� � ����)��� �8�
�)��
��*

+ ����&����'�� 
�� 
��
�� ��������� ���	������)� ������������
 ������
������(���� ���������������� ������/������� ���% ���,�� ������ ��

(l, ε)(θ) =

(
2πN − δ(2θ)

sh θ
, 2 ch θ

)
N ∈

{
Z + 1/2 �����*

Z \ {0} ���������*
1�*392
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(l, ε)(θ) =
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sh θ
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�!�!�
 �� �������������
 ����������� 
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+� ������
 θ3 = −θ1, θ2 = 0 ���	���� ����!���� ��� ��
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�� /	��� � �� 1"$!23 ���	��� 
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〈ϑn|Vm |ϑr〉 = Ar
mδn,m+r ����� 〈n|Vm |r〉 = Br−n

m e
2πi
k

mn, 1"$9:3
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m = 〈0|Vm |r〉 =

1

k
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2πi
k

nrAn
m ��� !�

��
"
���� φ ��
���	#� ����� V †
m = V−m$ �� ����
%�#��

Br
m

∗ = e−
2πi
k

rmB−r
−m. ��� &�

'	����� �� ����&� �����%��	���� ��
��(���	#��
 �"��������$ ��#)

Br
m = B−r
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��� 
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,��
 �����# ��#���	�����-

Br
m = e

πi
k

rmF r
m, ���
 F r
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�F r
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1
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���* �
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 Δa = a2

8π
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G(a) = 〈0| eiaφ(x) |0〉 ���**�
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M

√
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p

)
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p
2

)
] a2

4π
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{∫ ∞

0

dt

t
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4π

t
)
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(

p
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t
)
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1
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���	 � ,����(��������	 ��#�%��
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〈0|Vm |r = 0〉 → 0 �� l → ∞ ����9!

:�#�� ���(
#��"�� �� ���#���%� ��
�#%���� ������7�* �%���	
�& ���� �������+
�
��'�������� ��%�-����' ����& ��#� l ������ ��#��%#��������

〈0|Vm |r = 0〉 = O(e−l) ��� ;!

��'��	�

�� ���� ����	
� � φ �� �� � β �������� ������� ��������� � �������
√

8π �������� 
����

� 



���������	
�� ���� �	������	����������

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

4 6 8 10 12 14 16 18

l−
2
Δ
m

F
0 m

l

m = 1

m = 2

m = 3

m = 4

m = 5

���� ����� ���������������	 
�	���
����������	��

������ �����	�
�� � �����������������

�� �

���������� p = 2/7 ��

��� � �������� ����

��� �������� �
� ���

�	  � ��������	�� ������
���� ��� ���� �� � ��������� ������ �������
�� !"#$%& ��'�(���� ����)������ �����	�)	�� �����# � '�
������ |ϑ1〉 , |ϑ2〉 , |ϑ3〉
	

��������� ���'�
�
� ��(	����������
 ����	�*������ �� An

m(l) ���
��+�����
!m = 1, . . . , 5&� ��(� l '������)���� 	�	��
��� �� !"#$,& 	�����������
 N (l)
�
���)���
	�	��
 ������

l−2ΔmF 0
m(l) ≈ (2π)−2Δmg

(
mβ

k

)
!"#%"&

��)��
���� ������� �
��
	� !Δm = m2β2

8k2π
� Vm ���	�� ���'�� �+
)	� (�
 
�&#

� (��� �
��
 
	������� ��'����'�����
��� �� "#%# 	�	� �*�������� ��)������
'�
�
��� ��� ����� �*� � ��
 �
��
� � -./����������
 ��	�*���� ������ ���
�����	
(	�# 0�� m���� � ��� ������ ���)�� (�
 �

��������� �� �
��
��� (���

���� ���)������ ������� � ������������ � �	� ������ �
��� �������� ����
� 1������ ���
*��� � -./�������� ������
	
	�	� ����)
�#

� �������� ����

 ���� �� ��������� �	
����	�� ��� 
������� ����� F 1
m(l)

�����	
��	� ��# � ��� ������ �� "#2# 	�	� 
	�������� ����
������� ��
(��  ����
������� 	

 � �	� ���������	
�� 
����������
# �� l � 8 ' 
 ��� ��
������	� �
����� ��	�	�	��
	�� �������	���
 ���)�	�����#

"2



�� � ������	 �
���������������

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

0 2 4 6 8 10

F 1
1

l

���� ����� F 1
1 (l) ����������	�
 	��
����
�

G(a) ������ ��	
�� ��������� ��������� � ��� ����� � ����������� ������
����� ���������� ��� ����� !"�#	 $��� ����� � �����������%� ���������&
�� �'�� �%����%� '���������� ������ � p < 1 ���������(�� ���������&
��������) � ��� ��& ���� '���� �����(����� �% ���*� ���� � �����������%� ��
�� ������ ����%�� ������& ��������� �������*� �� ������ ����%��� ������ �
�����������%� ����������� ����(��	

$���� '�������� �����(�� �� �	+	 �(��� �����,����%� �� �	�	 �(�� m = 1
'�������� �����������& �� ���������%� � �����������%� '��%%��������� ���*
�����) '������& '������ ��(( �����(��) E������ ��'���� ������ ������� �������
-./0*����� ��� ������	 1���2�)& ���� (������ ����,���� l ������ �� � ����
������� �)��� E������ ��'�����'��	 0 '��%%������ ������ ������������ ��*
��������� ��������� ���& ���� � -./0*� ���� ��� ���������(�� ������������
������� ��� � �����������%� ����,������ ������ �������& ����(�� �� '�*
�� �� ������ ����� ����� ���� ���	 3��� ��������2�� � ������������ ���& �
-./0*� ���� E������*��������� �� �� l ������� �%����%��� ����������� ��

a(l)
E

2xβ
������

+ c(l)

E
2xβ
������

+ b(l)
xβ = 2 − 2Δβ ��	�"�

����'����&� �� �� �	+	 �(��� ������������ �� E������ → ∞ �4��������� ���������&

��� ���������� 	
����� ��� �������
���� �
�� �
�
�
� ���������� ���
� ��� E������ �����

�+
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������ �� a(l) �

������� ������� ������� ��� �� ������
	
� ������ ��� ���	��
�����
���	� � ������
�������� ��	���	� ���������  ��� ��� ���
��!" ������
�� ������
	���� #���
	�� �������$" �� ���	��� �� �� ������ ���� �
���
�������" ���%���� l #&���������� �� �����
��������� �%����! ����
������
��������  ���� l���� � '()�����	� ��� ���&
 �
����	�$� *��&
" #�
������
��  +�,-$ #�
�	���� �����
! N (l) ������������������ #�����" �� ������
	
�
�������� ����� �

�������&� ��

A − B
e−l

l
 +�./$

#&�������" ��
���� �� e−l ������!� �� �������������	�" l−1�� ����� � ��

���
��� ��
�&
� 0����	���� �������	�� �����	
��� �� � #&������ �� ������
	
�
�������� ������ ��
 
����" �� �	 �� �

�������!
 ������ A ���� ��� ������ ���
���� � �	�������� ������ ��#��������!
 �������	
" � ������
����������
 ����

�	��
��� ����� 1����#��
�
	��
 ������������" ���� �������� ���	������� ��
������ #���
	� �	������	� � ������
����������
 �������" ��� �� ��	����2
�

��!������� ��� �� �
���� ���������

3���� �����	
��������� �����
�� �%������ �	 *�����������	
����

��
Φ1,3 �����	����� 4556� ���� � ����

�� � ����78���������

 ��������	�

����� ���	
 �� ��	������ ��
� G(a) ��������� ���������� ������ ���������	 ������ �	�����
�� ���� �� �!���"� �	����� 	 �������� �� μ� ���� μ2 �����#

+9



�� � ������	 �
���������������

��� �������� 	�
������� p 	���� �������� � ����� ������������ ������� ��	���
���������	����	����	� ������ ���� �� ���
����� ��!� ����� ��������"� ��� #�
�$���� �������� ���������� ������� �� ���������%� � �
����	�� ����&'�	$���
��$������ �(���%� �� �� �����������

# !���� �	�$����� ������� !����� ������������ ��(� � ���������	����	�
������ ��(�$� ������ �� �� ����������" �(� ������ �� )�� *�������� 	�+�,���
!����		� ��������� �� ���"� -./� .01� 2����� �����"	��� ��������� ��$�� ���
��(�� � �� �		� �%�" ��(!����������� ���

���� ������	
����

2���� � !� ������� � ����&'�	$�����$��� �(� ��(������������ ��	��!����
���3 ���������� ����(����� �(�� �	!�(������ 4������%�� �� ����� ��(� � ������

��� k ��	��$�� ���� ��	��" ������5���� ��� 	��� � �� � ����&'�	$�����$���
����(	��������(��� $� � �����	����  ����(����� ��$�� ��(��������� �� 6� ���
(���� �	�������	� ���������%�� ��� � � ������ �	�$����� �(������3�� ���
����� ��� ��(� �� � !������ ���������� 2�"���	 ��(��������� ��(� � k�!%(("
$�(���	�
��� � � ����	���
������������� ���	(�� ���� �	!�(��!%((�� ������
��� 5	���� �� � 6������ � 7����	 ����� ��!� �������� -�1 !�	������������ �������
���������� �����"	���%� �� 8����	�,	� ��������� �� ��� ��� 7���$��	��� ��(�
�	�%� �� �,�����
����� ��	�� ��	���� 	��� � k�
����	� ��$��� �%������"
������������ � �	�$���������� ��������������� *������� � 9�����$
���
��� -.�1 �(���� !�	���� ���

.:



�� �������

� 	
����	������

����������������

�� ���� �������	�
 �� ����������� ���� � ��
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��������	�� ������ �������� ����������
 � � ������ ��
��� ����������� ��
������ � !���� ���"
	"�# ��������
� ��
� $����%� �� �������
���� �$�
��
&��
�'�
�%������������%� ��&��
����� '��� � 
����
���� �$���� ()*+� �� ��������
����� �"		����	�
 ���
	�
 � ��
������
������� &��� �"�������� ����
�� ����
� !����� $�������� ���
�� ��� ������
��	�
 �'�
��� &���, 	���
��� ����
�
����� ��������� ��'�		 $������%� $���
&�������� 	�'������� ���������� -����
�� � �"����� .&�/�
��������� 0���� �������
���� �'�
�%����������
�����1
'��� �� ������� �#���������� �� ���
���� �$��������� �� &������ �%$��
2��
��������� ���� �� �����
�3����������� ��� ������
�������
�� �� ����
����#
()*+� 3�'�		� $�������� �������
�� �� �
�����$ ���
���� ����������	�
 ���
���# �$�
�%������ �� � ���
�
� �"���	� ������ %���"'�� ��
���$%��%��� ()4+�
'��� �� �������
���� 5%		��������� ()6+�

�� ��� ��$��� ������ �������� ����$�
�	�� �� ������� ��� ��  � $���
&��
����� �� �
������������ ���
���� �'�
 ������
���		 '���������� ��� ����'���
�� ������� � ����������	
�� ��
������
������� � 
��$��%	���' �'�
�%����
�������� '���������� ���������%��		 ������������� ������ �� ��
���"�	�
 ��
%��
��
������� �� ��������# ���� �� �
��������� ��������� �"�	�
 ����������
���� ����"�"�����

���� � ����		 ��
������

� ������'�
&��� ��
������
�������� ��

A =

∫
dt

∫
dx

1

2
∂μφ∂μφ + μ cos βφ + λ cos(αφ + δ) φ : R1+1 → R 0)��1

)�
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�������� ��	
������ ���� β �� α � ��� ������
���� δ � ������� ������ λ �� μ
����� ����
���� ��������� ����
���� ������ ������
�� 
����� ����������� � ���
�����
��� ��
�������
�������� ����� ������ !

�� ��������"�
 ���
����
��
 ������#
� � c = 1 ��������	���� ���$�� $���
 ���� �����$������
��
����
����"% �������

A = Ac=1 + A���� &' '(

����$�
 ����

Ac=1 =
1

2

∫
dt

∫
dx∂μφ∂μφ &' )(

A���� =
1

2

∫
dt

∫
dx(μVβ + μV−β + λeiδVα + λe−iδV−α), &' *(

���� � Vω = eiωφ �+��
�
������ ����� &�����+����������( �� ,- ���$�� $���


������� Û(1)� × Û(1)� .���/���� ������ �����

Δω =
ω2

8π
&' 0(

��$$� �� $�� ��
���� �1������� 2 μ = 0 ������ Mα� �� � λ = 0 ������ Mβ

�������
�3����
�� ������������ � ��������� ����
���

μ = κ(Δβ)M
2−2Δβ

β &' 4(

λ = κ(Δα)M2−2Δα
α &' 5(

����$�
 ����
������
������� �� &6 )6( 3�����#���� ������
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2 ���������
���� ��
�������
��������"� 
���
� �������" ���	������ ���
������������ �� ��������$�
 7'08� �����������
��� ���� �3��� ������������� �����
�#� 

• 2 �����$��� ��
���� ����������� ������������� �3������
 �������
���
���� � �����$��� ���������� ������
����� ����3������ �

β2 < 8π �� α2 < 8π &' 9(

���������� ��������� 

• :���$$��
��� ���� ��
������� ��
 �� ���������
���� &
�� ����� ���
�������
 �3$$������
����( ��
�������
��������"� $���������#
�� ��
��

�������
��� ���#
������" ���� �����
 �����
 � μ �� λ ��������� ����
���
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��������������� ������� ��������	� ������������� ���������� ������ ��
� ������� ��������� ���� ���������� ��� !����� ��

αβ < 4π. "#�$%

� ����������� ����� !��������� � !��� ��&����������� ���
���������

• � ���!��������� ������ �� ���������� � ��� ������������� �����	�
������ ���& � ����������	
���
� '() �������� !��������* �� ���������
����� ��������� �� ������+� �������� ���, �������� ��&���*
������

• � ������ ���
��� ������ ����������� �	��� ��� � !������ ���& �� α/β
!�����������& ��������� ���& ������������ -� α/β = n/m� ���� m �� n
�����+� ��+� �������� � −μ cos βφ − λ cos(αφ + δ) �������� ��������	�

2πn

β
=

2πm

α
"#�./%

���� �	����� �� � φ ��������� 2π/β �������� �0����0�0����� �0���� ����*
������� δ ����� ����������� ��&� ���&

|δ| ≤ π

n
"#�..%

���&�� � �������� �������������� � �0�������� � ������ ������������
�������������� ��������� �� ���������	� ���
���������� ������� λ = 0
������ �� ����� ���������	� ���
������ � ���!����� ���12����*������
n*������� ���������� ���& ��� �� ����� �� μ = 0 ����� m*�������
���������� � ���������� �������� �������� � ��������� �����& 3����*
� ���4 ������ �� 0�������� ��
���	������

α/β /∈ Q ����� ������ � �������� �� ��������	�� ������ ��������*
�	� ���
�������� �� �� ����������� �� ��������� '#5)� "#�..% ����
� ��
�� ��� ��+,�+������ ���& δ ���� �� ������ �� 
������ �������� � ��*
���� �������
���� �� �� ���� ��� ����	���������� �����������
"���&!������� φ �������% �� ����+��� ��&��	��� 6��� !��
	� ��������
���& � 789� ��� ����������� ��� ���� ����������� �������� ������
����� ������� ��� ��������� ���������� ��&�� ������	����+� ����������
� ����� ���&��� � ����������� � ��������� ������ �������� �	�� ���
� #�5� !�
������ ���������� ����	����+� ������&�� ����&���� ��������*
��� !�����������& ����� ���

#(
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������� �	
� � �����	��	���	������ � ����������������� ����������
�� �������� �
���� ������������� �	�
�� ���� ����������� ��� �	
� � ����
 ��������� �	����!�� � "#� ������ ��"� �������#���� � ������� $	���������$%
&���� � ��������������� ���
����	� ��'�� �������(�� $�� �������  	������
�� α/β = 1/2 ��
�
����)!! ���!��� ��
��

U(φ) = −μ cos βφ − λ cos

(
β

2
φ + δ

)
*+%,+-

$	������� �������% &��	� *+%,.- n = 2 � m = 1 ������� � �������	�#

φ ∼ φ +
2πn

β
l = φ +

4π

β
l l ∈ N *+%,/-

��	�	������ ��
��� ��
� ��	� l = 1 �� ,%  �"����!�� ���
�������	� ��	��#��
������� ��� ��������� �	��������� �������% &��� � �	�$������#�� �	� ����
�(��
(��� ����� l = 1��� ���������� �� ������	������ � ������ �����	��
�	���	���� ����$�� ��$ ��"� ���
��������!��� ��	�� ���!�� ���� � λ = 0
����������� ����	�# 2������� �	����%�

������ �����	
��������

λ = 0 ���!�� ����� ��� ��
������� ��������� ���� ������ � +%,% �!���
������# �#�	� �	������� �� λ > 0 � ��� "����
���� δ �������� �����%

• 0� δ = 0� � �������	� ��� �	������� �� � 0 � � 2π/β �������'��
����� �  ����$' �(���!�
 *+%,+- ��	��� ��
"���� ���� �������� ����
������������ ���������� �(���!�
�1 λ − (−λ) = 2λ%

• 0� δ = π/2� ���	� � λ < 4μ  ������� ������� *��
�� ���
 ��� �������
���- ������� ������� �
�������� � −λ2

8μ
�������� �	���� ��� ��
�� �

�(���!�
 0%

• 2���� δ ������� ����� �� �
�������� ��� 	�����#� ��
 �
������3 λ
�������
��  ����������� ��' ����!�� � ����������
���)�)�
 ��
����
�	����� �

2δe������ = 2λ cos δ *+%,4-

�� �"���� ��$"��� ���� ��������!�� ��'�����"� �� ��'�' ��� ���������%

�� ����� ��	�	
���
� l = 1 ������� ���������� 	� 
��� ��������	� 	 k = n = 2 ��	�	������
���� 	����	� �����	��	���

��
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0 π/β 2π/β 3π/β 4π/β

U(φ)

φ

2δE������
�������� �	
	�����

λ = 0
δ = 0
δ = π

2

���� ����� � n = 2, m = 1 ����
�	��

�� ����� � 	��� �	��
������ �� �������� ���� ������������	 ��� λ �����
����� �� ��	����� ��������� ������� ��� � ������ ����������	�  � �� �	����
	�����	�!�� � ���������� ����	 �� ������	�����	 "���� ��������� #��
�!$��
����� L ��"������	 � �������� ������ L2δe������ �	������� "�� �	������	��
�������	 ��"������	 ����� ���%	�� � �����������

������ �����	�
�����

��	� "�	� ���
����$�� � λ = 0 ����������	 ��� &������� ��	�'(���	����
���� ��� �����$	�� ������	 �� )�*�)� "�!������	 ��������� ����	� � ����"�������
���� ��� ��	� !���	����� �	���� ���� +���	��$� ���� �

K1,2(x1)K̄2,1(x2) x1 < x2 ,&�)*-

��	���	����	� ���������. /��� ��"������	 � ��	��� ��������	 ������ ��		��
��������� �� ,)�01- ����!�� ������� "$����		��� �#���
������ 2��� ���	 ��� ����
!��� ���� � "�	�� �������� (−∞, x1) ������	����	 � ��������� �� ���� �����
����	 $�� �� (x1, x2) ������	���	 � ���������	� �� (x2,∞) ������	���	
����� ����� �� ������	� 3�
� � ��� ������ ����	����� ����� �� ��� 0 �	�����
��	4������ � �������"$����	���#���
�����	�  � ���	��	 � ����	����� ����
��%	��� ����	�		�� � ��	4������	�� (x2 − x1)2δe������ �	����!� ���� � "�	�

&*
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��� ������� ������� ���������� ����� ��� �� � ��� ����������
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��� � ����� �

K̄1,2(x2)K2,1(x1) x2 < x1 ���� !

���"��������� #����� $����������%�� ��� ���
��� ���� � 	�����%���� %���	&
�������#�� � ��� ��������� �'�'��

U(x) = |x|2δe������ x = x1 − x2 ����(!

�������� 	�������� ������������� ) ��������� ��������� *�+, ����������

U��̄(x) = 2λ cos δ sin2

(
α

β
π

)[
|x| − tg δ ctg

(
α

β
π

)
x

]
. ����-!

) .���� U��̄(x) 	�������� � 	���������� �������/� .���/�� ����� %����� #���
��� %������ )� ���/ ��� �����! ����� ������� ����0��� ����� �� � ������� ���
����������
� �%����1� �����%�� ����%% 1&���� %����� 	��������� ��	���� δ = 0
������ ������ �� � �������� δ = π/2&��� ����� 2� ���.���� � #�������������
������������ ��	��� ����%%� ���������������� δ = π/2 ������ � �����������
��������� 0�� � .���� ��#���� ��� �������������

������ �����	
������

)� ����� ����34�����&��� �� ���/ ������/ �#���������#�� ������0����� *5,�
0�� ����� �'����� � ���������� 	����������	%�� ��"�������
�� � 	����������&
�����%�� ����0���� ������� ����#��� ���������'��#��� ) ������%% ������/�
�'������� ������� %������ ��� ��� �����������������

• 6� δ = 0� � �'������������ ��������� �����! ������� ���
�%�� �������
δm2 = ±λβ2/4 � ��� �������%���

• 6� δ = π/2� ����� ������ δm2 = −λ2 β2

16μ
���������7 ������������ ��&

	��� � ��������� ����������
� ������

• 8�������� δ ��������� λ/μ � 1 .������������#�� ������� ������ �

δm2 = λ
β2

4
cos δ − λ2 β2

16μ
sin2 δ ����5!

��������� ��	
��� ���� '�������%�� ��� �� ��/�/ ��� �	������� ��������

� 



���������� �����	
 ��	

������ ����	�
������	

� ����� ���������� � �����
���������� ������������	 
�	 �
�����	� ��	����
��� δ = π/2 
������ ������������ λ < 4μ � ��������� ������ ��� � λ �!"
��������� �� 
����� �!�����# ��� 
���
�
 $��� ��	�% 
�� �� �	��� !�����
λ = 4μ"��� � ��� 
���
�
 �&&�� �� ������� ��� �� � �!���� ���# &'& ����
��(

���
��������� �� � 
������ ��	����� ������� ������� ������� � 
���
�
 ��� ���
)� ������� � ����� ���������� ��
�������� ���&��� �� ���# ������# �!
������
������� ��������� �� ���	���*� +�� ������ ������ �����, � �����
���	����� ��"
���������� $������ ����# ��� ��� λ ������� �!��������� 
�	 -��� �� 
���
�
�

�	�� � $��% &����-������% �� � ��		���-�.� ����� ���������� ������� $�!"

������� 	����-��� 
���������� ��&������ ����� ����� 
��%� )��� ���������	


������������� �����
�������	� ����. ������
+�-��� �!���� �� 
��������� ������ ����������� �		�� ��� � ���������������

�!������� � &����-��� �!�����#���

Aφ2 + Bφ4 $�/%

����'� 0����� �� ����� ��� � φ4"��
���� ���������������� �� 1���� �����	����"
���� ������ �� ��	������ ����� � ����	�����-��� ����23�	���"
�������� �� �� ��
��	������ 
�4�
���� δ = π/n ������� 
�	� ����	 � &�	��	��-�. ���

��	����,
��� ���
������ �����
�� ������	����� ��� 567�

���� �����	
�

 ������ 
��

� 0�8� ����	�����-��� ����23�	���"
�����	� ���. �����
�������	 ��� "
��� ��
������������ �� ���2��9� ������������ ���	���	�� ������ ��	
�� &�"
���-������ ����&-��������� �� "�� -����	� ����23�	���"
����� ��� ������ ��� 

����&&��, � $��% c = 1 ������ ����� ��
������ 
��� ��&��� &�	��	�������
��� ���!��!�# �	�����-���'� �� ������ ��&��' &�	������� &����-�������

������ �����
��
��
����

� ������# ���
&���� ��� � V±α �� V±β &�	��	���. �&�	���	�� � �������.
c = 1 ��
������� ������� �&�	���	����� ���������� 
��� � $��% ������ ������

�������# $���% ��
&����:���� ������ ����� ��
�������� �&�	���	�&���	�
��
� Vn,m ��	��4�&�	���	�� �����	
 -�������� ��������( � &	�
�	 ��	�� �����	

�'� ��� �� $��;% ���� 
��� � ��
&����:��-�.� ����		� $��/% ����
��� φ �� χ
����	# ��	
�������� :� ���
�����������

r = k

√
4πn

β
= k

√
4πm

α
k ∈ N $��%

<



�� � �����	�
	���� ��	�����������	��

������� ���	 k �
 �� ���
����� ������	� ����������� �
�� 	����� �
����	 � ����
���������� ����������������		�� �������
������  
 ���!	 ����! ��	�������
��
���	��� ��� ��	"��� �
��� k = 1��� ��	��
�"��� ��� �

φ ∼ φ +
2πn

β
= φ +

2πm

α
#$�$$%

#��� &�����"� "��� �'����!% �
����(������ �	�	 ����  λ = 0 ������������
����� �		����� ��� n��������� � μ = 0 ������������ &���� ��� m�������� �����
�����������		� ��&"�� ����
�� ��� ����� �
���&�� ����
�� � �������������
����		 �������������� )������������� ����� � &���"���	� �&������������

V±β ≡ V±n,0 V±α ≡ V±m,0 #$�$*%

����� �
����(�����"�� +

�	 �������	 	�����,� � ������ �
 #��$-�% ��
����"�
�&���������� ���
��	��� ��		��� ��. �
 ��	����� �	������� � ���""��
����� ��
��
��	�����
� �
��� � ��������"� ��	��
���� � ������������ ��� ������	�"��  
/�	���������� "������� �
 #��*0% 1����������!	 �&(��,� �	� ���� � k��������
����		 ���������

2�� ������� ��������
��� ���� �
 ���������	�� �������������� ����� �	���
���� n, m → ∞ ������������� ��� +���� � ������������� ����		 /�	���������
��� ��� ���&����3��	� 4) �
���� ��
��� #���
�� r → ∞%� ���� �	��������
��� Vω,0 #ω ∈ R% &����� ��� �&(� �	� Δ±

ω = ω2/2 ������ ��	�����	� +��!	 �'�
�����
!�� � 567 ��� �	��	��
���� ��� ���� ����
!	���� ����������	�� �	���
�	�������� �����	�� ��� �		�&�� ��	�	���� � /�	������������

������ �����	
��
���	
�

 �����
��� ����� ����������� ��� L ���,	��8 �������� ��
���	�"�� ������
� #$�$$% �
����(������ ����	�	!�� �

φ(x + L) = φ(x) +
2πn

β
q q ∈ Z #$�$9%

���
�&�������"� ������	����	� ���"� �� ���  q ����������	 �
��� ��� �
 �	�
��	�� �,	'��'
! �
�������� �(���
�� � ��	��� &���"���	� 615 ��� ���������
��&�	����� �'	�����  �'�����
!����� ��
���	� &���	������	 ������ �
,������
���������� �����	��
� �� �
��� �
��"���� �	�����! � q = 0 �
����� ��
���	����
 ���""��� �����	��
� �
�������� ������� ������ �		�&�� L0 − L̄0 :�����
�
�&���� �� �"		��

 �"�����"� �
��(�������
 �
,������� ���� �������� ��	���
"�� ��	����
�
 ���������� �� � ����	������� ����� �(����"�� ;�� ������
���� ��	��
��� ��
������< �
 Mα �� �
 Mβ �
�	�����'���� =�������! �������� ����
 ��	��
����
�� �'
'� �"�����"� �������� �(����"� ��
�	�� � ��	��� &�������������������

$-



���������� �����	
 ��	

����� ���� ������� ����	������� ���������� ��	
������� ��������� � 
������
�������	���� ������	��� �������� ��

M =
Mβμxα + Mαλxβ

μxα + λxβ
xω = 2 − 2Δω ���� !

��������	�
 �"
�������� �� � �������� �����#$�

η =
λxβ

μxα + λxβ
∈ [0 ; 1] ����%!

#
���$���� ��
����$���� & '�	�
���	���� ��(���� ���� M �
�� 
��� ��
�� η = 0 �� η = 1 ����	��������� 
�������( �����	� ���)*�	#���
�#����� Mβ

�� Mα �"
������� �"�"��� �� � '�	�
���	��	��
��� 
�#��� ����� ��	
�������
������ ������� +�������� �

D =
(1 − η)

1+ 1
xαxβ

κ(Δβ)1/xβ
+

η
1+ 1

xαxβ

κ(Δα)1/xα
����,!

���"����� � �������� �����#$�

μ =
Mxβ(1 − η)1/xα

Dxβ
λ =

Mxαη1/xβ

Dxα
����-!

������� #
���$���������$�� �� � #
���$���� .�
������'�	���	 �

Ĥ =
H

M
=

2π

l

{
H��� +

(1 − η)1/xα

2(2π)xβ−1

(
l

D

)xβ

[Vn,0(1, 1) + V−n,0(1, 1)] +

+
η1/xβ

2(2π)xα−1

(
l

D

)xα [
eiδVm,0(1, 1) + e−iδV−m,0(1, 1)

]}
����/!

������ ���� ���� ���� l = ML � #
���$���� ��	������ Ĥ ����
���� Ψ ����'���
��� ��	���$ ������	������ 
�� � ��	����� �0�������� EΨ(l)���� ���"��0�� �����
EΨ(L) = MEΨ(ML)� &� �"����	� '����� ��	���
����� ��� ��������1

E0(l) ≤ E1(l) ≤ E2(l) ≤ · · · ���23!

4 	"�#���� �"������( '�	��	����� ��	
���� ��	
������� 
$#�� � '�	��	���
������ ��
���� �����
���� �����	� ���)*�	#���
�#���! �"
������������ ������

�����$� 
��� ���	� � 5�64��	�#
�������� ���$ "���������0� ��(�� ��
'���
���� ���� � �"
���������� �0�"�������� &� � ���� ! ��������������� ����
�����
���	����� #� �� �������0� ��� ���� ���� �� ���� ��#���� ��#���� ���0����� ��� �
'	����
��� � 
����� 
�#����''�� ����������	� ���� 
��� ��
�	��� '	���
	�
 ����������	� ����� ��0����� 5�'����������� ���	�� �(��� ������7������
��� � �� ������
����������� ���� � ������ η ���	�����
�� �������� '	��	�

��
��#��� ����'������ ������� �#����� 
�#� ���"����� 
$#�� ����������$��
�� � ���
������ ��	�� ��
 ��������� ��� 8����9 ���
��� 
����� ��
�	���
������������� �������������

�/



�� � �����	�
	���� ��	�����������	��

���� �����	
����������������������

��������� 	
���������������� �����������	
����������������� ����
�������� ���������� ����������� ������  ����!����" #� � ������� ���� ���$���
���������� � � � � ��!��������� �����������%��  ���&���%�� !�����' �� ���
����� ����$������� �����(�����)� �������' �������� ��&��(!� ����� �� ����� ���
������ *������������ ����������' ������� ��������(�� �������&���)� ������ ��
������������ ��' �������� *������ �� ����� ������� �����������!�� ��*����"
� ������� %��������� � + �**����,%�� ��!��&���' ���%% -��� � ��)������
������� �������� %�!��������� ����$�������" �� ��������&��(��� ������%�� �
�!������������� !��&��� ������� ��� ����%(� ��������	 �� �**����,%�� ���
�����*�( . ����,����"

� �������!��-��� ����/0����������� � ��� ����������� *����-������ ���
��*���� ���-�����&��(���� ����� ��� *�����%��$! ������������ �����������" �
� !�����( ����������%�� �� α ����!��-���1 ����� �������)� *�����%�-�����' ��
� φ ���!������ �������� ��������!�� �� � δ ���������� ����2�������!�� ���������
���%(� �������3�� �����*&���� � ����� ���������%�� &������&��� ��������
��"

� 4+"567 ���%�����%�� A��� � c = 1 ���%�� %���� �������' ����%(� �
Φ(x) = : cos βφ : ��������&��� *�����%�-��!�� ��� -��!��� ����/0������������
���$���� ��(" 8�� *�����%����� ��!�%% 4+"57 ��������� � Ψ(x) = : cos(αφ + δ) :
�*��������� 4� ������� ����������� !����,�*�������� ����!�� ������ 4�"97 &��
�������� �������7" 8� � ������� *�����%�-�� ��� � ��� ��������&��� �������
!��-��� ��������� !����' �� � ����������*�����%�-������$��� ��������������
���������� �������' ���� � �������� : Mβ ��������� ���3 : ������ ��)������
������������ ������$�&�����"

� 4+"597 �������%�� 4+"557 �� 4+"5�7 ������)����� ���� !����!� �

δe������ = λ 〈0|Ψ |0〉 4�";57

δM2
b̄a = 2λFΨ

b̄a(iπ, 0)δma,mb
4�";�7

������������� ��*��� λ ����%��	 �� ������������ ����' �����!�' &��� �� �������
� ��������,

M2
b̄a = m2

aδa,b 4�";;7

����1 !���" 8��� ���&���������!�� ���$�&��� �� ������,������-�� ��' -��� ����
���� !�������' &��� � �����-���� ����� ���!�������� ����� � ��*���������� ��
�������������� ���� �� ��*����� ���������� �������&��" <�����' &��� �� �����
����� ������� � =��� �����)��( ��������>' �� !����������%�� �

δScd
ab(θ) = −iλ

FΨ
c̄d̄ab

(iπ, θ + iπ, 0, θ)

mamb sh θ
θ = θa − θb 4�";97

��������� ���	�
��� � �����
���������������������� ������
�� �� 
�������������
���������� �� �������� � ������� �� 	����������
 ���� � !"#

;.
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�

�� ���� ��������� ������� ���� �� A0 n	��� ��� ��!��� "������ � "����# ��	
�$�%����# n !���

〈k|φ(x) |k〉 =
2π

β
k k = 0, . . . , n − 1 "��&'#

�����!�����(  �������� ���!�������� %� � �)�$�$�*  ������� �$�$�� ����	
��� �
��������� ����� �����+������ ,�%�� ���!�� ����� |k〉  ���������
����
�)�$�	�)�$� ������������� � 
�������� ��������� %� �� ���� � �������� ���	
���� ����������� ����
������� 
%�!��� � ����� %
)�* �%����*��� ���

�� ��-��� ��������� ����������� %� �)�$�$��� "��./# ���
��� ��������� ����

〈k|Vα |k〉 = e
2πiα
β

k 〈0|Vα |0〉 = e
2πiα
β

kG(α), "��&-#

���*� "��&�# �������������� �� � |k〉  ����� �������������������� "��.# �����

δek = −λG(α) cos

(
2πα

β
k + δ

)
"��&/#

�!�!��� 0������� ���� �� A �%����� ������ ��!������ ���� ��� �����  ������
����!� � �������� ��� *� ���������� ���� ����
������  ������

1���������!*� ���� ������� ���!�%�� ��
���� ��

U(φ) = −μ cos βφ − λ cos(αφ + δ) "��&2#

���������� 
��������  ������!%�%���  ����������� ��� λ = 0 ������� � 
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-��� 	 ��	
��) ��
��/�� -	����
���	� 	������� 	
 ��� �����
� ����������� 
�������

� ��0� ���	 	
 ��� ��� *�	��$� ���))� (������, �����
� �����������������
�)�	��	 �� δ (����������� λ̂ ≈ 0.01 �������� 1
 	 �������������� ���$��
��
��/�� ���� 	 *��22, ()�$	������� �	���������� ������� 3 	
	
 δ > π/2 ���
3 	 ��� �����
���� 
������ ������ � ���$�� �����
���� 	 !"#� � %%&! 
������� ��������� �	� 	
 ������	������� ������
�	 ��	�� (�������� �	��4
5�������� ����� ��
���� -��� 	
 ��� �����
� �����	� ��� �����	 �	��/�����
� ���	��	�	����� ����� 	
 ������$� ���	� ���	���	 �����

� ���� ����)��	�/� �	��������	� )��	�/�� �
����-����� 	 !"#� ��/� 
������ �	���� 	$	���	� 	 μ �	����� ���	�$��	 ���	���
�	���� %%&! ���$�� 
�������� 6�� �����
����� Mα ��������� -	
���)��� 	 �/

���� ���������
��$�� 	

μ̂ = μM
−xβ
α *��07,

$����
����	�/���� �	����� ���	�$� 
������� � ���))�������	 ��������� 	 ��+��
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��� ���������� �α = β
2 � p = 2

7 � η = 0.02�

� �������������� ��������� � ���� ���� �������� �������������� ���! � ���
�	 �� ��	���"# ���
�����	������		�� ��	��� ������ ���"��� ���!�� �� ��!���	�
��� ���!���	�� ������� ����� ��� ���
��� � ���������������� ����������
�
η �$��%��!���� �	 ��� � �����	 η ∈ [0, 1] ����%���
��� �� �� M ����������
�������!	���� ��	�����
�� &� ��! ��	�$�� ��'� ���� �� ��	���"# ���
�����(
	������	 ��	����� ����	����	�� �� ��� ��!���	���

)		���������	������ ��������������
� ���! � ������%�����	 	���*+�"��(
��"���� � ,-�&( �	 �� ../, ��"	�� ��!���� 	����� ������������ �	
� ���
����% �������!����� ���"����� �����	 ��"���!��� %����� 0� �
�����	���	� �$����	�� ���� %��� ���! 	�$�	��$�� ��� � ��'� ���������� �
����	������
��	 %��	��������� ,-�&(� ���
�� ���������� ��!�� ����������(
��� ������� ���!����� �$������� �������� ��"	�� 1 �����! 	�������		���
	
�	 �%�������% ����������	��� ��������%� 1 ��� ��� ��"������	$����

���� �����	
�����	� ������	����	

&� ����� ������� ��"���!����� 2345 �
�������	� 
��� ������ ��� �� ��"����(
��� � ������%�����	 	���*+�"��(��"��� �����	����
����� ��! �$�������
%��	������ 23�5 ���! � +��"	���� �	 6����7 ����� �������	����� 	�������		���
	
	�������(�������� ��������� 2335 ��	����%� � �������������� ��������� ���(
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���� �������� ������ ������ ���������� ��� ������� ����������� ! �"�!
������ �������	 � ����	 ���#���	��$ �� ����� �� ����%������ ��%���� �����	�
	 % ��#��  ������$ ��%�	��� E������� �	 &������ ����'��	 	�(�	�%�	 )*�+�

������ ����	
���	
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! ���		���
	 ���������,� 	 ������� ��	� )*�+ ���� � ��

L0 =
1

2
∂μφ∂μφ − μ0 cos βφ − λ0 cos

(
β

2
φ + δ

)
���-.�

/�%��%��	00	�%%�� ��&�� �1
� �� ����2$ ��%� α = β/2 � ��	�� 	 �#������
λ0 = 0 �	���� ��		�����1
� � ��%��� ���	 	���34������������$ �������
	����
�� ��

M0 =
8
√

μ0

β
���-5�

�#��%0 	��������2� �	 ����	��������2�$ �������� ��������	�� 	�� ����%�6��%���
� 	�2�  ��$ ������ �#��%�

m = 2M0 sin
πω

2
0 < ω < 1; ���78�

�9
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������ � ���	����
 ���	 ��
������ ����� �� ����� ����� ����
����� mn ����������� �� ������ ���	����������� ����������� � β → 0 ���
���
�� �	 � �!�"#� 
���	��

μ ∼ β2
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�������

����
 �
������������� �	��������% ���� μ�� μ0���� ���	�
&����'�� � �
 �	 � �����
�� �	�

� ��������	(��
 ������ α = β/2 ����� ����
����
�	 ��
� �
 � ��������)

φ ∼ φ +
4π

β
�!�$!�

���	�
&��
�� �������� ���% ����� � !��� ��'������� ��
�	�)�	 �
��� ��� 2�(
����
������ ������ ������ �������	�% ��� ��
* ������*��� � 
������ �	� � +�!, ���
�
����� ���� �������� δ = π/2 ������� ��

m(�,�)
n = mn ± 2π

λ0β√
μ0

[
1

β2
sin

(
n

β2

16

)
− n

16
cos

(
n

β2

16

)]
+ O(λ2

0) �!�$��

')
������ 
������% ���� - �
 . �� mn 
��	� /��

�01 ���	�� �
 /����1 �
����
������*� ����	* �����
���
�� ����� -�����)�	 ��� λ0� �	 ��	���
 ����(�))�
��	 
�)% �&� �!���� ����	�  �	 �� �
�� �	 cos δ = 0 ����� ���2	* ��	���

����(�)� ���

� �!�"#� 
������	����� �����
�	���
���� � ��	�� ����'���
 �����* �	��� �

δm
(�,�)
n

M0

= ±16π
λ0

M2
0

[
1

β2
sin

(
n

β2

16

)
− n

16
cos

(
n

β2

16

)]
= ±πn3β4
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λ0

M2
0

+ O(β8)

�!�$��
���� � &���)% ��� �

λ̂0 =
λ0

M2
0

�!�$"�

����	��)���	&���� (
�����
� ����	�)���

δm
(�,�)
n

M0

= ±πn3β4

768
λ̂0 + O(β8) �!�$$�

�)��	 ��'�����* ��� � ���	���������� ����	��)���	 (
�����
�

λ̂ = λM−xβ/2 xβ/2 = 2 − β2

16π
, �!�$3�

�� � 
�������

����
 �����
�� �	 λ̂0��)� �� (
�� β2 ����
�  �����	��� �	
�� ��� 4����� � ���

����
 �
 � ���	����
 ��������(�)� ������� �����
�  ��
����
�����'�� � ����
�  �	�2 ����(�)
 ����� �% �����
 � �!�$$� �������
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β
|δm

(�,�)
1 |
M

√
4π

2.5
0.0165λ̂ + · · ·

√
4π

2.2
0.0276λ̂ + · · ·

���� ������	�� ��������		���
	 ��	���� �� ��	� ������� �����������������

β���� ������ ����� ��	��������
� � �����
��	 ��������� �	 M0 M �� �	 λ̂0

λ̂�� �	����	� 
����

δm
(�,�)
n

M
= ±πn3β4

768
λ̂ + O(β6). ���� !

"��	����������� �� ��	� �������� �n = 1! ����
� ��������� � ��#� �����������
������$ �	�����	������

������ ����

% &'�% (����		���� ��� �$��� �)����*�+ ���, �����	-�	� � ����� ���	���
��� ����	������ ����,����� .�,�	�� ��	��� β ������ ������� ������
��+ ���
�,�	��� ������������ ������,��+ -�, �����	 E������ ��	������� �	 ���,���
(����		��/ �)������	� �� ������	����� 0�	�	�� � ������ (����		�������
������� ����������� ��������
� � 1���������� ��� �*������� �����+ ���,��
�)�)�� � ������	 �(��������� ����	 ����2����*�+ -�, �*�������*� ���������
�*� �� ����*� � 1���������(���� �������������	���

�������� ���������

% δ = 0 �	����� � (�������� ��	 ������� � �����	 ������ �	! φ ↔ −φ 	�������
����� ����������+ ����� ����������� �
��
� ����	����� � 1���������� (��	�
�	 (������ 	������� .���� ��	� ��(�	�+ ���, /� ����	� ����	��
��+ ���,��
��������� (����	/ ������ ��������� .� � 1���������(���� 	����������� ���
��	����	�� ��� �����,�	����+ �	�� � 	����������� ��������	� ��,*�����$��+ �	
��� �� /� �������
	 �����	���	� �)���� ���������*� �	� % ��	���� ��(�	��� �
��� 	����� �������������	�� �� �*�������*� ������*� ��+ �� )		����	*��	 
���
������� �	 � ��� 	������������ ���� ����
��� .��� ��	���� �������	� 
��� ����
��� �-�
�� �����+ ���, E��	
�� ����	���� �����	� 
��� ��� 18000 ����(���
�	 ���,�	 ������,���� 	��������� � (����
��� 3*������� �����	-��	����
	������ �� �	+ ���, λ̂ = 0 ������� ��������� �� )		����	���-��	� �� ������ ��
����2�������� �$	��������+ � ������	� ����� ������ ���*� ��		����(�
� � ���
���������������
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 	 �����
��
������� ��������
�	��
�

���� β =
√

4π
2.5 � δ = 0�

� �������� � ������ � !"�# "$"!% #� �!&'% � ����("�) � !�(��*�) (�"�"+��
(,�
 � �!�(��*�-', *!���-��"��� �(�) � �$( ������ !)!�%'��.�.�$%! !"($�#�$
��"'�� !))$"/�%�� �0"1)*1 # �!�!&!��$%. �������)�"�� (��(� )�� +�  �2��
�$� � ��2�� $�0"# "$"!% #�+1 � � ���"� , (��(���)3*�)
 λ !"#2!"$)!� �!%��"�
(� (�(��� � �$( �""���(-��"�& � !�!�$( �!%-�!�$"'4

m
(1,2)
1 (−λ) = m

(2,1)
1 (λ). ��
���

� -��(�"�� β =
√

4π/2.5�!� $�($�$)$" � ��
��� �����/����"�

δm
(1,2)
1

M
= ±0.95393λ̂ ��
�	�

!"�# �!)&. (1�!%����!�-',( 2,��"� � ������&�(�� �'$�($�!"$�$( �!&'% ���( '�
� �
�
�
 /!2! !(*!) 5�(�� �"��2�) �$%!  0�
 � !�!&�$)3!�!( � �
�
 (�*"� �(
(��(�"��  �
 � �$�( (1�!%$�($�!� )�%3�) � $�!) �1�!('� � /���/��(����!�(���
*�-',� ��5(�� !"�# �!)&. 2,�"�(�(� &! � -��(�"��' �""�)&, )1�!"$�$�!" )#)!� � 
!"($�$�!� '�
 6$ !)/!��# /!"($(!"! $�� +�%3 ! !� � ��%���** �!)&. ����!�-',��
)�� (�&+�(,� *!� ! $�( (!�')(�0� � (1�!%�0"1)*�$%!(� �!"3*#" ��
��� �'�(( �
����� �!)&. ����!�-',� �'!�)!�7 � !%3! $� ��",*�) �����" 2�**� � �$�( (1�!%�
�0"1)*�$%!� � �����2,�"�((�" � ���� *!-�0"( +'*�2�)� *!"0" �!%!%3! )!�
� (!"2!� �' �%�"( λ̂ ')(!���""���)
 � �$�$�' !�!&�$)3!��! (1�($)# '""!� ($��!"
� ��
�	��*!"' !%30((+�(, $�($�$�! �

0.95441 ± 0.00032 ��
���

�� ��������	 	
 �����	�
����� E����������������� �� 	 ���	�	� �����
� �	����������
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λ̂ m+
1 m−

1 m+
1 − m−

1 ������ m+
1 − m−
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±����� ������� ������� ������� �������
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���� ������	�� ���������	
� � 
�	� ���
��� ���
�
��
 �����
� �����
� � 	����

������
��
� ���
���������������� β =
√

4π
2.5 � δ = π

2 �

� ��!���
� �"#"��$ ���%� �� &&'� (#	��� )**� +	�� )**� ,�-% �.!/� �	���
0)*�� ��*
 � � �!� �
��	 �1���
	��  �-%	2-2#�$ ,� � �� �� ��"�) %����

3		��!��(/� � ������ ���		���
	 4�+	�)		��� 5�#44�4� � �)��-�6�3��-�����+�#�
�-%/��,��#(� ±1$ ���%,�� � �!� �
��	 �1���
	�� 0.05  �-%	2-� "7 (2
�)���
�" ��$ ���� � ���� 1%��	 *� ��		2--�� �)*�	 �	 ��-�) ��

����������	
 ��������

δ = π/2 �	��) � *�(��+�#,�� �

φ ↔ 2π

β
− φ ������

	�������2� ,�	� 2�,��(
� ���� � *2�	� �+� )	 � *2���� �−� 	�����4� �	
�-%��-% !2�

��� ���2�
 �$ � ,���2(
� �����# �)��-�6����$ ���%�� �3��-��� β
��6�6 	����	�4� ,�	� 2�� )�)�� ������� ��	� � ���� �24�2���4� �2�,��# )�)���
��� ��*(
�� 8-%�� 	����� 	*���
�� 	�� !2������ λ̂ ��6(��) �� ��-��".�2	2!��$
!�-%�	 �� m±

1 �3��-�� λ̂ *2�	 �/--!) %��� 9� " �� � �) %$ �� " � ���� �24�2���
�"���� �������� � ���� �24�2��� 	��� �� �)�)�7 �� �2�	 ����+�# �)���)	)��

:�-% 	�2�	��7	.�	/� �	 ��� �� ��"�) %�$ � λ̂ ∈ [−0.05, 0.05] �����2 %�
4� �)� �3��-)�)���� ����		�/� ��

m±
1 = m1 + a±λ̂ + b±λ̂2 + c±λ̂3 + d±λ̂4 ������

�/--!) %�; �� ����	��)	�� ��"�) %�� � ���� �24�2���4� �2�,��#�� <		��,�	� �.�
�2	�)**� $ � ���� �24�2��� ��	6 	�� a± = ±0.01654��� (#	��$ ���% �)�  �-%	2-�
� ""�� ��-,���"(� �� ����	��)	�� 4��� %���� 	2-2�� 9�!�� � !��	-2�� *���)���

��



�� � �����	�
	���� ��	�����������	��

a+ = 0 ± 0.00010 a− = 0 ± 0.000054
b+ = −7.606 ± 0.018 b− = −7.625 ± 0.011
c+ = 0 ± 0.054 c− = 0 ± 0.033
d+ = −152.4 ± 6.9 d− = −149.5 ± 4.4

���� ������	�� ����������	
���� β =
√

4π
2.5 �� δ = π

2 �����
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����� ������� ������� � �������
����� ����� ������ �������� ������

����� ������� ������� �������� ������

���� ������	�� ���������	
� � 
�	� ���
��� ���
�
��
 �β =
√

4π
2.2 � δ = π

2 �

������� ������ � ��������������� ����������� ����� � ��!����� ���"# �$���
���������%�&� ��� ��!�����'����� ������ �(�)����!��* �� ��+�+ ����������
������ '�!� � ���")���� ��'��� ���������� ������� ����!���� ,�!���"�����
��� ��-�����'��-(� '�!� � ������ ��.�-��� ��� ��$����� β4 ���"�! �� �����.�!$�
/��0 ���"�� ��$���� ���� �1(�+ �)$����������� ��!���"+-����+"��� 2 �)$�����+
.�-������� �������� ��!.������������ �� ����������-�� ����

2 ����!�+�)��!�� $���!������ ��$�!���(� � %������� ������! ��!���� β =√
4π/2.2 ��������� ��� 3�! �� � ��"��� �� 9 ����!�+$�� ���"������� $�!��� �����

��� ������ ���������������4 � �)��!������%�& 5567� �����$� ���������� -&������
)����$��$� � �$������� �8��������� ����� ��'��� �������� �"&"�� ���")�����
2 ��!���� β ��� �� -������ '�!� � 79:2 ��������� ���$��!�� "� � 1�������!�
��! ;!� �� ���! � .����'�� '�����& ����;��� $�!��'�-������ ���� ��� � ���� ����
�������� .�������� ������ ���"������ $������ ���� ����������� �� ���� ���������
�����-��� 2 ���� �������� ����"�� ���� a± = ±0.02758��� -&��� � �)��!����
���%�& �!�(��'��&-��� ������ �� ����������� ����� ��� ��!���!���""�� ���������

��



��������		���
	 ����������

a+ = 0 ± 0.00008 a− = 0 ± 0.0002
b+ = −6.076 ± 0.017 b− = −5.966 ± 0.021
c+ = 0 ± 0.053 c− = 0 ± 0.11
d+ = −63.3 ± 6.5 d− = −77.3 ± 8.6

���� ������	�� ����������	
���� β =
√

4π
2.2 �� δ = π

2 �����
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	 ���	����� ������������ ������� � ����	� ���� �������� 	����
����� � ������ ������	�� �������!� � "#$% ��������	 �����& � ������� ��� ����
� '$&(() �����! ���*� β4 ���+� �� � ����� �����! ��*��	 ��� ������	 ���
��� � �����& � ������!�,������� 
�����	 � 	�������		���
	 	����������������
� �
	���� �
��*���	����� � �������� ���� �� ��� ��	�� -�������� � �������
����� �	 � 	��������,������ �� � �����
�����.� ���& β2 ����� ��	���� ��
�����	 ��*��	� �	 ����� � ������ � ���
�� ��� ��� �����	 ��������/ ���+�!
������	 ����.� � * 	�� � ������!�,��������&

0*�	��� �� 	� � � δ = 0 �	��� ����������

δm±
n = ± βλ0

8
√

μ0

[(
1 − ln

λ0

16μ0

)
32

β2
sin

(
n

β2

32

)

+ n ln
λ0

16μ0

cos

(
n

β2

32

)]
+ O(λ2

0) '$&12)

���
�� � �	� ���� β���� �������	��� ��*��� �

δm±
n

M0

=

[
n − β4 n3

6144

(
1 + ln

λ2
0

256μ2
0

)
+ O(β6)

]
λ0

M2
0

+ O(λ2
0) '$&13)

������ ��	�� ���4 0� ��!���5�*� �

δm±
n

M0

= n
λ0

M2
0

+ O(λ2
0) '$&1()

���		���
	 �����	����� �� � β4 ���+ ��� ������ .	�� ��� ����5���� � ����
�	��������� ����� �� ������� ����� � ���
����� β2 ���+ ��� �	 ������ ���� ��
� ���		���
	 λ0 �	 M0 ����������� � λ ��6��.	�����	� �	 �� M �����
��	
	��������,���� .	���*��& � '$&22) 667��������� ����*��	� 	������ 	���������
������� �� ,		��	 β2 ������� �� ���� � ������� ����� ��� ,		����	���5���� ��
� '$&13) 	�������		���
	 ���
�����&
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λ0 = 0 �
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φ ∼ φ +
2π

β
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��

������� � ���	�� 
��� �� ���
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λ > 4μ
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�
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	�� ������� ��	����� � �	����	 	����� ���������  ������	���	�� 	�	���� �
����� !�� ����� �������� "���"�	������	������������	��	 ��������

������ �����	
����	����������

#$%& � ���� �������	���	  '$�($) ��������� ��	������ δ = π/2 ���	��
����������	

U(φ) = −μ cos βφ + λ sin

(
β

2
φ

)
'$�*()

������ �����+�� ,� ��	�������� ��������	�� ����+� "��	�!�	�+�� !��  μ
�� λ ��	������ ����	���� �����	  ��	������ 4π/β �������� ��		 φ "����
���	���� 	�	���� �	

−3π

β
≤ φ <

π

β
'$�*$)

����� �����	!	���� , "��	� ��	������ ����������� 

φ ↔ −2π

β
− φ '$�*-)

�������	 Z2 ������	������ �� ����� "+����� �������		� ��������	!	�� !�� 
 λ = 4μ ���	��  $�(.� ��� ������	�� ���������� "�����	������� �������/
����������	 ��		� ����� μ �� λ ��������� ��������� xβ = xα = 2�  '$�$0)
��1����� �

η =
λ2

μ2 + λ2
'$�*2)

��� �� ������
���� ��  "�����	������� ���	 !�� ��� �

η��������(β = 0) =
16

17
'$�*%)
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� ������ Z2 ������
	�� �������� ���	 �� �� ������
����� ���� � ��
�	�� 

!��"��� ����#$�	��� ������ ������
��������� %���� ���!�	����
��� ���
���&� ��
�!��
��������
� ����
�� ��� �	
 ����� '!�
�������� ����(�� )�*+� � �	������

U(φ) 	���	���'���� ����
�, � ��������	����
 �����
�	�������� ��� � ������� 
���� ����� � �!��
�� �-��
.!��
��"���
 ���� ������ !���(��� � ��	����"�
�� ��
� Z2 ������
	�� ������� �	/��� ������	.
� � 	���	����� ��	�� ���
��� ������/
& ��
��"���
�� �����
, � ��'�� 0��
/

cos(rβφ) r ∈ Z ����
!� ����1�

sin(rβφ) r ∈ Z +
1

2
����*�


���� �����	� �&����

Δ±
r =

r2β2

8π
������

���	��
 �/���� !����� �� & 
���� r �0!����
�!�� ���	� ��!���� 	���!������
2����
�(� ���
 �0������	/� �� ���/ ��
 ����
����� & 
���
3 � ��	���� )�*+

!�������
�� ���	��
 � sin
(

3β
2

φ
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����� ���"� ��
��� � ������
����
 ������	�� "���
� �	�
���� ���
 �����
 !��
��
�
�� � cos(2βφ) 
�� !�����
 4 ���� β2 < 2π ��� 

�� 	���!��� ��	
�	���' ���	�
�	 4 �� ���(

��
'�
'� �(��/�� � �����	���5
������
��������
 ���/	���5!� 
��� !��
��
�
��� 6��� ��
 & 
�� 7��������!�
� 
��!�� �� �-��
.! ��
��"��� ��

U��(φ) = −μ cos βφ + λ sin
β

2
φ + κ sin

3β

2
φ + ν cos 2βφ ����8�

�����
 0�
�� ������� κ 
 �� ν 
 � ������ ��������� ��
�	���� ��� μ �� λ �(�� 
!�������� �� ��������(� ������� ��� ����	
� � �����	���5 ������
��������
��
�������� ���
�
����

U ′′
��

(φ)
∣∣
φ=−π

β

= 0 U
(4)
��

(φ)
∣∣
φ=−π

β

> 0, ���89�

��	
 � Z2 ������
	���� ������� φ = −π/β ��� 
������
'� 6����/� �� ���(
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−4μ + λ − 9κ − 16ν = 0 16μ − λ + 81κ + 256ν > 0 ���8:�

�;���"�
 ���
�
���� ��'����� κ = ν = 0 �����

 !����������� ���� � ����������
��
��"������ λ = 4μ � ������
����
 ������ �� ���� � �������� ��	�!��
 !��'���
����
.! ������� ���
�

(�� ���� μ �� λ ����
.!����

2���(�� ���
 &��� ���
�� κ �� ν �(���
��� ��	���
�	�� ��������� �� !�� 

��
����� λ 
3 � �	�
���� ���
 ����� �� ���/ ���
�
���/�

λ�������� = 4μ + 9κ + 16ν, ���8��
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��� ����	������ � 
������������ ��	�	��

μ + 6κ + 20ν > 0. ������

����
 ����	���	�	��	 �����	 �� � ����!

• " #���
�	��	����� ����� 
���� ��$ 
��������� ������	��� �� ���%

��� �� �&��	'� #�	��(����� 
��)���� 
������� �������(��)* 	����

��		 ���

• " sin
(

3β
2

φ
)
	�� �� 
����	��	�	��	)� � ������	
���	 ����)�	+ �� ��� ���$

κ ��$,		��	-�� � ���� ��+ 
��	 �� � ��..� ����� �	��	-� /���'	�,� �
κ = −2/5μ �� ν = 0 #���
�	�����	+ 
�)� ����),� � λ%	 0%�- ������0
1����	��� (��� � ��	+ Z2 ���

�	���	 �#��	�� ���	� ���  
 �� ����
λ = 3/5μ%�� 
�	��	��� ��#�	���	 
��)����� � ���

�	������� ��%
�  
+ 
�)� λ = 13/8μ ��������� ��������		� ���� � ���

�	������	�
���  
����! �� �� �������� ������	��� �� *�$������		 ����������	
��

#��	)�� λ > 13/8μ%�� � ���

�	��� � ���  
 ���� �� ����� ��#��#�		�+
�� ���, � ��	 
�	��	��� ���  
��#�	 λ = 61/30μ ��	���� 	�)���� �%
	�����

• 2������+ 
������� ����� ������	�� �� �	����	��� � ������	��� ���
#��	���+ 	�����	�� �+ ��	+ 	�	�����	�� � #��	�� 
��)��������� ����	���
3�� 
������� �������(��)* #�	��(��	���� 	�	������� ����� 
 	����	�%
� � #��	�� ���#���	 �� ���	��� 	����� 4�56��

2��
����	����+ 
��	 ���	��� �
'	�		,�+ � ��	�������(��� ����78�����%
�%
����� ���� 
������� �������(��)* 	���� ��$,		��	-�	 � ����
��� ��	������

��+ ���$�� � 
��� � #������(�	��	 �� � Z2 ���

�	���	 	���	��	��� 	��	-
�&��	'� ��	�� #���
�	������� 	������ ��$ ����'	�		 ��,�	�� 
������	 (����
3��� � ������	
���	 #��	)� #��	 ���	'� 	�(�������� �����	�	��+ � #��	�%
���� �������	��� ��
#��	 ���	'� 
-���������� �� ��$�
��� ��� " β = 4π
����� p = 1� �#�(���� ���	��� �� �	�����'	�		 "�����72���%
����� ��#�%
����� 
�� �����,	 � 
��������� ������	��� �� �	�����	 �������$'	��� 4�96�
"� �	����� 0 < p < 1 ���	��� ������	+ 
��� � 
��� ��
 ��	������	-+ ��
��$�	�� ���
����	- �)���� � 2:;" 
������

������ �����	
��� ����� 
�����	
�	�

<���� � 2:;" ����� 	������	��� ��������	- � 
���� � 
-�����+ ���,
�� )��� ��+ ���$ 
����	 ������'	��	) � � �,������ 	'# �* �	��� �����	
��$ ����� 	������	* 
��� �����������	)����� �������	����

������� �� ����	
������ ��� 	�������
�� ����� ���� 
����� ����� � �������
�� ����� ����� ��  ! �"������#"�� �����$�
�
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����� ����� ��������	 
���������� � ����������� κ = −2/5μ �� ν = 0 �������
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�� � ���	���� �������	����	 ������ �������� ������ ��	�������	��	�
����� ���	���� ��� �� ������ 	�������� �� ����������� ������	 Z2 ������	�����
�	����	�� ���	����� !�� � ���	�		 "������� ��	���� 	��"���	��� ��	 ���������	
��##��	 	����#�� $���� L ���	�� � ��##��� ����		� ����#	���� ����������
�� ����%�	���	 �� �������	�	� � ��������&��	' �� ���&��������� "��� ����%�	
���� � ����� ��##�� ��� � ����� ��� ���������� "��� �������	�		 ����%�	 
( ��		� ���	� ���������������� �)%����&������� ��&�� * O(e−L) * �� L → ∞
���	��� 

( ���	�	��� "������� ����	��� ��##� ��� �� �� ���� �������	�		 ����%�	
��	������ ��������� 	������ ��������&���+����%�	� ���� �����%	�	��#��� m
	������������ ����������� � ��##� "���		 ,����"��� �� ���%����%�	 �� �� ����
�������	�		 ����%�	 ����������������� � -. /01 ������	 m+��� 	��	� �� L → ∞ 

(� �	����	��� 	��	��� ���	��#� %�����	����	���	 �������� η��������+���� ���	
� ��	"�����&��� ����23�����+������ ����	� 	������������ 4� �� m 	������+
����	 η "���������� 	����	���� �� "��	������� ���� � ���	�		 "���� η < η���������
� ���	�	��� %���� η > η�������� %�����	����� ������������ � ��������	�� ���������

m(η) = 0, �� η < η�������� -. 561

m(η) > 0, �� η > η�������� -. 5/1

������� "�������	� ����� η = η�������� ���	�� L ��	��	�	����� �� 7$ -L →
0 ���"��� 	��������	 �� �� 89 -L → ∞1 :)%��	 ����		 ��	��%����#��� ����
#	���� ��� ���"���+ �� ��� 	������ ������	 ����		���	 �����	� ,���	 � �%��	�#�
�������� ����%�	��

EΨ(L) − E�����	(L) =
2π(Δ
�

Ψ + Δ̄
�

Ψ )

L
+ O(L−1−ε) ε > 0 -. 5;1

����	��"���	� �����%	�	����� ������������ ,��� � |Ψ〉 ����%�	�� �� 89 :)%��	
���"��� 	��������	���� Δ
� ��������� ��������		 ���"��� &���������� �����+
������� �� L → ∞+�� ��&��	������� � �%��	�#� 	��������� ������ �����
�������� ,��� ����%�	�� �������	��� 	���� ����	�� �� 89 ���"��� 	��������	
������������ �����	�������	� ���	 ��	 �������� ��	�� "���#� 

��������	 
�������������

(� ��������� �	����	�� ������ ��	��	���� ����%�	�� ������������� �� ��+
	������� ������� ���	 �� %����#� � . << ����� ��	��	� ( . ; . "�����	���
��� ���#	�		#�� ���� �� ����� ����%�	�� ��������� ����������� %��	�����	
�������� ��� � ���� 	��"���	� =>?(+�%��	�#���� ( ��������	��&�� %��	���
� ����� ��##�����%�	 �%%�� ������ ����������������� ����������� 4� ��+
������ � |+〉 �� |−〉 ������	������	� ��##��� ��������������� ��	 � �������

//
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������ � |0〉 
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� 	����������� �� �	���� �
� �� ����� �������	� �� � �������� ������	�
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�����
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#� �
�����$  ���
�	�����
�� ������� �������� ���

��$�� �!�	���� �

����
���	� !��� ��� ������ �
�����$ �	����	�	 ��!�� ����������	�	�� ���
��
������$	�� %����� ������
 η����&�� � |0〉 ��	�
	��� ����	 ��������
�&
���� �
 η�����&�� � |±〉 ��	�
	��� ����	�� �	$��
���� ���	��	' (�
������$
�	�����
 �
�	��

η���� = η�����. )*�+,-

.� �� η����� − η���� �����
�� ���
�� ��� ��������
 ���
���	��� η ��	�	�
���
)���� ��� ��
���	 ������	������� ����	�
����- ������� ��!���!�	��� � ���&
��
� 	��	�����	 � ���
���	��� �
 ����� ��� 
������� 	�����
	 � ��	�
	���
����	�� �	���
���� .�
������ !� � �������� U(φ0)−U(φ±) �������
$�$
��&
�����
��� ���
�� ��!�� �
�������� �� ����	�� �������
�� 
�����	� ��		����&

�	� ���	 �� �
�	�� �
�� ���� ���� 	�� ���	�� ���� 
����		������ �!� �
/01#&!���� ��� �!�	�	���� 	�
��� �� ������ ���
���	���	� ���� ������ ��&
 ����� 
�
��  ����� 	���� ����������	�	�� ��� ����� ������ �
�����$
 ���
�	�����
	 ��� ��
������$	�� 
�� ��������
��� 
�� ��
���	���� ������&
�� � ���� �����	 ������
���� �� ���� ������� ��� �	
��� �������

� ������ ��	��
���	�

#  ��	��� 	�����	 ��

����
 ��
�	���	 /01# 
���	
�����  ����� ���&
������� �����	 	�
�	���� 
����	���� �� �	�����
 ������	 �
 ���������	�
� �
�&
	���	 �
� (����!!�� �� l ��������	�� 	�� ���	&������	�� ����������� ����

���
��� 	��	��������� �� ���� ���	�
 ����
���	 ���������� ���� ����
��
������ � p > 1 )���� β2 > 4π- 	�
��	� 	��	��������� �!� � /01# 23&
��������
4 ��� ��
��"	 ���������	������ ����
 
���
������ �� ���!�	� ���	�
&

�� �		 	"
���
�� ��
������ 5���	���
�� � ���
��!�	� 	��	����� ��� 
�$&
����� β2 < 8π/3 ��	���� ���		 
�����	 �
�� ��	���!�	� ������������ ��	�� �
!���� ��!�	� 
����	�
� ������	�

�� #� η = 0 
���67�����&������� �� ��		�
���� 	��� �����	 ����	 � 
���	�������

#  ���
�	�����
 ��������� ���!�	�����
�!�� 8������� �� ��
������ �

���	���  �����
�	 η  �����	�
 ��	��	�	�
� ���		� # �������� β ��	����
������		 ���
���	�� ��� ��	�	��� ���	 �� �
�����$  ���
�	�����
�� ������
��	�
	��� ����	������ � ��
�����
 ������ � *�9*� ���� 
�����	�� # ����		

���	����� !���� �
�	���� 
���!�	��4

• η < 0.8 �
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�	�� �	
��� � ��	
����
�� ��������	 ����������	 �
 �
 ��		�� !���� : 
���	�� ��	
����
�� ��������	 : �
� ��!��� 	�����
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• η > 0.9 ������ �� ����	�� 
 �������� �� ��� �	������� ��	 ��	�������

� 
��� ����� ���
��������

• �� �������� �
�������
�� η ≈ 0.84 ������� 
 ������� ��������� ��
�
 
���� ��������� ��	�� ����	���
	�� ���
�� ���
�
�� �������!� ����
�
���
��������� �	������� ��	 
 ���"�� ����	
��
�������
�� �� 
�
����
���
�� 
 	�"������� ���
����� ��	�������"
 ��	��#����

$���� ��� ������ 
 %�%� ���� ��	�	���������� �
������ ���
��
��� ���
�����

"������� �������
� �������� ���
�
�
�� ���� 
 �������
�
������ ��������# 
���� 
�����&�"���

������ � ���	��
� ��	 ��������

η�������� �������� ��	�
���������� 
 ��������������� "���� ��' ����� 
��� η �
� ��"�"�� 
� �������� �	���� ����
�
���
� ���������!�� ��	� 
 ()$�
*
������ ������ �
�
��� �� ���� �
"���������� ε2(l) ≡ E2(l)−E0(l) �!���� 
��	� ������� ������� � 
 ����"������� l �
�������
�� +���� �� 
 �!������	

� η = 0 �� 
� η = 1 ����,-���� ��������� �� �	� 
��� ����� ����	�� ����	��
"������� ������� ���������� 
�� "����� ��	� �� 
 ����	�� ����	������� ����� +����
�� ������
	 η = η�������� ������ �	
�� "���
� �
������
�� ��������� "������ ����

 �������� ��	�������"��
� ��	��#���� .
�
� ε1 = 0/� ��� 
� 
 �������� 
��� ������
� �����	 �������� (����������� 
 ��	!� ���
������ η�������� �������
ε1(l) ��� �0�������������� �
��
��
� 1 .%�23/ 
�
�"�� O(1/l) ������ 1 ����
������	���� �
	� l ����

� ������ �������� 
 %�45� ������ ����
��� β =
√

4π/r ���� �!�������
������� +������� ��
 
 ����� ��������� ������� ��	"��� η ������� �� 
��!��� *�	� 
� ���
����� "���
� �����"
�
� �	�������� ���	��"��
� l/(2π) ���
��������
 ���������� .%�23/ ������������� �� Ei = MEi� ������� l = ML �	�� 
�������������� 
������ ��	� 
� &	� ����!�� ������ 
 Δ�� +Δ̄�� ������ ��� 
	��� .����
���������/ �&�������� ���
�
����� "������� ��	� � c = 1/2 6���	 
������ ���� 7 	�"������� ���
�����
� ��	������ ���
�
�
� 
 %�7� ������
� 
�
�
�

�
�"�� �� �� 
"������� +������� β ���� ������� 
�� ���"��� ��	� 
 ������
������� ���� ��� 	�"������� ���
��� ��������
	 "�� ����������� 
� 6���	 ������ "�� 
�
��
� � �
	
�
�� 	�"������� ���
����� ���	�
������� �	
�� �	������ ���
���
��
�� �� 
� ���	�
�!������	�� ������
�
 
 "���
��
� ��	������� ��������

 ��	�������� ������� ��� ���� 
� 6���	 ������ ��������� ������������ 
�� 
���� � ���
�
� �������
 
�� ��	
��"
� ��	� 
 �
	
�
�� ���
����� ��	 �
	����
����	
���������� "�����
� �� 
 ������� �
���������
� �� 1 �!������� �
 
	���� β � ������� 1 
 ()$� ����� �8���	��
� 	���
� ����� 
����� ��	� ���
����
�����

*
 ����� ��������� �������#�&���� 
� ������
������ �������
 ���
�����
��"���!����� ����������� ����!�� ������
��
� �� ��&�� 
 ��	�� ����	
�8 ����� 
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�

��	 ����� �������

|0〉 0

|σ〉 ≡ ∣∣ 1
16

, 1
16

〉
1
8

|ε〉 ≡ ∣∣1
2
, 1

2

〉
1

L−1L̄−1 |σ〉 21
8

L−1L̄−1 |ε〉 3

L−2L̄−2 |0〉 4

L−2L̄−2 |σ〉 ⊕ L2
−1L̄

2
−1 |σ〉 41

8

L−2L̄−2 |ε〉 ⊕ L2
−1L̄

2
−1 |ε〉 5

���� ������	�� �� ������	
�� ��� � ���
����� ������	�������

���	 � ���	���� 	�����	���� ���	��� ���	 ������� �

�	�� ��
���
��� ����
����
�� � ������� ��  �����
	 η ��
��� η��������!	�
 ��
� �
	�����"#
 ��������
 �	����	�

������ � ���	��
� 	����	����

$ 	�����
�� � ��
	����%��  �� �� &' ()��	"�� 	�
�
 �	� ����� 	���
��!

�	 � ���	���� &����!���

� ����� *�
"��	!	���	 �� ����	�	��	�
��	 	����	�%�
� ������
�	 ����	����� $� +�� ���		 ���
�	��	 ��	�%� ��	�� ,���� � ���������
������������
�

-�.��	��
���� �
#��,� �� η = η�������� ���	�� ��

��# ���������	!�����.�!
����/ 0��� 	�����	"�� �
 �����
 �	� �� &' ()��	 	,�����! �� 	,���	�
��
������� �,�,		� .��	
��� ����	 1�� 	����	 �	�%��  �� l!�
 ��

�	�
 ���	�
�� ��
�
 �
���� ��� 23 ����� ()��	"�
 ��� &' ����� ()��	"� 	��	���� 4���

()��	"� .��� ����
����� �����"�
 �
� �	��� "�� ����	 �""#
 � ���#��	"�

�� ��	���
�
� ���	���� �
��
�	 � ����� &����!���

 ��� ����
����� �Δ > 1�
���	��"�.������� 	����	 �	#� ��
��	 ��

A = A����	 + g

∫
d2z
(
Ψ(z, z̄) + ������"" ���������1 	����

)
����5�

��� ������
 �	�  �	�� +� 
�� $ �%
,�",�# ������ Ψ(z, z̄) �%
,�",�# ��
���!
	������� ��
�
��� ���� Ψ(z, z̄) � ������ 	���� ����
����� ����	�
�� 
��������!
	�			�����
 ����� �	# ��� �� ����
 �� α = β/2 �������.�������1 ��	�������.���
����67���!���

 δ = π/2 ���	�� ������ η ��	����
 Z2!������	������ .���
�� �����������	� ∂∂̄ε(z, z̄) �� ������""� �

�	�� �� ����������	� T (z)T̄ (z̄)

8�



�� � �����	�
	���� ��	�����������	��

0

1

2

3

4

5

6

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

l

2π
ε

��� r = 1.75 η = 0.866

0

1

2

3

4

5

6

0 20 40 60 80 100 120

l

2π
ε

��� r = 1.5 η = 0.85

0

1

2

3

4

5

6

0 20 40 60 80 100 120

l

2π
ε

l

��� r = 1.25 η = 0.838

����� ����� ���	�
�� �������
	����


��



�������������	


� ������� ���������	�	�		��� ����	��� �����	���� �T (z) 
� T̄ (z̄) �� �����
������ ���������������	��������� �������� 
� ��	��������� �������������
�����
��� �� ��	������  !"# $����	��������	�� �#�%�

H =
2π

L

(
L0 + L̄0 − c

12
+

gL2−2ΔΨ

(2π)1−2ΔΨ
Ψ(1, 1)

)
�&�''�

������	 �Ψ ����	�����

	 ���	�		(��) ��	���) ��* ��*) �� �
�� l ���	
� Ei(L)−
E0(L) ����	+ ������,�-�� � �����
��
 ���������� �����	���-� ���������.

εi(l) =
Ei(L) − E0(L)

M
=

2π

l
(Δ��

i + Δ̄��

i ) + AΨ
i l1−2ΔΨ + · · · , �&�/00�

	���	 � �� ���	(�����

εi(l) =
2π

l
(Δ��

i + Δ̄��

i ) + A∂∂̄ε
i l−2 + · · · �&�/0/�

��������
�1 ���� � ����	+ ������,�- ��� �� � 	� ������
�	 ��	1���) AT T̄
i l−3 ���

��	����� �������
2���������� 	���
���	���� ����� 	����� η�	 ���	���� η����������� ����	���)


� �
 �� 	������ ��) � $�����	�	
� ��������-� ����+  !"#������ ����� ��
��	����	������ �� 34 
� �� �5 ������� ���
��	���	 �������	+ ���	���� 	���
���	-���	-�� #� ����������� �������-� �� ��	 �����	�) ��* �������*�� ��������
���	����,�- �� �� ��� ���,�����) ���	 ����	
� 6*������ ���� ����(�� � ��*�
	
����	7 ����	��� ����������� #� ����������� �*�	��� �������� �����	��	 	���
	�����) ���* 	���	���	��� 	��	�� � Z2 ������	���	. �� ε(z, z̄) �����������	��	�
#  !"# $����	��������	����� �* ��*�� 	����7 ���	�����- 	� Bε

i + Cε
i l ����

���,�-	 ��� �� �������(�����
�����	 8�����	 ������������) ��*) �� �
��
l����� �� ����������	�� 	
����	�(
�
	

εi(l) = Bi +
2π

l
Di + Ail

−2 + Cil + · · · �&�/0&�

����7��� ������ ��� �*�� ����	������	 9���	+: �����	���� �����
�
	 ; �����
�� � 	����������� �
�*�	���� ; ����*����

# ����	���+��� � �&�/0&� �������	 ����� �  !"#���������� ������	���� 8���
��� 	���	 ��	��	���) ���	 � ����������� ������
���	+ �	����	� l�	��	����*�
��� ��������� "����
��	���� ���-� ��� ��-) ��* �* η ≈ η�������� 	�����	-����
��

 ��������	�(� �� �5 6<���	�	 �����) ��* ��� �� �5 ������� 	
����
�
��	 	����������� ��	������� �� � ����	����	) 
� �
 ����+		 � �����

���� ���� �	�
������� � ������ ��� ����� ����������� � Cε
Ψ ���������� � ������

�������
��� 	�� ��������� � ��������� ������ ������� ��� � Bε
Ψ �������� !�� � �����"��

#� ����� l������������ ����	� ��� ���
���� �	������ �����$

=/



�� � �����	�
	���� ��	�����������	��

β = 8
√

π/7� η = 0.866

i Di Ai Bi Ci

� 0.125 ± 0.002 −1.2 ± 0.3 −0.0034 ± 0.0001 1.45 · 10−5 ± 6 · 10−7

� 1.04 ± 0.03 −128 ± 8 0.0017 ± 0.0018 9 · 10−6 ± 5 · 10−6

β = 4
√

π/3� η = 0.850

i Di Ai Bi Ci

� 0.1312 ± 0.0009 −1.35 ± 0.03 −0.0061 ± 0.0003 2.6 · 10−5 ± 6 · 10−6

� 1.03 ± 0.02 −74 ± 3 0.005 ± 0.002 1.4 · 10−5 ± 9 · 10−6

β = 8
√

π/5� η = 0.838

i Di Ai Bi Ci

� 0.1455 ± 0.0005 −0.89 ± 0.05 −0.0145 ± 0.0005 2.24 · 10−4 ± 9 · 10−6

� 1.09 ± 0.02 −40 ± 2 −0.0015 ± 0.0031 1.1 · 10−4 ± 2 · 10−5

���� ������	�� �� ���	 
�� ���������� ������� ���������� � 
����
�� ���
�������

��������� �����	�
 ������	��� ����
������ ��������� ��� ������
 ������ �����
���������  !"#$!% ������&�����" '� Bi �
 Ci ������ ���
���� �(�(��� Di ��)
(�� �� *
���)��(��� 	����������� 
�	��(��������� ��������� �������� ��� *
���
����������	
� �
��	��+ �	
�(���(, �	��
	������ ����������"�

������ ����	
��� �	�������

��������	
���� � ����� ����	���
�	
���

-  !"#$!% ������ !"#." 	��	� ��������� ������� ����
���
���� ������ ������)
&������ � !"/" �	��	��� �����������" -� *
���)��(��� c = 1 ������� ���������)
����� �
��������� �(��� &��� �� ��
� �����
����� 	������ � σ 
�������	���&��
���� ��������� Δ± = 1/16 ������� 
+�������� � �	
�(�� ��(�� �� ε ����������)
�	���&��� Δ± = 1/2 ������� 
+�������" -&��� � !"0" �	��	������ �
 ������
&����

D1 =
1

8
= 0.125 D2 = 1  !"#$.%

��������� �	���" -� ���(������ β = 8
√

π/7 ������� ���	���� �����������
������ ������� β ������� ������� ��
���� 1 ���� �� � 234-)���(���������

��� ����������� 	
	�����
�� ����������������� 	���	
 � �	
����� ������ � �	���������
����� �	 ��	���� ���� �� ��	����� c �������	 
����
 �	����� �����	
��  �� ���� ������� �
	�	���
�	�	� ���!
� "#$%&

5!
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���� �����		  ��� ������� �� �� ������� �� ����� 
������ ������������ ���		�
��
������ � ����
��	� ���� � 	��
���	��� ��
	��	�	�		 ������	���� � ���
���� 
��� �

���	���!
 �������� ����
����� ��
��� ��� 	��	�
������ �� ���	
�� �����

������� "#$% 
������� ������	�

&��������
��	� �� ��� ���� �� ����� ����
����� 	��	��� �

�'�	���	 ��
�
�'���	���� ��
	�� �� () � �

�	�� �� *+ �
��
�	���� ,
!��� � "#$% �����!
�-�	�� ������ � .�
���	 	�� �
!�

�	������ '��	���� 	�-���� ���� ��
� �

�'�	�	
��
� () ������� �'���	����
 ��
	���/ '�
-��
 �� �
�! ��	 �������	�		 �

�'�	 �

cos
β

2
φ �

�	�� � sin

β

2
φ 01�2345

�'���	����� 	��	����� %� *+ �6'��	��� � ���	��� �
�'��� ���� �� �

�'�	�� �
σ� �

�	�� �� ε �'���	����� 	��	��� �

�'�	�� ��
����� ,� 	�
��� 7����������
�

 � ������ ����� �

�'�	�� 01�895 Z2 '���	������
� ��
����	 ����
� ���� σ
'���	
��� ε '�-�� '���� �'���	��� �� *���� ��-�

���� ��
����	� ���� ���-
sin β

2
φ� ���- '�-�� ε ���������	
 
���� �'���	��� ��
� � ���	���� �

�'�		�


	���
�	�� � ��-�

	� ,� �� ���-���� ���������� � ������� ���	������
 �� :1;<�

���������	�


&��-�� ��
 ���� ��	�	� ���� β ��	���	!
 �����	
���
 ����-���-= ������	�
� 
��
����
 ��� -�
����� ��
���
��� η��������(β) '�����	����	����
� % 1�8�1� ���� 
��	��� ���-�		�� �
�'��� 	�������	���� ���-�� �����

 � ��

!�� ������ �
�! 
���-= ������	�
���
�� 
���	!����� ����	 ������>�� ���� ���� �����	 ���-��	����
���� �� �	�
���
�� ����-���-= Bi �� Ci η = η�������� ��

�		 ���	 �
	=���� 
��� '��	��������� &����
!
� �� '�
-��
 ��� ��	����
��	� �
��
�	 �����	�
 �� 
���	 �����������	�����
 	7�	��! 7���������
�	�� >	��� ��������
��� ���	������
� "#$% '��	������	� 10−2?10−3 ����������-= ������ ��	���� ���	 � 1�8� 	�� 

���	 �-�	����
 7������	�� ��	 ����
��	��	���� ���� � "#$% '��	������� ��
�

� ������
	 ������	�
���
�� ����-���-=�

&��	 � 1�8�2� ������	��� ��� 
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��	� ��� �	� ��� ������� �� ��� ����� ����������
� � ���� 	��	� �	�����
���������	 � ��� ����� !�� 1

2
"#$#�%&���'( �	�

� )�� � 〈σ〉λ = 0����*�

+���, � )� ��������  , �	��� �'���� �� � ���������
� -��� ������ #�
�	���.	�� /0�1� � �������
���� ����� ��
�����������
� 2����
34����
� �
����������� ��������� 5� � ��� � )� �����	� � ����� ��� ��������� ���	�
��� �&�	�	� '����� �� ,�� ��������� � ���34�����������6��� � 7������ �
����� ������� �� /��1� 8����� , �� 
����� ���� � ����� ����	��	���.��
)�  ���� ������ �� , ��,�� �&�	������ �	�����'
�� �� �� ����� �	���� 9��
�����%������ ������ ��� '���� �� , ���%� � �	����� � ���������
� -��� ������
����� ��: � ��������	�� � �������
� �� � ��
�����������
� � )� �����
�	���� �� �� "#$# #��	���. &�'� � ��,��� �� ����� ���	��� �� ��	� �����
�	���� � ���	��� ��� ���	�)�������� '�������� ���� ��� ����	
� �� !��;<*
�� ��	� �	� ,��	�	�	� �	� �	�����
�� =����� )��,��� ��	� �� �������&�
#��	���. ���� �����,�� �(����
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������ ���� ��	
����	���
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������������ �	
� ����� ������
� �� N = 1 
�����
����������
 
�����	��
�	���	������� � �	�	����
 �	���������� − cos βφ� � �����	� ������ ����

ψ−ψ+ cos
βφ

2
� !"#$

����%! &���� �������'������� ������ φ2n = 2n2π
β

(���	
) ������ �������

������� �* � φ2n+1 = (2n+1)2π
β
(��������) ������	� ���
����
�� �����������

�n ∈ Z$� � +�,	����������	�-	� ����	�� 
������ ������.�/ ������������ ����
����! � �������� �' ����	����
�� �
����/�/ 
�	�
���
�� ������	� �������
����' 0 ���� ��� �  ! ! ���� 
���������� 0 �	��	
�� ���'���� � ��,����
���,�� ���������� K±

ab ������ 1������2�� ����� ��/*�����!
� 3�������4���' ��
����� 
���������� ��,������� � ��������� �
�

���' φ���� 4π/β �������

�� ����������� �
 �4���
����������
! � � !5$ ����
��
�	��������� � 2π/β���� ������/ ���	��
 �
 � +�,	����������	� 
����������
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������� 
������ ����
���� ����
�����
� ��'��,�� 6�����
�7��������������
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���� ���	��� �� �� ����	� ������� ���������� 	���� ���
	
������	 ������ �
�� ����� 	����	������		��  �� ����
!�	�� �������������
	��
���� � ����� !� ����� ����
������ �������� �������������	�� ����"#
��
!
��
!�����$ %�&���� ��� �� ���	��	������
�
	�� �� ����� ������������� �� ���
��!� ��� �� � 	��	��	������
�
	 	��'� �� (��	 ��
	��� ����	 ��!���� �� ��	��&
��	��� ��
�
�� ������ KabKba �)�����	$ *���� � ������&	 	�� 	��	 	�����
�����
���� ��� +���� ����, ������&� ��������� �����
�
	�� �� ����������	 � 0
�
�
������ ������- ���	�
����$ .���������& �
������ �
�� � /$01 �2�3 ��	�
�
a ↔ 1 − a �������� ���� 	����	��&�� � ������!��� 	��	��	������
�
	 �
���
	 �����!����� ����� ����

{K0 1
2
K 1

2
0, K1 1

2
K 1

2
1} {K 1

2
0K0 1

2
, K 1

2
1K1 1

2
} +/$04,

(�
�
��
	�� 
�������	$ �� ���&��� � ������ � 0 �� 1 ��	��
	�� ���� �� )� �
��
!�	��� �� 1

2
��	��
� ���� �$ 5����������� ��� ��� �	� �
�� ����� ����
�

������ � ��	��
	 ������� � (��	 ���
���(����� ����	��� ������ !� �������!�
�� ��!����	 ��	�� ������ ���)���	 � ������&���	��� �������&!����� ���
���
��� �������	'��������		��$

� 	�� (�
�
�� �
����� 	'������& �������������	�� ���� !
����
		�� ����
!��	���	� ��� �

|Kab(θ + iξ/2)Kbc(θ − iξ/2)〉 = fφ
abc |φ(θ)〉 + fψ

abc |ψ(θ)〉 +/$06,

������ ���'������	 �����(�� 7849 ���	 ���� 
�������� �� + |φ〉 � �
�
��	���� |ψ〉
��!�� � ����
��	�� ������&�  �����,$ %��	�&� 	�!��'�� �
�� �� ���& (�
�
�� ����
 �� (��	 �
�
��	�� ������&	�� ����
��������	� )� � ��
!�	� �
�
��	�� ��
����
��	�� ������&	�� ��$ � �������������	�� �������	 ������� ��������� ����
������ ����	 �� ��� �
�� � ��
!�	 (�
�
�� �����
��� ���� �	 � ��� �� N = 1
��������������� 7849$

� ���
 ��	�� !�������(�� � ����� ����
������ � 	���'	 �������& �����
������ ���� ����-��	� !� �������!���	 ���
���(������� 	�(�� +O(e−L) �����
������!-, ���!$ %���	 �������&�� ��!���
 ��	�� ������ ��� �	 � ��� ��
������&���	��� �� ��������� !� ���
���	����� �������!� �������������		��$

���� ������	
�� ����� ����������

������ � ���� �������	�����

� �������������	�� ����"#
�!
��
!��� � c = 3/2 : ��� �����! �
�
��
�� ��� �����! ����
�� ��)�� : 	
��
� ��������� ��������(�� ���	 �� ��	����
���&$ � ;���������� � 	
��
� �����! �
�
� �� �����! ����
� ;��������������	
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Ψ(x + L) = ±Ψ(x) ���� !

����������������� ������ ��� 
 �����	������ �L 
 �������� ����	�
�
!� �
�"��
��"#����$�� %����&'()
��* �
�" +
�	��*�������������� ������� �	��	����*
��, �����- ��������������� ��� ����� �	��	�� ����$ �����	�	��
 �����������

� χ �	��	�� .	�	������ 
� �	��..� ������������ �������� 
�	�	� ���	� ��*
����/� .�� 0�" r ���
�1 �#�#� �	��
����������� �	�������� ����� 
�

Ac=1 =
1

8π

∫
d2z ∂χ∂̄χ ����2!

(
����
� �#�����/�� ��(�� 
 �
�	����� .	�	������� 
 ��	���	�

φ =
1√
4π

χ �����!

������.
� ���� �� ������� Û(1)
�
× Û(1)

�
3
&4		�"*������������� 


J(z) = i∂φ =
∑

n

anz
−n−1 J̄(z̄) = i∂̄φ =

∑
n

ānz̄
−n−1 �����!

��
�	� an� ān �����
� ����������� 
 |n, m〉 ����
�
�
.. �1�"1 ���
�	�	�
�

� ��
�
���.�
 Vn,m ������ ����� ������5 
 �
6������ �	����� 	�����	�
���.���

� �2��7
! ���
� �������� A�*��� ���
������� �
�"�� n, m ∈ Z� � ����� �����*
���������� �� �2��8! ���(
���������
� 
 9
����	�*	�����	� 
� |n, m〉 ���
�	��

������� �����	�.
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Hc=1 =
2π

L

[(n

r

)2

+
(mr

2

)2

+
∑
k>0

(a−kak + ā−kāk) − 1

12

]
����:!

�6����� 
�
�.
 ��(
��� ���"�� 
�

[ak, al] = kδk+l [ak, āl] = 0 [āk, āl] = kδk+l ����;!

�	������	�������� ������������ �������(��/�� ��� 9
 
 ������.��� �����

cos
β

2
φ =

1

2
(V1,0 + V−1,0) ����8!

���	� 
�	�	������� 
 �	��
��������� ������
 
�

1

r
=

β

4
√

π

�
� p =

2

r2 − 1
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� �����������������	�
���� �  ���������� ����
��	�� ����� � ψ± ����	��	

�!�����"

ψ(z) =
∑

s+ 1
2
∈Z

bsz
−s− 1

2 ψ̄(z̄) =
∑

s+ 1
2
∈Z

b̄sz̄
−s− 1

2 #$�%&'

(�	��)���� ����
�����	 ��!��*� �)������� 	������" �� |��〉 ��	�����+ �� �
�
	������ �!	,������+ �
!- �� �����
�
	 ������ #�
��.���' ����
����� ���
�
��!-��� � �)��
	 �

{bs, bt} = δs,t {bs, b̄t} = 0 {b̄s, b̄t} = δs,t #$�%/'

����	
������� �������	��	 ������	 ���!��� � 	
��
� �
�����0  ����
��

�����
� � �)��
		�� �

H�� =
1

2π

∫
d2z ψ∂̄ψ =

2π

L

⎛
⎝ ∞∑

s=1/2

b−sbs − 1

24

⎞
⎠ #$�$1'

���	�� *������
� 2�
�)����	�
���� � ����
���� �!��� �)��	���������� ���)��	���	+ ��

� �
���+ ������� ��� ����
������	 	3�,��	3�,� �� ���
���	 	��� ������� � ��!�
�!����� �0�-0 �����
�
� |2〉���� ���,��3	+ �  ����
��
�����
� ���	�� ��)�!

H� =
2π

L

( ∞∑
s=1

b−sbs +
1

48
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������ ����	
	�� 
	��� �� 	 ��
��
��� ��������

� �������������	�� �����5
�)
��
)��� 	
��
� ������������ 	��������
	
���	����+ �
!- �� � 6�!���!���3!!���- 	�����	�� ��!���� � ����� c = 3/2
	
��
� ������������ *���	 ��+ �		
� ��

U1 = 2iψ̄ψ cos
β

2
φ U2 =

m2

β2
cos βφ #$�$%'

�
���������!
	

Δ1 = Δ̄1 =
1

2
+

β2

32π
Δ2 = Δ̄2 =

β2

8π
#$�$$'
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� )������� 	3�,��,�"�	��	 �)�)��	+ ���)���� � 	�� ��! ����������
����	�� �����)
���!�� �� �����"�	� ����������� � �������������	�� �����5
��
)
��
)��� �������� ���!��)" �� U1 ���������� ��!
� 7!-����� �����+ ���
��� � 	,���	��"	��� �!������	�
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����	
�� �
�����	����������

�� � ��� ���� � G 	
 Ḡ �������� (1, 1) 
�����
���������� ���� �� �

G− 1
2
Ḡ− 1

2
cos

β

2
φ̂ ������


������	������������
��� ������ �������� �� ��� !�"� #$% �� cos β
2
φ̂ ��& '�(��)

*+ ,��� 
������������ ����	� �	��� - �	�.	
 ���  ��& U1 ��������	
�� �������
�+������ � c = 3/2 ������� �	����	������� �  �� ������.��  � � �������+��
������� ��&����� ����
��� 
���/ �������.� ����&�
	���� ��
���/ �������.�
����&�
	��� ������ �� �	�.�� �

T4 = (∂2φ)2 + A(∂φ)4 + B(∂φ)2∂ψψ + C∂2ψ∂ψ ����#�


/�/
	�� �������
 A� B 	
 C ���
���
������ - �������+�� ��
� ���.�	��� T4

�������.�  � � T4(z)U1(w, w̄) �������
������ ��
����./ ����
��� ����.��
��� �����
 .���(�� !�� #0� #1%� - ����.��� ��
����
� ��� � ψ .���(������
���������� ����� �����
 .���(����  ����.
(�� ���2���� ����� 	
 � ����.	�

(
Ãψ∂3φ + B̃ψ∂2φ∂φ + C̃ψ(∂φ)3

)
cos

β

2
φ ����3�

����4 ��
�� Ã� B̃ 	
 C̃ ���/�	
� ��& �����. ��� ������
 �� ����	� ��&��������.�

���� ������ A���� B��� 	
 C���� ��� ��� ��������  ��& U1 (������ ������� ���
�������+��� ������� - ���

����
 ����
��&������� ��� �
���
(�� U2 ����
����
� ������� (	����� 
����
�� !#�� #�% � ������� β → 0  ����
��	(�� �����

���.�	�&�� (�������� ��� 
����	� ��� ���
���� ���  ��& � �567 ������� �8�8��
��	�
	��
 �� U1 �������+��  �
�������

���� � ������ 	�.���
 ���������  ��& � �567 	
 � ��(����
 �������+���

����
 �	� �2�8��8�� 
	��� ����&�� ��& ���	��� .�9��� ���� �� �� �����
�
 ��
����  ��& � ��������� ��������� �2�8��8�� .�������(�� ���.��������
����2�: � ���( ;�	��8��< .�������(�� � ��(����
 �������+��
����
��� 	

� ������� 
���.�������(�� � �567����� =��.�	� ������	
��� �������.�� U2

����
4 �������� �� ��&�.2� U1���� �
� 	
 ��&2�� ����� (�
���&� � 
�����
����
������ �8������ - ��(����
 �������+��
����
 ���.�� ���.�	��� (�
���&�� �
���

����
� ���0�  ��
��� ���9�&�� ����

- �567 ������� ��& �8�������� ����� 	
 ������� �8�2�� ������	
� �� �����
��� >? .�(�����+����� 	
 
���.������������ @��& � �	� 
	�� 8

� �����  ���
���� ����8(���� ���2� � �567 
�����
����������� 	
 �� � ����	��� U2 ��&2���
 ����� � �567 A���������2��(	�&��� ������ ������� �� ������� ��� �������
����  ��& �� ��&2�� ��� �� �B����(  ��
 ���

����
  ����
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 ����� ��
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 �
��� ���������	�� U1���� �������.��� 7����.���	����� �� ��� 
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�� �B����(  ��
 ���
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  ����
��	�� ���.�	�&���� ��� ���
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����� ����������
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� ����� ��	��� ���� � ����������� ��	
��� �	��� � ����	���

�	��
��� ������	����
���� ���	������������

L =
1

2
∂μφ∂μφ + iΨ̄γμ∂mΨ + μΨ̄Ψ cos

β

2
φ � ! "#

� ��$%���
�&��! � �	��	&��' ����(��� ��������')�� μ��� )�*�)��+ ���
�� �����,������+ ���� � - β�����. - ��
���')� ���	 � ���������� m ��	��

��	��.�! � ����	���

�	���� ������	����
����� /001 n = 2 ������
���������� �� M �����*
� �� � μ ��	�
��	 �*�*�� �

μ

8
γ

(
1

2
− β2

32π

)
= M1− β2

16π

(
π

4

β2

16π − β2

)1− β2

16π

γ(x) =
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〈a| g
∫ L

0

dx ζ(x, t) |b〉 =
gL√
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2π

L

)2Δ

×
× 〈a| iψ(1)ψ̄(1)

[V1,0(1, 1) + V−1,0(1, 1)
] |b〉 δΔa−Δ̄a,Δb−Δ̄b
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� ���� ��� �	
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������ ����	����� �����
 �����
����� �����
������������ �����	
��� ������������� ���������
���
��
������ ����	����
������ ������������ �� ��������� � !	��� �� "�
�����#��� $%&'( �� ��)�� ��
��� �������� ��*�� � c = 1 
������ ����	��������� �� $+%( +&'� �������������(
#��� � ����	����� ,�
�������������� � �����
 �����
���� ,������������ #��(
�� 
����-���
�� ����
.�#��� �� ��
�������� /�� � ,���������� ����
�� �����
������� �� ������������� 
��#��������� �	
���	� ��������������� ������
���
�����

� �����
������ *�0�0���  �� #������#��� �0
���� �����
���� �������
������� � ����	����� ��
���� ���
�� ��
����	����.� ����
����� 
��#��) .��(
�����	� � *�0��0�) ��� ������� �0
���� �� � ��		
���������1�1���� ,� �
�������� ����	������ ��������#���( 
�� ��.�� �� ����� ��
����- �	
���	�
�����)������� ���

� ����	����� ,�
�������������� �� x ������������ �
����2�������� ��
���� #�������

H =
2π

L
H��� + λH1 3��+4

H1 =

∫ L

0

Ψ(x, t) dx, 3��54


����� �����
 �������� 0�0��� 
����-���
��� ��������� ���.���� 6��0� � Δ
�� Δ̄ � Ψ ����	����� ��� �����
 �7������ � ��� �� �������1��� ������� ������
���������8 Δ = Δ̄� � λ ��������� ������� ������
����� � ��
���������.������

��#�������� [λ] = M2−2Δ( �#�� M �� ��
���� ����
����� �0
������ �� �
����	������ 
����-���
��

(H1)ab =

∫ L

0

〈a|Ψ(x, t) |b〉 dx, 3��94

:%



�� ������	�		 ���
��� �����		�� ������	��

������� � z = e
2π
L

(t+ix) ����	
���������� ������� � 	����� ��� �������� �������
������ t = 0����

(H1)ab =

(
2π

L

)2Δ ∫ L

0

〈a|Ψ(z, z̄)
∣∣
t=0

|b〉 dx. �����

Ψ ������ ��������  �	
!��� �
 e−iPxeiPx ��"	���#�������� �
 ���������	 �����
��
$����

(H1)ab =

(
2π

L

)2Δ

L 〈a|Ψ(1, 1) |b〉 δΔa−Δ̄a,Δb−Δ̄b
. ���%�

H��� � ������ ����#������ ���������	�

H��� = L0 + L̄0 − c

12
, ���&�

�$�� � c ��������	 �'���	 � ������ ��������� �����
���� � κ(Δ) �'��$�
��
 ���
���	���� � �	�����	� ������� λ = κ(Δ)M2−2Δ ���� �� ����
��������$���(
�
 �������� 	
����� M ��"	���� �� ���� � �����	 )��������#������ �

Ĥ =
H

M
=

2π

ML

(
H��� + κ(Δ)

(ML)2−2Δ

(2π)1−2Δ
Ψ(1, 1)δΔa−Δ̄a,Δb−Δ̄b

)
���*�

������ ��	
� ����
� l = ML ����
������ ����������  ���
���� �
� ������+�� $��" � ��  �����

��� ����� ����
�������� ������ ,
 ��"��	
� $�	
��	 � �+����+	 ������"��
��
��$���	��� 	
�#����� ��� �	��	
� ���$����� ����� $��" �� ������ Ψ �����
��������� � #���+� ���� #����	�� ����� �� �-��� �� �
 l → ∞ ���	
 ��� $�
Δ < 1� .�	
��� �
 �	�� �� �
 ������ l → 0 ���	
� ��	
�� ������ ���������� �
���++��������� #����+� �
 E������/M = −πc/(6l) ��
��� ������"� ��#�+��
+����� ������ �������� �� +�"���	 Δ������ = Δ̄������ = 0�
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� ��� ����	
 ���	���� ��	
�	����������
����� ������ ����� �������� �� �
��	����
�	���	
�	����������
�� ���� ��	�������� �����
������ �� !����
�"��
�#$ %����&����
�	���� ���
��
�	������
�
' ���$�
 � �(�
���) ��
�� ��*����+

A = A0 + A� = A0 − λ

∫
d2xΨ(x), ,- ./

���� Ψ �� A0 ��
�� ��#��
�	���

 �#���
�� ��#�����
� ,�� ��� ���
�
���"�
������/ ������
 �#$ ���	�
�	� �� �#$���	0��# �����	
 
�#$"� ���' ��#$ �� A�

��
�� �����
�

 1� �(���(���
�� ��� ��
��
�
�� ��# �� ������
 	������������
�����
' ���� ���� � 
(��#����
 ������
��' � �
�����
��� 
���������#����
 ��� 
������
���� ����
�������' ����' �� ���
����"�' ��#$ � ��	
�	����� ��
0��� t →
±∞����' ���#����
��� ������
�
���� �� �� ��� ������
�����2 ���(��"� q��� ��
��������
 �� a��� �� ������
�
���� 	�������� 
�����
 ,1 ≤ a ≤ N/' ����	 �#$
���() n�	�������� ������
	�

|a1(q1), . . . , an(qn)〉�� = |a1(q1), . . . , an(qn)〉��
�

. ,- �/

� ���	��� �����
1��� � �(�
���)������ �	��
�� ���+

S{a1(q1), . . . , an(qn) → b1(q
′
1), . . . , bm(q′m)} =

=
���〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m) | a1(q1), . . . , an(qn)〉�� =

=
��〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m)|S |a1(q1), . . . , an(qn)〉�� . ,- 3/

�� 4���
	�5 �� ��)�������
) ���	�
�	 ��
�	�	
������
 �����
� ��#+

S = lim
t→∞

U(t,−t), ,- 6/

�7



�� ������	
�����
������������
��

���� U(t, t0) �� ������ 	
�	��	 �	
�������

i
d

dt
U(t, t0) = HU(t, t0) U(t0, t0) = �; �����

H = H0 + H� � ����� 	����	 ����������	������ �����	� �	����� ��
�
U(t, t0) !�"��������� U = U0U� ���"��� ���� U0 � ����� 	
�	��	 �	
������
H → H0 U� �	��
 H → H̃�(t) = U−1

0 H�U0 #�	��$	�� %��	" �	
!	�	�&	� �
����������' �� !�"���������" S = S0S� ���"��� ���� S0 = limt→∞ U0(t,−t)
�� A0 	����	 	
��"(� ���	� ����������'��

S0{a1(q1), . . . , an(qn) → b1(q
′
1), . . . , bm(q′m)} =

=
���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m) | a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
=

=
��

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m)|S0 |a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
, ���)�

�*
 S� ���"���� !������� �	��	�	��#��+� ��

S� = lim
t→∞

U�(t,−t) = T exp(iA�[Ψ]) ���,�

��&�	��	�	 	'���	�#������
%�(�� � ���-� �� � ���)� ����	!.

��	" !	�����������$�� � ������� �����/��

��

���〈b1(q
′
1), . . . , bm(q′m) | a1(q1), . . . , an(qn)〉�� =

=
���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m)|T exp

(
−iλ

∫
d2xΨ(x)

)
|a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
=

=
∞∑

k=0

(−iλ)k

k!

∫
d2x1 · · · d2xk

���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m)|T (Ψ(x1) · · ·Ψ(xk)) |a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
���0�

���"�� *�����
%���
 	�+	�	� � ���"���� "�$������ �	�(���#������*�� /+�� �����(�"�

1 "�$	"	�& ����� � 2�#"��	� !	����������� ��+� � 
��!��������" �	$	�	��	
�	��	� 3� ������� 	
� ����" (� $�����(�" �	���	� �	� ��."��
	� �� 	����	
4�
���
	�!.

$�����	" ���	�		 $����� "��������+(" ��
� � Ψ �	�(�����
��	���� ����'	�	�	� � "����(�� �	
������ 	����	�	� 	
��"(� ���	�	"�
%� �	
��"��� � "$��(��	#����"�� ��&!.

& �	�(���#������*�� �����	���	�
������*���� 5	�� � T���������� ��	�	��& ���������� Ψ ��	�����" "���
�	��/�+(" �� ��������"(� �������" 	�+	� �	����	���	 $	∑

n

|n〉��
�

��

�
〈n| = � =

∑
n

|n〉���
�

���

�
〈n| ���6�
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������� �����������
���� �� ��� �������� ������������ �� ����������� ����� ���������
���� ���$����
������� 
������� ���� �� �

���〈b1(q
′
1), . . . , bm(q′m) | a1(q1), . . . , an(qn)〉�� =

=
���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m) | a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
+(2π)2δ(2)

( m∑
j=1

q′j −
n∑

j=1

qj

)
{
− iλ

���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m)|Ψ(0) |a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
+

+
1

2πi

∞∑
k=2

(2πλ)k
∑
n1

· · ·
∑
nk−1

[
δ(Q − P1) · · · δ(Q − Pk−1)

(E − E1 + iε) · · · (E − E1 + iε)
×

× ���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m)|Ψ(0) |n1〉� · · · �

〈nk−1|Ψ(0) |a1(q1), . . . , an(qn)〉��
�

]}
���&'�

��#�$����	�� �������� (�� E �� Q � �������� Ei �� Pi !���� � ��	���� ����!�����
��� ������� ������� �����
� ��!"��"�) � ��	���� ���������� ���� �� ��� ����
�� �"� ����!������ ��
���������� *������� � Ψ �!������ �����!�����"� �����
!���� ����� �����+������ �������� � ���&� ������� ��������!���,��� ��
	��
������-������ λ�	�� !���"�	��-
���

� ���&'� ��!������ ����	�� 
�� ��� ��� ��	�$�. ��� 
���� /������	� ����
�� ,$ ��0������� ���
��������$� � 
��""����������1�1����� �� � �����0����
�������� 2��� �� ����!���� �����$�� ������ �� �����"� �� ������������ ����
	�
�����%�� A��	�� � �
������ #��������� ���$��%����� �
����$%� ��� 0��������
������� ����������� ���������.

〈0 | 0〉 =
�
〈0 | 0〉

�
= 1, ���&&�

���〈p | q〉�� = ���

�
〈p | q〉��

�
= 2πEδ(p1 − q1). ���&3�

� ���&&� #������� ������-����$%� �� ��
��"�� ��� �������� δe�	
���(λ) �����
� ��0�������� �1�1���	��� ����� ����
�� � 
��""����������1�1��� 
���������
���!�����$"�) 
������� ���#����, ��
������ !���"�	�0������-���	�� �		�����
/������� �-
%� �����"� ������ ��� � 
��""��
��""� 	"	������ ����������
��� #���� ���� 4���� ���#����	�� ����	�� �� ������� ��������� ���� �����
������� �����������

�� ��������0��������!���� ���#����� ���������� �	
������� 	�
�������
��
�����$%� ��� ���� �!��������� � !���"�	������� #���#����������� ��/����$"� 
����

F
O

(2)
ab

a1...an =
�
〈0|O(2)

ab (0) |a1(q1), . . . , an(qn)〉��
�

= δn,2δa,a1δb,a2 , ���&5�

6&



�� ������	
�����
������������
��

� δM2
ab(λ) ����������	�� 
���� � ����� ����������� ���������	 ��� �������

�������
�������  !!��"��"�# � !����!��
���$�� 	�������� 	�
���� λ2 ������� � 	 %

"��	���&

���〈b1(q
′
1), . . . , bm(q′m) | a1(q1), . . . , an(qn)〉�� =

=
���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m) | a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
−i(2π)2δ(2)

( m∑
j=1

q′j −
n∑

j=1

qj

)
×

×
{
���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m)|λΨ�(0) |a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
+

+
∑
n1

2πδ(Q − P1)

(E − E1 + iε)
���

�
〈b1(q

′
1), . . . , bm(q′m)|λΨ�(0) |n1〉�×

×
�
〈n1|λΨ�(0) |a1(q1), . . . , an(qn)〉��

�
+ · · ·

}
, ���'�

����

λΨ�(0) = λΨ(0) − 1

2

N∑
a,b=1

δMab(λ)2O
(2)
ab (0) − δe�	
���(λ). ���(�

���)��������# ���� ��!���� ����!��� ������� * ���� �� � 	"������������%
����	�� ��������� )������� * ��"�����! )�����	�	�� 	�
��	 � ����� �����������
+��	 	�����!���	 �����! ���)� )���� 
���������� ��� ��� "�����!# ����� � ��%
"�����	��� ,!�	 ��!�����- 	����	,��	 	�!���.��!��� !���.�	����	�

���� �����	
���� ��������� ��	�����	�

/��!���)�	 ��!� 	������ �����������	

A0 = A�� + μ

∫
Φ(x)d2x ΔΦ < 1 ���0�

��������	
�� �������,��)�	��� ������� ��������	 
�������,����1 2� ������������
�����������	 ����������� )�������)�# ���� "������� !�	 ���	,������!�� ������%
��� �����!!�� 	�������� ��������� ������!�� ������	 �����	3 ������� �����%
!���! ���)�!�� ��������� �	�� ���
��������." ���!����		�� 4(56� 2 "������� !�	
��������� ������!�� 	 "��	�������# ���� ,!�	 �������! !����!�	 �������	
"����& �� ��	 ��!��� 
����!�� ���������� ��!��,!	� ���� 	�# ���� �������
������# ���
���� ��������		�� �� ��
����!�		��� 2 !����! ,!�	 �� �����!
� ���- ��!��,!	�	 ���!� 	"�����!������ "�����������)� ���� �� � ��# �� 7%
�����8 ���)�!�� ��	����������� 	����!��,!	�! 7%�����8�	 !���������� �������	��

9�



��������	
�� �������� �����
����
�

���������
 
� 
�
����������� ����
����� � ����������� ���������
 ���������
�������� 
� ��������	
�� �������� ��������
 ���
���� ���	
�����	
�� �� !"

# �������
��
� 
 ����$����� 
 θ �
%���������
� %
�
�������&�' ��� m
�����( ����$���� 1 + 1 ���������
� 
�

(E, p) = (m ch θ, m sh θ) )*"+,-

�����	. ������� ��� ����"
/��
���� ���	
�����	
��� 
� ������ ������� �%������
��
� 
����%�������

���
%���� �������

b1...bmFO
a1...an(θ

′
1, . . . , θ

′
m | θ1, . . . , θn) ≡

≡ ���

�
〈b1(θ

′
1), . . . , bm(θ′m)| O(0) |a1(θ1), . . . , an(θn)〉��

�
)*"+ -

������������ ��" #���
� 
 ��������������� �������� 
 �
����
��� ���$��� ��
���$���� �����
�������
� ������&�0

FO
a1...an(θ1, . . . , θn) =

�
〈0| O(0) |a1(θ1), . . . , an(θn)〉��

�
. )*"+1-

*�������� ���
����� ���������� ����.��	��2 �����
�������
� 
�
������� �������
�
��� 3�.��0

b1...bmFO
a1...an(θ

′
1, . . . , θ

′
m | θ1, . . . , θn) =

= Fb̄1...b̄ma1...an(θ
′
1 + iπ, . . . , θ′m + iπ, θ1, . . . , θn) + ���������&��2 �
���;


 ���&������ 
�������$��� .����" # 4���������&��2 �
���5 
���� .������� $�
�
���� 	
 
 �����2 �
%�������� ������ �
��
� 
 �����2 �
%���������
� ��������
�2�"

# �����
������ ������6���
 ������	��2 
� ���
�� �������� ����������"
7��.��6����&� ���� ���
��� 
� 3���������� 8
����������������� ��1!

FO
a1...aiai+1...an(θ1, . . . , θi, θi+1, . . . , θn) =

= Sbibi+1
aiai+1

(θi − θi+1)F
O
aa...bi+1bi...an

(θ1, . . . , θi + 1, θi, . . . , θn),

FO
a1a2...an(θi + 2πi, θ2, . . . , θn) = FO

a2...ana1
(θ2, . . . , θn, θ1), )*"9:-

������� 
� 
�
������� ���������&� ������
� ������&�� 
� ������ ����$����%������
���
�� 
��� ��� ��� ������6� �������� ��.�� ��" ;�&�� �
�� �
%���������
 ����

����%������� ���������&��� �� ��� ��	�� ����6�
�� �<:!0 ΔO ������ 
� O(x)
�%������ ������� ����
��������.
� yO�� %���� ��=����.�� 


lim
|θi|→∞

FO
a1...an(θ1, . . . , θn) ∼ exp(yO|θi|) )*"9+-

1>



�� ������	
�����
������������
��

�������������	
 ����

yO ≤ ΔO + Δ̄O
2

. ������

���	���� ������� ��� �������� �����	���� 	���������� �� ��	�	���� ��� ��� 
�	����! 	����! ���� �� ���� �"���� 	������ �������#�$%���� �������� &����
��	�	���� �

lim
α→∞

FO
r+l(θ1 + α, . . . , θr + α, θr+1, . . . , θr+l) =

=
1

〈O〉F
O
r (θ1, . . . , θr)F

O
l (θr+1, . . . , θr+l) ����'�

���������	��
����� (���	���� )���	�! ��	� ������ ���	��$ �"����� ��	%���	
*�+,� -��������� � ����'� �����	����� ����"	. 〈O〉 )����� )����$��������
�������	 / � ����	��� �� ��	���)� / ����%��! ���0���� ���%�� � �������� 
�� ����	��� ��� 1������� �� �����	���� �� ��������� ������	���$ ���	�� 
	���� ������ �	��	���� �	�����.�� � 	���	�� �"������ ������������� ����� 
�����������

���� �����	
��
� 
�����
�
�

- ������)��#��� ����23���� ����		 �	�. �� ������� 	�	���.%���� ����� 
����#�$� ���4��� ��%����� ���'�� ������ � �����	�	. 	�	���. ���������� ���� 
%������� �����	��� &��� ������ �����	�	���$� �� ����	����� *�5! 65,! ������
"���� �	.�		0����$� �������� �������""�	! ���� �� �	��� ��)��������

7������� �� ��

F
(a)
k1...kn

(θ1, . . . , θn) = 〈0|Va(0) |Bk1(θ1) . . . Bkn(θn)〉��
�

����8�

%�	�	��� � 	�	���. �����������! ���	 Bk �� �5�8� ������� mk �����9 	�	���.�
%�	�	�: ;����	��������� �		

F
(a)
11 (θ1, θ2) = −G(a)λ̃2[a]2R(θ1 − θ2) ����4�

��

F
(a)
1111(θ1, θ2, θ3, θ4) = G(a)λ̃4[a]2

∏
1≤i<j≤4

R(θi − θj)×

×
{

[a]2 +

(∑4
i=1 xi

)2∏4
i=1 xi +

(∏4
i=1 xi

∑4
i=1 x−1

i

)2∏
1≤i<j≤4(xi + xj)−1

}
, ����6�

+8



��������	�� 
���
�����

����

xk = eθk [a] =
sin(pπa/β)

sin(pπ)

λ̃ = 2 cos
pπ

2

√
2 sin

pπ

2
exp

{
−
∫ pπ

0

dt

2π

t

sin t

}
,

�� � −2π + pπ ≤ �m θ ≤ −pπ ������

R(θ) = N exp

{
8

∫ ∞

0

dt

t

sh t sh(pt) sh([1 + p]t)

sh2(2t)
sh2

[(
1 − iθ

π

)
t

]}
, ������

N = exp

{
4

∫ ∞

0

dt

t

sh t sh(pt) sh([1 + p]t)

sh2(2t)

}
. ������

� ������������ ���	�� � ������� �

R(θ)R(θ ± iπ) =
sh θ

sh θ ∓ i sh(pπ)
����!�

"����
 ##��$ � 
���� ����#�����%�������&�'�� (#)���� ���� ��#����#���� �(	*(
�
��)����� �����#��&��*( ���*��'��

� ����	� ����#�+ �"��#����&�'*��� ������������� �� ��# � �����
��# F

(a)
22 �,%��&�� �
�*������� ��$ 	� �� ��� ��������' ��# �� ���	��������

-����������' ������� F
(a)
1111.�'� � ��������� "����
 ##��� 
���������������� /�.

��������� �#�� (#)���� 0 �����)���� �� a + b → c 
1��' U c
ab 
1��'� ��"##��

��#������� 0$ ��#) �� n + 2 �� �� n + 1 �����&��� 
���
����� ��

i Res
ε=0

Fa1...anab

(
θ1, . . . , θn, θc + iŪ b

ac −
ε

2
, θc − iŪa

bc +
ε

2

)
=

= Γc
abFa1...anc(θ1, . . . , θn, θc) ���23�

"����
 ##�� �%&���*� "����$ ����

i (Γc
ab)

2 = Res
θ=iUcab

Sab(θ) ���24�

� 
1��' ��+���#�$ �� Ū b
ac = π − U b

ac = U c
ab/2� 5� � ������� �

lim
ε,δ→0

εδ
〈
0
∣∣∣Ψ∣∣∣B1

(
θ2 + ip

π

2
− ε

2

)
B1

(
θ2 − ip

π

2
+

ε

2

)
B1

(
θ1 + ip

π

2
− δ

2

)
B1

(
θ1 − ip

π

2
+

δ

2

)〉
=

= − (Γ2
11

)2 〈0|Ψ |B2(θ2)B2(θ1)〉 ���2��

!6



�� ������	
�����
������������
��

�����������	 
��� ������������
� �� F22�	 
�	����� ������� ����	��
 ��� F1111�
���� p < 1/2 ��
 ���	�	���� ���� B2  ���
	����� ������� ��� ��	  	�����
��
�� ���	�����
�  B1!B1 ������ ���
	 "���	��#��
 $%&

S11(θ) =
sh(θ) + i sin(pπ)

sh(θ) − i sin(pπ)
'(�))*

������	���� (Γ2
11)

2
= 2 tg(pπ) +�+�
  ,�	����� ����������  '(�-%* ��������

����	 
�������� ���
���
  ����+���

R(−ipπ + ε) = − i

ε
tg(pπ)

1

R(−iπ[1 + p])
'(�).*

��	�
�	� �� �����  
�����		 �����
	��� �

F
(a)
22 (θ) =

(
Γ2

11

)−2 G(a)λ̃4[a]2
(

[a]2 +
1

ch θ + cos(pπ)

)
×

× R2(θ)R(−θ − ipπ)R(−θ + ipπ)
tg2(pπ)

R2(−iπ[1 + p])
'(�)/*

������+����	 
���
�

%0
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����������������� ���������

������� ����������� ��������

�� �������	���
�� ��	����� ���������������� �������	 �		������ �������
�������
���� ������� 	���� 
��
 � ��
������	�!�� 	����
"�
� #$%&' (� � �	)��	�
*)�����	�� "�
�	


Ag = A��� + g

∫
d2w ζ(w, w̄) +�',-

����.�� ���)� � "�������/ �"�� � �	�
���	� ������� ���������� [g] = Mx +x � ζ
�����
�� 	��������������0 x = 2 − 2Δ-  	 ζ �������	� ��1��/ "��1 � 	����

〈ζ(z, z̄)ζ(0, 0)〉 = |z|−4Δζ +�'%-

���1��/ ����� �� l = ML ��������
��� 
 �����
 ��	  �
 ��� �����
 �� |a〉 ������

��������
��� ������������ ��	 �����������

6l

π
Ea(l) = −(c − 24Δa) − ca

2κ
2l2x + O(l4x) +�'2-

����� ��"�
�/ �"�� Δa |a〉 = L0 |a〉 = L̄0 |a〉 � 	��.�� ����� +	���
����- ������

������� 	3�1�/ c � ������� 
 ���� ��
 ���
����	 
��
 	�/ � κ 
����" ��� ����� ��
45 
����	����!�� ��������
����
�

 �	�
���	0 g = κMx' ���
�

�� 
�!�..�/ "��1
O(lx) ��	����� ���)� � � 
���� 	�����
���
)������	���� ���1
�� ��� � �"�

���'� � !���
 ���� ��1�

"�
��� �

ca
2 = 6(2π)1−2x

∫
���

d2z

|z|x 〈a| ζ(1, 1)ζ(z, z̄) |a〉
�	


+�'6-

�� ���������		�
����� �����������	�������� � ���������		�
������ ��������
���
���� �∼ l� �������
�� ��	 �������
 	���
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�� � �����	��
����	
�� �
�����	���������� ��	��	���� ����	�

��	�������
 �	�����

���������	� 
�����	���
������� �������
� ����������	� �
 V±1,0 �����������������	� 	 
������


����������
 
����������������� ���������� ��������	

ζ(z, z̄) = iψ(z)ψ̄(z̄)
1√
2

(V1,0(z, z̄) + V−1,0(z, z̄)
)

 !�"#

����� ��	�� ���$ 	 %
	����
� ���	��� ����� �� �
�����

g =
μ

2π
√

2
 !�&#

��
�� ' ��������%�� �������
$ �	 	� r ����	���(��%��
 
���� ��)��� �	�)���$
�
 	���� �	�)��
�� 	�

|n±〉 =
1√
2

(Vn,0(0, 0) ± V−n,0(0, 0)
) |0〉 n = 1, 2, . . .  !�*#

���	����� ��
���� 	 +�����,%�-	���
�������� 	�
� ���.�
����� ���	���	�$ 	���
|0〉 	 ��������
� �
 	 +�����,%�-	��������� ������
����	�	/

|0〉 = |0〉φ ⊗ |+,〉 .  !�0#

1����� 	� ���	������	 	  !�2# ��
�����
���� 
�3�
���
 ������� ������������
��4�����
	 �����
���5$ 	� ���������� ����� 	�∫

d2z
|z|ρ−2

|1 − z|2ν
= π γ

(
ν − ρ

2

)
γ
(ρ

2

)
γ(1 − ν)  !�6#

���	����
 ������	 
���
������ ����������4� ����

7�� 	�	%
��)	� ����4 ���	��� �����4 �!89�������	������%��.��	� �) �	����
��)3���	��.�� �)5.�� :

�� 	 !�;� ������	�$ ���)���

α =
3

2
8

2
r2

1

γ2
(

1
2
− 1

2r2

) ( 1

r2 − 1

)2− 2
r2

.  !�;<#

'� :

��
 ����3������� �
����� ν���� 	�	������
 �����)�	��

	� ����� �������� 	���
	� ��)������ ��������
 �����������	�� ' ��������%�	 �������
� ��� ������4$
��
��� 	 ���������� ��������

Δ =
1

2
+

1

2r2
 !�;;#

��� ������	
 ��������� z → 0��	
 �� ρ > 0� z → 1���
 �� ν < 1 �� z → ∞���
 ��

2ν − ρ > 0� ���������� 2ν > ρ > 0 ������ ��
����
� ν > 1��� ����� ���
�������� ��
�������

� ���� �
��
 ��
�����	
	�	�
�
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|a〉 Δa ca
2κ

2/α

|0〉 0 γ2
(

1
2

+ 1
2r2

)
γ
(− 1

r2

)
|1±〉 1

2r2 γ
(

1
2
− 1

2r2

) [
γ
(− 1

r2

)
γ
(

1
2

+ 3
2r2

)± 1
2
γ
(

1
2
− 1

2r2

)
γ
(

1
r2

)]
|2±〉 2

r2 γ
(

1
2
− 3

2r2

)
γ
(− 1

r2

)
γ
(

1
2

+ 5
2r2

)
|3±〉 9

2r2 γ
(

1
2
− 5

2r2

)
γ
(− 1

r2

)
γ
(

1
2

+ 7
2r2

)
���� ������	�� ������ ���	
����������������

���������	 1/2
��� �	����� �� 	 ζ(1)ζ(z) �������������	� z → 1 ������	��

���	 	 ����� |a〉 ���	������ ��������� ��� ��������	���

�  	����
��������	� 	�� !������ ��� 	� 	�	����	��� ���������	� �������
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