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El6sz6

kisebb meéretii struktirak megismerése felé haladt. Mai vilagképiink szerint az Univerzum
(egy kezdeti exponencialis tagulas, az inflicio utan) forro és stirt allapotban jott létre, majd
egy sor fazisatalakulason keresztiilmenve tagult és hiilt, melynek sordn az anyag felvette a ma
ismert forméjat. Az egyik érdekes fazisatalakulas, amely ma mar kisérletileg is vizsgalhato, a
kvantumszindinamika (QCD) kvarkanyag-hadronanyag fazisdtmenete.

Napjaink nehézionfizikai kisérletei ezek tanulmanyozaséra szolgdlnak: a gyorsitokban (Be-
valac, AGS, SPS, RHIC, LHC) elektronhéjuktol teljesen megfosztott nehéz atommagokat (,ne-
hézionokat”) iitkoztetnek egymaéssal. Tlyenkor forrd és stir anyag jon létre, mely rohamosan
tagul és hil, és mire az {itkdzési pont koré telepitett detektorokba ér, mar ismét a szokasos (azaz
az elemirészecske-reakciok fizikdjabol jol ismert) részecskék halmaza. Ezek szam  és impulzus-
eloszlasainak, korrelacidinak vizsgélataval lehet az iitkdzésben keletkezett anyag tulajdonsagait

felderiteni. Nem magatol ért6dé azonban, hogy ez hogyan teheté meg.

A kisérletek feltartak, hogy a nagyimpulzusi (,kemény”) részecskespektrumokra hadron-
hadron iitkdzésekben jol mikodnek a perturbativ. QCD alapn modellek (aminek egyik jele,
hogy ebben a tartoményban a spektrumok hatvanyfiiggvény-alakiiak), és a nehézionfizika egyik
alapjelenségére, a spektrumokban latott hozamceskkenésre elfogadhaté kvalitativ leirdst adnak.
Ugyanakkor meglep6 modon a QCD nemperturbativ tartomanyaba es6 (,lagy”) folyamatok sta-
tisztikus, kollektiv viselkedést mutatnak. Ezek alapjan valt vilagossa, hogy elegendGen nagy
bi varakozasoktol eltérGen nem gaz-szertien, hanem erdésen csatolt ,tokéletes kvarfolyadékként”
viselkedik. (Erdemes megjegyezni, hogy az erés csatolas miatt a kemény folyamatok teljes-
kort leirdsa is igényli a perturbativ QCD-n tdlmutato, pl. az AdS/CFT dualitason alapuld
fenomenologikus modellek fejlesztését is.) A folyadékjellegre abbol lehet kovetkeztetni, hogy a
hidrodinamikai leiras, amelyben az anyagot tagul6 tiizgombnek tekintve lokalis termikus elosz-
lassal modellezziik a kis impulzusi részecskekeltést, igen jol miikodik. (Egyik jele ennek, hogy

ebben a kinematikai tartoméanyban az impulzuseloszlasok exponencialis alakiak.)

iii



iv

A hidrodinamikat azért lehet sikeresen alkalmazni egymastol tavol esé teriileteken (pl. az
egész Univerzum tagulasatol a koznapi mérett dolgokon 4t a nehézionfizikai folyamatokig),
mert az alapegyenletei nem tartalmaznak fizikai skélat (csupan a lokélis termikus eloszldsra
felirt energia— és impulzusmegmaradast fejezik ki). Ugyanakkor az egyenletek nemlinearisak,
megoldasuk leginkabb csak numerikusan taldlhato meg. Azonban egyrészt matematikai fizi-
kai szempontbol mindenképpen érdekes, ha egzakt megoldasokat talalunk rajuk, masrészt ezek
sokszor onmagukban is hasznalhatoak a kisérleti adatok leirasara. A kollektiv viselkedés isme-
rete sziikséges ahhoz, hogy Gssze tudjuk kotni a kisérleti eredményeket az elméleti joslatokkal.
Ezenfeliil sok kollektiv jellemzs (allapotegyenlet, viszkozitas) dnmagdban is érdekes, hiszen
kapcsolatban &ll a kialakult anyag mikroszkopikus természetével.

A dolgozatbhan a kollektiv viselkedés vizsgalatanak, a hidrodinamikai modellezésnek egy spe-
cialis problémakdrével foglalkozom: az egzakt (azaz egyszert képletekkel felirhato, analitikus)
hidrodinamikai megoldésokon alapulo szémitdasokkal. Ezen beliil is a tokéletes folyadékokra
felirt egyenletek megoldasaival foglalkozom. (A kisérletek egyik megleps tanulsaga éppen az,
hogy a nagyenergias reakciokban keletkezs anyag viszkozitasa igen alacsony, kozel van a sejtett
lehetséges legkisebb értékhez.) Az 1. fejezetben a nehézionfizikiban hasznalt fogalmakat, a
hidrodinamikai leiras gondolatat és alapegyenleteit, illetve illusztracioként néhany ismert ered-
ményt is felidézek. Az egyenletek megoldéasi modszereivel és ezek alkalmazasaival a tobbi fejezet
foglalkozik. A 2. fejezetben az alapegyenletek dtalakitdsaival bevezetek egy sajat eredményt: 1j
analitikus relativisztikus megoldasok egy osztalyat. Ezek voltak az elsG olyan egyszerii explicit,
egzakt relativisztikus hidrodinamikai megoldasok, amelyek nemeltiimé gyorsulasi tagulast ir-
nak le. A 3. fejezetben altalanositom ezeket a megoldéasokat, és némelyekrdl bemutatom, hogy
eleget tesznek egy furcsa (a dolgozatban titkdzésmentességnek nevezett) feltételnek: ezekben az
esetekben a folyadékban mozgd mikroszkopikus részecskék iitkozésmentes mozgésa is fenntart-
hatja a lokilis termikus egyensilyt. Ez azért meglepd, mert éppen azt gondoljuk (és altalaban
igaz is), hogy a termaliziciot a részecskék sorozatos iitkozeése tartja fenn. A 4. fejezet pedig egy
specialis alkalmazast mutat be: az egyik talalt hidrodinamikai megoldas alapjan egy parametri-
zacioban kiszamitom a Jagy” tartoméanyban keletkezo részecskék rapiditaseloszlasat, és a kapott
képleteket Gsszehasonlitom a mérési adatokkal. Latni fogjuk, hogy az adatok egy elfogadha-
t0 leirasat kapjuk. Ezek alapjan pontositom a nehézion-reakciokban létrejové anyag kezdeti
energiastiriiségének becslését. Az erre altalanosan hasznalt in. Bjorken-féle modszer nem veszi
figvelembe a tégulas gyorsuld voltat. Az itt bemutatott 4j modszer a RHIC gyorsito adataira
alkalmazva a Bjorken-becslés alapjan kapottnal mintegy 2-3-szor nagyobb energiastirtiségeket
ad. Pl. minden bizonnyal méar a kisebb iitkdzési energiajin RHIC gyorsitonal is megvalosul az

LHC gyorsitora vart energiasiirtiség (és ez utobbinal még nagyobh értékek varhatok).
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1. fejezet

Bevezetés: hidrodinamika a

nehézionfizikaban

Dolgozatom témaja a tokéletes folyadékok relativisztikus hidrodinamikajanak egzakt megol-
dasi modszerei, 0j partikularis egzakt megoldasok, és ezek alkalmazéisai. Ezen kutatasi irany {6
motivalo ereje a nagyenergias nehézionfizikai fenomenologia. A nehézionfizika az erds kolesonha-
téas fazisszerkezetének kisérleti kutatasaval és az ezt kiszolgalo elméleti modellekkel foglalkozik.

Az egyik idevago alapkérdés sokaig az volt, hogy vajon nagy hémérsékleten és nyoméason
tényleg létrejon-e a  kvark-gluon-plazma”. Ezt a fogalmat a hadronokbol kiszabadult kvarkok
és gluonokat tartalmazo halmazallapotra Shuryak vezette be [1]. Ennek el6zménye volt, hogy
Cabibbo és Parisi 1j halmazallapot 1étezését josoltak [2], valaszul Hagedorn latszolagos para-
doxonéra [3], amely a hadronok megfigyelt tomeg-spektrumabdl egy fels§ hatarhdmérsékletre
probalt kovetkeztetni. Azt, hogy a kvark-gluon-plazma valoban létezik, és valoban létrejon
elegendGen nagy energiaji nehézion-iitkézésekben, csak nemrég sikeriilt kétséget kizaroan bizo-
nyitani, jorészt az amerikai RHIC nehézion-iitkoztetd eredményei alapjan |4, 5, 6, 7|. Kideriilt
tovabbé, hogy ezekben az iitkézésekben a lagy (azaz nem perturbativ) kinematikai tartomény-
ban mért adatok arra utalnak, hogy az igy létrejott anyag igen hamar termalizalodik, és to-
vabbi tagulasa soran szinte tokéletes folyadékként viselkedik, szemben szamos korabbi joslattal,
melyek gyengén csatolt gaz megjelenését vartak. A gézszer halmazéllapot elképzelését az
sugallta, hogy a QCD ismert tulajdonsiga az aszimptotikus szabadsag [8, 9| (azaz hogy nagy
impulzusitadasokra az «; erds csatolasi allando nulldhoz tart), kézenfekvé volt tehat egy magas
hémérséklett, mintegy ,szabadon” mozgd kvarkokbdl és gluonokbol 4ll6 plazmat elképzelni'.

A folyadék-jellegre éppen az alapjan lehetett kovetkeztetni, hogy a keletkezett anyagot leirni

! Persze az, hogy a kisérletekben elgallitott kvark-gluon-plazma nem ilyen, az nem cafolja az aszimptotikus
szabadsagot, minddssze azt mutatja, hogy a kisérletileg elGallitott kvark-gluon-plazma szabadsagi fokai nem az
saszimptotikus” tartoméanyban hatnak kdleson.
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probalo modellek koziil a hidrodinamikai modellek sikeresek voltak. A hidrodinamikai leiras
nem veszti el jelentGségét azzal, hogy lezarult a kvark-gluon-plazma felfedezésének idGszaka,
és kezdetét vette ezen 1j halmazéllapot precizids tanulmanyozasa. S6t, bizonyos mennyiségek
(hangsebesség, allapotegyenlet, viszkozitas, illetve az allapotjelzdk, mint hémérséklet, nyomas,
energiastirtiség) éppen hidrodinamikai képben hatérozhatok meg kisérletileg.

Ebben a bevezetd fejezetben a nehézion-iitkézések és a hidrodinamikai modellezés alap-
jait tekintem at. Hogy a késGbbiekben kényelmesen tudjuk hasznélni Gket, a legfontosabb
alapfogalmakat és jeloléseket itt az elején Gsszefoglalom. Utdna bevezetem a hidrodinamikai

alapegyenleteket, és néhany ismert eredményt is felidézek, amelyeken sajat munkam is alapult.

1.1. Alapfogalmak és jelolések

A nagyenergias iitkozésekben keletkezs részecskék p impulzusat p, longitudinalis (nyalabira-
nyt) és pr transzverz (nyalabiranyra merdleges) komponensekbdl allitjuk dssze: p* = p% + p2.
A kirepiil§ részecske E energidja és mg témege E? = m2+p? = m2 +p? médon fiigg ssze, ahol
bevezettitk az mp = \/W transzverz tomeget?. A nyalabirdnyhoz viszonyitott kirepiilési
sz0g 0, ebbdl szarmaztathato az n-val jelolt pszeudorapiditas: 7 = Arthcosf = %ln % A
szokdsosan y-nal jelolt hasonlé mennyiséget rapiditdsnak nevezziik, és y = %lng%f; modon
definidljuk®. A transzverz sikban mért azimutdlis kirepiilési szoget @-vel jeldljiik (altaldban a
reakcio valamilyen modon definialt azimutalis reakciosikjahoz viszonyitva). Konnyii ellendrizni,

hogy az invaridns impulzuseloszlast (spektrumot) a kovetkezd ekvivalens modokon irhatjuk fel:

_pln _E_dn Bl _dn 1 dn
d*p  prdprdp.dy p prdprdnde  prdprdyde’

Ni (p) (1.1)

Spektrum-méréseknél igen gyakran a @-re integralt alakokat adjak meg. A o-fiiggést a v,

anizotropia-paraméterek (Fourier-komponensek) segitségével lehet megadni:

/ - dep E dn cos (ny) (1.2)
Uy = ———————cos (np) . .
o 77 prdprdp.de v

Tgen fontos a v mennyiség, amelyet elliptikus folydsnak is neveznek: ez viszonylag egyszertien

mérhetd, és latni fogjuk, hogy arulkodik a létrejévG anyag folyadékszerii természetérdl.

2 Hasznalatos a transzverz energia fogalma is: néha az I energia nyalabiranyra meréleges ,vetiiletét”, néha
mq — mo-t értik rajta, néha myp szinoniméjaként hasznaljak. Ebben a dolgozatban csak az mp-t hasznaljuk.

3 Az y nem egyezik meg a relativisztikus mechanikiban szokasos sebességparaméterrel; az utobbit szintén
haszndlni fogjuk, de nem lesz félreérthet sehol. 7 és y az my = 0 (vagyis az extrém relativisztikus) hataresetben
egyenldkké valnak, mindazonéltal 7-t sokkal egyszeriibb megmérni, innen a pszeudo— elnevezés. Viszont az y
mennyiség az, ami longitudinalis Lorentz-boostokra additiv, tehat sok esetben ez a ,természetesebb” valtozo.



1.2. KOLLEKTIV JELENSEGEK A NAGYENERGIAS UTKOZESEKBEN 3

A nagyenergias fizikai megfigyelhetd mennyiségek koziil fontos szerepet jatszanak még az

impulzustérbeli korrelacios fiiggvények: definiciojuk két részecskére

N, (p1, P2)

N1 (p1) M1 (p2)’ )

C(p1,p2) =
ahol N» (p1, p2) a kétrészecske-eloszlds. A lagy kinematikai tartoményban C' (py, p2) egyt6l valo
eltérésének a részecskék kvantummechanikai megkiilonboztethetetlensége az oka: bozonokra
(pl. a leggyakoribb keletkez6 részecskékre, pionokra) ezért Bose-Einstein-korrelacio a neve. A
korrelécios fiiggvény jol mérhetd, és a forras méretének letapogataséra hasznalhato. (Eredetileg
az ilyen tipusu korrelaciokat radioesillagaszatban fedezték 61 és hasznélték [10], ezért (a szerzdk,
R. Hanbury Brown ¢s R. Q. Twiss neveib6l) HBT-korrelacioként is emlegetik. Hasznélatos a
LGGLP-effektus” elnevezés is, azok neveib6l, akik ezt pionkeltésben elgszor értelmezték [11].)

A hidrodinamikai egyenletek és megoldésok soran a kivetkezd jeloléseket hasznalom. Al-
taldban a ¢ fénysebességet 1-nek veszem. Az alapsokasig sik Minkowski-térids, a metrikus

tenzor g,, = diag(1,—1,—1,—1). Néhol vizsgalok majd egy és kétdimenzios aramlasokat is,

a tér dimenzidszamat ezért egységesen D-vel jelolom. Gorog betiikkel jelolom a 0,1,...,D
téridé-indexeket, latin bettikkel az 1,..., D térindexeket. A folyadék dinamikai jellemzéi az x*

téridékoordinata (a ¢ id6 és az r helyvektor) fiiggvényei, de ezt a fiiggést altalaban nem from ki.
A folyadék (harmas)sebessége v, négyessebessége u* = v (1,v), ahol v = ﬁ A normalas
tehat w'u, = 1. A (relativisztikus esetben a nyugalmi energiat is tartalmazo) energiastirtiség
€, a nyomas p, a hémérséklet T', az entropiastirtiség s. Ha van (esetleg tobb tipusii) megmara-
do részecskeszam (t6ltés), akkor a megfelels stirtiséget n-nel, a kémiai potencialt p-vel jelolom
(esetleg indexekkel megkiilonboztetve). A termodinamikai mennyiségek Lorentz-skalarok, a sii-
riiségek lokalis nyugalmi rendszerbeli egységnyi térfogatra vonatkoznak. A gyakran elGkeriils
egyiittmozgd derivalt jeldlése % = % +(vV). A nemrelativisztikus jelolések értelemszertien ha-
sonlok; fontos kiilonbség, hogy itt az e energiasiiriiségbe nem értjiik bele a nyugalmi energiat.
Ebben az esetben be kell vezetni az anyag stirtiségét is, azaz egy megmaradd n részecskeszamot,

tovabba a részecskék mg tomegét is.

1.2. Kollektiv jelenségek a nagyenergias iitkozésekben

Relativisztikus energiaju hadronok iitkozését elészor ,elemi”, azaz pl. nukleon-nukleon fo-
lyamatokban vizsgaltak. Az 1950-es években az elsé ilyen kisérleti eredmények a kozmikus
sugarzasban érkezd hadronok allo céltarggyal valo (rugalmatlan) {itkozéseinek megfigyeléséhol

szarmaztak. Témank szempontjabol az egyik legalapvetébb kisérleti megfigyelés az volt, hogy
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az ilyen iitkozésekben keletkezd masodlagos részecskék atlagos transzverz impulzusa egy jol be-
hatarolt tartomanyban, pr ~ 0.5 GeV/c kornyékén van, teljesen fiiggetleniil a beesd részecske
(akér tobb nagysagrenden at is valtozo) energiajatol [12]. Nagyenergids hadronok laborato-
riumi iitkoztetésére késbb, az 1970-es évektdl keriilt sor. Ezekben (pl. a brookhaveni AGS
gyorsitondl), és mar a kozmikus sugarzdsban is megfigyelték, hogy az alacsonyabb impulzusi
részecskék mintegy ,termikus”, azaz egy adott, 7'~ 160 — 170 MeV h&mérsékletnek megfelels
exponencidlis spektrummal keletkeznek [12, 13]. A mai nehézionfizikai kutatasok két 6 helyszi-
ne a Brookhaven-ben épiilt, 2000 6ta mitkodé RHIC (Relativistic Heavy Ton Collider), illetve a
CERN-ben iizemels LHC (Large Hadron Collider). Az iitkozési energia és luminozitds noveke-
désével mara elérhetévé valt, hogy akar elemi hadronok, akar nehézionok iitkézésében ,nagy”,
azaz a perturbativ QCD érvényességi tartomanyaba esé transzverz impulzusi részecskék kelet-
kezése is vizsgalhato legyen. Ez a pp-tartomény teljesen eltér az el6bb targyaltaktol: nagyon
ritka folyamatokrol van sz6, és a pp-spektrum kozelitSleg hatvanyfiiggvény alaki. Manapsag

tehat ez alapjan beszéliink ldgy és kemény folyamatokrol, kis és nagy impulzusokrol.

A nagy pr-ji részecskék nehézion-iitkozésekben megfigyelt, a proton-proton iitkozésekhez
képesti részecskehozam-csokkenése (yelnyomasa”, lasd pl. [14]), illetve, hogy ez nem volt meg-
figyelhetd deutérium-arany iitkozésekben [15] azt mutatta, hogy a RHIC gyorsitonal (és az
LHC-nél is) 4j, igen stir anyag jon létre. (Perturbativ QCD-n alapulé, a gluonikus féke-
zési sugarzassal szamolo modellek mar régen joslatot adtak ilyen elnyomasra.) Annak, hogy
ez az anyag nem gaz-szerii, hanem kvarkokhol és gluonokbol allo, erGsen csatolt folyadék, az
egyik legbevilagitobb bizonyitéka az elliptikus folyds (ve) vizsgalata. A vy értéke nemcentralis
nehézion-iitk6zésekben, amikor kezdetben anizotrop tiizgomb alakul ki, jelentGsnek adodott,
ami annak a jele, hogy a kezdeti térbeli anizotropia a végallapotban impulzus-anizotropiaként
jelentkezik. (Gyengén csatolt gaz taguldsa esetén a modellek nem ezt mutatjik.) A vo-r6l megél-
lapithato volt, hogy nagysiga a keletkezd hadronok kvark-tartalméval skalazik, még a charm—
és bottom-kvarkokra is. Tovabba a hidrodinamikai modelleknek az adatokkal valo részletes
Gsszevetése (pl. a tovabbi azimutélis felharmonikusok, mint a v, skalazdsa) azt mutatja, hogy
a keletkezd folyadék 7 viszkozitésa kicsi, az entropiastiriiségre vonatkoztatott n/s arany tizszer
kisebb, mint szuperfolyékony ‘He-ra, és kizel van 1/4m-hez. (Erre széles kérben tigy tekinte-
nek. mint a viszkozitas egy elméleti alsé hatarara [16], mely az un. AdS/CFT-korrespondencia
egy fenomenologikus kiovetkezményeként adodik. A vy RHIC energidkon valdé mérésének egy
osszefoglaloja olvashato pl. [17]-ben, az adatok egy specidlis hidrodinamikai modellel, az tn.
Buda-Lund-modellel valo dsszevetése pedig [18]-ban.) Egy tovdbbi megerdGsitést jelent arra
nézve, hogy valoban hadronokbol kiszabadult kvarkok és gluonok anyagérol van szo, hogy az

iitkozésekben keletkez$ direkt (azaz nem hadronok bomlasabol szarmazo) fotonok spektruma
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alapjan meghatarozott kezdeti hmeérséklet mindenképp 300 MeV folétt van [19], mig a fazis-
atalakulas homeérsekletét a racs-QCD-n alapulo szamolasok koriilbeliil 170 MeV-re teszik [20].

Ezen eredményeket a kovetkezd allitdsokban foglalhatjuk ossze (melyek a RHIC-nél folyo
kutatasok ,mérfoldkoveinek” is tekinthetdk): a RHIC-nél (/syy = 200 GeV energiaji iitkoze-
seiben megfigyelt 1j jelenség (a nagy pr-s részecskék elnyomésa) 1j anyag megjelenésére utal,
amely folyadék, mégpedig kvarkok folyadéka. Surlodési egyiitthatoja igen kicsi, és kezdeti ho-
mérséklete joval az elméleti kvarkanyag-hadronanyag fazisatalakulasi hémérséklet folott van.
(Ezek miatt a keletkezett 1ij halmazallapotot ,kvark-gluon-plazma” helyett egyre inkdabh a ki-
sérletileg sugallt tokéletes kvarkfolyadék” elnevezéssel illetik.) Az LHC eddigi nehézionfizikai
mérései hoztak ugyan meglepetéseket, de Gsszességében nagyobb iitkozési energian is teljesen

hasonlo képet sugallnak. (Ezen mérések dsszefoglalojarol jelenleg pl. [21]-ben olvashatunk.)

1.3. Hidrodinamikai modellezés

Fermi volt az els, aki az 1950-es években statisztikus fizikai modellel probélta leirni a nagy-
energias iitkdzésekben keletkezd részecskék multiplicitas-eloszlasat [22]. Gondolatanak alapja
az volt, hogy erds kolcsonhatés esetén az energia gyorsan szétoszlik a sok szabadsagi fok ko-
70tt, igy statisztikus leiras lesz alkalmazhato. Landau allapitotta meg, hogy a nagyenergias
reakciokban keletkezs részecskék spektrumainak (pl. pr-spektrum, rapiditaseloszlas) leirdsara
mér sziikség van a (relativisztikus) hidrodinamikai tagulas figyelembevételére [23], és hogy a
hidrodinamika alkalmazhatosdganak altalanos feltétele, azaz hogy az atlagos szabad tthossz
kicsi legyen az inhomogenitasok méretéhez képest, teljesiilni fog elég nagy energian. O irta fel
a relativisztikus hidrodinamikai alapegyenleteket, és munkatarsaival kozosen adott is rajuk egy
bonyolult egzakt megoldast |24, 25]. Azota a hidrodinamikai modelleket minden irényban fej-
lesztették, és alkalmaztak kiillonb6z6 nagyenergias folyamatokra. Ebben a szakaszban az ilyen
modellek néhany alapfogalmat idézem fel.

A nagyenergiés iitkdzésben létrejott anyag igen hamar, kb. 0,6-1 fm /c id6 alatt termalizalo-
dik; ez a direkt fotonok spektrumanak mérésébél bizonyithato! [19]. Ezutdn az anyag tégul és
hiil, melynek soran  ha létrejott a kvark-gluon-plazma  elGszir a kvarkbezaras atalakulasi
hémérsékletén lezajlik a hadronizicio, majd a keletkezett hadronkdzeg tovibb tégul. EISbb-
utobb megsziinik a  kozeg™jellege (vagyis abbamaradnak a hadronok erds kolesonhatas altal
leirt szordsi, atalakuldsi folyamatai), és innentdl a keletkezett hadronok (a kizegbeli viselke-

déshez képest) gyakorlatilag szabad mozgdssal haladnak a mérdberendezés fele. A hadronikus

4 Frzt az allitast a direkt fotonok mérése elstt azzal indokoltak, hogy a végallapotbeli hadronoknak az ezt
alapul vevé hidrodinamikai modellekkel valo leirdsa a sikeres. A  korai termalizdcio” igy altalanosan elfogadotté
valt, noha valojaban a hadronikus végéllapot nem eléggé érzékeny a termalizacio létrejottének idejére.
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kozeg felbomlasat” kifagydsnak, az ennek megfelel6 hdmérsékletet kifagyasi hémérsékletnek,
Ty-nek nevezziik (az angol freeze-out szobol). A hidrodinamikai modellekben ez a kép, vagy-
is, hogy a végéllapotban is mérhetd részecskék lokalisan pillanatszertien, azaz haromdimenzios
hiperfeliiletre (vagy ,vékony”, kis id6beli szélességii négyestérfogat-savra) koncentralva jelennek
meg, helyettesiti azt a valojaban rendkiviil bonyolult folyamatot, ahogyan a hadronok lecsa-
tolodnak egymasrol®. Landau becslése [23] T-et a piontémeg (~ 140 MeV) kdrnyékére teszi;
ennek indoka, hogy a pion a legkénnyebb erdsen kolesénhato részecske, igy ennél sokkal kisebb
hémérsékletii kozegben mar nem torténik erds kolesonhatason alapuld rugalmatlan szoras: igy
pionokbdl all6 gazban a szabad tthossz exponencidlisan elkezd néni a piontémeg kornyékén
1év6 hémérsékletek alatt (e f6lott pedig éppen ellenkezbleg: a szabad uthossz kicsinysége miatt
alkalmazhato a hidrodinamika.) A Ty pontosabh értékét persze mérésekhél kell meghatarozni.

A hidrodinamikai modellekben a megfigyelhet6 mennyiségek ezutan a végallapoti termikus
eloszlasfiiggvénybdl lehet kiszamolni, amit ebben az Gsszefiiggésben forrdasfiigguénynek szoktak
hivni, és S (z#, p*)-vel jeldlni. Ennck térintegrdlja az invarians impulzuseloszlds, és kimutat-
hato, hogy a C (p1, p2) Bose-Einstein-korrelacios fiiggvény elss kozelitésben S (z#, p*) Fourier-

transzformaltjaval van kapcsolatban, igy informéciot hordoz a forrds téridébeli alakjarol:

m §(q.K) = / 'S (2, K) €0,

‘ 2

M (P):/dh‘zs(x“?p‘b)ﬂ C(p1,p2) 1+

ahola ¢g=p; —py, K = %(pl + pa) jelolést hasznaltuk.

Ny (p)-t és C (p1,p2)-t, ill. a beldliik szarmaztatott mennyiségeket tudjuk aztan Gsszeha-
sonlitani a kisérleti eredményekkel. (A 4. fejezetben ezt a folyamatot egy példan keresztiil
részletesen bemutatom.) Felmeriil e kérdés: milyen 1 informéciohoz juthatunk egy sikeres hid-
rodinamikai modellb6l? A statisztikus leirdasmod célszert, mert sok mikroszkopikus jelenséget
kiatlagol; egy részecskefizikai problémakorben nem pont ilyenekre lennénk kivancsiak?

A valasz egyrészt az, hogy sok kollektiv tulajdonsig (az anyag allapotegyenlete, vagy akér
az a kérdés, hogy létrejon-e a kvark-gluon-plazma) 6nmagaban is érdekes. Méasrészt minden
szempontbol nagyon hasznos volna, ha lenne olyan hidrodinamikai modell, (azaz az adatokhoz

illeszthets folyasi profil és eldiras a kifagyési feliiletre) ami barmilyen mérési adatok esetén

5 Nem lezart kérdés az sem, hogy mennyi id6 telik el a kifagyasig a hadronizaciotol kezdve, vagyis mennyi
a hadronikus kozeg élettartama. Elképzelheté pl. a ,tualhilés” is: ekkor a kvark-gluon-plazmabol régtén a
végallapoti, erds kolesonhatdsban mar nem all6 részecskék jelennek meg.

5 C (p1, p2) e kifejezése azonos bozonokra (pl. pionokra) vonatkozik. Annyiban kozelitd, hogy felteszi, hogy a
két részecske impulzuskiilonbsége kicsi az atlagos impulzusukhoz képest, tovabba elhanyagolja a tobbrészecske-
korrelaciokat és a végallapoti Coulomb-kélesonhatést. Ez utobbit figyelembe véve a forras alakja bonyolultabb
integréltranszformacioval rekonstrudlhato. Részletesebben lasd pl. a [26] osszefoglalot vagy a [27] szemlét.
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egyértelmiien leirja a dinamikat. Napjainkban viszont ettdl igen messze vagyunk. A jelenlegi
hidrodinamikai modellezésben egyelGre az is nagy eredmény, ha legalabb valamilyen elfogadhato
leirést sikeriil adni a kisimpulzusu tartomanyban megfigyelt kisérleti adatokra, a tagulasra és

a kezdeti feltételre vonatkozo értelmes feltételezésekkel.

A hidrodinamikai modellek korében beszéliink a végéallapotot leirni probalod parametrizdciok-
rol és az id6fejlédést végigkovets megolddsokrol. Az elébbiek tulajdonképpen csak valamilyen
ésszerd feltevést probalnak tenni S (z,p)-re, amit az adatokhoz illesztve lehet ellendrizni. A
szamtalan ilyen koziil két fontosabbat szeretnék roviden megemliteni: az egyik az un. blast wa-
ve modell [28], a masik a Buda-Lund-modell [29, 30]. Mindkét modell egy tagulo tlizgombét ir
le. A blast wave modell azt teszi fel, hogy a tagulas soran lokéshullamok haladnak kifelé adott
allandoé sugariranyi sebességgel, és a kifagyas is egyszerre torténik egy-egy lokéshullaimban.
Ezen az elképzelésen elindulva mara egy egész modell-osztély fejlodott ki.

A Buda-Lund-modell pedig egy olyan parametrizacié volt eredetileg, ami Hubble-szert, az-
az 6nhasonlo tagulast tett fel. Tovabbi alappillérei a kovetkezsk: a forras felosztasa egy ,mag”
(core) és egy ,gloria” (halo) részre, amely utobbi a (reakeio élettartamahoz képest) lassan bomlo
rezonancidk bomlasat irja le, és a forrasra az 6nhasonlo tagulas mellett ellipszoid-szeri szimmet-
riat, a forras stirtiségére Gauss-alaknal akar altalanosabb alakot is tesz fel. A modell eredetileg
tengelyszimmetrikus megfogalmazésat kessbb altalanositottak haromtengelyt ellipszoidra [ 31].
A modell olyan adatok leirasara is hasznalhato, amelyek mas modellek szaméara problemati-
kusak voltak. (Tlyen pl. a HBT-korrelaciok sugérparamétereinek pp-fiiggése [32|, amit RHIC
HBT-rejtélyként is emlegettek.) Ugy tiinik tehat, hogy az ¢nhasonlo tigulds feltevése ter-
mészetesen vezet az adatokban megfigyelt skalazasi tulajdonsagok magyarazatihoz. Kideriilt
tovabba, hogy a Buda-Lund-parametrizaciobol hataresetként szdmos — nemrelativisztikus és
relativisztikus — egzakt hidrodinamikai megoldas megkaphato: a modell mintegy ezek kozott

interpolal. Ezen megoldasok koziil néhanyat felidézek az 1.5. szakaszban.

Ez a kérdéskor mar atvezet a hidrodinamikai egyenletek megoldéasaihoz: minden 1j ered-
mény ezen a téren hasznos lehet a modellek fejlesztéséhez. Tobbféleképpen is osztalyozhatjuk a
nehézionfizikai hidrodinamikai megoldéasokat. Elészor is az egyenletek megoldésa torténhet nu-
merikusan (szamitogéppel), illetve analitikusan (zart formulakkal). Az analitikus megoldasok
kozott beszéliink valodi explicit megoldasokrol és in. parametrikus megoldasokrol, amikor a hid-
rodinamikai egyenletek megoldédsat egyszertibb kozonséges differencidlegyenletek (analitikusan
nem feltétleniil ismert) megoldasaival adhatjuk meg. (Ilyenkor ezek a kizonséges differenci-
alegyenletek, és veliik a hidrodinamikai egyenletek is, lényegében megoldottnak tekinthetdk,
az egyszer(i numerikus targyalhatosagra gondolva.) Beszélhetiink tovabba megolddsosztdlyok-

rdl is, ha pl. a megoldés egy tetszlegesen vilaszthato fiiggvényt tartalmaz. (Egy szép ismert
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nemrelativisztikus parametrikus megoldasosztalyt idézek fel az 1.5. szakaszhan.)

A numerikus modszerek nyilvanvalo elénye, hogy realisztikusabb allapotegyenletet hasznal-
hatunk, illetve kevésbé kotott a kezddfeltétel megvalasztasa, mig analitikus megoldason alapuld
modellekhez a tagulasi képhez illeszked6 megoldasokat vagy ilyenek osztalyat kell taldlnunk.
Ugyanakkor ezek egyszerii formaban adhatjak meg a kezdG és a végallapot kapcsolatat: a
dinamika megértése szempontjabol minden fizikai probléméaban hasznos, ha egzakt megolda-
sok allnak rendelkezésre. A tovabbi fejezetek ilyen megoldasok keresésérdl és nehézionfizikai

alkalmazasairol szolnak.

1.4. A hidrodinamikai alapegyenletek

A kovetkezdkben felidézziik a relativisztikus és nemrelativisztikus hidrodinamika alapegyen-
leteit. Ezek jol ismertek, mégis fontosnak tartom részletesen targyalni Sket. A fizika (és egyéb
tudoményok) sok kiilonhdzé d4gaban hasznalnak hidrodinamikai modelleket (ennek végsé soron
a hidrodinamikai modellezés alapelvének az elGszoban emlitett univerzalitdsa az oka), és nem
mindig egymassal kompatibilis médon hasznaljak a fogalmakat, egyenleteket. Még a nehézion-

fizika relative ,sziik” teriiletén beliil is tébbféle elnevezés, fogalmi konvencio létezik.

1.4.1. Termodinamikai Osszefiiggések és allapotegyenlet

A hidrodinamikai leirashoz a termodinamikai allapotjelzék koziil feltétlen sziikség van e-ra
és p-re; az egyenletek a v sebességmezd idéfejlodését ezekkel kapesoljak 6ssze. Ahhoz, hogy
zart egyenletrendszert kapjunk, sziikség van az dramld anyag éallapotegyenletének megadésa-
ra is. Ezt valamelyik termodinamikai potencialfiiggvénnyel adhatjuk meg. Ha nem foglalko-
zunk semmilyen megmarado részecskeszammal, akkor megfelel az ¢ (s) fiiggvény. Ha van (akar
tébbféle) megmaradd n részecskeszam (és megfeleld p kémiai potencial”, akkor egy megfelel§
potencialfiiggvény az e (s,n) fiiggvény, amibdl a tovabbi mennyiségek igy szarmaztathatok:

T (s,n) = w(s,n) = (%Ez < de =Tds+ pdn. (1.4)

5
0s’
Ez az ismert alapvetd dE = TdS —pdV + pud N termodinamikai Osszefiiggés egységnyi térfogatra

atirva. Mivel homogén anyagot vizsgalunk, érvényesek a Gibbs Duhem-relacio folyomanyai:

e+p=Ts+pun, = dp=sdT +ndp. (1.5)

7 Ezekben az alapképletekben az egyszertiség kedvéért egyféle n és p szerepel, értelemszert pdn — >, pidn;,
pun — >, ping, stb. helyettesitésekkel tobbféle megmarado n; toltés is bevezethetd.
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Napjaink nehézionfizikai kisérleteiben az iitkozési energia lényegesen nagyobb, mint az iitkozd
magok témege. Emiatt a relativisztikus hidrodinamikaban szokés azzal a kozelitéssel élni, hogy
a megmarado toltés (a barionszam) strdségét nem vessziik figyelembe, és a megfeleld p-t is

nullanak vessziik. Ekkor a termodinamikai dsszefiiggések (1.4) helyett ilyen alakuak:

_0e(9)

e+p="Ts, T(s) s

s(T) = . (1.6)
Az allapotegyenletet tehat megadhatjuk az ¢ (s, n) ill. az e (s) potenciallal (vagy (1.5) és (1.6)
alapjan a p (T, p), ill. a p(T) fiiggvénnyel is, amit az el6z6ekbdl Legendre-transzformacioval
kapunk). Numerikus hidrodinamikai modellezéshez elvileg szinte barmilyen allapotegyenletet
véalaszthatunk, egzakt megoldasok keresése azonban altalanos allapotegyenletre reménytelen
feladatnak tiinik. Egy egyszerti és jol hasznéalhato kozelités az ideélis gazéhoz hasonlé allapot-

egyenlet:
e=kp, p=nl. (1.7)

Ebben az egyenletben a x konstans, de értéke mindig mas. Nemrelativisztikus (és struktirat-
lan részecskékbdl 4llo) idealis gézra a statisztikus fizikai llapotdsszeget kiszamitva kozismerten
k = D/2 adodik, nulla témegt (vagy ultrarelativisztikus) részecskék ideélis gézara hasonlo sza-
molds k = D-re vezet (de itt ugye € értelme mas, tartalmazza a nyugalmi energiat is®). Fz
utobbi pl. a Boltzmann-féle sugarzasi torvény alapja. Erdekesek lehetnek mas w értékekre
kapott hidrodinamikai megoldésok is, de sokszor kittinik majd a késGbbiekben, hogy az egzakt
megoldasok keresésekor a legegyszertibb és legeélszertibb mégis az (1.7) allapotegyenlet hasz-
nalata k = D (illetve nemrelativisztikusan a £ = D/2) valasztassal, akkor is, ha az ezekkel
kapott megoldasok nyilvan csak kozelitései lehetnek a valosdgnak. Megjegyezziik, hogy a k

egyiitthatot az anyagban érvényes ¢, hangsebességgel a k = }2 mo6don hozhatjuk kapcesolatba.
Az 1.7 dllapotegyenletnek megfelel§ termodinamikai potencialfiiggvények a kivetkezsk “:

L Atl
e(s,n) = Egn <n£) e ha p#0 , il e(s)=Fp (i> ha p=0. (1.8)
0

S0

8 Tomeges részecskék relativisztikus idedlis gazara az allapotdsszeg kiszamitasaval a

17} o D_1 moc?
p=nT, e=r(T)p, w(T)= ar In dtsh” " 'tchtexp{ — T cht
0

allapotegyenletet kapjuk (itt kifrtam a ¢ fénysebességet, mg pedig egy részecske tomege). Az integral kifejezhetd
a MacDonald-fiiggvényekkel. Ezeket a képleteket nem fogjuk hasznélni, a teljesség kedvéért emlitem meg dket.

9 Az Ey, ng, so allandék semmilyen mérhetd mennyiségben nem jelennek meg, csak arra szolgilnak, hogy
az entropia ,nullpontjat” beéllitsak. Ez az dnkény abbol szarmazik, hogy a klasszikus statisztikus fizikiban az
entropia csak egy additiv allando erejéig meghatéarozott mennyiség.
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Az utobbi esethdl jol latszik, hogy az ilyen allapotegyenletii anyag adiabatikus tagulasakor az

idealis géz esetében ismertekhez hasonlo ardnyossigok a mérvadoak:
nes~TE  enp~ TR (1.9)

Emlitésre mélto még, hogy egy korai probélkozas a kvark-hadron fazisatalakulas soran érvényes
allapotegyenletre az tn. zsikmodell: ez gyakorlatilag a p — p — B, ¢ — ¢ + B helyettesitést
jelenti az (1.7) allapotegyenletben, ahol B a zsdkdllandd. Emogott az az egyszert kép van,
hogy a hadronok adott (zsdkallandd) mélységii potencidlgddorként viselkednek a szabadsagi fok
kvarkok szamara. A zsdkallando ilyen bevezetése lényegében nem valtoztatja meg a megfelels
relativisztikus hidrodinamikai megoldasok (u* és p) alakjit (azaz ezen mennyiségek tér és
iddfiiggését), mint azt a 2.1.1. szakasz 1. labjegyezetében latjuk (de persze a T' homérséklet

alakjat igen; éppen erre a célra, fazisatalakulas leirdsara vezették be a zsakmodellt).

A kvarkanyag valodi allapotegyenletének meghatarozasara elméleti szamitasok sora tesz
kisérletet. Az 1.1. dbrén a talan legalapvetébb modszerbdl, a QCD racson vald megoldasabol
kapott eredmény, a p nyomés a T homérséklet dsszefiiggése lathato [20]. A p ~ T4 az idelis
g7 esetének felelne meg, a relevans véltozo tehat p/T*. Joval a fazisitmeneti 7. hémérséklet
folétt, ahol a hidrodinamikai modellezést alkalmazni akarjuk, a p ~ T* térvény kozelitGleg
igaz, noha az anyag itt sem idealis giz (az ardnyossagi tényezé nem a Stefan-Bolztmann-féle
érték). Ezért tehat arra, amire tulajdonképpen alkalmazni akarjuk a hidrodinamikai leirast a
nehézionfizikaban, kozelitdleg hasznalhato az ideélis gaz fenti allapotegyenlete. Kideriil tovabba
a racs-QCD szamolasokbol, hogy a mai nehézionfizikai iitkozési energiaju folyamatokban az
allapotegyenletben valoban elhanyagolhaté a pp-fliggés (azaz a bariokémiai potencidltol valo
fiiggeés) szerepe [33], ezért jogos a (sokszor alkalmazott) kozelités, amikor a hidrodinamikai

egyenletekben csak T' és s valtozésait vizsgaljuk.

Erdemes megjegyezni, hogy az (1.7) allapotegyenlet egy lehetséges altalanositasa a # kons-
tans  (T)-re valo cseréje, azaz T-fiiggévé tétele, amire mint homérsékletfiigg hangsebességre
szoktak hivatkozni, a & (T) = é Osszefiiggés alapjan. Alkalmas x (T) fiiggvény pontosan lefr-
hatja a kiilonféle szamitasok alapjan kapott kvarkanyag-allapotegyenleteket. A nyomaés, mint

termodinamikai potencialfiiggvény ilyenkor a kivekezd:

T
e=r(T)p, p=nT < p(T,u):poeXP{%+/T %di} (1.10)

Altalanos x (T)-ra csak a nemrelativisztikus hidrodinamikai egyenleteknek ismert tagulo tiiz-

gombot leiré megoldasa ([34], lasd az 1.5. szakaszt is).
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1.1. abra. Az erGsen kolcsonhaté anyag éllapotegyenlete racs-QCD szamolasok alapjan. A fa-
zisatalakuldsi h6meérsékletnél (171 +9 MeV-nél, amennyiben az tin. kvarkszam-szuszceptibilitas
alapjan definialjuk az atmenetet) sokkal nagyobb hémérsékletre a p ~ T* (ultrarelativisztikus
gazra igaz) Osszefliggés nem nagyon rossz kozelités lehet, noha az aranyossigi tényezé kisebb,
mint a Stefan-Boltzmann-allandobol kaphato. Az dbra eredetije a [20] hivatkozasban talalhato.

1.4.2. Tokéletes folyadékok mozgasegyenletei

A dolgozatban tokéletes folyadékok egyenleteinek megoldéasaival foglalkozunk. Figyeljiink
az elnevezésre: ebben a dolgozatban tdkéletes folyadékrol beszéliink, ha az entropia megmarad,
azaz nincs sem bels surlodas, sem hévezetés. Az idedlis folyadék hasonlot jelent, de ennek de-
finiciojaba néha beleértik, hogy térfogattartd (inkompresszibilis) is. A nehézionfizikiban persze
sz0 sincs térfogattartasrol: éppen az anyag tagulasat akarjuk leirni. A félreértés elkeriilése
végett tehat ,idealis” helyett inkdbb a ,tokéletes folyadék” elnevezést kovetjiik.

Mar volt sz06 rola, hogy a hidrodinamika azért hasznalhato egészen kiilonboz6 tér  és idgska-
laja folyamatok leirdsara, mert a dinamika lényegében csak a megmaradasi torvényeket hasz-
nalja ki. Relativisztikus esetben az alapegyenletek levezetése ténylegesen igy torténik. Ehhez a

Landau-féle modszert [35] hasznalhatjuk: elGszor felirjuk a folyadék energia-impulzus-tenzorat:

T = (e +p) upty — PGy (1.11)
Tokéletes folyadékra ezt az alakot az sugallja, hogy lokélis nyugalmi rendszerben (azaz ahol
lokélisan u# = (1,0)) ez atmegy a T, = diag (¢, —p, —p, —p) formaba, ami e energiastrtségnek
és p izotrop nyomasnak felel meg. Szokas szerint definicidszertien akkor tekintjiik a folyadékot
tokéletesnek, ha energia-impulzus-tenzora lokélisan ilyen diagondlis alakra hozhaté megfeleld

Lorentz-transzformécioval, és ekkor az ehhez a transzformaciohoz tartozé u-t hivjuk a folyadék
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sebességének. (Strlodo folyadék esetében a kérdés bonyolultabb, lasd az 1.4.3 szakaszt).

A mozgésegyenletek az energia és impulzusmegmaradast kifejezs, négy fiiggetlen kompo-
nensti 0,7" = 0 egyenletbdl adodnak az el6z6 kifejezés behelyettesitésével. Az u*-re ortogo-

néalis projekcioval kapjuk a relativisztikus Euler-egyenletet:
(e +p)uou* = (g"* — u'u”) O,p. (1.12)
Az ut-vel parhuzamos projekcio az energiamegmaradast kifejezd relativisztikus egyenlet:
Oy (eu!) = —pou" & (e +p)Ouu! +u"0,e = 0. (1.13)

Ha a folyasban résztvevd anyag megmaradé toltést vagy megmaradd n részecskeszamot hordoz,

ennek kontinuitasi egyenlete (a bevezetett n (z)-re):

Oy (nut)=0 < nou"+u"d,n=0. (1.14)

vel kénnyen levezethetjiik. Az Euler-egyenlet, az energiaegyenlet és a részecskeszam kontinuitasi

egyenlete rendre

5+pdv77 B @ _
—eda - VP Vo (1.15)
1 de 1 do?
e Wit aay (1.16)
d L (Uv). (1.17)

x In ﬁ =
Ezekbél az egyenletekbd] hatdratmenettel kiadodnak a nemrelativisztikus egyenletek '°. Ezek
jol ismertek, itt a nehézionfizikiban hasznalatos formajukban idézziik fel Gket. Emlékezziink,
a nemrelativisztikus esetben e-ba nem értjiitk bele a nyugalmi energiat. Az Euler-egyenlet, az

energiamegmaradast kifejezd egyenlet és a részecskeszam-megmaradas egyenlete rendre

dv
mon gy = —Vp, (1.18)
Oe de
E-FV(EV):—])(VV); & E=—(e+p)(Vv). (1.19)

10 Ehhez a v < 1 feltételnek kell teljesiilnie, valamint annak, hogy az € = mon + & felirasban eV < mon
és p < mon teljesiiljon, azaz a nyugalmi energiastiriiség a tobbi fesziiltségnél sokkal nagyobb legyen. Ekkor
az itteni eV jatssza a nemrelativisztikus esetbeli energiastiriiség szerepét, ami nem tartalmazza a nyugalmi
energiat.
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on 1dn
E-&-V(nv)fo = —

Ezek az egyenletek is nemlinearisak, altalanos esetben egészen bonyolult folyasi képek ala-

= (V). (1.20)

kulhatnak ki. Nehézionfizikai alkalmazasokhoz azonban szamos egyszertinek mondhat6 egzakt
megoldasuk ismeretes, ezek koziil néhéanyat felidézek az 1.5. szakaszban. A fentiekbdl is latszik,

hogy a relativisztikus egyenletek joval bonyolultabbak, mint nemrelativisztikus megfelelGik.

1.4.3. Kitekintés: surlodo folyadékok egyenletei és problémai

A folyadékok belsé surlodasa nemrelativisztikus esetben is bonyolultabbé teszi az alapegyen-
leteket, de koncepcionalis problémakat nem okoz. Az Gsszenyomhatatlan saurlodo folyadékok
egyenletének, a Navier Stokes-egyenletnek néhény tulajdonsiaga ma sem pontosan ismert (st,
a kezdetiérték-probléméja megoldasanak egzisztenciakérdése az ismert legnehezebb matemati-
kai problémak kozé tartozik [36]), és egzakt megoldasokat is nehezebb talalni ra, mint a tokéletes
folyadékok egyenleteire. Ezzel egyiitt senki sem kételkedik abban, hogy a sirlodo folyadékok
morgasat leird helyes egyenleteket nemrelativisztikus esetben ismerjiik (Gsszenyomhatatlan fo-
lyadékra ez a Navier Stokes-egyenlet). Disszipativ aramlasok relativisztikus targyalasa viszont
ma sem megoldott elvi problémaktol terhelt.

Nem vilagos, hogy mit értiink a folyadék sebességén, amikor az energia tomeggel ekviva-
lens, azaz barmilyen energiadramlasra (pl. hdvezetésre is) gondolhatunk gy, mint ahol tomeg
is aramlik. A surlodo relativisztikus hidrodinamikai egyenletek megalkotasara tett elsé probal-
kozas Eckart nevéhez fiiz6dik [37]. Az 6 megkozelitésében egy megmarado részecskeszambol

indulunk ki (dramstiriségét N*-vel jeldljiik). A megmaradési egyenlet alakja
0Nt =0, N'=nu", n=,/NKN, (1.21)

Ez egyuttal a négyessebesség definicioja: a részecskearamlas sebessége. Az energia-impulzus-

tenzorban viszont mar megjelennek a bels6 strlodasi (m,,) és hovezetési (g,) tagok:
T = (e + p) uptty — PGuv + Qutt + @ty + Ty, quu =0, muu” =0, mh = 0. (1.22)
A 7, belsd surlodasi tenzorra és a g, hGaramra megadott feltételek a p és az ¢ mennyiségek

egyértelmii definiciojahoz kellenek. A gradiensekben elsérendii kovarians kifejezést keresve, és

megkdvetelve, hogy az entropiaprodukceié pozitiv legyen, lényegében egyértelmtien adodnak a

2
Ty = 1 (O, + Oy, — uyu Oy, — uyuldyuy,) + (C — gn> (0ot (g — uptis) (1.23)
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¢ =k (g™ —u'u”) (0,T — Tuldyu,) (1.24)

alakok, 7 és ( surlodési és x hdvezetési egyiitthatokkal. A mozgésegyenleteket a 0,7 = 0
feltétel tartalmazza. Ennek az Eckart-féle elméletnek t6bb hidnyossaga is van. Egyrészt nem
kauzlis, fénynél gyorsabb informéciocsere is megvalosulhat benne!'. Egy talan még kellemet-
lenebb probléma, hogy a nyugvd, homogén folyadékot leiré megoldas kis perturbaciokra nézve
nem stabil [38] (ami pedig alapvet§ kiovetelmény lenne). A nagyenergias fizikdban tovabba
felmeriil a kérdés, hogy hogyan definialhato a részecskeszam.

A Landau-féle targyalas (lasd pl. [35]) éppen abban kiilonbozik, hogy ott a négyessebesség
definicio szerint az energiaaram iranyaba mutat. Emiatt az N dramsiiriiségben megjelenik egy
kompenzalo tag: N = nut + j*, viszont nincs ,kiilon” hévezetés, az energia-impulzus-tenzor
(1.22) alaki g, = 0 kitétellel. Hasonlo megfontolasokkal, mint az Eckart-esetben, kideriil, hogy

noha u# definici6ja mas, m,, ugyanolyan alaku fiiggvénye wu,-nek, mint (1.23)-ban, j* pedig

2
jo=t <E”+Tp) (0, — u,°0,) (1.25)
alakunak adodik. Nem nyilvanvalo, hogy az Eckart és a Landau-modszer ekvivalens lenne. A
Landau-féle elmélet mindazonéltal konnyen felirhaté a p = 0, n = 0 esetre (ami a nehézionfizikai
alkalmazasban elényds). Az akauzalitas és az instabilitas itt is fennall [38].

Kauzalis elmélethez kézenvekvd, ha hiperbolikus egyenletekkel probalkozunk. Ilyeneket tigy
lehet kapni, hogy a mikroszkopikus, kinetikai egyenletbdl indulva a makroszkopikus mennyisé-
gekre attérs atlagolas soran a nulladrendi (azaz tokéletes folyadékot leird) és elsérendi (azaz az
ismert elsérend( sirlodo hidrodinamikai) kozelitésen tilmegyiink: magasabbrendi derivaltak,
és az allapotegyenleten beliil is dinamikai mennyiségek jelennek meg. Ekkor persze a disszipativ
tulajdonsagokat mar nem csupan harom egyiitthato (s, 1, ¢) adja meg. Az elmélet ismerte-
tésére itt nem térek ki, csak megjegyzem, hogy ez valoban stabil, kauzilis, de hiperbolikus és
id6ben masodrendii egyenleteket ad. Ezt a modszert elGszor Israel és Stewart alkalmazt [39], és
a masodrendi elméletek fejlesztése aktiv kutatasi téma. A mai numerikus szamolasokban egyre
inkabb masodrendii elméleteket hasznalnak a Landau-maodszer helyett. Az elsérendii egyenletek
kutatdsdaban 1j irdnyt jelent a relativisztikus termodinamika konzisztens felépitése [40].

A surlodo folyadékokra vonatkozo alapelveket itt csak a teljesség kedvéért vazoltam fel.
Jelenleg nem lezart kérdés az alapegyenletek tisztazasa sem, és nem is ismeretes a nehézionfizi-

kidban hasznalhato sirlodo relativisztikus egzakt hidrodinamikai megoldés (barmilyen megkize-

11 Bz kideriil pl. abbél, hogy a hévezetés egyenletére a hagyomanyos diffizidegyenlettel rokon alaki, elliptikus
differencialegyenlet adodik, aminek Green-fiiggvénye, a 02 ~ t —t( szélességli Gauss-eloszlas nem kauzalis. Vita
folyik arrol, hogy ez mekkora probléma: egy lehetséges feloldas, hogy olyan esetekben, amikor fénynél gyorsabb
informaciokozlés valosulna meg, eleve a makroszkopikus, hidrodinamikai leiras érvényét veszti.
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litéshen). A tovabbiakban nem is foglalkozunk ezzel a kérdéskorrel, hanem ratériink a tokéletes
folyadékokra vonatkozo egzakt megoldasok targyalasara. Ezeket mivel a kisérletekben lét-
rejovs kvarkanyag sirlodasa igen kicsi — jol haszndlhatjuk az idéfejlédés kovetésere. (Kivétel

persze, ha éppen a strlodas nagysagat szeretnénk a kisérletekbsl meghatarozni.)

1.5. Ismert egzakt megoldasok

Ebben a szakaszban felidézek néhany ismert eredményt: egzakt nemrelativisztikus és rela-
tivisztikus megoldasokat és megoldasosztalyokat, ezek f6bb jellemzgit. Ezek — illetve az, hogy
a relativisztikus esetben viszonlag kevés egyszerti egzakt eredmény volt ismert  jelentették

részben a motivaciot a tovibbi megoldéasok kereséséhez.

1.5.1. Nemrelativisztikus eset: 6nhasonlé megoldasok

A nemrelativisztikus alapegyenletek joval egyszertibbek a relativisztikusaknal, igy kénnyebb
rajuk egzakt megoldast is talalni. Létezik egy egészen altalanos parametrikus megoldasosz-
taly [41], amely tulajdonsagait tekintve taldn a lehetd legjobban illeszkedik a nehézion-iitkizé-
sekrdl alkotott képiinkhoz (mar amennyire ez egy egzakt megoldastol elvarhatd). Ez a megoldas
specidlis esetek egymas utani felderitésével valt ismertté, ezek koziil a kovetkezs szakaszban
Osszefoglalom a fontosabbakat, de az altalanos esettel kezdem.

A megoldas onhasonlo (a kozmologiai Hubble-torvényhez hasonlo) tagulast ir le, a karak-
terisztikus feliiletek pedig (tagulo) onhasonléo haromtengelyt ellipszoidok. Ezek az alabbi A

fiiggvény szintfeliiletei:
T2 T‘; 7,,2
A(rayry s t) = —2 2 1.26
TN O REI ) (1.26)

Ttt az a(t), a b(t) és a c(t) fiiggvények az ellipszoidok tengelyei az id6 fiiggvényében. Lathato,
hogy az 6nhasonlé ellipszoidok seregét az A = const feliiletek adjak meg. A megoldashoz
tartozo sebességmezi pedig olyan, ami illeszkedik ezekhez az ellipszoidokhoz: belathato, hogy
ha a v az alabbi (6nhasonlo) alaku, akkor az A fiiggvény egyiittmozgo derivaltja elttinik:
a(t) b(t) é(t) dA 84

Uy = —)m, Uy = ATy Ve = T = Fraie T +vVA=0. (1.27)
A tovébbiakban az ilyen tulajdonségi (mindig A-val jelolt) fiiggvényeket skdla— vagy skala-
zofiiggvényeknek fogom nevezni. (Az elnevezés oka, hogy ebben a specialis 6nhasonlo megol-
dasosztalyban A kiilonb6z6 értékeinek az énhasonlosagi, vagy skilatranszformacioval egymasba

vihet feliiletek, ellipszoidok felelnek meg.) Ezek — mivel az egyiittmozgo derivalt a hidrodina-
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mikai egyenletekben sokszor el6fordul — fontos szerepet toltenek majd be egzakt megoldasok

keresésében.

Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy a kiovetkezd képletek a nemrelativisztikus hidrodina-

mika (1.18) (1.20) egyenleteinek megoldasat adjék (az (1.7) allapotegyenlet esetére) [41]:

a b é 2ol g2 Vo
Vo = “Tay Uy = 3Ty, Vs =T A:;z+Fg+§’ V = abe, n:nOVV(A), (1.28)

T-T, <%)WT(A), V(A):ﬁexp{f%/o/‘ %d&}‘ (1.29)

A két bevezetett egyvaltozos fiiggvény, v (A) és 7 (A) kapesolata nem tetszbleges, de egyébirant
7 (A)-t tetszGlegesen véalaszthatjuk. A nulla index a kezdeti értékeket jelenti, a V' mennyiség
pedig az ellipszoid valamilyen értelmi ,térfogatanak” mértéke. Az a, b, ¢ tengelyek idéfejlodését

egy tovabbi egyenlet korlatozza: abban az esetben kapunk megoldéast, ha

1 1
ad:bézca:%(£>" P L:%(dhbhe?)wn(%)”. (1.30)
Ez utobbi, a tengelyek iddfejlédését meghatarozo egyenlet egy a, b, ¢ koordinataju részecskének
adott nemrelativisztikus potencialban térténé newtoni mozgasegyenleteként foghato fel, felir-
tam az ehhez tartozo Lagrange-fiiggvényt. Ezen mozgasegyenletek egzakt megoldasa altalanos
esetben nem ismert'?, az viszont latszik, hogy a potencial taszito és nagy a, b, c értékekre elting
er6t ad, tehat nagy idgkre névekvs, mégpedig allandosult sebességgel novekvé a (t), b (t), ¢ (t)
fiiggvényeket varunk: a (t) ~ ait + as, b(t) ~ fit + Ba, ¢ (t) ~ Nt + 7o.

Mivel a 7 (A) fiiggvény tetszGleges, szép altalanos alaki hémérsékletprofilokat irhatunk le
ezzel az egzakt megoldassal. A mar emlitett Buda-Lund-modell alapja ez és az ehhez hasonlo
tulajdonséagu relativisztikus hidrodinamikai megoldasok. (Az eredeti Buda-Lund-parametriza-
cionak 7(A) = 5. b € R, és az ebbdl (1.29) szerint kaphat6 v (A) felel meg.) Erdemes
felfigyelni arra, hogy a nagy idékre megvalosuld végallapot tulajdonképpen azonos lehet igen
kiilonb6za kezdeti feltételek esetén is, tehat a  kifagyaskori allapotot tiikrdz6 — hadronikus
megfigyelheté mennyiségekbdl ezen megoldas alapjan nem tudunk egyértelmiien visszakovet-

keztetni a tagulas torténetére és kezdeti feltételeire.

12 Az a = b = ¢ (gébmbszimmetrikus) esetben megtaldlhaté a megoldas, ennek k = 3/2-re igen egyszert alakja
van, ezt lentebb lathatjuk. Ismert tovabba, hogy x = 3/2-re dltaldnos esetben is megéllapithat6 egzakt formaban
az a® +b% + ¢ abszolut méret” idéfejlédeése, az (1.30) energiaintegraljabol. Mar M.Sc. szakdolgozatomban [42]
sikeriilt megmutatnom, hogy a kétdimenzios analog eset k = D /2, azaz k = 1 valasztésra integralhat6 kvadra-
tarakkal; ezt itt nem irom le, mivel lényegesen nem jarul hozza az altalanos eset megértéséhez.
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1.5.2. Nemrelativisztikus eset: specialis esetek

Az el6z6 szakaszban latott megoldas specialis esetei onmagukban is érdekesek. Igen fontos
eset, amikor 7 (A) = 1 konstans, azaz térben homogén a hémérséklet |34]. Ekkor (az (1.29)
egyenlet alapjan) a részecskeszam-profil n ~ exp (—const - A), azaz térbeli Gauss-alaki lesz.
Ebbdl a megoldashol (a tengelyek végallapoti sebességének és értékének ismeretében) egzakt
modon, kozelités nélkiil kiszamithato sok megfigyelheté mennyiség: az egyrészecske-spektrum,
az elliptikus folyés, a kétrészecske-korrelacios fiiggvények és az Gket Gauss-alakot feltételezd
parametrizacioban jellemzé HBT-sugarak. Ez a megoldasosztaly tudtommal egyedi abban az
értelemben is, hogy kiterjeszthetd dltalanosabb, ¢ =  (T) p, p = nT allapotegyenletre is. Ez
a kiterjesztés teljesen hasonlo alaki, az egyetlen kiilonbség, hogy a tengelyek mozgasat (1.30)
helyett mas, a & (T') fiiggvénykapcsolat alakjatol fiiggé mozgdsegyenlet hatarozza meg [34].

Kiilon emlitést érdemel a gdmbszimmetrikus 7 (A) = 1 eset. Ekkor a k = 3/2 esetre az (1.30)
egyenlet egyszertien megoldhato (az a a gomb sugara, ekkor tehat a(t) = b(t) = c(t)):

a? (t) = ﬂ(tfto)%rag, (1.31)
mo
ahol Vy = ag, ap pedig a t = ty id6pontban adott kezdeti feltétel (tehat ¢y és ag integracios
konstansok). Ez a gombszimmetrikus egzakt megoldés mér kordbban ismert volt [43], és a neki
megfelels fazistérbeli eloszlasfiiggvény egy rendkiviili tulajdonsaga miatt kiilonleges figyelmet
érdemel. A 3. fejezetben ezt fejtem ki, és a problémakort relativisztikus hidrodinamikéra is
altalanositom. Ekdzben forgo tagulast leiro megoldasokat is talalunk.

Végiil megemlitjiik az 1978-bol szarmazo els¢ 6nhasonld hidrodinamikai megoldast, a kisebb
energiajn magfizikiban egykor kiterjedten hasznalt Zimanyi-Bondorf-Garpman-megoldast [ 44].
Ezen alapult 1ényegében minden ebben a szakaszban felidézett nemrelativisztikus megoldas, ill.
a Buda-Lund modell is. A Zimanyi-Bondorf-Garpman-megoldas a mostani jelglésben (1.29-nek
gombszimmetrikus, a 7 (A) = 1 — A valasztashoz tartozo specialis esete. Erdekes jellemzéje,
hogy ekkor 7 (A) és v (A) egymés hatvanyai (a szerz6k eredetileg ebbdl a feltételbdl indultak

ki.) Az a(¢) explicit alakjat itt is (1.31) adja meg.

1.5.3. Relativisztikus eset

A relativisztikus hidrodinamika egyenletei Landau munkiiban bukkannak fel eldszor, és az
elsé jelentds egzakt megoldas is, mely ma Landau-Khalatnikov-megoldds néven ismert, ekkorbol
szarmazik [23, 24, 25]. Ez egy 1+ 1 dimenzios, (1.7) szerinti, k£ = 3-mal jellemzett allapotegyen-

letd megolddas, amely egy kezdetben nyugalomban 16vG, véges hosszisdgu anyagdarab gyorsulo
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tagulasat irja le. Hatranya, hogy implicit modon irhaté csak fel: a ¢ idé  és az r, helykoordinata
zart képletekkel nem kiértékelhets integralformuliakkal van megadva mint 7' és a v fiiggvénye.
(Az A.3. fiiggelékben roviden dsszefoglalom az ehhez a megoldashoz vezets gondolatmenetet).

Egy igen fontos és jol mérheté megfigyelheté mennyiség volt mar a kozmikus sugaras kisér-
letek koraban is a keletkez$ hadronok rapiditaseloszlasa, ?TZ' A Landau-Khalatnikov-megoldas
alapjan szdmolva j—Z—ra kozelit6leg Gauss-alakot kapunk y-ban, ami elsé kizelitésben jol egyezik
a mérési eredményekkel. Az implicit felirds azonban nagyon megneheziti, hogy a mért értékek
alapjan, visszakovetve a hidrodinamikai evoliciot, feltarjuk a kezdeti allapotot.

Az egrakt relativisztikus hidrodinamikai megoldasok masik jol ismert példaja a Hwa-Bjorken-
megoldas [45, 46|, sok tekintetben a Landau-Khalatnikov-megoldas ,ellenpontja”. Ez szintén
1+1 dimenzi6s aramlés, rendkiviil egyszert, gyorsulasmentes, és boost-invarians. (Ez azt jelen-
ti, hogy minden, a laborrendszerhez képest egyenletesen mozgo megfigyel pontosan ugyanolyan
alakunak latja az aramlast.) Ebbdl tobbek kozott kovetkezik, hogy a beldle szamolt rapditéisel-
oszlas (minthogy a rapiditas Lorentz-boostokra additivan viselkedik) konstans. Ez a kép akkor
indokolhato, ha a ,végtelen nagy iitkozési energia” hataresetét vizsgaljuk, biztosan nem igaz
azonban valos esetben (mér csak az Gsszenergia végessége miatt sem). A 4. fejezetben részlete-
sen foglalkozom a rapiditéseloszlas kiszamitasaval (egy altalam talalt megoldésosztély esetében,
melynek a Hwa-Bjorken-megoldas egy hataresete).

A Hwa-Bjorken-megoldés felirasara a legcélszertibb az (ezentil is lépten-nyomon elékerii-
16) in. Rindler-koordindtdk hasznélata, amelyeket most gy definidlunk, hogy tobbdimenzios
gombszimmetrikus esetben és 1 + 1 dimenzioban is hasznilhatoak legyenek'®. Az r ilyenkor
a sugariranyt helykoordinatat fogja jelolni, D = 1-re pedig az egyetlen térkoordinatat. A

fénykipon beliil (azaz r < t-re) a 7 ¢s n Rindler-koordinaték definicioja:
T =Vt —r2 n:Arth% <= t=7chny, r=r7shy, (1.32)

A 7-t sajatidének, az n-t pszeudorapiditdsnak nevezziik, a nehézionfizikai irodalomban elfoga-
dott terminologia alapjan, noha altaladban 7 és 1 semmilyen folyadékelemnek nem sajatideje ill.
rapiditdsa. A Hwa-Bjorken-megoldést viszont (csakigy, mint t6bb dimenziéban a lentebb fel-
idézett 6nhasonlo Hubble-tipusi megoldasokat) éppen az jellemzi, hogy 7 és n a folyadékelemek
sajatideje ill. rapiditasa: ekkor a sebességmezd és az entropiastiriiség alakja a kovetkezd:

n
v="1= thy, < o= I—, s = SOE. (1.33)
t T T

13 Nevezhetjiik ezeket gombi Rindler-koordindtdknak is, hiszen altalaban csak az egydimenzios esetben beszél-
nek Rindler-koordinatazasrél. 1+ 1 dimenziés esetben ez a koordinatazas akkor is keriil els, ha a sik téridében
konstans sajat-gyorsulasi megfigyel6k vilagvonalait vizsgaljuk.
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Konnyen leellendrizhetd, hogy igy valoban (egyszert, gyorsulasmentes) megoldast kapunk, ha
az allapotegyenletet ¢ = kp és p = 0 alakban vessziik fel, tetsz6leges r-val. Megkaphatjuk
T és p kifejezését is, melyek persze mar nem ugyanazok r kiilonbozs értékeire (noha v és s
kifejezése minden r-ra ugyanaz'!). Ez a megoldas tehat rendkiviil egyszert: éppen ezért pl.
a mért rapiditaseloszlasbol konnyen visszaszamolhato a kezdeti energiastiriség. Az igy kapott
becslési modszer jelentGségében messze ttlnGtt magan a hidrodinamikai megoldéson, a mai ki-
sérletek (RHIC, LHC) is kiterjedten alkalmazzdk'. A tagulé anyag viszont a valésagban, véges
/s iitkézési energian bizonyara nem gyorsuldsmentesen mozog, ezért is érdemes gyorsulast is
tartalmazo megoldéasokat keresni. A Bjorken-féle energiabecsléssel és lehetséges pontositasaval
a 4. fejezetben foglalkozom.

Az ijabb relativisztikus hidrodinamikai megoldasok kozott mindenképpen ki kell emelni az
el6z6 szakaszban latott nemrelativisztikus megolddsokhoz hasonlo Hubble-tipustiakat |48, 49].
Az egyik fontos megoldésosztély gyorsuldsmentes, Hubble-tipusu tagulést ir le (mely a Bjorken-

megoldas tobbdimenzios altalanositasaként is felfoghato):

T at r? r2 r?
=-=thy & uw'=" A= 4+0 z_
Ve T T 2e T re tae
T0\? T\e 1 T0\ 35
n=mng (f) v(4), T=T (f) m, P =po (f) . po = ngTp. (1.34)

A sebességmezs és az A valtozo (1.28) olyan specidlis esetének tekinthetd, ahol a tengelyek

gyorsulasmentesen tagulasban vesznek részt. A 7(A) = 5z vélasztés itt is a Buda-Lund-

A
parametrizacionak felel meg.

A kovetkezskben ratérek sajat munkamra. A dolgozatban leirt {6 eredményeim, az 1j egy-
szert, gyorsuld egzakt megoldasok abba a vonulatba probalnak beleilleszkedni, ahova az itt
felidézett ismert megoldasok nagy része is: a jorészt Zimanyi Jozsef és Csorgé Tamas altal
elinditott folyamatba, amely az egyszerti megoldasokon alapulé hidrodinamikai modellek fej-
lesztéset tiizte ki célul, az adatokban mutatkozé egyszert skalaviselkedések alapjan. Az egzakt
megoldasok keresése talan kevésbé felfutott, mint a numerikus modszerek alkalmazasa hidro-
dinamikai modellezésre, mindazonaltal allandé érdeklGdésre tarthat szamot. Az Gsszefoglald 5.

fejezetben rividen kitérek a sajat munkdmmal egyideji vagy azota elért 0ij eredményekre is.

14 Az (1.33)-ban adott sebességmez alapjan még altalanosabb allapotegyenletre is adhaté hidrodinamikai
megoldas: megemlitjiik pl. a zsikillando (lasd az 1.4.1. szakasz) bevezetésével kaphat6 megoldast, melyet Gyu-
lassy és Matsui vezetett be [47].

5 Ez az oka annak, hogy noha magét a megoldést R. C. Hwa mér 1974-ben, majdnem 10 évvel Bjorken elstt
felirta, szinte csak Bjorken-megoldasként ismeretes az irodalomban.



2. fejezet

Uj egzakt relativisztikus megoldasok

Az el6z6 fejezetben felvazoltam néhény nehézionfizikiban alkalmazott tipusa ismert hid-
rodinamikai megoldast. E fejezet els§ szakaszaban megvizsgalok néhany olyan, részben mar
ismert, részben sajat magam altal kidolgozott modszert, amelyek segitségével egyszeriibbé le-
het tenni a hidrodinamikai egyenleteket, Az itt leirt modszerek 6nmagukban is érdekesek. A
fejezet tovabbi részeiben pedig bemutatok egy 1j megoldasosztilyt, amely sok szempontbol
egyedi: egyszeri, explicit és egzakt, a folyadék gyorsulasa pedig nemeltiing. Kordbban nem
volt ismert ilyen tipusi relativisztikus hidrodinamikai megoldas. (Az el6z6 fejezet végén latott
Landau-Khalatnikov-megoldés ugyan gyorsul6, de implicit médon adott, és nagyon bonyolult, a
t6bbi korabban ismert relativisztikus megoldés, beleértve az egyszerii Hwa-Bjorken-megoldast
is, nem gyorsuld tagulast ir le.) A fejezetben leirt eredményeim, az 1j relativisztikus gyorsulo

megoldasok az [50] és az |51 publikiciokban jelentek meg.

2.1. Egzakt megoldasok keresése

2.1.1. Az egyenletek Rindler-koordinatiakban

Egyszeriisége miatt kiilon vizsgilatot érdemel a gdmbszimmetrikus (vagy az 141 dimenzios)
eset. Mint az 1.5.3. szakaszban megéallapodtunk, a sugariranyu koordinatat (D = 1-re pedig
az egyetlen térkoordinatat) r jeloli. Gombszimmetrikus esetben a harmassebesség nemelting
komponensét egyszertien v-vel jelolom. A sebességmezd helyett néha az Q-val jelolt rapiditéast
fogjuk hasznalni, melynek definicioja a szokasos: v (t,7) = thQ(¢,r). Tovabba ponttal és

vesszvel jelslom a ¢ id6 és az r helykoordinta szerinti parcidlis derivaltakat: f = %, = %.
A fénykapon beliil (azaz r < t-re) hasznalhatjuk az (1.32) definicioval bevezetett 7 és

1 gombi Rindler-koordinatikat. (Ezt a Hwa-Bjorken-megoldas egyszeriisége is sugallja.) A

20
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derivalasi szabalyok igy alakulnak:

d shp o 1%} 0 chnp 0
S PP/ AN WL/ By 2.1
e T on’  or s T+ (21)

0

ot
Ha az (ideélis gazéhoz hasonlo) (1.7) allapotegyenletet hasznéljuk, kitiinik, hogy az n-re vonat-
kozo kontinuitasi egyenlet lecsatolodik az Euler-egyenletrdl és az energiamegmaradasi egyen-
letrél, azaz foleg, ha a részecskeszam nem érdekes a targyalas szempontjahol elég ezt
a két egyenletet vizsgalni'. Erre az esetre a nyomés helyett bevezethetjiik a késébb is hasz-
nélt @ = 5 In(p/po) mennyiséget (ahol a py egy tetszletes skala), amivel a két megoldando

egyenlet (a‘z Eulm és az energiaegyenlet) tehat igy alakul:

1 1 dv _.0Q
Q= P In (p/po) , Tovid = vQ Vo (2.2)
d 1 de? 0

Az energiaegyenlet megfelel§jének két felirt formdja egyenértékid, mint az a (2.2) Euler-egyen-

letbdl konnyen lathato. Gombszimmetrikus esetben ezek az egyenletek igy alakulnak:

v+ 00 D—-1

1—0?

0+ v
1—12

= _QI - UQ7

=—K (Q + vQ’) - v. (2.4)

Egyszerii atalakitasokkal felirhatjuk a Rindler-koordinatakkal kifejezett alakokat is. Ez az el6bb
bevezetett € rapiditas segitségével kényelmes. A (2.4) egyenletek megfelelsi a kovetkezsk:

ch (Q—n) ( ?4’%) +sh(Q—mn) <g§2+ ?9?) =0, (2.5)
ch (2 —n) (% + HT%—Q> +sh(Q—n) (Tg—g +K Zf?) + sh) 1ShQ =0. (2.6)

Nemsokdra (a 2.3. szakaszban) visszatériink ezen egyenletek tovabbi vizsgalatara®. (Addig
is rogton belathatjuk ezekkel az egyenletekkel, hogy az (1.33) Hwa-Bjorken—, ill. az (1.34)

egyenletekkel adott Buda-Lund-tipust megoldasok valoban megolddsok.) A kivetkezékben

1 Az 1.4.1. szakaszban roéviden megemlitettem a zsdkmodell alapjan kapott allapotegyenletet, amit a p —
p — B, ¢ = ¢+ B helyettesités ir el6. Ett6l az Euler-egyenletben a relativisztikus témeg szerepét betoltd
€ + p entalpia lathatéan nem valtozik, csakigy, mint p és ¢ gradiensei sem. Igy tehat barmilyen, az (1.7)
allapotegyenlethez tartozé megoldés érvényes lesz a zsakallandé bevezetése utan is, a megfelel helyettesitésekkel.
A T hémérséklet idofejlédése persze érzékeny a zsakallandora.

2 A Rindler-koordinatékat itt a fizikailag inkabb relevéans térid6-tartomanyban, a jovobeli fénykipon beliil
vezettitk be. Az A.2. fiiggelékben részletesen megneézziik, hogy milyen egyenletek adodnak a fénykiapon kiviili
hasonlé koordinatarendszerben.
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bemutatom az egyenletek egy mésik érdekes megkozelitését.

2.1.2. Relativisztikus potenciidlaramléas és altaldnositiasa gombszimmet-

rikus esetben

A relativisztikus hidrodinamikai egyenletek bonyolult csatolt nemlinearis egyenletek. Min-
den olyan atalakitas, modszer, kritérium hasznos lehet, ami kozelebb visz a megoldashoz. Ha
mar pl. a v sebességmezd alakja ismert, akkor abbol egyszeriibben lehet aztan a tébbi mennyi-
ségre vonatkozo egyenleteket megoldani. Ebben és a kivetkez$ szakaszban egy olyan mddszert
vazolok fel?, amely egyszeriibb egyenletekre vezeti vissza a problémét.

A termodinamikai dsszefiiggések, (1.4) és (1.5) felhasznalasaval alternativ alakokban is meg-
fogalmazhatjuk a hidrodinamikai egyenleteket. Jol ismert [23], hogy az entropiamegmaradas
egyenlete (amit tokéletes folyadékra valoban elvarunk, hogy teljesiiljon) tényleg ekvivalens

az (1.13) energiaegyenlettel: behelyettesitve (1.4)-et és (1.5)-6t (1.13)-ba a kovetkezst kapjuk:
(e+p) o +u'de =0 = (Ts+ pun)du" + Tudys + pu'dn =0 =

TO, (su") + po, (nu) =0 = 0, (sut) =0, (2.7)

azaz az s entropiastiriiségre ugyanolyan alaki kontinuitasi egyenlet igaz, mint az n-re vonatkozd
az (1.14) ill.(1.17). A kovetkeztetés érvényes akkor is, ha p = 0, és akkor is, ha pu # 0, de n-re

(1.14) érvényes. Hasonlo atalakitésokkal az Euler-egyenlet egy alternativ formajat is felirhatjuk:
(Ts + pn) u”Oyu = (g" — u'u”) (s0,T +ndpp) =0 =

210, (Tu,) = 0, (Tu,)) (Tu") + % [0 (1) — B, ()] () = 0. (2.8)

Ha pl. p = 0 (vagy akar ha p/T konstans), csak T és u/ szerepel az Euler-egyenletben. Ilyen
esetben lathato, hogy ennek a (2.8) alatti formajara egyszeri megoldast kaphatunk egy @ ()
potencialfiiggvény bevezetésével, gy, hogy maguk a benne felbukkané antiszimmetrikus ten-
zorok elttinjenek?:

0,® Vo

% =const, Tu,=0,» = T=+0,00"®, u,= T VT (2.9)

3 Az itt targyalt médszerek részben sajat meggondoldsokat tartalmaznak, részben Landau, Khalatnikov és
Belenkij munkéiban [23, 24, 25] is felbukkannak; ebben az esetben ezt mindig kiilon hangsulyozom.

4 A = 0 feltevést nehézionfizikai reakciok modellezésénél valoban gyakran felteszik. Az 1.3. szakaszban em-
litett Buda-Lund-modellbé] kapott eredmények szintén értelmezhetSk ugy, hogy 11/ konstans [52, 53]; mindezek
miatt tehat érdemes ezzel a lehetdséggel foglalkozni.
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Ezt az aramlasfajtat nevezik néha relativisztikus potencidlaramlasnak. Landau és Khalatnikov
munkajaban |23, 24, 25] a u = 0 esetben szerepel ez a fajta atalakitas.

Gombszimmetrikus esetben, amikor a sebességmezdének csak a v (t,r) sugdriranyt kom-
ponense szerepel, egyfajta forditott megkozelitéssel is dolgozhatunk. Az alapegyenletekben
lépten-nyomon eléforduld egyiittmozgo derivalt sugallja, hogy (mint a kordbban bemutatott
ismert egzakt megoldasok esetében is) bevezessiik az A (t,r)-rel jelolt figgvényt v (¢,7) alter-
nativajaként azzal a definicioval, hogy A egyiittmozgd derivaltja eltiinik:

%Hm(m):o = Atvd =0 = v(t,r):f%. (2.10)
Adott A (t,r) fiiggveny egyértelmtien meghatarozza v-t, adott v (¢,7) pedig 6nmaga egy fiiggvé-
nye erejéig meghatarozza A-t: adott A helyett f (A) is ugyanazt a v sebességmez6t adja, ha f
lokalisan invertalhato fiiggvény, hiszen (2.10) alapjan a folyadékelemek vildgvonalait A-nak a ¢,
r koordinatarendszerbeli szintvonalai adjak meg, amelyek ugyanazok, mint f (A) szintvonalai.
dA dfd) _

(Mas szoval: <2 = 0 esetén
dt dt

alapjan konnyt szamolassal ellenérizhetd az is, hogy D dimenzidéban gémbszimmetrikus esetben

0 is teljesiil, vagyis f (A) is jo skilafiiggveny.) Az eddigiek

v divergenciajara teljesiil az alabbi Gsszefiiggés:

D-1 AN —AA" D-14 d,. A
(Vv) =7+ U= Yz - = Elnﬁ:—(VV). (2.11)

Az (1.17)-ben haromdimenzios formédban felirt kontinuitési egyenlet igy egyszeriien megoldhato:

d n A d nrPt v (A)
—{h—-——1=0=> ————=0 = =AVI—v2——+. (212
dt { Ve rD*I} dt AT =2 " e (212)
Itt v (A) tetszcleges fiiggvény lehet. Ha A helyett A = f (A)-t hasznalunk, akkor v ugyanaz
marad, A elsé derivaltjai A derivaltjainak f’ (A)-szorosai lesznek, tehat v (A) atdefinidlaséval
ugyanilyen alakot kapunk. Az s entropiasiirtségre teljesen ugyanez a gondolatmenet alkalmaz-
hato, egy masik, & (A) fiiggvény bevezetésével. Végiil tehat az n-re és s-re vonatkozo egyenletek

megoldasa:

wevar @AW et A (2.13)

rb-1’ rb-1 A

Ha tehat adott egy A (t,r) fiiggvény, mar csak az Euler-egyenletet kell megoldanunk. Ehhez

most A-bol kiindulva vezessiik be az U (¢, r) fiiggvényt gy, hogy U szintvonalai pszeudoorto-
gonalisak legyenck A szintvonalaira. (Fontos megjegyezni, hogy az ilyen tulajdonsagn U is csak
onmaga egy fiiggvénye erejéig meghatarozott; a végsé képletek viszont olyanok lesznek, hogy

atalakithatoak gy, hogy ha U helyébe tetszdleges V = f (U)-t tesziink, ugyanazt a hidrodi-
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namikai megoldast adjak.) A mondott feltétel alapjan (2.10)-et hasznalva v (¢,r)-et U-val is
kifejezhetjiik:
U’ 0,U

gUOUIA=UA-UA =0 = v=-% & u

7 "= T (2.14)

Esszert feltenni, hogy U és A nemszingularis és lokdlisan analitikus fiiggvények a jovébeli
fénykipban, amit a szintvonalaikbol képzett koordinatarendszer lefed. A gombszimmetrikus
Euler-egyenletre U segitségével egyszerti megolddsokat talalhatunk, ha a T (¢,7) homérséklet és

a p (t,r) kémiai potencial helyett bevezetjiik 7 (U, A)-t és m (U, A)-t a kovetkezd modon:
T=T(UA)\0,UMU, p=m(U A)\0,U0rU. (2.15)

Ha behelyettesitjiik ezt, illetve s és n (2.13) alatti kifejezését az Euler-egyenlet (2.8) felirasaba,
a kovetkezs egyszerti feltételt kapjuk T (U, A)-ra és m (U, A)-ra’:

oT om

§(A) 55 +v(A) G =0 (2.16)

Az s és n kifejezéseiben A derivaltjairdl attérhetiink U-éira a (2.14) pszeudoortogonalitasi fel-
tétellel. Osszefoglalva az eddigicket, a (2.14) és a (2.16) feltételek erejéig tetszdleges U (t,7),
A(t,r), illetve (A), v(A), T (U, A) és m (U, A) fiiggvények a gombszimmetrikus esetben
az (1.12) (1.14) egyenletek megoldasat adjak:

s MWD e, A T (2.17)

7 rb-1 Er“*l
T=TUAVU2-U? p=m{UANVU2-U" (2.18)
U aT om
V=% UA-U'A'=0, £(A) 57 +v(4) 57 =0. (2.19)

Ehhez az altalanos megoldashoz képest kis specializaciot jelent, ha faktorizalt alakot tesziink

5 Ehhez a t és r szerinti derivalasokrol at kell térni U és A szerintiekre, amit megtehetiink, hiszen U és A
szintvonalai nemszingularis koordinatarendszert alkotnak. Néhany ilyen hasznos dttérési képlet:

of _yof | 400 0f _yu0f  ,0f | Of MG - A of U5 +Ug
ot oU T TOAT or ou 04 U — UA—U'A’ 9A  UA-UA’

ahol a masodik képletpart invertaldssal kaphatjuk. Ebbl megkaphatjuk a ¢ és r eredeti valtozok U és A szerinti
derivaltjait is, amib6l aztan az U és az A t és r szerinti derivéltjait is meghatérozhatjuk:

1 - .
ahol =UA"-U'A.

ot
X777 = X7 X= 5o
o U U DA~ oAU

or ;o ot i or ,
o U A= A

U=x =Xy
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fel T (U, A)-ra: T (U, A) = x (A) T (U). Ekkor (2.16)-bol kis szamolassal kivetkezik, hogy vagy
v (A) = 0, azaz a részecskeszam eltiinik, vagy m (U, A) is ilyen alaka: m (U, A) = x (4) m (U).
Lathato, hogy a x (A) = 1 esetben a most felirt 4ltalinos gombszimmetrikus megoldés a fentebb
latott relativisztikus potencidlaramlés tipusia: U helyett 6nmaga fiiggvényét véve a tetszéleges
T (U) fiiggvényt beleolvaszthatjuk U derivaltjaiba: az ilyen U-t ®-nek nevezve valoban (2.9)
alakot kapunk v-re és T-re.

A (2.17) (2.19) alatt felirt ltaldnos Osszefiiggések alapjan valodi hidrodinamikai megoldast
tgy kaphatunk, ha az allapotegyenletet is figyelembe vessziik. A kovetkezd szakaszban latjuk,
hogy ez altalaban bonyolult feltételeket jelent az eddig még szinte szabad U és A fiiggvények-
re. Uj megoldasokat nem is tigy érdemes keresni, hogy ezen feltételeket teljesen visszakovetjiik
a (2.17)-(2.19)-en keresztiil, hanem csak a v sebességmezGt hatarozzuk meg, majd ez alap-
jan kozvetleniil meg tudjuk oldani a kontinuitasi és az Euler-egyenleteket. A 2.2. szakaszban

mutatok erre konkrét példat.

2.1.3. Az allapotegyenlet figyelembevétele

Lattunk két modszert arra, hogy hogyan egyszerisitsiik a relativisztikus hidrodinamikai
egyenleteket: a Khalatnikov-t0l szarmazé modszer, a potencidlaramlas feltételezése megoldja
az Euler-egyenletet, a masik modszer a sajat magam altal kidolgozott (2.17) (2.19) egyenletek
haszndlata, mely gdmbszimmetrikus esetben hasznalhato, és ebben az esetben a potencidlaram-
las altalanositasa. Mindkét esetben tovabbi feltételeket jelent az allapotegyenlet figyelembevé-
tele. Ebben a szakaszban végig a az (1.7) allapotegyenlettel, azaz az £ = kp esettel foglalkozunk,
konstans x egyiitthato esetére.

Khalatnikov gondolatmenete a (2.9) potencidlaramlésra a kivetkezs [24]: a négyessebességet
és a homérsékletet (2.9) alapjan a ® potencidllal felirva, ha kihasznaljuk az (1.7) allapotegyenlet
u és n nélkiil felirt, (1.8) masodik egyenlete szerinti alakjat, melybdl s = s (%)h kovetkezik,

felirhatjuk su* kifejezését. Erre felirhatjuk a kontinuitasi egyenletet:

r=1

sut :TT(;(OVM )T D, 9, (su) =0 = a,z{(aycba @) 8’<I>} —0.  (2.20)

Ez utobbi ®-re vonatkozo egyenletet haromdimenzios jelolésbe irva kapjuk az idedlis gaznak

megfelel, (1.7) allapotegyenlet potencidlaramlasra vonatkozo végsd feltételt:
Hflg(¢L4V®f>¢fv(@4{V¢f)V@7

2 2 — (VD)* B

AD — . (2.21)
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A potencidlaramlasokra vonatkozoan ezt az egyenletet elgszor Khalatnikov alkalmazta. Ennek
minden megoldéisa egy idedlis gaz allapotegyenletii egzakt hidrodinamikai megoldést general
(2.9) alapjan. (Az ebbdl az egyenletbdl kaphat6 Landau-Khalatnikov-megoldéast roviden felidé-
zem az A.3. fiiggelékben.)

Hasonlo egyenletet vezethetiink le az (1.12) (1.14) hidrodinamikai egyenleteknek az el6z6
szakaszban ((2.17)-ben és (2.18)-ban) kifejtett altalinos gémbszimmetrikus megoldésa eseté-
re. Ez akkor lesz teljes hidrodinamikai megoldas, ha konzisztens az anyag allapotegyenletével,
mely dsszekapesolja T-t, p-t, s-et és n-et. (Abbol a szemszoghdl, ahogyan most kozelitettiink
az egyenletekhez, ez okozza az igazi nehézséget.) Az 1.4.1. szakaszban latottak szerint az anyag
allapotegyenlete megfogalmazhato pl. tgy, hogy megadjuk a T (s, n) u (s, n) fiiggvényeket, ame-
lyek az € (s,n) termodinamikai potencialfiiggvény derivaltjai. Ezekbdl, ha behelyettesitjiik s, n,
T és p el6z6 szakaszban latott kifejezéseit, erGs megszoritasokat kapunk az U és A fliggvényekre.

Nézziik elGszor azt az esetet, amikor az n részecskeszam (és a p kémiai potencial) nem tiinik
ell Az (1.7) allapotegyenletre vonatkozé T (s,n) és ui(s,n) fiiggvényeket az (1.8) egyenletbdl
kaphatjuk (1.4) szerint (derivaldsokkal). A kovetkezd feltételekre jutunk:

1
EO no\* 1% S
=000 s, B2 2.22
K (m) M 22

A masodik egyenletet az el6z6 szakasz dltalanos megoldasdaban latott, m (U, A)-ra és T (U, A)-ra

vonatkozo (2.19) feltétellel kombinalva, (2.17) és (2.18) behelyettesitésével arra jutunk, hogy

_ S or , om_ P I
Tn—(li+1 u)T’ §8A+1/0A—0 = 0A<lnT ;{+11/)7O’ (2.23)

azaz egy tetszéleges egyvaltozos 7:(U) fiiggvénnyel felirhatjuk a megoldast:

TW,A) =T W) ™58, m (U, 4) = T (U) e i (n . %) . (2.24)

Ezt most visszahelyettesithetjiik (2.22) els6 egyenletébe. Kiilonvalasztva az U-t és A-t tartal-

mazé részeket azt kapjuk, hogy

K,TH ~ K A i
U (U2 - U'Q) T(U) (i> ng = exmr iy A (2.25)

b Abban az esetben, ha u = 0. azaz m (U, A) = 0, a (2.19) T (U, A)-ra vonatkozo egyenlete egyszertien a
T(U,A) = T (U) feltételt adja, tehat T csak U-t6l fiiggs fiiggvény. Ebben az esetben mar lattuk, hogy az
aramlés a (2.9) egyenletnek megfelel potencidlaramlas; ezzel az esettel fentebb altalanosan is foglalkoztunk, és
nemsokara belatjuk, hogy a mostani gondolatmenetiink specialis eseteként is felfoghato.
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Kihasznalhatjuk most, hogy  amennyiben egyelGre csak a sebességmezdre vagyunk kivancsiak
U-t s A-t atdefinialhatjuk énmaguk tetszdleges fiiggvenyeivé. Igy ebben az egyenletben
minden csak A-t6l ill. minden csak U-t6l fiiggs, akar konstans részt is ,beleolvaszthatunk” A
és U derivaltjaiba (az igy atdefinialt U-t és A-t nem jelolom kiilon bettikkel). U-nak és A-
nak ezutan mar csak a (2.19)-ben szerepls pszeudoortogonalitasi feltételt kell kielégiteniiik. Ez
utobbit (r szerinti derivilassal) megfogalmazhatjuk A’-re vonatkozoan is. Egyenleteink tehét:
e a4l . . Uy’
D177 <U2 - U’2> SA L UA-UA =0 5 U(nA)-UmdY = 0"~ =
Ebhél mar megkapjuk a gémbszimmetrikus esetre érvényes egyenletet, aminek megoldasai mind
az (1.7) allapotegyenletii relativisztikus hidrodinamikai megoldasokat adnak:
UU?+U"u” - 200U D—1

(k—1) T =U"+ Z—U'-T. (2.26)

Ez az egyenlet valoban az el6zGekben Khalatnikov nyoman felirt (2.21) egyenlet gémbszim-
metrikus esete. Itt ez utobbinak egy gémbszimmetrikus esetben részletesebb, altaldénosabb
levezetését adtam meg. Az U fiiggvényrdl lathato, hogy gombszimmetrikus esetben tulaj-
donképpen a @ potencialfiiggvény altalanositdsa. Noha U egy a potenciadlaramlasra jellemzé
alakihoz hasonlo egyenletet, (2.26)-ot elégiti ki, ez egyéltalan nem jelenti azt, hogy minden
gombszimmetrikus dramlas egyuttal potencidlaramléas is. A gombszimmetrikus dltalanos eset-
ben a (2.26) egyenlet levezetéséhez U és A megfelels atdefinialdsa kellett, és az atdefinialt U-hol
a homérséklet dltalaban mar nem a (2.9)-ben latott egyszerii alakban, hanem a (2.18)-ban felirt
altalanosabb alakban fejezhetd ki. A kovetkezdkben megmutatom, hogy sokféle nem potencial-
aramlas tipusi gombszimmetrikus megoldas létezik. Gombszimmetrikus esetben a bemutatott
modszer tehat valoban altalanositja Landau és Khalatnikov gondolatmenetét.

Egy utolso lényeges 1épés maradt hatra, amivel mind a Khalatnikov altal talalt (2.21) egyen-
letet, mind az itt levezetett (2.26) egyenletet altalanosithatjuk, illetve a megoldasukat egysze-
riibbé tehetjitk. Mar lattuk, hogy egy U fiiggvény és barmilyen U = f(U) ugyanazt a v
sebességmezGt adja, ha tehat csak erre vagyunk kivancsiak, megnézhetjiik, mi a feltétele an-
nak, hogy egy adott U-nak valamilyen f (U) fiiggvénye megoldja (2.26)-ot (vagy (2.21)-et). Ha
(2.26)-ba U helyére f(U)-t irunk, a kovetkezd egyenletet kapjuk:

42

UU?+ U"U? - 200U D-1 &
(k—1) o +U-U"——U = -5 (U2 - U’2) . (2.27)
vr-ue " &

Az itt megjelend fiiggvényt ¢ (U)-val jelolom: ¢ (U) = f@g;—/fz/%. Ezt az egyenletet tudtommal
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korabban senki sem vezette le”. Ennek minden megoldasa ,yvisszafejthets”, és megoldast general
az € = xp allapotegyenletii hidrodinamikai egyenleteknek. Ugy érdemes eljarni, hogy amikor v
alakjat megkaptuk, onnan az alapegyenletekhez tériink vissza, és ugy allapitjuk meg p (vagy a
hasznalt allapotegyenlet szerint vele ekvivalens T és n) kifejezéseit.
A (2.27) egyenlet egyik legegyszeriibb megoldasa a kivetkezs:
_ D+k r

. . t
=2 _ 2 = = — = —
U=t"—r*, ¢(U) i = v . A o (2.28)

Ez nem més, mint a Hwa-Bjorken—illetve D > 1-re a Buda-Lund-tipusi (Hubble-féle) megoldas,
amit tehat igy is megkaphatunk, és valoban barmilyen D-re és x-ra miikodik, azaz megoldja
(2.26)-ot. (Ha ebbdl az egyenletbsl indulunk ki, a 7" hémérséklet és az n stiriiség és az s
entropiasiriség) alakjat a legkénnyebben magukbol a kontinuitési egyenletekbdl vezethetjitk
le, v-nek (és A-nek) a (2.28)-ban megkapott kifejezését hasznélva, amivel tényleg az (1.33)-ban
és (1.34)-hen lathato kifejezésekre jutunk.) A kovetkezd szakaszban (2.27) egy 1ij megoldasat

mutatom meg, és a késGbbiekben tovabb vizsgalom a lehetséges altalanositésokat.

2.2. Egyszert gyorsul6 Gj gombszimmetrikus megoldasok

Az elébb felirt (2.27) egyenletre 1j, az eddig ismertektdl kiilonboz6 megoldast taldltam,
mely gyorsulé tagulast leird hidrodinamikai aramlasra vezet®. U és A kifejezései a kivetkezdk:
t 2tr r

¢(U)=0, k=D, Uzitz_r2 = 1):t2+’r'27 A=t2—7'2'

(2.29)

A megoldas minden D dimenzioban helyes, de csak akkor, ha v = D, azaz az allapotegyenlet
olyan, mint a ,valodi” ultrarelativisztikus gazé. Tudva a sebességmezGt, konnyen megoldhatjuk

a maradék kontinuitéasi egyenleteket. A kovetkezd megoldast kapjuk:

14k
2r r 78 b=
T A:t277a27 p:po<t277,2) ’ (2.:30)
7_2 D 7_2 D/k 1
n = ng <t2—707'2> % (A) 5 T= TO <ﬁ> W, Po = 'ﬂ,oTo. (231)

7 A nem feltétleniil ggmbszimmetrikus (2.21) egyenlet megfelelGje nyilvan hasonlo:

e (7 o) v (82 o) v
2 32— (va)?

— DD+ b= (D) (cbz - (vq»)Z) .

8Az A3 fiiggelékben egyfajta levezetést mutatok erre a megoldasra a (2.26) és a (2.27) egyenletek alapjan.
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A tetszéleges V (A) fiiggvény fellépte ismerds a korabban felidézett nemrelativisztikus (1.29) és
a relativisztikus (1.34) megoldasokbol [41, 49]. Az itt bevezetett tetszéleges V (A) fiiggvény nem
azonos a (2.17) egyenletben szerepld tetszéleges v (A) fiiggvénnyel: A (és igy v (A)) megfelels
atdefinidlasaval hozhatoak a (2.17) egyenletbeli kifejezések az itteni alakra. Itt a késébbiek

szempontjabol legkényelmesebb valasztassal irtam fel az 1j megoldast.

Ne feledjiik: ez a megoldds csak D = k esetben érvényes, mégis azért irtam ki D/k-t 1
helyett, mert igy szembeszokGek a mar ismert és ezutéan felderitett megoldasokkal kézos vonéasok:

ez a megoldas is tagulast ir le, és a termodinamikai mennyiségek véltozasa adiabatikus jellegfi.

A folyadékelemek nemeltiing gyorsuldssal mozognak (u”d,u* # 0). Ilyen egyszert, gyor-
sulé megoldas korabban nem volt ismert az irodalomban. A sebességmezének a t-vel és r-rel
(2.30) alatt felirt alakjat hasznalva egyszertien megoldhatjuk a folyadékelemek r (¢) palyainak
7 (t) = v (t,r (t)) mozgisegyenletét (vagy az A skalafiiggvény (2.31) kifejezéséhdl meghataroz-
hatjuk az A = const vonalak egyenletét), igy megkaphatjuk r (¢) kifejezését tetszdleges to, 1o
kezddéfeltételekre:

2 2\ 2 2 2
g —tg 5, "ot
t) = + 824+ —. 2.32
r () ( 2r¢ ) 2ry ( )

Ez a képlet nemnegativ r-ekre, és pozitiv typ-ra érvényes. (D = 1 dimenzioban az aramlas az
egyetlen 7 helykoordinataban szimmetrikus r — —r-re, D > 1-re pedig csak pozitiv r koordi-
natdnak van értelme. Az egész megoldas szimmetrikus a ¢ — —t cserére: negativ idGkre Ossze-
hazodast ir le.) Maga a megoldas nemesak a fénykipon beliil, hanem azon kiviil is érvényes,
de a két tartoméany ,szétvalik”, a trakektoridk nem keresztezik azt. A fénykup hatéaresetként
benne van az aramlasban, rajta v = 1, a ¢t = 0 hiperfeliileten pedig v azonosan nulla. Az
aramlasi képet a 2.1. Abra mutatja. A (2.32) képlet a folyadékelemek palyait a fénykapon beliil
és kiviil is érvényes formaban adja meg. Léathato, hogy a trajektoriak relativisztikus értelemben
egyenletes gyorsulast irnak le: a folyadékelemek a sajat nyugalmi rendszeriikben végig konstans

ap nagysagu gyorsulassal gyorsulnak, melynek értéke ag A folyadékelemek laborrend-

— _2ng
EEGN
szerbeli sebessége tehat 1-hez, azaz a fénysebességhez tart nagy iddkre. Arra a kérdésre, hogy
hogyan lehetséges allando gyorsulés, ha kozben a nyomés (és igy gradiense is) biztosan csokken
minden vildgvonal mentén, az lehet a valasz, hogy a nyoméssal egyiitt a ,tomeg” szerepét jatszo

€ + p entalpiasiiriiség is vele aranyosan tart nullahoz®.

A 3. fejezetben teljesen mas szempontok alapjan ujra megkapjuk ezt a megoldast, és tovabb

is altalanositjuk. A kovetkezo szakaszban pedig egy egyszertibb altalanositast mutatok be.

9 Ez az aranyossag az € = kp allapotegyenlet sajatja, de hasonlo ,orokké gyorsuld” viselkedés varhaté sokféle
e = (T) p allapotegyenlet esetén is, ha e nulldhoz tart a p — 0 esetben.
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14

2.1. dbra. A (2.30) képletek altal megadott, nemelting gyorsulast 0j egzakt hidrodinamikai
megoldas vilagvonalai.

2.3. A M-megoldasok

Az el6bb latott 1j megoldas egy altalanositasat kaphatjuk a kovetkez6 modon |50, 51].
Vegyiik észre, hogy a (2.30) megoldast az (1.32) egyenletben bevezetett Rindler-koordinatékkal
igy is fel lehet irni:

T0 %
v=th(2n), p=po (—)
p
a Hwa-Bjorken-Hubble-megoldasosztaly [45, 46, 49] pedig ilyen alaki (itt 7 és 7 tényleg a
folyadékelem sajatideje és rapiditéasa):

D

v=th(n), p=po(2)".

Ezek sugalljak, hogy probalkozzunk azzal, hogy a sebességmezs v = thQ2, Q2 = A\p alakd, ahol
A egyelére hatdrozatlan paraméter. Tovabbra is (1.7), azaz € = kp, konstans k-val jellem-
zett allapotegyenletti anyaggal foglalkozunk. A hidrodinamikai egyenleteket a 2.1.1 szakaszban
atirtuk Rindler-koordinatakra, az ott bevezetett 2 és () mennyiségeket hasznalva; most behe-
lyettesitjiik az Q = An feltételezést. A = X\ — 1 jeloléssel az Euler és az energiacgyenlet igy
alakul:

ch (Bn) Z—?} +sh (8n) (ﬁ +1+ T%) =0, (2.33)
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7] 0 D-1
ch(ﬁn)(ﬁ—#l—knTE£g> +sh(ﬁn)ﬁz£%—k G (B 1) =0, (2.34)
Rogton lathato, hogy ha 8 = 0, akkor Q@ = —£1In7 adadik, és ezzel minden D-re és minden

K
k-ra megoldast kapunk. (Ez az 1.5. szakaszban latott Hwa-Bjorken-Hubble-tipusi mar ismert

megoldas gombszimmetrikus esete.)

Egyéb esetben (tehat amikor 3 # 0) els6 lépésként az elsd egyenletbdl kifejezhetjiik %—t,
és behelyettesithetjiik a mésodikba:
oQ

(B+ 1) (ch®(Bn) — rsh® (Bn)) + KT oo +(D-1)

sh ((8+1)n)

s ch (Bn) = 0. (2.35)

Ebbdl lesziirhetjiik, hogy T% csak n-tol fiigg, azaz Q(7,n) = H (n) + K (n)In7 alak johet
szoba, itt még tetsz6leges K (n) és H (n) fiiggvényekkel. Ezt most (2.33)-ba helyettesithetjiik:

ch (Bn) (H' (n) + K' (n) In7) +sh (Bn) (8 + 1+ K (n)) =0,

amibdl (az egyetlen 7-t tartalmazo tagbol) latszik, hogy K () = K konstans kell, hogy legyen,

valamint H (n)-t is meghatérozhatjuk. A p nyomés kifejezését is felirhatjuk:

K48+l

7o\ ~K(s+1) K+48+1
)= == ) *

Inch (Bn) 4+ const = p=py ( (ch(Bn)~ 7 " (2.36)

?
Ez tehat megoldja (2.33)-at, végss feltételként pedig egy algebrai egyenletet kapunk [-re, mely

@ most felirt kifejezésének a (2.35)-be valo visszahelyettesitésével adodik:

sh((8+1)n)

KK+ (D—1) s

ch (Bn) + (B + 1) (ch® (Bn) — rsh? (Bn)) = 0. (2.37)
Ez az egyenlet erGs megszoritast jelent a K, r, D és [ (azaz \) lehetséges értékeire. Mar
ismeriink egy megoldast (2.37)-re: = 1-re (ez a sejtésiinket megalapozd A = 2 eset) minden
D-re megoldést kapunk, ha k = D és K = —2. Tovabbi hirom egyszerii megoldast taldlhatunk
(2.37)-re: 8 = =£1/2-nek megfelelGeket, valamint kK = D = 1-re minden 3 megoldés'®. A (2.37)
egyenletbdl kiderithetd, hogy mindezek a megoldasok milyen x és D értékekre miikodnek. A

kovetkezs szakaszban elemezziik a lehetGségeket.

10°A fentebb mér vizsgalt 3 = 0 eset, a Hwa-Bjorken-Hubble-megoldés nem jon ki helyesen a (2.37) egyenlet-
bol, mivel ennek levezetése kizben kihasznaltuk, hogy 5 # 0.
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X | D PR
a. 2 eR| D 0
bl 5 JeR| 1 |1
c. % eR 4D.T_1 1
d.| 1 |[eR|€eR |0
e. | €R 1 1 0

2.1. tablazat. A A-megoldasoknak nevezett, a (2.38) képletekkel adott 4j megoldasosztaly le-
hetséges paraméterei. Egy sorban talalhatok az Osszetartozo értékparok.

2.3.1. A sebességmezd és a nyomés kifejezései, alaptulajdonsagok

Kideriil, hogy (2.37)-nek az el6z8 szakasz végén emlitett dsszes megoldasa esetén a p nyomas
(2.36) szerint lehetséges n-fiiggése csak a § = 4+1/2 esetben jelenik meg; végigszamolva az dsszes
lehetdséget azt talaljuk, hogy a most felderitett megoldéasosztilyt az aliabbi tomor formaban

foglalhatjuk Gssze:

ADEEL —(D-1)He
v=th(\n), p=po (E) ch (g) ! , (2.38)
T

a paraméterek lehetséges értékei pedig erésen korldtozottak, a megengedett eseteket a 2.1 tabla-
zat tartalmazza, ennek minden sora egy adott megoldashoz (vagy megoldas-osztalyhoz) tartozo
értékeket jelol. A @, paraméter értéke 1 azokra a megoldéasokra, ahol p n-fiiggs, egyébként 0. A
t > 0 tartomanyban minden felirt megoldés tagulo, hiils folyadékaramlést ir le. A hdmérséklet,
entropiasiriség, és (ha vannak) az n és p kifejezéseit késsbb, a 2.3.3. szakaszban irjuk fel.

Felmeriil a kérdés, hogy ezek a megoldasok vajon kimeriteik-e az Gsszes lehetéséget. Arra
jutunk, hogy még abban az eggyel éltaldnosabb esetben, amikor a v = thQ, Q = X (7)n felte-
véssel éliink, sem talalhatunk mas megolddst, mint a most targyalt, a 2.1. tablazat és a (2.38)
képletek altal megadottakat (amelyek tehéat konstans, 7-fiiggetlen A-nak felelnek meg). Ennek
bizonyitasa azon alapszik, hogy a hidrodinamikai egyenletek és az el6z6 altalanos feltevésiink
n = 0 koriili sorfejtését vizsgaljuk. Ennek részletei az A.1. fiiggelékben talalhatok.

A most kiovetkezékben egyenként megvizsgaljuk a 2.1. tablazatban felsorolt megoldasokat:

- a. eset: ez a megoldas minden D dimenziészédmra (tehat 141, ill. 143 dimenzios téridében)
érvényes, megegyezik az el§z6 szakaszban a Khalatnikov-egyenlet segitségével taldlt, (2.30) alatt
felirt 11j egzakt megoldassal. Az allapotegyenletre a £ = D megkotés érvényes, ami nem mas,
mint az ultrarelativisztikus idealis gaz allapotegyenlete.

- b. és c. eset'': a b. esetben \ = é, és noha a tér D dimenziészama barmennyi lehet, a &

! Ezeket Biro Tamés javaslata alapjan kozosen dolgoztuk ki [56]. Készénetemet fejezem ki neki ezért.
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egyiitthatonak 1-nek kell lennie. A (2.21) és (2.26) alapjan lathato, hogy a k = 1 esetben a
relativisztikus hidrodinamikai egyenletek linearis (hullam)egyenletre vezetnek, és gyakorlatilag
altaldnos formaban megoldhatoak (lasd a 2.4. szakaszt is). A k = 1 vilasztas csak ,valodi
1+ 1 dimenzios” ultrarelativisztikus ideélis gaz esetén felel meg a valosagnak. Mindazonéltal
érdekesek az ilyen megoldasok is. A c. esetben A = 3/2, minden D dimenzioban létezik a
megoldas, de a k egyiitthato a tablazatban megadott furcsa modon 4ll kapcsolatban D-vel: pl.
D =3rak= 1371 (Ez fizikailag kozelebb all a kvark-gluon-plazma valodi allapotegyenletéhez,
mint a £k = 1 valasztas.) A b. és c¢. eset kozos vondsa, hogy a p nyomés adott 7 hipersikon
levag nagy n értékekre. Ez fontos és realisztikus tulajdonsig, mert a termalizaciot sokszor ugy
képzelik, hogy adott 7 = 7y sajatidg-hiperfeliileten torténik, a valddi fizikai helyzethez tehat
kozel all, ha adott 7-ra a nyomas csak véges 7 tartomanyban kiilonbozik szamottevGen nullatol.
- d. eset: ebben az esetben A\ = 1, és a megoldas minden D dimenzioszamra és ettdl fiig-
getleniil minden & értékre érvényes: ez a mar tobbszor latott, 1+ 1 dimenzioban Hwa-Bjorken-
megoldas, 1+ 3 dimenzioban pedig Hubble-tipust taguldsnak nevezett (Csorgs, Csernai, Hama
és Kodama éltal felfedezett [49]) megoldas gombszimmetrikus specidlis esete. A gyorsulds itt
nulla: ©”0,u* = 0. Ezek tehat nem 1j eredmények, a teljesség kedvéért emlitem itt meg Gket.
- e. eset: ez az eset tetszGleges A-ra, k = D = 1 mellett, vagyis a teljesen egydimenzios idealis
gaz aramlasara érvényes 1j megoldas. A k = 1 allapotegyenlet az 1 dimenziora korlatozott
mozgast végza ultrarelativisztikus részecskék idedlis gazat irja le, haromdimenzios térben tehat
nem fizikai. Viszont a megoldas sebességprofilja altalanos jellegii. A A paraméter mintegy
interpolal a korabbi esetek kozott: A = 1-re gyorsulasmentes, A = 2-re konstans gyorsulési,
altalanos A-ra is gyorsulo (kis ¢ értékekre az origohol r (t) ~ t* szerint indulo vilagvonalakbol

allo) megoldéshoz vezet. (Emiatt M-t ,gyorsuldsi paraméternek” is nevezhetjiik.)

2.3.2. A fénykuapon kiviili megoldasok

Az el6z6 szakaszban latott A-megoldasok némelyikét ki lehet terjeszteni a jovSiranyn fény-
kiapon kiviilre. Ezek a megoldésok is (csakigy, mint az el6z8 szakaszban latottak) szingularisak
magén a fénykipon'?. Fizikai értelmiik — ha a nehézion-iitkézések téridsbeli képére gondo-
lunk, ahol az iitkozés a fénykip origojaban torténik  nem olyan nyilvanvalo, mint a fénykipon
beliili megoldasoké, pusztan, mint az egyenletek megoldasai viszont érdekesek lehetnek.

Bevezetjiik a fénykapon kiviili Rindler-koordinatakat, 7-t és 7-t a kdvetkez6 definicidval:

t
t=7shn, r=7chy < 7n=Arth-, 7=vr2—¢%. (2.39)
r

12 A Kkiterjesztés” talan nem is helyes szo: tulajdonképpen csak az elézé szakaszban latottakhoz hasonld
analitikus formaju megoldasokat keresiink a fénykapon kiviil is.
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(Ez a felirds r > O-ra és r < O-ra egyarant érvényes, de ne feledjiik, hogy r definicioja alapjan
r < 0 csak D = l-re értelmes) Az A.2. fiiggelékben részletesen végigvezetjiik ezek megoldasat
az el6zGekben latott fénykiupon beliili eset analogidjara, és belatjuk, hogy az el6z6 szakasz A-
megoldasai koziil némelyiknek megfelel6 alaki megoldast valoban talalunk. A lehetséges esetek
parba allithatok az el6z6 szakaszban latott felsorolassal, az alapjan vessziik szamba Gket:

- a. eset: ez a megoldds minden D dimenziészamra és minden £ = D-re  kiterjeszthet§” a
féenykupon kiviilre, hiszen ezt a 2.2. szakaszban eleve (a fénykipon kiviil is érvényes) Minkowski-
koordinatédkban vezettiik be. A sebességmez6 és a nyomés Minkowski-koordinatakban pontosan
ugyanolyan alakd, mint a fénykiapon beliili megfelelje, hiszen algebrai értelemben ugyanugy
megoldasa ugyanazoknak az egyenleteknek.

- b. és c. eset: ezek az esetek a fénykupon beliil latott képletekhez hasonlo egyszert formulak-
kal csupan D = 1 esetben terjeszthetek a fénykupon kiviilre. Tlyenkor a p nyomas ,végességét”
biztosito levagas is eltlinik, és x = 1 lesz érvényes mindkét esetre. Ezek specidlis esetei a lentebb
felirt e. esetnek, igy nem érdemelnek kiilon vizsgalatot.

- d. eset: A X\ =1 esetrdl kideriil, hogy kiterjeszthet$ a fénykiapon kiviilre; 7 és 7 definicioi

alapjan felirhatjuk ennek a megoldasnak az alakjat Minkowski-koordinatéakkal is:
ool oy () s (2.40)
= P ="Po o I :

Erdekes latni, hogy noha a fénykipon beliili eset (a Hwa-Bjorken illetve a Buda-Lund-tipust
Hubble-tagulést leird megoldas) egyszerii gyorsulismentes dramlas volt, a most latott, fényki-
pon kiviil érvényes sebességmezd itt is nemeltiing gyorsuléasi, és a folyadékelemek vildgvonalai

éppen a T = const egyenletii hiperbolak. Ezek egyenlete

To

r(t) = - ( 1+ (aot)? — 1) o= (2.41)

ag ra—t3

Jellegében ez az aramlas tehat hasonld az a. esetben latotthoz: a trajektoridk gyorsulésa itt is
allando. Ez az ag érték azonban lathatolag masképp fiigg a trajektoria to, ro kezddfeltéteitdl,
mint a mar t6bbszor latott A = 2 esetben. A Hwa-Bjorken-megoldas (illetve a Hubble-tipust
megoldas) ilyen fénykapon kiviili, gyorsulo kiterjesztése” nem volt ismert korabban.

- e.eset: A k=D =1 esetre vonatkozo megoldas felirhato az r > ¢ tartomanyra is:

- 2\
v=th\, p=po (TO) : (2.42)

7

de ne feledjiik, hogy 7 és 7 definicigja mas a fénykupon kiviil, mint 7-é és n-¢ volt. Ebben és
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az el6z6, d. esethben érdekes a T' és s, illetve n és p megfeleld kifejezéseit is felirni, a kovetkezd
szakaszban lathatjuk ezeket a fénykipon beliili esetekkel egyiitt targyalva.

Ide kivankozik egy megjegyzés azokrol az esetekrdl, amikor a trajektoridk allando gyorsulés-
sal mozognak. Adott ag gyorsuldsnak Planck-egységekben mérve adott hémérséklet feleltethetd
meg. Az un. Unruh-effektus [54] lényege, hogy ha egy gyorsuloé megfigyel§ eseményhorizontot
lat (pl. a most latott A = 1 esetben a fénykapon kiviili gyorsulo trajektoriakhoz a fénykip bel-
sejébdl semmilyen informécio nem juthat el), akkor a gyorsuld megfigyel§ az eseményhorizont
feldl allando, Ty = 92 hémérséklett ,sugdrzast” érzékel, csakigy, mint a fekete lyukak esemény-
horizontjanak léte a Hawking-sugarzasért felelds. A nehézion-iitkozések gyors termalizaciojanak
egy lehetséges magyardzata éppen az, hogy az ilyenkor felleps nagy gyorsulas (melynek értéke a
QCD 1n. szaturacios skalajabol megbecsiilhetGen kb. 1 GeV-nek felel meg Planck-egységekben)
termikus Unruh-sugarzast okoz, és ez allitja be a kezdeti hémérsekletet [55]. Az olyan tipusi
hidrodinamikai megoldasok tehat, ahol allando gyorsuldssal mozgo trajektoriak vannak, leir-

hatjak azt a folyasi képet, ami egy ilyen folyamat alapfeltételezése.

2.3.3. A hémérséklet és a kontinuitasi egyenletek

A most latott p nyomés és v sebességmezdk megoldjak az Euler és az energiamegmaradési
egyenleteket. Lattuk, hogy (specialisan az £ = kp, k = const &llapotegyenletre jellemzd modon)
a kontinuitasi egyenletet ezektdl kiilon targyalhatjuk.

A kontinuitasi egyenletek megoldasdhoz meghatarozzuk a A-megoldasokhoz tartozo A ska-
lafiiggvényeket, azaz amelyekre A+0vA = 0. (Ez kétféleképpen is megtehetd: kereshetiink
a (2.26) egyenlet megoldasaként kapott U fiiggvény szintvonalaira pszeudoortogondlis koordi-
néatakat, amik A szintvonalai lesznek, vagy a folyadékelemek mozgasegyenletét az adott v (¢,7)
profilra megoldva A-t a trajektoridkat megkiilonboztetd integracios konstansként kapjuk.)

Az A kifejezése kiilonbozik ¢ < r és t > r esetére (tehat a fénykapon beliil és kiviil), és
specidlis esetként megjelenik a A = 1 eset, tehat a Hwa-Bjorken— vagy Buda-Lund-megoldas.

Itt is a Rindler |, illetve a megfelels 7, 77 koordinatakat hasznaljuk. A ¢ > r esetben A kifejezése:
To\ A1
A(r,n) = (—) sh(A=1)n), ha A#1, il. A(r,n)=n, ha A=1, (2.43)
T
a t < r esetre pedig azt kapjuk, hogy
T

A-1
> ch((A=1)7), ha X#1, ill. A(7,7) = ha A=1. (2.44)

S| an

A= (

7

Ezekkel felirhatjuk a kontinuitési egyenletek megoldasat. (Legegyszertibben akkor jarunk el,
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ha a (2.11) egyenlet alapjan kifejezziik Vv-t A-val.)

Ha egyaltaldn nincsen megmarado toltés, akkor € +p = T's, azaz T's = (k + 1) p, és leellen-

Grizhetd, hogy az entropiamegmaradési egyenlethdl azt kapjuk, hogy 7' és s ilyen alakii:

P\ p\oT 1 -
s=s0|— v, (A), T=Ty|— , 2.45
! (Po) “) 0 <I70> Ve (4) ( )

ahol Tosg = (k + 1) po, p kifejezését (2.38)-ban irtuk fel (illetve a 2.3.2. szakaszban a fénykipon

kiviili eseteket), v, (A) pedig tetszéleges fiiggvény. Ezt a kozelitést, azaz, hogy minden meg-
marad6 részecskeszam ill. toltés (pl. a bariontdltés is) eltiinik, hasznaljak mind a nagyenergias
nehézionreakciok, mind a korai Univerzum kvark-hadron fazisitmenetének leirdasara 3.

Ha egy n megmarad6 részecskeszam van, és p = nT teljesiil, hasonléan irhatjuk fel a konti-

nuitési egyenlet megoldasat (a megjelend tetszleges fiiggvényt most v, (A)-val jelolve):

(B ), 71 FALE. — T (2.46)
n=mng 0 Vn s = 1o P l/n(A)’ Po = nolo- .

Végiil az az eset, amikor tébbféle n; részecskeszam (toltés) is van, és a termodinamikai Gssze-

fiiggésiink (1.5) alapjan (k + 1)p = T's + >, psn; alaki, teljesen hasonléan oldhaté meg'*:

K

p\ T P %‘H 1
s=s0|— ve (A), T=Ty(— ,
O(Pr)) ) O(P()) Vo (A)

K 1
i po\ et i P\t 1
i =n) (p:) vi(A), p=p (;0) s (A (2.47)

és persze (k+1)py = Toso + >, n(()i)llg)-

Erdemes megfigyelni, hogy itt is, mint eddig min-
denhol, ahol megjelent, az A fiiggvény megvalasztasaban 1évé dnkényesség nem lényeges: az
A tetszoleges fiiggvényei mindenhol atdefinidlhatok, ha A helyett f (A)-t vesziink. (Erdemes
lehet feltételként kironi ezekre a fiiggvényekre, hogy p (0) = 1, ekkor a ng, Tp, stb. jelentései a

T, n, stb. mennyiségek A = 0-ban felvett értékei. Ez pl. az ng esetében alapvetGen semmilyen

3 Ez a kozelités akkor jogos, ha egységnyi bariontdltésre a protontémegnél jéval nagyobb energia jut: ez pl.
igaz a mai RHIC és LHC-kisérleteknél.

14 Az itt leirt képletek a mindeniitt hasznalt ¢ = rp feltétellel konzisztensen oldjak meg a kontinuitési
egyenleteket. Tobb n; részecseszam esetén azonban az llapotegyenletet a e = kp ésa (k4 1)p=Ts+ >, pin;
feltételek még nem hatérozzak meg teljesen: az ¢ (s,n;) fiiggvény alakjara az ¢ = kp minddssze egy darab
wvalodi” feltételt jelent. Minden n; bevezetése két 11 ismeretlen mennyiséget (n;-t és p;-t) jelent, de csak egy 1j
egyenletet (az n;-re vonatkozo6 kontinuitasi egyenletet. Tébb megmarad6 n; esetén tehat nyilvanvaloan lehetséges
€ (s,n;)-re olyan tovabbi specializdciokat eldirni, amelyekkel a leirt (2.47) képletek mar nem feltétleniil lehetnek
konzisztensek. Egy n esetén azonban, mint az (1.8) egyenletben lattuk, a p = nT feltétel teljesen rogziti az
allapotegyenletet (azaz az € (s,n) potencidlfiiggvényt), és a (2.46) kifejezések konzisztensek is vele.
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kapcsolatban nem 4ll az dramlas teljes részecske vagy toltés-szamaval.)

Ezzel befejeztitk a A-megoldéasok targyalasat, a 4. fejezetben tériink vissza rajuk, ahol a j—z
rapiditaseloszlast szamitjuk ki a kK = D = 1 megoldasbol, és az eredményt az energiastiriiség

becslésében alkalmazzuk.

2.4. Altalanos megoldas x = 1-re

Kiilén emlitést érdemel a ,szuperkemény” dllapotegyenlet extrém esete, azaz amikor ¢ = 1.
Ez talan talzott egyszertsitésnek tiinik, de fontosnak tartom targyalni, egyrészt mert nem tették
meg kordbban, masrészt mert hasznos lehet, nemcsak numerikus kodok ellenérzésére, hanem
egyszeri hidrodinamikai parametriziciokra és a nehézionfizikai folyasi kép kozelits leirasara is.
Amikor £ = 1, a (2.21) egyenlet hullimegyenletté redukalodik, azaz latszik, hogy egyszeriien
megoldhaté lesz a probléma. Itt most részletesen megvizsgaljuk az egydimenzios (D = 1)
esetet!®. Ekkor az U-ra vonatkozo egyenlet helyett érdemes visszatérni az alapegyenletekre. Az
Euler-egyenlet és az energiaegyenlet D = 1-re, ¢ = p-t behelyettesitve igy alakul:
0+ v 1 v+ b

1
). U ). 2.48
T 0 on ' +op), T3 o (B +vp), (2.48)

amibdl kis atalakitassal, és szokas szerint bevezetve az (2 rapiditast (v = thQ2) és a ) mennyi-

séget (amely most, a & = 1 esetben 11n (p/po)-lal egyenls), egyszertien azt kapjuk, hogy
Q=-Q, OQ=-Q. (2.49)

Latszik, hogy € és @ rogton felirhaté két haladd hullam 6sszegeként. Tehat 1+ 1 dimenzidéban
k = l-re a hidrodinamikai egyenletek altalanos megoldasat is fel lehet irni, ha bevezetjiik az

zt =t+r, 27 =t —r fényszeri koordinitakat:

Qt,r)=G(@7)+F(z%), Qtr)=G () —F(z7), (2.50)

2

tetszdleges F és G fiiggvenyekkel. Ha bevezetjiik ezek helyett az f = e ?F, g = ¢ fiiggvénye-

ket, illetve ezek primitiv figgvényeit a f = [ f, § = [ g definiciokkal, az A skalafiiggvény is

15 A tobbdimenzits, nem feltétleniil gdmbszimmetrikus, de tovdbbra is x = 1, azaz ¢ = p allapotegyenletii
esettel, mely szintén egyszertien targyalhat6 a (2.21)-b6l ad6dé hullamegyenlet megoldasal alapjan, a mi [50]
cikkiinkkel lényegében egyidejileg megjelent [57] foglalkozik. Ugyanebben a cikkben a forditott kérdést is
vizsgaljak: adott egyszert, ilyen hullamegyenletbdl kaphaté sebességmez6hoz és nyomashoz keresnek alkalmas
allapotegyenletet, amelyre megoldast ad a feltételezés.
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rogton megkaphato, amibél kiadodik a teljes megoldas (a kontinuitasi egyenletekre is):

g f@h) I )
V= ) T rany ATvA=0 = A=g(@) (), (2.51)
-~ B B p\ 2 - PN r
pen o) e () v Ton(R) Sy e

Ahogy el is varjuk, ezen altalanos megoldas specidlis eseteként valoban kiadodik az el6zé szaka-
szokban latott £ = D = 1-re vonatkozo, tetszéleges A-val jellemzett megoldas (a 2.3.1. és 2.3.2.

szakaszokban latott e. eset), ha F-et és G-t a kovetkezSképp vélasztjuk:

4 _
F(a*) = %ln <7'();If)w> , G(z) = f%m (myi”“> : (2.53)
A megoldast altalanos kezddfeltételhez akkor hatérozhatjuk meg, ha ez egy tetszdleges to (1)
térszerti Cauchy-feliilleten adott, az Qo (¢ (r),r) és Qo (t(r),r) (egyvéltozos) fiiggvényekkel.
Ekkor bevezethetjiik a to (r)-nek megfelels o (r) = to(r) + r fényszerii koordinatékat, és,
mivel ¢, (r) térszert feliilet, invertalhatjuk ezeket a relaciokat: léteznek r = r* (z), illetve
r =1~ (27) fiiggvények, amelyek a kezddfeliiletet adjak meg!®. Az 2 fiiggvényében megadott

kezdoteltételekre a tomér ry = r* (aF), 15 = to (ry) jeloléseket hasznalva, a megoldas:
1 R R -
Q(tr) =3 [Qo (t5,77) + Qo (to,77) + Qo (t5.77) — Qo (ta,77)] (2.54)

Q)= 3 [0 (1) + 0 (15.77) ~ Qo (1.7) ~Qu (i3 )] (259)

Megjegyezziik, hogy a targyalasbol nyilvanvaloan latszik, hogy €-ra és @Q-ra vonatkozoan ez
a megoldéas az alabbi értelemben stabil: a kezddéfeltételek kis perturbacioi is hullamszeriien
szétterjednek az 7 — £oo iranyokba, de az aramlasi kép lényegesen nem modosul. Erdekes ezt
Osszevetni azzal, hogy a kordbban ismert Landau-Khalatnikov-megoldés numerikusan vizsgalva
instabilnak bizonyul a kezddéfeltételek kis perturbéacioira. A most latott stabilitasi tulajdonsag
tehat lényeges njdonsag, és emiatt az ebben a szakaszban latott altalanos megoldéas varhatoan

kiilonosen jol hasznalhato lesz a numerikus hidrodinamikai kodok tesztelésére.

16 P1. ha a kezdeti feltétel egy T = 79 = const feliileten van adva, akkor x% = to (r) £7 = /73 + r2 £ 7. Ezek
zt T2

. . . . . . o (e + ™
valoban invertalhatoak, és azt kapjuk, hogy r* (z7) = T — g esr (7)) = — 5 4 g



3. fejezet
Egzakt megoldasok és a kinetikus elmélet

Az 1. fejezetben lattunk régota ismert egzakt hidrodinamikai megoldasokat (1.5. szakasz),
a 2. fejezetben pedig bemutattam egy sajat eredményemet, egzakt és explicit gyorsulé megol-
dasok egy oszalyat. Noha ez tartalmaz szabad paramétercket és fiiggvényeket is, messze nem
mondhato ,altalanosnak”, hiszen gémbszimmetrikus, specialis sebességprofila dramlas. Az el6z6
fejezet (2.26) és (2.21) egyenletei alapjan egyelGre nem sikeriilt tovabbi lényegesen 1j egysze-
ri megoldasokat talalnom. Egy meglepd keriilével azonban a bemutatott megoldasok érdekes
altalanositasaihoz juthatunk. Ez a gondolat ennek a fejezetnek a targya; lényege, hogy megvizs-
géljuk az aramlasban résztvevd egyedi részecskék kinetikai egyenletét, azaz az eloszlasfiiggvény
fazistérbeli idofejlodését. FEz a probléma onmagaban is érdekes, de az igazi eredmény talan
az, hogy sok 1] egzakt (és kordbban nem ismert tipusi, pl. forgd) hidrodinamikai megoldast is
talalunk ekdzben. Dolgozatom e fejezete (a megfelels tézisekkel egyiitt) az | 58] publikiciomon

alapul, azonban tartalmaz egy azon tulmutato, uj nemrelativisztikus forg6 megoldast is.

3.1. A problémakor felvetése

A hidrodinamika makroszkopikus elmélet, egyenletei levezetheték a mikroszkopikus, az egye-
di részecskék torténetét statisztikus alapon nyomon kovetd kinetikai egyenlet megfelel atlago-
lasaval. Az az alapvetd kép van emdgott, hogy egy aramlo folyadékban (vagy gazban) az egyedi
részecskék sorozatos iitkdzései lokélis termikus egyensiilyt hoznak létre és tartanak fenn!.

Az 1.5. szakaszban bemutatott nemrelativisztikus hidrodinamikai megoldasok egyike, az 1.5.2.

szakaszban kiilon kiemelt, gdmbszimmetrikus énhasonlo taguléast leiro, helyfiiggetlen homér-

! Ebben a fejezetben ezt a kérdéskort jarjuk koriil, ezért itt végig tigy gondolunk a vizsgalt folyadékmoz-
gésra, mint amelyben valodi (megmarad6 szamu) részecskék vesznek részt; tehat mindenhol hasznéljuk az n
mennyiséget. A kapott egzakt hidrodinamikai megoldasok mindazonéltal hasznalhatjuk gy is a nehézionfizikai
alkalmazasokban, ha elfeledkeziink n-rél, és csak p, T és v vagy u* kifejezéseit tekintjiik.

39
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sékletii és Gauss-alaku stirtiségprofili megoldas egy megleps tulajdonsaggal bir [43]. Ennek
lényege, hogy ha meghatéarozzuk az erre a megoldasra vonatkozo (lokalis termikus) fazistérbeli
eloszlasfiiggvényt, akkor kideriil, hogy ennek idéfejlédése olyan, mint amit akkor kapnank, ha
egy adott kezdeti idépillanatban fennallé ilyen eloszlasfiiggvénynek az iitkozésmentes, csupan a
részecskék egyenesvonali egyenletes mozgasabol szarmazo idéfejlédését latnank! Ez a specialis
egzakt megoldés kiilonleges abbol a szempontbdl, hogy itt a lokalisan egyensilyi eloszlasfiigg-
vény fennmaradésa lehetséges az iitkézések szerepének teljes elhanyagolasaval is.

Ebben a fejezetben ilyen tipusi aramlasokat vizsgalunk. Az ilyenfajta hidrodinamikai meg-
oldasokat azaz a t id§ és az r koordinata adott v, p, T stb. fiiggvényeit ebben az Gssze-
fliggésben iitkozésmentes vagy effektive iitkozésmentes adramlasoknak vagy megoldasoknak fo-
gom hivni. Pontosan megfogalmazva: ezek olyan aramlasok, amelyek egyszerre megoldasai a
hidrodinamikai egyenleteknek, ugyanakkor a nekik megfeleld fazistérbeli eloszlasfiiggvény tugy
fejlédik az idében, mintha nem is lennének iitkozések. Ilyen dramlasok esetében tehat egy
adott to idépillanatban lehetséges olyan mikroszkopikus kezdeti feltételt elGallitani, amely lo-
kilisan termikus eloszlas, azaz léteznek neki megfelels v (to,r), T (to,r), stb. mezsk, és az
ebbdl a kezdeti feltételbdl inditott egyedi mikroszkopikus részecskék iitkdzésmentes, szabad
mozgésa rendre olyan mikroszkopikus allapotokat hoz létre, amelyek megint egy (&ltaldban az
el6z6 fiiggvényektdl kiilonhoz6 pillanatnyi v (¢, 1), T (¢1, r) mezdknek megfelels) lokalis termi-
kus eloszlassal irhatok le. Nem arrol van szo tehdt, hogy az ilyen hidrodinamikai megoldéasok
id6fejlédése soran biztosan nem torténnek mikroszkopikus iitkozések; emiatt talan félrevezetd
lehet az jitkGzésmentes” jelzs, de a most tisztazott értelemben mégis hasznalni fogjuk.

Ez a jelenségkor a kinetikus gazelmélet fogalmaival vizsgalhato. Ebben a fejezetben elGszor
felidézem a kinetikus gazelmélet néhany alapvetd osszefiiggését, valamint a hidrodinamikaval
valo kapcsolatat, majd (az eredeti [43] munkatol eltérs targyalasban) Gsszefoglalom, ami ismert
volt az ,jitkdzésmentesseg” kérdéskorérsl nemrelativisztikus esetben [43]: bemutatom, hogy van
olyan nemtrivialis hidrodinamikai megoldés, amely teljesiti ezt a feltételt. Ezutan bemutatom,
hogy hogyan lehet tovabbi ilyen tipusii megoldasokat keresni a kinetikai egyenlet és a hidrodina-
mikai egyenletek szimultan vizsgalataval. Mind relativisztikus, mind nemrelativisztikus esetben
felderitjiik az ilyen tulajdonsigu, azaz effektive iitk6zésmentes aramlasokat, és ekozben jfajta,

korabban nem vizsgalt kinematikaju (pl. forgo) hidrodinamikai megoldasokat is talalunk.

3.2. A kinetikus egyenlet és a hidrodinamikai mennyiségek

A kinetikus gézelmélet alapmennyisége az f fazistérbeli eloszlasfiiggvény, amely (struktiara-

latlan mikrorészecskék esetén) az r helykoordinatatol és a p impulzustol, valamint az id6tdl



3.2. A KINETIKUS EGYENLET ES A HIDRODINAMIKAI MENNYISEGEK 41

fiigg. Nemrelativisztikus esetben f (r,p,¢) modon, relativisztikusan pedig f (z#,p*) modon
jeloljitk a valtozoitol valo fiiggést. Fizikai jelentése: fdPpdPr megadja az r koordinita és p
impulzus koriili dPpdPr elemi fazistérfogatban 16v6 részecskék varhatod szamat.

Vizsgaljuk meg mind a nemrelativisztikus, mind a relativisztikus esetet! Nemrelativisztikus
esethen az f segitségével definidlhato egy makroszkopikus n (r, t) részecskeszamstirtség, v (r, t)

folyasi sebesség és ¢ (r,t) (belsé)energiastirtiség a kivetkez6 modon:

n(r,t):/def(r,p,t), v (r,t) = ! /de L f(r,p,t), (3.1)

n(r,t) m

~ mon (1, t)q 5

e(r,t) :/de ﬁof (r,p,t) )% (r, 1), (3.2)

ahol, mint eddig is, mg egy részecske tomege. Ez a megfelel hidrodinamikai mennyiségek
mikroszkopikus definicigja.

A tobbi, termodinamikai megfontoldsokat is igényl6 hidrodinamikai alapmennyiség (mint
T, u) kinetikus elméletbeli megalapozaséhoz sziikség van valamilyen feltevésre az eloszlas-
fliggvényt illetGen. A hidrodinamika alkalmazhatosaganak feltétele a lokalis termikus eloszlas.
Altalanos anyagra (pl. folyadékokra) ez a kivetelmény még nem rogziti az eloszlast, a kineti-
kus gazelméletben viszont a lokalis termikus eloszlast egy pontrdl pontra valtozé paramétert
Maxwell-Boltzmann-eloszlassal (MB-eloszlasssal) definialjuk (ha a kvantumstatisztikus hata-
sok elhanyagolhatoak). Nemrelativisztikus esetben tehat egy n (r,t), T (r,t), v (r,t) mezékkel

jellemzett, D dimenzios folyési képben a lokélis termikus (MB ) eloszlas a kovetkezd alaki:

. B n(r,t) . ~ (p—mgv (r,1))? _ 9 .
f(r,p,t) = 7(%%“&75))1,/20 p{ 2o (e 1) } (ZM)DB( p.1). (3.3)

p(r,t)  (p—mov(r, t))z} 7 (3.4)

B (r,p,t) = exp {T (r,t)  2moT (r,t)

ahol bevezettiik a B jeldlést a Boltzmann-eloszlasra, tovibba g a részecskék spin-degeneracidja
(9 = 2s+ 1, ahol s a spin). Ez a feliras szabad részecskék gazara vonatkozik. A (3.3) és
a (3.4) képletek felfoghatok gy mint 7' (r,t), p(r,t), n(r,t) és v(r,t) kinetikus elméletbeli
definicioi, és forditva is: ha adottak egy hidrodinamikai dramlési profilnak megfelels 7', n, v,
sth. fiiggvények, akkor ezt az eloszlasfiiggvényt koveteljiik meg.

Az closzlastiiggvénynek kétféle alakjat is megadtuk. A nehézionfizikai irodalomban sokszor
a masodik formét hasznaljak, mig az elsé az, ami régton lathatoan teljesiti a normalési felté-

telt, azaz, hogy beldle n (r,t)-t a (3.1) egyenlet alapjin lehessen megkapni®. Belathato, hogy

2 Mar emlitettem, hogy a mai nehézionfizikai alkalmazasokban a megmaradé részecskeszam koncepcioja
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ez a ket feliras akkor ekvivalens (és ekkor (3.4) a lokalis egyensilyi eloszlasra vett p (r,¢) kémi-
al potencidl definiciojanak is felfoghato), ha az anyag dllapotegyenlete (amely megadja p, T,
n kapcsolatat) valoban az 1.4.1. szakaszban felidézett, idedlis gaznak megfelel§ (1.7) allapot-
egyenlet, a nemrelativisztikus gaznak megfelels x = D/2 valasztassal. A h kvantumallandot
is tartalmazo tényez6hoz a kovetkezG megjegyzés tartozik: a klasszikus statisztikus fizikdban
az entropia, és igy a kémiai potencidl nullpontja nem meghatarozott. Ha a statisztikus fizikai
allapotdsszeget a valodi kvantumaéallapotok szerint szamoljuk ki akkor az ¢ = kp allapotegyen-
letnek megfelel§ termodinamikai potencialfiiggvények kifejezésében, az (1.8)-ban szerepls Ey és
np allandok hatarozott értéket nyernek, és ez fixalja s nullpontjat, igy p-ét is. Ilyen szamitéssal
a statisztikus fizikdban ismert modon tényleg kijon a W tényezd.

Relativisztikus esetben is bevezethetjiik a makroszkopikus mennyiségek definicioit f alapjan.
Az nut részecske-négyesaramstiriiséget és a T energia-impulzus-tenzort a kovetkezé modon

fejezhetjiik ki*:

d®p w dp . . -
n(z)u (z) = /Fp’ fxp), T (2) = /Fp‘p f(x,p). (35)
A relativisztikus esetben igy irhat6 a lokalis termikus egyensulyra vonatkozo eloszlasfiiggvény:
) = —5B@"p"), B p') =exp { e M} ' (36)
(27h)” ’ T(z) T(x)

Itt B ismét a Boltzmann-eloszlast jeloli. Erre a felirdsra ugyanazok vonatkoznak, mint a nem-
relativisztikus esetre. Most is meg kell jegyezniink, hogy ez a felirds egy nem kolesénhato
részecskékbdl allo idedlis gazra vonatkozik, és épp ezért n () (3.5) alapjan vald kiszamitasaval
akkor kapjuk ténylegesen a hidrodinamikai n (x) fiiggvényt, ha az anyag allapotegyenletére ide-
alis géz allapotegyenletet tesziink fel. Ez az allapotegyenlet, mint lattuk, nem ugyanaz nulla
tomeg( (ultrarelativisztikus) esetben, mint tomeges esetben: nulla tomegi részecskékre érvé-
nyes a szokasos € = kp allapotegyenlet k = D valasztassal, tomeges esetben pedig az 1. fejezet
8. labjegyzetében lathatjuk a lehetséges valasztast.
Felirjuk az f eloszlasfiiggvény id6fejlédésére vonatkozo un. kinetikai egyenletet vagy Boltzmann-

egyenletet. A legegyszertibb esetben, amikor azt tessziik fel, hogy a mikroszkopikus részecskék

egyaltalan nem iitkdznek egymassal, azaz minden részecske egyenes vonali egyenletes mozgast

sokszor nem lényeges: a netté barionszdm elhagyhaté az egyenletekbdl, a kémiai potencial pedig nullanak
vehetd a hidrodinamikai evolicié soran. (Példaul a RHIC adatainak elemzése pp/T ~ 0,15 koriili értéket ad,
lasd pl. [59]). Az ebben a fejezetben targyalt modszer akkor is hasznos, ha csak az igy kaphato 4j egzakt
megoldasokra gondolunk, amelyek e specialis tulajdonsig (iitkdzésmentesség) nélkiil is hasznalhatok.

dPp
pO k]

3 Erzen képletek értelmezéséher felidézziik, hogy az impulzustérbeli Lorentz-invarians integralasi mérték
hiszen tomeghéjon 1évG részecskéket vizsgalunk, melyekre p,pt = m2.
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végez, a Boltzmann-egyenlet alakja nemrelativisztikus esetben

0 p 0 _
7 (0. t) + pot (r,p, 1) = 0. (3.7)

Ez azt fejezi ki. hogy a fazistérbeli eloszlds csupdn a részecskék (p impulzus esetén > sebességi)

helyvaltoztatasa miatt valtozik. Valoban, ennek az egyenletnek a formalis megoldasa
. o, p
Pt = fo (v (=10 Epts ) (38)
mo

alaku, a tg idGillanatban adott tetsz6leges fo (r, p, to) kezdeti eloszlasra. Relativisztikus esetben

is egyszerien felirhaté a7z iitkozésmentes Boltzmann-egyenlet és formalis megoldasa’:

PO (ep) =0 & fEpt)=fo ( (b to) %m) (3.9)

Az iitkozések figyelembevételevel a Boltzmann-egyenlet sokkal bonyolultabb: megjelenik
benne az Gn. ditkdzési integrdl, (jelolése: Stf), ami f-nek a mikroszkopikus hatéskeresztmetsze-
tektdl fiiggd funkciondlja. Ez irja le f-nek az titkGzések miatti megvaltozasat:

0 0
gif BP0+ s f (rp ) =Sth, il p0,f (r.p) =St (3.10)

Az Stf konkrét alakjara nem lesz sziikségiink, de fontos felidézniink azt a tulajdonsagat, hogy

az impulzus szerinti momentumai eltiinnek (Id. pl. [60]). Nemrelativisztikus esetben igaz, hogy

/deStf =0, /de {peStf} =0, /de {p2 Stf}=0. (3.11)

Ebbdl mér egyszertien kovetkezik az a fontos eredmény, hogy ha megkoveteljiik a (3.10) kine-
tikai egyenlet teljesiilését a (3.4)-ben (illetve relativisztikus esetben a (3.6)-ban) felirt lokélis
termikus egyensiilyi eloszlasra, akkor az n, T, v, sth. makroszkopikus mennyiségekre éppen a
megfelel§ hidrodinamikai egyenleteknek kell teljesiilniiik® Lathato tehét, hogy a makroszkopikus
egyenletek valoban a mikroszkopikus elméletbdl szarmaznak.

Relativisztikus esetben (3.11) megfeleldi a kivetkezdk:

D D D
/dp—opStf —0, /i}—oppus:;f —0, /%"E@#)Stf: 0, (3.12)

4 A részecskék négyessebessége pt/myg, ebbél beldthato, hogy (3.9) valoban a (3.7) egyenlet relativisztikus
megfelelGje.

5 Ennek ellenérzéséhez egyszertien a (3.10) kinetikai egyenlet két oldaldnak kell venni a p szerinti nulladik,
els6 és masodik momentumait, a (3.11) egyenletben hasznélt értelemben.
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ahol E (p) a p* impulzusii részecske energiaja. Ez alapjan, felidézve a (3.5) definiciokat, a (3.10)
egyenlet megfelelé momentumait véve rogton adodnak a 9, (nu) = 0 és a 9,7 = 0 hidrodi-
namikai egyenletek (ahogyan az 1.4.2. szakaszban bevezettiik dket).

Megallapithatjuk tehat, hogy a folyadék ,tokéletes” volta a lokalis termikus egyensuly fel-
tételén nyugszik®. Azt gondoljuk, hogy ez akkor maradhat fenn, azaz akkor alakulhat ki az
idéfejlédés soran mindig elég gyorsan, ha a részecskék szabad tithossza kicsi, épp ezért hivjak
ezt hidrodinamikai limitnek. Ezért meglepG a bevezetéshben emlitett eset: egy olyan aramlas,
amibdl a (3.4) alapjan szamolt eloszlas megoldja az litkdzésmentes kinetikai egyenletet, a mak-
roszkopikus mennyiségek pedig a tokéletes folyadékok hidrodinamikai egyenleteit elégitik ki (ez,

mint lattuk, mar kovetkezik az el6z6 tulajdonsaghol).

3.3. Nemrelativisztikus litkozésmentes aramlas

Ebben a szakaszban roviden ¢és altalanosito modon Gsszefoglalom a [43] cikkben kozolt ered-
ményeket: belatjuk, hogy az ebben a cikkben kozolt, az 1.5. szakaszban ismertetett nemrela-
tivisztikus megoldédsosztaly specidlis eseteként kaphato hidrodinamikai dramlés olyan, amiben
teljesiilhet a fentebb kifejtett ,effektiv iitkozésmentesség” kritériuma: a lokélis termalizacio
akkor is megmaradhat, ha a részecskék egyaltalan nem iitkoznek.

Az el6z6 szakaszban is emlitettek alapjan az eloszlasfiiggvény (3.4) alakja az ¢ = &p,
k = D/2, p = nT allapotegyenletet tiinteti ki, ezért tehat ilyen megoldéasokat keresiink, és
az n, T és v ismeretlen valtozokat hasznaljuk, a tobbit (&, p) ezekbdl szarmaztatjuk. Az iitko-
zésmentes kinetikai egyenletre keresiink (3.4) alaku megoldast; az el6z6 szakasz alapjan ekkor
a hidrodinamikai egyenletekre (melyeket az 1.4.2. szakaszban lattunk) is megoldédst kapunk.
Hogy felderitsiik, léteznek-e ilyen dramlési profilok, egyszertien be kell helyettesiteniink a (3.3)

sszefiiggéssel megadott f-et a (3.7) egyenletbe. A kovetkezét kapjuk”:

l@+pk8kn <(p — mov)2 /{,) <8£ N pkakT>+pk — Moy ((%k POy

ndt  mon T ot mo T ot mo

=0. (3.13
2meT? T ) (8.13)

6 A valosagban az egzakt lokalis termikus egyensily persze csak kozelités, éppen annyira, amennyire a
tokéletes folyadék-kép: az eloszlastiiggvény lokélis termikus formatol valo eltérésének figyelembevételével adodik
a disszipativ folyamatok (viszkozités, h6vezetés) mikroszkopikus értelmezése.

™ Mivel az iitkdzésmentes Boltzmann-egyenlet az f-nek csak elsG derivéltjait tartalmazza, maga az f kiesik
az egyenleth6l. S6t, tovabbmenve: ha egy adott f megoldja ezt, akkor f-nek barmilyen fiiggvénye is. Igy
ha az f closzldsfiiggvényre f ~ B helyett f ~ 1/ (B~ +1) vagy f ~ 1/ (B~! — 1) alakokat vesziink (azaz
Boltzmann-eloszlas helyett a Fermi-Dirac— ill. a Bose-Einstein-statisztikinak megfelels eloszlasfiiggvényeket),
akkor sem véltozik az a kritérium, amit az iitkozésmentesség tamaszt: ha a Boltzmann-féle eloszlas teljesiti ezt
(adott u” (z), T (z), p (z) mez6kre), akkor a Fermi-Dirac— és a Bose-Einstein-eloszlas is teljesiti. A tovabbiakban
tehat elég a Boltzmann-féle esetet tekinteni.
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Ez akkor teljesiilhet f fiiggetlen valtozoinak minden értékére, ha a pp-ban kiilonhozé fokn
tagok (p®, p?, p' és p°) kiilén-kiilon is eltiinnek. Ezt a vizsgalatot a B.1. fiiggelékben fejtem ki
részletesen. Azt az eredményt kapjuk, hogy valoban lehetséges ilyen aramlas. Egy lehetséges

specidlis eset gombszimmetrikus, és a kovetkezd képletek adjak meg:

{ T; .
v:wr a?(t) = == (t —to)® + a2,

a(t)’ mo
D 2 2
_ ag Lo -~ ag
n=noop oy 0 exp { 3Ty a2 (1) } , T'= T07a2 0 (3.14)

Ez nem mas, mint az 1.5. szakaszban (1.28)—(1.29) alatt felidézett ismert nemrelativisztikus
Buda-Lund-tipusit megoldasnak [41] az 1.5.2. szakaszban emlitett egy lehetséges gdmbszim-
metrikus specidlis esete. Ezt a megoldast most altalanos D dimenzioszamra irtuk fel, az alla-
potegyenletre ilyenkor a k = D/2 megkdtés érvényes.

Az, hogy ez a folyadékprofil teljesiti az itt vizsgalt iitkozésmentesség kritériumat, ismert
volt korabban is [43]. Erdemes megjegyezni, hogy az itt targyalt nemrelativisztikus hidrodina-
mikai megoldas felfedezése torténetileg éppen forditva alakult, mint ahogy fentebb kifejtettem:
elGszor egy konstans hGmérsékletii és Gauss stirtiségprofilu eloszlasfiiggvény iitkozésmentes id6-
fejlodését vizsgaltak, errdl kideriilt, hogy a késébbi idGpillanatokban is ilyen alaki marad, majd
késobb észrevették, hogy a kapott profilfiiggvények a hidrodinamikai egyenletek megoldasait is
adjak |43|. Belathatjuk ezen gondolatmenet érvényességét is, ha a megoldésnak megfelel n, T'
és v elobb felirt kifejezéseit (3.3)-ba beirva felirjuk a megfelels eloszlastiiggvényt: kis atalaki-

tasok utan a kivetkezd alakot kapjuk:

T 2y
f(rvpvt)ZLeXp T o7 2 (r_g(t_tU)) - P )
(27Tm0T0)3 2Thag mo 2moTy

azaz f-et konkrétan (3.8) mintajara az iitkozésmentes esetnek megfelels alakra lehet hozni.
Harom dimenzioban (D = 3) a legaltalanosabb nemrelativiszikus iitkdzésmentes aramlas

a (3.14) megoldasnak egy forgo altaldnositisa (levezetését lasd a B.1. fiiggelékben):

a(t) o 2 T 2 2 =
_ ) — _t 1
v a(t)r + 200 Coxr , a*(t) o (t—13) + ag, (3.15)
3 2 2
ag T r my 1 2 9 2 ag
= ng— _ _ %2 — (C T =Ty—, 3.16
= () e"p{ 2Ty a2 (f) 20y a(2) (Cor® = (Cor)’) 0% (f) (3.16)

tetszbleges Cp vektorral. A 3.1. abra ennek a forgo tagulasnak mintegy ,feliilnézeti”, azaz a

forgast jellemzd Cy vektorra meréleges, az origon atmend sikkal valo metszetbdl adodé képét
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mutatja két kiilonh6z6 idGpillanatban.

t=0.7 fmic t=1.2fmlc

3.1. abra. A (3.15) (3.16) megoldas képe két id6pillanatban (T = T; = mo, Co = 1,5 - ap
paraméterekre). A felsd dbrak a Cp-ra merdleges, a lentiek a Cy-at tartalmazo sikmetszetet
mutatjak; a korok n szintfeliileteit jelolik.

A forgast jellemezhetjiik a mozgd anyag teljes My impulzusmomentumaval is, amelynek
kifejezése egyszertien megkaphaté egy adott ¢ = const iddpillanatban vett térfogati integréllal.
A teljes Ny részecskeszam (ami n (1, t) térfogati integralja) és M, is valoban konstansnak adodik.

Definicio szerint

Ny = /d3rn, (t,r), My= /dar mon (t,r)r x v (t,r),
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-

amib6l (3.15) (3.16) behelyettesitésével végzett egyszerti szamolas az alabbi eredményre vezet:

3 o) 27T,
noag (27Tp) M, = CyNomoag £

No= 0% . _
"T Ty moCE T T; + moCZ

(3.17)

Az impulzusmomentum valoban alland6 idGben: ahogyan tagul a folyadék, a forgomozgés atla-
gos szogsebessége egyre kisebb lesz az id6 milasaval. Osszegezve tehat: a (3.15) (3.16) egyenle-
tekkel leirt, forgd aramlast is magaban foglalo megoldasosztaly esetén lehetséges, hogy a lokalis
termalizacié részecskeiitkozések nélkiil is fennmaradjon.

Fontos kovetkezménye van annak, hogy az n részecskeszamsiiriiség-profil ilyen esetekben
a (3.16) egyenletbdl jol lathatoan nem gombszimmetrikus. Nemnulla Cy-ra az n szintfeliiletei
egy nyujtott forgési ellipszoidnak felelnek meg, Cy iranytu tengellyel, éppen, mint egy nemcent-
ralis atommagiitkézésben elképzeljiik. Az ebbdl a megoldasbdl szamolt részecskespektrumnak
lesz nemeltiing azimutalis anizotropidja, azaz a vy nemnulla lesz. Mindez azért érdekes, mert
a vy elliptikus folyas hidrodinamikai képben valo leirdsa nagy érdeklGdésre tart szamot, hi-
szen éppen vy alakjabol kovetkeztettek a hidrodinamikai kép érvényességére a RHIC Au+Au
iitkozéseiben. Az itt bemutatott egzakt megoldas tehat lehetGvé teszi az impulzusmomentum

hatésanak analitikus vizsgalatat.

3.4. Relativisztikus altalanositas

Most ratériink a relativisztikus iitkdzésmentes aramlasok vizsgalatara. Ezek olyan 1j ered-
mények, amelyek a nemrelativisztikus esetben latotthoz sok szempontbél hasonloak. Az iitko-
zésmentes Boltzmann-egyenlet (3.9) alaki, mint lattuk, ha ezt (3.6) alaku eloszlasra alkalmaz-
zuk, megkapjuk a hidrodinamikai egyenleteket is (az (1.12) (1.14) alakban). Relativisztikus

sitkozésmentes” aramlast keresiink. Behelyettesitve a (3.6) kifejezést (3.9)-be, megkapjuk en-

nek feltételet®:
" I L Uy
v, (3) =, () -0
A nemrelativisztikus esethez hasonloan erds megszoritast jelent, hogy ennek minden megen-

gedett p, impulzusra azonosan teljesiilnie kell. Témeges részecskékre ez az alabbi feltételeket

()0 a.(3) () s

8 A 7. ldbjegyzetben mondottak relativisztikus esetben is érvényesek: ha a Maxwell-Boltzmann-eloszlas
teljesiti az iitkdzésmentesség kritériumat, akkor a megfelel Fermi-Dirac és Bose-Einstein-eloszlas is.

jelenti:
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tomegtelen (ultrarelativisztikus) részecskékre pedig

() =0, 0, (2) +0. (%) = guo (3.19)

kell, hogy teljesiiljon, ahol o = « (z) tetszéleges fiiggvény®. Most ez utobbi, témegtelen

nyilvin bovebb lehetéségeket megengedd — esetet vizsgaljuk tovabb. Tatjuk, hogy a 4 =
const feltétel mindenképpen teljesiil. Ebbdl, a k = D kiovetelményhdl, és az allapotegyenletre
vonatkozo, (2.22)-ben felirt azonossigok alapjan kivetkezik, hogy TP = const - n. Ezt beirva
az n-re vonatkozé (1.14) kontinuitasi egyenletbe, és Osszevetve (3.19) mésodik egyenletének
nyoméval, kideriil, hogy az eddig még tetszdleges a figgvényre az o = 2u”9), (1/T') véalasztast
kell tenniink. Ez tomeges részecskékre is érvényes, azonban ott az o = 0 kovetelménnyel
egyiitt ez mar til erds megszoritds'®. Emiatt innentdl kezdve a tomegtelen részecskék esetére

koncentralunk.

A megoldand6 egyenlet tomegtelen esetben tehat

0, () +. () =200, (7). (320

Tomegtelen részecskék esetére, ahogy a 3.2. szakaszban is felidéztiik, az ¢ = kp, Kk = D a
természetes allapotegyenlet. Ekkor, mint lattuk, (3.20) tartalmazza az energiamegmaradasi
és az n-re vonatkozo kontinuitasi egyenletet is. Konnyen ellenérizhets, hogy az « el6bb leirt
vélasztaséval az Euler-egyenlet is megkaphato (3.20)-bol't.

Osszefoglalva: akkor talalhatunk értelmes, a nehézion-iitkozések lefrasa szempontjahol ér-
dekes iitkdzésmentes megoldast, ha tomegtelen részecskéket tesziink fel, k = D-vel felirt € = kp
allapotegyenletet hasznélunk, a részecskeszamra p = nT érvényes, és /T konstans. Az egyetlen

megoldand6 egyenlet pedig (3.20). Ez utobbit atirhatjuk az alabbi forméba, ha bevezetjiik az

9 Ha egy M), szimmetrikus tenzorra megkdveteljiik, hogy minden (tdmeges részecskének megfelelhets) pt
négyesimpulzusra M, p"p” = 0 teljesiiljon, akkor konnyt leellendrizni (pl. komponensenként), hogy ez csak
M, = 0 esetben lehetséges. Tomegtelen esetben hasonl vizsgalattal a M, = const-g,,, kivetelményre jutunk;
a nagyobb szabadsagot végsé soron az okozza, hogy itt a g,,p!p” = 0 megszoritas van érvényben.

10 Tomeges esetben a (z) = 0 miatt w9, T = 0 kell, hogy teljesiilion, azaz a T hémérsékletnek minden
folyadékelem-trajektorian allandonak kellene lennie. Ebb6l p = const - T' miatt ugyanez lenne igaz a kémiai
potencidlra, és ezekbél mar az is kivetkezne (mivel az 4llapotegyenletet mindig megadja a p (T, u) fiiggvény,
és ebbdl egyértelmt n (T, p) és s (T, p) kapesolat adodik), hogy az dsszes termodinamikai mennyiség konstans
egy folyadékelem trajektoridja mentén. Ilyen dramlasok bizonyéra nem a miéltalunk keresett, tagulést leird
tipusiak.

1 Az Euler-egyenlet (2.8) alatti alternativ alakja u/T = const esetén a kdvetkezd:

Tu’dyut = (g"" — u'u”) 9,T,

ez megkaphato, ha (3.20)-ban u”-vel index-Gsszeejtést végziink.
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Ar = u“% jelolest (ahol Ty itt is csupan egy hdmérsékleti skalat definidl):
APA g (0,A5 + 05A,) — Gpo (04AL + 0,A,)} = 0. (3.21)

Ezen egyenlet megoldasait fogjuk megkeresni, amibdl tehat rekonstrualhaté minden mennyiség:
az A definiciojabol megkaphato T' és u”, ezutan pedig a /T = const feltételbdl, illetve az

allapotegyenletiinkre érvényes az (1.8) dsszefiiggésekhdl n is, a kivetkezsképpen:

1 T T\"
T=Ty———, u'=—A" n=ny|l—1|, (k=D), =nT. 3.22
T , T, 0 (T()) ( ). P ( )
Elég tehat A#-t megtalalnunk. Belathatjuk (pl. ugy, hogy minden komponensét kiilon felirjuk),
hogy a (3.21) egyenlet ekvivalens azzal, amit ugy kapunk, hogy elhagyjuk beldle az AP A%-val

valo index-Osszeejtést. Tehat egy linedris tenzorialis differencidlegyenletet kapunk A*-re:
9w (0pAs + 05A,) — Gpo (0,4, + D, A,) = 0. (3.23)

Ez az egyenlet homogén, igy barmely két megoldas linearis kombinécioja is az. Az egyenlet
részletes vizsgalata a B.2. fiiggelékben talalhato. Figyelemre mélto, hogy linearis egyenletrdl
van sz0, ami a hidrodinamikai egyenletek nemlinearitasahoz képest lényeges egyszertisodés: er-
re az egyenletre szisztematikus modon meg lehet talalni az Ssszes megoldast. Erdekes modon
kideriil, hogy az ebbdl kapott hidrodinamikai megoldéasok kozott felbukkannak ugyanazok, ami-
ket a 2.2 szakaszban lattunk, akar az 1 + 1 dimenzios altalanos megoldasra gondolva, akar a
tébhdimenzios, gyorsulo (2.30) aramlasi profilral Ugy tiinik tehat, hogy ezek az 1j megolda-
sok tobb szempontbdl is nagyon mélyen hozzatartoznak az egyszeri relativisztikus megoldasok

csaladjahoz (csakigy, mint a Gauss-profili énhasonlo tdgulds a nemrelativisztikus esetben [43]).

3.4.1. Forgd és halad6 taguldé megoldasok

ElGszor a haromdimenzios esetben vizsgdljuk meg a (3.23) egyenletet, amely iitkdzésmen-
tes hidrodinamikai megoldasokat general. A B.2. fiiggelékben bebizonyitjuk, hogy a (3.23)
egyenletet D = 3 esetén kielégit legaltalanosabb A* vektor alakja a kivetkezd:

pH
At (2) = aP + a2t + F*x, 4 (V2,) 2" — 5 (z¥x,) . (3.24)
Ebben a tetsz6legesen megvalaszthato allandok: a v skalar, az a* és a b négyesvektorok, ill. az

F,,, antiszimmetrikus négyestenzor. (Kézvetleniil ellenérizhetd, hogy ez az A" valoban megold-
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ja (3.23)-at.) A kovetkezékben megvizsgaljuk a bevezetett allandok kiilonbozs valasztasaival
kaphato lehetséges eseteket. A homeérséklet és sebességprofilt mindenhol a (3.22) egyenlethél

hatérozhatjuk meg, itt csak az eredményeket kzlom.

1. Tegyiik fel el@szor, hogy az F),, = 0 és V" = 0! Ekkor ha ~ is eltiinik, az eredmény
egy homogeén 4llo folyadék (abban a rendszerben, ahol a* az id6tengely irdnyaba mutat). Ha
viszont v # 0, akkor az z* — z* — a* /v eltolassal a*-t nullava tehetjitk. A 75 = % jelolést

bevezetve ekkor a folyasi képre a kiovetkez$ adodik:

u=— & v:i7 T:TDE7 n:no(@)D,
T t T T
és persze p = nT. (Ez utobbi ebben a fejezetben mindig igaz, nem irom ki kiilon mostantol.) Ez
egy valodi lehetdség relativisztikus iitkdzésmentes dramlasra, felismerjiik benne a mar sokszor
targyalt gyorsuldsmentes, 141 dimenzioban Hwa-Bjorken , 3 dimenzioban Hubble vagy Buda-
Lund-megoldasként ismert megoldast (illetve a tobbdimenzios megoldas (1.34) alatti felirasanak
v (A) = 1-hez tartozo specialis esetét, lasd az 1.5. szakaszt). Itt az (j eredmény tehat az effektiv
iitkozésmentesség” teljesiilése, az e fejezetben targyalt értelemben.

2. Ha b" # 0. akkor F},, és a* ujradefinidlasaval, valamint a koordinatarendszer eltolaséaval
mindig elérhetd, hogy v = 0 legyen. A legegyszertibb eset, ha ekkor F},, = 0 is teljesiil. Iddszert
b esetén valaszthatunk olyan vonatkoztatési rendszert, ahol b* = ({,0). Ha a* parhuzamos

b“-vel, akkor a p paraméter teljesen leirja a megoldast: a* = (%, 0), igy az eredmény:

2tr Tor T\ ;
v = m T = - v p=po( . (3.25)
’ (t2 =124 p)” + 4pr? 0

A ¢ konstans helyett bevezettiik a 7-t, a kapcsolat kézottiik: (73 = 2.

Ez a megoldas a p = 0 esetben megegyezik az el6z6 fejezetben a Khalatnikov-egyenlet
segitségével taldlt (2.30) megoldassal. A p > 0 eset érdekes 1j eredmény: ez az dramlas gomb-
szimmetrikus, K = D &llapotegyenletre érvényes megoldas, és egy realisztikus vondsa abbol

lathato, ha a T hdmérsékletet felirjuk Rindler-koordinatdkkal:

T 2 T K+1
T=— 070 P =10 (7) . (3.26)

/(72 + p)? + 4pr2sh?y Ty

Latszik ebbdl, hogy a T hémérsékletprofil, a p nyomés és az n részecskeszam is véges az 7

peszudorapiditasban (azaz: adott 7 = 7 hiperfeliileten 7 — +oo-re nulldhoz tarto). Az A.3.1.

és A.3.2. fiiggelekekben belatjuk, hogy egy egyszeri feltevést téve ez a megoldés is (csakugy,
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3.2. dbra. A bal oldalon a korabban latott (2.30) megoldas trajektoriainak képe (ez lényegében
azonos a 2.1. dbréval), a jobb oldalon pedig ugyanez a most latott (3.25) altalanositas esetében,
p =1 fm?-re illusztralva.

mint az el6z6 fejezetben targyalt (2.30) megoldas) lényegében egyértelmiien megkaphato a (2.26)
gombszimmetrikus Khalatnikov-egyenleth6l (vagy a (2.27)-ben latott altalanositasabal).
Az A skilazofiiggvényt konnyen meghatarozhatjuk az A 4+ vA’ = 0 feltételbal:

2tr r r
v = , =
2+r2+p

0A
= = — VA =0. 3.27
t2—r24+p T24p = ot v (3:27)

Ezzel (3.27)-nél egy kicsit altalanosabb hidrodinamikai megoldast is kaphatunk, ahol v alakja

ugyanaz, T ¢s n alakjai pedig egy tetszéleges v (A) fiiggvénnyel a kovetkezdk:

T 2 1 . 2D
0% n= fo'o v(A). (3.28)

[(t2 — 12 + p)® + dpr2V (4) (2 =r2+p)* + 4pr2)D/2

Ez megoldésa a hidrodinamikai egyenleteknek, viszont az iitkdzésmentesség csak az elGzéleg

T =

felirt, v (A) = 1 specidlis esetben igaz ra (az el6z6 1. esethez és a 3.4.2. szakaszban latottakhoz
hasonloan.) Mivel p (az el6bbi értelemben) véges n-ban, vélaszthatunk sokféle olyan v (A)-t,
hogy T és n is az legyen.

Az A kifejezésébdl a folyadékelemek vilagvonalait is felirhatjuk. A korabbi, p = 0 esetre
ezek (relativisztikus értelemben) egyenletesen gyorsulonak adodtak, itt is lényegében hasonloak
(pl. itt is minden trajektoria sebessége a fénysebességet kozeliti). A 3.2. dbra mutatja ezeket
a trajektoridkat a kordbban is latott p = 0, illetve a p = 1 fm? esetre (a p dimenzidja hosszi-
sdgnégyzet.) Latszik, hogy a p = 0 esetben a kezdeti tiizgdmb végteleniil stiri és kicsi pont, a
p > 0 esetben ez a pont mintegy ,el van kenve” egy ~ |/p sugari tartomanyon.

3. Ha az ¢l6z6 esethez még hozzavessziik azt a lehetGséget, amikor a (3.24) egyenletben
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szereplé a négyesvektor nem feltétleniil parhuzamos a b-vel, akkor olyan megoldast kapunk,

aminek nemnulla Gssz-impulzusa van. Ha az a" = (%, %a), és, mint az elébb, a b* = (¢,0)
parametrizalast hasznaljuk, a megoldés igy irhato fel:
2t Tyre T\
v = tzr%’ T— 079 . p=mo <?> . (3.29)
Tty \/(t277’2+p)2+4pr27(1,274t(ar) 0

Létszik, hogy p > 0 és a # 0 esetben a kezdeti, ~ |/p sugarii tlizgémb egészében halad az a
vektor altal megadott irdanyba. A félreértések elkeriilése végett megjegyezziik, hogy ez a haladas
nem homogén (ahogy lathato, ha a ¢t = 0 id6pontot nézziik), tehat az Aramlasi kép nem az el6z6
megoldasoknak egy mozgo megfigyeld altal latott képe. Természetesen itt is meghatarozhatnank
az A skilazofiiggvényt, amivel a megoldést hasonloan altalanosithatjuk (és az altalanositas mar
nem lenne iitkdzésmentes), mint az el6z6, (3.25) esetben.

4. Talan legérdekesebbek az el6zdek forgast is tartalmazo altalanositésai: itt az induld
allapot egy ~ /p sugari, forgd gomb. (3.24)-ben legyen tovabbra is b* idGszerti vektor, amihez
rogeitjiik a vonatkoztatasi rendszeriinket: b* = ({,0), és legyen most az F),,, tenzor nemelt{ing:
paraméterezziik az E, B harmasvektorokkal a kovetkezSképpen (az elektrodinamika térerdsség-
tenzora kapcsan megszokotthoz hasonlé médon): Fy = 1(E;, Fy = e B, és legyen a# =
(%", %a) Kideriil, hogy a paraméterek megfelels atdefinidlasaval és az origo eltolasaval elérhetd,
hogy E-t nullanak valasszuk'?. Ekkor a sebességmezd és a hdmérséklet a kovetkezd:

2r+a+Bxr 7\
_drtatBxr :po() 7 (3.30)

M B Ty
T()7'02

T= :
\/(t27r2+p)2+4p7”27(]3><I‘+a)2*4t(ar)

(3.31)

Tudoméasom szerint korabban nem volt ismeretes a relativisztikus hidrodinamikaban forgo ta-
gulast leiro egzakt megoldds. A 3.3. dbra az a = 0-hoz tartozo dramlési képet (a B vektorra me-
réleges metszetet) mutatja két idépillanatban, a 3.1. a4brahoz hasonlo elrendezésben. A (3.31)-
bol lathato, hogy az, amit az elliptikus folyas kapcsan a nemrelativisztikus forgd megoldasokrol
a 3.3. szakasz végén mondtunk, itt is igaz: a T hdmérséklet és az n részecskeszamsiirtiség nem
gombszimmetrikus, vagyis az ebbdl a megoldasbol szamolt vy zérustol kiillonbozs lesz.

5. A (3.24) alapjén, az el6z6 1. esetet altalanositva a Buda-Lund-tipust gyorsuldsmentes

megoldasra is felirhatunk forgo altalanositast: legyen 0* = 0, v # 0, és F),, sem nulla, ekkor

12 Az elektrodinamikaban ismert, hogy az elektromos teret Lorentz-transzformécioval nem mindig lehet nul-
lava tenni (pl. egy szabad elektromégneses hullimban soha sem). Itt teljesen mas helyzetrd] van szo: eltolasrol,
amivel a (3.24)-ben 1év6 z#-ben kvadratikus tagokba lehet E-t beolvasztani.
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3.3. abra. A (3.30) forgo relativisztikus hidrodinamikai megoldas B-re merdleges metszeti képe
két idgpillanatban (p = 1 fm?, B = 1 fm valasztéassal). Az |r| = ¢ fénykipot is jeldltem.

a"-t megint vehetjiik nullinak. Ismét a 79 = 1/ jelolést hasznalva, és most F,,-t az Fy; = vE;,

Fy. = veiq By modon paraméterezve az E és a B vektorokkal, a kovetkezd megoldést irhatjuk:

_r+Ei+Bxr T Toto
B t+ Er

)

T K+l
. =, p=n (?> - (3.32)
\/7'2 + (Br)® — B2 — E22 + (Er)? 0

6. Ha a (3.24)-ben szerepl§ V" vektor térszerd, nem kapunk értelmes megoldést. Tlyenkor
vehetiink olyan vonatkoztatési rendszert, ahol b = (0,b), és pl. a v = 0, F),, = 0 esethen
konnyen belathato, hogy a sebességmezs az egész térben 1-nél (azaz fénysebességnél) nagyobb
abszolutértékiinek adodna.

Ezzel befejeztiik a (3.24) egyenlet vizsgéalatat harom dimenzioban: néhény nem kiilongsen
érdekes, az elgz6ek kombindciojakeént kiadodo esettdl eltekintve (mint amilyen pl. az 5. eset alta-
lanositasa nemnulla a*-re lenne) végigelemeztiik az dsszes olyan relativisztikus hidrodinamikai
megoldast, amiben a lokélis termalizdcié megmaradhat a részecskék iitkdzésmentes mozgaséaval

is. Mint lattuk, minden ilyen megoldas megkaphat6 a (3.24) és a (3.22) egyenletekbdl.

3.4.2. Az 1+ 1 dimenzios eset

Az el676 szakasz vizsgalatait, az {itkozésmentesség kritériumanak eleget tevé megoldasok
megkeresését egydimenzios esetben is el lehet végezni. Eloljaroban felidézziik, hogy amint a 2.
fejezet végén, a 2.4. szakaszban lattuk, a K = D = 1 eset specidlisan egyszerti: altalanosan

fel lehet irni a hidrodinamikai egyenletek megoldasat. A B.2. fiiggelékben kideriil, hogy az
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iitkozésmentesség szempontjahol is ez a helyzet: a 2.4. szakaszban felirt altalanos megoldas
kis specializacidja mar iitkozésmentes is. Konkrétan: megallapitottuk, hogy tetszéleges f (z*),
g (z7) fiiggvényekre (vF =t 47) az altaldnos megoldés (2.51)—(2.52) alaki. A B.2. fiiggelékbol
és a (3.22) kifejezésbdl lathato, hogy ennek a kovetkezs specidlis esete mar iitkozésmentes

megoldas:

g(@) = f (@) e RN
v="—""— T =T T T , n=mn T T .
S =T (7 () e (+)) (7679 ()

A (2.4). szakaszban latott altalanos hidrodinamikai megoldasban még (2.52) szerint megje-
lenhetne egy tetszdleges v (A) fiiggvény; latjuk tehat, hogy a v(A) = 1 eset ad ,effektive

iitkozésmentes” megoldast.

3.5. Diszkusszio

Tobbszor alahtiztam, hogy ha egy hidrodinamikai dramlas (megoldas) az ebben a fejezetben
targyalt értelemben iitkézésmentes, az nem jelenti azt, hogy ténylegesen nincsenek iitkozések a
részecskék kozott. Csupan annyit, hogy lehetséges olyan mikroszkopikus idéfejlédést megadni,
amikor ez teljesiil. Mindenképpen jelent ez azonban valamit a megoldasbol adodo megfigyelhetd
mennyiségekre nézve: ezeket a kifagyasi hiperfeliileten szamitjuk ki az ott érvényes T (), u (),
sth. paraméterekkel, melyek meghatarozzak a lokalis termikus eloszlast, és a részecskékrdl azt
képzeljiik, hogy kifagyas utan egymaéstol fiiggetleniil egyenes vonali egyenletes mozgast végez-
nek. Tehat megallapithatjuk, hogy ha az iitkézésmentes aramlasban feltételezett részecskék
keletkezését nézziik, akkor az egyrészecske-megfigyelheté mennyiségek (spektrum, rapiditasel-
oszlas, elliptikus folyas, sth.) egyaltalin nem fiiggenek attol, hogy mikor és milyen feliileten
torténik a kifagyéas (hiszen matematikailag az eloszlas olyan, mintha iitkdzésmentesen mozog-
tak volna a részecskék mar a kifagyas elstt is). Ilyen helyzet all el6, ha a nemrelativisztikus
esetben mg tomegii részecskék keltését, vagy ha a relativisztikus targyalt esetekben tomegtelen
részecskék keltését vizsgdljuk. Ha a relativisztikus esetben a keltett részecskéket tomegesnek
tekintjitk, mar nem igaz ez az allitds: a megfigvelheté mennyiségek fiiggeni fognak a kifagyasi
feliilettdl is.

Ugyanez igaz a kétrészecske-korrelaciokra: noha ezek kiszamitésa a forras Fourier-transz-
formaltjanak segitségével torténik, és emiatt altalaban megjelenik benne a forras fizikai mé-
retskaldja (éppen ezért hasznos modszer az interferometria a forras méretének és alakjanak
kideritésére), az iitkozésmentes megoldasok esetén a korrelacios fiiggvények is fiiggetlenek a

kifagyas idejétsl (Gsszhangban |34, 43| eredényeivel).
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Nagyon leegyszeriisitve azt is mondhatjuk, hogy tobb ilyen iitk6zésmentes megoldas valami-
lyen értelemben aszimptotikus eset. Ilyen pl. a Hubble-tagulas: sok méas egzakt és numerikus
megoldasrol belathato, hogy t — oo hataresetben Hubble-alakhoz tart (legfeltinGbb pl. az 1.5.
szakaszban (1.28)—(1.29) alatt felidézett, mar korabban is ismert elliptikus megoldas: itt a
tengelyek mozgasegyenletérsl, (1.30)-rol megallapithattuk, hogy nagy iddkre konstans gémb-
szimmetrikus tdgulast frnak le). Tobb egzakt megoldéasnal is jelentkezik az, hogy a megfigyel-
het6 mennyiségek nagy idékre (azaz a kifagyasi id6 elég nagyra valasztasakor) mintegy allando
értékekhez tartanak: gondolhatunk erre az eddigiek alapjan tigy is, hogy ezek a megoldasok
hataresetben iitkozésmentes dramlasokka valnak.

Azt mindenesetre érdekes latni, hogy a termalizacié néha kevésbé kapcsolodik a mikrosz-
kopikus iitkozésekhez, mint azt a statisztikus fizikai szemlélettel gondolnank. Itt egzakt ered-
ményekkel foglalkoztunk, de nincs kizarva, hogy altalanosabb esetben is kitiintetettek azok
az dramléasok (és kezdeti feltételek), ahol kisebb sziikség van az {itkozésekre a termalizéciohoz
(vagy mas szoval: konnyebben tinhet termalizaltnak a rendszer). Ez érdekes lehet, mivel a
nehézion-reakciokban a termalizicio ma sem teljesen megértett folyamat.

A talélt egzakt megoldasok énmagukban is érdekesek, kiilonos tekintettel a forgast is pa-
raméterként tartalmazokra. Ilyenek eddig nem voltak ismertek. Nemcentrilis (azaz félig ,su-
rol6”) nehézion-iitkdzésekben a nyalabtengelyre merdleges iranyi kezdeti impulzusmomentum
van jelen, egy ilyen tagulds analitikus leirdsara kivaloan hasznélhatéak lehetnek a forgd egzakt
megoldasok. Emlitésre mélto talan, hogy a keletkezett kvark-gluon-plazma ilyen forgésabol
adodo erds magneses térben fellépd effektusok nagy érdeklgdésre tartanak szamot; a kollektiv
dinamika kovetése ezért is fontossa valhat.

A bemutatott forgd megoldasok latott masik tulajdonsaga az elliptikus lapultsagu stirtiség-
profil, ami nyilvinvaloan nemnulla azimutalis anizotropiara (azaz ve-re) vezet. A fejezetben
mondottak alapjan tehat megallapithatjuk, hogy nemnulla elliptikus folyas adodhat akkor is,
ha nincs szerepe a mikroszkopikus részecskék iitkozésének: ez érdekes, mivel a folyas fennma-
radéasat altalaban az erds csatolassal és az ebbdl adodo folyadék-jelleggel indokoljak (mint azt
roviden Osszefoglaltam az 1.2. szakaszban). Ez nem érvényteleniti a folyadék-jellegre vonatko-
76 kiovetkeztetést, amely azt mondja, hogy a gazban torténd iitkozések kioltanak az elliptikus
folyast: itt azt lattuk, hogy egy kivételes esetben akar erds csatolas nélkiil, az iitkozések sze-
repének teljes elhanyagolasaval is adodhat nemnulla elliptikus folyas. Természetesen tovabbi
részletes vizsgalatokra van sziikség a bemutatott forgd megoldasok, az impulzusmomentum és
az elliptikus folyas kapcsolatanak kvantifikilasara. Ezek a vizsgalatok azonban tilmutatnak a

jelen dolgozat keretein.



4. fejezet
Fenomenologiai alkalmazasok

Ebben a fejezetben egy példat mutatok arra, hogy hogyan lehet az egzakt hidrodinamikai
megoldasokat a nagyenergias iitk6zésekben mért megfigyelhet$ mennyiségek leirasara hasznalni.
A keletkezd hadronok j—z és ?TZ (pszeudo)rapiditas-eloszlasaval fogunk foglalkozni: ezek az 1.1.
szakaszban bevezetett eloszlasfiiggvények pr-re és ¢-re kiintegralt valtozatai.

Itt tehat részleteiben végigkivetjiik az 1. fejezetben a hidrodinamikai modellek alapvetése-
ként felvazolt modszert, amellyel a folyasi képtdl eljutunk a kisérleti adatokkal dsszehasonlithatd
formuldkig. A valasztott hidrodinamikai megoldas az el6zGekben (pl. a 2.3. szakaszban) felirt
A-megoldasok koziil az 1 4+ 1 dimenzioban értelmezett, a kevéssé realisztikus ¢ = p éllapot-
egyenleti, de dltalanos A-val jellemzett megoldas (a 2.1. tablazat e. sora). Az ebbdl szamolt
rapiditaseloszlasra levezetiink egy kozelité analitikus képletet. Latni fogjuk, hogy ez a kozelités
nem ad (maganak a modellalkotasnak bizonytalansagahoz képest) jelentds hibat, vagyis az igy
kapott formulat hasznalhatjuk az adatok leirasara. Latni fogjuk azt is, hogy a kapott formula
y-ban (ill. az n-ban) véges rapiditaseloszlast ir le.

Konkrét kisérleti adatokat is megvizsgalunk: a RHIC nehézion-gyorsitonal mikodé BRAHMS
kisérlet széles y-tartoményon megmérte a keletkezG hadronok (pszeudo)rapiditds-closzlaséit a
VSnn = 200 GeV nukleononkénti energidji Au+Au iitkézésekben. (Az LHC gyorsitonal je-
lenleg’ még nem publikaltak olyan mérést, amire a tdargyalt modszert alkalmazhatnank.) Meg-
vizsgaljuk, hogy az itteni egyszerti modelliink milyen A paraméterrel irja le legjobban a mért
eloszlast, igy informéciot nyeriink a hidrodinamikai tagulas longitudinalis gyorsuldséra.

Az a tény, hogy a rapiditaseloszlas végességét az analitikus megoldasaink alkalmazasaval,
analitikus képletekkel le tudjuk irni, egy nagyon fontos kérdéskor targyalasat teszi lehetéve. A
rapiditéseloszlas egy fontos alkalmazésa Bjorken nyomén [46] a reakcio kezdeti energiastirtiségé-

nek becslése. Bjorken modszere arra az idealizdlt esetre vonatkozik, amikor a rapiditaseloszlas

T A dolgorzat véglegesitésekor, 2012. aprilisaban.
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y-ban konstans, azaz boost-invarians, amikor a longitudinélis tagulast a boost-invarians, és
emiatt gyorsulasmentes Hwa-Bjorken-megoldassal lehet leirni. Kisérletileg azonban nyilvanva-
16, hogy a rapiditaseloszlas véges, azaz nem boost-invaridns. Modszeriinkkel tehat, mivel sikeriil
kapcsolatot teremteni a gyorsulas mértéke és a rapiditaseloszlas kisérletileg mérhetd szélessé-
ge kozott, pontosithatjuk az energiastiriiség-becslést: a gyorsulds miatti munkavégzés nemnulla
volta, és a térfogatelemek gyorsulo tagulasénak figyelembevétele (melyek a Bjorken-modszerben
nem szerepelnek) is arra vezet, hogy a valodi energiasiriség a Bjorken-becslésbdl kapottnal ma-
gasabb. Nagysédgrendileg 100%-o0s korrekciot kapunk a k = 1 allapotegyenletre vonatkozoan, és
egy sejtést fogalmazunk meg, amely altaldnosabb allapotegyenletekre (azaz k realisztikusabh
értékeire) tovabbi korrekciot ad, nagysagrendileg 50%-osat.

Az ebben a fejezetben leirtak az el6z6 két fejezet egzaktabb, szinte inkabb matematikai
jellegii eredményeihez képest alkalmazascentrikusabbak, tobb intuitiv egyszertsitéssel éliink.
Ugyanakkor a fejezet {6 mondanivaloja, az energiasiirtiség-becslés pontositésa a rapiditiselosz-
las pontosabb analitikus leirdsa alapjan, altalanos érvényt megallapitasokra vezet: a gondo-
latmenet lényeges motivumai a szamitas részleteitdl fiiggetleniil igazak. Ennek bemutatéasara
mindvégig kisérletet teszek. Igy tehat, noha a pontos szimok, amit a modelliinkbdl kaphatunk,
bizonyéara csak kozelitései a valosagnak, mégis alapvets eredmények: ez az elsé olyan modszer,
ami egyszerii gondolatmenettel, analitikus formuldkkal adja meg a Bjorken-féle energiastirtiség-

becslés pontositasit. A fejezet alapjaul a mar hivatkozott [50] és [51] publikaciok szolgalnak.

4.1. Motivacio

A nehézionfizikiban az egyik tanulmanyozni kivant jelenség a kvark-hadron fazisaitmenet.
Régota az a varakozés, hogy a kvark-gluon-plazma fazis létrejéttéhez kb. 1 GeV/fm? energia-
stirtiség szitkséges: mind a korai becslésekben [1] (melyek a tipikus hadronanyag-stiriiségbdl
indultak ki), mind az ujabb racs-QCD szdmolasok ezt az értéket sugalljik (utobbirol lasd pl.
a [20] cikket, ill. az 1.1. abrét)?.

A kezdeti energiasiiriséget tehat mindenképp fontos a kisérletekben meghatarozni. Egy
modszer lehetne erre a relativisztikus kinematika egyszerti alkalmazasa: FE nukleononkénti
energidji ultrarelativisztikus nehézion-iitkozések témegkozépponti rendszerében a magok v =

E/my Lorentz-faktorral révidiilnek (my egy nukleon témege), tehdt kb. v-2E/my-po = 29*po

2 Fenomenoldgiai érvek is sugalljak ezt az energiastirtiséget: érdemes kiemelni a [61, 62] munkikat, ahol a
kiilonbozé energidju gyorsitok (BNL AGS, GSI SIS, CERN SPS, és késébb BNL RHIC) eredményeit vizsgalva
adodik a kovetkeztetés, hogy egy adott, kb. 1 GeV-nyi energia jut minden keletkezett nukleonra kifagyaskor
(azaz amikor megsztinik a hadronok rugalmatlan szordsa), nagymértékben fliggetleniil az {itkdzési energiatol.
Ez alapjan is tehat az 1 GeV egy tipikus hadronikus energia, 1j fazist varhatunk, ha ennél nagyobh energia
koncentralodik egy tipikus nuklearis térfogatba, 1 fm3-be.
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a kialakulo energiastirtiség, ahol py = 0,14 GeV /fm?® a kézonséges maganyag stiriisége. (Pl. a
RHIC /syn = 200 GeV-es iitkdzéseire E/my ~ 107, az eredmény itt ~ 3200 GeV /fm?.)

Igen nagy, béven 1 GeV /fm? feletti értékek adodnak a kisebb energidji (pl. az AGS gyorsito-
ban tanulményozott) iitkozéskre is. A probléma vilagos: ez alapjan mar sokkal a RHIC gyorsito
miikddése elgtt latni kellett volna a kvark-gluon-plazméra utalo jeleket a kisérletekben. Nyil-
vanvalo tehat, hogy a kapott energiaérték nem ,yalodi”: a QCD fazisdtmenete szempontjabol az
az érdekes, hogy mekkora az energiastiriiség akkor, amikor mar lokélisan termalizalt anyag jott
létre. Ezt fogjuk .kezdeti energiasiirtiségnek” hivni, és gy-val jelolni. Ennek ismerete alapvetd
fontossagi: igy ,helyezhetiink el” a QCD fizikai fizisdiagramjan minden mérési eredményt 3.

A dolgozatban mar tobbszor emlitett Bjorken-becslés |46] egy széles korben hasznalt mod-
szer £y megbecslésére: lényege, hogy a keletkezett hadronok midrapiditasnél (azaz y = 0 kornyé-
kén) mért rapiditaseloszlas-értékét gyorsulasmentes mozgassal koveti vissza a kezdeti allapotba.
Lényeges szempont, hogy a Bjorken-megoldas boost-invariancidja a rapiditaseloszlésra is y-tol
fiiggetlen alakot josol.
dn ¢sak y o~ 0 kornyékén érvényes kozelités lehet. Va-

dy
dn

l6ban, pl. a RHIC-nél a kisérletek feltarték, hogy noha a Japos” y = 0 kériil, de nagyobb |y|-ra
d

csokkenni kezd. Az alabbiakban kiszamitjuk d—Z—t az egyik gyorsuld megoldasunk, a tetszéleges

Teljesen nyilvanvalo, hogy a konstans

A-ra érvényes (2.38) megoldas alapjan. A boost-invariancia feltételezése mélyen beleivodott a
hidrodinamikai parametrizaciokba: a mi mostani modelliink nemcsak énmagaban hasznalhato,
de felfoghato az dltalanos longitudinalis boost-invarians tagulasi profil dltalanositasanak is. A
6 kovetkeztetésiink az lesz, hogy ezzel a modellel le sikeriil irnunk a mért ‘;—Z—t, és kitiinik, hogy
a Bjorken-becslés bizonyosan alulbecsiili £¢-t.

Nagyon fontos latni, hogy ez utobbi kovetkeztetés a modell részleteitdl fiiggetleniil érvényes:
gyorsulo folyadékban egyrészt a nyomas munkat végez (vagyis az eredeti energiasiriségnek a
végzett munkatol fiiggGen nagyobhnak kellett lennie), masrészt pedig a folyadékelemek eredeti
térfogata kisebbnek adodik, mintha nem gyorsulva tavolodtak volna, igy &y becslését erre is
korrigalni kell. Az alabbiakban a hidrodinamikai modelliinket hasznéalva mindkét korrekcios
tényezdére becslést adunk az adatok alapjan. A kapott eredmény az elsd, a Bjorken-becslésen
tullépd analitikus becslés ep-ra, de fontos latni, hogy eredményeink a numerikus hidrodinamikai
megoldasokban szerepld ¢y értékek nagysagrendjébe esnek. Ezek mindig a Bjorken-becslésnél

jelentGsen nagyobb értékeket tesznek fel (lasd pl. a [68] eredményt.)

3 Més eredmények is arra utalnak, hogy az el6z6 kinematikai energiastiriiség-becslés nem realisztikus: ez
ugyanis az an. ,,full stopping” esetnek felelne meg, azaz amikor a bejévs magok teljesen lefékezGdnek, és dsszes
energidjuk héenergiava alakul. Azonban kisérletileg lathato, hogy ,atlatszoak” a magok: sok nukleon csak
kicsit meglckve athalad a szembejévé atommagon, ezek energiaja tehat nem jelenik meg a kozeg termalizalt
energiajakent.
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4.2. A rapiditaseloszlas kiszamitasa

Az 1. fejezetben leirt médon a hidrodinamikai fejlédés végéallapotaban mérheté mennyi-
ségeket termikus eloszlasbol szamitjuk ki. Felmeriil a kérdés, hogy hogyan hatirozzuk meg
a kordbban (az 1. fejezetben) bevezetett S (z,p) forrasfiiggvényt, ha ismerjiik a hidrodinami-
kai aramlast és a kifagyasi feliiletet. A relativisztikusan invarians eloszlasfiiggvény E;T”}') alaku;
olyan felirast kell keresniink egy pontrél pontra valtozo normalist hiperfeliiletre, amely egyrészt
relativisztikusan invarians, masrészt ha a kifagyas egy adott rendszerben konstans ¢ koordina-
taid6ben (a megfigyel§ szerint .egyszerre”) torténik, akkor éppen E% adodjon az eloszlas-
fiiggvényre. Ez indokolja az alabbi vélasztast, amely Cooper—Frye-formula néven ismert [63].
Relativisztikus esetben ez tigy irhato fel, ha bevezetjiik a normalis hiperfeliilet-elemet (vagyis

a hiperfeliilet vektori integralasi mértékét) a dPS, (z) jeldléssel, ezzel a forrdsfiiggvény

g p"dPS,(z)
(2rh)? B~ (2,p) + s,

S (z,p)dPz =

B(z,p) :exp{“(x) - M}

T (z) T (x)

alakba frhat6. A B (z,p) a hidrodinamikai folyasi képnek megfelel§ lokalis Boltzmann-eloszlas;
S (z,p)-t tgy irtuk fel, hogy Maxwell Boltzmann-, Fermi Dirac- ¢s Bose Einstein-statisztika
esetére is érvényes legyen (ezeknek rendre az s, = 0, +1 és —1 értékek felelnek meg), g pedig a
spin-degenerécios faktor, értéke 2s+1, ahol s a részecske spinje. A p“dPY, (z) négyesszorzat, a
sziikebb értelemben vett Cooper Frye-faktor pedig valoban egyszertien a részecske energiajaval
valé szorzasba megy at a  kifagyds nyugalmi rendszerében”, ahol lokalisan d¥* parhuzamos az
(1,0) vektorral. (A dPY, (x) a feliilet mértéke.)

4.2.1. A A-megoldas alkalmazasa

A (2.38) egyenletben leirt A-megoldést, mégpedig az 1 + 1 dimenzios, k = 1l-re érvényes,
tetszGleges A-ji megoldast fogjuk hasznalni, amikor a részecskeszamsiriség, n (z) ,homogén”,
azaz a (2.46) egyenletben szerepl v (A) fiiggvény konstans 1. A kifagyasi hiperfeliiletet pe-
dig a kovetkez$ elGirassal adjuk meg: a hémérséklet 1 = O-ban legyen adott T érték (az s
index itt mindenhol a kifagydsnak megfelel§ értékeket fogja jelolni), egyébként pedig a felii-
let legyen pszeudoortogondlis a négyessebeségmezére: u” (z) [|dX, (z). (Ez azt jelenti, hogy
a kifagyas ,szinkronizalt™ a folyadékkal egyiittmozgd megfigyelG szamara lokalisan egyszerre
torténik a kifagyas.) Ez az eléirds sok modellben eltfordul, egyebek kozt a Buda-Lund hidro-

dinamikai modellben is?, (1sd az 1.3. szakaszt), amely sikeresen ir le tobb (méas modell dltal

4 A Buda-Lund modellben ezen elgiras altalanositasa is hasznalhato: a kifagyasi folyamatot nem kell feltétle-
niil pillanatszeriinek tekinteniink. Bevezethetjiik a hidrodinamikai aramlast jellemz6 lokalis 7/ sajatidéparameé-
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nem ol reprodukélt) mennyiség rapiditasfiiggesét, pl. a vy (n)-t, az elliptikus folyast [64]. A
Hwa-Bjorken-megoldasra (és a Hubble-féle tagulasra) az ezen a modon definidlt feliilet persze
egybeesik a 7 = 75 = const feliilettel.

A valasztott hidrodinamikai megoldast a kifagyasi feliilet 7 = 0-hoz tartozé 7, sajatidd-

értekével, és a Ty, ny kifagyaskori értékekkel irjuk fel (2.38) és (2.46) alapjan:
Tf A Tf A
T(z)="Ty <—> . n(z)=ny (—) . u" = (chAn,shAn) . (4.1)
T T
Az erre a négyessebességmezdre pszeudoortogonilis feliilet egyenlete

(g)H ch((A=1)n) =1. (4.2)

A kifagyaskor keletkezs részecske p* impulzusat az y rapiditassal p* = myg (chy, shy) modon
paraméterezhetjiik, ahol mg a keletkezett részecske tomege. A termikus modellekkel egyszerre
tobb fajta részecsketipus spektrumat is leirhatnank, mindazonéltal — figyelembe véve, hogy a
keletkezG hadronok a vizsgalt kinematikai tartomanyban nagyrészt pionok, és hogy a kisérle-
tekben (a mi &ltalunk a késGbbiekben tekintett mérésekben is) igen gyakran csupén az inkluziv,
nem azonositott hadronok rapiditaseloszlasat mérik, nem kovetiink el nagy hibat, ha a képletet
rogton pionokra specializaljuk: ekkor mg = 139 MeV, ¢és a g spin-degeneracios faktor 1 (hiszen a
pion pszeudoskalar mezon). A kifagyési feliilet paramétere az 7 koordindta lehet, és felhasznal-
va a p'uy, (x) = moch (A\n — y) Osszefiiggest, az eddigiek alapjan a Cooper-Frye-tényez6t (azaz

az integralasi mértéket) is tovabh alakithatjuk:
. o )
/ 0(x—ay)ptdS, (x) — / dnmorrch (M) — y) chx171 (A= 1) 7). (4.3)

Behelyettesithetjiik ezt, T (x) és u* () alakjait (4.1)-bdl, ill. a ;2. 7#@/T@) tényezst szokés sze-
n(z)
T(x)

et egyszertien konstansnak vessziik, nem hivakozva n-re, mint ahogy sokszor teszik.) Ezzel a

rint

-szel helyettesitve latszik, hogy ez konstans lesz. (Vagy masképpen érvelve: 1 (z) /T (2)-

kiszamitando integral a kovetkez§ lesz:

dn /”d moty  ch(An—y)

_ _hl—y) 0 b (g — ) b =T (A — . :
R R e p{ e ou-pa-nn}. @

tert (azaz a folyadékelemek vildgvonalai mentén mért sajatidst, ami csak a Hwa-Bjorken-tipust dramldsoknal

egyezik meg a 7 Rindler-koordinatéval), melynek definicioja a %’ = u® (x) egyenlet, és az (altalano-
r=const

sitott) Cooper-Frye-faktorra a ptdPY, (z)d = ptu, (z) H (7') dPx elGivast tehetjiik: ha a H (7') fiiggvény a

7/ = 7 kifagyési sajatidé koriil koncentralt fiiggvény (pl. Gauss-eloszlas), akkor egy id6ben kicsit ,szétkent”

kifagyasi feltételt kapunk. Ilyen altalanositassal az alabbi szamolasokban nem foglalkozunk.
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Mindeddig csak a longitudinalis tagulassal foglalkoztunk, a keletkezd részecskéket is valodi 141
dimenzios téridében terjedének képzeltiik. A valasztott 1+ 1 dimenzios megoldasunk a transz-
verzalis tagulast nem veszi figyelembe, mindazondltal megtehetjiik, hogy gy képzeljiik, hogy a
tagulas valodi, 1+ 3 dimenzios téridében zajlik le, a longitudinalis sebességprofilt a véalasztott
megoldas irja le, és a rendszer transzverz iranyban teljesen homogén. Ekkor is meghatarozhat-

juk a rapiditéaseloszlast, (4.4) helyett a kovetkezd képlettel:

dn / o mrry ch (A —y) { mr A _
E—= dn — exp ———ch(A\p—y)ch™T (A—=1)n) . (4.5)
&*p S (27h)® ch3T (A= 1)) Ty

Ebben az dsszefiiggésben a kivetkezd dolgok modosultak (4.4)-hez képest: a kapott mennyiség

g? =E* d" rapiditéseloszlas helyett Edd%, a teljes, haromdimenzios invarians impulzuselosz-
las. A % helyett @ })J szerepel, tovabba az mg tomeg helyett most az mp = \/E27—p§ =
\/mE+p2 +p§ transzverz tomeg jelenik meg. Ahhoz, hogy (4.5)-b6l megkapjuk a rapiditasel-

oszlast, integralnunk kell a transzverz impulzusra (p,-re és p,-ra), amit my-re vett integrallal

dn dn dn e dn
o L — Ty d oy 1.
d3p  dy2mmpdme = dy i /, e d3p (4.6)

irhatunk fel:

mo

4.2.2. A rapiditaseloszlas kozelité analitikus alakja

A (4.4)ill. a (4.5) és a (4.6) képleteket egyszertien kiértékelhetjiik numerikus integralassal,
mindazonaltal hasznos, ha legalabb egy kozelit analitikus formulat felirunk. Abban a ha-
taresetben, amikor ’;—;’ végtelenhez tart, (4.4) integrandusaban az exponencidlis tényezd egyre
welesebb”, Dirac-delta-szert lesz. Ez adja az tn. nyeregponti integrdlas otletét: ha f(z) és
g (z) olyan (sima) fiiggvények, hogy f (x)-nek x = zg-ban éles maximuma van, g (z) pedig
elegendGen lassan valtozik xy kdrnyékén, akkor a szorzatuk integraljara a kovetkezd kozetitést

alkalmazhatjuk:

2r f (o)
*f// ($0) .

Tulajdonképpen ez az a kozelités, amikor g (z)-et konstans g (zo)-nak, f (x)-et pedig zo koriili

/ J(2)g(2)de = g (x0) f (x0) (4.7)

éles Gauss-gorbének gondoljuk, melynek paramétereit az f fiiggvény és derivaltja hatarozza meg
(ha f-nek tényleg maximuma van, a gyokjel alatt biztosan pozitiv szam all). A kozelités annal
pontosabb, minél inkabb hasonlit f (z) egy Dirac-deltara (és hataresetben egzakt lesz). Fontos
megjegyezni, hogy ezek a képletek egzakt eredményt adnak Gauss-alakok szorzatdnak integral-
jéra is, vagyis nem csak és kizarolag éles maximumi fiiggvényekre, hanem Gauss-alakhoz kozeli

integralokra is alkalmazhatoak. Ennek tudatdban nem annyira meglepd, hogy (az alabb tar-
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gyalt numerikus tapasztalatok alapjan) egészen jo kozelitést kapunk (4.4)-re, noha pl. pionokra
7;—'; ~ (.7, azaz semmiképpen sem tart végtelenhez.

A mi esetiinkben a kovetkezdképpen kozelitjiik (4.4)-et:

mots  ch (A —y)
27 e (A= 1))

f (n) = exp {—%Uch(/\n )b (A 1>n>} . g =

Az f fiiggvény 7, maximuma és a nyeregpont-kozelitéshez sziikséges tobbi mennyiség a kovet-

kezonek adodik:

Yy mo .1 (Y 20 -1
m = b = ———che (& = 4.
m=gnog 0 T eXp{ " <a>} e (48)
7 m) = oy 2r—1) chx'T (g) g(m) = T hxt <g> . (4.9)
f(m) Ty al 27h a

Az a paramétert a kényelem kedvéért vezettiik be. Osszerakva ezeket a kivetkezét kapjuk:

dn .y mo y 2nTy  moTy ~70
dn _ neTrenst (Y ~T0 e (Y =TT (40
dy Ne'ich (a)‘”‘p T <a) » N moA (2 — 1) 27k © (4.10)

Ugy irtuk fel a képletet, hogy az N normalasi tényezd éppen 3—;

, a rapiditaseloszlas y = 0
y=0
midrapiditas-beli értéke legyen. Ez tehat a kozelit analitikus képletiink az 1 4+ 1 dimenzios
esetre érvényes (4.4) integralra.

A transzverz szabadsagi fokokat is figyelemhbe vevs (4.5) integral kozelitése hasonlo:

dn 21Ty MpTy ey (Y mr . (Y
Ee— = zch? = ———ch* (=) ».
d3p 771'1‘)\ (2)\ - 1) (27‘[‘}7,)3C (a) oxp Tf ¢ (a)

A i—; kiszamolasiahoz sziikséges myp szerinti integralt is egy egyszerti kozelitést alkalmazva vé-

gezhetjiik el. A

/OO h(z)exp{—pz}de ~ h (o)

o B

kozelités akkor hasznélhato, ha zo > %, és h(x) siman valtozik zo koriil. Esetiinkben a
h(mr) = m‘;/z fiiggvényrdl van szo, és ha Ty < my, akkor teljesiil a kizelités feltétele. (Ez a fel-
tétel ugyanaz, mint a nyeregponti kozelités alkalmazhatosaganak feltétele.) Az 1+ 3 dimenzios

esetben végeredményiink tehat:

dn_ ) T -g2-1 Y mo o (Y ’ 27Tm0T}3 AmoT -7
ay N () e % () ~= Yo gy Y
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ahol A a folyadékaramlas transzverz kiterjedése. Itt is igaz, hogy N’ = 3—: Eltekintve

eme normélasi tényezs kiilonbozdségétsl, latszik, hogy ez a (4.10) képlethez n;gyon hasonl6.

Osszefoglalo formulank tehat:

dn  dn a_ g (Y _mo
Qn_ s 1<7> (h" <7>71> 412
dy dy yzom a) P Tf « ’ (412)

itt tehat a felsé elGjel vonatkozik a tisztdn 1 4 1 dimenziés, mig az alsé a haromdimenzios

térbe bedgyazott esetre. A A = 1 Hwa-Bjorken-eset hataratmenettel megkaphato: ekkor a

rapiditaseloszlas valoban 42 = dn
dy dy

felirjuk az y = 0-ban vett mésodil? derivalt segitségével a Gauss-alaknak tekintett eloszlas

konstans, amint azt el is varjuk. Hasznos tovabba, ha

szélességét” is:
5 o

_ 413
mo/Tr F1/2+1/a’ (4.13)

Latszik, hogy Ay? = co ha A =1, vagy ha A = 1 (1 + W), azaz Ay? elGjelet valthat A
valtoztatasar. A A = 1 esetben az eloszlas konstans, mig a masik gy6k esetében nem az, de csak
miésodiknal magasabb derivaltjai nem tiinnek el y = O0-ban. Ha Ay? > 0, akkor az eloszldsnak
y = 0-nal maximuma van, egyébként minimuma. Fenomenologiai szempontbol mindenképpen
a Ay? > 0 eset a jelentGsebb.

A 4.1. abran ezen képletek illusztraciojat lathatjuk: kiszamoltam néhény Onkényesen va-
lasztott A értékre, illetve rogzitett A-ra, a T kifagyasi hmeérsékletet ill. a keletkezd részecske
tipusat (azaz tomegét) varidlva kapott 1-re normélt rapiditaseloszlasokat. Jol lathato, hogy
ilyen tipikus T és mg értékekre és A > 1-re az analitikus képlet mintegy 10%-os hibaval hasz-
nalhato. (A A < 1 eset nem fizikai, lassulo megoldasoknak felelne meg.) A kovetkezGkben
a (4.12) képletet fogjuk alkalmazni néhény (a RHIC gyorsitonal mért) adat leirasara. ElGtte
azonban ide kivankozik egy megjegyzés: nem tudjuk pontosan, hogy mennyire viltozik meg a
kapott képlet (a (4.12) egyenlet) attol, ha masképp valasztjuk a sebességmezét, a T hémeérsék-
letet, a kifagyasi hiperfeliiletet, sth®. Kérdés tehat, hogy altalinos esetben mit mondhatunk
a rapiditaseloszlas és a gyorsulas kapcsolatarol. Az, hogy ha a tagulés longitudinalis irdny-
ban gyorsulo, azt eredményezi, hogv \egesnek adodik (eltérGen a Hwa-Bjorken-megoldasbol
ad6do konstans, boost-invarians Bjorken—esettol), minden bizonnyal altalanosabb esetekben is
igaz, nemesak a most téargyalt egyszer( (és analitikusan végigkovethetd) megoldéasra. Ennek in-

doklasa a kovetkezs lehet. A Bjorken-esetben a tagulas boost-invarians, azaz egy y rapiditassal

5 Az el6z6 fejezetbl emlékezhetiink, hogy a vélasztott megoldas ,jitkdzésmentes dramlas”, ez alapjan azt
gondolnank, hogy a kiszamolt rapiditaseloszlas egyaltalan nem fiigg a kifagyasi feliilettl. Ennek feltételei itt
azonban nem teljesiilnek, mivel egyrészt nem tomegtelen részecskék keletkezését vizsgaljuk, masrészt a pp-re
vonatkoz6 integralt is elvégezziik.
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2 —_— A= 200
— T=100 MeV dnjdn 1099 dndn
---T=200 MeV 185 dydy - 1=0.85 180 dy'dy
-- =300 MeV e “ =07 160
4 A=2, m=140MevV o 1=0.55 140

T=140MeV, m=940MeV

-6 y 6 8 8
2— —n 2
—2=1.001 E dndn dnydn
---1=1.035 E vy, 18E dy'dy,,
=1 8
=16

200MeV, m=140MeV

T,=140MeV, 1=1.2

4.1. abra. Normalt rapiditéseloszlasok a (2.38) alatti 1 + 1 dimenziés megoldasbol szémolva,
kiilonbdzé A, Ty és myg értékekre. A vastag vonal a (4.5) (4.6) egyenletek numerikus integrala-
sabol, a vékony vonal a (4.11) kozelits képletbdl kaphato.

mozgo és egy allo megfigyels ugyanazt latja, ezért ‘;—Z nyilvan konstans. Gyorsul6 tagulés esetén
ésszerti feltételezni, hogy egy mozgo megfigyel6 olyan aramlast 1at, amely jobban ,széttartd”,
mint amilyet az y = 0-val mozgo (4llo) megfigyels lat. (Pl. az n = y helyen a folyadékelem
sebessége nagyobb lesz, mint thrn, vagyis az n = 0-ji és n = y-0 pont gyorsabban tévolodik
egymdstol, mint a Bjorken-esetben.) Ilyen esetben tehat a mozgo megfigyels rendszerében a
szamara nem midrapiditasi folyadékelemek jobban ,szétszorjak” a keletkezd részecskéket, mint
az 4llo megfigyeld latja: vagyis Osszességében kevesebb részecske keletkezik y # O-ban, mint
y = O-ban, tehat %‘—nak y = 0-ban maximuma lesz. (Egyuttal magyarazatot kapunk a (4.1).
aAbran A < 1 esetén lathato, ezzel ellentétes viselkedésre is: ha a tagulas lassul (ez a helyzet
a A-megoldasoknal A < 1 esetben), varhato, hogy a rapiditaseloszlasnak nem maximuma, ha-

nem minimuma lesz y = 0-ban.) Ez az egyszer( érvelés persze nem egzakt eredmény, csak
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szemléltetése annak, hogy tényleg a kapotthoz hasonld eredményt varhattunk.

4.3. A nehézion-reakciok kezdeti energiastiriisége

4.3.1. A Bjorken-becslés

ElGszor roviden Gsszefoglaljuk Bjorken eredeti gondolatmenetét [46]. A kdzponti rapidi-
tastartomanyban felszabadult energiat a részecskék kozvetleniil megmért pp transzverz im-
pulzusabhol szamolhatjuk: a transzverz tomeg definicioja mp = \/m, ezzel az energia
E? = m2 + p? lesz, ezt tekintjiik a reakciozona termalizalt energiatartalmanak.

Vélasszunk ki az iitkozési zondban 1étrejovs (termalizalt) anyaghol egy vékony szeletet mid-
rapiditasnal! Ez egy vékony hengerhez hasonlo, R sugara az iitkéz6 hadronok vagy nukleonok
sugaraval kozelithetd: centralis iitkozéseknel R = 1,18AY3 fm, ahol A az iitkoz6 mag tomegsza-
ma, a henger térfogata tehat (R*m)7dn, ahol a magassagot 7dn alakba irtuk, itt dn a szeletnek
megfelel§ téridorapiditas-tartoméany, 7 pedig a megfigyelés sajatideje. A vizsgélt szelet energia-
tartalma dE = (mr) dn, ahol dn a részecskék szima, (mr) pedig a részecskék atlagos transzverz
tomege. A kezdeti energiastiriiség tehat

mr) dn
g0 = ﬁ%7 (4.14)
itt most specidlisan drny a szelet termalizaciokor mérhets szélessége, 7y pedig a termalizacio
ideje. Bjorken eredeti becslése 79 ~ 1 fm volt, manapsag is ezt szoktak hasznalni, amikor az
energiastiriiséget ezzel a modszerrel becslik.
A Bjorken-becslésben a lényeges tovabbi specializacié az, ahogyan az no-t 6sszekoti a kifa-

gyaskori 77y mennyiséggel, illetve ezt a keletkez részecskék y rapiditasaval: a Hwa-Bjorken-féle

gyorsulasmentes boost-invarians megoldasban egyszertien (‘117'; = 3—;, és itt méar a megfigyelt
részecskék ﬁ—; végss rapiditaseloszlasa szerepel. Ilyenkor 1o = 0y, azaz dny = dny, ami azt

fejezi ki, hogy a folyadék-szelet nem véltoztatja n-beli szélességét a tagulas sordan, valamint a
boost-invariancia miatt szimbolikusan 7y = y-et irhatunk.

A becslés tehat:

(Bj) <7TLT> dn _
€ = Ty 4.1¢

0 (R?m)mo dy (4.15)
Ennek meghatérozasihoz tehat (mg)-t és i—;—t kell megmérni. A 79 = 1 fm/c-re vonatkoz-

tatott értékét hivjak Bjorken-becslésnek. A kisérletek altalaban igy szamoljak ki a létrejove

energiastriséget.
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4.2. abra. Illusztracié a A-megoldasokra vonatkozo T 417 faktorhoz: a Bjorken-esetben ez 1, ha a
folyadék gyorsul, a térfogatelem gyorsabban tagul, mlnt a Hwa-Bjorken-esetben.

4.3.2. A Bjorken-becslés pontositiasa a gyorsulas figyelembevételével

Ha a longitudinalis gyorsuldas nem nulla, modositani kell az el6z6 gondolatmenetet. Ekkor

oy & 9
irhatjuk, hogy j:n = 3—23‘%%. A ”” tényezd azt fejezi ki, hogy a midrapiditas kornvekl folya-

A
dékelemek tagulnak n-ban: a mi A-megoldasunkban erre azt talaljuk, hogy D (2 . (Ezt
Ono 70

igy lathatjuk be, hogy az A (7, n) skalazofiiggvényt, melynek konstans értékei a trajektoriakat
paraméterezik, két midrapiditas-kozeli n értéknél k('jvet]'ﬁk nyomon Ty ¢és TO kozott. A (2.43)

egyenlet alapjan 7) =~ 0 kornyékén A = (A — 1) (r/7,)* " 1, ebbdl leol'vashato Lérteke.) A 4.2,

abra azt illusztralja, hogy a gyorsulas hogyan befolyasolja ezt a tagulast. A ma51k tényezs, a‘%yf

is eltér 1-t6l, ami azt jelenti, hogy az 7y tériddrapiditasnal kifagyo folyadékelembdl keletke-
zett részecskék nagy része y # 7y rapiditésnal jelenik meg. Ezt a faktort (4.8)-bol kaphatjuk:
odnyf =2\ — 1. (Amit ott n;-ként, azaz adott y-hoz tartozo messze legvaloszintibb 7 értékként
kiszamoltunk, annak ez a fizikai értelme).

Ha A > 1, azaz a tagulas gyorsuld, mindkét tényezé nagyobb, mint 1, amint azt varjuk:
gng valéban azt irja le, hogy a tégulds mennyire tér el a Bjorken-félétsl a gyorsulds miatt, ;—y
pedig arrol arulkodik, hogy mennyi munkét végzett a nyoméas a rendszeren. Ha tehat A > 1,

a Bjorken-maodszer alulbecsiili a kezdeti gy energiasiirtiséget. A pontosabb becslésiink tehat a

kovetkezd:

© _ Ony Oy (B) Tf A (Bj)
g = / 2x—1)gy 7. 4.16
0 oo Oy ; ( 0) ( )€o (4.16)

Léssunk egy példat ezen megfontolasok gyakorlati alkalmazasara! A RHIC gyorsit6 BRAHMS
kisérlete megmérte %—t -3,5 < y < 3,5 tartoményban. Ebben (mint mas hidrodinamikai
modellek tesztelésénél is) csak a —3 < y < 3 tartoményt tekintjiik, mivel ennél nagyobh rapidi-
tasoknal mar a keletkezd részecskék jelentds része szarmazik az iitk6z6 magoknak az iitkozésben

részt nem vevd részeinek (az un. spektatoroknak) a fragmenticiojabol. A 4.3. abra felsg részén
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4.3. abra. Fent: BRAHMS ‘;—Z adatok [65] illesztése a (4.11) képletiinkkel. Lent: az energiasti-
riiség Bjorken-becsléshez képesti korrekcioja 7y /7 fiiggvényében.

a BRAHMS kisérlet egyik j—z mérését [65] illesztem a fentebbi (4.11) képletiinkkel. Az adatok a
RHIC maximélis iitkozési energidjara, \/syy = 200 GeV-re vonatkoznak, 0—5%-os centralitasa
(azaz legcentralisabb) eseményekre. Mint azt varjuk, A nagyobbnak adodik 1-nél. Az illesz-
téshez elére meg kellett adni T-et és mg-t: tipikusan pionokrdl lévén szo, my = 140 MeV-et
vettiink. A Ty-et 200 MeV-nek vettiik, a kovetkez6 okokbodl. A valodi kifagyasi homérséklet
sokkal inkabb a (racs-QCD-szamolasok alapjan is a fazisdtmeneti hémérsékletnek gondolt, és
a hidrodinamikai modellekben is hasznalt) Ty ~ 170 MeV kornyékén van. A kisimpulzusi
1

részecskék pp-spektrumat pTddﬁ o~ em/Teis modon paraméterezve azonban a T,jp effektiv

hémérsékletre ennél magasabb érték adodik: kiilonbozo fajta részecskék mért spektruméanak
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Gsszehasonlitasabol az deriil ki, hogy a Toyr = Ty +mg (uT>2 Osszefiigges kozelitdleg igaz, ahol
(ur)-vel a transzverz tagulasi sebesség atlagat jeloltiik, mo pedig (mint eddig is) a vizsgélt
részecsketipus tomege. (Ez lényegében a Doppler-effektus: az myg (uT>2 tag azt bizonyitja, hogy
a részecskék tagulo tlizgombbdl keletkeznek [34, 66].) Pionokra a megmért (és e modell altal
(ur) >~ 0, 5-re jol visszaadott) T.rp kb. 200 MeV-nek adodik: ezt hasznalva vehetjiik figyelembe
longitudinélis modelliinkben a transzverz dinamikat.

Ezekkel a paraméterekkel végrehajtva az illesztést az eredmény A = 1,18 £ 0, 01-nek ado-
dik. A 4.3. abra jobb oldaldn lathatjuk, hogy a (4.16) képlet alapjan hogyan moédosul az
energiastiriiség-hecslésiink a Bjorken-becsléshez képest. Ez utobbi értéke a vizsgalt g—; adatsort
is szolgéltato /syn = 200 GeV-es iitkdzésekre eg; = 5 GeV/fm® [6]. A 7/ /m-ra 8 £ 2-t véve
tehat azt kapjuk, hogy a becsiilt kezdeti energiastrtseg ¢, = (2,0+£0.1)eg; = 10,0 £ 0,5
GeV/fm®. A megadott hiba a A-illesztés statisztikus hibajanak hibaterjedésébdl adodik, va-
lojaban modszeriink szisztematikus hibai ennél joval nagyobbak. A feltett 77 homérsékletet
ésszertd hatarok (pl. 180 MeV és 220 MeV) kozott véaltoztatva A-ra 1,16 — 1,20 kozott valtozo
értékeket kapunk, ez az energiastirtiség-becslés bizonytalansagaban legalabb +10% hibat okoz,
hasonloan 7y /7y ésszerii hatarok kozotti valtoztatasa is.

Hasonld korrekcios tényezdt alkalmazhatunk minden centralitis-osztalyban. A 4.4, &dbra
bal oldalan a BRAHMS kisérlet kiilonboz6 centralitasoknal végrehajtott % méréseit lathat-

dn n

= % transzforméaciot. Ehhez
y n

mindenképpen kell valami feltevést tenni a transzverz dinamikara. Mi a mar emlitett Buda-

juk. Ahhoz, hogy ezeket illeszthessiik, végre kell hajtani a

Lund-modell analitikus képleteit hasznaltuk® [29, 30]: ezek az atlagos transzverz impulzus

enyhe rapiditasfiiggését is figyelembe veszik, és jol illeszthet6k més rapiditasfiiggé mérési ada-

tokhoz [18]. (Megjegyezziik, hogy a g—;‘ fiiggvény akkor is ,kétestucsa” szerkezeti, ha a megfelels

i—; rapiditaseloszldsnak y = 0-nal maximuma van; a 4.4. abran latott alak tehat nem keverendd
dn

Ossze a a alakjanak a 4.1. dbran A < 1-re latott nemfizikai lehetGségeivel.)

% A mondott transzformacié lényege, mely a hivatkozott [29, 30] cikkekben részletesen megtalalhato, a
kivetkezd: az (1.1) képletbol latszik az Osszefiigges a kétszer differencidlis eloszlasok kozott, amibél kozelitsleg
irhatjuk, hogy

E 1 dn 1 dn dn D dn Pprchn dn

—— = — = —~=— = -,
p prdprdy  pr dprdy dn  Edy S pae, W

ahol E, P, pr a részecskék (akar rapiditasfiiged) dtlagos energiaja, impulzusa és transzverz impulzusa, és fel-
hasznaltuk az 7 definiciojabol adodo p = prchn képletet. pp értékére ~ 0,25 GeV/c adodik, pontos alakja a
Buda-Lund-modellben a kovetkezd:

mo (up)?
L7

By = Tesy 2 _ ToTeys
T2y 2(A2 L)’
3 mg ye +

mo

Teff =To+

Itt a Topy effektiv hémérsékletet kell 200 MeV-nek valasztanunk, és az illesztés soran a rapiditaseloszlas Ay
szélességét az el6z6 illesztési eredmények alapjan konstans 3-nak vettem.
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BRAHMS

—+0-5%
dN —+ 5-10% (x0.9)
dn 1 NN — 10-20% (x0.8)

—+ 20-30% (x0.7)
30-40% (x0.6)
— 40-50% (x0.5)

4.4. abra. Normalt BRAHMS ?TZ mérési adatok [67] kiilonbozé centralitasokra, a (4.11) kép-
letiinkkel illesztve. Az eredmény lényegében ugyanaz, mint a rapiditaseloszlas illesztésénél
(A >~ 1,18), kevésbé centralis iitkdzésekre enyhén csokkend A-val.

A becsléseink kozelité jellegtick. Két dolgot azonban fontos kiemelni. Egyrészt, hogy az
£o-ra most kapott eredmény konzisztens méas késGbbi mérésekkel, amelyek szintén indirekt mo-
don kapcsolodnak ep-hoz. Egy példa a PHENIX kisérlet mérése az iitk6z6zonabol kirepiilg
alacsony impulzusii direkt fotonok (azaz olyan fotonok, melyek nem més részecskék, pl. 70
bomlasabol szarmaznak) spektrumara [19]. A pr < 1 GeV/c impulzusa fotonok spektruma
exponencialis, ennek csokkenésébdl a kezdeti hémérsékletre ~ 300 — 600 MeV adodik: ha a
kifagydsi energiasiiriség ~ 1 GeV/fm?®, és a homérséklet Ty = 170 MeV, akkor ilyen magas
kezdeti hdmeérséklet esetén biztos, hogy az energiasiiriiség nagyobb, mint a Bjorken-becsléssel
kapott 5 GeV/fm? (még ha r = 3-nak megfelel§ adiabatikus tdguldssal szamolunk is, akkor is
£ > 10GeV /fm?® - (300/170)"). Fz a mérés tehat konzisztens a gg-ra vonatkozo predikcionkkal.

A masik megjegyzés, hogy minél inkabb eltériink a modelliinkt6l, annal nagyobb becsiilt
energistiriséget kapunk: pl. ha a tagulas nemegyensilyi folyamatokon keresztiil is zajlik, vagy
ha figyelembe vessziik azt, hogy a valésaghan k biztosan 1-nél joval nagyobb”. Ez utébbi ef-
fektust gy tudnank valosaghtien modellezni, ha x # l-re is taldlnank realisztikus, elliptikus
gyorsuld tagulést leir6 hidrodinamikai megoldésokat, amibdl kiszdmolhatnank erre az esetre is
az adatokkal Osszehasonlithaté mennyiségeket, pl. i—;—t. Egyelére ilyen megoldas nem ismert,
mégis megprobalhatjuk megbecsiilni £ # 1-re gq értékét, a kovetkezé modon (noha ezzel, az
egzakt eredményeket analitikusan ,kiterjesztve” olyan teriiletre jutunk, ahol a becslésiinket csak

numerikus eredményekkel Gsszevetve ellendrizhetjiik). Néhany altalanos feltételt megfogalmaz-

"Mint mondani szoktak, a x = 1 allapotegyenlet tal kemény.
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hatunk az energiasiiriiség becslésére, ezek a kovetkezdk:

(i) Egyrészt a Bjorken-becslés (A = 1-re) fiiggetlen x-t6l, amit vissza kell kapnunk.

(i) Mésrészt tudjuk (4.16) alapjan a © = 1, A # 1 esetre érvényes becslést: ezt vissza kell, hogy
kapjuk a k — 1 hatéaresetben.

(iii) Harmadrészt altaldnosan jellemzé a p = nT allapotegyenletii egzakt tagulo megolddsokra
(is), hogy az energiastirtiség € (%)H% modon csokken benniik (valamilyen jellemzs V' térfo-
gat fiiggvényében; ez egyszerden az adiabatikus tagulas kovetkezménye), és a térfogat a 7 egy

hatvinyaval aranyos (aszimptotikusan legalabhis). Ez alapjan tehat a kezdeti energiastiriség

1
P

Ty /To-t0] hatvanyfiiggvény-alakban fiigg, és a kitevében + jelenik meg.
(iv) Végiil pedig tudhatjuk, hogy (kvark-gluon-plazma és hadrongéz allapotegyenletet és ezek
kozti dtmenetet feltételezs) numerikus hidrodinamikai szimulaciok is alkalmasak ?TZ leirasara
RHIC energidkon (egy példa erre a 2+ 1 dimenzios, tengelyszimmetrikus [68] szamolas). Ilyen
esetekben mindenhol a BRAHMS altal megadott eéBj) Bjorken-becslésnél joval (az emlitett hi-
vatkozasban 4-szer ) nagyobb kezdeti energiastirtséget tesznek fel. Tehat elmondhatjuk, hogy
k realisztikusabb (vagyis 1-nél nagyobb) vélasztdsa (és a transzverz tagulds realisztikusabhb
figyelembevétele) felfele korrigalja gy becsiilt értékét®.

Ezek alapjan (mintegy az Occam borotvaja-elvet alkalmazva) olyan képletet keresiink, ami
A # l-re és k # l-re is vonatkoztathato, és konzisztens az el6z6 feltételekkel. A legegyszeriibb

ilyen valasztas a kovetkezs becslés:

(k) (A-1(2-1)
o Tf " )
——=02Xx-1) -+ 4.17
EE)B]) : ) <7'0> (D

Ez alapjan xk = 3-ra az el6z6ekhez képest még nagyobb korrekcié adodik a Bjorken-becsléshez:
a BRAHMS adatok alapjan g9 ~ 2,9 - eéBj> ~ 14,5 GeV/fm® értéket kapunk. Ez T-ben
Ty ~ 2T, ~ 340 MeV-nek felel meg, ami szintén Gsszhangban van a PHENIX direkt foton

méréssel (melyet a becslésiinknél késsbb, 2010-ben publikaltak).

4.3.3. A nehézion-reakciok kollektiv mozgasanak élettartama

Roviden szolunk a longitudinélis gyorsulas figyelembevételének egy masik alkalmazasarol.
Az, hogy a A paraméter a kisérleti adatok szerint 1-nél nagyobb, nemcsak az energiasiiriiség
becslését befolyasolja: egy tovabbi érdekes mennyiség az, hogy mennyi ,id6” (vagyis az n = 0

rapiditasu, tehat a longitudinalis tagulas szempontjabol 4116 folyadékelemben mérve mennyi saj-

8 Ez abbol is kikévetkeztethet, hogy nagyobb k-ra adott p-hez nagyobb ¢ tartozik, igy adott nyomasgradi-
ensekhez, azaz adott munkavégzéshez (ami a gyorsulds mértékébdl leolvashat6) nagyobb kezdeti energiastirtiség
kell.
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atid6) telik el a termalizaciotol kezdve a kifagyésig. Ennek meghatarozasara a Hwa-Bjorken-féle
hidrodinamikai képben dolgozva Sinyukov és Makhlin adott egy modszert |69], amely Gsszekoti

a kifagyaskor mért mennyiségeket az eltelt 7, sajatidGvel és a kétrészecske-korrelaciok impul-

T, m
Rlong:\/m—fTTf = Tf:1/T:Rl¢mg. (4.18)

Ttt mp a mért részecskék (mérhetd) atlagos transzverz tomege, T a kifagyasi hmérséklet (amit

zustérbeli ,sugaraval”™

modellekb6l kell venni), Rjong pedig a Bose-Einstein-korrelacios fiiggvény (mérhets) hosszan-
ti sugarparamétere (ennek segitségével a kétrészecske-korrelacios fiiggvény longitudinalis ré-
sze C' (pgl),p?)) ~ exp {— (p(zl) —pig))2 Rfmg} modon frhat6®). Ebben a szamoldsban Hwa-
Bjorken-szerti gyorsulasmentes tagulast tettek fel. Ha a tagulas gyorsulo, a trajektoriak becsiilt
kozos origoja eltolodik a gyorsuldsmentes esethez képest. (Ezt pl. |70, 71]-ben is kimutattak).
Midrapiditasnal vizsgalva a A-megoldasunkat a kivetkezG eredményt kapjuk (széles, de véges
rapiditaseloszlasra, azaz (A — 1)-ben vezets rendben):

Ty 75

Riong = = 7= (4.19)

mo A
ahol T}Bj)—vel jeloltiik az eredeti Sinyukov-Makhlin-becslést. Az el6zGekben latott, /syn =
200 GeV energiaju iitkozésekre érvényes A ~ 1,18 értékbdl tehéat az eredeti hecsléshez képest

mintegy 18%-os tobbletet kapunk 74 értékére.

Az itt vizsgalt kisérleti eredmények a RHIC gyorsitotol szarmaznak. Az LHC gyorsitonal
vizsgalt nagyobb energiaji (y/syy = 0,9 TeV, /syy = 2,36 TeV, /syy = 7 TeV) iitko-
zésekre is megadtdk mar ey Bjorken-becsléssel kapott értékét [72]: o ~ 16 GeV/fm3. En-
nek korrigalasara az itteni modszer minden bizonnyal ugyanigy alkalmazhat6. Az els¢ LHC
mérési eredmények csak most!'? kezdenek megjelenni g—Z—r(’)l kellen nagy y rapiditas (vagy 7
pszeudorapiditds )tartoményon [72]. A sejtés mindazonaltal az volt (és lathato is az adatokon),
hogy — mivel nagyobb iitkozési energian kozelebb vagyunk a Bjorken-féle végtelen energias,
boost-invaridans hataresethez szélesebbek a rapiditaseloszlasok, emiatt kevésbé kell korri-
galni a Bjorken-megoldason alapulo becsléseket. Mindazonaltal korrigalni kell: az LHC-nél is

biztosan nagyobb energiastiriiség alakul ki, mint a Bjorken-becslés szerinti érték. A tagulasi

9 Ez az tin. LCMS koordinatarendszerre igaz, amiben az 6sszimpulzus z-komponense eltiinik: p(zm +p§2) =0.
102012-ben.
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munkavégzést is figyelembevevd becslésiink alapjan tehat azt lathatjuk, hogy mar a RHIC-nél
is kialakult olyan energiastiriiség, amit eredetileg az LHC-re vartak a Bjorken-becslés alapjan.

Az egyre nagyobb iitkozési energidkhoz képest masik iranyba is elindult a nehézionfizikai
kutatas: miutan a RHIC-nék kideriilt, hogy a \/syn = 200 GeV energia béven elég ahhoz, hogy
létrejojjon a kvark-gluon-plazma, érdekes kisérleti kérdéssé valt, hogy kialakulasihoz legalabh
mekkora energia kell, ill. hogy megtalalhato-e a QCD kritikus pontja, ahol az eddig megfigyelt
(n. crossover tipusi) folytonos dtmenet elsérendi fazisatalakulasba valt. Ezen kérdések vizs-
galatahoz \/syy = 200 GeV nukleononkénti energianal kisebb energiajn iitkézések kellenek. (A
RHIC gyorsito programjaban szerepel ilyen iitkozések vizsgalata: ha a kritikus pont pup = 600
MeV-nél kisebb bariokémiai potencidlnal taldlhato, a RHIC esélyes ennek felfedezésére. A né-
metorszagi FAIR gyorsitot!! specidlisan ilyen vizsgalatokra tervezik: ha a QCD kritikus pontja
a pup > 600 MeV tartoményban van, akkor ez a gyorsito talalhatja meg azt.)

Az ilyen, alacsonyabb energiaju iitkozésekre is elengedhetetlen gy kisérleti ismerete, és, mint
lattuk, kisebb iitkozési energian (ahol a boost-invariancia egyre rosszabb kozelités) nagyobb
kiilonbség van a Bjorken-becslés és az itt bemutatott, realisztikusabb becslés kozott. Tehat
modszeriinknek az alacsonyabb energidju titkozések fizikdjaban is érdekes kisérleti alkalmazasai

lehetnek még.

A FATR 2012. marciusi tervek szerint 2018-ban indul.



5. fejezet

Osszefoglalas

Ebben a rovid fejezetben elGszor tézispontok formajaban dsszefoglalom a dolgozatban be-

mutatott eredményeket, ezutdn megemlitek néhany lehetséges jovGbeni kutatdsi irdnyt.

5.1. Tézispontok

1. A Hwa-Bjorken-féle hidrodinamikai megoldas altalanositdsaként megtalaltam az elsé olyan,
a nagyenergias reakciok fenomenologidjahoz illeszkedd relativisztikus hidrodinamikai meg-
oldasosztalyt, ahol a termodinamikai mennyiségek és a sebességprofil a téridékoordinatak
explicit és egyszerti fiiggvényei, tovabba a sebességprofil nemeltiing gyorsulasi. Ilyen tulaj-
donsagn megoldasok korabban nem voltak ismertek. Mint egy bonyolult csatolt nemlinearis
egyenletrendszer megoldésai, ezek a megoldasok 6nmagukban, matematikai fizikai értelem-
ben is érdekesek. Egyik lehetséges alkalmazasuk a numerikus hidrodinamikai modszerek

tesztelése [50, 51].

2. A relativisztikus kinetikai egyenlet és a hidrodinamikai egyenletek szimultan vizsgalatéaval
bebizonyitottam, hogy léteznek olyan folyasi- és hdmérsékletprofilok, amelyek egyszerre re-
lativisztikus hidrodinamikai megoldasok és a nekik megfelel§ fazistérbeli termikus eloszlas-
fiiggvény kielégiti az iitk6zésmentes Boltzmann-egyenletet. Ezekben az esetekben a folyasban
résztvevd részecskék lokélis termikus eloszldsa a mikroszkopikus iitkézések szerepétdl fiigget-
leniil fennmaradhat, akar nemelting gyorsulasi kollektiv mozgas esetén is. Megtalaltam az

dsszes ilyen tulajdonsagu relativisztikus hidrodinamikai megoldast |58].

3. Az iitkozésmentes 1j megoldasok altalanositasaként megtalaltam az elsé gombszimmetrikus-
nal altalanosabb szimmetriaju és forgo egzakt relativisztikus hidrodinamikai megoldéasokat.

Tovabbi realisztikus egzakt megoldasokat tartalmazo osztalyt is taldltam, amely alkalmas

73
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véges térbeli kiterjedésti rendszerek leirasara. A forgd aramlasi profilok azért is jelentdsek,
mert a nemcentralis nehézion-iitkdzésekben a keletkezett anyagnak nemzérus impulzusmo-
mentuma van, és az altalam taldlt megoldasok az ilyen tiizgolyé taguldsinak leirdsira, az

impakt paraméter szerepének analitikus vizsgalatara lehetnek hasznalhatoak [58].

4. A RHIC /syny = 200 GeV tomegkdzépponti energidji arany-arany iitkdzéseiben a longitu-
dinalis (nyaldbirdnyi) kollektiv folyasi képet az egyik Gjonnan talalt, paraméteres gyorsuld
megoldassal modellezve numerikusan is és analitikus kozelitG formulaval is kiszamitottam a
reakcioban keletkez6 toltott hadronok rapiditas  és pszeudorapiditas-eloszlasat. A BRAHMS
egyiittmiikodés altal megmért kisérleti adatsorokkal val6 Gsszehasonlitasbol megallapitot-
tam, hogy ez az egyszerd modell jol illesztheté a mért adatokhoz: a gyorsulas figyelembe-
vétele teszi lehetévé az eloszlas véges szélességének leirasat. Az illesztéssel meghataroztam
a longitudinélis gyorsulas paraméterét, és ezen eredmény alkalmazasaként tovabbfejlesztet-
tem és lényegesen pontositottam a nehézion-reakciok kezdeti energiastiriségének becslését.
A folyas gyorsuld voltat (azaz a gyorsulds kozben végzett munkat) is figyelembe vevé j
becsléssel a RHIC gyorsité maximélis, \/syy = 200 GeV energiaji Au+Au iitkozéseire (a
Bjorken-becsléssel kapott 5 GeV /fm? helyett) e = 10 + 0.5 GeV /fm® értéket kaptam. Egy
altalanosabb allapotegyenletekre vonatkozo sejtéssel ehhez a becsléshez képesti tovabbi més-

félszeres novekményt kaptam a kezdeti energiastiriségre [50, 51].

5.2. Kitekintés

Az egzakt megoldasok keresése izgalmas elméleti munka; szaimtalan modon val6 probalkozés
volt sziikséges a dolgozathan leirt eredmények eléréséhez. Itt csak azokat hoztam els, amelyek
sikeresnek bizonyultak. A dolgozatban kifejtett megoldasosztalyok sok szempontbol lezartnak
tekinthet6k. A tovabbiakban azonban érdekes lenne pl. olyan egzakt megoldasokat taldlni a
relativisztikus hidrodinamika egyenleteire, amelyek altalanosabb, ellipszoidalis szimmetridjuak,
hiszen ezek illeszkednének legjobban egy nehézion-iitkdzés geometriajahoz. Fontos lenne mas,
altaldnosabb allapotegyenleteket is vizsgalni.

A kezdeti energiasiiriiség ismerete fontos a reakciokbol kapott kisérleti adatok elméleti ér-
telmezése szempontjabol, ahhoz, hogy a mérési pontokat el tudjuk helyezni a hémérséklet-
barionstirtiség diagramon. Az erre kapott (2008-bol szérmazo) eredmények Gsszhangban vannak
a PHENIX kisérlet 2010-ben publikilt mérésével, amely az arany-arany iitkozésekben kialakuld
kvark-gluon-plazma hémérsékletét a direkt fotonok spektrumabol hatarozza meg, és azt mu-
tatjak, hogy mar a RHIC gyorsito energidin kb. 15 GeV/fm? kezdeti energiastiriiséget, amelyet

eredetileg az LHC-re vartak. A RHIC-re vonatkozoan pedig megerdsithetjiik a Bjorken-féle
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becsléssel kapott adatra alapozott kovetkeztetést: a kialakuld energiastiriiség messze a fazisat-
alakulas kritikus értékének tekintett kb. 1 GeV /fm? érték felett van.

Réviden megemlitek néhany, a kozolt eredmények publikalasa 6ta, vagy azokkal egyidejtileg
megjelent tjdonsagot. Erdekes fejlédés ment végbe az 141 dimenzios aramlasok tanulméanyo-
zésa terén: sikeriilt olyan modszert talalni, amivel analitikusan interpolalni lehet a Landau
és a Bjorken-féle hidrodinamikai kép kozott [73]. A modszer tovabbi altaldnositdsaként sike-
riilt a Landau-Khalatnikov-megoldést (implicit formaban) az allapotegyenletek egy szélesebb
osztalyara kiterjeszteni, és az 141 dimenzios tagulas sordn az entropiaprodukciora altalanos
Gsszefiiggéseket felirni [74]. A |75] munka egy félanalitikus lefrdsat adja a longitudinélis dina-
mikénak: egy egyiittmozgo koordinatarendszerben tobbféle egzakt megoldast ir fel; a modszer
hatuliitéje, hogy tobb dimenzioban nehézkesen miikodik, és még egy dimenzioban is a hasznalt
specialis koordinatarendszerre valo attérés nagyon bonyolult. Emlitést érdemel még a Bjorken-
megoldas konform szimmetriaja transzverz sikbeli dinamikaval valo kiterjesztése | 76] is.

Erdeklsdésre tartanak tehat szamot a numerikus hidrodinamikai modellezés mellett az ana-
litikus eredmények is. A végss cél mindenesetre mindkét esetben a szemiink el6tt lebeg: megta-
lalni az adatok leirdsara megbizhatoan hasznalhato, minden szempontbol kielégitG hidrodinami-
kai modellt a nagyenergias nehézion-reakciok iddfejlodésére. Az, hogy ez egyaltalan lehetséges,
nem magatol értetdds, és ezen alapul a paradigmavaltas, melynek kivetkeztében ma mar nem
kvark-gluon-plazma gézrdl, hanem inkabb tokéletes kvarkfolyadékrol beszéliimk. A modellek
tovabbi finomitasatol a kezdeti feltételek és az iitkozésekben keletkezett anyag allapotegyen-
letének és egyéb jellemzGinek egyre pontosabb megismerését varhatjuk. Ebbe a folyamatba

illeszkednek az ebben a dolgozatban leirt eredmények is.
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A. fuggelék

Kiegészitések az egzakt relativisztikus

megoldasokhoz

A.1. A A-megoldasok

A 2.3. szakaszban lattuk az j, ebben a dolgozatban A-megoldasoknak nevezett hidrodina-
mikai megoldasokat: a sebességmezGt és a nyomast a (2.38) egyenletek adjak meg, a megoldas
csak akkor érvényes, ha A\ allando, és A\, k, D és az ott bevezetett &, paraméter a 2.1 tab-
lazatban talalhato értékeknek felelnek meg. Ebben a szakaszban egyfajta unicitas-bizonyitast
lathatunk erre a megoldasosztalyra, a fGszovegben nem emlitett Altalanosabb esetben is. Konk-
rétan azt latjuk be, hogy ha (mint eddig is) € = kp allapotegyenletet tesziink fel, és feltessziik,
hogy a sebességmezs gombszimmetrikus és v = thQ, Q = X (1) alaki, akkor ebben az altala-
nosabb osztalyban is a 2.3. szakaszban megadottak az egyediili megoldasok (azaz T-fiiggs A-t
megengedve sem kaphatunk 1j megoldésokat).

Rindler-koordinatéakban dolgozunk, a hidrodinamikai egyenletek (2.5) (2.6) alatti formajat
hasznalhatjuk, melyek a v sebesség és a p nyomaés helyett az ott bevezetett 2 és () mennyiségekre
vonatkoznak, ahol v = thQ), Q = %Hln L. A 7 helyett kényelmes a ¢ = In(7/7) véltoz6t

haszndlni. Az Q(7,17) = X (¢) n feltevést behelyettesitve a kovetkezére jutunk:

ch (A= 1)1 )(8Cq+@)+sh(u—1)n) </\+%)=07 (A1)

ch((A—=1)n) <)\ + m%?) +sh((A=1)n) <32\7]+ K?;;?) + sh (An) = (A.2)

Feltessziik, hogy a keresett hidrodinamikai megoldas olyan, hogy n = 0 koriil a () mennyiség

shn

sorbafejthets n szerint. Megvizsgaljuk az el6z6 egyenletek n-ban negyedrendi sorat. Q-t igy

76
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irjuk!:

Q(<777):A(<)+¥n2+$n4+“. (A.3)

A (¢ argumentumot innent6l nem irom ki, a vesszé ( szerinti derivaltat jelol, és a § = A — 1
jelélést hasznalom. Az (A.1)-et 7-ban harmadrendig, (A.2)-t 7-ban negyedrendig fejtiink sorba?,
ez elég lesz: tovabb is mehetnénk, de ezekbdl mar elég kovetelmény szarmazik, ami a lehetséges
megoldasokat korlatozza, és ha ezeket konkrétan megtalaljuk, akkor mar a sorfejtés tovabbi
tagjaibol adodo egyenletek is nyilvan teljesiilni fognak.

Abbdl a kovetelménybdl, hogy az n-ban kiilonbh6zo fokn tagok egyenként is kielégitsék az

el6z6 egyenleteinket, 6t feltételt kapunk az ismeretlen 3, A, C' és G fiiggvényekre:

KA+ D(B+1)=0, (A4)
F+C+B(B+1+4)=0, (A-5)
G+(6’+C)§+§C’+§(6+1+A’)=0, (A.6)

B2 D-1
’7([3+1+K,A’)+/3(/3’+KC)+gC’+T

4 , [)J?

BBHD(B+)=0, (A7)

(8 + 1C) + 5 + KBG+

SBC + %ﬂ (B+1)(B+2) (38°+68—4) =0. (A8)
A kovetkezd atalakitasoknak csak a lényegét irom le. A 3 = 0 esetnek az ismert Hwa-Bjorken-
Hubble-megoldas felel meg. Egyéb esetben feltessziik, hogy 5 # 0, és -val mindenhol egyszerti-
sitiink. Az (A.4)-bdl, (A.5)-bdl és (A.7)-bdl kapjuk a S-ra vonatkozo (A.9) egyenletet, tovabba
az (A.4)—(A.8)-bol, kiejtve elébb A’-t, majd C-t, C'-t és végiil G-t, kaphatjuk a szintén csak
B-t tartalmazo (A.10) egyenletet:

SE (=D (B )+ s+ 1) =

%/)’ (B+1)(28+1)+ % (268+1)08, (A.9)

1 Az n-ban paratlan rendt tagokat egybdl elhagytam, (A.1)-bél egyszeriien belathato, hogy el kell ttinniiik.
2 Az egyik Taylor-sor, amit hasznélnunk kell, a kévetkezd:

sh(hg) 1o 1\ o2 AN -1 BN -T) , o
iy 7)\+6)\()\ 1)n R +0(n°%).
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Be" B BB 4y, B _
= % (B+1)(28+41) (158" + 68>+ 63 —2). (A.10)

Ha k = D =1, az altalanos megoldéast felirtuk a 2.4. szakaszban, ezért ezt az esetet most nem
részletezem. (A kK = D =1 esetben az el6z6 egyenletek annyit adnak, hogy 8” = 0; a konstans
[ esetén tal lehetséges egy nem tul érdekes § = K(+ K’ megoldés is.) Egyéb esetekben viszont
belathatjuk, hogy S-nak (-ban konstansnak kell lennie. Az (A.9), (A.10) egyenleteket a k = 1,

D > 1 esethen vizsgalva a

B = % (28+1) (282 +28+38), 158/ +68°+65—-2=0 (A.11)

egyenleteket kapjuk®. A mésodik egyenlet derivaltjabol 3”-t kifejezve és az elsé egyenletbe he-
lyettesitve, és ezt dsszehasonlitva a masodik egyenlettel egyszertien lathato, hogy (-ra algebrai
egyenlet adodik, vagyis f mindenképpen konstans. Akkor is ez deriil ki, ha £ # 1, ebben az
esetben a szamolas kicsit hosszadalmasabb, de a {6 1épések hasonloak, mint az elébb: (A.9)-
bl 57-t be kell helyettesiteni (A.10)-be, ekkor egy masodfoku egyenlet adodik ['-re, amibél
kifejezhets 5/, mint (3 fiiggvénye. Ebbdl derivaldssal kaphatunk egy kifejezést 3”-re csak f fiigg-
vényeként, amit dsszehasonlitva (A.9)-cel (miutén ott is behelyettesitettiik 5'-t S-val kifejezve),
kideriil, hogy f-ra mindenképpen egy algebrai egyenletet kapunk.

Arra kovetkeztethetiink tehat, hogy csak a konstans J esetek érdekesek. Ekkor (A.9)-bdl és
(A.10)-bél ezek az algebrai egyenletek maradnak*:

D-1 g D-1

T(Zﬁ-&-l)—(ﬁ—l)ﬁ:& (K—1)3 T5(2B+1)(3,6’2+3ﬂ—1). (A.12)

Most méar egyszertien kideriil, hogy 6t eset lehetséges. Mindegyiknél le kell még persze ellen-
Grizni, hogy valéban megoldast kapunk (tehdt a teljes hidrodinamikai egyenletekre, nemesak az
itt vizsgalt sorfejtésiikre). Kideriil, hogy valoban igy van, és a Q-ra vonatkozo egyenlet minden

esetben egyszeri egyenlet lesz, amit konnyti megoldani. A lehetéségek tehat:

1. A 5 =0, azaz A\ = 1 eset minden D-re és r-ra megoldas: ez a a 2.1 tablazatban is lathato
(d. eset).

2. A k=D =1 esetben minden § megoldéas. Ennek felel meg a 2.1 tablazat e. sora.

3 Annak belatasa soran, hogy 3 konstans, mindenhol egyszeriisitiink 3 derivaltjait nem tartalmazé ténye-
z6kkel; ha ilyenek nulldk lennének, az egyb6l azt jelentené, hogy S algebrai egyenletet elégit ki, tehét konstans.

1 B+ 1-gyel egyszeriisithetiink, a 3+1 = A = 0 eset 4ll6 folyadéknak felelne meg. S-val is egyszertisithetiink,
mert a § = 0 esetet mar szamitasba vettiik, ez a Hwa-Bjorken-Hubble-megoldas.
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3. A k=1, D # 1 esethen lathatoan a § = —1/2 megoldas lehetséges (a tablazat ,,b.” sora).

4. Ha k # 1, akkor az els6 egyenletet a méasodikba helyettesitve S-ra masodfoki egyenletet
kapunk. Ennek két megoldasa 8 =1 ¢és f = 1/2, Az els6 egyenletbdl latszik, hogy a f =1
(azaz A = 2 ) eset akkor lehetséges, ha k = D. (Ez ugye az ultrarelativisztikus ideélis
gaz allapotegyenlete.) Ezt a megoldast talaltuk meg a 2.2. szakaszban, a 2.3. szakaszban

pedig a 2.1 tablazat a. soraban hivatkoztunk ra.

ot

. Végiil lehetséges a § = 1/2, azaz A\ = 3/2 eset, ekkor k = Ld_l kell, hogy legyen. Ez a 2.1

tablazatban a c. sorban szerepel.

A.2. A M-megoldasok fényktpon kiviili analogjai

Ebben a szakaszban roviden levezetjiik az el6z6 szakaszban latott megoldasokhoz algeb-
railag némileg hasonlo, a fénykipon kiviil érvényes megoldasokat. A fénykupon kiviil a 7, 7
koordinatékat a (2.39) egyenletben vezettiik be:

o chn 0 0 9 shi 0

t =7shn, r=7chn = —a shij— + chny
I = T8 =T = — —_— -_— = - — .
> n ot 778% 7 0n  Or ]07: 7 0n

(A.13)

Hasonloan, mint az el6z6 szakaszban, most is gémbszimmetrikus, és v = thQ), Q = A mo-
don paraméterezett sebességmezdvel probalkozunk, konstans A-val. Az Euler-egyenletbdl és az
energiamegmaradasi egyenletbdl kapott, fénykipon beliil érvényes (A.1) és (A.2) egyenletek

megfelel6i a kovetkezék (a ¢ = In7/7 jeloléssel):

_,0Q - QY
sh((A—1) n)a—ﬁJrch((/\fl)n) (/\+0—<> =0, (A.14)
_ 0Q L 0Q D-—1 L _
sh((A=1)7) </\ +r 8() +rch((A—=1)7) o7 + a7 sh (A7) = 0. (A.15)
Ha A = 1, akkor egyszeriien megtalalhatjuk az egyenletek megoldasat:
0Q 0Q _ D-1 _ . D-1 N
- T - thy, = @Q=-C " In ch7. (A.16)

Az itt feltett v = thn = % sebességmezd és az (A.16) kifejezéssel megadott Q-bol visszaszéamolt
p nyomds az a megoldas, amit a 2.3.2. szakasz (2.40) egyenletében a Hwa-Bjorken-Hubble-
megoldas fénykipon kiviili analogjaként irtunk le. Fontos megjegyezni, hogy Minkowski-ko-
ordinatakban kifejezve sem a sebességmezd, sem a nyomés nem ugyanolyan alakd, mint a

féenykipon beliili esetben.
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A X # 1 esetben ugyantiigy jarhatunk el, mint az el6z6 szakaszban: sorbafejtiink az 7 =
0 vonal koriil. (Ez a vonal itt egy kitiintetett rendszerben az origoval egyidejii események
halmaza.) A @ kifejezése a kovetkezs:
Cl) o FO

] +%ﬁ4+..‘. (A.17)

QUGN =AQ+B(Qi+— 3 1

Az el6z6 szakasz gondolatmenetéhez hasonloan (A.14)-et sorbafejtjiik 77-ban negyedrendig, (A.15)-
6t pedig harmadrendig. (Itt is kideriil, hogy elég iddig menni a sorfejtéshen, ez mar elegendd
kivetelményt ad.) Konnyen kideriil, hogy B (¢) és I () azonosan eltiinik, a tobbi feltétel pedig

a kovetkezd (1ijra a kényelmes 3 = X — 1 jel6lést hasznalva):

B+1+A =0, (A.18)
ﬁc+;(ﬁ+1+A')+%:o, (A.19)
B(B+1+rA)+rC+(D-1)(B+1)=0. (A.20)
ﬂG+%C+(B+1+A’);—z+§C’+%:O, (A.21)
%(ﬂ-&-1+~A’)+§BC’+5G+§C+%(5+1) (B*+28-2) =0. (A.22)

Marmost az (A.18)-at (A.20)-ba irva latszik, hogy C mindenképp konstans, ami alapjan (A.19)-
bdl és (A.18)-bol B # 0 esetben C' = 0 is kovetkezik, amivel, ha 5 # 0 és § # —1, (A.20) a

(k=1)p=(D-1) (A.23)

feltetelt adja. Kihasznalva, hogy C' = 0, (A.21)-b6l és (A.22)-bél, G kifejezésével pedig az a

feltétel adodik, hogy
D-1

3k

Ez a két egyenlet méar megszoritja a lehetséges megoldasokat. Két lehetdség marad: vagy 5 =

(B>-1)=0. (A.24)

és k=D, vagy D =k = 1, és [ tetszGleges.

A =1 (azaz A = 2) eset pedig nem més, mint a (2.30) megoldas fénykapon kiviili analogja,

melynek alakja most (A.14)-bdl és (A.15)-bdl is megkaphato:

5 2ty 70\ 2D ;
v=th2p, Q=-2z & ov= oot P =Dpo <T> . (A.25)

A A =1 esettd] eltéréen ebben a A = 2 esetben v és p kifejezése Minkowski-koordinatakban
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ugyanaz a fénykipon beliil és kiviil: mivel magat a megoldast el6szér Minkowski-koordinatakban
irtuk fel mindkét tartoményban értelmes forméaban, nyilvanvalo, hogy itt is megkaptuk ezt.

Az az eset, amikor \ tetszéleges, de D = k = 1, a mar latott altalanos A-ra érvényes
egydimenzios megoldas (a 2.3.1. szakaszban 1évé felsorolasban az e. eset) fénykiapon kiviili
megfelelGje:

7

~ o\ 22
v=th\p, Q=-X\z = p:p()(TO) . (A.26)

Ezeket az eredményeket a 2.3.2. szakaszban foglaltam Gssze.

A.3. A gémbszimmetrikus Khalatnikov-egyenlet

A.3.1. A (2.30) megoldas levezetése

A 2.1.3. szakasz szerint a gombszimmetrikus, (1.7) allapotegyenlet(i relativisztikus hidrodi-
namikai megoldasok a (2.26) egyenletbdl kaphatok. Ez alapjan gyakorlatilag egyértelmten le
lehet vezetni a 2.2. szakaszban leirt 1] megoldast egy egyszerti kovetelménybsl. A mar korab-
ban is ismert, az 1.5. szakaszban emlitett és az litkozésmentességgel foglakozd 3.3. szakaszban
a (3.14) egyenlettel felirt gombszimmetrikus nemrelativisztikus megoldasra igaz a kivetkezd:
elvileg barmilyen D dimenzioszamn térben érvényes, és ha x = D/2, (ami nemrelativisztikus
idealis gazra vonatkozna), akkor a v sebességmezs ¢s a T hdmérséklet is pontosan ugyanolyan
alaki minden D esetén. Relativisztikus esetben a k = D vélasztas a természetes: megpro-
balhatunk tehéat olyan U fiiggvényt talalni, ami (2.26)-ot minden D-re kielégiti, ha x = D.
Behelyettesités utan lathato, hogy ezzel a feltevéssel (2.26) két egyenletre esik szét:

Uu? +unu” - 20'v0 D

" -1 ! 7
(haV D =k —ra U ugyanaz), (k—1) oz _un =U +?U7U =

T2 "z 9 ad / I

A masodik egyenletbdl régton latszik, hogy U egy kifuto és egy befut6 ,sugariranyu sikhullam”

Gsszege (nem gdmbhullam, hiszen minden D-re ilyen, tavolsiggal nem lecsengé alaki):

_ : o U _g—f _ 7
Ut,ry=ft+r)+git—r)=f(a)+g() = v= U_gl‘f’fl_%‘Fi. (A.28)

Ebben az A.3. szakaszban innent6l az a = t + 1 és b = t — r jelolést hasznalom, és f és g

sajat argumentumai szerinti derivaltjait jelolom vesszdvel (nem lesz Gsszekeverhet az r szerinti
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derivalassal). Az itt még tetszéleges f és g fiiggvényeket (A.27) elsG egyenlete szoritja meg.

Behelyettesitve, kis atalakitassal azt kapjuk, hogy

TR

(f// + gll) (f/2 + g/2) _ (f/2 _ g/Z) (fr/ _ g//) _y N _
g I

f/ _ g/ a—25 f// g// B 1 1
2f'q' a—1b 2 +

Latszik, hogy érdemes attérni az F = % és G = g% fiiggvényekre, amivel a feltételiink
(a—b)(F'+G)=2(F-G) = (aF —2F)— (bG' —2G) =bF" — aG’ (A.29)

alakia. Mivel a bal oldal egy a- és egy b-fiiggs tag Osszege, a jobb oldalnak is ilyennek kell
lennie. Ez alapjan F” a-nak, G’ pedig b-nek linearis fiiggvénye kell, hogy legyen. Levonhatjuk

tehat a kovetkeztetést, hogy
F' =2Ka+v, G =2Kbty, = F(a)=Kda*+yatp, G (b) = Kb 45b4ps, (A.30)

de visszahelyettesitve (A.29)-be kideriil, hogy 71 = 72 = 7, p1 = p2 = p kell, hogy teljesiiljon.
Az (A.28) egyenletbdl igy felirhatjuk a sebességet:

K@ —b)+y(a—0b) 2Ktr 4+ yr
K(a2+b)+v(a+b)+2 K@+ +yt+p

v = (A.31)
Két értelmes lehetség van: ha K = 0 és v # 0, akkor a t koordinata eltolasaval, azaz a
t—t— % helyettesitéssel v a Hubble-tipusi sebességmezd lesz. Ha K # 0, akkor korabban
ismeretlen megoldast kapunk: ezt a t — t — 5% helyettesitéssel tudjuk ,standard” alakra hozni.
Mindkét esetben kdnnyen meghatarozhatjuk az A+0vA =0 egyenletet kielégits A fiiggvényt.

Tehat csak a kovetkezd két megoldésra igaz, hogy minden D-re k = D esetben érvényes:

2t
_ 1| VIS L S — (A.32)
t t 2+r24p 2—1r24p
Ez utobbi megoldés 1j eredmény, a 2.2. szakaszban a p = 0 esetet vizsgaltuk (ez a 2.3. szakasz-
ban latott A = 2 eset). A p # 0 eset pedig a 3. fejezetben keriilt €l6, mint az iitkozésmentes

hidrodinamikai megoldasok legaltalanosabb gyorsuld gémbszimmetrikus példaja.
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A.3.2. A (2.26) egyenlet (2.27) szerinti altalanositasa

A 2.1.3. szakaszban megallapitottuk, hogy (2.26) helyett elég lehet a (2.27) egyenletet meg-
oldani, ha csak a v sebességmezit szereténk megtalalni. Ez utobbi egyenlet ilyen alaki volt:
UU?+U0"v” - 2000 D-1

e +U-U"———U'=-¢(U) (02-v?). (a3

(r=1)

Az el6z6 gondolatmenetet erre az egyenletre is elvégezhetjiik: kérdés, létezik-e olyan v sebesség-
mezGjii hidrodinamikai megoldéas, ami minden D dimenzioban ugyanolyan, ha x = D. Ehhez
elég olyan U-t keresiink, ami ugyan nem feltétleniil minden D-re megoldasa (2.26)-nak, de min-
den D-re létezik ¢p (U), amire U megoldasa (2.27)-nek. Az deriil ki, hogy igy is lényegében
az el6z6 megoldashoz jutunk el. Ennek belatasa kicsit hosszadalmasabb, a f6bb lépéseket irom

csak le. Adott D-re, k = D-t beirva a (2.27) egyenlet igy alakul:

U+ uru? -2yt U - . :
(D—1) ( T ) U0 = ) <U2 - U”) . (A.34)
Keét kiilonb6zé Dy és D, dimenzidszamot kombinélva konnyen lathaté, hogy ez csak akkor

teljesiilhet, ha talalhatunk olyan x (U) és v (U) fiiggvényeket, amikre

vur+ Ut -20000 U
72 _pyn T

X (U) (U2 - U’2> . U—U" =4 (U) (U? - U’2> . (A.35)

A maésodik egyenletrdl belathatd, hogy azzal egyenértéki, hogy léteznie kell U egy olyan U
fiiggvényének, amire U — 0" = 0. Erre az U-ra attérve, (U-t atjelslve U-nak) az els feltétel
lényegében nem véltozik, csupan esetleg egy masik y (U) jelenik meg. Ott tartunk tehat, hogy
ahhoz, hogy v (r) minden D-re ugyanaz legyen, a kivetkezs egyenleteket kielégits U fiiggvény
kell talalnunk, ahol x (U) tetszdleges:

Uot+uruR —20'uu U .

v T2 172 =
U2 _ e , X(U)(U U)7 U-U"=0. (A.36)

A masodik feltétel megint sugéariranyn sikhullimot ad (az el6z6 szakaszhoz hasonloan), amelyet
visszahelyettesithetiink az elsé feltételbe. Rogton az el6z8 szakaszban latott kényelmes jelolé-
seket hasznalom (F (a) és G (b) egyvaltozos fiiggvények, a =t +r, b=t —r, a vessz6 pedig az

egyvaltozos fiiggvenyek argumentumai szerinti derivaltat jelolik):

da [ db F-G ., ., 20F-G) _[[da [db
_ [ & = v = F s — — . (A.
v /F+ ¢ T VTEre YD X(/F+/G) (A.37)
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A y fiiggvény tetszGleges, mégis kaphatunk egy sziikséges feltételt arra, hogy ez utobbi Gssze-
fiiggés fennallhasson. Ha a illetve b szerint derivaljuk mindkét oldalt, akkor x derivéltjara két
kifejezést is kapunk, melyeknek konzisztenseknek kell lenniiik. Ez mér csak F-re és G-re jelent
feltételt, ami egyuttal elégséges is: ha ezt teljesitik, a ¥ argumentuméanak és az 6ra vonatkozo
el6z6 egyenlet bal oldalanak ugyanazok a szintvonalai, tehat biztosan létezik egy megfelels x

fiiggvény, ami Gsszekapesolja Gket. A mondott feltételt a kovetkezéképpen irhatjuk:

FSZ{F’+G’72F G} (/d“ /db> {F’+G’72F bG} (A.38)

amibdl a csak F-et és G-t tartalmazo egyenlet:

(a— b2 FF" —2(a—b)FF +2F? = (a — b)>GG" + 2 (a — b) GG’ + 2G2. (A.39)

Ennek részletes vizsgalatat nem vezetem itt végig. A modszer lényege, hogy mivel F' és G
egyvaltozos fiiggvények, csak jol meghatirozott fiiggés lehetséges (hasonloan, mint az el6z6
szakaszban az (A.29) egyenletnél lattuk). F? és G? egyforma alaki negyedfokii polinomnak
(azaz argumentumaik ugyanolyan alaka polinomjanak) adodik. Ezen polinom egyiitthatéira
kiilonboz6 megszoritasok lesznek érvényesek, melyek arra vezetnek, hogy F' és G mindenképpen
vagy elsé , vagy mésodfoku polinom lesz. Végigszamolva a lehetséges eseteket kideriil, hogy
ezekbdl (A.37) alapjan kifejezve a sebességet végiil is mindenképpen az (A.32) megoldasok
valamelyike adodik. Az ebben a szakaszban megvizsgalt feltevéssel tehat nem jutunk érdekes

1j megoldasra. (Ugy tiinik, hogy a talalt egyszert megoldasok ebben az értelemben egyediek.)

A.3.3. A Landau-Khalatnikov-megoldas

A teljesség kedvéért roviden ismertetem a (2.26) egyenlet elsG ismert megoldasi modsze-
rét, a ma Landau-Khalatnikov-megoldasként ismert megolddshoz elvezets gondolatmenet [24].
Most a fénykipvaltozdkat a és b helyett = = ¢ & r modon jelslom. A (2.26) egyenletetben
lithaté U potencialfiiggvényrél konnyen belathato, hogy ha az x* fénykupvaltozokkal fejez-
ziik ki, akkor ¢+ = 9,-U = %Te“], ahol szokasosan v = th§), és bevezettiik az 1j &+ jels-
lést. Az U (z+,27) fiiggvényr6l tehdt Legendre-transzformacioval attérhetiink a x (€7,¢7) an.
Khalatnikov-potencialra:

ox

x(E5,)=U (e, a7) —afeh —a ¢, 56x =2t (A.40)
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£* helyett tjra hasznalhatjuk az Q és a mar latott @ = In Tlo valtozoinkat x fiiggetlen véltozoi-
ként, ezekre kell atirni a (2.26) egyenletet 1+ 1 dimenzioban. Némi szamoléds utan azt kapjuk,
hogy

9x Ox 9%y

— —— — k=~ =0. A4l
Q2 aQ " an (A.41)

Ez a Khalatnikov-egyenlet egyik ismert formaja. Figyelemre méltd, hogy linearis egyenletrdl

+(k—1)

van sz6: a megoldasa altalanos keretek kozott is felirhato. Az a® koordinatikat a T' és az (2
dinamikai mennyiségek fiiggvényeként kapjuk, ezért beszéliink implicit megoldésrol.

Az eredeti Landau-Khalatnikov-megoldas ebbél gy kaphato, hogy a ¥ = e(*~1/2y valto-
z0t hasznéljuk, és az erre atirt (A.41) egyenlet Green-fiiggvényét keressiik: ez az I, Bessel-
fiiggvénnyel fejezhets ki. A részletes képletek megtalalhatok a |24, 74] hivatkozdsokban: a
lényeg, hogy ezek utan kezdeti feltételként egy véges hosszusagi, nyugvo, homogén hémérsékle-
t anyagdarabot valasztva kapjuk a Landau-Khalatnikov-megoldést, amibdl azutan kozelitéleg
Gauss-alakn rapiditaseloszlast lehet levezetni. De az implicit 2* < T, kapcesolat miatt nem

lehet egyszerii képletekkel Osszekapcsolni a kezdd és a végallapotot.



B. fliggelék

Kiegészitések az tuitkozésmentes aramlasok

vizsgalatahoz

B.1. A nemrelativisztikus eset

Ebben a szakaszban a (3.13) egyenlet megoldésait vizsgiljuk meg részletesen. (3.13)-ban
a p impulzus kiilonb6z6 hatvanyait tartalmazo tagoknak kiilon-kiilon el kell tiinniiik minden

p-re, ami a kovetkez$ négy feltételt adja:

V=0 (p"). (B.1)
(Skl% — 0T — 00T+ T (Opvr + Owi) =0 (%), (B.2)

A hidrodinamikai egyenletek most hasznalt alakjai pedig (melyek a p = nT', ¢ = kp behelyet-

tesitésevel adodnak az (1.18), (1.19), (1.20) egyenletekbdl):

ov T 1
— =——Vn—-—VT, B.5
ot + Vv monvn mv ' (B-5)
lon 10T 1 1 K41
1on 1
T + . (vV)n=—(Vv). (B.7)

86
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A (B.1) szerint a hémérseklet egyediil az id6 fiiggvénye, és emiatt mindenhol elhagyhatjuk
a homérséklet gradiensét tartalmazo tagokat. Az allapotegyenletben a k = D/2 vélasztést
tessziik'; konnyen beldthato, hogy ekkor a (B.5)—(B.6) hidrodinamikai egyenletek kiadédnak
(B.3)—(B.2) kombinéciéiként. (Ez specidlis esete annak az altalanos eredménynek, amit a 3.2.
szakaszban lattunk, miszerint a hidrodinamikai egyenletek kdvetkezményei a lokalis termikus
eloszlasra felirt kinetikai egyenletnek.) Ezek alapjan a (B.1)—(B.7) egyenletek koziil barmelyik
fliggetlen egyenletcsoportot vizsgalhatjuk. A kovetkezdket valasztjuk:

71, (B.8)
Ty '
a (t
Opvr + Oy, = 2%51«17 (B.9)
ov T
1on 1
E&"!‘;(VV) rL=—(VV). (B.ﬂ)

ahol a (t) egyeldre tetszileges fiiggvény, ag pedig tetszdleges konstans. Ezeket (B.1) megoldaséara

vezettiik be, egyel6re mindenfajta fizikai jelentés nélkiil.

Mostantol a haromdimenzios esetre koncentralunk. Komponensenként vizsgalva a (B.9)
egyenletet kideriil, hogy ez v (r,t) alakjat két egyeldre tetszéleges id6fiiggs C (t), D (t) vektor
erejéig teljesen meghatarozza®:

' D ()

=—= C(t) x —. B.12
v=_—gr+C() 0 (B.12)
Ha most belyettesitjiik a sebességmezs a (B.12) kifejezését a (B.10) egyenlet rotaciojaba,
és kihasznaljuk, hogy T csak iddfiiggs (azaz a jobb oldal rotacioja nulla), az adodik, hogy
a’(t) C(t) = agCy, ahol Cy &llandd vektor. Az n(r,t) helyett bevezetjiik a ((r,t) fiige-

vényt az n B0,

nod;l—f;) exp {ngﬁ} definicioval, igy a kovetkezs egyenletek maradnak (B.5)-bél

'Ezt most formalisan kiilon is megindokolhatjuk: ha -t tetszélegesnek vélasztjuk, akkor (B.2) nyomat
véve (és VT = 0-t kihasznalva), valamint (B.6)-ot és (B.7)-et kombindlva lathatjuk, hogy (hacsak 7' nem
konstans idében is, ami a nem tul érdekes 4116 folyadék esetének felelne meg), csak k = D/2 esetben létezhet a
hidrodinamikai egyenleteknek és az iitkézésmentes kinetikai egyenletnek kozot megoldésa.

2 Bzt a kovetkezGképpen lathatjuk be: ha feltessziik a v = %r—}—A (r, ) alakot, akkor A-raa Oy A;+9,Ar, =0
feltételt kapjuk. A diagonalis egyenletek elGszor is azt adjak, hogy csak A, (y,z,t), Ay (z,2,1), A. (2,y,t)
koordinatafiiggés lehetseges, és ezt sorra behelyettesitve a nemdiagonlis egyenletekbe kiadodik, hogy egyediil
a felirt alak lehetséges.
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és (B.11)-bél (innent6l kezdve a és D argumentumait nem from ki):

2

aar+aD+—0(Co><(CO><r))+%OCO><D+V§:O, (B.13)
¢
E* v<+ 0 (Coxr)V(+ vc—o (B.14)

Az elsé egyenletbdl rogton megkapjuk ((r, t) altalanos alakjat (egy szabad, de késébb megha-
tarozodo & (t) idsfiiggvénnyel):

(=— (aii - %cg) (. & | (Cor)? — (aD + %co x D) rE(t), (B.15)

és ezt a masodik egyenletbe helyettesitve kis atalakitasok utan arra jutunk, hogy

r? 9 0? . .

T(ﬂﬁ (a%d) + 15 (aD) - (g + DD) =0 (B.16)
Az r-ben kiilonbozd foku tagoknak kiilon-kiilon el kell tiinniiik. Ebbdl megkapjuk elGszér a
idsfiiggését (itt az integralasi allandokat tgy irom, hogy a sebességmez6 egybdl a kivant, mar
ismert formaban jelenjen meg):
9 3 o Tl ag -2 Tl a(% Tz 2 Tt 2 2
= (@i) =0 = di=—"—= = L0 o )=t )

ot (a"2) “ mo a? @t moa’  my @ (®) mo ( o)+ ao

valamint megéllapithatjuk hogy aD = d;t + ds kell, hogy teljesiiljon (konstans d;, dy vekto-
rokkal), tovabba & = —%&- 1 K, kell, hogy legyen. Ezzel a sebességmezé ilyen alakba irhato:

%(t—to) apgCo X1 dit +ds

V=0 r+ + , B.17
Le-d+a  Le-0ra Lu-0+a 0

Megfelels térbeli eltolassal, valamint egy Galilei-transzformacioval elérhets, hogy a d; és a ds
vektorokat nullava tegyiik , és a részecskeszamsiirtiség kifejezésénél ng-ba beleolvaszthatjuk a
konstansokat. Tgy tehat a nemrelativisztikus esetben az iitkézésmentes aramlas altalanos alakja

a kovetkezd:

_ a (t) agp T;

20— L2 2
oK + O Coxr, a’(t) e (t—13) +ag, (B.18)
3 2 2
- ay Lot my 1 20 2 B ag
=g ) exp{ M) My (D) (Cgr* = (Cor)*) p, T = T[T2 Ok (B.19)

Ez a 3.3. szakaszban idézett legaltalanosabb iitk6zésmentes nemrelativisztikus megoldas. A Cy

vektor a folyds impulzusmomentumat hatarozza meg a 3.3. szakaszban leirt modon.



B.2. A RELATIVISZTIKUS UTKOZESMENTES ARAMLAS 89

A Cy = 0 gombszimmetrikus specialis eset volt ismert korabban is [43]: ezt a munkat kovetve
a 3.3. szakaszban erre az esetre konkrétan felirtuk az f eloszlasfiiggvényt olyan alakban, amirdl
lathato, hogy valoban iitkdzésmentes aramlasrol van szo. Ez a felirds természetesen érvényes
barmilyen D dimenzidszam esetén, és a hidrodinamikai megoldas is: igy tehat a gombszimmet-

rikus eset barmilyen D térdimenzioszam esetén iitkGzésmentes aramlas.

B.2. A relativisztikus uitk6zésmentes aramlas

Ebben a szakaszban a (3.23) egyenlet alapjan felderitjiik azokat a relativisztikus hidrodi-
namikai megoldéasokat, amelyek egyben tomeg nélkiili részecskék iitk6zésmentes dramlésdnak

felelhetnek meg. A megoldandé egyenlet:
G (0,A0 + 054,) — Gpe (0,A, + 0,A,) = 0. (B.20)

Lattuk tovabba, hogy ¢ = kp allapotegyenlet esetén x = D kell, hogy teljesiiljon.

Itt is (mint a relativisztikus hidrodinamikai egyenletek énmagukban valo vizsgilatdanal is)
kiilon figyelmet érdemel a k = D = 1 eset, ezt el6szor kiilon megvizsgaljuk, utana tériink at a
D # 1 esetre. Az egydimenzios (tehat D = 1, & = 1) esetben az A* vektor két komponensére
a (B.20) egyenlet minddssze a kivetkezo feltételt adja (¢ és = az id6 ill. helykoordinata):

0AY  9AY  9At  9A°
o T o AT o (B.21)
ot Ox Ox ot
amin egyszerd hullamegyenletre vezet, megoldasa rogton felirhato két haladé hullam 6sszegeként

az 2 = t £ z fénykipvaltozokat hasznalva:

ahol f(z1) és g (x7) tetszGleges egyvéltozos fiiggvények. Ezt az eredményt idézziik a 3.4.2.

szakaszban. (A" alakjat itt ugy irtuk fel, hogy egybél az ott idézett alakok adodjanak.)

A tobbdimenzios, D # 1 eset kicsit bonyolultabb, és a feltételeink nagyobb megszorito ere-
jiek. A (B.20)-at ekkor gy oldhatjuk meg, hogy A*-t egy Taylor-szeri sorba fejtjiik. Ilyen
kifejtés akkor létezik, ha u* és T sima fiiggvények, és T > 0 egy tartomanyon. (Ha hidrodina-

mikai folyasi képet keresiink, kell lennie ilyen tartomanynak.) A kifejtés tehat:

A, = aE}) + afﬁ)x" + aﬁ,)px”:v” + aﬁpaw”x”x" +... (B.23)
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Itt az o egyiitthatok az utolsé ¢ — 1 indexiikben teljesen szimmetrikus konstans tenzorok.
Abbol, hogy (B.20) z#-ben rendrdl rendre teljesiiljon, a kovetkezs feltételeket kapjuk:
@ _ 2 B _ (3) @ _ (4)

o0 W) = Jripg)s Ipo Ui = Guwpglxs IpoUuing = I Upolrg - (B.24)
ahol szokdsosan a szogletes zarojel szimmetrizaciot jelent. Az a(l) tetszéleges négyesvektor lehet
(ezt egyszeriien a¥-vel fogjuk jeldlni), ¢ > 2-re pedig ezek a feltételek egyenértékiiek a

G+ s = 9T (B.25)
kovetelménnyel, ahol T() teljesen szimmetrikus tenzor (vagy vektor ill. skalar ¢ = 3-raill. i = 2-
re). A megoldast ¢ = 2-re r6gton felirhatjuk egy tetszGleges F),, antiszimmetrikus tenzorral és
~ skalarral, ¢ > 3-ra pedig (B.25)-6t atalakithatjuk: el@szér p <> A, majd p <> v antiszim-
metrizacioval, azutan pedig ¥ szimmetriajat kihasznalva és még egyszer alkalmazva (B.25)-6t
megkapjuk az a)-k kifejezését:

i 1 i i i .
a2 = 9+ F lotve ay =2 (90T + 90T —g0T(0) . ha iz (B.20)

Az i = 3 esetben a T)(‘g) vektort by-nak nevezve régton felirhatjuk, hogy

(3)

1
aum\ = 5 (g}“/b)\ + g/l,)\bu - gu)\bp,) 5 (BQ?)

(@)

i > 4-re viszont tovabbi feltételeket jelent az, hogy a,,,, .

szimmetrikus a A\ <> 1 cserére:
(Qukafviy)... - gunTx\)...) - (gv/\T;EQ... - gvnT;Ei)\)..) =0. (B.28)

Ko6nnyti belatni, hogy ennek az egyenletrendszernek mar nincs nemtrivialis megoldasa D > 1-re.
Legegyszertibb talin komponensenként megtenni ezt. Most kétindexes T}, tenzort tekintiink,
a tobbindexes (7}, -ra vonatkozo) egyenletek teljesen hasonloan kezelhetdk. A (B.28) tenzor-
egyenletben a vegyes tér— ill. id6komponensekbél (az indexeknek p =0, v =i, A =0,n =k
értékeket kiosztva, ahol 4, k harmasindexek) azt kapjuk, hogy 0, To0 = Ti. Ezt felhasznalva
a csak térkomponensekbdl (=i, v =k, A = 1, n = m) a (0u0km — 0im0i) Too = 0 feltétel
kovetkezik. Ez utobbiban d;-lel sszeejtve az indexeket azt kapjuk, hogy (D — 1) 0k, Too = 0, és
az el6z6ek alapjan (D — 1) Ty, = 0 is teljesiil. (D dimenzios térben 0 = D). Itt latszik, hogy
kiilonvalik a D = 1 eset, mert ekkor (B.28) csak egy kis extra feltételt jelent T),-re, de D > l-re

Too-nak és Tip-nak is el kell tiinnie. A vegyes Tor komponensekre pedig a =14, v =k, A =0,
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1 = [ index-kiosztassal kaphatjuk a §;Tk = duTio feltételt, amibdl az 4, [ indexeket Gsszeejtve
az adodik, hogy (D — 1) Ty = 0. Itt is lathato, hogy ha D > 1, akkor a Ty, komponensek is
elttnnek. (Ha D = 1, akkor megint csupan egy kis megszoritast kapunk 7},,-re.)
Osszefoglalva tehdt: D = 1 dimenziéban az altaldnos iitkézésmentes megolddst a (B.22)
egyenlet irja le, D > 1 dimenzioban pedig a (B.20) egyenlet megoldésa a kivetkezd:
i

A (z) = a +yat + FWa, + (VW) ot — 5 (z"z,) . (B.29)

Ebhdl kaphatjuk a 3.4.1. szakaszban vizsgalt kiilonh6z6 megoldasokat.
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