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1. fejezet

Bevezetés

Az er6s kolesonhatds altaldnosan elfogadott elmélete a standard modell szerves részét ké-
pez6 kvantumszindinamika (QCD). Az egyik legfontosabb tulajdonsédga az aszimptotikus
szabadsag, amelynek értelmében az energiaskdla novelésével a csatoldsi dlland6 csokken.
Ennek kovetkeztében a nagyenergids folyamatok, és a nagyon magas hémérsékleti vi-
selkedés leirdsdra a perturbaciészamitds jol alkalmazhato, igy lehet6ség nyilt az elmélet
nagyenergids titkozésekkel torténd ellendrzésére.

A kvantumszindinamikdra alacsony energidn viszont a bezérds a jellemz6. Ez annak a
kovetkezménye, hogy a kvarkokat egymastol eltavolitva a potencial kozottiik linedrisan
nd. Emiatt szabad kvarkokat és gluonokat a kisérletekben el6éllitani nem lehet, azoknak
csak kotott dllapotait, a hadronokat tudjuk megfigyelni. Ebben az energiatartomanyban a
csatoldsi dlland6 olyan naggya vilik, hogy a perturbativ médszerek nem miikodnek, igy
a perturbacidészamitas a kisérletekben jol megfigyelhet6 hadronok, példaul a nukleonok
és pionok lefrasdra nem alkalmas. Ennélfogva sziikségessé valt a QCD alacsonyenergids
tartomanyénak vizsgalatdra egy megbizhatd, nemperturbativ médszer.

Ez vezetett a racs-QCD kifejlesztéséhez. A médszer a kezdeti megjelenése 6ta nagyon
sokat fejl6dott, és a szamitogéptechnika ezzel parhuzamos fejlédésének kovetkeztében
ma médr a hadronok nemperturbativ vizsgalatdnak elsédleges eszk6zévé valt.

A O pentakvarkra utal6 jel els6 kisérleti észlelését kovetSen tobb racstérelmélettel
foglalkoz6 csoport is kisérletet tett a ©* rdcson torténd kimutatasara, és a kisérletileg még
ismeretlen kvantumszdmainak meghatdrozdséara. Ezen eredmények azonban egymasnak
ellentmondani latszottak. fgy sziikségessé valt egy olyan atfogo keresés, melynek soran
a O" tomegéig mindkét paritds-csatorndban minden mads, a ®* ismert kvantumszamai-
val azonos kvantumszamokkal rendelkez6 allapotot be lehet azonositani. Ehhez azonban
a pentakvark lehetséges bonyolult hullimfiiggvénye miatt a trivialis térbeli szerkezettel
rendelkezd operdtorok nem elegend6ek. Doktori értekezésem egyik célja a megfelel spin-

nel rendelkez8, nemtrividlis térszerkezetii operatorok el8éllitdsa, valamint a ©* mindkét
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paritds-csatorndt atfogo, az igy elallitott operdtorok segitségével torténs keresése.

A O spektroszkopidja kapcsan is el6keriil6 nehézség, miszerint a keresett allapot-
nak nemcsak a kvantumszdmait, hanem a hulldmfliggvényét is ismerni kell, motivélta a
doktori értekezésem madsik céljit: egy olyan spektroszképiai médszer kidolgozasa, amely

pusztan a keresett dllapot kvantumszdmai alapjan megadja annak tomegét.



2. fejezet

A racs-kvantumszindinamika elemei

Ebben a fejezetben attekintem a racs-kvantumszindinamika azon f&bb elemeit, amelyek
a késébbi fejezetekben felhaszndldsra kertilnek. Ezen fejezet legtobb része az [1-4] Gssze-
foglalok valamint az [5, 6] konyvek felhaszndlasaval késziilt. A dolgozat sordn végig a
részecskefizikdban megszokott /i = ¢ = kg = 1 egységrendszert hasznalom.

2.1. A kvantumszindinamika

Az er6s kolcsonhatédst lefr6 elmélet, a kvantumszindinamika (QCD) egy SU(3) mér-
tékesoporttal rendelkez6 lokélis mértékelmélet. Az alapveté szabadsagi fokok a 8
szin-komponenssel rendelkezd Aj gluonmezdk, és a 6 kiilonbodzd izben eléforduls,
4(spin) x 3(szin) komponenssel rendelkezé 1 kvarkmeztk. A QCD Lagrange-fiiggvénye

Locp = —}LF;VFW + (DY —m)y, 2.1)
ahol
Fi, = 0,AL - 0,A + g fALAS (2.2)
a térerésség-tenzor,
Dy = 0+ g5 5 @3

pedig a kovaridns derivalds. Itta,b,c = 1,...,8 a szin-indexek, £ az SU(3) csoport Lie-
algebrajanak strukttraallandéi, A* a Gell-Mann matrixok, y* a Dirac-maétrixok, ¢ pedig
az un. csupasz csatoldsi dlland6. Egy SU(3) métrixokbol all6 tetszleges G(x) mez6t véve
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a (2.1) Lagrange-fliggvény invaridns az

A,0) = GEIAWIGEY = = (3,6(9) Gy

¥'(x) = GEY(X) 24)
¥ = PG ()

lokalis mértéktranszformdacidkra. A (2.4) transzformdcié nem a rendszer fizikai dllapotét
valtoztatja meg, hanem csak azt, hogy azt miként koordindtaztuk. Ezért csak az olyan
mennyiségek felelhetnek meg tényleges fizikai mennyiségeknek, amelyek szintén invari-
ansak a mérték-transzformacidkra.

A mértékelméletek kvantdldsa a Feynman-féle pélyaintegrdl modszerrel torténhet.
Ennek megfeleléen a ¢, Y kvarkmezokbol és A, gluonmez6kb6lallé Oy, ... ., O, operatorok
id6rendezett korrelatorat a

f [d¢] [dP][dAL] O (x1) - - - On(x,) €[00

(OIT[O1(x1) - - Ou(x)] 10) = — ~ (2.9)
[ avtapian, et
funkciondl-integdlok hanyadosa adja meg, ahol
S= f £ d*x (2.6)

ahatés. A (2.5) integrél az integrandusban megjelend, oszcilldl6 ¢ tényez6 miatt azonban
numerikusan tejesen kezelhetetlen, emiatt a szamoldsok elvégzéséhez a valds id6bdl egy
t — —it analitikus elfolytatast, in. Wick-forgatast végziink a képzetes id6be. Ezaltal
az indefinit metrikdji Minkowski-térid6 helyett a pozitiv definit metrikajti euklideszi

—Sg

téridében szdmolhatunk. Az e kifejezés a pozitiv e~ kifejezésbe megy at, ahol S az

ekulideszi hatés, az
1 a ra 7 '

LE = ZF;WF;W + IP(D#V’L + m)Eb (27)
euklideszi Lagrange-fliggvény integrélja az euklideszi téridére. A Minkowskitél val6
megkiilonboztetés végett a vektorok indexei most u = 0,1,2,3 helyett u = 1,2,3,4 lehet-
nek, ahol a negyedik komponens jelenti az euklideszi id6iranyt.

Az Oy, ...,0, operatorok euklideszi korrelatordt ilyen médon az

f (Y] [dT] [dA,]O1(x1) - Oy (1) e~ 1¥F 4]

(0101 (x1) -+ - Op(x0) 10)s = (2.8)

f [dy] [dp] [dA,]elooa]
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palyaintegrdl adja meg. A (2.8) Osszefliggés ugy is felfoghaté, hogy az
(0] O1(x1) - - - Oy (x) |0)g, korrelator az Oy (x1) - - - O,(x,,) szorzatnak a [dy] [dy] [dA,]e™%F po-
zitiv mérték szerinti varhat6 értéke. Mostantdl kezdve mindig euklideszi térben dolgo-

zunk, igy az g als6 indexet elhagyjuk.

2.2. Regularizaci6 téridoracs segitségével

A (2.8) integralban a kvarkmez&knek és a gluonmez6knek minden téridépontban min-
den lehetséges értékére kell integrdlnunk, ami végtelen sok integraldsi véltozot jelentene.
Ehelyett diszkretizéljuk a térid6t, azaz a valtozéinkat csak egy a rdcsalland6jt kobos racs
csticsaiban értelmezziik. Ilyen médon a kontinuumbeli x, folytonos téridé-koordinatak
helyett az x, = a-n, (n, € Z*) racs-koordinatakkal dolgozunk. Egy ilyen racson az im-
pulzus mindegyik komponense legfeljebb 1/a lehet, igy a kontinuumbdl a récsra torténd
attérés az ultraibolya divergencidknak egy természetes regularizdciéjat valésitja meg. Az
integréldsi valtozok szdma igy még mindig végtelen, ezért kivalasztunk a téridébol egy
véges térfogatt, téglatest alaku tartomdnyt, és a szdmoldsokat ezen minden irdnyban
véges sok racspontot tartalmazé dobozban végezziik. A doboz hatarain a legtobbszor
alkalmazott hatédrfeltétel a térszerti iranyokban periodikus, id6irdnyban bozonok esetén
periodikus, fermionok esetén pedig antiperiodikus (2.1. dbra).

Az igy kapott eredmények természetesen még nem egyeznek meg a fizikai, azaz a
végtelen térfogathoz tartoz6, kontinuumbeli eredményekkel. Meg kell ismételni a szamo-
lasokat egyre nagyobb térfogatii dobozokban, és egyre kisebb racsallandékon. A fizikai
eredmény eléréséhez el6szor a térfogattal kell tartani a végtelenhez, majd a rdcséllan-
déval nulldhoz. Ez utébbit nevezik kontinuum-hatdresetnek vagy kontinuum-limesznek.
Ha a vizsgdlt fizikai problémadban el6fordul6 korrelaciés hosszakndl a doboz mérete jéval
nagyobb, és a jelenségre jellemz6 energiaskaldk reciprokandl a rdcséllandé joval kisebb,
akkor a rdcson végzett szamoldsok eredménye mar jo kozelitéssel adja meg a végtelen
térfogati, kontinuum-limeszhez tartozé értékeket. Ilyenkor ezen hataresetek elvégzése
helyett azok hidnya szisztematikus hibaként vehet6 figyelembe.

A (2.8) integralban szerepel a hatds is, igy azt is diszkretizalni kell. A Lagrange-
fliggvényben szerepld differencidl-hanyadosokat véges differencia-hdnyadosokkal helyet-
tesitjiik, a hatdsban szerepld téridére torténd f d*x integdlds helyett pedig a rdcspontokra
torténd a*), dsszegzést frunk. Az igy kapott récs-hatds csak a kontinuum-limeszben
egyenl6 a kontinuumbeli hatéssal, az eltérés azonban altaldban j6l kontrolldlhaté. Egy R
dimenziétlan mennyiség a racsallandé mellett kiszamolt értékének az eltérése a kontinu-
umbeli értékétsl

Rrées = Rkont 4 O(g"), 2.9)
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o 0 e @
: ©
2 @
Ia
1 @®
-0 0

2.1. abra. Egy a racsallanddju, n X m-es, kétdimenzios racs. A periodikus hatérfeltétel
szerint a szélen levd, azonosan jelolt racspontokat azonositjuk egymassal.

ahol a v kitev$ a hatds diszkretizaciéjdanak moédjatdl fligg. Minél nagyobb ez a v kitevd, an-
nél jobbnak tekintjiik az adott diszkretizaciot, ugyanis annal gyorsabban tart az eredmény
a kontinuum-limeszhez.

A rdcs-megfogalmazasra az egyik legegyszer(ibb példa az

L= % (3,9) + %mquz + ¢ (2.10)

euklideszi Lagrange-fiiggvénnyel rendelkezd skaldrmezs. Ennek legegyszertibb diszkre-

tizaldsi moédjaban a racs-hatés

5= Z ( |:¢)X+[.A ‘Px ,u] +%m2¢§ + /\(Pi] (2.11)

alakd. Itt {1 a p irdny, racsélland6 nagysagu vektort jeloli, igy x + I az x rdcspontnak a i
irdnyban lev6 szomszédja. A numerikus szdmoldsokban érdemes racs-egységekben mért,
dimenziétlan mennyiségekkel szdmolni, ezért a paramétereket is és a mezdket is dtskalaz-
zuk a rdcsdlland6 megfelel6 hatvanyaival. A skaldrmezd esetében ez a ' = ¢pa, m’ = ma
és A’ = A dimenziétlan mennyiségek bevezetését jelenti. Ilyen médon a racsélland6 nem

jelenik meg explicit médon sem az

S= Z[ [z+ m]m'(p;f—%z B P 2.12)

hatasban, sem a szdmolds tobbi részében. Az igy kapott dimenziétlan eredményekbdl a
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Uyspp = Uy X+ X+ [+
yt+i

Py
ux;y *

@ (b)

2.2. abra. (a) A rdcson a gluonokat leiré mértékterek SU(3) matrixokként a racspontokat
0sszekoto éleken vannak. (b) A Wilson-hatas épitéeleme, a plakett.

fizikai értékek a racsdlland6 megfelel6 hatvanyaival toréné szorzassal kaphatok meg.

2.3. Tiszta mértékelméletek a rdcson

A Yang-Mills elméletek leglényegesebb eleme a lokélis mértékinvariancia, ezért a diszk-
retizdci6juk sordn a lokélis mértékinvariancidnak meg kell maradnia. A kontinuumban a
mértékterek mutatjdk meg azt, hogy ha az egyik térid6pontban levd vektort 6ssze akarunk
hasonlitani egy masik téridépontban lev6vel, akkor ehhez hogyan kell azt transzformal-
ni. Ezért ha a kvarkok a rdcspontokon vannak, akkor természetesnek adédik, hogy a
mértékterek altal leirt gluonok a rdcspontokat 9sszekotd éleken, az tn. linkeken tilnek.

Mig a kontinuumban a mértékmez6 az SU(3) mértékesoport Lie-algebrajabol veszi fel
az értékeit, a rdcson célszertibb magukat az SU(3) csoport elemeit venni. Az x rdcspontot a
w irdnyt szomszédjaval, az x + i rdcsponttal 6sszek6to linken levé SU(3) matrixot U,,-vel
jeloljiik. Ekkor a rdcs és a kontinuum mez8k kozott a kapesolat

U, = s, (2.13)

ahol g a QCD (csupasz) csatoldsi dllandéja. Egy link két rdcsponthoz is csatlakozik, igy
kétféleképpen tekinthetiink rd. Ha az x rdcspontbdl induld, az x-et az x + I rdcsponttal
Osszekotd p iranyt linken a gluonmez6 értéke Uy, akkor az x + {i-bdl indulé, ugyanezen
linken lev6 U, -Te

Uy gy = Uy, = UL, (2.14)

teljestil (2.2.a. dbra).
A gluonmezbknek ezen formaja lehet6vé teszi, hogy az egzakt mértékinvarianciat a

racson is megérizziik. Ha minden racspontban megadunk egy G, € SU(3) transzforméciés
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X
(a) (b)

2.3. dbra. Mértékinvarians mennyiségek: (a) zart gluon-hurkok; (b) egy kvarkot és egy
antikvarkot 6sszekotd gluon-ttvonalak.

matrixot, akkor a megfelel lokélis mértéktranszformaciot az

U, = GG,
Py = Gy (2.15)
¥, =9,Gl

képletek szerint hajthatjuk végre. Ez a kontinuumban megfelel a (2.4) mértéktranszfor-
méciénak.

A racson mértékinvaridns mennyiségek képezhet6k egyrészt
Tr [uxw,u uxﬁﬂ;v T ux.—é;e] (216)

alakd zart gluonhurkok formdjaban (2.3.a. dbra). Ezeknek az értéke nem fiigg attol, hogy
a hurkon beliil hol valasztjuk meg a kezdSpontot. Masrészt egy antikvarkbdl kiindulé és
egy kvarkba torkollé
Y U Usyag - Ui e, (217)
gluon-ttvonal is mértékinvaridns mennyiséget ad (2.3.b. dbra).
A tisztan gluonikus hatds a kontinuum QCD-ben

1
kont. _ 4 A pa
Shont: = fd x JFiuFi. (2.18)

Ennek a legegyszertibb mértékinvarians diszkretizéciéja az

e = /32‘ 1- %Re 1) (219)

v<p
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an. Wilson mértékhatas, ahol g = 2% a csatolasi allando, és

Px;pv =Tr [ux;;t ux+ﬁ;v u u+

X+ X v]

(2.20)

az 1 x 1-es zért hurok, az un. plakett (2.2.b. dbra).

2.4. Fermionok a rdcson

A QCD-ben azonban nem csak gluonok, hanem kvarkok is szerepelnek. A kvarkok viszont
fermionok, ami a racstérelméleti szamoldsokban tobb nehézséget is okoz.

A legszembet{in6bb probléma, amely mér szabad kvarkok esetén is jelentkezik, az tn.
fermion-megkett6z6dés. Egy szabad egy 1zb6l all6 kvarkmez6 kontinuum hatésa

= f d*x P9, + myy. (2.21)
Ezt naiv médon diszkretizdlva az
& Ve _
S;\alv — a4 Z lz[)x Z y! } % Bl +m lpxlpx (222)
x u=1
racs-hatast kapjuk. Ezen hatasb6l ad6doé racspropagétor inverze
sin p ul
Gt () =1y, +m. (2.23)

Ennek viszont az m = 0 esetén nem csak a p = 0 helyen van zérushelye, hanem ezen kiviil
az elso Brillouin-zondban még a p, = 0, +Z helyeken, igy a leirni kivant egy fermionmez&
mellett megjelentek nemkivént masolatok. Ap = % ésap = —% pontok a véges racsilland6
kovetkeztében megegyeznek egymdssal, de még igy is a 4 dimenzids téridében egy helyett
16 kvarkot kapunk. Ezt hivjuk a fermion-megkett6z&dés problémédjanak.

2.4.1. Wilson fermionok

A fermion-megkett6z6dés kikeriilésére tobb kiilonboz6 méd létezik. Ezek koziil az alkal-
mazasokban az egyik legelterjedtebb a Wilson fermionhatds. A hatdshoz adott Wilson-tag
azéltal kiiszobol ki minden mésolatot, hogy azoknak ma-nal sokkal nagyobb tomeget ad,
igy azok nem adnak jarulékot. A Wilson-tag mésodik derivaltat tartalmaz, igy a dimenzi-
6tlansdg megdrzése érdekében a-nak eggyel magasabb hatvanydval kell szorozni, mint a
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tobbi tagot:
W _ gnaiv _ I a7
S =5¢ a-5a Er Yoy, (2.24)

ahol
Z IPH;L - 2¢x + 1}'1 p (225)
u=1
Ezéltal a kontinuum hataresetben a Wilson-tag a-val ardnyosan nulldhoz tart. Az r az tn.
Wilson paraméter, amit legtobbszor 1-nek véalasztanak, de értéke tetszéleges egynél nem

nagyobb pozitiv szdm lehet. A (2.24) hatdsbdl szamolt propagator inverze

4
2
G(p) = Got(p) + =5 ) sin? (p,a/2) (2.26)

u=1

alakd. Ez O(p) rendig nem moédositja a fermionhatds p = 0 kortili viselkedését, viszont
a mdsolatoknak egy ¥ extra tomeget ad, ahol b lehetséges értékei 2, 4, 6 vagy 8, attdl
fligg6en, hogy melyik masolatot vizsgaljuk. A kontinuum limeszben a masolatok tomege
végtelenhez tart, igy a hatds valéban egy kvarkot ir le.

Az a*? — ¢ dimenziétlanitds utdn a Wilson fermionhatés a

sv=Y" {Ex Y10 = ) s = (e 1) | + (ma + 49) wx} (2.27)
x u

alakot olti. A tomeghez hasonlé szerepe miatt szokds bevezetni a k = 1/(2ma + 8r) tn.

hopping paramétert, és a fermionmez6t V2x-val dtskalazni. A gluonmezokhoz csatolva a

kvarkok minden egyes racspontban mar 3(szin) x 4(spin) dimenziés vektorok lesznek. Az

U gluonmez6t tgy lehet mértékinvaridns médon betenni a hatdsba, hogy a szomszédos

racspontokon levé v és 1 kozé irjuk. Igy a teljes mértékinvarians Wilson hatés:

S}N = Z {K [Z Ex (Vu - r) Uy §rp — Eﬁp (Vu + ”) u;;plpx
x u

A Wilson hatas nagy elénye, hogy a fermion-megkett6z6dés sordn keletkez6 Osszes

+ Exlpx} . (2.28)

masolatot megsziinteti. Ezen elénye mellett azonban hétranyai is vannak. A Wilson tag
a kiralis szimmetriat explicit médon sérti. Ha @ — 0, akkor a szimmetria visszaall, de a
valddi, a # 0 melletti racs-szdmoldsokban a kiralis szimmetria hidnya sokszor nehézséget
okozhat. Meglepé médon ennek ellenére kaphatunk tomegtelen pionokat a # 0 racs-
alland6 mellett is. Az ahhoz tartoz6 k. azonban nem egyszertien 3--rel egyenld, hanem a
szamolésok sordn azt kiilon meg kell keresni.

A Wilson hatéds egy masik hatranya, hogy hasznélatakor nagy diszkretizaciés hibak
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Iéphetnek fol. A naiv hatds hasznélatakor a fizikai mennyiségek varhato értékének hibéja
a*-tel arényos. A hatdshoz adott Wilson-tag azonban a-val arényos, azaz S}' = Sk + O(a),
igy a kapott hibak itt a-val lesznek ardnyosak. Ez azonban javithat6, ha a hatdshoz egy
olyan tagot adunk, ami kiejti az O(a) hibakat. A Wilson fermionhatdshoz hozzdadva a
Sheikholeslami-Wohlerti, vagy mds néven clover tagot [7], akkor a kapott

clover laCKr
Sfl = Z l;[) Ouv Y,uvll) (2.29)

hatds a ¢ egyiitthaté megfelel6 megvalasztdsa esetén mdr O(a?) hibdval rendelkezik. Itt

F xuv @ kontinuumbeli F,, térer6sségnek a diszkretizalt valtozata:

Fropw = (u U U U, — U U Ui Ut

X+ x=-v;u

+ Uy Ut g Ut Uy = U U U UL g,) =

X—+u " x—;v X+=Dv T x=v;u

X+V x+7

- X7k x + - X OxXrE | (2.30)

N,
=
=
~+
=
=
|
=
=

2.4.2. Kogut-Susskind fermionok

Amint azt fentebb lattuk, a fermion-megkett6z6dés abbdl ered, hogy a rdcs-propagétor
(2.23) inverzének a Brillouin-zéna szélein is zérushelyei vannak. Ezaltal felmeriil az a
lehet6ség, hogy a nemkivant masolatokat a Brillouin-zéna méretének csokkentésével ta-
volitsuk el. Ez elérhet6, ha a fermion szabadségi fokokat a racspontok kozott oly médon
osztjuk szét, hogy az effektiv racsallando kétszerese legyen az eredetinek, és a kontinu-
um hatdresetben visszakapjuk a kontinuum hatést. Az eredetileg egy rdcspontban levé
kiilonb6z6 spinkomponenseket szétosztjuk egy racsallandé elhossztisdgt hiperkocka cst-
csaiba. Egy d dimenzios hiperkockédnak 27 csticsa van, igy a rendelkezésre 4116 szabadsagi
fokok szdma 27 (2.4. dbra). A Dirac-spinoroknak d dimenziéban 2%/2 komponense van,
igy egy hiperkocka minden csticsdba egy komponenst frva 27/24/2 = 24/2 fermionmez6t
tudunk lefrni. A d = 4 dimenzi6s térid6ben tehdt 2#> = 4 degeneralt kvarkot kapunk. Az
eredeti ¢, mez6k helyett minden rdcspontban bevezetjiik a 3(szin) X 1(spin) komponens-
sel rendelkezd x, mez6t, melyekre a mértékinvaridns teljes Kogut-Susskind (staggered)

S? = Z Xx {% Z Nxu (ux;pX,wp - U;rfﬁ;HXx—p) + ma)(x} ’ (2.31)
x u

hatés:
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2.4. dbra. A 24 staggered fermion szabadsédgi fok szétosztdsa a kétdimenziés (d = 2)
racson.

ahol
Mo = (“DZ %, 2.32)

Ez a hatds 4 degeneralt kvark-izt ir le, de az izek szétvélasztdsa az egy hiperkocka
csticsaiban lev6 16 kiilonbozé x értékbdl bonyolult feladat. A staggered hatdsnak azon-
ban van egy maradék kirdlis szimmetridja, aminek kovetkeztében jobban kezelhetd, és
gyorsabban lehet vele dolgozni, mint a Wilson hatéssal. Tovabba a staggered hatés esetén
a diszkretiz4cios hibak a*-tel ardnyosak, csak gy, mint a naiv hatds esetében.

2.5. Szamolasi algoritmus

A teljes racs-QCD hatds tomoren az

S(U Y, P) = Se(U) — ¢ M(U) ¢ (2.33)

alakba irhat6, ahol S; a tisztdn gluonikus hatds, M(U) pedig a mérték-konfiguraci6tol
fligg6 fermionmatrix. Mivel a kvarkmez6k kvadratikusan szerepelnek, az azokra torténd
integréldst analitikusan el lehet végezni. A fermionokat a Pauli-elv miatt nem hagyo-
manyos szdmok, hanem egymadssal antikommutdlé Grassmann-valtozok irjék le, igy a
kvarkokra vonatkozé Gauss-integral eredményeként az M(U) kvarkmatrix determinansa

nem a nevez8be, hanem a szamlaléba kertil:

f [dU] [dy] [dyp] e SsW+PMWDY — f [dU] e S det M(LI). (2.34)
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Ezt agy is felfoghatjuk, hogy a fermionok bevezetésének a kovetkezményeként a gluo-
nokra az
Sete(U) = Sg(U) — In (det M(U)) (2.35)

effektiv hatds vonatkozik. Az In(det M) tag felel6s a vakuumpolarizaciéért, a vikuumban
megjelend és eltling kvark-antikvark parokért. Emiatt amelyik kvark-izek fermiondeter-
mindnsat a mérték-konfiguracidk eldéllitdsa sordn figyelembe vessziik, azokat dinamikus
fermionoknak hivjak.

A 2.4.2. alszakaszban lattuk, hogy ha staggered fermionokat hasznalunk, akkor ezen
hatds 4 azonos tomegii kvarkot ir le. Ha 4 helyett n¢ szdmua azonos tomegti kvarkkal
szeretnénk dolgozni, akkor az integrédlban és az effektiv hatdsban a det M(U) tényez6t az
n¢/4-edik hatvanyra emeljiik.

f [dU] [dy] [dy]e S5 = f [du]e s [det M(L)]"*, (2.36)

Seis (L) = Sy(U) — %m(detM(U)). (2.37)

Az egyszertliség kedvéért az n;/4 kitevot a tovdbbiakban elhagyjuk.

A kvarkokat is tartalmazé operatorok (2.8) szerinti varhat6 értékének meghataroza-
sakor a fermionokra torténd kiintegralds sordn a fermionmatrix inverzének, a kvark-
propagatornak a megfelel6 matrixelemei jonnek el6. Legyen példaul

O y) = (), (¥y), (238)

az x pontban egy 7 és d kvarkot tartalmazé mezont kelt6, majd azt az y pontban eltiintet
operator. Ennek a varhat6 értéke

[lawagiiag ) gy 7 g s
010G »)0) = - . -
[auniagiagp e

XY

f[dll] [M_l’”(ll)]ub [M;;'d(l,[)]bﬂ det M(U) ¢S5

f [dU] det M(U) %W
f[du] Trszl'.n,spj_n [(M;}/’“) (M;kd)] e Seit (L)

f[du] e Seii (L)

(2.39)
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Az O vérhat6 értéke megegyezik tehét a pusztdn a mértékterektdl fliggsd
o = Trszin,spin [(M;}/u) (M;;d)] (240)

operétornak a (2.35) effektiv hatdssal rendelkez6 gluonmez6kon vett varhato értékével.
Egy csupan a gluonmezdktdl fiiggd O operator

f[dU]Oe’Se“(u)
f [du] o Seit (L)

varhat6 értékének a kiszdmitdsa a kovetkezképpen torténik. Generadlunk véletlen {U},

01010y = (2.41)

gluonmezé konfiguracidkat, majd kiszamitjuk az

=
re
o

sulyozott dtlagot. Itt O, az O operator értéke, S, pedig az S effektiv hatds értéke az a

0100y = (2.42)

mérték-konfiguracién. A mérték-konfigurdcidk sszességét hivjuk sokasagnak.

A véletlenszertien generdlt gluonkonfiguraciok tobbségére azonban S, nagyon nagy,
igy azok nagyon kis jarulékot adnak a (2.42) dtlaghoz. Ilyen médon szdmolva tehat nagyon
sok felesleges munkat végeznénk. Célszertibb a konfiguracidkat eleve olyan eloszldssal
elsallitani, hogy az {U,} konfiguraci6 e~>:-val ardnyos val6szintiséggel keriiljon els. Ezt
hivjuk fontossagi mintavételezésnek. Ha ilyen eloszlassal 4llnak rendelkezésiinkre a kon-

figuraciok, akkor
N
1
(01010) = 5 Z; O., (2.43)

tehdt az eredmény az O operatornak az egyes konfigurdciokban vett értékének az atlaga.
Ha a szdmolds sordn N statisztikusan fliggetlen mérték-konfiguraciot hasznaltunk, akkor
az eredmény relativ statisztikus hibdja \LW

Tébbféle algoritmus létezik a konfiguraciok e~5 eloszlast generédldsdhoz. A legkorabbi
és egyben a legegyszer(ibb eljards a Metropolis algoritmus. Els6 1épésként generdlunk
egy véletlenszeri konfiguraciot. Ebb6l kis véletlenszerti valtoztatdssal el6éllitunk egy
kovetkezd konfiguréciét, és kozben figyeljiik a hatds AS valtozasat. Ha S csokken, ak-
kor az tjonnan kapott konfiguraciot elfogadjuk. Ha S ng, akkor az 6j konfiguraci6t e
valészintiséggel fogadjuk el. Ezt ilyen médon folytatva minden egyes konfigurdciéban
végezhetiink méréseket, azaz kiértékelhetjiik a kiilonboz6 O operatorok értékét.

Alépéseket egy véletlenszerti mérték-konfiguraciérél inditva az els6 1épéseknél el6for-
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dulé konfigurdciok még nem az e~* eloszlast fogjak kovetni. Nagyon nagy valészintiséggel
fognak a kiinduldsi konfiguracichoz kozeli konfiguracidk el6keriilni, még akkor is, ha az
™5 értéke azon konfiguraciokra rendkiviil kicsi. A mérések elkezdése el6tt ki kell varni
tehdt a termalizacids id6t, ami az ahhoz sziikséges lépések szama, hogy a konfiguraciok
sorozata elérje a kiinduldsi konfiguraciotdl fiiggetlen e~ egyenstilyi eloszlést.

Mivel minden konfiguraciét egy el6z6 konfiguraciébol kis valtoztatassal hoztunk létre,
az egyes konfigurdciok nem tekinthet6k statisztikusan fliggetlennek. Figyelembe kell ven-
ni tehdt az autokorreldciés id6t, ami azt mutatja meg, hogy két konfiguraci6 kozoétt hany
lépésnek kell megtorténnie ahhoz, hogy az azokban mért mennyiségek mar egymastol sta-
tisztikusan fiiggetlennek, korreldlatlannak tekinthetSk legyenek. Az autokorrelacios id6
megallapithaté az O operatornak a konfiguraciok sorozatan mért értékeibdl. Ez éltaldban
fligg az O operatortdl. Ha példaul O olyan zért gluonhurok, ami szinte az egész racsot be-
jarja, akkor hosszabb lesz az autokorreldciés ideje, mint ha csak néhdny egymashoz kozeli
linken haladna. Ahogy csokkentjiik az a rdcsallandét, a kontinuum hataresethez haladva
fellép a kritikus lelassulds jelensége. Ez annak a kovetkezménye, hogy a-t csokkentve egy
adott tipikus fizikai tdvolsag, mint példaul egy hadron mérete, rdcs-egységekben mérve
nagyobb lesz, azaz t6bb rdcspontnyi tdvolsdgnak felel meg. Ahhoz, hogy két konfiguracié
ugyanazon a fizikai méretskaldn korreldlatlan maradjon, kisebb récsélland6 esetében tobb
1épésnek kell kozottiik eltelnie.

2.6. Racsalland6 meghatdrozasa

A numerikus szdmoldsok sordn dimenzidtlan, rdcs-egységekben mért mennyiségekkel
dolgozunk, a rdcsallandé sehol nem jelenik meg. A szdmoldsok végén az eredményeket
azonban a fizikai egységekben szeretnénk tudni. Ehhez a szdmoldsok sordn a keresett
mennyiségek mellett a rédcséllandét is meg kell hatdrozni. A rdcsallandé meghatdrozasa
minden esetben tgy torténik, hogy egy jol ismert értékdi, és a rdcson is konnyen mérhetd
fizikai mennyiséget megmériink a racson, és a rdcs-egységekben kapott értékét 6sszeha-
sonlitjuk annak fizikai egységekben mért valodi értékével.

A statikus kvark-antikvark potencidl a tiszta mértékelméletben is és dinamikus fer-
mionok hasznalata esetén is alkalmazhat6 a racsallandé meghatarozésara. Jelolje W(R, T)
egy térirdnyban R, id6iranyban T élhossztsagu, téglalap alakii gluonhurok (2.5. dbra), tn.
Wilson-hurok vérhaté értékét. Ebb6dl a V(R) statikus kvark-antikvark potencidl [8]:

V(R) = - lim % In[W(R, T)] (2.44)
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2.5. abra. Térirdnyban R, id6iranyban T kiterjedésti Wilson-hurok.

Durvébb récsokon a
o= lim ——~ (2.45)

hurfesziiltség Vo = 465 MeV értéke hasznalhato6 a racséllandé meghatdrozaséra [9]. Fino-
mabb racsokon célszeriibb az

=1.65 (2.46)

Osszefiiggéssel definialt 1, Sommer-paramétert alkalmazni [10], amelynek az értéke r, =
0.469(7) fm [11]. Ezeken kiviil a rdcsdllandé meghatdrozasara nagyon j6l hasznalhat6
mennyiség példdul a kaon leptonikus bomlési dllandéja, melynek fx = 159.8 MeV kisérleti
értéke is j6l ismert, és a rdacson is konnyen mérthetd.

2.7. Hadronspektroszképia

A hadronspektroszkoépia célja meghatérozott kvarktartalmu és kvantumszamokkal ren-
delkezd hadronok, allapotok tomegének a meghatdrozdsa. Az (0|0(t)5(0)|0) euklideszi
korrelator annak a folyamatnak a valészintiségi amplitidéjat irja le, hogy a 0 pillanatban
az0 operator éltal keltett hadronéllapot a t id6pontban elttinik. Az O operétor alakja adja
meg, hogy milyen hullamfiiggvénnyel rendelkezé allapotok keltédnek. A hadronspekt-
roszképidban O kiilonbozé kvarkokat kelts és eltiintets operatorokbdl épiil fel.

A hadronok tomege Iényegében azok nyugalmi energiajat jelenti, igy azt szeretnénk,

hogy az O operétor csak a nulla impulzussal rendelkez6 allapotok hullafiiggvényével
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fedjen at. Ezért az O operdtort vetitjitkk a p = 0 altérre:
0vo(t) = Y o x| =) 0% (2.47)
X p=0 X

Megadott paritdsu dllapotok keltéséhez az O operatorbdl az

0. == (0+Pror™) (2.48)

N =

projekci6 segitségével ki kell valasztani a megfelel$ paritds-csatornét. A legegyszertibb
alakt operatorokra a tértiikrozés hatasa

POP™! = ny,0, (2.49)

ahol 1 = +1 az O operator belsd paritasa. Nem pontszer(i O operatorok tértitkrozése esetén
a kvarkforrasok elhelyezkedését is tiikrozni kell.
Mivel euklideszi id6ben vagyunk,

o) =" 0(0) e, (2.50)

ahol H a teljes QCD Hamilton-operétora. fgy a korrelatorba H egy teljes |i) sajatéllapot-
rendszerét beillesztve a korrelator az

00W0010) = Y, | G0N0 [ et (251)

alakot o6lti, ahol E; az |i) sajatdllapot energidja, Ey pedig a vakuumallapot energidja. Az
Osszegzésben természetesen csak azok a sajatédllapotok fognak jarulékot adni, amelyeknek
az atfedése az O dltal keltett allapottal nem nulla. Hosszt id6 elteltével a (2.51) Osszeget
a leglassabban lecseng® exponencidlis fogja dominalni. Tehdt az O operdtorral atfedd
allapotok koziil a legalacsonyabb energidja allapot tomege a (2.51) korrelator nagy t-nél

megvaldsulé exponencidlis lecsengéséb6l kaphat6 meg.

2.8. Véges homérsékletii QCD

Egy kvantumrendszer nulla kémiai potencidlhoz tartozé nagykanonikus édllapottsszege
véges T hémérsékleten
Z=Te[e 7], (2.52)
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ahol H a rendszer Hamilton-operatora. A (2.52) egyenletben szereplé Tr meghatarozasa-
hoz az allapotoknak egy teljes rendszerére kell 6sszegezni. Egy bozonokat leiré térelmélet
esetén ez azt jelenti, hogy az ¢sszes, a hdrom térdimenziéban értelmezett ¢ mez6konfigu-

réciéra kell elvégezni a

Te[e 7] = f [dg] (|7 |p) (253)

funkcional-integralt. A (2.53) integralban szerepls (p|e/" |p) integrandus pedig nem
mds, mint annak a valészintiségi amplittidéja, hogy a t = 0-beli ¢ allapotbdl kiindulva a
rendszer t = —i/T képzetes id6 , elteltével” ismét a ¢ dllapotba keriil. Az ilyen dtmeneti
valészintiségi amplitadék pedig a

t=—i/T 3
(| |p) = f [do] exp(i L i dt L((p,a—i)) (2.54)
Pli=o=¢
Ple=—yy7=¢

funkciondl-integral segitségével szamolhatdk ki, ahol az 6sszes olyan 3 + 1 dimenziéban
értelmezett ) mezSkonfigurdciéra integrdlunk, amelyek a t = O0-banis ésat = —i/T-ben is

¢@-vel egyenlk. Mivel képzetes id6irdnyban integrélunk, ezért az

L(gb,%): f d3xL(¢,%) (2.55)

Lagrange-fliggvényben a ¢ mez&nek a képzetes idGirdnyu derivéltja jelenik meg. Beve-
zetve a T = if helyettesitést a (2.54) integral a

<(p|€’H/T |(P> = f [d¢] exp (— j:;m dr f d*x LE((b, (;—f)) (2.56)

PBle=0=¢
Ple=1/7=¢

alaktva valik, ahol L az euklideszi Lagrange-stirtiség. Ha a (2.56) egyenletet a (2.53)
Osszeftiggésnek megfeleléen integraljuk az 6sszes, 3 dimenziéban értelmezett ¢ konfigu-
raciodra,

Z:Tr[efmr]: f[ do] f 6] exp (_ fﬁmdf f d3x LE(¢,§-‘§)), (2.57)
=0

ble=0=¢
Ple=1/7=9

akkor tulajdonképpen a
7= f [dgp] e~5E@ (2.58)
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euklideszi funkciondl-integrélt vettiik az 6sszes olyan mez8konfiguréciéra, amely az id6-
irdnyban 1/T szerint periodikus. Fermionokat is tartalmazé elméletek termodinamikai
lefrasakor a fermionmez&kre id6irdnyban nem periodikus, hanem antiperiodikus hatar-
feltételt kell kironi.

A Thémérsékletti kvantumszindinamika egyenstlyi termodinamikdjdnak lefrdsa tehdt
egy 1/T nagysagu, képzetes id6vel analdg tengely bevezetésével lehetséges. Az allapot-
Osszeg formalisan megegyezik az euklideszi térelmélet

Z=Tre[e ] = f [dU] [d] [dy] e SeUad (2.59)

allapotosszegével, itt azonban a hatast az id6iranyban csak 1/T-ig kell integralni.

1/T
SE = f dX4 f d3X -LE (260)
0

Az idGirdnyban a gluonok esetében periodikus, a kvarkok esetében antiperiodikus hatar-
feltételt kell alkalmazni.

A (2.59) éllapotosszeg diszkretizéldsa, és rdcson torténd kiszdmoldsa pontosan ugyan-
agy torténik, mint az euklideszi racstérelmélet esetében. Itt akkor kertiliink kozel a végte-
len térfogati hataresethez, az tin. termodinamikai limeszhez, ha a racs tériranyt kiterjedése
sokkal nagyobb, mint az 1/T id6irdnyt mérete.

Ha az a rdcsallanddji rdcs idGirdnyban N, rdcspontot tartalmaz, akkor a rendszer

hémérséklete 1

:u~Nt'

A QCD-ben az aszimptotikus szabadsag miatta monoton csokkend fliggvénye a ff csatolasi

(2.61)

allandénak, igy rogzitett Ny mellett f novelése a hémérséklet novelésének felel meg.



3. fejezet

A @1 pentakvark spektroszkopidja

A kvarkmodell nagyon jol leirja a kisérletileg is jol ismert hadronokat: a kvark-antikvark
parbdl 4llé g7 mezonokat, a hdrom kvarkbdl allé gqq barionokat, valamint a hdrom an-
tikvarkbdl 4ll6 474 antibarionokat. Ezek mellett azonban jésol egzotikus kvarktartalmu
hadronokat is: példdul négy kvarkot és egy antikvarkot tartalmazoé gqqqq részecskét, vagy
hat kvarkbdl felépiilé gqqqqq hadront is. Bar ezen egzotikus hadronok megkeresésére
iranyul6 kisérletek mar a 60-as évek 6ta zajlottak, egyértelmtien kimutatni egyet sem
sikeriilt. Ez annak volt betudhat6, hogy az egzotikus hadronok feltételezhetGen nagy
bomlési szélességgel rendelkeznek.

A Kkiralis szolitonmodell [12] altal megjosolt pentakvark antidekuplet legkonnyebb
tagja az 1530 MeV tomegti [13], uudds minimalis kvarktartalommal rendelkez6é ©* (3.1.
abra). Diakonov, Petrov és Polyakov 1997-ben a ©* pentakvark szélességére nagyon kicsi,
I' < 15MeV értéket j6solt [14], aminek hatdsdra beindultak a megtaldldsara iranyul6
kisérletek.

Elészor a LEPS kollaboraci6 latott a ©*-ra utald kisérleti jelet 2003-ban 1540 MeV t6-
megnél [15], amit a DIANA [16], a CLAS [17], majd a SAPHIR [18] csoportok pozitiv
eredményei kovettek. A @* pentakvarkon kiviil az antidekuplet mas tagjai is el6bukkan-
tak, példaul az NA49 kollaboréci6é a E77(1860) pentakvarkra utald jelet észlelt [19].

A ©*(1540)-re utald kisérleti indikdciok teljesen megvaltoztattak az egzotikus hadro-
nokrdl alkotott képet, a szélességére felallitott I' < 10 MeV kisérleti fels6 korldt pedig azt
is megmagyarazta, hogy kordbbi kisérletekben miért nem lattak a létezésére utald jelet. A
©" a kisérletekben egy neutronra és egy K*-ra bomlott, igy a ritkasdga S = +1, az izos-
pinjének harmadik komponense I; = 0, és a minimalis kvarktartalma uudds kell legyen.
Mivel az I3 =1 csatorndban nem lattdk, a SAPHIR kollabordci6 szerint a ©* valésziileg
egy izospin szinglet allapot [18]. A rendelkezésre 4ll6 kisérleti adatok alapjan a spinjét és
a paritdsit azonban nem lehetett megéllapitani.

A O kisérleti elallitdsat a lehetséges szerkezetének feltdrdsdra, a még nem ismert

23
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I3
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3.1. abra. A kirdlis szolitonmodell altal jésolt pentakvark antidekuplet. A hdromszog
csticsaiban levé hadronok egzotikusak, a kvantumszamaik el6allitdséhoz haromnal
tobb kvarkra van sziikség.

kvantumszdmainak meghatarozdsara, és esetleges tovédbbi egzotikus hadronok létezésé-
nek vizsgdalatdra irdnyul6 elméleti munkak sokasdga kovette. A kvarkmodell viszonylag
nagy értékeket jésol a pentakvark tomegekre [20], a ©*(1540) alacsony tomegét a kvar-
kok kozott fellépd erds korreldciéval magyarazték. Jaffe és Wilczek [21,22] szerint a ©F
pentakvark két dikvarkbdl és egy antikvarkbol, mig Karliner és Lipkin [23] szerint egy
dikvarkbol és egy trikvarkbol épiil fel. A modell alapjan a kis bomlasi szélességet a penta-
kvark hullamfiiggvényének a végs6 nukleon-kaon (N - K) éllapottal valé nagyon kismér-
tékii dtfedése, vagy pedig két majdnem azonos tomegi dllapot keveredése okozhatja [24].
A kvarkmodellen kiv{il a kisérletben latottakat a QCD 0Osszegszabdly alapjan [25, 26],
valamint barion-mezon kotott dllapotként is probaltak értelmezni [27,28].

A kiilonb6z6 modellek a @*-nak azonban eltéré tulajdonsagokat jésolnak. Mig a kiralis
szolitonmodell és a kvarkmodell szerint példaul pozitiv paritdsi, a QCD Osszegszabdly
alapjdn a ©* negativ paritdst. Sziikséges tehat a ®*(1540) pentakvarknak egy modell-
feltevésektél mentes, kozvetleniil a QCD alapelvein alapuld, vagyis racs-QCD segitségével
torténd vizsgalata.

3.1. Korabbi racstérelméleti eredmények

A rdcs-QCD segitségével torténd megkozelitésben a nehézséget viszont az okozza, hogy
a ©" tomege nagyobb a N — K szorési kiiszobnél, igy az beékelédik a N — K szérasallapo-
toknak a racs véges mérete miatt diszkrét seregébe. Mivel minden kvantumszamukban
megegyeznek, a @" pentakvarkot egyaltalan nem konnyti egyértelmtien megkiilonbo6z-
tetni a kozelében 1év§ szoraséllapotoktdl.

Jelen dolgozat alapjat képezé munka [29] el6tt mar jelentek meg a ©F pentakvark-
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r6l racstérelméleti targyaldsok, a fellépd nehézségeket figyelembe véve azonban nem
meglepd, hogy az eredményeik nincsenek teljes dsszhangban [30, 31]. Mindegyik mun-
ka dinamikus fermionok nélkiil késziilt konfiguraciékat hasznalt, a pentakvark operator
elééllitdsdhoz viszont kiilonb6z6 fermion diszkretizdciékat alkalmaztak.

Csikor et al. [32] és Sasaki [33] a negativ paritdst csatorndban lattak a ®* varhato
tomegéhez kozeli dllapotot. Mivel a pozitiv paritdst csatorndban latott legalacsonyabb
energiajt dllapot jéval magasabb tomegti volt, a negativ paritast jelet a @* pentakvarknak
tulajdonitottdk. Mathur et al. [34] a spektralstlyok térfogatfliggését vizsgdlva, Ishii et
al. [35] pedig kevert hatdrfeltételt alkalmazva vontak le azt a kovetkeztetést, hogy az
altaluk a negativ paritdst csatorndban latott jel egy N — K szoérésallapot. Takahashi et
al. [36] azonban a negativ paritdsu csatorndban a legalacsonyabb energiaju éllapotot a
tomegének térfogatfiiggése alapjan a ©* pentakvarkkal azonositjak. Alexandrou ef al. [37]
a spektrélsulyok térfogatfiiggése alapjan tartjak az dltaluk taldlt negativ paritasa dllapotot
a ®"-nak. Ezen kiviil a pentakvark potenciél vizsgalata sordn azt is megallapitjak, hogy a
dikvark-dikvark-antikvark kép energetikailag kedvez8bb, mint a N — K kép.

Az eddigi rdcs szamoldsok egymassal konzisztensek abban a tekintetben, hogy a pozi-
tiv ill. negativ paritdst csatorndban a legalacsonyabb energidjt dllapotra milyen tomeget
kaptak. Az eredményeik kozotti kiilonbség csupén ezen dllapotok interpretdciéjaban rej-
lik. Az egyetlen, az el6bbieknek ellentmondé eredmény Chiu et al. [38] munkdja, akik
a negativ paritdsii csatorndban a legalacsonyabb N — K szérasallapot mellett a pozitiv
paritdst csatorndban taldltak a ®* pentakvarkkal azonosithaté dllapotot.

Az viszont kozos mindegyik rdcs szamoladsban, hogy egyik sem tudta a legalacso-
nyabb energidji szoérdsdllapotokat azonositani egyszerre mindkét paritds-csatorndban.
Ez arra enged kovetkeztetni, hogy a pusztin az origéba tett, forgasszimmetrikus kvark-
forrdasokbol all6 hullamfiiggvényeknek nincs megfelel atfedése az Osszes alacsonyener-
gias éllapottal.

3.2. Nukleon-kaon szérasallapotok a racson

Nagy biztonsdggal csak akkor mondhaté el, hogy a rdcs szimoldsokban lathaté a ©*
pentakvarkra utald jel, ha mindkét paritdsi csatorndban a ®* varhat6 tomege folotti elsd
szérasallapotig bezarélag minden N — K szérasallapotot sikeriilt azonositani, és a ©*
allapotot ezektl egyértelmiien megkiilonboztetni.

Egy a racsallandoju, tériranyban N, racspontot tartalmaz6, periodikus hatérfeltétellel
rendelkezd rdcson az impulzus csak a

2
pr=Zn, nez? 3.1
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diszkrét értékeket veheti fel, ahol Ly = a - N a rdcs térirdnyd mérete. fgy a N — K rendszer
lehetséges energidi

g (32)

2
- 2 2
Engn = \/mN + |p,.| + \/mK + |pn
ahol p, a nukleon és kaon relativ impulzusa, my és my pedig rendre a nukleon és a kaon

tomege. Ha két részecske van a dobozban, akkor a (3.1) kvantaldsi feltétel a o(pn) szérasi

fazistolassal médosul,
2(pw) _ 2m

n + ’
L L

azonban a N — K csatorndban a kisérletek alapjan nagyon gyengék a kolcsonhatasok, igy a

(3.3)

0(pn) elhagydsa a pentakvarkkal kapcsolatos racs-szamoldsokban eléfordul6 statisztikus
hibaknal jéval kisebb szisztematikus hibat okoz [36].

A negativ paritdsu csatorndban a N — K rendszer legkisebb lehetséges relativ impulzusa
nulla, igy a legalacsonyabb néhany szérasallapot energidja

ENK,O = my + mg

. 42 472
Eng1 = \/m§,+ B + \/mf<+ 2
S S

(34)

A pozitiv paritdst csatorndban a N — K rendszer negativ bels6 paritdsa miatt a térbeli hul-
lamfliggvény antiszimmetrikus kell legyen, igy itt nulla relativ impulzus nem fordulhat
els:

2 2 3.5
Elx: = \/mil + 8; + \/mi + 8; ©5)
S S

Minél nagyobb a récs térbeli kiterjedése, annél lejjebb kertilnek a szérasallapotok ener-
giai (3.2. dbra). A negativ paritdst csatorndban a legalacsonyabb széraséllapot minden-
képpen koriilbeliil 100 MeV-vel a ©F kisérleti tomege alatt van. Ha L.-t kell6en kicsinek
valasztjuk, akkor viszont a kovetkezé széraséllapot, és a pozitiv paritdst csatorndban a
legalacsonyabb szérdsallapot mar joval a ©* folott lesznek. Ilyen médon elérhets, hogy

a pozitiv paritdst csatorndban a ®* legyen az alapallapot, a negativ paritdsi csatorna-
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24 o H 2.4
— Enko
22 7EIEII<,1 H 2.2
<> NK2 || <
g 7 5 2
o 18r N - w 1.8
1.6 - . 1.6
14+ B 14+ b
1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
L (fm) Ls (fm)

3.2. dbra. A legalacsonyabb néhany N — K szérasallapot energidja a dobozméret fiigg-
vényében. A baloldali dbra a negativ paritdsi csatornat, a jobboldali a pozitiv paritast
csatornat mutatja. A szaggatott vonal mindkét esetben a ©* kisérleti varakozasok
szerinti tomegét jelenti.

ban pedig a mésodik legalacsonyabb energiaju dllapot. A végesméret effektusok miatt
azonban tul kicsi Ls dobozméret sem megfeleld, igy a ©@* vizsgalatahoz idedlis racsméret
L ~ 2—3 fm. Ilyen racsméret esetén tehdt a ®* pentakvark kimutatdsahoz legaldbb harom
negativ paritdst, és legaldbb kett6 pozitiv paritdsi, egymadstol fiiggetlen operatorra van

sziikség.

3.3. A szamolashoz haszndlt operatorok

3.3.1. Az operatorok altalanos szerkezete

A spektroszképidban az egyik legfontosabb rész a megfelelé operatorok megvalasztésa.
Ha a keresett hadrondllapot hulldimfiiggvénye ismert, akkor az lerogziti, hogy a vizsgala-
tahoz a racson milyen operatort hasznaljunk. A pentakvark hullimfiiggvényére léteznek
az irodalomban kiilénb6z6 javaslatok, mivel azonban a rdcson hasznalhaté operatorok
szerkezetére vonatkozoéan er6s megkotések vannak, ezek kiprobalasi lehet6sége megle-
het8sen korlatozott.

Az operatorok térbeli szerkezetére vonatkoz6 megkotés a (2.51) alakt korrelatorok ki-
szamitasi médjanak kovetkezménye. Ezek ugyanis (0|g, (x)q;(y)IO} alaku kvark-kvark kor-
relatorokra bomlanak, amikhez viszont a fermionmatrix inverzének M_!

X0,

; matrixelemei
kellenek. Egy tetsz6leges 5-kvark hullamfiiggvényen alapulé O operator korrelatordnak
kiszamitdsdhoz sziikség van tetszleges x és y téridSpont-par esetén az M;}r;y/ﬁ propa-
gdtorra, ami a jelenleg hasznalatos rdcsméretek mellett nagysagrendileg 10'* matrixelem
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kiszdmitdsét és taroldsét jelentené. Ez a manapsag rendelkezésre all6 szamitégépekkel
nem megoldhato.
Ehelyett azt lehet tenni, hogy rogzitiink egy q(y) kvark hullamfiiggvényt, és csak a

da(x) = Z ML ons 95 (3.6)
y.B

matrixelemeket szamoljuk ki és taroljuk. Ez nagymértékben csokkenti a sziikséges szami-
tasi kapacitdst, viszont csak olyan O operator korreldtoranak a kiszdmoldsat teszi lehet6vé,
amelyik ot kvark hulldmfliggvényének a szorzataként irhat6:

O(x1, X2, X3, X4, X5) = G1(X1) G2(X2) 93(X3) G4(X4) G5(x5) (3.7)
Az egyes kvarkok hullamfiiggvényeként leggyakrabban

1100 = exp - 222 (38)

Gauss-figgvényt alkalmazunk.

A hagyményos, hdrom kvarkbél &ll6 hadronok spektroszképidjahoz képest a penta-
kvark esetében még egy nehézség adddik. A spin, szin és iz indexekre torténd osszegzé-
sekhez sziikséges gépid6 a kvarkok szamaval exponencidlisan né. Harom kvark esetében
ezek elhanyagolhat6ak a fermionmatrix inverziok mellett, azonban még a legegyszertibb
pentakvark operator esetében is az indexekre torténé osszegzések a gépidd kozel 50%-at
teszik ki. Emiatt a rdcs szdmoldsokban hasznalt pentakvark operétor az index-szerkezetét
tekintve is csak az egyszertibbek koziil kertilhet ki.

Ezen megkotések altal adott lehetdségeken beliil szeretnénk a legmegfelel6bb opera-
torokkal dolgozni. A hadronspektroszképidban leggyakrabban alkalmazott operatorok
esetében mindegyik kvarkforras forgasszimmetrikus, és mindegyik ugyanabban a pont-
ban van, igy minden pélyaimpulzusmomentum automatikusan nulla. Ilyen tipust opera-
torral a kiilonb6z6 modellek alapjan kapott pentakvark hulldimfiiggvényeknek csak egy
meglehet8sen kis hdnyada valdsithaté meg. Példaul a Jaffe és Wilczek [21,22] 4ltal javasolt
hullamfliggvény megvaldsitdsdhoz olyan operatorra van sziikség, amelyben a kiilonb6z6
kvark-forrasok kiilonb6z6 rdcspontokban vannak. Az ilyen nemtrividlis térbeli szerke-
zettel rendelkezd operatorokat a gerjesztett barionok spektroszképidjdban mar sikeresen
alkalmaztak [39].

Ennek megfelel6en az izospin szinglet és feles spinti csatornaban torténé pentakvark
kereséshez mi is ilyen nemtrivialis térszerkezet(i operdtorokat hasznaltunk. Ahhoz azon-
ban, hogy a kvarkokat kiilonb6z6 racspontokban tartalmazé operdtorok valéban feles
spinti 4llapotokat irjanak le, azoknak s = 1 spinsajétallapotoknak kell lennie.
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3.3.2. Spinsajatallapotok létrehozasa
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Nulldnal nagyobb racséllandéja racsnak a kontinuumbeli teljes SO(3) forgascsoport nem

szimmetridja, hanem annak csak a 24 elemt O kobos részcsoportja. Emiatt a kiilonboz6

allapotokat a forgatdssal szembeni viselkedésiik szempontjabol az SU(2) helyett az O két-

szeres fed6csoportja, a 48 elemi O csoport dbrdzoldsaival jellemezhetjiik (3.1. tablazat).

O] I | G 8C;  [3G | 6C
A 1 1 1 1 1
A 1 -1 1 1| -1
E 2 0 -1 210
T, 3 1 0 -1 -1
T, | 3 -1 0 -1 1
G |2|-2] v2|-v2|-1] 1] o0 0
G |2|-2|-v2| v2|-1| 1] o0 0
H|4|-4| 0 0 |1 ]-1101] o0
20 1] J | 6C; | 6Cs | 8Cs | 8Cs | 6C4 | 12C,

3.1. tabldzat. Az O kobos csoport és a 20 kétszeres feddcsoport karaktertabldja. Az elss
5t dbrazolas az O-nak is dbrazoldsa, az utolsé harom csak a 20-nak.

Az SU(2) irreducibilis dbrdzolasai a 20O-ra lesziikitve az s = 0, 1 1,% spinti dbrazola-
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sok kivételével mar nem lesznek irreducibilis dbrazoldsai 20O-nak (3.2. tablazat). Emiatt

a 20 valamely irreducibilis dbrazoldsdhoz tartozé éllapot SU(2) tobb kiilénbozd spinti

abrazoldsédhoz tartoz6 komponenssel rendelkezhet [40].

SU(2) irred. 4br. —> 20 abr. SU(2) irred. dbr. — 20 ébr.
0 — Ay 1 — G
1 — T 3 — H
2 — E+T, s — G, +H
3 — A+ Ti+ T, z — Gi+Gy+H
4 — A +E+Ti+ T, 2 — G +2H

3.2. tébldzat. A kontinuumbeli SU(2) irreducibilis dbrazolasainak lesziikitése a 20

részcsoportra.

Tehét annak ellenére, hogy az A;, Gy, T, és H megegyeznek az SU(2) legalacsonyabb
négy spinhez tartoz6 irreducibilis dbrdzoldsdnak lesziikitésével, tartalmazhatnak a kovet-
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kez6 kontinuumbeli spinekhez tartozé komponenseket is:

A]Z S=0,4,6,..
G s=bE3. )
T,: s=1,3,4,..
H: s:%,g,%,.

Egy A, allapot 4ltal az s = 0 spinen kiviil esetlegesen tartalmazott legkisebb spin 4-gyel
nagyobb az s = 0-nél, mig ez a mdsodik legalacsonyabb esetlegesen tartalmazott spin a
G; esetében 3-mal, a T, esetében 2-vel nagyobb a legalacsonyabbnal. fgy ha feltételezziik,
hogy a kontinuumban a magasabb spinekhez tartozé dllapotok energidja jéval magasabb,
akkor az Ay, G; és Ty csatorndk legalacsonyabb energidju allapotainak meghatdrozasakor
gyakorlatilag alkalmazhatjuk a

kontinuum «— racs

0 — A

! ! (3.10)
3 — G

1 «— T

megfeleltetést.

Most s = § spinii pentakvark allapotokat keresiink, ezért olyan O operétorokat kell
tehét elééllitanunk, amelyek a 20 forgatdsok hatdsara a G; irreducibilis dbrdzolédsa szerint
transzformalédnak. Ez torténhet egyrészrél a kobos csoport Clebsch-Gordan egytittha-
t6in alapulé technikaval [41]. Mi azonban egy masik, az adott irreducibilis dbrdzoldshoz
tartozo projektorok felhasznaldsan alapulé médszert [42] vélasztottunk.

Ha T(g) a |G| elemszdmu G véges csoportnak egy unitér dbrdzolasa, Dg]')(g) (g€ Gés
i,j=1,...d,) pedig a G csoport d, dimenziés r irreducibilis dbrdzoldsanak méatrixelemei,
akkor definidlhatok a T(g) abrazolds terén hat6

d *
o _ Gr Z 0 P
Pl,], =G L Dl,j () T i,j=1,...d, (3.11)

linedris transzformaciék. Ha |¢) egy tetsz6leges vektor a T(g) dbradzolasi terében, akkor
rogzitett j-re a

o) = P2 gy, i=1,...,d, (3.12)

moédon kapott d, elemszadmu vektorrendszer vagy tgy transzformdlédik a T(g) hataséra,
mint az r irreducibilis dbrdzoldshoz tartozé bazisvektorok a D% (g) hatdsdra, vagy pedig
mindegyik tagja nulla [43].
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Ha az O operétorbol indulunk ki, akkor az el6z6ek alapjén a 20 kébos csoport Gy

o operatorokat a kovetkez&képpen

irreducibilis dbrdzoldsa szerint transzformal6dé Of
kaphatunk. Az O(x) operatornak vannak szabad Dirac-indexei is, és nem trividlis térbeli
szerkezete s, igy a g € 0 elemmel val6 elforgatottja D,O(R;'x), ahol D, a Dirac-indexeket
forgatja a g csoportelemnek megfeleléen, R, pedig a g-nek a T; dbrazoldsbeli métrixa, azaz
a g-nek megfelel6 geometriai forgatast végrehajto linedris transzformacio.

Vegyiik az O elforgatasaival ad6odo { D,O(R;'x) }

teret. Minden h € 20 csoportelem esetén a

,., operatorok dltal kifeszitett linedris
g€20

T(h) = (DyO(R3'X) > DysO(R;1%) linedris kiterjesztése) (3.13)

linedris leképezést véve a 2O csoportnak egy h + T(h) abrazolasit kaptuk az
{DgO(R;,lx) }gezo operétorok altal kifeszitett linearis téren. Ekkor az O operatorbél a G,
&brézolashoz tartozo részt a

2 *
P = 22 ) DYE) T(s) (3.14)

g€20

transzforméciok segitségével kaphatjuk meg. Ha a D®) dbrazolomatrixokat a {I ™1 L}]
bazisban irtuk fel, akkor (3.12) alapjan a spinsajatallapotok

o) = pGo
1 L = :
. ji=12 (3.15)

(G1.)) _ p(G1)
0" =P,"0,
Ha a kiindulési O operator mér eleve rendelkezik a 20 egy részcsoportjanak megfelel
valamilyen szimmetridval, akkor el6fordulhat, hogy a (3.15) képletben a j két lehetséges
értékét figyelembe véve sem kapunk két kiilonb6z6 {O(TG”] ),O(fw)} operatorbazist. Ez az

altalunk alkalmazott sszes operdtor esetében igy volt, ezért a j indexet elhagyva az

(G1) _ p(G1)
0l = po,

0% = Po (3.16)
L

egyszer(isitett jelolést alkalmazzuk.

Mindegyik kiindulasi operdtorunk olyan volt, hogy az 6t kvarkforrés (3.7) szorzatdban
egy kivételével minden Dirac-indexet kontrahéltunk. Igy az operétor teljes impulzusmo-
mentuma az egy szabad Dirac-indexb6l szarmazo § spin, és a kvarkok térbeli elrendezsdé-
sébdl szarmazé palyaimpulzusmomentum osszegeként adédott. Tehdt a Gy dbrazoldshoz
tartozo részt a Gy ® I 6sszegbdl kell kivetiteniink, ahol / a palyaimpulzusmomentumnak
megfeleld abrazoldsa az O (és nem pedig a 0O) kibos csoportnak.
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3.3.3. Negativ paritasi operatorok

A nukleon-kaon (N —K) rendszer bels6 paritdsa negativ, ennek megfelel6en a tértiikrozés-
re nézve szimmetrikus pélyaimpulzusmomentum résszel rendelkezd operatorok csak a
negativ paritdst csatorndban adnak jelent6s jarulékot, az antiszimmetrikus operdtoroknak
pedig csak a pozitiv paritdsti csatorndval van elfogadhat6 dtfedéstik. A negativ paritast
csatorna vizsgélatahoz tehat szimmetrikus palyaimpulzusmomentum résszel rendelkez6
operatorokat kell el¢allitanunk.

A legegyszertibb ilyen szimmetrikus elrendezés az, amikor mind az 6t, (3.8) alakii
teljesen forgasszimmetrikus hullamfiiggvénnyel rendelkez6 kvark az origéban van. Ekkor
a palyaimpulzusmomentum trividlisan [ = Ay, igy a G; ® Ay = G trividlis dekompoziciét
kell elvégezniink, vagyis ebben az esetben az operator teljes impulzusmomentumat az
egy szabadon maradt Dirac-indexbd&l szarmaz6 feles spin adja. A jel6lések egyszertisitése
érdekében jelentsen q(d, ) egy, az origéhoz képest z tengely irdnydba d rdcs-egységgel
eltolt, r racsegység sugar, g kvark-izt leir6 (g = u, d, 5), a (3.8) egyenletben definidlt Gauss
alaki kvark-forrast. A szin-indexeket kiirjuk, a Dirac-indexek viszont azok kifrasa nélkiil
is egyértelmtiek.

Az els6 trividlis palyaimpulzusmomentum résszel rendelkez6 operdtorunk egy N — K
allapotnak felel meg [32]:

011 = P [ul (0, 4)Cysdi(0, 4)|{1c(0, 450, 4)y5de(0,4) + (u © d)}) =

4 (3.17)

A mésodik a QCD 4sszegszabdly [25] dltal motivélt, Sasaki [33] 4ltal is hasznalt dikvark—
dikvark-antikvark operator:

Oy = P (e el [l (0,4)Cysd.(0,4)][14]0,4)Cdn(0, 4| C5 (0, 4)) =

9 ud (3.18)
B d

Itt a két dikvark nem lehet egyforma, kiilonben a szin-indexekben fellelhet6 antiszimmet-
ria miatt nullat adnanak.

A harmadik szimmetrikus elrendezésti operdtorunk elkészitéséhez a kiindulasi ope-
ratorunk alljon az origéban elhelyezett nukleonbdl, és az ahhoz képest z irdnyban (folfelé)
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L, /2-vel eltolt kaonbdl:

05 = ™[l (0, 4)Cysdy(0,4)|{e(0, 4)5.(No/2, 4)ysdo(Ne/2,4) + (u & )} =

K - ;Iz

5 .
\ TL“ \ Ly

B £ : ) p : ) (3.19)

b

b
Il

Mivel a kaon a rdcs térirdnyt méretének felével van eltolva a nukleonhoz képest, a pe-
riodikus hatdrfeltétel miatt ez egyenértéki azzal, mintha lefelé toltuk volna el a kaont a
dobozméret felével, vagy mintha a kaon fele lefelé, a fele folfelé lenne eltolva. Ennek ko-
vetkeztében ez az elrendezés a z tengely koriili 90°-os forgatdsokon kiviil a tértiikrozésre
is szimmetrikus lesz. Ha ezt a |z)-vel jel6lt elrendezést az O kobos csoport elemeivel elfor-
) és |z) altal kifeszitett hdrom dimenzis teret kapjuk, ahol |x) és |y) rendre

gatjuk, az |x),
azokat az elrendezéseket jel6lik, amikor a kaon az x tengely mentén, illetve az y tengely
mentén van eltolva. Ezen a hdrom dimenzids téren a forgatdsok az O csoportnak az A; ©E
dbrazoldsat valositjak meg. Ehhez hozz4véve a szabad Dirac-index 4ltal hordozott 1 spint

a
Gi®(A®E) =G ®A®6GR®E=G oH (3.20)

abrazoldshoz jutunk. Ebb&l szeretnénk a G, alterét kivetiteni. Legyen i) = |T) ® z), amire
a (3.14) projekciot végrehajtva

P(lfl)(lT)‘@lZ)) = |T>®(Ix> + |y + |z>), (3.21)
igy (3.16) alapjdn a szimmetrikus elrendezésfi, eltolt N — K operdtorunkra

031 = P(e™[ul (0,4)Cysdy(0,4)|{uc(0, 4)5.(NL /2, 4)ysde(N/2,4) + (u © d)}) =

P AT e
— : (3.22)

= 44, ¢ N ‘o . iR

adodik.
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3.3.4. Pozitiv paritdst operatorok

Pozitiv paritdsu allapotokhoz olyan operatorra van sziikségiink, amelyiknek a pélyaim-
pulzusmomentum része antiszimmetrikus. Induljunk ki egy olyan |+z) dllapotb6l, ame-
lyik a z tengely koriili forgatasokra nézve szimmetrikus, tértiikrozést végrehajtva viszont
elGjelet vélt. Ennek az elforgatasaival a |+x), |iy) és |+z) vektorok altal kifeszitett harom
dimenzi6s térhez jutunk. Ezen az elforgatdsok az O csoportnak a T, dbrdzoldsat valdsit-
jak meg, ami a kontinuumban 1-es palyaimpulzusmomentumnak felel meg. A szabadon
maradt } kvarkspint ehhez hozzdadva a

G1 ® T1 = G1 (&) H (323)
Osszeget kapjuk, amibdl a G; részre torténd projekciét végrehajtva
PO(IN @l22)) = 11y @[ 1x) + i+ [y} ] + N ®22) (3.24)

adodik. A kapott egyiitthatok megegyeznek a kontinuumbeli 1®1 = 1@2 spindsszeadasnal
fellép6 Clebsch-Gordan egytitthatékkal.

A negyedik operatorunkat a Jaffe és Wilczek [21,22] 4ltal felvazolt dikvark-dikvark-
antikvark képnek megfelel6en tgy készitjiik el, hogy az § antikvarkot az origéba tessziik,
a két egyforma ud dikvarkot pedig a z tengely mentén helyezziik el, az egyiket folfelé, a
madsikat lefelé eltolva:

04 = e™e e [ul(1,2)Cysd.(1,2)][ul (-1, 2)Cysdi(-1,2)|C5T (0, 4) =

- ud 1
— Ia (3.25)

/ 1217

A szin-indexekben fellép6 antiszimmetria miatt az igy kapott elrendezés antiszimmetrikus



3.3. A SZAMOLASHOZ HASZNALT OPERATOROK 35

lesz. Erre alkalmazva a (3.24) projekciét a negyedik feles spinti operétor tehat

041 = P e e [uf(1,2)Cysde(1, D)|[ (-1, DCysi(~1,2)]C5L(0, 4)) =

,,

ap= — T )
R adl It *ﬂf/ﬁi + zEE

, ]
C

A masik antiszimmetrikus elrendezésti operatorunkat az origéba helyezett nukleonbél

L

L

és egy téle % tévolsagra elhelyezett kaonbdl épitjiik fel. A pélyaimpulzusmomentum
rész antiszimmetrikussadganak elérése érdekében a kaon két ellenkez6 irdnyba eltolasdval
kapott tagot ellentétes el&jellel vessziik figyelembe:

05 = e"[u](0,4)Cysdy(0, 4)|{uc(0, 4)[5.(N:/4, 4)ysd.(Ns/4,4)-
= 5.(=Na/4, 4)ysde(~Ns/4, 4)| + (u © d)} =

K,
T

LHe - Lo

To

(3.27)

b
|

b
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igy a (3.24) spinprojekcié utdn az antiszimmetrikus N — K operatorunk

057 = P\ (™ [ul (0,4)Cysd (0, 4) [{uc0, 4)[5:(No/4, 4)ysdo(Ne/4,4)
= 5.(=Ne/4,4)ysdo(~Na/4, )] + (u & d)}) =

= = ﬂ(*7 4 g L;ﬂv,, + ] ﬂL*fﬁ A

(3.28)

3.4. Allapotok elkiilonitése keresztkorrelaciés médszerrel

Az
0I0H0O)0) = Y [HOI0) ¢ o (3.29)

korrelator az id6ben kiilonb6z6 exponencialisok linedris kombinacidjaként cseng le. Ezt a
lecsengést hosszi1id6 elteltével a legalacsonyabb tomegti dllapot fogja domindlni, igy arra
exponenciélist illesztve az O operétorral dtfed6 hullamfiiggvénnyel rendelkez6 éllapotok
kozil a legkisebb energidjiinak a tomege meghatarozhaté. A ©* pentakvark megbiz-
haté kimutatdsahoz a legalacsonyabb éllapot megtaldldsa azonban nem elegendd. Tobb
exponencidlis 0sszegének illesztésével elviekben a magasabb energiajt dllapotok is meg-
hatarozhatok, ehhez azonban a korreldtor olyan nagy pontossdagt mérése sziikséges, ami
a pentakvark szamoldsokban nem valésithaté meg. Ha viszont az O operatornak az at-
fedése a legalacsonyabb tomegti dllapottal nulla, akkor a (3.29) korrelator hosszu idejti
lecsengését a masodik legalacsonyabb energidja allapot dominalja. Ahhoz, hogy olyan O
operétort készitstink, amelyik nem fed at a legalacsonyabb energiaju édllapottal, egyrészt
elére tudnunk kellene, hogy mi lesz a legalacsonyabb allapot, masrészt annak pontosan
ismerniink kellene a hulldmfiiggvényét.

Ezt a nehézséget hidalja at a gluonlabdédk spektroszképidjdban [44,45] sikeresen alkal-
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mazott keresztkorreldciés modszer [46,47]. Képezziik az O; (i = 1, ..., n) operatorok
R(t) = Z 0:04(1). (3.30)

i=1

linearis kombindcidjat. Akkor az R korrelatora kifejeztehd az n X n-es
Cii(t) = (O,H0,(0)) (3:31)

korreldtor-matrix segitségével:
R(t) = (R(OHR(0)) = Z 0107 Cij(8). (3.32)

ij=1

Egy exponencidlisan lecseng® C(t) korrelator esetén az allapot tomegét az

1 C(t + At)
Mege(t) = A7 ln( o ) (3.33)
effektiv tomeg adja meg. Jelen esetben az
Z U,‘Z)?C,‘j(t + At)
1 RE+AH)Y _ 1 ij=1
meff(t) = A 11’1( R(t) ) = A In m (334)

Z U;U?Ci/(t)

ij=1

effektiv tomeg a v;-knek is fliggvénye. Ha a korreldtor pontosan # éllapotot tartalmaz,
akkor (3.34) staciondrius értékei pontosan az n dllapotnak megfeleld effektiv tomegeket
adjak, egy adott stacionarius értékhez tartozo v;-kkel képzett (3.30) linedris kombinacié
pedig az adott tomegfi allapottal legjobban atfed6 operatort eredményezi. Ha a korreldtor
n-nél tobb dllapotot tartalmaz, akkor mivel a magasabb energiajt dllapotok hamar lecsen-
genek, viszonylag kis t-t6] kezdve (3.34) stacionarius értékei j6 kozelitéssel adjak meg a
legalacsonyabb # éllapot energidjat.

A (3.34) effektiv tomeg staciondrius értékeit, és minden egyes staciondrius érték eseté-
ben a v; egyiitthatokat az

Y Citt + Aoy = A Y ity (3.35)
= =1

altalanositott sajatértékprobléma megoldésai adjak meg. A magasabb tomeg allapotok
jarulékainak zavar6 hatdsa ellenérizhet6 abbdl, hogy a t és At értékeket varidlva a kapott
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Ku,d My mg my
(MeV) (GeV)
0.1550 | 626(2) 670(2) 1.364(7)
0.1555 | 550(2) 637(2) 1.301(8)
0.1558 | 497(2) 613(2) 1.258(8)
0.1563 | 393(2) 575(2) 1.161(9)

3.3. tablazat. A konnyti kvarkok hopping paraméterei, és a hozzajuk tartozé pion-,
kaon- és nukleontomegek.

effektiv tomegek és v; egyiitthatok mennyire valtoznak.

Tlyen médon megkaphato, hogy a legkonnyebb k (k < n) éllapottal legjobban dtfedd
k operator az eredeti n operator milyen linedris kombinacidjaként ad6édik. A médszer
egyetlen hatrdnya, hogy a korrelator értékét csak két kiilonb6z6 pontban hasznélja. Mi-
utdn azonban megvannak az optimalis v; egytitthat6k, az dllapotok tomegei a (3.34) effek-
tiv tomegbdl, annak jéval tobb t-nél levs értékét felhasznalva, a hagyomanyos illesztési
modszerrel kaphaték meg.

3.5. Eredmények

A stabil hadronok spektrumat a dinamikus fermionok nélkiil késziilt konfiguraciokkal
végzett racs-szamoldsok is nagyon jol visszaadjdk [48], igy mi is pusztan a Wilson mérték-
hatast hasznéltuk a konfiguraciok eléallitasahoz. A csatoldsi dllandé g = 6.0 volt, amib&l a
racsallandéra a Sommer-paraméter alapjan mérve a = 0.093 fm adédott. A propagatorok
méréséhez Wilson fermionokat hasznéltunk. Az u és d konnyti kvarkokra négy kiilonb6z6
Ky,q hopping paraméter értéket hasznaltunk (3.3. tdblazat), mig az s kvark hopping para-
métere minden esetben «, = 0.1544 volt, ami a kirdlis limeszben a kaon tomeggére a fizikai
értéket eredményezi. A szamoldsokhoz hasznalt rdcsméret 24° x 60 (Ls = 2.24 fm) volt, de
az allapotok térfogatfiiggésének vizsgélata céljabol a legnagyobb kvarktomeg esetében
20% X 60-as (Ls = 1.86 fm) récson is végeztiink szdmolasokat.

A kiértékeléshez a negativ paritdsti csatorndban a 3.3.3. alszakaszban ismertetett
O, — 0;, a pozitiv paritdst csatorndban a 3.3.4. alszakaszban bemutatott O; — O5 ope-
ratorokat hasznaltuk. Az egyes esetekben a kiértékelt mérték-konfiguraciok szama a 3.4.
tablazatban lathat6. Az allapotok szétvédlasztasa a 3.4. szakaszban leirt moédon tortént.
A (3.35) diagonalizédlasok soran t/a-t és At/a-t a 2 — 5 tartomdnyban véltoztattuk, majd az
ebbdl szarmazé bizonytalansdgokat a végeredményben szisztematikus hibaként vettiik
figyelembe.

A (3.34) effektiv tomegnek a t — oo esetben lesz egy platéja, melyre konstans fliggvényt
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N, Paritds x4 \Operétorok Konfiguraciok szdma

24 - 0.1550 | 01,0,,0; 242
24 - 0.1555 | 01,0,,0; 205
24 - 0.1558 | O01,0,,0; 205
24 - 0.1563 | 01,0,,0; 205
20 - 0.1550 | O0y,0,,0; 630
24 + 0.1550 04,05 250
24 + 0.1555 04,05 144
24 + 0.1558 04,05 144
24 + 0.1563 04,05 144
20 + 0.1550 0,,05 234

3.4. tdblazat. Az egyes paraméterértékek esetén hasznalt mérték-konfiguraciok szama.

3 :
oMy
m
25rF b
2k B

AMegt

0 2 4 6 8 10 12 14

3.3. dbra. Az effektiv tomegek a pozitiv csatornaban «, ; = 0.1558 esetén. A gorbék
a (3.36) egyenlet szerinti illesztett exponencialisokat mutatjak.

illesztve a megfelel® korrelator altal tartalmazott legalacsonyabb &llapot tomegét kapjuk.
Az éltalunk kapott effektiv tomegek azonban nagyon zajossa valtak még miel6tt elérték
volna ezt a plat6t. Viszont az effektiv tomeg exponencialisan tart a platéhoz

Meg(t) = m + 0 - exp(=vt) t— oo, (3.36)

igy exponencidlist illesztve mar a plat6 elérése el6tti pontokbdl az m tomeg megkapha-
t6. Ez a médszer nagyon stablinak mutatkozott, és amint azt a 3.3. dbra illusztrélja, az
exponencidlis mar t/a = 2 — 3-t6l jol illeszkedik az effektiv tomegekre.

Ilyen médon mindkét paritas-csatorndban meghataroztuk a legalacsonyabb két allapot
my és my tomegét. Mivel nem a fizikai kvarktomegeknél dolgoztunk, nem kozvetlentil a
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NS Paritas Kud m NE+0m K m NE+1m K m ,\’vnfm K m ,\;erlm K
24— 01550 | 1  1.152(1) | 1.01(1) L.16(5)
24— 01555| 1 1.166(2) | 0.99(1) 1.16(5)
24— 01558 | 1 1177(2) | 0.99(1) 1.14(8)
24— 01563| 1 1202(2) | 0.982) 1.28(13)
20 - 01550 | 1 1.211(2) | 1.00(1) 1.24(8)
24+  0.1550 | 1.152(1) 1.281(2) | 1.16(2) 1.45(16)
24+ 01555 |1.166(2) 1.306(3) | 1.13(3) 1.39(15)
24+ 01558 | 1.177(2) 1.325(3) | 1.09(5) 1.39(17)
24+ 01563 | 1.202(2) 1.368(4) | 1.14(8) 1.31(32)
20+  0.1550 | 1.211(2) 1.383(3) | 1.21(2) 1.48(12)

3.5. tablazat. A mért két legalacsonyabb tomeg és a legalsé két N — K szérasallapot
energidja, lenormélva a N — K kiisz6bhoz tartoz6 tomeggel.

tomegeket érdemes vizsgalni, hanem a N — K kiiszobbel lenormélt

m;

4= — (3.37)
my + mg

értékeket. A pentakvark esetében ez a mennyiség varhatéan sokkal kevésbé érzékeny a
kvarktomegekre, mint a tomege. A kisérleti varakozdsok szerint ag- = 1.07. A mért a
értékek a (3.4) és (3.5) szoraséllapotokra kiszdmolt értékekkel egytitt a 3.5. tdbldzatban
lathatok. A 3.4. és 3.5. dbrdk az allapotok energidjanak térfogatfiiggését mutatjak a leg-
nagyobb kvarktomeg esetében a negativ és pozitiv paritdst csatornaban. Lathat6, hogy
mindkét paritds-csatorndban a két legkisebb mért toémeg minden esetben konzisztens a
legals6 két N — K szérasallapottal.

Annak eldontésére, hogy egy éllapot egyrészecske-dllapot-e, vagy pedig szoérasalla-
pot, az energidjanak a térfogatfiiggésén kiviil a (3.29) egyenletben az éllapothoz tartozé
exponencidlis egytitthatéjanak, az un. spektrédlsilydnak a térfogatfiiggése is haszndlha-
t6 [34,36]. A mi esetiinkben azonban a térfogat nagyon kis tartomanyban véltozott, igy ez
a fajta analizis nem volt eredményes.

Erdemes viszont megvizsgélni, hogy az egyes allapotokban az O; — Os operétorok
milyen ardnyban szerepelnek. Ehhez oly médon normaéltuk az operatorokat, hogy azon
t-re, amelynél a (3.35) diagonalizaciét elvégeztiik, C;(t) = 1 legyen. Ekkor az altaldnosi-
tott sajatértékprobléma megoldadsaként kapott normalt sajatvektorok adjak meg, hogy az
adott dllapothoz tartoz6 (3.30) linedris kombindciéban melyik operdtor milyen vg, egytitt-
hatéval vesz részt. Ezen egylitthatok abszolutértékeit a 3.6. és 3.7. tdblazatok foglaljak
Ossze. Lathato, hogy az egyes allapotokban a kiilonb6z6 operatorok jaruléka nem fiigg
lényegesen a kvarktomegekt6l.
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3.4. dbra. A negativ paritdst csatorndban a legalacsonyabb két dllapot mért tomege, és
a legalso két N — K szérasallapot energidja a dobozméret (racsméret) fliggvényében a
Kyq = 0.1550 esetben. A szaggatott vonal a @ pentakvarknak a kisérleti varakozasok
szerinti helyét mutatja.

Ny ., Allapot |v01 | |v02 | |v()3|

24 0.1550 m, |0.341(d) 0.0086(72) 0.940(1)
mi | 0.817(28) 0.19(12)  0.544(22)
24 0.1555  m, |0301(5) 0.017(11) 0.953(2)
mi | 0.829(12) 0.161(88) 0.536(8)
24 0.1558  m, |0.282(26) 0.023(17) 0.959(8)
my | 0.820(22) 023(16)  0.525(29)
24 01563  mo | 0.266(13) 0.013(10) 0.964(4)
my | 0.837(12) 0.058(53) 0.544(8)
20 01550  mo | 0.142(6) 0.0057(42) 0.990(1)
my | 0.807(5) 0.02521) 0.590(3)

3.6. tablazat. Az egyes operatorok jarulékai a negativ paritdst csatorna legalsé két
allapotaban.
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m
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3.5. dbra. A pozitiv paritdsu csatorndban a legalacsonyabb két dllapot mért tomege, és
a legalso két N — K szérasallapot energidja a dobozméret (racsméret) fliggvényében a
Kyq = 0.1550 esetben. A szaggatott vonal a @ pentakvarknak a kisérleti varakozasok
szerinti helyét mutatja.

N;  wua Allapot |vo4 | |vo5 |

24 0.1550 N 0.0094(83) 0.99996(2)
my 0.965(5) 0.262(18)

24 0.1555 N 0.044(38)  0.9990(7)
N 0.959(13)  0.285(45)

24 0.1558 My 0.057(49)  0.9984(12)
" 0.957(16)  0.291(54)

24 0.1563 N 0.135(77)  0.991(3)
" 0.947(22)  0.322(61)

20 0.1550 N 0.047(40)  0.9989(7)
" 0.965(11)  0.261(42)

3.7. tdblazat. Az egyes operatorok jarulékai a pozitiv paritast csatorna legalsé két

allapotaban.

42
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3.6. dbra. Az egyes operatorok jarulékai a negativ paritasu csatorna legkisebb tomegii
két allapotaban, x4 = 0.1550 esetén.
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3.7. ébra. Az egyes operatorok jarulékai a pozitiv paritast csatorna legkisebb tomegii
két éllapotaban, x4 = 0.1550 esetén.

Az is leolvashato, hogy a pozitiv paritdsti csatorndban, ahol a ®* lenne a varhato
legalacsonyabb energidja allapot, a dikvark-dikvark-antikvark tipust O, operdtor elha-
nyagolhat6 jarulékot ad az alapéllapotba (3.7. dbra). A negativ paritdsti csatornaban az
0, dikvark-dikvark-antikvark tipusti operator szintén kis mértékben jarul hozza a két
legkisebb tomegti dllapothoz (3.6. dbra). Ez is azt a képet er&siti, hogy ezek az éllapotok
N — K kétrészecske-allapotok.

Osszegezve tehdt, mindkét paritds-csatorndban megtaldltuk és beazonositottuk a N—K
szérasallapotokat a @* pentakvark varhat6 tomege folotti energidig bezarolag. Feltéte-
lezve, hogy az me+/(my + mg) mennyiség nem fligg jelentésen a kvarktomegektél, az
eredményekbdl az dllapithaté meg, hogy nem taldltunk a ®* pentakvarkra utal6 jelet.

Egy részecske nemlétezését bizonyitani azonban szinte lehetetlen feladat. Mindig fenn-
allhat az a lehet6ség, hogy a ©®* hullamfiiggvénye olyan, amelynek elhanyagolhaté az
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atfedése az éltalunk haszndlt operatorbézissal. Mér a harom-kvark barionspektroszképi-
aban is el6fordulhat az, hogy ha az éllapot hullimfiiggvényének nincs elegend? atfedése
a kereséséhez hasznalt operétorral, akkor az dllapot nem mutatkozik [49].

Az is elképzelhet6, hogy rdcson a ©®" pentakvark csak kisebb, a fizikaihoz nagyon
kozeli kvarktomegek esetén létezik, vagy csak dinamikus fermionokkal késziilt mérték-
konfiguraciékon lathatd, vagy csak a kontinuum-hataresethez jéval kozelebbi racséllan-
dok esetén, esetleg a kimutathatésagahoz mindezen feltételeknek egyszerre kell teljestil-

nie.

3.6. A pentakvark helyzete ma

Jelen fejezetben vazolt eredményekkel parhuzamosan, illetve roviddel utdna tovéabbi racs-
térelméleti munkdk jelentek meg. Takahashi et al. [50] és Alexandrou et al. [51] taldltak a
negativ paritdst csatorndban a ®" pentakvarkra utal6 jelet, mig Lasscock et al. [52], Hol-
land et al. [53] és Jahn et al. [54] nem lattdk a ©* pentakvarkot. Lasscock et al. [55,56] feles
spinti pentakvarkot nem, viszont 2 spinnel rendelkez& pentakvarkot taléltak a récson.

Mindezek ellenére mostanra mar a rdcstérelméleti kozosség konszenzusra jutott ab-
ban, hogy a pozitiv eredményekben mefigyelt pentakvark allapot valéjdban vagy a nem
elég finom récsalland6 miatti racs-effektusok kovetkezménye, vagy pedig a kozeli szérés-
allapotoknak egy keveréke lehetett [57].

Az elmult években a pentakvarkok kisérleti helyzete is nyugvépontra tért [58,59]. A
legtobb, a pentakvark létezésére utal6 pozitiv eredményt késébbi, pontosabb kisérletek
megcafoltdk. A legjelent6sebb meg nem céfolt megfigyelés az SVD-2 kollabordcié nagy
statisztikdval megismételt atommag—proton iitkdzéseket vizsgalo kisérlete. A jelent6s sza-
mu negativ eredményt figyelembe véve azonban a kisérleti részecskefizikusok kérében
mara mar altalanosan elfogadott az a vélemény, hogy a pozitiv kisérletekben ltott jelek
nem pentakvark jelek voltak [60,61].

Mindez azonban nem jelenti azt, hogy a ®* vélt felfedezése utan a pentakvarkokra
iranyul6 racstérelméleti munkdk feleslegesek lettek volna. Egyrészt vilagosabba véltak
a racstérelmélet alkalmazhatésaganak korlatai, mésrészt felhivtédk a figyelmet a numeri-
kus eredmények koriiltekintd interpretacidjanak fontossdgara. Nem utolsé sorban ezen
munkdk sordn olyan tj technikdk fejlddtek ki a szérasallapotok és egy-hadron allapo-
tok megkiilonboztetésére, amelyek az egész racstérelméleti spektroszkopia teriiletnek a

javara véltak.



4. fejezet

Hadronspektroszképia termodinamikai

megfontolasok alapjan

A 3. fejezetben lattuk, hogy a rdcstérelmélet segitségével torténé hadronspektroszképi-
anak milyen fontos mozzanata az operdtorok megfelel6 megvélasztdsa. Ha a keresett
részecske hullimfiiggvénye nem ismert, akkor még nehezebb a megfeleld operatorokat
eltaldlni. Sziikséges volna tehat egy olyan spektroszképiai médszer, amelynél az allapot
hullamfliggvényének el6zetes ismerete nélkiil, pusztdn a kvantumszamainak felhaszna-
lasaval megkaphat6 annak tomege. A véges stir{iségti racs-QCD kanonikus megkozelitése
ma mér nem elérhetetlen [62-65], igy lehet6ség nyilik egy pusztan termodinamikai meg-

fontoldsok alapjan torténé spektroszképiai médszer kidolgozasara.

4.1. A szabadenergia alacsony hémérsékleti viselkedése

Tekintstink egy K kiilonb6z6 kvark-izt tartalmazé rendszert. Annak a szektornak, amely-
ben az i-edik kvarkbol N; taldlhaté (i = 1, ..., K), a kanonikus dllapotosszege T hémérsék-
leten

- _ N1 Ng)
Znyn(T) = Z n‘((Nlr»-.,NK) e E I, “.1)
k=0

FN1 NK(T) =-Tln ZNl/---rNK(T)' (42)

A (0,...,0) kvarkszdmu szektorban a legalacsonyabb energiaszint a vakuum. A vaku-
umrdl feltételezziik, hogy nemdegeneralt, igy a (0, . .., 0) kvarkszamu szektor kanonikus

45
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allapotosszege a

(0,...,0) - (0,...,0)
Zo, o(T) = B0 /T & Z nf{o ..... 0) =BT (4.3)
k=1

(N1,-NK) (Ny,-.NK)
ZNl,.,.,NK(T) _ n((JNl ,,,,, Ng) €7E0 1--NK) + Z n;(le ,,,,, Nx) efEk 1-NK) (44)
k=1

alakban irhat6. Ekkor az (N, ..., Nk) kvarkszamu szektor és a nulla kvarkszdmokhoz

tartozo szektor szabadenergidjanak kiilonbsége

k=1
=-TIn — —
e ESOIT 4 Z n}({o,uqo) BT
k=1
© n(N1 ..... Nk) N v N
1+ k —(Ef( e KLE(D‘ e K))/T
(N1,..,Nk)
_ p(Np,.Ng) (0,..0) k=1 n
— E, JT . BT (N1, NK) 0 —
=—-Tln|e " . eFo -1y . ~ —
14+ Z n’((U,uqO) ef(El((Dw 'DLES”" Oy 1
k=1
= (N1--N) (N7, NK) (N7, NK).
k 7(Ek‘ 1K ’Ea 1Ky
1+ ; n(N‘l ,,,,, Nk)
— p(Ny,..Nx) (0,...,0) (N1,-,Nk) =1 'hp
=E; W —Ey = Tlnny " = Tln ~ . (45)
k=1

Az (Ny, ..., Ng) kvarkszdm-szektor legkonnyebb részecskéjének tomege az ezen szek-
tor és a vdkuum-szektor alapéllapoti energidjanak kiilonbségeként adodik.

mg\ll ..... No) _ EE)Nl,...,NK) _ Ego,4..,o> (4.6)
Ha a hémérséklet jéval alacsonyabb, mint a (4.5) képletben a szogletes zardjelben a ki-
tevékben el6fordulé energia-kiilonbségek, akkor a (4.5) Osszefiiggésben az utolsé tag
elhanyagolhaté az elsé hdaromhoz képest. Ebben a hémérséklettartomanyban a (4.5)
szabadenergia-kiilonbség tehat egy olyan linearis hémérsékletfiiggést mutat,

Fryni (T) = Fo,..o(T) &= m N9 — T - In M0, “7)
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amelynek a T = 0 tengelymetszete az (Nj,..., Nk) kvarkszdm-szektorban taldlhat6 leg-
konnyebb részecske tomegével egyezik meg, a meredeksége pedig ezen allapot multipli-
citdsarol ad szamot.

4.2. A szabadenergia meghatarozasa racson

4.2.1. Az allapotosszegek kozotti kapcsolat

Egy K kiilonb6z6 kvark-izt tartalmazé rendszerben jeltlje rendre N; és ui(i=1,...,K)az
i-edik kvarkiz kvarkszdm-operartorat és kémiai potencialjat. Ekkor a T hémérséklethez

és (t1, ta, - . ., kk) kvark kémiai potencidlokhoz tartozé nagykanonikus allapotosszeg
Z(ms, iy, i, T) = Tr [erfimpaRammpBiorT] (4.8)
Az Nj, ..., Ng kvarkszam értékekhez tartozé kanonikus allapotosszeg
Zng (1) = Te [T 5 0o gens ] (4.9)

ahol oy, , az N; = N; altérre vetits projektor. Mivel az N; kvarkszdm-operatorok spekt-
rumdban csak egész szamok taldlhatok, az adott kvarkszamu altérre vetitd projektorok
a

1 270 =
B = 5 fo A®N: 4, (4.10)

alakban is irhatok. Ekkor

R 1 270 . 1 270 .
ZN1 ..,NK(T) =Tr [g’H/T R f SN1=N1)0; do; - — f el Nk=Nk)bk deK} —
" 21 Jo 21 Jo

1 270 270 R R N
— do, e—ile)l f doy e—iNK()K Tr e—(H—iT{)lNl—...—iT()KNK)/T —
(2m)K j[; 0 [ ]
1 270 . 270 .
= @F f doye ™ f dOx e Nk Z(TO,,...,iTOk, T). (4.11)
0 0

Ha a nagykanonikus éllapottsszegben komplex kémiai potencidl értékeket is megenge-
diink [66], akkor a (4.11) dsszefliggés alapjan a kanonikus dllapotosszegek tulajdonkép-
pen a képzetes kémiai potencidlokndl vett nagykanonikus dllapotosszeg Fourier-sordnak
egyltitthatoi:

21T 21T
[ p— i Ny/T | o= IukNk/T 73 H
@nTK L duy L duge e 2@, ..., dug, T), (412)
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o0

ZGpn, i T = Y e Y Zag (1) - @NIT o kT, (4.13)

Nie—c  Ng=—co

4.2.2. Kogut-Susskind fermionok
Egy id6iranyban N, rdcspontot tartalmazo, a racsallandéja racs h6mérséklete

1
T= .
a- N

(4.14)

A képzetes kémiai potencidlt pedig tigy vehetjiik figyelembe [67], hogy az i-edik kvarkme-
z6 fermionmétrixdban a pozitiv idéiranyt linkeket e'i-vel, a negativ idsirdnyu linkeket
e Hi-vel szorozzuk meg, ahol §; = wa az i-edik kvarkmez6 racs-egységekben mért kémiai
potencidlja.

Ha az i-edik Kogut-Susskind (staggered) kvarkmezd n; kvark-izt ir le, melyeknek

csupasz tomege m;, akkor a staggered nagykanonikus allapotosszeg a

K
Z@f, ..., 10x) = f [du]e St HdetM(mi, ipy, L) (4.15)
i=1

integral segitségével szdmolhato ki. Ezt atirva a

Z(i‘fl iﬂ ) _ f[du] e*SQ[u] K detM(m 0 u)n1/4 x ﬁ (detM(mi, i[ji/ u)
17+, 1HK) = ° ir Yy VTR T
Ul det M(m;, 0, U)

i=1

ni/4
) (4.16)

alakba latszik, hogy ha a determindns-hdnyadost egy fizikai mennyiségnek tekintjiik [68],
akkor a (4.15) integral tulajdonképpen ennek a fizikai mennyiségnek a f1; = 0 kémiai
potencidl értékeknél vett varhat6 értéke és a f1; = 0 kémiai potencidlokhoz tartozé Z
allapotosszeg szorzatdval egyenld:

K oA ni/4
det M(m;, if1;, U
(M) > 4.17)

Z(@ip,. .., i) =2 -

(Efha, - ifte) <1_1[ det M(m;, 0, U)
Ennek kovetkeztében a (4.15) kiszdmoldsahoz elegend6 a nulla kémiai potencidlnal gene-
ralni a mérték-konfigurdciokat, és a determindns-hdnyadost mint egy fizikai mennyisé-
get mérni az egyes konfigurdciékon. A kanonikus dllapotdsszegek ennek megfeleléen a
determinans-hanyados Fourier-egytitthatéinak varhato értékei segitségével adodnak.

K o on ni/4
. Ne (™ w
Zny,. N =2 < 1:1[ I \f[; dgie det M(m;, 0, U) “18)
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Minden egyes mérték-konfiguracié esetében meg kell tehat hatdrozni a determinans-
hanyados megfelel6 Fourier-egyiitthatéjat. Ehhez explicit médon ismerniink kell a
det M(if1) fermiondetermindns [i-fliggését. A fermiondetermindns értéke nem fiigg a
mértékvalasztastol, annak kiszdmolasat tetsz6leges mértékben elvégezhetjiik. Temporalis
mértékben az idSirdnyt linkek az utolsé idszeleten 1évok kivételével mind trividlisak,

igy temporalis mértékben a fermionmatrix az

By L L | N 0 Uett
— 0 By et ... 0 0
0 - B, ... 0 0
MG =| A (4.19)
0 0 0 ... By éf
—Uutelt 0 0 ... —cit BNpl

alakot olti. Ha a rdcs mindhdrom tértengely iranyaban N, racspontot tartalmaz, akkor
minden id8szeleten V = N? récspont taldlhato, és ekkor a (4.19) métrix minden egyes
blokkja egy 37/ x3V-s matrix. B, a staggered fermionmatrix lesztikitése az I-edik id6szeletre,
U pedig a mértékrogzités utan az utolsé idészeleten megmaradt idSirdnya SU(3) linkeket
tartalmazza.

A (4.19) fermionmatrix determindnsa Gauss-eliminéci6 segitségével a
det M(ip) = &"Nif det (S — M) (4.20)

alakra egyszerfisithet, ahol

S:(o 1 )(0 1 ][0 1][u 0] @21)
1 By )1 Buoa 1 ByJlo U

a 6V x 6V-s tn. redukalt fermionmatrix [69]. Ha az S k-adik sajétértékét Ai-val jeloljik,
akkor

6V
detM(ip) = 7N ] T (A= ), (4.22)
k=1
igy a determindns-hanyados a
det MAR) _ v ﬁ Ay — el )
detM(0) L173=1 '

alakba irhato.
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A B, térszerti staggered matrixok rendelkeznek egy
y5Bi = Blys (4.24)

¥s-hermiticitasi tulajdonsdggal, ahol a staggered esetben

(7/5);(1/ = Oxy - (_1)):“ T, (4.25)

Ennek kovetkeztében az S redukdlt fermionmatrix inverzére

s =t O s [0 (426)
ys 0 s O

teljestil. Emiatt az S sajatértékei parokban fordulnak el6: ha A sajatértéke S-nek, akkor
1/A* is az. [gy a komplex egységkoron kiviil taldlhat6 sajétértékeknek van az egység-
koron beliil parjuk. Ekkor attél a nullmértékii esettdl eltekintve, amikor egy vagy tobb
sajatérték a komplex egységkorre esik, a (4.23) determindns-hanyados felirhaté pusztan
az egységkoron beliil 1év6 sajatértékek segitségével:
., e A — e
det M(if1) _ AN H A — 7 iNe 3 — € H
‘detM(0) oo A&-1 L -
1‘s\k|gﬁlv AL k
Akl<

1- Ak Jini [

4.27)

A szorzat képzésnél, és a késSbbiekben az osszegzésnél a csillag azt jelenti, hogy csak a
,kicsi”, azaz a komplex egységkoron beliil taldlhato sajatértékeket vessziik figyelembe.

Ha a hémérséklet a QCD kiralis fazisditmenetének hémérsékletéhez képest kicsi, akkor
a ,kicsi” és a ,nagy” sajatértékek jol elkiiloniilnek egymadstol (4.1. dbra). A hémérsékletet
csokkentve a kis sajatértékek a homérséklet reciprokdnak exponencidlisdval ardnyosan
lesznek kisebbek, igy alacsony hémérsékleten a (4.27) determindns-hdnyadost, és a (4.18)
egyenletben el6fordulé hatvanyait Taylor-sorba fejthetjiik a kicsi sajatértékek szerint. Pél-
ddul (4.27) a-adik hatvanyanak sorfejtése elsérendben:

detM(l,u) 1 — A et N
(detM(O) [H| 1— A ]~

[1 + aZ Ak + aZ A*] + !N { Z /\k} + ¢ 1ON [ Z*/\;‘

k

(4.28)

A Taylor-sorfejtést n-ed rendig végezve az NN exponencidlisok egyiitthatéit is n-
ed rendig kapjuk meg, ezek azonban pontosan a keresett Fourier-egytitthatok. A (4.18)
egyenletben szerepl$ Fourier-egytitthatok tehdt minden mérték-konfigurdcién megkap-
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4.1. abra. Az S redukélt fermionmatrix sajatértékei egy tipikus 63 x 24-es, T ~ 25 MeV
hémérsékletli staggered racs esetében. Az egységkoron beliil levé és az azon kiviil
taldlhato sajatértékek mar ezen a hémérsékleten is jol elkilontilnek egymastol. A ka-
nonikus allapotosszegek meghatarozasakor a bekarikazott sajatértékek adjak a jelentss
jarulékot.

hatok tgy, hogy a sorfejtésben vessziik a megfelel§ exponencidlis egytitthatéjat.
Az (Ny,...,Nk) szektorban a vezetd rend(i tag rendje |N;| + - - - + |[Nk|. Ha mindegyik
staggered kvarkmez6 esetén n; = 4, azaz mindegyik staggered kvarkmez& 4 kvark-izt ir

le, akkor a (4.18) vezet6 rend( tagja

) _\*(sgnN)
(1)l Z ()\]({‘3) ... )\]((‘g) l) >, (4.29)

N
1<k < ck® <3V Wi
1 INil

K
i=1
ahol 1" az i-edik kvarkmez6 fermionmétrixabol képezett S? redukalt fermionmaétrixnak
a k-adik sajatértékét jelenti, a kitevében szerepld x(sgn N;) pedig abban az esetben jelent
komplex konjugélast, ha N; negativ.

Zn,,. N Vezetd rendii tagja tetszleges n; szdmu kvark-iz esetén pedig a kovetkezd-
képpen kaphaté meg. A (4.29) egyenletben a varhat6 értékben szerepld képlet pusztan
a

Z* (/\If))j j=1,...,N; ha N; pozitiv, és

i - (4.30)
Z (A;f)*)] ji=1...,-N; ha N; negativ
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kifejezések felhasznaldséval felirhat6 a sajitértékeknek egy |Ni| + --- + |Nk| fokszdmu
homogén polinomjaként. Ha ebben a polinomban végrehajtjuk a

Y - i) s YWY — YY) e
k

k k k

kapjuk.

4.2.3. Wilson fermionok

Ha a racson K kiilonb6z6 Wilson fermionmez&t szeretnénk kezelni, oly médon, hogy az
i-edik kvarkmezé n; kvark-izt frjon le, melyeknek csupasz tomege m;, akkor a fI; rdcs-
egységekben mért kémiai potencidlokhoz tartozé nagykanonikus allapotosszeget a (4.15)
Osszefiiggéshez hasonléan az

K
Z@f, ..., 10x) = f [du]e S HdetM(m;, i, U)" (4.32)
i=1

integrdl adja meg, ahol M(m;, if1;, U) most a Wilson fermionmatrix. A kanonikus allapot-
Osszegek a (4.18) képlethez hasonléan a determinadns-hdnyados Fourier-egytitthatéinak
varhato értékei segitségével adoédnak:

K 2 oA n
N, N N det M(m;, 14, )\
7 -7. d ; NNe [~ 7 "2 77 0 7 7 . 4.
Ny Nk < L| by fo fie det M(m;, 0, U) 39

Temporalis mértékben a Wilson fermionmatrix az

By (ya—71) €t 0 . 0 (ya+r)e U
—(yatr)e® B, (ya—r)e® ... 0 0
0 —(ya+r)e® B e 0 0
MG@) = 0usn : . ,
0 0 0 . BN.—Z ('}/4 - 1’) em
- ()/4 - 7’) enut 0 0 el = ()/4 + 7’) eih BNpl
(4.34)

alakot 6lti, ahol most minden blokk egy 12V x 12V/-s matrix. B; most a Wilson fermion-
matrix lesziikitését jelenti az I-edik id&szeletre, amely magaba foglalja a clover-tagot is,
amennyiben clover-taggal javitott Wilson fermionokat hasznalunk.

Ha a Wilson paraméter értékét tgy valasztjuk meg, hogy r < 1legyen, akkor (y4 —r) és
(ys + 1) invertdlhat6é métrixok lesznek, és ebben az esetben a staggered fermionmatrixhoz
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hasonléan explicit médon kiszamolhat6 a fermiondeterminans fI-fliggése. Ehhez szoroz-
zuk meg jobbrél a méasodik oszlopot (y4—r)-gyel, a harmadik oszlopot (ys—r) 1 (ys+7)-rel,
anegyediket (ys—r)72(ys +7)-rel, az dtodiket (ys —r)"2(ys +r)*-tel, és igy tovabb, mig végiil
az Ny-edik oszlopot mar (ys — r)™M/2(y, + r)N/21gyel. Hasonl6képpen szorozzuk meg
balrél a masodik sort ()4 + r)"I-gyel, a harmadik sort (y4 + r)7!(y4 — r)-rel, a negyediket
(ya+7)72(ya—r)-rel, az 6todiket (ys +r)~2(ya — r)*-tel, és igy tovabb, mig végiil az Ni-ediket
mar (ys + 1) N2 (yy — )M/ lgyel. A gyakorlatban el6fordul6 szamolasoknal N, mindig
péros, igy joggal feltételezhetjiik ezt most is.

A matrixok, amivel a fermionmatrixot balrél és jobbrdél megszorozgattuk, nem egy-
ségnyi determindnstiak ugyan, de a determindnsuk fiiggetlen fi-t6l is és a mérték-
konfiguraci6tél is, igy a fermiondeterminanshoz egy olyan C; konstan szorzéval jarulnak
hozza, amelyik a determinans-hdnyadosbol ki fog esni. Ekkor a fermiondeteminéns a

B; dt 0 ... 0 Telt
—e B, ¢ ... 0 0
. 0 R 0
detM(ip) = Cy - 2N det| 2 ) (4.35)
0 0 0 .. By, b
Tt 0 0 ... e oB
alakba irhat6, ahol
T = (u+r)"?(u-n""0,
By, = By,
B, = (yat+1) ' Bi(u-1",
By = (ya+n) ' (ra=nBa(ya—1"a+1), (4.36)
By = (ra+1)(ya=1Bs(ya—n(ya+1),
By = (ya+n)(ya—rBa(ya—n(ya+7),
By_i = (ra+n) Py =N By (s — ) NP (g + )N

A (4.35) determindns mar pontosan olyan alakt, mint a (4.19) staggered fermiondeter-
minans, igy a Gauss-eliminéci6é pontosan ugyantgy elvégezhet6. Mivel azonban most T'
nem egységnyi determinanst, a fermiondeterminanshoz jarul még egy, fi-t6l fiiggetlen,
de a mérték-konfiguraciétol fliggs C, szorzo:

det M(ift) = Cy - Cy - 127N e12/Ni8 . det (§ — eNiF), (4.37)
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0 130 1 0 1)(T o
S= (4.38)
1 B, J\1 By,) \1 ByJlo T

a 24V x 24V-s redukalt fermionmatrix. Ennek k-adik sajatértékét jelolie Ay, ekkor a

ahol

determinans-hanyados:

24V i
. _ »—N{
120N Ag—e ™

Ap—=1

detM(if)

det M(0) (439)

k=1

A B, térszerti Wilson fermionmatrixok is rendelkeznek a (4.24) ys-hermiticitasi tulaj-
donsdggal, ebb6l kdvetkez6en a B; méatrixok is, tovébba T felcserélhetd ys-tel, igy a Wilson
fermionmatrixbol kapott (4.38) redukélt fermionmatrixra is érvényes a (4.26) Osszefiiggés.
Ennek kovetkeztében S is rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy a sajétértékei parokban
fordulnak el6: ha A sajatértéke S-nek, akkor 1/A* is az. Tehat a determindns-hdanyados a
Wilson fermionok esetében is a (4.27) 0sszefiiggéssel megegyezd moédon megadhaté az
S-nek pusztan a komplex egységkoron beliil taldlhato sajatértékei segitségével:

det M(ig i P
det M(g) H ‘1 ALl iy (4.40)

“det M(0) 1- A

és a (4.33) egyenletben szereplé Fourier-egyiitthaték a staggered esetben alkalmazott
Taylor-sorfejtéssel meghatarozhatok.

4.2.4. A Z; szimmetria kovetkezményei
Az édllapotosszegekre vonatkozé kovetkezmények

A determindns-hanyados (4.27) alaku felirdsab6l lathaté, hogy a nagykanonikus él-
lapotosszeg (4.17) képletében a varhat6 értékben szerepld kifejezés minden mérték-
konfigurdcién minden fi;-ben 27t/N; szerint periodikus. Ennek kovetkeztében maga a
nagykanonikus allapotosszeg is 27/N; szerint periodikus minden f1;-ben. Ez egyenérték
azzal, hogy a Zy;,,. n, kanonikus dllapotdsszegek csak akkor lehetnek nullatél kiilonb6zs-
ek, ha minden N; egész.

Az U mérték-konfiguracién végrehajthatunk egy Z; transzformaciét oly médon, hogy
az utolsé id&szeleten levd iddiranyt linkeket megszorozzuk ¢; = ¢¥/3-mal (j = 0,1,2).
Az igy keletkez6, szintén SU(3) mérték-konfiguraciét jelolje U¢/. Ekkor a nagykanonikus
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allapotosszeg atirhaté a
1 2 5 K
Z@, ..., i) = 52 f [dUE] e S HdetM(mi, i, U™ (4.41)
j=0 i=1

alakba, ahol staggered fermionok esetén «a; = 1;/4, mig Wilson fermionok esetén a; = n;.
Mind a [dU] funkciondl-mérték, mind az S, mérték-hatds invaridns a Z; transzforméaciokra
[70], igy

2 K
Z(m, ..., ipx) = f[dll]efs‘“[u}% det M(m;, ip;, U)" =
j=0 i=1
K 2 K on iV\¢
1 det M(m;, ifi;, Usi)\™
_ —S,[U] . Yi e = T nn | T
f[du]e s L_][detM(m,,O, ) x 3 = L[( det M(m;,0, U)
2 K °n )\
~ 1 det M(m;, iy, U)\™
= 221 (G ) ) o

Az U — U transzformdci6 a (4.21) és (4.38) redukalt fermionmdtrixokra nézve egy
S — ¢ S szorzast jelent, aminek kovetkeztében a (4.27) és (4.40) felhasznalasaval a (4.42)
egyenletben szerepl6 determindns-hanyados a

2 2

1- }L,(f) eiﬁmﬁ%ﬂj

(i)
1-A¢

@) . LipN, N
1- A et

1-A0 :Ik—[

B det M(m;, ip; + 125, U)

detM(mi, iﬁi, Uf’) _ Hy’
detM(m;, 0,U)

(4.43)
3N/
det M(m;, 0, U)

alakba irhat6. Ezt behelyettesitve a (4.42) egyenletbe
o . 11 .. o oo o 2T oo o2
2@, ..., ipx) = §|:Z(ly1, o dfk) + Z(lyl + 13—M, o dfik + 13—M)+

on o oAm P ¥4
+ Z(1y1 + 13—M, o i+ 13—M)] (4.44)

adodik, aminek kovetkeztében

2 2
ZGpu, .., 3f) = Z(ip1 + i3—£{, T 13—;\1) (4.45)

Tehét a nagykanonikus dllapotosszeg rendelkezik egy extra periodicitassal: invarians arra
nézve, ha mindegyik kvarkmezé kémiai potencidljdhoz 27i/3N-t hozzadunk [66]. Ennek
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kovetkezményeként csak azok a Zy,, n, kanonikus édllapotosszegek lehetnek nulldtél
kilonboz6ek, amelyekre az Ny + - - - + Ny Osszkvarkszdm oszthat6é hdarommal [64].

A Z; szimmetria alkalmazasa a sorfejtésben

Legyen A[U] egy mértékinvaridns fliggvénye az U mérték-konfiguracionak. A[U] varhat6
értékét az

K
(A[U]Y = % f [duye 51 AU - H det M(m;, 0, L)% (4.46)
i=1

integrédl adja meg. A mérték-hatds és az integracids mérték Zs-invarianciajat felhasznalva
ez a varhato érték atirhatd:

_ det M(m;, 0, Usi)\"

S [U] & €j

f[du]e | |detM(m,,o Uy x = zoA[U - | |(detM( Xy ) =
J

. det M(m;, 0, U*7)
(3 zAw 1 T](Sem e ), 47

A (4.43) bsszeftiggést felhaszndlva a (4.47) egyenletben szerepl determinans-hanyadosra

Afun

szintén alkalmazhat6 a kicsi sajétértékek szerinti Taylor sorfejtés.

A (4.30) alaku kifejezések mindegyike mérték-invarians, igy a kis sajatértékek szerinti
sorfejtés barmelyik tagjat tekinthetjiik az A[U] mennyiségnek. Ilyen médon a sorfejtés
minden egyes tagjdnak varhato értékét képezhetjiik a (4.47) Zs-invaridns format hasznalva.
Példaul ha egy, n; kvark-izt leir6 staggered kvarkmez&nk van, akkor a sorfejtés elsérendi
tagjainak varhato értéke vezetd rendben

EHERE

k

> , (4.48)

2
Y
k

A (4.47) eljaras sordn a Zs-invarians tagok nem véltoznak, a nem Zz-invaridns tagok

varhato értékei viszont magasabb rendti, Zs-invarians tagok varhato értékeinek osszegével
helyettesitédnek. A Z(if13, ..., 1fix) nagykanonikus allapotdsszeg sorfejtésében ezt rendrél
rendre elvégezve végiil minden kvarkszdm-szektor kanonikus allapotdsszegét a kicsi
sajatértékek egy Zs-invaridns kombindciéjanak varhato értékeként kapjuk meg. Példaul
ha egy, n; kvark-izt leiré6 kvarkmez&énk van, akkor a nagykanonikus allapotosszeg Z3-
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invaridns harmadrendii sorfejtésére

3
o det M(if1) avy ;@ o’ )
A=z <(dtM<0))> '<1+5;A2_7[Zk‘)\k][ A]+?[;Ak]+
3

SR RO

k

3
+e3le,Z.<_% /\z+%2[2/\k][2/\§]—%3(2/\k]>+
k k k K

. 2 * - 3 Y

+ o~ .z~<- %; AR %[Zk‘ A;][Zk“ ;\;2]_ %(Zk‘ A,:J > (4.49)

adodik, ahol staggered fermionok esetén a = 1,/4, Wilson fermionok esetén pedig a = n;.
Ebbél a kanonikus éllapottsszegek harmadrendig:

Zy
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—_—
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a tobbi kvarkszam-szektor kanonikus éllapottsszege pedig harmadrendig nulla.

4.2.5. A lényeges sajatértékek meghatarozasa

Alacsony hémérsékleteken (N; =~ 50 — 100) a redukdlt fermionmétrixnak az egységkoron
beliil taldlhat6 sajatértékei koziil a legkisebb és a legnagyobb kozott 2040 nagysagrend
eltérés van, igy a (4.29)—(4.31) képletekben levd osszegzésekben jelentSs jarulékot a kicsi
sajatétékek koziil csak a legnagyobbak adnak (4.1. dbra). Mivel ezek a kanonikus éllapot-
Osszegek szempontjabdl relevans sajatértékek az S spektrumanak a kdzepén taldlhatok,
és ilyen alacsony hémérsékleteken S kondicidszdma a 10% — 10'® nagysdgrendbe esik, a
kozonséges sajatértékmeghatarozdsi modszerek nem mtikodnek.

A redukalt fermionmétrix azonban (4.26) alapjan konnyen invertalhato, igy az S + 57!
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1073 T T
o A4l

107 - rel. hiba 4
- absz. hiba

10711 -

107" %%%“%
Y
-19 L o, N
10 N%
10723 L 4
10—27 N 1 1 1 1 I
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4.2. abra. A Q mérixnak a dupla pontossagi ARPACK éltal meghatérozott legnagyobb
abszolutérték sajatértékei, valamint azok relativ és abszoltt hibédja egy tipikus 6° x 100
méretii staggered racson.

és S — S matrixok is konnyen el6éllithatéak. Ezeket invertdlva bevezethetjiik a

Q= % [(s w5 = (s- s*)'l] (4.53)

matrixot. Az S+ 57! és S — S7! matrixok kondiciészdmanak nagységrendje kevesebb, mint
fele az S kondiciészdma nagysagrendjének, igy ezek kezeléséhez joval kisebb szamdbra-
zolasi pontossdg elegendo.

Ha A sajatértéke az S-nek, akkor A/(1—A*) a Q-nak sajétértéke. Ha A egy kicsi sajatérté-
ke S-nek, akkor |)\4| <« 1, igy a szdmoldsokban lényegtelen, hogy A/(1 — A*)-t haszndlunk
vagy A-t. Ha viszont A egy nagy sajatértéke S-nek, akkor /(1 — A*) ~ —=1/A3, ami elha-
nyagolhat6 a relevans kicsi sajatértékek mellett. Tehadt S-nek a kanonikus allapotosszegek
szempontjabol lényeges sajatértékei a Q legnagyobb abszolutértékii sajatértékei lesznek.

A lényeges sajatértékek meghatdrozasa tehat a kovetkezbképpen torténik. Temporalis
mértékrogzitést hajtunk végre, majd eldallitjuk a B; térszerti fermionmatrixokat. Az S
és S matrixok kondiciészdma azonban nagyon nagy, igy ezek eldéllitdsa mér nagy
szamdbrazoldsi pontossagban kell, hogy torténjen. Az S és S~! matrixok (4.21) vagy (4.38),
valamint (4.26) alapjan torténé megkonstrudldsa utan S + S és S — 57! invertaldsaval
megkapjuk a Q matrixot. Miutdn a Q matrixot nagy szimabrazoldsi pontossagot hasznélva
elééllitottuk, a legnagyobb 10 nagysdgrendbe est sajétértékeinek megtaldldsahoz mar
dupla pontossag is elegendd (4.2. dbra), igy a legnagyobb abszolutértékii sajatértékek
megkeresése a dupla pontossagi ARPACK fiiggvénykonyvtér [71] segitségével torténik.
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4.3. A spektroszkdpiai médszer alkalmazhatdsaga

4.3.1. A médszer korlatai

A 4.1. és 4.2. szakaszokban ismertetett modszerrel elméletileg tetszéleges kvarkszam-
szektorban meghatdrozhato a legkisebb tomegti részecske tomege. Példdul a proton tome-
gétakovetkezOképpen hatdrozhatjuk meg. Vegyiink egy n,, = 1 kvark-izt leiré kvarkmez&t
az u kvarkok szdmadra, és egy n; = 1 kvark-izt lefr6 kvarkmez6t az d kvarkok szamara.
A harmadik konnyti kvarkot, az s kvarkot az egyszertiség kedvéért most elhagyjuk, az
eredményben nem hoz lényeges véltozast. A proton a legkisebb tomegti részecske az
N, = 2,N; = 1 kvarkszdm-szektorban, igy a tomegét a (4.7) Osszefiiggésnek megfelel6en
az

(4.54)

Z>1(T
FN,FZ,N,:«T)—PN,FO,N‘,:om=—T1n( 2 ’)

Zoo(T)
szabadenergia-kiilonbség nulla hémérsékleti hatdresete adja meg. Legyen a = 1/4, ha
staggered fermionokkal dolgozunk, és @ = 1, ha Wilson fermionokkal. Ekkor a (4.54)
egyenletben szerepl6 kanonikus allapotdsszegek Z;-invaridns sorfejtése vezetd rendben

2
Lo a7 w2 o] @ L NG
ZZJ:Z'<? ZAk ZAk _? ZAk Z/\k ’
* k * * (4.55)
Zoo £ Z-(1).

Ha a hémérséklettel kozelitiink a nulldhoz, a sajatértékek egyre kisebbek lesznek, igy
egyre inkabb csak a vezet6 rendfi tag fog szdmitani. Tehdt a protontomeg

2

am, = lim [—I\lh1n<"‘72 [Zk: A;WZJ [Zk" Af)) - "‘; [Zk: A‘k”] [Zk" A(kd)m. (4.56)
Hasonlé médon kaphaték meg a magasabb barionszdmt szektorokban levé legkisebb
tomeg(i részecskék tomegét megado képletek is, amelyek elméletileg akér a tobb-barionos
allapotok kotési energidjanak meghatdrozasara is hasznalhat6ak.

A modszer elméleti szépsége ellenére a gyakorlati megvaldsitdsa soran nehézségekbe
uitkoziink. Ugyanis az a kifejezés, amelyik a protontomeget megado6 (4.56) osszeftiggésben
avérhato értékben szerepel, egy tetszbleges fazist komplex szam lehet. Emiatt az dtlagolds
sordn nagy kiejtések torténnek: az dtlaga sokkal kisebb, mint az értéke egy tipikus mérték-
konfiguracion. Egy T ~ 25MeV hémérséklet(i, 6> X 24-es staggered szimuldci6 esetében
egy tipikus mérték-konfiguracion ez az érték 1071 nagységrend(, mig a varhaté értékének
a nagységrendje a vdrakozasok szerint 1072, Ez azt jelenti, hogy a helyes eredményhez

10% nagységrend konfiguraciészam volna sziikséges. Ez viszont kivitelezhetetlen. Ha a
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T — 0 hataresethez kozelebb kertilés céljabol csokkentjitk a h6mérsékletet, a helyzet csak
rosszabbodik.

4.3.2. Piontomeg meghatarozasa

Az el6z6 alszakaszban targyalt eljelprobléma azonban nem meriil fel, amennyiben
ng = ny, my = m, és az Ny = —N,, szektorok valamelyikére vagyunk kivancsiak. Ezen
szektorokat egyetlen

_ N, u N, d
)
paraméterrel, az izospin harmadik komponensével jellemezhetjiik. Az u és d kvarktome-

I (4.57)

gek egyenl6sége kovetkeztében minden k-ra /\,((“) = )l,({d), ezért helyettiik egyszertien Aj-t
irunk. Legyen a = n,/4 = ny/4, ha staggered fermionokkal dolgozunk, és o = 1, = ny, ha
Wilson fermionokkal.

Az I3 = 1 szektor kanonikus allapotosszege vezetd rendben

Y

k

2

>, (4.58)

LO LO P
L= = ZN,,:],Nd:—l = '<04

ami a sajatértékek egy szembeszokéen pozitiv polinomjanak a varhato értéke. fgy ez a
varhat6 érték problémamentesen meghatérozhato, és a

. 2
Z A >] (4.59)
k

nulla h6mérsékleti hatdreset megadja az I; = 1 szektor legkisebb tomegfi részecskéjének,

—00

— T 1 2
amp=1 = I\}}m | ﬁt In <(X

a Goldstone-pionnak a tomegét.
A magasabb I3 csatorndk legkisebb tomegti dllapotdnak tomegére ehhez hasonléan
kaphatunk numerikusan kiszdmolhat6 képleteket. Ezek mar valéban hasznalhatéak pion-

pion széras vagy tobb-pion éllapotok vizsgalatéra.

4.4. Kapcsolat korabbi eredményekkel

P. E. Gibbs a staggered fermionmatrixot id6irdnyban megsokszorozott racsokon inver-
talva vizsgélta a legkisebb tomegti hadronéllapot, a Goldstone-pion exponencialis le-
csengését [72]. Megdllapitotta, hogy az exponencidlis lecsengést az éltala bevezetett P
propagatormatrixnak a komplex egységkorhoz legkozelebb esd sajétértékei domindljak,
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igy minden egyes konfigurdcién a piontomegre az

any = min In |z, | (4.60)
|zi>1
Osszeftiggéshez jutott. Itt zy, (k=1,... 6Veésl=1,... ,Ny) a
-BU 1
P= 4.61
[_UZ 0] o

6VN, X 6VN,-s propagatormatrix sajatértékeit jeloli, ahol B a staggered fermionmatrixnak
a térszerti részeit tartalmazza, U pedig az id6irdnyt részeit foglalja magaba.

A P propagatormatrix zj, sajatértékei és a (4.21) osszefliggéssel megadott S redukalt
staggered fermionmatrix A, sajatértékei kozott fenndll a

A = ()™

N j2rd
zgg = A e

Osszefliggés, igy a 4.1. és 4.2. szakaszokban ismertetett dltaldnos médszer megvalaszolja

I=1,...,N, k=1,...,6V (4.62)

Gibbs [72] cikkében feltett kérdést: milyen Osszefiiggés fedezhetd fel a hadronspektrum
és a propagatormatrix sajatértékei kozott?

A (4.62) osszefliggést felhasznalva, és figyelembe véve, hogy S sajatértékei Ay < 1/AF
parokban fordulnak el6, Gibbs (4.60) eredménye az

amy, = _% -In (m>1<|)\k|2) (4.63)
alakba irhaté. Ezt 6sszevethetjiik a Goldstone-pionra kapott (4.59) eredménytinkkel. Ha N;
elegendéen nagy, akkor a (4.59) képletben a logaritmust elvégezve az a? szorz6 elhanya-
golhat6 jarulékot ad az 6sszeg mellett. Tovabba ha a rdcs id6irdnyt mérete joval nagyobb,
mint a térirdnyt mérete, akkor az dsszeget a kis sajatértékek koziil a legnagyobb fogja
domindlni. Ebben az esetben a (4.59) és (4.63) képletek az egyes mérték-konfigurdcidkon
koriilbeliil ugyanazt az eredményt adjak. A (4.59) dsszefiiggés azonban a teljes sokasagra
vonatkozé eredményt megadja, mig (4.63) csak az egyes mérték-konfigurdciékra vonat-
kozik, a sokasagatlag elvégzésének médjardl nem ad felvilagositast.

4.5. Numerikus eredmények

A 4.1. és 4.2. szakaszokban leirt médszer numerikus szamolédsokkal tesztelhetd: a (4.59)

Osszefliggés alapjan mérhetd az I3 = 1 csatorna legalacsonyabb energidjt allapotanak to-
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n =2 n =4 n==8
p 4.8 4.3 3.8
a 0.41 fm 0.42fm 0.44 fm
any 0.04 0.04 0.04
N 6 6 6
N; =1/aT | 50,100,200,300 50,100,200,300 100,200

4.1. tablazat. A numerikus szdmoldsok paraméterei.

1/aT | Konfiguraciok szama

m=2 m=4 =8

50 331 322 -
100 | 1196 935 701
200 | 323 605 467
300 | 168 255 -

4.2. tablazat. A kiilonboz6 szamolasokban hasznalt mérték-konfiguraciok szama.

mege, majd az dsszehasonlithaté a Goldstone-pionnak a hagyomanyos spektroszképiai
modszerrel kapott tomegével. Ebbdl a célbdl staggered fermionokat, mérték-hatasként
pedig a Wilson plakett-hatdst hasznélva végeztiink numerikus szdmoldsokat. Hogy vizs-
gélhassuk a staggered gyokvonads esetleges hatdsat az eredményre, az n, =2 (n, = ny = 1)
szamoladsokon kiviil n; = 4 (n, = ng = 2) ésn; = 8 (n, = ny = 4) szdmolasokat is végeztiink.

A szdmolasok sordn hasznalt f csatoldsi dllandot, a racséllandét, m, = my = m, csupasz
kvarktomeget, valamint az N és N rdcsméreteket a 4.1. tablazat tartalmazza. A racséllan-
dot a o = (465MeV)? [9] hurfesziiltség segitségével hatdroztuk meg. A szamolasokhoz
hasznalt mérték-konfigurdciék szdma a 4.2 tablazatban taldlhato.

A futdsok soran mértiik az aF;,_ —aF},-o szabadenergia-kiilonbségeket, majd (4.7) alap-

1/11T 11F13=1 - IIF13=0
n =2 n =4 n =38
50 | 0.5344(12) 0.4971(12) -
100 | 0.5066(2) 0.4826(4)  0.4639(4)
200 | 04931(2) 04760(1) 0.4641(3)
300 | 0.4876(3) 0.4730(3) -
S oo | 04787(3) 04688(3) 0.4643(7)
amp | 047864(3) 0.46903(4) 0.46426(3)

4.3. tablazat. A kilonboz6 szdmoldsok sordn mért szabadenergia-kiilonbségek, azok
T — 0 extrapoldlt értéke, valamint a hagyomanyos spektroszképidval kapott pionto-

meg.
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4.3. abra. Az n; = 2 esetben mért szabadenergia-kiilonbségek a hdmérséklet fiiggvé-
nyében. A szaggatott vonal az illesztett egyenest mutatja. A T — 0 tengelymetszet a
spektroszkdpiai piontdmeggel dsszehasonlitva lathato.

jan ezekre egyenestillesztve az egyenesek T = 0 tengelymetszeteként kaptuk megaz; = 1
szektorban levé legalacsonyabb tomeget (4.3. tdblazat). Ugyanezeken a konfigurdciékon
a hagyomanyos spektroszképiai médszerrel megmértiik az i, s, piontdmeget is, majd
osszehasonlitottuk a T = 0 tengelymetszetekkel. A mért szabadenergia-kiilonbségek, az
illesztett egyenesek, valamint a nulla hémérsékleti extrapoldlt értékek a 4.3., 4.4. és 4.5.
abrdkon lathatok.

A 43, 4.4. és 4.5. abrdk alapjan lathat6, hogy fiiggetleniil attdl, hogy sziikség volt-e
a staggered szdmoldsokban gyokvondsra, az I = 1 szektor alapéllapoti energiaja hiban
beliil megegyezik a hagyoményos spektroszképiaval kapott piontomeggel. A numerikus
szamolds tehdt aldtdmasztja, hogy a (4.59) Gsszefiiggés a gyakorlatban is hasznalhat6 a
piontdmeg meghatarozasara.
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4.4. dbra. Az n; = 4 esetben mért szabadenergia-kiilonbségek a hdmérséklet fliggvé-
nyében. A szaggatott vonal az illesztett egyenest mutatja. A T — 0 tengelymetszet a
spektroszkopiai piontdmeggel dsszehasonlitva lathato.
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4.5. dbra. Az n; = 8 esetben mért szabadenergia-kiilonbségek a hdmérséklet fiiggvé-
nyében. A szaggatott vonal az illesztett egyenest mutatja. A T — 0 tengelymetszet a
spektroszkopiai piontomeggel dsszehasonlitva lathato.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A doktori értekezésemben a rcstérelméletben hasznélhato, kiilonboz6 spektroszképiai
modszerekkel foglalkoztam. A rdcs-kvantumszindinamika alapjainak ismertetése utan
Osszefoglaltam az értekezésben bemutatott munka el6tti, a ©* pentakvarkkal kapcsolatos
racstérelméleti eredményeket. Mivel az irodalomban fellelhet, a pentakvark hulldmfiigg-
vényére vonatkozé javaslatok egy része nem val6sithaté meg trivialis térbeli szerkezettel
rendelkez0 operatorokkal, a szdmoldsokhoz nemtrividlis térbeli elrendezésti operatorokat
hasznaltunk. Az operatorok altaldnos szerkezetének ismertetése utdn bemutattam, hogy
milyen médon éllitottam el6 ezeket a megfeleld spinnel rendelkezd, nemtrivialis térbeli
szerkezettel rendelkez6 operatorokat. Ezen operdtorbazist hasznalva a ®* varhato tomege
folotti els6 szérdsallapotig bezarélag mind a negativ, mind a pozitiv paritdst csatorna-
ban megtaldltuk a nukleon-kaon (N — K) szérasallapotokat, a ©* pentakvarkra utal6 jelet
azonban nem talaltunk. Megvizsgéltuk azt is, hogy melyik operator milyen mértékben
jarul hozza az egyes éllapotok hulldimfiiggvényéhez, és azt lattuk, hogy mindkét paritds-
csatorndban a ©* varhat6 tomege kornyékén levg allapotokban a N — K tipusti operatorok
dominalnak, nem pedig a dikvark-dikvark-antikvark jellegtiek. Ez tovadbb ersiti azt a
képet, hogy a megtaldlt dllapotok N — K szérasallapotok.

Figyelembe véve, hogy a spektroszképidban az egyik legnehezebb mozzanat a ke-
resett részecske hulldmfiiggvényének leginkabb megfelelé operdtor megtaldlasa, java-
soltunk egy pusztin termodinamikai megfontoldsokon alapulé hadronspektroszképiai
moédszert. A mddszer azon alapul, hogy a kanonikus dllapotosszegek alacsony hémérsék-
leti viselkedésébdl a legalacsonyabb energidju éllapot tomege kinyerhet6. A kanonikus
allapotosszegeket eléallitottam a redukélt fermionmatrixnak a komplex egységkor belse-
jében levé sajatértékei szerinti Taylor-sorfejtés alakjdban. Ezek utdn adtam egy robosztus
moédszert ezen relevans sajatértékek numerikus meghatdrozasara. A bemutatott spekt-
roszképiai modszer hasznélhatésdga meglehet6sen korlatozottnak adédott, a kiilonb6z6
izospin-szektorok alapéllapoti energidjanak meghatdrozasara viszont alkalmasnak bizo-
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nyult. Numerikus szdmoldsokat végezve demonstraltam, hogy a pusztan termodinamikai
megfontoldsok alapjan kapott Goldston-pion tomeg megegyezik az euklideszi korreldto-
ron alapulé spektroszképiai médszerrel kapottal.
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Hadronspektroszképiai médszerek a
racs-kvantumszindinamikdban

Toéth Balint

— Osszefoglalé —

A doktori értekezésemben a racstérelméletben hasznalhato, kiilonb6z6 spektroszkopi-
ai médszerekkel foglalkoztam. A racs-kvantumszindinamika alapjainak ismertetése utan
Osszefoglaltam az értekezésben bemutatott munka el6tti, a ©* pentakvarkkal kapcsolatos
racstérelméleti eredményeket. Mivel az irodalomban fellelhet6, a pentakvark hullamfiigg-
vényére vonatkozé javaslatok egy része nem val6sithaté meg trivialis térbeli szerkezettel
rendelkezd operdtorokkal, a szdmoldsokhoz nemtrivialis térbeli elrendezésti operatorokat
hasznaltunk. Az operatorok altaldnos szerkezetének ismertetése utdn bemutattam, hogy
milyen médon allitottam el6 ezeket a megfelel$ spinnel rendelkezd, nemtrivialis térbeli
szerkezettel rendelkez& operatorokat. Ezen operatorbézist haszndlva a ®* varhato tomege
folotti elsé szérasallapotig bezdrélag mind a negativ, mind a pozitiv paritdst csatornd-
ban megtaldltuk a nukleon-kaon (N — K) szérasallapotokat, a ®* pentakvarkra utal6 jelet
azonban nem taldltunk. Megvizsgaltuk azt is, hogy melyik operator milyen mértékben
jarul hozza az egyes éllapotok hulldmfiiggvényéhez, és azt lattuk, hogy mindkét paritas-
csatorndban a ©* varhaté tomege kornyékén levd allapotokban a N — K tipust operatorok
dominalnak, nem pedig a dikvark-dikvark-antikvark jellegiek. Ez tovabb erdsiti azt a
képet, hogy a megtaldlt dllapotok N — K szérasallapotok.

Figyelembe véve, hogy a spektroszképidban az egyik legnehezebb mozzanat a ke-
resett részecske hulldmfiiggvényének leginkabb megfelel¢ operdtor megtaldlasa, java-
soltunk egy pusztin termodinamikai megfontoldsokon alapulé hadronspektroszképiai
moédszert. A médszer azon alapul, hogy a kanonikus dllapotosszegek alacsony hémérsék-
leti viselkedésébdl a legalacsonyabb energidja dllapot tomege kinyerhetd. A kanonikus
allapotosszegeket eléallitottam a redukélt fermionmatrixnak a komplex egységkor belse-
jében lev6 sajatértékei szerinti Taylor-sorfejtés alakjdban. Ezek utdn adtam egy robosztus
modszert ezen relevans sajatértékek numerikus meghatdrozasara. A bemutatott spekt-
roszkopiai moédszer hasznélhatésdga meglehet6sen korlatozottnak adddott, a kiilonb6z6
izospin-szektorok alapallapoti energidjanak meghatdrozasara viszont alkalmasnak bizo-
nyult. Numerikus szdmoldsokat végezve demonstraltam, hogy a pusztan termodinamikai
megfontoldsok alapjan kapott Goldston-pion tomeg megegyezik az euklideszi korrelato-
ron alapulé spektroszképiai moédszerrel kapottal.



Hadron Spectroscopic Methods in Lattice Quantum
Chromodynamics

Bélint Téth

- Summary —

In this thesis I present different spectroscopical methods for lattice field theory. First I
summarize the main elements of lattice quantum chromodynamics (QCD), then I review
the results of the lattice studies of the ®* pentaquark preceeding the work presented in this
thesis. Since some of the pentaquark wave functions suggested in the literature cannot
be realized using operators with trivial spatial structure, we used extended operators
for our calculations. After reviewing the general structure of the operators I present the
method I used to project out spin eigenstates from these operators with extended spatial
structure. Using this operator basis we managed to find all the nucleon—kaon (N — K)
scattering states up to above the expected mass of the ®" pentaquark in both the negative
and positive parity channels, but no sign of the ©®* was found. We examined the weights
of the different operators in the wave functions of the given states, and showed that all
the states around the expected mass of the ©®* are dominated by the N — K type operators
instead of the diquark-diquark-antiquark type ones. This further confirms our findings
that the observed states are N — K scattering states.

One of the most critical steps in lattice hadron spectroscopy is finding the operator
that has the best overlap with the wave function of the particle in question. Taking this
fact into account we proposed a spectroscopic method based on purely thermodynamic
considerations. The method is based on the fact that the mass of the lowest state can be
obtained from the low temperature behaviour of the canonical partition functions. I con-
verted the canonical partition functions into Taylor series expansions of the eigenvalues
of the reduced fermion matrix lying within the complex unit circle. Then I gave a robust
method to numerically obtain these relevant eigenvalues. Although the presented method
is able to give the mass of the lowest state of each isospin sector, its applicability is rather
limited. I performed numerical simulations and demonstrated that the Goldstone pion
mass obtained using purely thermodynamic considerations matches the mass obtained
with the spectroscopical method based on Euclidean correlators.



