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Abstract
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The ultimate limit state criteria (yielding surfaces) applied to structural designs are easier in

stress resultants. There are many difficulties to generating interaction surfaces with six
sectional efforts obtained through to numerical or experimental models of a space-frame
analysis. The approach, in the literature, to nonlinear analysis of structures with 3D beams is
use of interaction surfaces with only three combined efforts in the cross-section. Therefore,
a better understanding of load types, of interactions between the six efforts and of local and
global stability of structure are necessary. The interaction surfaces with three efforts are
presented in planes, quadrics, more complex, or a mixture of them shapes, so that por.

techniques which use analytical formulations with combined efforts and several section 10.1016/j.rimni.2012.12.001
shapes are more or less complex. Multiple linear regression allows to treat the resultant
efforts of several analyses for obtaining a yielding surface with the combined efforts. In this
paper, the formulation to obtaining of the surfaces and their applications in the analysis of
elasto-plastic frame structures are presented.
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estado plastico da estrutura. O limite entre a zona elastica e a
plastica estabelece-se mediante a superficie de fluéncia ou
superficie de descontinuidade e, a partir deste limite, esta

Resumo

Os critérios de estado limite Ultimo (superficies de interacdo)

aplicados para projetos estruturais sdo de melhor utilidade
quando sdo resultantes de tensdes. Existem muitas dificuldades
para gerar superficies de interacdo com 6 esfor¢os seccionais
obtidos por modelos numéricos ou experimentais de uma
andlise de pértico espacial. O enfoque, na literatura, para a
analise ndo linear de estruturas com vigas 3D é o uso de
superficies de interacdo com somente 3 esfor¢cos combinados
na seccdo transversal. Portanto, uma melhor compreensdo do
tipo de carga, das interacdes entre os 6 esforcos e da
estabilidade global e local da estrutura sdo necessarias. As
superficies de interagdo com 3 esforcos sdo apresentadas em
formas planas, quadricas, complexas ou mistas, de modo que
as técnicas que usam formula¢Ses analiticas com esforgos
combinados e varias formas de sec¢Bes sdo mais ou menos
complexas. O modelo de regressdo linear mdltipla permite
tratar esforcos resultantes de varias andlises para obter uma
superficie de escoamento com esfor¢os combinados. Neste
trabalho, a formulagdo para obter superficies e suas aplica¢des
nas analises de estruturas elastoplasticas de poérticos espaciais
sdo apresentadas.

Palavras-chave

FuncBes de escoamento ; Curvas de interacdo ; Vigas de
Timoshenko 3D ; Regressao linear multipla ; Esforgos seccionais

1. Introducao

Quando é feita uma andlise elastoplastica com modelos de viga
3D (fig. 1), necessita-se de uma funcdo da superficie de
escoamento que controlara o término da fase elastica e o

superficie adquire mobilidade no espago de tensdes, sequindo a
evolucdo do processo plastico, transformando-se  na
denominada superficie de carga plastica. Para estabelecer,
durante o processo de carga, o inicio do comportamento
inelastico e a posterior evolu¢do das fronteiras do dominio
elastico dentro do espaco, adota-se o critério de fluéncia ou
descontinuidade como visto na equagdo (1) . A teoria de viga de
Timoshenko 3D e seus detalhes é apresentada, por exemplo,
em Hanganu [1]. A formulacdo do modelo de dano e seus
detalhes sdo discutidos, por exemplo, por Vieira [2] , Oller [3] e
Hanganu [1] .

F=0-f.<0 (n

onde: T = tensdo efetiva e f, = limite de dano.

Figura 1.
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Barra 3D com secgdo dividida mediante uma malha retangular. Eixos locais.

Foi utilizado o programa da tese doutoral de Hanganu que trata
da metodologia de avaliagdo da degradacdo em estruturas de
concreto armado (Hanganu [1]), adaptado para o caso de
estruturas de aco. A formulacdo de viga de Timoshenko 3D com
o modelo de dano usada pelo programa permite o tipo de
analise necessaria para a obtencdo das superficies (curvas) de
interacdo, levando em conta a ndo linearidade fisica do material
com resultados em resultantes de tensdo. Uma representacdo
da superficie de degradacgdo é vista na figura 2 (Hanganu [1]).
Foram feitas analises, para a validacdo do programa, de cada
esforco seccional de forma a verificar a carga de colapso de
cada esforco de forma independente, ou seja, sem levar em
conta a interacdo entre eles. Comprovou-se que o programa
pode ser utilizado na proposicdo de usar a regressdo linear
multipla com dados de entrada oriundos destas analises de viga
de Timoshenko 3D. Esta abordagem é apresentada em detalhes
por Vieira [2] .

fe=nic

Figura 2.

Funcdo limite de dano no plano principal o1 - 02[1] .

2. Formulacdo para a obtencao das superficies

As curvas de interacdo em resultantes de tensdes facilitam as
analises de sistemas estruturais evitando o processo de
integracdo numérica ao longo da seccdo transversal. Para a
obtencdo das curvas, em resultantes de tensdes, foram
utilizados os resultados dos esforcos seccionais da analise
numérica 3D, apresentados em Vieira [2] . Varias combinacdes
de carregamentos foram wusadas para gerar pontos
(combinagBes de esforcos) que pertencem a superficie
proposta, ou seja, que tenham atingido o escoamento. Para um
dado carregamento, obtém-se um ponto, como o ponto 1, cujas
coordenadas (n,, m, ) sdo o esforco axial e o0 momento fletor,
respetivamente, na figura (3). A regressdo linear mdultipla
(Montgomery [4]), trata os pontos obtidos pelas diversas
andlises e obtém a superficie que passa por estes pontos. Isto é
retratado, por exemplo, na figura (3). Procura-se obter os
valores dos coeficientes constantes das func¢des, como por

exemplo B;ef, da superficie a ser gerada, como é
demonstrado na equagdo (2) :
f=pn*+Bm-1=0 (2)

onde:

an e m sdo os esforcos normal e fletor adimensionalizados;
@ B3, e B, sdo os coeficientes obtidos através da regressao.

Figura 3.

Pontos gerados para criar a fungdo de escoamento.

https://www.scipedia.com/public/Vieira_Silva_2013a

Para tal, é apresentado um exemplo com resultados de analises
(tabela 1) obtidas para a equagdo (2) .

Tabela 1. Tipo de observagdes para

nm
Observacgoes

n m
0, 956445 0, 040370
0, 956445 0, 040370
0, 301715 0, 679861
0,301718 0, 679855
0, 783473 0, 210572
0, 783473 0, 210570
0, 990255 0, 008484
0, 990255 0, 008484
0, 080420 0, 899851
0, 080422 0, 899851
0, 064067 0, 915098
0, 064068 0, 915098

Estes dados sdo tratados pela regressdo, de maneira a
encontrar os coeficientes B. Com esta formulacdo, existe a
possibilidade de gerar varios tipos de superficies de interacdo
em resultantes de tensdes.

Nesta seccdo, serd apresentada a formulacdo que trata os
dados obtidos até chegar a condicdo em que possam ser
usados pela regressao linear multipla.

E mais conveniente expressar o modelo com operacdes
matematicas na forma matricial (Vieira [2] ). Suponha-se que
existem k variaveis de regressdo e n observages (X;1,X;g ..
Xyoyi) comi=1,2,.,nej=1,2,..,k,eemqueomodelo que
relaciona os regressores (x;, ) com a resposta (y ) seja:

Y = Bo* BixXis + BoXin o Brxu + € 1=1,2,.4n (3)

Este modelo é um sistema de n equag¢des que pode expressar-
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se em notagdo matricial como:

y=Xp+ € (4)
onde:
Y1 1 Xxy1 X % (5)
y= ) X- 1 X.Zl X22 Xok
Yn 1 Xrln Xn2 Xnk
Bo € (6)
B = .B.l e -| &
A e,

Em geral, y € um vetor de observa¢des de (nx1),X é um
tensor  (matriz) de (nxp) dos niveis das varidveis
independentes, B é um vetor de (p x 1) formado pelos
coeficientes de regressdo e € é um vetor (n x 1) dos erros
aleatérios.

Deve-se encontrar o vetor dos estimadores dos minimos
quadrados, -, que minimiza

n (7)

L=Z €=€"€=(y-XB) (y-XB)
i=1

O estimador de minimos quadrados 8- é a solugdo para B nas
equacdes

oL _ (8)

op

Desenvolvendo-se a equacdo (8 ), chega-se a:
XTxB = XTy (9)

As equagbes (9) sdo as equagbes normais dos minimos
quadrados em forma matricial e sdo idénticas a forma escalar,
como é apresentado em (10) :

n

n )i} )i
nBo+B1ZX1’1 +Bzzxiz it +BkZXik = Z)’i
i i-1
)3

(10)

i=1 i=1 i=1

I n 1
Bozxil +B1ZXIZ1 + Bzzxuxiz toee +Bkzxilxik =

i=1 i=1 i=1 i=1
(]

inLYi

i=1

1 () 1 n

Bozxik + ﬁ1zxikxi1 +Bzzxikxi2 o +Bkzxi2k =

i=1 i=1 i=1 i=1
(]

inkyi

i=1

Para que sejam resolvidas as equagdes normais, multiplicam-se
ambos os membros da equacdo (9) pela inversa de X'X . Por

conseguinte, o estimador de minimos quadrados de (3 é:

https://www.scipedia.com/public/Vieira_Silva_2013a

B = (X'X)'XTy (11)

Note-se que existem p =k + 1 equacBes normais ep=k+ 1
incoégnitas, ou seja, os valores de 8, "1, -+, Bk . Por outro lado,
a matriz X’X nao é singular, de modo que se pode empregar os
métodos de inversdo de matrizes que existem na literatura.

A forma matricial das equag¢des normais de (10 ) é apresentada
na equacao (12 ):

r n n n ! (12)
i=1 i=1 i1 N
n n n n ﬁO
) X
an an inlxiz inlxik B4
i=1: i=1: i=1 : =1
i3 n n n ﬁk
2
Xik XigeXiq inkxiz Xite
ilzl i=1 i=1 i=1 ‘

A inkyi ]

i=1

Pode-se observar que a matriz X'X é uma matriz simétrica de (p
xp)e que X'y é um vetor coluna de (p x 1). Os elementos

diagonais da matriz de X'X sdo as somas dos quadrados dos
elementos nas colunas de X, enquanto que os elementos que
estdo fora da diagonal principal sdo as somas dos produtos
cruzados dos elementos das colunas de X (Montegomery [4] ).
Os elementos de Xy s30 as somas dos produtos cruzados das
colunas de X e as observagdes dey .

O modelo de regressao ajustado tem a seguinte forma:

n (13)
yi :BO+ ZBJXU’I =1,2,:,n
j=1
A forma matricial do modelo é:
y=XB (14)

A diferenca entre a observagdo y; e o valor ajustado y-; é um
residuo, e; =y; -y-; . O vetor de residuos de (n x1) denota-se
por:

e=y-y (15)

Aplicando a formulacdo apresentada, tem-se que os dados
obtidos (ver tabela 1) sdo os pontos x; (ver equagdo (13)) que
fazem parte da superficie a obter. Analisando a figura 3, pode-
se observar que existem uma quantidade de pontos cujas
coordenadas sdo em funcdo do n (normal) e do m (fletor). Os
esforgos seccionais sdo apresentados, na forma matricial como
na equacdo (5), para os esfor¢os normal, torcor e fletores com
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combinagdes adimensionais na equagao (17) :

Xy = (16)
[ () (G (Ga)) ((65)7)
=[1 (") (mg>) (m§®) (mg*)--] (17)

comj=1,2,,k
onde:

® N e Ny, sdo o esforgo axial atuante e plastico; M, e M,, sdo o
momento torgor atuante e plastico (diregdo x ); M, e M, sao
0 momento fletor atuante e plastico (direcdo y ), e M, e M,,
sdo o momento fletor atuante e plastico (direcdo z);

® a,, S30 0s expoentes dos termos de Xy .

As superficies de interacdo podem ser feitas com as mais
diversas possibilidades de interacdo entre esforcos. Para o
entendimento do processo, é descrito um modelo que leva em
conta combinagdes dos esforgos seccionais independentes para
porticos espaciais:

(18)
_ N _\ei, My \2, M, a3+ M, \%
f ﬁl(NXp ) ﬁZ(MXp ) ﬁ?) Myp ﬁ4(sz )
N \a5( My \a6 N \a7( My )a8
+ e X8 + —=L +
BG(pr ) (MXP ) ﬁ7(NXP ) (Myp
ﬁ N \a9 Mz al0
S(NXP ) (MZP )
My \a13( M, )a14 (My )a15( M, )alG_ _
+ + — 1=
ﬁg(Mxp Mzp Pro Myp Mzp
0
com
(N et (M2, _(Myyes (19)
Xit (pr) i (Mxp) i3 (Myp) Xia
MZ a4
(Mzzz ) ’
X5=( N )aS( My )aS;X'e:( N )a7( My, )as
! Nyp Mxp ! Nyp Myp
oo = (N_\e® M, \a10 ou = M, \ali( My \a12
7\ Ny Myp ) *7% \ My Myp
_ Mx al3 Mz ald _
Xio (MXP ) (MZP ) ¢ Yo
() ()™
Myp Mzp
onde:i=1,2, - ,n (andlises) ej=1, 2, -, k (combinacdes de

esforcos).

As observacdes de (19) sdo apresentadas para a regressdo
linear mdltipla, forma matricial, na equagao (20) :

1 Xy Xgg o Xgp (20)
1 x X s X

X = 2 X2 2K
1 Xn1 Xn2 vt Xk

onde os termos x; sdo os esforgos seccionais adimensionais (19
). vistos anteriormente. Os a; sdo as constantes que determinam

https://www.scipedia.com/public/Vieira_Silva_2013a

N Ny
~ Mx MXP = 2
o grau da fungdo; e sdo os esforcos de calculo e
My Myp
M, Mzp

limites elastoplasticos, respetivamente.

Reapresentando a equagdo (18) e adotando os seguintes
processos:

%om (Zo)h %om (M) %= (2] x- St
P ANg ] 7 7 My ’4 Myp *

Mz a

TR

1= Bo+ Bin + Bymy + Bsmy, + Bym, + Psnimy
+ Benmy + Bnmg + Bgmmy, + Bomymy + Bygmym,
Chega-se a equagdo (22 ):
Na forma corrente de regressdo, obtém-se:
1=Bo+ B X1+ ByXy + BsX3+ BuXy+ BsXs (22)
+  PeXe* BrX7+ PgXgt BoXg+ ProX10

A equacdo (22 ) mostra uma curva de interagdo no formato que
pode ser utilizado pela regressdo linear multipla (ver eq. (13)).

3. Processo
superficies

numérico de obtencao das

Para obtenc¢do das curvas de intera¢do, foram feitas analises
numa viga engastada com diversos tipos de carregamentos.
Como resultados das diversas analises, encontram-se pontos
que alcangcam a superficie de escoamento com resultados em
resultantes de tensBes. Os diversos grupos de esforgos
adimensionais sdo tratados pelo método de regressao multipla,
visto anteriormente, para obter uma fun¢do de escoamento
correspondente as observa¢Bes. As fung¢des obtidas pelo
processo numérico sdo comparadas com as apresentadas na
literatura para verificar a aplicabilidade do método (Vieira [2] ).
As propriedades da viga engastada (ver fig. 4 e tabela 2 ), como
dimensbes da sec¢do transversal e comprimento, foram
padronizadas para se obter uma comparagdo entres as fun¢des
obtidas. Os limites plasticos para a seccdo foram obtidos em
funcdo das férmulas da literatura. O nivel de dano (d) do
elemento, em que foram retirados os esforcos, variou de 60 a
99%. Esta variagdo do nivel do dano dependeu da convergéncia
de cada analise. O elemento em que foram retiradas as
observagBes (esforgos seccionais) e observados os niveis de
plastificacdo da seccdo foi o que tem a condi¢do de contorno
engastada. Para cada andlise, foram extraidos os esforcos
adimensionais dos 2 (dois) pontos de Gauss como em Vieira [2] .
A funcdo f é a apresentada pela literatura e funcdo f, é a obtida
no presente trabalho. Foram geradas varias malhas de acordo
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com a necessidade do exemplo tratatado. O numero de
elementos foi obtido através de testes para verificar a
convergéncia da solugdo. O exemplo 3.1 foi a base das fungbes
usadas nas analises elastoplasticas.

“b
- 81 42 32 25 20 17 11 3] 1
)
|
|
| N
|
Figura 4.

Viga engastada.

Tabela 2. Propriedades do elemento engastado

Propriedades do elemento engastado
Descricao Valor adotado | Unidade

Médulo de Young 2,1e6 kgf/cm2
Médulo de Poisson 0,3 -
Densidade 7, 85e-6 kgf/cm3
Limite de compressao 2,4e3 kgf/cm2
Limite de tragdo 2,4e3 kgf/cm2
Energia de fratura (dano) 1, 0e7 kgf.cm
Largura da secgao (b) 4,2 cm
Altura da seccao (h) 8,0 cm
Comprimento (I) 200, 0 cm
Nxp compresséo 18410, 959 kgf
Nxp tracao 80640, 0 kaf
Mxp 80660, 916 kgf.cm
Myp 161280, 0 kgf.cm
Mzp 84600, 0 kgf.cm

3.1. Exemplo 3.1

Neste caso, procura-se uma funcdo que estabeleca a intera¢do
entre os esforgos seccionais: axial (N) e fletores (My,M;) .
Considera-se a viga engastada, vista na figura 4, com as
propriedades padrdes da tabela 2. Foram aplicadas vérias
combinacdes de translacdes e rotagdes impostas no no 1 (ver
fig. 4) para a obtencdo dos grupos de esforgos seccionais
adimensionais da curva de interacdo. Foram testadas interacdes
nas duas dire¢des dos momentos. As propriedades particulares
do exemplo sdo apresentadas na tabela 3.

Tabela 3. Propriedades particulares do
exemplo modelo.

Propriedades do exemplo 3.1
Descricdo Valor adotado
NUmero de elementos 50
NUmero de nés da malha 101
Numero de divisdes seccionais |8
NUmero de andlises 6

Deslocamentos impostos (cm)

https://www.scipedia.com/public/Vieira_Silva_2013a

uX ul
0,10 10,00
0,20 12,00
0,30 14,00
0,60 18,00
0,90 18,00
0,50 20,00
u, u,
0,24 7,68
1,33 82,34
1,40 69,52
0,03 13,77
0,06 14,41
0,45 37,44

Foram testadas analises com os dados conjuntos das 2 dire¢des
e verificou-se que se pode propor as fung¢bes a seguir,
analisadas de maneira mais completa em [2] .
sn’xm
fu=1,007n%+1,025m -1 =0 (23)
an x m?

f. =1,063n +0,907m2 -1 = 0 (24)

* n’ x m’desacoplado
fo=1,164n2+1,127m?-1=0 (25)
»n? x m? acoplado
f. =1,035n%+0,880nm +0,812m?*-1=0 (26)

4. Analise estruturas

aporticadas

elastoplastica de

Foram feitas aplicacdes baseadas na teoria da
elastoplasticidade em estruturas aporticadas com o objetivo de
analisar o comportamento das superficies geradas. A seqguir, é
mostrada a teoria envolvida na utilizacdo de superficies em
resultantes de tensao.

Uma superficie de interacdo define o estado Ultimo de uma
seccdo transversal e depende dos seguintes fatores:

@ Forma geométrica da sec¢do transversal;

@ Combinacdo dos esfor¢os seccionais que atuam na secgao
transversal;

@ Teoria de viga utilizada.

Encontram-se solugdes analiticas fechadas para determinados
tipos de sec¢des (I, retangular, etc.) com casos especiais de
combina¢Bes de esforcos, tais como momentos fletores e
esforco normal (Horne [5], Neal [6] ). Neste trabalho, assume-se
uma superficie descrita em funcao dos esforcos seccionais (Silva
[71), com base na equacao (ver eq. (27 )), apresentada com as
seguintes combinac8es de esforcos seccionais:
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if= ,81(|Fx|) +ﬁz(| |)“ +B3(|FZI) . (27)

F),
s ) {25
n{ B (T (T
AN

onde F, € o esforgo axial, , e F, séo os esforcos cortantes, M, é o
momento torcor e M, e M, sdo os momentos fletores. Fy, éo
esforco normal de plastificacao puro, Fy, e Fz, sdo os esforcos
cortantes de plastificacdo puros, My, é 0 momento torcor de
plastificagdo puro, My, e Mz, sdo os momentos fletores de
plastificagdo puros. As constantes f3; reais positivas sdo obtidas
de observag¢des oriundas das anélises do modelo de dano em
viga de Timoshenko 3D que levam em conta as propriedades da
forma geométrica da seccdo transversal. Os expoentes q; > 1
sdo arbitrados em fung¢do do tipo de funcdo desejada. Dentro
do contexto da analise elastoplastica perfeita de estruturas,
Silva [7] considera que:

@ Os esforgos seccionais contidos no interior da superficie de
interacdo geram somente deformacgdes elasticas;

@ Os esforcos seccionais que estejam na superficie de
interacdo geram deformacgdes plasticas;

@ Os esforcos seccionais fora da superficie de interagao
representam estados de tensdes inadmissiveis porque ndo
se leva em conta o caso do endurecimento.

Durante o processo de aplicagdo do carregamento em passos
de carga, os esforgos seccionais em alguns nés dos elementos
da estrutura poderdo sair da superficie de intera¢do. Para trazer
estes esforcos seccionais de volta a superficie, utiliza-se o
método de Backward Euler, que necessita das derivadas
primeira e segunda da superficie em relacdo aos esforcos
seccionais.

4.1. Derivadas de primeira ordem

Com base na equacdo (27 ), obtém-se as derivadas de primeira
ordem da superficie de interagdo (Silva [7]), em relacdo aos
esforcos seccionais:

g lEl BT (28)
- pia Bl sign 7, +
Fxp
a;-1 @
M, 8
pra Bl szgnjx('MY')
xp yP

a1
Fy|?® M,
B g L)

a,
9
Xp 14
of 1By |
3E, = B, yaz sign _fy
of |Fp |
B, = Psas Za3 sign_f;
z E,
p
a,-1
of _ IMx |4
o Baiay z sign_m
D
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2L - o o
= Bsa 5751'3”_”@ +
yp
ag-1
F| \77 . |My | 8
/37‘13( lp | ) Slng_m);yias
X;
p yp
aﬁfl
oL = B L sign_m, +
yp
ayn=1
Fe|\% . M, |1
.33‘110(1:'7') stgn_mz%
*p
Zp

onde sign_f; = = e sign_m, = |M denotam os sinais das
p ip
Fx
componentes do vetor de esforcos nodais com F; ={F, e
F,
Fx My My,
Fip = pr ;Mi = My EMip = Myp
sz M; sz

A superficie de interacdo é assumida como um potencial
plastico (Lubliner [8]). As componentes sdo apresentadas na
forma matricial para cada n6 do elemento e definem o fluxo
plastico nos nés do elemento durante o processo de carga.
Tém-se, a seguir, os vetores para cada né do elemento:

y T oy ™
LA
of aF,,
oF;
(H - o p (LA )
o o
o, 5
of M,
\ o § .
%

onde 0 é um vetor nulo de 6 x 1.
4.2. Derivadas de segunda ordem

O gradiente do vetor de fluxo plastico é obtido através da
diferenciacdo de cada componente do vetor da equacdo (29) em
relacdo aos esforgos seccionais. Desenvolvendo-se as derivadas
em funcdo da equacdo (28), sdo apresentadas, a seguir, as
segundas derivadas:

Para of F,

-2 (30)

f 2 | Ex | "

oF, 0Ly =By (df - ay)—— + B;(d5
Xp
ag

a,) x| IMy |

7 az ag

*p Myp
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=
D I 17 e
e /38(‘3‘9_‘19)T9 a,
x5 My,
o O Zf o
OFx0Fy 0Fx0F; 0Fx0My
2 a771 a871
BFfW = Bsaag [Ex (|17 sign_f, M (|18 sign_m,
i Py My,
ag-1 (@ =il
f |Fx | . M, | 0 .
3L, 0M, = Bstog 7 sign_f; qp SiEn_m;
*p p
Para oF F,
¥ _,
OFy, 0Fx
an-2
f  _ N
Ip
o o o
aFyan aFyaMx aFyaMy ’ aFyaMz
Para oFf,F,
aZf =0 azf =0:
anan anaFy ’
e Z3p2
O gy Ee
anaF BB(a3 a3) ag
p
iy AP AP i
0F;0Mx oF;0My ’ 0F,0M;
Para oM, F,
o o
0My0Fx O0MxOFy 0MyoF;
il M
) - 2 _ I
aanMx ﬁ4(a4 ) a,
*p
o O,
O0Mx0oMy > 0MxoM,
Para oM,
a,-1 ag-1
*f |Fx | My | ®
W = B,a,ag < sign_f; sign_my,
*p p
Ciy AP s MNP s S
aMy aFy ’ aMy an ’ aMy aMx ’
a
& 16~ -
aMyaM ﬁs( (15) +B7(
yp
a
ag) 1L |Ex |7 | | 5
8 a
Xp M
_F
oMy oM,
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Para oM, F,
ag-1 a1
Ff |F|® . M, |2
BM,OF, Bsaqay sign_f; a5 sign_m,
*p Zp
iy AP AP SRR M
aMzaFy ’ aMzan ’ aMzaMx ’ aMzaMy
ag-2
9 M| °®
St = Bolad - a) L+ fy(ad -
¥4
P
a 02
|Fx | ° 1Mz | *°
alO)Tialo
*p p

As segundas derivadas na forma matricial

(35)

representam o

(&) gradiente do fluxo plastico para cada n6 do elemento (Silva [7] ):
A= (36)
of o % % % f !
dFx,0Fx, 0Fx,0Fy, 0Fx,0F; 0FxdMx, 0Fx,0M, £, 0M;,
o o *f o o*f o
dFy,0Fx, 0Fy,dFy, 0Fy0F; 0Fy,0My, 9Fy0M, %y,8Mz,
of 3% f of % o
dF,0Fx, 0Fz0F) 0F;dF, 8F,0My, 0F;0M, %,8Mz,
(32) aMBZJ;F aMBZJ;F aMang aMang aMazzj;J\ aMang
PG %G )| 228G ) X¥H2g
of % f f % 0
8My,0F, oMy 0F,, 0My dF, My dMx, 8My,d} My, 8M;,
of f of of f f
i 8M; 0Fx, 0M,dF, 8M;@dF, 0M,8Mx, 0M,d} oM., 0M;, ‘
[ aZf _ [ A1 0] ( 37)
oFoF |, Lo 0
( 33) 2 2 AZ ) 2 2 2 ( 38) 2
F of *f *f *f *f o !
0Fx,0Fx, 0Fx,0Fy, 0Fx,0F;, 0Fx,0Myx, 8Fx,0M, P, 0My,
o o *f o o o
oFy,0Fx, 0Fy,dFy, 0Fy,0F;, 0Fy,0Mx, 0Fy,0M, %,8Mz,
of % f o % o
0F;,0Fx, 0Fz,0Fy, 0F,0F;, 0F;,0Mx, 0F;,0M, %,8Mz,
of of % % of f
8Mx,0Fx, 0My,0Fy, 8Mx,0F,;, 0Mx,0Mx, 8Mx,d} dMx,0M;,
(34) o*f o*f o*f &f o*f o’f
8My,0Fx, 0My,0Fy, 0My,0F,, 0My,0My, 8My,d] oMy, 0M,,
o o o o *f o
N OM.,0F, OM0F, OM.F;, oMM, oMol AM,oM;, g
(39)

[ap oF, ] [0 Az]

onde 0 é uma matriz 6 x 6 com elementos nulos.

4.3. Algoritmo de retorno

Na aplicagdo do carregamento da estrutura, os esforcos
seccionais atingem, num ou em ambos os nés do elemento de
viga, um estado que sai da superficie de intera¢do, formando-se
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rétulas plasticas. Neste caso, aplica-se o método de Backward
Euler para trazer de volta os esforcos seccionais a superficie de
interacdo. Portanto, assume-se, inicialmente, que exista uma
combinacdo de esforgos seccionais hum dos nés do elemento
que esteja fora da superficie de interacdo (visto em Silva [7]).
Utilizando-se o método de backward Euler, corrige-se o vetor de
forcas nodais da forma seguinte:

. ; (40)

onde Fid = F, +K;dU; corresponde a um vetor de forcas
nodais estimado. Este vetor é obtido através de uma solugdo
elastica dos incrementos de deslocamentos dU; e da matriz de
rigidez linear elastica K; do elemento de viga 3D (fig. 1). F; é o
vetor de for¢as nodais do ultimo passo de carga convergido. O
vetor F; estd dentro ou fora da superficie de intera¢do. Por
of
o,
relacdo aos esforgos seccionais que estdo fora da superficie de
interacdo e A, é o multiplicador plastico, tal que A, = 0.

outro lado, { } é o vetor de fluxo plastico definido em

Geralmente, os vetores de forcas nodais, estimado FI'@ e
corrigido F; , ndo satisfazem o critério de escoamento, isto é,
ndo estdo sobre a superficie de intera¢gdo. Assim, torna-se
necessario um tipo de processo iterativo para trazer o estado de
tensdo (esfor¢os seccionais) de volta a superficie de intera¢do
(ver fig. 5).

MMp
Corrator
Superficie de plastico 1ok
interagéo —~, 1 w7 Fi
Umardtya 2 [T T AF1
plastica o Pr_adﬂnr
M J llplashm

M1 a Mz [ ! \
— 10 L&‘ 2 I _ I
\ Pl | wm
Mz

Figura 5.

Retorno a superficie com um vetor (ver Silva [7] ).

4.3.1. Algoritmo de retorno com 1 (um) vetor

Ao ocorrer a situacdo de somente uma rétula plastica no
elemento de viga, emprega-se somente um vetor de fluxo
plastico correspondente aos esforcos seccionais que se
encontra fora da superficie de interagdo (ver fig. 5 ).

O processo iterativo utiliza vetores de fluxo plastico atualizados
para se aproximar da superficie. Este procedimento é chamado
de algoritmo de retorno, sendo que, neste caso, é feito com um
vetor. Na figura 5, encontra-se a interpretacdo geométrica do
algoritmo de retorno (Silva [7]). Admite-se que os vetores de
forca nodais F; (atual) e F~; (corrigido) ndo cumprem o critério
de escoamento, ou seja, f(F;) >1ef(F;)>1. Com isso, o
vetor de forcas residuais r;, baseado na equacdo (40), é
definido como:

. . (41)
r,=F -F =F - (F/@ —AlKU{aig} )
1

Expandindo a equagdo (41) numa série de Taylor até os termos
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de primeira ordem e mantendo o vetor de for¢as nodais de
partida FI" fixo, obtém-se um novo vetor de forcas residuais

rie" . Este novo vetor é apresentado da forma seguinte:
aZf ( 42)

0,
riew = rold + dr; + d)llKij{TIJ:}} + 1K [ OF;0F 1dFk

onde dF; é uma variacdo em F;, dA; € uma variacdo em A, e

of .
[BF 3F, ]d.l—“k é uma variagdo em {a—Fj}l Aplicando a
condigdo: ri®” = 0, a equagdo (42) é reapresentada a seguir:

ld
0= r‘" +dA1Kl {BF } (61']( +A1K‘1[6F]76Fk . dFk
Definindo a matriz Q; como segue:

2 (44)
Qix = S + MK [aFa];’k]

Aplicam-se manipulag¢8es indiciais nas equagdes (43) e (44) para
determinar a correcdo do vetor de forcas nodais, dF;, na
iteracdo atual, chegando a:

45
QudF; = - (’?ldJ’dAlej{%} ) (49
1

46
dFi=—o;zl(r?’d+dA1KU{aa—£}) (49
J )1

Expandindo a fun¢do de escoamento (intera¢do), f, numa série
de Taylor até os termos de primeira ordem em torno do vetor
de forcas nodais final F;, tem-se que

47

Impondo que fi*” = 0 na equacdo (47) e usando a equagao (46),
obtém-se a corre¢do do multiplicador plastico, na iteragdo atual,
como segue:

[t}

9 . 3 (49)
(Fhor-snl )]

) ainff ) e

dA; =
- {Ehen{dE]

Este procedimento iterativo termina quando sdo alcangados os
critérios de parada adotados:

52
pom = | W7l pop mom _yr 29 0 < TOL 52
" Fgrial " ’
1
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onde ||r; || é a norma euclidiana do vetor de forcas residuais,

| F@l | é a norma euclidiana do vetor de forcas estimado e
TOL é a tolerancia para a convergéncia.

4.3.2. Algoritmo de retorno com 2 (dois) vetores

Para o caso da formacgdo de 2 rétulas plasticas no elemento de
viga, sdo utilizados 2 vetores de fluxo plastico com um vetor
para cada né, ou seja, {alf } e {:1{ } . Os vetores de fluxo
sdo os esforcos seccionais de cada né, que estdo fora da
superficie de interacdo, isto &, f;(F;) > 1 ef,(F;) > 1. Durante o
processo iterativo utilizam-se esses vetores de fluxo plastico
atualizados para a aproximacao da superficie de interacdo. Este
procedimento é chamado algoritmo de retorno com 2 (dois)
vetores. A interpretagdo geométrica do algoritmo é vista na
figura 6 . Define-se o vetor de forcas nodais de partida como:
Firid = F, +K;dU; , onde F; é o vetor de forgas nodais do Gltimo

passo de carga convergido. O vetor F; estara dentro ou fora da
superficie de interacdo, ou seja, f(T;) <1 ou f(F;)=1
respetivamente. O vetor de forcas nodais corrigido expressa-se
como:

. — ptrial af af (53)
P a{ 3] ()

onde A, e A, sdo os multiplicadores plasticos, sendo queA; 20e
A, 2 0. Admite-se que os vetores de forcas nodais atual (F)e
corrigido (F~) ndo cumprem a condicdo de escoamento com
f(F;)>1ef(F;)>1. Define-se o vetor de forcas nodais r

comao:
e [ e ) (5
w3 | 2ok 2 |

M/Np

ri=F -F;=F - (F

: Corretor
Superficie de plastico
=

interagio ~, _ ——

Duas rolulas e
plasticas Qs Praditor
l ) plastico

= ol
" F1i |
s /|
' Pl e

1 F H
T o)l M \ L {AF2/f

| /7 R

Fi™

Figura 6.

Retorno a superficie com 2 vetores (Silva 7).

Expandindo a equagdo (54) em série de Taylor até os termos de
primeira ordem e mantendo fixo o vetor de forcas nodais Fi"@! ,
obtém-se um novo vetor de forcas residuais ri¢”, que é
apresentado na equagdo (55) :

new — yold
ri =Ty +d.F+dA1K{aF} AK[BFBF dFk

9
+ dAK; {alj; } AzKif[aF oF, ] dFi

Impondo-se a condicdo ri*” =0, a equagdo (55) pode ser
reescrita como:
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ol of of (56)
0=l + dA,K; {BF } +dAK; {aF }

o o°f
+ (Sik +)L1Kij [7aFJaFk ] AzKl [ oF. aFk dFk
Define-se a matriz Q; como:

B aZf aZf ( 57)
Qix = i + MK [m ]1 + 0K [7

Aplicam-se, como anteriormente, manipula¢des indiciais nas
equagdes (55), (56) e (57) para a obten¢do do vetor de forgas
nodais da iteracdo atual:

d F) (58)
QlidFi S (r?ld+d)(1Klj{T£} +dA2Kl]{an} )
J )1 2

J

(59)
oo { ], o )
2

Expandindo-se as fung¢bes de escoamentononé 1,f;,enond 2,
f,, em série de Taylor até aos termos de primeira ordem em
torno do vetor de forcas nodais final F,, chega-se a:

dFl‘:_

g (LY arpe g { L) e

Aplicando a equagdo (59) nas fun¢Bes da equagdo (60) e
impondo que f{*” =0 e f4*” =0, tem-se que:

ﬁr{d_{ 3f} Qyirotd = dAl{%} Q{llej{%}1+ (61)
dxz{ f} Q;;Kl]{aaf:}

comm=1,2

As incégnitas sdo as corre¢des dos multiplicadores plasticos di,
e dA, durante o processo iterativo (Silva [7]). Colocando as
equagdes (61) no sistema matricial:

{ Z } 0i'K { * } {ifl{l }1Qil Klj{%}z {d)kl} ] (62)
{ of } Q,lel,{ of } { % }zQ{llK” { (’;’i }Z A,

g -{ L) it

- {ag ot

Reapresentado a equacdo (62) da seguinte forma:

[an a12]{d/\1} _ {bl} (63)
Ay Q] |dA, b,
Solucionando o sistema da equagdo (63) , obtém-se que:

aA=b (64)

A=a'b (65)
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com

A _ av) (66)
Q1109 ~ Q1209 Q41103 ~ Q1309

al=
Ay iy
Q11ay3 ~ Ay207q Q110 ~ G120,

a22b1 - alzbz ( 67)
1103, ~ Q1309

ay1by - ay by
A11ay3 ~ Ay207q
[d)\l] B (68)
0 — 0 —
(%%} (ﬁld - {ﬁ }1Qizlr?ld) - a1z(fz)ld - {% }2 izlr?ld)

Q1109 ~ Q12071

a1y (fgld - {BBT }ZQi_llr?ld ) ~ay (ﬁld - {aai }1Qi_llr?ld )

Q1109 ~ Ay20y1

O processo iterativo termina quando sdo cumpridos os
seguintes critérios de parada:

Il (69)
i <TOL,fi°™ = |f,-1,0| < TOL,

norm —

IEe
firm = | f,-1,0| < TOL

4.4. Matriz de rigidez consistente

No processo incremental-iterativo, é utilizado, na fase corretora,
o método de Newton-Raphson para determinar a configuracdo
de equilibrio do sistema estrutural (Silva [7]). Para ndo destruir
a convergéncia quadratica do método, ha necessidade da
obtencdo de uma matriz de rigidez consistente de forma que
sejam apresentados o0s casos para 1 (um) vetor e 2 (dois)
vetores. Na situagdo de uma rétula plastica, utiliza-se o
algoritmo com um vetor e, para duas, o algoritmo com dois
vetores. Ao alcancar a convergéncia atendendo aos critérios
adotados nas equagdes (52) e (69), atualiza-se a matriz de
rigidez consistente ao inicio de cada passo de carga (ver fig. 7).

A
Cama, F
Preditor  Iteraghes G

AF

Preditor
{ heragdes

o
Y
=

AF

L

Desloc., u

Figura 7.

Procedimento incremental-iterativo de Newton-Raphson como visto em Crisfield [9] .
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4.4.1. Algoritmo de retorno com um vetor

Para trazer os esfor¢os seccionais a superficie de interacdo, no
final do processo iterativo, define-se a seguinte correcdo:

. 2 (70)
Fi = Fl(rlal _AlKij {Tg}l,com Al >0

e para o vetor de forcas nodais de partida (inicial), define-se
como:

F = F; + K;dU; (71)

Aplicando-se o diferencial total na equagdo (70), eq. (42),
chega-se a:

Desenvolvendo a equagado (72) , obtém-se que:
Bzf ~ of (73)

Utilizando a matriz Q; definida na equacdo (44) e definindo que
a matriz de reducdo plastica seja igual a:

R; = Qi'K; (74)
Com isso, reescreve-se a equacdo (73) da seguinte forma:

9 (75)
wionfor (i)

A equacdo (75) é semelhante a forma ndo consistente, sendo
diferente no termo Kj; em relagdo ao R; = Q{,lKlj e no facto de o
vetor de fluxo plastico ser avaliado no ponto de retorno a
superficie de interagdo (Silva [7]). Como o vetor de forcas
nodais final, F; tem de cumprir a condicdo f(F;) =0, diferencia-
se esta condicdo e tem-se por base a equacdo (75), de maneira
que

76

(] .

of B of _ (77)
{TF{}lRij(de dﬂl{a—l_,j}l) -0

Desenvolvendo a equacdo anterior para a obten¢do do
multiplicador plastico (dA; ), obtém-se:

of (78)
{aTa}lRfdef

tar hmlar ),

A matriz de rigidez elastoplastica consistente é obtida em
funcdo das equagdes (75) e (78) , Silva [7] :

d, =

10
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Rl o §,{ oy
{aaF];1 }R’""{ai{l }

4.4.2. Algoritmo de retorno com 2 vetores

AL _ _
Kt = R;

Para a situacdo em que existam 2 rétulas plasticas, assume-se
que fi(F;) =0ef,(F;) =0, e a correcdo para trazer os esforgos
seccionais de ambos nos para a superficie de interacdo, ao final
do processo iterativo, é apresentada a seqguir:

— ptrial af af (79)
rerr s () a1,

com A>0 e A,>0

Utilizando o vetor de forcas nodais de partida, F'® = F; +
K;dU; , na equagdo anterior e aplicando o dlferenaal total

chega-se a:

0
- a2 [aF aFk] a5,

Semelhantemente, as equac¢des (56) e (57) desenvolvem a
equacao (80) da seguinte forma:

(6ik * Ak [ 3F;0F ] +AaKy [ 3F;oF, |,

0 0
sy - o { 2L} -, [ L }

Usando a matriz Qy (ver equacdo (57)) e definindo a matriz de
redugdo plastica como R;; = Q{llKlj , apresenta-se a equagdo (81)
da seguinte forma:

F) (82)
outt - a0 -k { ) s L)
2

0.
), )
)

:dFi:Ri(dU d/h{ f} d’lz{aalé }z

= dF; = Qi (KydU; - dAKy

Como o vetor de for¢as nodais final f; cumpre as condic¢Bes
fi(F;) =0ef,(F;) =0, diferenciam-se estas condi¢cdes com base
na equacdo (82), (Silva [7]). Com isso, chega-se a:

of i (83)
{ar } -0
0 —an Y S () -
:{Tpi Ry(ay d’\l{apj }1 o 3 2) 0

comm=1,2.
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Reescrevendo  as equacBes de (83) em fungdo dos
multiplicadores plasticos, na forma matricial, obtém-se:

{;Tf}lRl{%}l {;%}}1{%}2 {dal}z .

(), ()i
]

OF;
of
(&) nay
De forma semelhante ao sistema da equacdo (63) , a solucdo do
sistema é:
[an au]{dal} . {bl} (85)
Ay1 Ay | dA, b,
ail=bh (86)
A=alb (87)
com
Az _ ca¥) (88)
ale= Q11037 ~ Q12091 Q41103 ~ Q13091
_ Ay a1
A11Qyp ~ Agp051  Gq109 ~ Q120
yyb1 — ayb, (89)
Q11037 ~ Q13091
a1,b, — ay,by
A11Qy3 ~ Ag509;

Assim, tem-se que:

(90)

9 of
dA, = aZZ{ 0 i }lRl]dUJ _alz{TE}ZRUd%
4= Q11097 ~ G120y

Lo |
a4 5= ¢ RydU; - ay{ =% t R;dU;
dAZ _ 11{ oF. 9 ij“urj 21 aFi d jHrj

Q11ay; ~ Aq09;

Convém comentar que, se qualquer multiplicador plastico
assume valores negativos, ou seja, dA; <0 ou dA, <0, atribui-se
valor zero e desativa-se a rotula plastica correspondente ao
multiplicador plastico negativo.

Reescrevendo a equacdo anterior, obtém-se:

(91)
azz{ I }R' alz{if} R;
dz, = oh s~ VR gy
! A15051 ]

11093 ~ Q12071 Aq1033 ~

e ( an{g }R' . a21{aa£ }R

11093 ~ A1y Aq1033 ~ a12a21) J

o (Cl{ aa; } Ry CZ{ 661]; }Rif)de

on- (o3 s o
= (e ) R - T} a0
RN SRR S

11
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Com base nas equacbes (82) e (91), obtém-se a matriz de

rigidez elastoplastica consistente Kj" (Silva [7] ):

wor(emad g M pe
citn {37}, 3t 1200)
ST AV LS
ciin{ 38 S oty }100)

5. Exemplos numéricos

5.1. Introducdo

Os exemplos 5.1 e 5.2 sdo aplica¢des para andlise de resultados
utilizando algumas superficies obtidas pelo método proposto
neste trabalho.

5.2. Exemplo 5.1

Neste exemplo, sdo apresentadas aplica¢cdes baseadas na teoria
de andlise elastoplastica utilizando o conceito de rétula plastica
e método Backward Euler como em Silva [7]. Utilizam-se
algumas func¢des obtidas pelo modelo apresentado para
comparacgdes com o exemplo « Two bay asymetric frame »de
Argyris [10]. A figura 8 mostra a geometria de exemplo e a
tabela 4 apresenta as suas propriedades.

P2 @ s (@ (3 s

T 5
a-a
l [g}
I s ®)| E

i @ 2L
ey * b-

4]
an0,25

K
1/2L ===

1L 12 L
-

Figura 8.

I | cm [184x105kgf/cm
00=45,
4,5 b-b |A=1391, 50cm2 360x104kgf/cm
Iy=245368, 00cm4 L=600 cm

Fxp=504,848x106kgf

Myp=580,598x107kgf/
cm

Para cada fungao, sdo observados: 1) O processo de formacao
das rotulas plasticas; e 2) Como sdo atingidas as superficies de
interacdo em funcdo dos deslocamentos, rétulas plasticas e
multiplicadores plasticos (A). A notacdo dos graficos tem o
seguinte significado: elemento =e;comi=1,neno6 =n;comj=
1, m. Foram usadas as seguintes fun¢bes para as analises
elastoplasticas:

* Fungdon’m : f, = 1,007n” + 1, 025m - 1 =0 (equagio (23));
s Fungdonm®: f, =1, 063n + 0, 907m> - 1 =0 (equacdo (24 ));
s Fungdon’m? : f, =1, 164n” + 1, 127m” - 1 =0 (equacio (25));

* Fungdon’nmm?: f, = 1, 035n% + 0, 880nm + 0, 812m* - 1 =0
(equacao (26)).

Sdo apresentados, na tabela (5 ), os respetivas das respectivas
fungdes quanto a formacdo das rétulas plasticas e cargas limite
atingidas.

Tabela 5. Rétulas plasticas para as func¢oes analisadas - Two
bay asymetric frame

Geometria e dados da secgdo transversal (Two bay asymetric frame) [10] .

Tabela 4. Propriedades do material (Two bay asymetric
frame).

Propriedades do material (Two bay asymetric frame)
Elemento n° Seccao transversal Dados gerais
1,2,3,6 a-a |[A=800, 00cm2
Iy=106667, 00cm4
Fxp=290,299x106kgf
Myp=290,299x107kgf/ |[E=907,

n’m (23) nm?(24) n’m?(25) n’nmm?(26)
ens| A |eln6 A enés A |elné A
Rétulas plasticas

2,987E+ 1,610E+ 1,589E+ 1,631E+
11 08 111 06 11 08 111 08
7,243E+ 5,422E+ 1,369E+ 4,007E+
23 08 22 08 112 07 22 05
3,922E+ 3,790E+ 1,364E+ 3,815E+
45 09 213 08 2|2 06 213 08
8,430E+ 3,350E+ 3,762E+ 4,962E+
5|5 06 34 06 23 08 34 06
9,999E+ 2,033E+ 1,995E+ 2,124E+
66 08 415 09 45 09 415 09
2,885E+ 7,750E+ 6,813E+
5|5 06 5|5 05 5|5 05
5,556E+ 5,247E+ 5,445E+
| 11 8 08 e 08
Carga limite
1,81733E+07 |1,90760E+07 |1,75814E+07 |2,01494E+07
kgf kgf kgf kgf
43894,70kp 44986,50kp 41469,80kp 47515,80kp

Os resultados obtidos (ver figs. 9 e 10 e tabela 5) pelas fun¢bes
apresentadas sdo semelhantes a solucdo dada por Argyris [10] .
Os processos de formacao das rétulas plasticas foram parecidos
para as fungdes das equagBes 24 e 26. Todas as fungdes
possuem semelhangas, sendo que as de resultados mais
préximos entre si foram as equagdes (23) e (25); (24) e (26) .
Cabe lembrar que a melhor solugdo do ponto de vista
estatistico foi a equagdo (23) (mais detalhes em Vieira [2] ).

https://www.scipedia.com/public/Vieira_Silva_2013a
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ST 2,3 Iy=1,475cm4 | E=317, 515x106kgf/cm2
2,00E+07 — 00=153, 087x104kgf/cm2
1756407 + Fxp=742,667x104kgf
—— Myp=354,616x104kgf/cm
o 1256407 i
® 1
& 100407 3 _,"
7,50E406 ] ;
5,00E406 ’ E
1/ =
2,50E406 T &
i o
[ T R T T A T T T T T S T T T R
0.00 20,00 40,00 BO.00 80,00 100,00
ux (cm)
— n2m nm2 n2me n2nmma L oL
Figura 9. ’
Gréfico carga x deslocamento para o né 2 - fungdo n2m (Two bay asymetric frame) - L=31,75cm
unidade: kgf. i 1
igura 11.
Geometria e dados da secgdo transversal do « Two beam structure »[10] .
Px(Kp)/10? Para cada fungdo, sdo observados: 1) O processo de formagdo
50.00 das rétulas plasticas; e 2) Como sdo atingidas as superficies de
pragee interacdo em funcdo dos deslocamentos, roétulas plasticas e
multiplicadores plasticos (A). A notacdo dos gréaficos tem o
40,00 seguinte significado: elemento = e;comi=1,nen6=n;comj=
1, m.
35,00
Foram usadas as seguintes func¢Bes para as analises
0,00 elastoplasticas:
25,00
s Fungdon’m : f, = 1,007n° + 1, 025m — 1 =0 (equacdo (23));
20,00
s Fungdonm?®: f, = 1,063n + 0, 907m? - 1 =0 (equag&o (24 ));
15,00
a Fungdon’m’: f, =1, 164n* + 1, 127m* - 1 =0 (equagdo (25 ));
10,00
s Fungdon’nmm?: f, = 1, 035n% + 0, 880nm + 0, 812m* - 1 =0
5,00 (equacao (26)).
o.00 Sdo apresentados, na tabela (7 ), os resultados das respetivas
.00 0.10 0.20 ”'i’l_ .40 0.50 0.80 funcdes quanto a formacdo das rétulas plasticas e cargas limite
u atingidas. Os resultados obtidos por Argyris [10] estdo
n2m nm2 n2m2 —— nanmmz apresentados na tabela (8).
Figura 10.
Graéfico carga x deslocamento para o n6 2 - fungdo n2m (Two bay asymetric frame) - Tabela 7. Rétulas plasticas para as fung¢des analisadas - Two
unidade: kp. beam structure
5.3. Exemplo 5.2 n’m (23) nm?(24) n?m?(25) n?nmm?(26)
Neste exemplo, sdo utilizadas fun¢des de interacdo semelhantes ené| A ené A ené A ené A
ao exgmplo de Argyris: « Two~beam structure », Argyris [10] . As Rotulas plasticas
proprledades do exemplo sao apresgntadqs na tabfla 6ea 3,495E0 6,693E+ 3.818E+ 3.401E+
figura 11 mostra a sua geometria e 0 né monitorado n° 2. LR T o4 T 04 T o4
1,013E+ 7,141E+
Tabela 6. Propriedades do material - Two beam structure 214 11,519 33 05 33 04 214 1,505
34 (0,769 314 |0,796
Propriedades do material (Two beam structure) 33 2,526E0 33 2,710E+
Elemento n . °| Secgdo transversal Dados gerais 4 04
1 E=317, 515x106kgf/cm2 Carga limite
00=125, 282x104kgf/cm?2 |1(,g9f5225E+05 i,g(}9059E+05 1k';’8502E+05 i,g2f0945E+05
Fxp=587,992x104kgf
P 9 1007350 kp |9615,61kp  |9496,01kp  9954,66 kp

a-a A=4,85cm2 Myp=280,774x104kgf/cm

https://www.scipedia.com/public/Vieira_Silva_2013a
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Tabela 8. Resultados obtidos por Argyris - Two
beam Structure

Curvas de Argyris

Identificagao Curva | Carga critica (kp)
BESCOP, 30 elementos 0-1 9250,00
BECOEP, 2 elementos |0-2 10100,00
BECOEP, 6 elementos |0-3 9100,00
BECOEP, 30 elementos |0-4-5 [9000,00

Os resultados obtidos pelas fungdes apresentadas sdo
semelhantes as solug¢bes das cargas criticas dadas por Argyris
[10]. O processo de formacdo das roétulas plasticas foram
parecidos para os pares de fun¢bes das equacgbes {(24), (25)} e
{(23), (26) }. O comportamento das fungbes (ver figs. 12 e 13)
foram semelhantes, sendo que a funcdo de melhor resultado
elastoplastico comparada com Argyris foi a superficie da
equacdo (23) . Esta, também, foi a melhor solucdo do ponto de

vista estatistico.

2.50E+05

2 I5E 05 |

2.00E+05 +

1,75E+05 + I

1,50E+05

1,25E+05 &

Px (Kof)

1,00E+065 1

7,50E 4 3

5.00E+04 11

250E+04 3

0.00E+00 3
000 200 400 600 800 1000 1200 1400 1500
ux {em)

— r2m nrn2 nama n2rmma

Figura 12.

Gréfico carga x deslocamento para o né 2 - (Two beam structure)-unidade: kgf.
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0,00 .
0,00 010 0,20 0,30 0,40 0,50
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[ — n2m —— 2 — n2m2 —— nZnmmz

Figura 13.

Gréfico carga x deslocamento para o n6 2 - (Two beam structure)-unidade: kp.

https://www.scipedia.com/public/Vieira_Silva_2013a

6. Conclusoes

% As superficies de escoamento em resultantes de tensdes
facilitam o processo de anadlise sem a necessidade da
integracdo numérica, de maneira que o modelo baseado
nas formula¢des de viga de Timoshenko 3D e a regressdo
linear multipla permitiu a geracdo destas superficies por
processo numérico;

@ As aplicagbes demonstram que a formulagdo apresentada
consegue gerar boas fun¢des de escoamento que retratam
os fendmenos fisicos;

* A formulagdo permite tratar por processo numérico dados
obtidos por andlises numéricas e/ou experimentais;

* As pesquisas futuras terdo o intuito de gerar fun¢des de
escoamento para outros tipos de sec¢Bes transversais com
outros materiais;

* Pretende-se também desenvolver um método que obtenha
os melhores indices a para as fun¢des de escoamento
propostas.
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