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Resumen

En este trabajo se ha utilizado la formulacién estabilizada de elementos finitos Unusual Stabilized Finite Element Method
(USFEM) asociada al método de Rothe para resolver el problema del redistanciamiento en el método de Funciones de
Nivel. Se ha utilizado el método de Rothe primero para el avance de la solucién en el pseudotiempo y la formulacién
USFEM para la solucion del problema advectivo-reactivo en estado estacionario, para cada paso de tiempo resultante.
Se han hecho ejemplos en 2D y se han comparado sus resultados con el esquema de estabilizacion SUPG,
incrementado con un operador de captura de discontinuidades no lineal.
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1. Introduccién

Los problemas de la hidrodinamica que involucran el fenémeno de flujo en superficie libre suscitan un gran interés en
cientificos de diversas areas: oceanografia, ambiental, recursos hidricos, aeroespacial, entre otras. La trayectoria
seguida por el agua después de la rotura de una presa, la agitacién de un liquido dentro de un tanque o el
rompimiento de las olas sobre las estructuras costeras o maritimas son fenémenos que han motivado el surgimiento
de muchos métodos numéricos en el intento por describir adecuadamente el movimiento de la interfase entre una
parte liquida de mayor densidad (p. ej., agua, petréleo) y una parte gaseosa de menor densidad (p. €j., aire, gas).

En particular, para el flujo en superficie libre se desarrollaron varios métodos numéricos con el propésito de describir
el fendmeno apropiadamente. Dichos métodos pueden agruparse en 2 grandes familias: los que hacen un
seguimiento de la interfase (Interface-Tracking) y los que capturan la interfase propiamente (Interface-capturing) [11,
[2], [3]and [4] . En este trabajo se hace referencia exclusivamente a los ultimos.

Los métodos que capturan la interfase emplean una malla fija que abarca los dominios de las fases presentes, no solo
la que es de interés de estudio (la fase liquida en la mayoria de las veces) sino también la fase gaseosa. Los métodos
denominados Volumen de Fluido (Volume of Fluid en inglés, o simplemente VOF) [5], [6] and [7] y Funcion de Nivel (
Level Set en inglés, o simplemente LS) [8], [9] and [10] son los que se utilizan con mas frecuencia. En Xia et al. [11] se
puede encontrar una revisién de las aplicaciones de LS en CFD para la industria aeroespacial.
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Los métodos LS son técnicas numéricas que se emplean para calcular la posicion de frentes que se propagan [2] and
[3]. Se basan principalmente en la adveccién de una funcidon que determina una curva o superficie, definida en todo el
dominio y que abarca las fases de los fluidos involucrados (generalmente 2), cuyo valor de la funcién es cero en la
interfase entre ambos. Una de las principales ventajas de usar LS es su capacidad de tratar eficientemente los cambios
de topologia y/o discontinuidades presentes en la curva o superficie [8] .

La solucién de la ecuacién de transporte dependiente de un (pseudo)tiempo, que advecta la funcion de la interfase, se
hizo por el esquema de Rothe [12] que establece que primero se realiza la discretizacion temporal y luego la
discretizacion espacial, empleando alguno de los esquemas de estabilizacion presentes en la literatura. En este trabajo
se empled la formulacién de elementos finitos estabilizados USFEM [13] .

El trabajo esta dividido en las siguientes secciones: en la seccién 2 se presenta la formulacién matematica y numérica
del problema de captura de interfase usando el método de las funciones de nivel (LS), la descripcion de la
discretizacion temporal empleando el método de Rothe, la descripcién del esquema estabilizado de elementos finitos
USFEM empleado en la discretizacion espacial, y por ultimo, la descripcién de la formulacién estabilizada de elementos
finitos clasica SUPG [14] con operador de captura de discontinuidades CAU [15] . En la secci6én 3 se presenta una serie
de experimentos numéricos que permitieron demostrar el buen desempefio de la formulacién USFEM propuesta,
comparando los resultados con el esquema SUPG incrementado con el operador de captura de discontinuidades no
lineal CAU. Finalmente, la seccion 4 presenta las conclusiones de este trabajo y los futuros retos que deben ser
abordados.

2. Formulacion matematica y numérica del problema de transporte advectivo

2.1. Formulacion del problema

El problema de evolucién de la interfase se puede escribir como una ecuacién de transporte advectivo dependiente de
un (pseudo)tiempo t[16] :

(1
%+ = sign(6y)

__ Vo . (2)
ﬁ - |v¢ | Slgn(¢0)

P (x,t =0) = go(x,t) (3)

Donde B es el campo de velocidades conocido, solenoidal (V - B = 0), que indica la condicién de incompresibilidad; ¢ es
una funcién de nivel (o Level Set ) suave, definida en todo el dominio espacial Q, que incluye las 2 fases de los fluidos
involucrados (liquida y gaseosa) que debe ser determinada para cada instante de tiempo t € [0, T]y definida asi:

>0 si XEQ (4)
ox,t)==0 si xX€ETI;
<0 si XEQ

x indica la posicion espacial donde la funcion es evaluada, Q=Q,u Qg , Q,=Q \ Q;, los subindices /'y g se refieren a
las fases liquida y gaseosa respectivamente y su interfase es definida como: I'; = {x| ¢(x,t) =0} ; sign (¢ ) es la funcién
signo , dada por:

sign(¢) = 2(He(¢) - 1/2) (5)

donde H, (¢ ) es una funcion tipo Heaviside , definida asi:

0 si ¢p<-e€ (6
He(¢)=%[1+%+%sin(@)] st |¢]<e
1 st ¢>e

€ ER' es un valor pequefio que estd directamente relacionado con el espesor de la interfase, que es
aproximadamente 2¢/| ¢ | [4] . La funcién Heaviside se usa para proporcionar una variacion suave de la variable ¢
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para que cuando |¢ | <€ entonces |V¢ | =1y garantizar un espesor de la interfase igual a 2¢, por lo que la
seleccién del valor de € debe estar ajustada al tamafio de los elementos cercanos a la interfase. En este trabajo el valor

de € estad dado por € = %min {he} ., donde h, es el tamafio caracteristico del elemento.

2.2. Discretizacion temporal

El método de Rothe [12] consiste en discretizar primero en el tiempo y luego en el espacio. Discretizamos la ecuacién
diferencial (1) mediante el método de la regla trapezoidal generalizada en términos de ¢, (x) y ¢ (%), como se mostrd
en Henao et al. [17] y se resume a continuacion:

D1t B V. = sign(ey) (7)
Gro1 = Praa + VAL 1y (8)
an+1=¢n+(1_V)At¢n (9)

Sustituyendo la ecuacion (8) en la (7) y reorganizando términos:

Gri1t B V(@1 + DL y.y) = SigN(P) (10)
Pro1+ B VPyoa + YAB -V, g = sign (o) (1
Pna* B VPni = fra (12)
donde
B=vyap (13)
Fnor = sign(@e) = B - Vo, (14)

En la ecuacion (2) el campo de velocidades, dado por el vector 8, depende del gradiente de la solucién transformando
la ecuacion (1) en una ecuacion no lineal. Si usamos pequefios pasos de tiempo en el esquema de avance en el tiempo,
podemos transformar la ecuacién (1) en una ecuacién pseudo-lineal, «linealizando»dicha ecuacién al usar el valor de
la solucién del paso de tiempo inmediatamente anterior; esto se logra tomando los valores en f~, .

2.3. Discretizacion espacial

La ecuacién (12) puede interpretarse como una ecuacién de conveccién-reaccién en estado estacionario para la
variable ¢ . Reescribiendo:

B'v¢n+l_a¢n+1=fn (15)
donde el parametroo- = -1.

Hay que hacer énfasis en esta idea, ya que realmente no existe como tal un parametro de reaccién dentro de la
ecuacion sino que, al desarrollarse algebraicamente el esquema de Rothe, el término dependiente del tiempo se
asemeja al término reactivo. Por lo tanto, el valor - = - 1 no significa que haya absorcién o disipacién.

Ahora podemos reescribir el método de Galerkin en su forma débil:

a(w, ¢t = (", ftn)) (16)
donde

a@", pr1) = @B VP ,.0) - (@, 5¢,0) (17)
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(", flty.) = (", sign(¢o)) - alwt, . (18)
a@", ¢r.) = "B VP, (19)

Como es sabido, la ecuacién (15) presenta problemas de estabilidad numérica que deben ser corregidos mediante la
aplicacién de algun esquema de estabilizacién adecuado. Aplicando el esquema USFEM [13]a la ecuacién (16)
tenemos:

a(@", $ner) ~ Tusem@L* ", Ldp.g = Fltn)) = ", Fta)) (20)

donde
L*o" = - B -V - 5u" (21)
Lot =B Vol - 5" (22)

L* es el adjunto del operador lineal. El parametro de estabilizacion 1, €s presentado en Franca y Valentin [18] :

- heE(Pe(”(x))+ E(Pe‘”(x))

TusFEM =

PeV(%) = 2k (24)
O G o
[ (25)
Pe?(X) = My |g |phe
1 si 0s<x<1 (26)
BUS . s
. 1 (27)
|B|p=(z p<x>|”) 1sp<w
=1
my = min(1/3,C) (28)
(29)

ckth I8V Bk < 18V 39y €V,
k

Comentario: Notese que como k* =0 (problema sin difusion) Pe( )= 0, entonces, E(Pe(l)(x)) =1 yPef) - o, por lo

tanto, E(Pem(x)) - Pe(Z) Reemplazando estos valores en (23) y obteniendo el limite para cuando k* - 0 (empleando la
regla de L'Hbpital para evitar la indeterminacién que se presenta), se obtiene que:

. he (30)
USFEM = he +2| B |

recordando que B~ = yAtp , entonces cuando At - O Ty - 1.

Empleando las funciones de interpolacién estandares de elementos finitos:

nnodos (31)
uh = Niul'
i=1
donde nnodos es el nimero de nodos de cada elemento de la malla y N una matriz que contiene las funciones de
interpolacion. Sustituyendo la ecuacion (31) junto con su derivada en la ecuacién (20), se obtiene un sistema de
ecuaciones ordinarias lineales en estado estacionario de la forma:
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Kd=F (32)

donde K es la matriz de rigidez, en analogia a la mecanica de sélidos, e involucra los coeficientes de la parte advectiva

y reactiva de Galerkin y de la formulacién USFEM, d es un vector que contiene los valores de la derivada temporal de
d, y F un vector con los términos fuente.

El avance en el tiempo del sistema de ecuaciones ordinarias (32) se hace empleando un algoritmo implicito predictor
corrector [19] de la familia de la regla trapezoidal generalizada, con parametro 8 = 1/2. En este sistema de ecuaciones
resulta una matriz de coeficientes no simétrica, que se resuelve empleando el algoritmo generalizado de minimos
cuadrados, o GMRES [20] por sus siglas en inglés, con precondicionamiento diagonal, generando 10 vectores en la

base de los sub-espacios de Krylov. La tolerancia para el método iterativo GMRES es de 1.0E> en todos los ejemplos .

2.4. Formulacién estabilizada SUPG+CAU
La formulacion estabilizada SUPG+CAU [14] and [15] esta dada por:

a (wh’ ¢Z+1) * TsupG (Ladeh’L(PZﬂ) +8ocp (th,V¢ﬁ+1) = (", fty.1) (33)

En la ecuacién (33), el primer término corresponde ala formulaciéon de Galerkin, el sequndo corresponde a la

estabilizacion lineal SUPG y el tercero a la estabilizacion no lineal del operador de captura de discontinuidades. L
corresponde a la parte advectiva del operador lineal:

h (34)
L(¢") =% g vg"-r

En la literatura revisada se han encontrado varias formas de calcular el valor del pardmetro de estabilizacion tsypg[14],
[21], [22] and [23] . Escoger una u otra forma de calcular t5p; €s un tema muy controversial y depende mas del tipo de
fendmeno que se esta estudiando. En este trabajo se escogié el propuesto por Codina [22] por su facil implementacion
y sus resultados aceptables, y se calcula asi:

(35)

Tsupc = 1
wc ZIPT
he he

El tipo de problema que debe ser resuelto por el esquema SUPG+CAU [ver ecuacién (33) ] es puramente advectivo, por
lo que k =0y o =0; entonces, el parametro de estabilizacidn 75, Se reduce a:

. __he (36)
SPG 2 B

Igual que sucede con la determinacion del parametro de estabilizacién tgyp;, la determinacidon del parametro de
estabilizacién no lineal, también llamado operador de captura de discontinuidades, es un tema abierto al estudio. Se
encuentran diferentes propuestas para su determinacién en la literatura revisada [15], [24], [25], [26] and [27] . En
este trabajo se escogid el operador CAU [15], en donde la estabilidad en la solucién se obtiene modificando las
funciones peso de la formulacién SUPG, que pasan a actuar en la direccion del gradiente aproximado. Este término
introduce de manera consistente una difusién artificial que es proporcional al residuo de la solucién aproximada. El
resultado es una formulaciéon que consigue suavizar las oscilaciones presentes en la solucion. El parametro del
operador de captura de discontinuidades CAU, 6, , estd dado por:

Scav = lthheil L(¢")] 7
2 I Vo™ |
donde
ac = min(%Peﬁ,l) (38)
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e 113 (39)
pot = 1, 1B
127 (B5) DB
. BV (40)
Ai=Tver 7

Bj es la velocidad en el elemento en la direccién paralela al gradiente de la solucién, Pef es el nimero de Péclet

correspondiente a la velocidad paralela, |L(¢") | es el médulo del residuo en el interior del elemento y D es un
tensor de segundo orden que contiene los coeficientes de difusién del material, que en este tipo de problema tratado
D =0 entonces Pej - . Pueden encontrarse estudios comparativos de este y otros parametros de estabilizacién no
lineal en Henao [28] y en John y Knobloch [29] and [30] .

Haciendo uso de las funciones de interpolacién de elementos finitos [ver ecuacion (31) ], la ecuacion (33) se transforma
en un sistema de ecuaciones ordinarias no lineales de la forma:

Md + K(d)d = F (41)

donde M es la matriz de masa, K (d ) es la matriz de rigidez, que involucra los coeficientes de la parte advectiva de
Galerkin, Petrov-Galerkin y del operador de captura de discontinuidades no lineal, d es el vector solucidn que contiene
los valores escalares, d es un vector que contiene los valores de la derivada temporal de d,y F un vector con los
términos fuente.

Similar a lo realizado para la formulacién USFEM, el avance en el tiempo del sistema de ecuaciones ordinarias no lineal
(41) se hace empleando un algoritmo implicito predictor multicorrector [19] de la familia de la regla trapezoidal
generalizada, con parametro 6 = 1/2. La cantidad de veces que el algoritmo realiza el proceso multicorrector en cada
paso de tiempo se ha fijado en 4 para todos los ejemplos. En este sistema de ecuaciones también resulta una matriz
de coeficientes no simétrica, que se resuelve empleando el algoritmo GMRES con precondicionamiento diagonal y
generando 10 vectores en la base de los sub-espacios de Krylov. La tolerancia para el método iterativo GMRES es de

1.0E en todos los ejemplos.

3. Experimentos numéricos

Se han realizado varios experimentos numéricos empleando la formulacién estabilizada de elementos finitos
USFEM/Rothe propuesta, y se compararon los resultados con los obtenidos mediante el uso del esquema estabilizado
SUPG incrementado con el operador de captura de discontinuidades CAU [15] . Se presentan diferentes tipos de mallas
en 2D, estructuradas y no estructuradas, compuestas de tridangulos lineales de 3 nodos. Para todos los experimentos
numeéricos se utilizé un paso de tiempo At = 0,01 y un tiempo maximo de ejecucién variable, hasta alcanzar el estado
estacionario (donde la solucién no cambiaba) en cada uno de los casos. Como criterio para determinar el momento en
que se ha alcanzado el estado estacionario, se ha empleado el error relativo de la solucién calculada entre 2 pasos de
tiempo consecutivos:

_ lIspaa=snl (a2
® I'sn

donde E es el error relativo, s,y s, +; son las soluciones encontradas en los pasos de tiempo ny n + 1. Para todos los
ejemplos, se considera que se ha alcanzado el estado estacionario cuando se cumple la condicion £, < 1.0

ss —

Como caso general, para los tipos de malla empleados en los ejemplos, un tamafo de paso de tiempo mayor que el
propuesto resultaria en una condiciéon CFL > 1.0 y daria lugar a una pérdida de precision en la solucién de todos los
ejemplos.

3.1. Problema de adveccién pura: disco de Zalesak en movimiento rotacional

El primer experimento numérico es la adveccion de un disco tipo Zalesak en movimiento rotacional [31] sin términos
fuente, f=0, ampliamente empleado para evaluar la precision en los resultados de los solucionadores de problemas
advectivos en el contexto de la formulacién Level Set[3] and [32] . El problema consiste en un disco ranurado centrado
en (50,75) de radio 15. La ranura tiene un ancho de 5y longitud de 25. El campo de velocidad rotacional constante esta
dado por:
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(43)

S D)

By ﬁ(x - 50) (44)

el disco completa una revolucién cada 628 unidades de tiempo. En la figura 1 se muestra la malla no estructurada de
elementos finitos con 5.287 nodos y 10.304 elementos triangulares lineales de 3 nodos.

Figura 1.

Adveccién pura - Disco de Zalesak - Malla de elementos finitos y condicién inicial.

En las figuras Figura 2, Figura 3 and Figura 4 se presentan los resultados para el dltimo instante de tiempo obtenidos
con las formulaciones estabilizadas USFEM/Rothe, SUPG y SUPG+CAU para un paso de tiempo At = 0.01. Se observa
que las soluciones con las formulaciones linearizadas USFEM/Rothe y SUPG son muy parecidas, aunque la formulacién
USFEM/Rothe presenta una solucion levemente mejor comparada con el esquema lineal SUPG. El esquema no lineal
SUPG+CAU result6 ser difusivo, tal como se esperaba de la teoria expuesta.
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Figura 2.

USFEM - Adveccién pura - Disco de Zalesak - Condicién inicial vs ultimo paso de tiempo.

Figura 3.

SUPG - Adveccién pura - Disco de Zalesak - Condicion inicial vs Ultimo paso de tiempo.
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Figura 4.

SUPG+CAU - Adveccién pura - Disco de Zalesak - Condicién inicial vs Gltimo paso de tiempo.

3.2. Calculo de la funcién distancia para un cuadrado

El segundo experimento es un cuadrado centrado en (0,5, 0,5) en una malla estructurada de elementos finitos,
compuesta de 3.200 elementos triangulares lineales y 1.681 nodos. El dominio tiene dimensiones [1,0 x 1,0] y el
cuadrado interno es de [0,25 x 0,25]. La parte interna del cuadrado presenta el valor ¢ = -1, la parte externa el valor ¢
= +1y la interfase el valor de ¢ = 0. La solucién exacta para la distancia en cualquier punto es facil de obtener
mediante relaciones geométricas simples.

En las figuras Figura 5, Figura 6 and Figura 7 se presentan la malla de elementos finitos, algunas de las funciones de
nivel (LS) y una seccién transversal hecha en un eje A-B con coordenadas: A(0, 0,5) y B(1, 0,5).
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Figura 5.

Cuadrado - Malla de elementos finitos.

Figura 6.

Cuadrado - USFEM/Rothe LevelSet.
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0,47
— ISFEM-Foihe
— SPG
- BUPG-CAL
0,3
0,24
0,11
.:l-
—,14
0,2 1 ,
Bt 02 0.4 06 0.8 i
Figura 7.
Cuadrado - USFEM/Rothe vs SUPG y SUPG+CAU.

En la figura 6, para la formulacion USFEM/Rothe, se observa la transicién suave entre las curvas de nivel cuadradas
hacia casi circulares a medida que se alejan del centro.

En la figura 7 se comparan los resultados obtenidos con las formulaciones USFEM/Rothe y SUPG (esquemas
linealizados) y SUPG+CAU (esquema no lineal). Se aprecia que el cono de distancia formado por la formulacion
USFEM/Rothe es mas uniforme que el presentado por las formulaciones SUPG y SUPG+CAU. La Unica diferencia entre
estas 2 Ultimas radica en que el esquema no lineal SUPG+CAU alcanza el estado estacionario en una menor cantidad
de pasos de tiempo. Mediante relaciones geométricas simples se puede comprobar que la respuesta exacta para el
valor de la distancia maxima seria de 0,375 y la minima de 0,125. Los valores extremos obtenidos con la formulacion
USFEM/Rothe son de 0,368 para el maximo y 0,128 para el minimo, con un error relativo del 5,1% para el maximo y
2,4% para el minimo en esta seccién transversal seleccionada. Se obtienen resultados muy similares para cualquier
otra seccion transversal arbitraria.

3.3. Calculo de la funcién distancia para un circulo

En el Ultimo experimento presentamos un circulo centrado en (0,50, 0,75) y de radio 0,15, en una malla no
estructurada de elementos finitos con 45.667 nodos y 90.532 elementos triangulares lineales. EIl domino es un
cuadrado de [1,0 x 1,0] y al igual que en el anterior ejemplo, la parte interna del circulo tiene valor de ¢ = -1, la parte
externa el valor ¢ = +1y la interfase el valor de ¢ = 0.

En las figuras 8 -9 se presentan el dominio computacional, algunas de las funciones de nivel (LS) y una seccién
transversal hecha en un eje A-B con coordenadas: A(0, 0,75) y B(1, 0,75). No se muestra la malla de elementos finitos
debido a la gran densidad de elementos, perdiéndose la resolucion de los triangulos.
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Figura 8.

Circulo - USFEM/Rothe LevelSet.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

Figura 9.

Circulo - USFEM/Rothe vs SUPG+CAU.
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En la figura 8, para la formulacion USFEM/Rothe, se observan las curvas de nivel perfectamente circulares alejandose
del centro.

En la figura 9 se muestra nuevamente una comparacién de la formacién del cono de distancia al nivel cero para las
formulaciones empleadas. En las 3 formulaciones se observan resultados muy similares, teniendo en cuenta que los
esquemas USFEM/Rothe y SUPG son linealizados y el esquema SUPG+CAU es no lineal. Al igual que en el caso del
ejemplo del cuadrado, a través de relaciones geométricas sencillas se puede constatar que la respuesta exacta para el
valor maximo seria de 0,350 y el minimo de 0,150, y para todas las formulaciones estudiadas se tiene como valores
extremos 0,350 para el maximo y 0,148 para el minimo, obteniéndose un error relativo del 0% para el maximoy 1,3%
para el minimo en esta seccién transversal seleccionada. Para cualquier otra seccidn transversal arbitraria, se obtienen
resultados similares.

4. Conclusiones

El buen rendimiento obtenido mediante la formulacién estabilizada USFEM/Rothe se demostré gracias a una serie de
ejemplos, tanto con bordes suaves como con bordes angulosos. En ellos observamos que la formulaciéon propuesta es
completamente viable para tratar este tipo de problemas, mas aun si se aprovecha la propiedad del parametro de
estabilizacién t - 1 cuando At — 0, maximizdndose la cantidad de estabilizacién requerida para suavizar las
inestabilidades numéricas que pueden presentarse. Se demostré que la formulacion USFEM/Rothe, aun siendo
linealizada, presentaba mejor rendimiento que la formulacién clasica SUPG+CAU, que es no lineal.

La idea de realizar primero la discretizacién temporal y luego la espacial, resultando en una serie de ecuaciones
diferenciales en estado estacionario, se mostr6 adecuada en la resolucién de este tipo de problemas de calculo de la
funcién distancia para el esquema LS. El siguiente paso es involucrar este procedimiento al de renormalizacién de la
funcién de nivel, también empleando el esquema USFEM/Rothe en la discretizacién espacio-temporal.
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