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Zusammenfassung

In dieser Arbeit behandeln wir direkte und inverse Probleme, die aus
der Streuung von elektromagnetischen und akustischen Wellen an einem
unbeschrankten, inhomogenen und biperiodischen Medium mit einem
lokalen Defekt hervorgehen. Die Annahme einer Storung im Medium,
oder bereits die Wahl einer allgemeinen einfallenden Welle, verhindert
die Reduktion des Problems auf eine periodische Zelle, wodurch die klas-
sische Theorie nicht mehr angewandt werden kann und neue Methoden
entwickelt werden miissen.

Wir analysieren das vektorwertige Streuproblem, welches durch die
Maxwell-Gleichungen beschrieben ist, sowie das skalarwertige Streupro-
blem, das durch die Helmholtz-Gleichung modelliert wird. Fiir beide
Streuprobleme zeigen wir die eindeutige Existenz der Losung unter
moglichst geringen Annahmen hinsichtlich Regularitdt der Parameter.
Hierfiir wenden wir die Bloch-Floquet-Transformation auf das varia-
tionelle Problem an und erhalten so eine Familie von Problemen auf
einem beschrankten Gebiet. Fiir diese Familie konnen wir die eindeu-
tige Existenz der Losung zeigen und anschlieflend die Losung zu dem
urspriinglichen Problem konstruieren, wofiir im vektorwertigen Fall die
Sherman-Morrison-Woodbury-Formel eine wichtige Rolle annimmt. Ne-
ben der Existenztheorie verwenden wir die dquivalente Formulierung zur
Herleitung einer numerischen Methode zur Approximation der Losung,
welche auf der Finite-Elemente-Methode aufbaut. Fiir beide Probleme
betrachten wir zudem die Glattheit der Bloch-Floquet-Transformierten
der Losung bzgl. der Quasiperiodizitat, wodurch wir insbesondere die
Konvergenzordnung der numerischen Methode verbessern konnen.

Nach der Betrachtung des direkten Problems wenden wir uns dem
Inversen Problem der Rekonstruktion der Storung zu. Wir definieren
verschiedene Messoperatoren und zeigen fiir diese die Eindeutigkeit der
Rekonstruktion und die Schlecht-Gestelltheit des Inversen Problems. An-
schlieflend verwenden wir unsere numerische Methode fiir das direkte
Problem, um die lokale Stérung des bestrahlten Objektes mit Hilfe eines
Newton-artigen Verfahrens zu rekonstruieren. Als eine alternative Rekon-
struktionsmethode fiihren wir das bildgebende Verfahren mit den Namen
Faktorisierungsmethode fiir die Problemstellung ein, die den Tréger der
Storung mit einem geringen numerischen Aufwand lokalisiert. Hierfiir
konstruieren wir einen Fernfeldoperator, zeigen seine Faktorisierung und

betrachten numerische Ergebnisse.



Abstract

We consider the direct and inverse scattering problem of electroma-
gnetic and acoustic wave phenomena for an unbounded, inhomogeneous
and bi-periodic media, which includes a local defect. The assumption
of a perturbation or the choice of a general incident field prevents the
reduction of the scattering problem to one periodic cell. Hence, the classi-
cal theory is not applicable and one has to solve the problem with new
methods.

In the first part, we analyze the vector valued scattering problem,
which is formulated in terms of the Maxwell’s equations, as well as the
scalar valued scattering problem modeled by the Helmholtz equation.
For both scattering problems we show the unique solvability based on
some reasonable presumptions on the regularity of the parameter. For
that, we are going to use the Bloch-Floquet transform to derive a family
of problems to a variational problem on a bounded domain. For this
family we can show the unique existence of the solution, which allows
us to construct the solution of the whole problem. Beside the existence
theory, we stay in the transformed setting to derive a numerical method
for the approximation of the solution by extending the finite-elements
method. Moreover, we show some regularity results for the Bloch-Floquet
transfomed solution w.r.t. the quasiperiodicy, wherefrom, in particular,
we can improve the performance of the numerical method.

After the consideration of the direct problem, we continue with the
inverse problem of reconstructing the perturbation. For that, we consider
different measurement operators, prove the uniqueness of the reconstruc-
tion and show the ill-posedness of the operators for the analysis of the
inverse problem. Having the theory, we use our numerical method for the
direct problem to apply a Newton method to reconstruct the perturbation
of the scatterer. Furthermore, we introduce the Factorization method for
our setting as a fast imaging method, which localizes the support of the
perturbation with less numerical cost. In order to do so, we define a
carefully designed far field operator, prove the factorization, and show
numerical results.
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Einleitung

Das zerstorungsfreie Testen ist ein wichtiges Instrument zur automatisierten
Werkstoffpriifung in der Produktion, welches die Moglichkeit bietet Kosten
zu reduzieren und die Effizienz zu steigern. In den Ingenieurwissenschaften
besteht ein entsprechend grofies Interesse an der Entwicklung von solchen
Verfahren, wie z. B. fiir das automatisierte Auffinden von Defekten in der
Produktion von Nano-Gras (siehe [Zim+12]). Um die Storungen von solchen
Nano-Gras-Strukturen maschinell schnell und automatisiert aufzufinden, bie-
tet es sich an, die Streuung an dem Testobjekt zu erfassen, die z. B. von einem
Laser als einfallendes Licht erzeugt wird, und anhand dieser Messdaten einen
Defekt zu lokalisieren. Jedoch mangelt es aktuell an effizienten Algorithmen,
um die Messdaten entsprechend auszuwerten (siehe [Pat10]). In dieser Ar-
beit analysieren wir diese Fragestellung mit mathematischen Methoden und
entwickeln fiir gewisse Klassen von (Nano-Gras-)Strukturen eine numerische
Methode zur Lokalisierung und Rekonstruktion der Stérung.

(a) Fehlerfreie Struktur. (b) Struktur mit Defekten. (c) Stdbchen sind zu kurz oder
fehlen komplett.

Abbildung 1.1.: Beispiele fiir fehlerfreie und defekte Nano-Gras-Strukturen
(Quelle: Institute of Solid State Physics, Universitdt Bremen).

Aus mathematischer Sicht wird die Problemstellung durch ein Inverses Problem
beschrieben, in dem man aus der Wirkung die Ursache herleiten will. Im
Allgemeinen steht ein Inverses Problem dem sogenannten direkten Problem
gegeniiber, welches den Effekt aus einer Ursache beschreibt. Man versucht also
bei einem Inversen Problem aus gegebenen Messdaten einen Parameter oder
eine andere Grofle zu rekonstruieren, die diese Daten erklart. Dabei sind die
Probleme meist schlecht-gestellt, was grob gesagt bedeutet, dass kleine Fehler
in den Messungen einen grofien Fehler in der Rekonstruktion verursachen



2 Kapitel 1. Einleitung

und diese damit unbrauchbar machen konnen. Ein entscheidender Teil in der
Theorie der Inversen Probleme ist demnach die Annahme eines vorhandenen
Rauschens in den Messdaten und der addaquate Umgang mit diesem.

Das vorliegende Inverse Streuproblem ist ein Spezialfall eines solchen Inversen
Problems. Wenn eine einfallende Welle, z. B. erzeugt von einer Punktquelle,
auf das Medium trifft, so entsteht eine gestreute Welle. Das Verhalten der
gestreuten Welle wir dabei mafsgeblich von dem Streumedium beeinflusst,
welches in unserem Fall Nano-Gras-Strukturen sein sollen und im vektorwer-
tigen Fall durch die Permittivitdt sowie die Permeabilitdt und im skalaren
Fall durch den Brechungsindex beschrieben ist. Das direkte Problem wiére
dementsprechend die Bestimmung der gestreuten Welle aus der Kenntnis der
Parameter und der einfallenden Welle. Das hier betrachtete Inverse Streuprob-
lem ist die Bestimmung der Storung der Parameter, wenn die einfallenden
Wellen, gewisse Messdaten der gestreuten Wellen und die Eigenschaften der
ungestorten Parameter bekannt sind.

Um einen ersten Schritt in die Richtung einer mathematisch fundierten Analyse
des oben beschriebenen Inversen Streuproblems zu gehen, werden wir statt der
willkiirlichen Stabchen-Verteilung der Nano-Gras-Strukturen eine periodische
Anordnung annehmen, deren Defekt durch eine lokale Storung modelliert
wird und die Periodizitit stort. Fiir die einfallende Welle setzen wir, im
Gegensatz zur klassischen Theorie der quasiperiodischen Streuprobleme, keine
Periodizitatsbedingung voraus. Fiir die Betrachtung des Inversen Problems
miissen wir zundchst das direkte Problem analysieren. Wir werden hierfiir
sowohl die Losbarkeit des akustischen als auch des elektromagnetischen
Streuproblems untersuchen. Diese Analyse, primér die Existenztheorie des
vektorwertigen Problems, wird den Kern dieser Arbeit darstellen. Aufgrund
der Storung und wegen der nicht-periodischen einfallenden Welle kann das
Streuproblem nicht ohne Weiteres von einem unbeschrankten Gebiet auf ein
beschrinktes Gebiet reduziert werden. Die Annahme der Periodizitdt des
ungestorten Parameters ermoglicht uns dafiir die Anwendung der Bloch-Flo-
quet-Transformation, um eine variationelle Formulierung auf beschrankten
Rdumen in einer Integralform zu erhalten. Vor allem das elektromagnetische
Streuproblem wird hierbei durch die unkonventionellen Lésungsraume und
die Singularitdt in der Randbedingung hinreichend kompliziert. Auf Basis
der Bloch-Floquet-Transformation werden wir zudem einen Algorithmus fiir
die numerische Approximation der Losung einfithren. Da das transformierte
Problem auf einem beschrankten Gebiet definiert ist, bendtigen wir mit diesem
Ansatz, abgesehen von der Ausstrahlungsbedingung nach oben hin, keine
weitere kiinstliche Abschneidebedingung fiir die numerische Approximation.



Fiir die Entwicklung einer Methode zur Rekonstruktion der Stérung aus
kiinstlichen, verrauschten Messdaten werden wir Messoperatoren definieren
und zeigen, dass die Rekonstruktion eindeutig ist und die dazugehorenden
Inversen Probleme schlecht-gestellt sind. Hierzu betrachten wir Nah- und Fern-
feldmessungen sowie die Messung der gesamten Welle auf einer beschriankten
Menge. Zur Vorbereitung auf die Numerik des Inversen Problems berechnen
wir zudem die Fréchet-Ableitung dieser Operatoren und den adjungierten
Operator der Fréchet-Ableitung. Dann wenden wir ein inexaktes Newton-
Verfahren auf die Messoperatoren an, um numerische Beispiele fiir die Qua-
litdt der Rekonstruktion zu geben. Mit dem Newton-Verfahren werden wir
gute Ergebnisse fiir die Rekonstruktion der Stérung erhalten. Ein solches
Newton-artiges Verfahren hat jedoch immer den Nachteil, dass man viele
Auswertungen des Vorwirtsoperators benotigt, was sehr viel Zeit in Anspruch
nehmen kann. Wenn wir die Storung nur lokalisieren wollen und nicht den
genauen Wert kennen miissen, dann bietet es sich alternativ an, ein bildge-
bendes Verfahren zu verwenden. Deswegen werden wir im letzten Teil die
Faktorisierungsmethode fiir unsere Problemstellung entwickeln. Die Fakto-
risierungsmethode gibt eine theoretische Legitimation fiir ein numerisches
Verfahren des Inversen Problems der Rekonstruktion des Tragers der Storung.
Man setzt die Kenntnis der Fernfelder der gestreuten Wellen, die durch ebene
Wellen aus jeder Richtung als einfallende Felder erzeugt werden, voraus. Nach
der Adaption des Streuproblems auf ebene Wellen als einfallendes Feld ist die
Idee, einen Fernfeld-Operator zu definieren und diesen in drei Operatoren zu
zerlegen. Diese Zerlegung beschreibt dann ein bindres Kriterium, ob ein Punkt
z € R? innerhalb oder auferhalb des Trigers der Storung liegt.

Die Arbeit ist dabei wie folgt unterteilt: Nach einem einfiihrenden Kapitel 2
mit Grundlagen, in dem wir insbesondere auf die Bloch-Floquet-Transfor-
mation und die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel eingehen, beginnen
wir mit der Analyse des direkten Streuproblems und zeigen die eindeutige
Losbarkeit des skalaren Problems in Kapitel 3. Zudem fiihren wir in Kapitel 3
die numerische Methode zur Approximation der Losung ein. AnschliefSlend
widmen wir uns dem vektorwertigen Problem in Kapitel 4, um auch hierfiir
die eindeutige Losbarkeit des direkten Problems zu zeigen und die numerische
Methode auf diese Problemstellung zu erweitern. Danach betrachten wir das
Inverse Problem der Rekonstruktion der Stérung, formulieren in Kapitel 5
die Problemstellung, analysieren diese und wenden ein Newton-Verfahren an,
um numerische Ergebnisse zu prasentieren. Im letzten Kapitel 6 konstruieren
wir die Faktorisierungsmethode fiir das skalare Problem als eine schnellere
Alternative zu dem Newton-Verfahren.






Theoretische Grundlagen und Notation

Als Einstieg in die Thematik und zur Klarung der Notation fassen wir in
diesem Teil die mathematischen Grundlagen zusammen, die wir fortlaufend
in der Arbeit verwenden werden. So fithren wir in den Abschnitten 2.4 und
2.5 die Bloch-Floquet-Transformation ein, die ein grundlegendes Werkzeug
der Analysis und der Numerik sein wird. Die Theorie der hierfiir benétigten
quasiperiodischen Sobolev-Raume fassen wir in Abschnitt 2.3 zusammen. Um
das Streuproblem auf ein variationelles Problem zu reduzieren, miissen wir
einen kiinstlichen Schnitt im Raum erzeugen, wodurch eine Randbedingung
entsteht. Diese Randbedingung wird dann im vektorwertigen Fall durch den
Calderon-Operator modelliert, wofiir wir in Abschnitt 2.2 vorbereitend die
gewichteten Sobolev-Rdume einfiithren werden. In Abschnitt 2.6 beweisen wir
zudem die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel.

2.1. Grundlegendes und Notation

Fiir eine natiirliche Zahl d > 1 und eine beliebige Menge Q) soll Q¢ das
kartesische Produkt Q% := Q x ... x Q bezeichnen, deren Elemente durch
x=(x1,...,x5)" € Ofmity, e Qfirl<i<d gegeben sind. Ublicherweise
werden wir R?, Z? sowie Quader, wie z. B. [~1/2, 1/2]‘1, betrachten. Fiir ein
x € 04 werden wir die euklidische Norm (Z;Ll |x%)"/? mit | x| abkiirzen und
bezeichnen fiir ein x € QF und d > 2 das Tupel (x1,...,x;5_1)" als x. Mit der
Notation RY wird die Menge {x € R? : x; > 0} bezeichnet.

Der Funktionenraum S(RY) steht fiir den Schwartz-Raum und beinhaltet al-
le Funktionen ¢ € C*(IRY), die fiir alle Multiindizes a und B aus N/ die
Abschitzung

g

p: )| <c

sup
x€R4

X

erfiillen. Der Raum ist mit einer Familie von Halbnormen

B
sup max (1 + |x|?)"/? aaxg)(x) , N € Ny,

x€R4 IB<N

metrisiert und beinhaltet die Testfunktionen D(R?) := C{(R?), die unendlich
oft stetig differenzierbar sind und einen kompakten Tradger besitzen. Die

2
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Elemente des Dualraumes S’(R%) C D'(R?) von S(IR?) heiflen temperierte
Distributionen. Der Operator

-~

FUF(t) = F(b) = (27r) 2 / @'t dz faralle f € L'(RY) N LA(R)
R
heifst Fourier-Transformation und der inverse Operator ist durch
F Ut = (2m) / f(@)e™dg furalle f € L'(RT) N L*(RY)
R

gegeben. Die Fourier-Transformation J ldsst sich zu einem Isomorphismus auf
S sowie auf L2(IR?) erweitern. Fiir eine temperierte Distribution u € S’'(IR¥)
wird die Fourier-Transformation F: &'(RY) — S'(R?) als #(¢p) := (Fu)(¢) ==
u(F¢) definiert und ist ein Isomorphismus auf S’ (IR%).

Fiir Funktionen, die auf dem ganzen Raum R? gegeben sind, ist der Sobolev-
Raum H*(IR?) fiir ein s € R definiert als

HS(RY) = {u € S'(RY) : @€ LL (RY) mit H(1 +]- |2)5/2ﬁ‘ sy < oo}.

Der Raum wird mit dem Skalarprodukt
(1,0) ey = [ (1+ |2 7(2)(E) de

fiir u und v aus H*(R?) und der entsprechend abgeleiteten Norm ausgestattet.
Der Raum H~*(IR%) ist die Darstellung des Dualraumes zu H*(R?) bzgl. des
LZ(]Rd )-Skalarproduktes. Fiir eine Teilmenge () C R? definieren wir den
Sobolev-Raum H"(Q)), n € Ny, durch

a"ﬂu

H"(Q) := {u €L*(Q): o © L2(Q) far alle v € N§ mit |y| < n}

und statten den Raum mit dem {iblichen Skalarprodukt

oy 9lvlm
(Ll, U)Hn(Q) = Z _—
7ENG, |y|<n /O Jx7 axT

fir u und v € H"(Q)) und der abgeleiteten Norm aus.

Es sei mit V der Gradient als Operator bezeichnet. Wie gewohnt wird durch
V-¢p:=dive = 2]3:1 9/ax;p; die Divergenz von ¢ = (¢, ¢2,¢3)" : R> — C°
beschrieben. Fiir zwei Vektoren x und y aus IR® schreiben wir das Kreuzpro-
dukt der beiden Vektoren als x x y. Diese Notation verwenden wir, um die
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Anwendung des curl-Operators auf ¢ durch

d 9 P
o P1 92593~ 59592
o N N 9
curlp =V x ¢ := 5 | X o | = %(pl _ E%
B B P
Fr ¢3 P2 — 3P

darzustellen. Analog zu den Sobolev-Raumen H" (Q)) definieren wir die Rdume
H(curl; Q) und H(div; Q) durch

H(curL; Q) == {u € L*(Q) : curlu = V x u € L*(Q) }

und
H(div; Q) :== {u € L*(Q) : divu = V-u € L*(Q)}

mit den entsprechenden Skalarprodukten und Normen.

In dieser Arbeit werden wir mit Differentialoperatoren auf Spurrdumen agie-
ren, wofiir wir zur Vereinfachung der Notation einige abkiirzende Schreib-
weisen verwenden werden. Dazu setzen wir den transversen Teil eines Vek-
torfeldes ¢ = (¢1,¢2,¢3) " : R3 — C3 als ¢ := (¢1,¢2,0)". Zudem definie-
ren wir zwei Differentialoperatoren divr ¢ := 991/9x; 4 9¢2/0x, und curlr ¢ :=
92/9x; — 9¢1/0x,. Analog definieren wir fiir eine Funktion v: R3> — C den
Operator Vv := (99/ax;,90/ax,,0) .

Fiir die Spur einer geniigend glatten Funktion ¢: () — C auf einem Lipschitz-
Gebiet O C R¥ schreiben wir abkiirzend cp‘ oo Es ist allgemein bekannt, dass
der so definierte Spuroperator auf H'(Q)-Funktionen erweitert werden kann
und nach H?(9Q)) abbildet. Fiir die beiden Raume H(curl; Q) und H(div; Q)
konnen ebenfalls Spuroperatoren definiert werden, die wir im folgenden Satz
zusammenfassen.

Proposition 2.1. Es sei Q) ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet in R3 mit der iiufleren
Einheitsnormalen v. Dann hat der Operator yn(v) = U{ao v fiir v € C°(Q)3 eine
stetige und lineare Fortsetzung von H(div; Q) nach H /?(9Q)) und es gilt fiir alle
v € H(div; Q) und ¢ € H'(Q) die Gleichung

(U, V¢)L2(Q)3 + (diV v, ¢)L2(Q) = (’yn(v), ‘P>H*1/2(aQ) xHY2(3Q))"

Analog liisst sich der Operator y¢(v) == v X v|,, fiir v € C®(Q)3 zu einem linearen
und stetigen Operator von H(curl; Q) nach H /2(dQ0)3 erweitern und es gilt fiir
alle v € H(curl; Q) und ¢ € H'(Q)? die Gleichung

(V x U/¢)L2(Q)3 — (v, V x ¢)L2(Q)3 = <’Yt(v)r¢>H*1/2(ag)st1/2(aQ)3~
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Beweis: Siehe [Mon03, Theorem 3.24] und [Mon03, Theorem 3.29]. O

Spiter werden wir primér den Fall v = e3 := (0,0,1) " und die entsprechen-
den Spuroperatoren betrachten. Fiir die Grundlagen der Integrationstheorie
von Banachraum-wertigen Funktionen, die in der Arbeit fortlaufend implizit
genutzt wird, sei auf [Yos80] verwiesen.

2.2. Gewichtete Sobolev-Raume

Im Folgenden werden wir gewichtete Sobolev-Raume Hf(IRZ), s, t € R, einfiih-
ren, die wir spéter fiir den Losungsraum der Maxwell-Gleichungen benétigen.
Wir definieren den gewichteten Schwartzraum Si(IR?) fiir ein k > 0 durch

-~

g
Si(R?) == {q> € S(R?) : (g - “(2_4"(6’)2’1/‘1) € S(]Rz)}.
Nach [Rit09, Proposition 4.4.3] gilt die Identitat
Si(R?) = {¢ € SR?): (& |~ [22[%4(0)) € S(R?) firalle t € R}

Meist wird in dieser Arbeit k > 0 als eine beliebige, aber feste Wellenzahl des
Streuproblems gewihlt sein. Deswegen lassen wir den Index im Folgenden
weg. Wenn wir den Dualraum zu S (R?) durch S (R?) bezeichnen, so sollen
die gewichteten Sobolev-Raume H(IR?) definiert sein als

t/2
ﬁ) € LZ(IRZ)},

2.3. Quasiperiodische Sobolev-Raume

1+]-2

H;(R?) := {u € Si(IR?) : ((1+ |- |?)*/2 e

die nach [Rit09, Theorem 4.4.6] Hilbertraume sind.

Nun werden wir die Sobolev-Raume a-quasiperiodischer Funktionen auf R fiir
d € N definieren. Fiir eine invertierbare Matrix A € R?*? heif3t eine Funktion
u € Ll (R?) a-quasiperiodisch mit der Periode A, falls & € R? und

loc

u(x + Aj) = e ®Ny(x) firalle j € Z% und fast alle x € RY gilt.
Die Funktion heifst A-periodisch, wenn « - Aj ein Mehrfaches von 27 fiir alle
j € Z% ist. Wir definieren die Menge

1 1
WA::{AZ:ZE]Rd, —§<zi<§

fir alle i = 1,...,d}
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und bezeichnen mit C"(W,) den Raum der m-mal stetig differenzierbaren
a-quasiperiodischen Funktionen auf IR? mit der Periode A. Fiir eine Funktion
u aus dem Raum C}(W,) ist die Funktion x — e®**u(x) A-periodisch und
lasst sich bekanntlich punktweise durch eine Fourier-Reihe entwickeln, die
absolut und gleichméfiig konvergiert (siehe [Kre89, Kapitel 8]). Damit lasst
sich u als Fourier-Reihe

Z u] IDCJC(PA )

jezd

darstellen mit den Fourier-Koeffizienten #; und den Funktionen 4’5\' die fiir
alle j € Z9 durch

N iwx g (o ' 1 RN
mit A* := 271(A~1) " gegeben sind. Die Fourier-Reihen-Darstellung gilt weiter-
hin bzgl. der Konvergenz in der L?(W,)-Norm, wenn u aus L?(W, ) gewihlt
wird. Die Menge {¢§\}jezd ist ein Orthonormalsystem von L?(W,), sodass
die Parsevalsche Gleichung die Darstellbarkeit der Norm durch |[u||?, Wa) =
Y jeze |1]* impliziert.

Proposition 2.2. Fiir s > 0 definieren wir als H5(Wy) den Raum aller L*(Wy )-
Funktionen, die bzgl. der Norm

1
2
[l g wp) = ( Y (7 ﬁf)

jezd

einen endlichen Wert annehmen. Der Raum ist ein Hilbertraum mit dem Skalarpro-
dukt

(u,v)HE(WA) = Z (14 \j]z)s ﬁjvrj fiir u,v € Hy(Wp).
jezd

Beweis: Der eindimensionale Fall ist in [Kre89, Kapitel 8] zu finden, der sich
leicht auf den d-dimensionalen Fall {ibertragen ldsst. ]

Die H (W )-Norm, m € Ny, ist auf dem Raum C$°(W,) dquivalent zu der
H™(Wx)-Norm

2

97
dx firu € H"(W,),

2 — 2
0By = [, WP+ X |5 mu()

A ly|=m
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was sich analog zu [Kre89, Theorem 8.4] zeigen ldsst. Aus der Approximier-
barkeit der Funktionen und der Vollstindigkeit des Raumes folgt dadurch
insbesondere, dass der Raum H!"(W,) der Abschluss von C°(W,) bzgl. der
H™ (W )-Norm ist.

Wenn wir eine Funktion u = u(a, x) betrachten, die von x und a« abhangt,
dann schreiben wir die Fourier-Koeffizienten als #;(«). Punktweise in « ist die
Funktion wie in (2.1) darstellbar. Es sei fiir a, x € R? die endliche Summe der
Fourier-Reihe als

(Spu)(a, x) == Z ij(a) g iwx ¢£\(x)

j€zd, |jl<n

bezeichnet. Als Nachstes betrachten wir den Raum L2 (I5; HS (W, )) fiir s > 0
mit

1
—= <z <

I = {A*z:z e RY, 5

% fﬁralleizl,...,d}.

Der Raum L? (I5; H5(Wy)) ist durch

L% (Ipn; HS(Wy)) == {u € L2(In x Wy) : /1 ot (o, ) s () e < oo}
A
definiert und mit dem Skalarprodukt

(1,9 agmzowyy = | (@(0), 008w, d

In

ausgestattet. Aus der Proposition 2.2 folgt entsprechend, dass sich die Norm
schreiben lésst als

] By = 30 (L G2 18 (0)] By, fir w € L2 (In; H(W,))
jezd

und dass fiir s = m € Ny die Norm dquivalent zu der L?(I5; H"(W,))-Norm
ist, die gegeben ist durch

el 3= @) ey

Proposition 2.3. Der Raum L2 (I5; HS(Wy)) ist fiir s > 0 ein Hilbertraum und es
gilt fiir alle u € L?(Ix; HS(Wy))

Hl/l — S”uHLZ(I/\;H},’;(W/\)) —0 fur n — o0,

Beweis: Es wird hier die Abgeschlossenheit und die Approximierbarkeit (bzw.
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Darstellbarkeit als Fourier-Reihe) gezeigt, denn der Nachweis der Vektorraum-
und Skalarprodukt-Axiome ist leicht nachzupriifen. Der Beweis orientiert sich
an [Kre89, Kapitel 8], worin der Sobolev-Raum der periodischen Funktionen

auf R eingefiihrt wird.

(i) Abgeschlossenheit: Es sei {¢ }ren, eine Cauchy-Folge in L?(I5; H(Wa)),
dann gibt es nach der Definition einer Cauchy-Folge fiir jedes ¢ > 0 ein
N € Ny, sodass fiir alle k, m > N und fiir alle M € INj

. S X - 2 . S VPR < 2
]ZZ; A+ 1P| @0 = |, < je)_;,da 11 || @0 = 0n|
lil<M

<é

gilt. Daraus folgt insbesondere, dass {Gﬁm\)]}meNO fiir alle j € Z? eine Cauchy-
Folge in dem vollstindigen Raum L?(I, ) ist, die gegen v; € L?(I,) konvergiert.

Z U] wcx(l)] )

jezd

Wir setzen

so gilt fiir alle k > N, fiir alle M € INp und fiir m — oo die Abschdtzung

Y R oy = (el gy < €

j€ez, |j|l<m

Wir lassen anschliefSend M — oo laufen, sodass

1o = il Bz oy = L (L2 oy — (0 ey <€ 22)
jezd

fiir alle k > N gilt. Aus der Definition des Raumes L?(I5; H5(W,)), aus der Ab-
schitzung (2.2), sowie aus der Dreiecksungleichung folgt v € L?(I; HS(W,)),
denn

olli2(yms (way) < Ntk = 0llr2gmgwn)) + ikl zms wa)) < o
fiir ein beliebiges k > N.

(ii) Die Approximierbarkeit folgt nun aus der Tatsache, dass eine Funktion
u € L?(I5; Hi(W,)) einen endlichen Wert in der Norm besitzt und

JEZA, |j|>n

gilt. O
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Die letzte Proposition und die Dichtheit von C°(I5) in L?(I,) impliziert
insbesondere, dass der Raum C (Ix; C3°(Wy)) dicht in L2 (Ix; HE (W, )) liegt,
denn x s €*¥(S,u)(a, x) lasst sich durch ein trigonometrisches Polynom in x
mit Koeffizienten in C3°(I) annghern.

Als Néchstes charakterisieren wir den Dualraum des eben eingefiihrten Rau-
mes L2 (In; H(Wa)), s > 0. Fiir alle Funktionale / aus dem Dualraum von
L2 (IA,' H;(WA)) ist

[:12(I)) = C, wes ((zx,x) — w(a) ei“-w‘A(x)) ,

ein Funktional auf dem Hilbertraum L2(I, ). Demnach existiert eine eindeutige
FunktionTj € L?(I5) mit (w,lAj)Lz(IA) = lj(w) fiir alle w € L*(I,).

Proposition 2.4. Ein Funktional | € L2 (In; H3(W,))' ldsst sich fiir s > 0 durch

~

H(u) =Y (@112, fiiralle u € L* (In; Hy(Wy)) (2.3)
jezd

darstellen. Zudem ist die Operatornorm gegeben durch

? = Zd(l + 11 2,y = MF- (2.4)
jez

Beweis: Wir wiahlen die Funktion

wa(a,x) = Y A+ ) T(a) @9 @l (x),  (a,x) € Tx Wy,
jezd,|jl<n
fur die
lal By = L A+ R,
jez?, j|<n

und fiir alle n € INp

1/2
[E—_t)] —( Y (1+j)le21A)

1t [ 221051 (W) jezd, |j|<n

gilt. Damit konvergiert die Reihe M? mit der Abschitzung M; < ||/|| und
die Darstellung in (2.3) ist wohldefiniert, denn nach der Cauchy-Schwartz-
Ungleichung gilt

E | (i), lA LZ(IA)‘ < 2(1+\]| )~ S||l HLz (In) 2(1+|J| ) H”]HLZ (Ip)

jezd jezd jezd

— M2 2
=M Hu||L2(IA;H2(WA))'
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Wie zuvor gesehen, lasst sich eine Funktion aus L? (I5; H5(W,)) als Fourier-
Reihe darstellen, sodass die Darstellung von [ in (2.3) aus der Stetigkeit der
Funktionale folgt. Also gilt auch ||I|| < M;, womit ||/|| = M, gezeigtist. [J

Wir setzen fiir ein Funktional I € L2 (I; HS(Wy))'

Sul)(a,x) = Y T(w)e ™ ¢l (x), (a,x)€lx Wy,

jeza,ljl<n

In(u) = / (u(a, ), (Sul)(a,))r2(w,) da  ftir alle u € L? (In; HS(Wa)),

Iz

so erhalten wir aus der Gleichung (2.4) die Konvergenz

=5lP= Y +1iP) I, =0 firn— co.

j€ZA, |j|>n

Aufgrund der Dichtheit der glatten Funktionen mit kompaktem Tréger C3°(Ix)
in L2(I,) ist eine Funktion x — €% (S,l)(a, x) durch ein trigonometrisches
Polynom in x mit Koeffizienten in C3°(I5) approximierbar. Der Dualraum lasst
sich somit mit L?(I5; H, *(W,)) identifizieren, wobei der Raum als Abschluss
der trigonometrischen Polynome (multipliziert mit x — e~*¥) mit C{°(I5)-
Koeffizienten bzgl. der Norm

1 1wy = 2 (L Y 1By fie alle o € CF (T 3 (W)
jez

definiert ist.

Im Folgendem werden wir Funktionen betrachten, die von einer weiteren
Raumkomponente abhéngig sind. Fiir die Bloch-Floquet-Transformation wer-
den wir diese letzte Raumkomponente jedoch ignorieren und die Transfor-
mation nur auf die ersten Komponenten anwenden. Wir bezeichnen hierzu
mit CP(In x R;CP(W,)) den Raum der Funktionen aus C®(IR%/*1), die a-
quasiperiodisch in x € W, mit einer von a € I, abhédngigen Quasiperiodi-
zitdt sind. Wir werden spiter fiir m € Ny und R, R’ € R mit den Rdumen
L%(I5; H"(Wa % (R, R"))) arbeiten. Den Raum definieren wir als den Ab-
schluss von C§° (I x R; CP(Wp)) bzgl. der L2(In; H™ (W, X (R, R’)))-Norm,
die durch das Skalarprodukt

(“/U)LZ(IA;H’”(WAX(R,R’))) 3:/1 (“(“/‘)/U(D‘r‘))Hm(w,\x(R,Rf)) da
A
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induziert wird.

Es sei mit ~ die Notation fiir eine Norm-Aquivalenz bezeichnet. Wenn wir fiir
eine Funktion u aus L? (I5; H" (W, % (R,R’))) die Komponente x,; festhal-
ten, so konnen wir die Norm dieser Funktion als eine Reihe darstellen. Dies

nutzen wir um fiir den Fall m = 1 die Norm von # umzuschreiben in

el pom (wax (R 1Y)

R/
:/R (||u(-,Xd+1)||%z(1A;H;(wA))+\|8u/8xd+1(-,xﬂl+1)||%z(IAXwA)) dxgiq

!

= LA+ [ 18 Cxa) ) dran

jeza
R’ . ' ) .
+ R || Ll]/ xd+1( 1xd+1)’|L2(IA) Xd+1

~ Zd(lﬂjl YN Z21, xR Ry + 21 (R 1Y)
jez

Fiir ein beliebiges m € INj lasst sich eine analoge Norm-Aquivalenz herleiten,
woraus wir die folgende Proposition erhalten.

Proposition 2.5. Fiir alle u € L? (In; H"(Wa x (R,R"))) mit m € N gilt

Hu — Snu]|Lz(IA;ng(WAX(R,R/))) —0 fur n — oo.

Die Koeffizienten it = ii(«, x4,1) sind in diesem Fall zusitzlich von x4, 1 abhingig.

Beweis: Wegen der Norm—Aquivalenzen konnen wir analog zu Proposition 2.3
(ii) argumentieren. O

Fiir ein R € R und I'Y := W, x {R} lasst sich der Raum L?(I5; H5(TX))
fir s € R mit dem Raum L2 (I5; H3(W,)) identifizieren, sodass die Giil-
tigkeit der Propositionen 2.3 und 2.4 iiber die Fourier-Reihen-Darstellung
der Bildelemente erhalten bleibt. Bezeichnen wir mit H,(Wa), s € R, und
Hy'(Wa x (R,R")), m € N und R" > R, die beiden Raume fl'jr a =0, so
entnehmen wir [Kre89, Kapitel 8.3], dass HZ, (TX) mit m’ := m — } der Spur-
raum von Hp'(Wa x (R, R')) ist. Jede Funktion aus u € H;”(WA X (R, R’)) lasst
sich als (x, x411) = €% up(x, x411) mit u, € Hy'(Wp x (R, R")) fiir x € R¥+1
schreiben, sodass wir die Abschitzung

|u|rRHL2 IA Hm rR / ||uP |FR||H'”/ rR) d(X
/ C Spur Hup ')||H;;‘(WA><(R,R’)) da

= CSpur ] |L2(1A;Hgy(wA x(R,R")))
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erhalten. Das bedeutet, dass der Raum L2(I,; H!" (TX)) als der Spurraum von
L%(Ix; H"(Wa x (R, R’))) betrachtet werden kann, wobei der Spuroperator
nur auf die (d + 1)-te bis (24 + 1)-te Komponente wirkt.

2.4. Horizontale Bloch-Floquet-Transformation

Die Bloch-Floquet-Transformation spielt eine entscheidende Rolle in der Analy-
se des direkten Problems und in der numerischen Methode zur Approximation
der Losung. Wir werden in diesem Abschnitt die Transformation einfiihren
und die fiir uns relevanten Eigenschaften beleuchten. Es sei im Folgenden die
Dimension auf d € {2,3} und Q := R~ x (R, R’) fiir R, R’ € R festgesetzt.

Definition 2.6 (Horizontale Bloch-Floquet-Transformation). Es sei A eine in-
vertierbare Matrix aus R(@~1)*(@=1) Die horizontale Bloch-Floguet-Transformation

Jaq ist fiir ¢ € CP(RY), (x,x;) € Q und a € R*! definiert durch

(jﬂq»(“,&,xd) = @ Z (P(K‘f’A]'/xd) eioc-/\]"

(@1
(27T) /2 ]'ezd—l

Da die Funktionen ¢ € C5°(R?) einen kompakten Trager haben, ist der Opera-
tor wohldefiniert.

Lemma 2.7. Es sei Q = R x (R,R'). Fiir ein ¢ € CP(R?) N L2(Q) ist
die Bloch-Floquet-Transformierte Ja¢ periodisch bzgl. « mit der Periode A* =
2t(A~Y) T und a-quasiperiodisch mit der Periode A bzgl. x € R*~1.

Beweis: Setze ¢ := (27r)"“ /2| det A|'/2, dann folgt die Aussage direkt aus der
Definition, denn fiir alle [ € Z%!, x € R?! und fiir alle x € Q gilt

(Jop) (e + ALz x) =c T plx+Ajxg) DY

jGZd71

—c Z ¢(1+Aj,xd)ei’“\j ei2nl~j
jezd—l

= (Ja¢) (&, x,x4)

und

(Jap) (@ x+ALxg) =c Y ¢plx+A(+1),xg) e @M oAl
jezd—l

= e "M (Jap) (@, x4).
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Das letzte Lemma zeigt, dass es hinreichend ist, die transformierte Funktion
Ja¢ auf T x Wp x [R,R'] oder auf T x R*~1 x [R, R'] zu betrachten. Die folgen-
den zwei Sitze aus [Lecl6, Theorem 8] und [Lec16, Korollar 5] bilden die Basis

fiir die Anwendung der Transformation auf die variationelle Formulierung.

Proposition 2.8. Wir setzen Q) := R~ x (R, R’) und Qg := Wx x (R, R’).

(a) Die Bloch-Floquet-Transformation Jq lisst sich zu einem isometrischen Isomor-
phismus zwischen den Riaumen L?(Q)) und L2(Ix; L?(Q)) erweitern. Die Inverse
ist fiir ¢ € Jo(CP(RY) NL2(Q)), x € Qg und | € Z~1 durch

(T6')(x-+ Al xg) = V'“‘“A/ cEN (5

(d-1)/2

VIdet AL [ b AL %) da (2.5b)

(27) ‘“/2

gegeben, wobei im zweiten Fall die Funktion ¢ a-quasiperiodisch auf den ganzen
R bzgl. x fortgesetzt wurde.

(b) Fiir jedes s € R kann die Bloch-Floquet-Transformation Jq zu einem Isomor-
phismus zwischen H*(Q)) und L*(In; H3(Qo)) erweitert werden, deren inverse Ab-
bildung durch (2.5) beschrieben ist.

Proposition 2.9. Es sei ) := R?~! x (R, R") und Qg := W, x (R,R’). Fiirs € R
gleicht der inverse Operator

Jot L(In H(Qo)) — H(Q) von Ja: H¥(Q) — L*(Ix; Hy(Q))
dem adjungierten Operator

TS LI HE(Q)) = H(Q) zu Jo: H5(Q) — L2(Ix; Hy 5 ().

Die Bloch-Floquet-Transformation besitzt weitere Eigenschaften, die wir spater
verwenden wollen. Es ldsst sich schnell nachrechnen, dass das Differenzieren
und die Anwendung der Bloch-Floquet-Transformation vertauschbar sind. Eine
weitere Eigenschaft der Transformation ist, dass sich periodische Funktionen
analog zu einer Konstante verhalten und herausziehen lassen.

Lemma 2.10. Es sei Q) := R~ x (R, R'). Fiir alle u € H™(Q), m € Ny, und fiir
alle Multiindizes v € IN{' mit |7y| < m gilt die Gleichheit

[ [
Ja <aax$> = J (jgu) in L*(In x Wy x (R,R)).
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Beweis: Es ist leicht nachzurechnen, dass diese Gleichheit fiir alle Testfunk-
tionen ¢ € CP(R?) erfiillt ist. Aufgrund der Dichtheit der Testfunktionen in
H™(Q) und der Stetigkeit der Bloch-Floquet-Transformation gilt die Gleichheit
fiir alle Funktionen aus H™(Q}). O

Lemma 2.11. Es sei Q := R x (R, R’). Fiir alle Funktionen q € L®(Q), die
A-periodisch in den ersten (d — 1) Komponenten sind, und fiir alle u € L*(Q)), gilt
fiir o € Ip und x € Q) fast iiberall die Gleichung

(Jalqu))(a, x,x2) = q(x, x4) (Tau)(a, x, X4).

Beweis: Fiir alle ¢ € C3*(IRY) und fiir alle fast iiberall A-periodischen Funktio-
nen q € L*(Q) gilt

(Ja(q9))(a, x, x4)
\/|detA Z g X+A],Xd) (P(X‘FA]‘;xd) eitx-Aj

TR

= AL ) g+ A )

d 1)
(27-[ 72 ]EZd 1

= q(x, x2)(Ja¢) (@, x, x4)

fast tiberall in x. Wegen der Stetigkeit der Bloch-Floquet-Transformation und
der Dichtheit der Testfunktionen C3°(IRY) in dem Raum L?(Q)) gilt die Gleich-
heit fiir alle u € L?(Q)). O

Die horizontale Bloch-Floquet-Transformation wirkt nur auf x und ist unab-
hiangig von der Breite des Streifens. Deswegen werden wir statt J vereinfa-
chend JRi1 schreiben, wobei die Notation mit der fiir die (nicht-horizontale)
Bloch-Floquet-Transformation zusammenfillt, die wir im ndchsten Abschnitt
betrachten.

2.5. Bloch-Floquet-Transformation auf der Spur

Als Nachstes betrachten wir die Bloch-Floquet-Transformation, die wir auf die

Randbedingung der Differentialgleichungen anwenden werden.

Definition 2.12 (Bloch-Floquet-Transformation). Die Bloch-Floquet-Transforma-
tion Jga- ist fiir d € {2,3}, ¢ € CP(R?), x € R* ! und « € R"! durch

(o r9)(o3) = GG Tl A et

jezi-1
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definiert.

Fiir eine Funktion ¢ € C°(IRY) ist (Jrs-1¢)(a, -) eine quasiperiodische Funkti-
on, die in einer Fourier-Reihe dargestellt werden kann. Die Fourier-Koeffizien-
ten sind hierbei durch die Fourier-Transformierte von ¢ beschrieben, wie wir

im nidchsten Lemma festhalten werden.

Lemma 2.13. Fiir ein u € HS(IRdfl), s € R, gilt fiir « € Ipn und x € Wy die
Fourier-Reihen-Darstellung

(Tparu)(a,2) = Y Flu)(a+ A%je ™% g, (x)

jezi-1
bzgl. der L?(I5; H5(Wy))-Norm.

Beweis: Wir wahlen zunichst eine Funktion ¢ € C3°(R?), fiir die das Bild
(Jgi-1¢) unter der Bloch-Floquet-Transformation in L? (I5; Hi (W, )) liegt und
nach den Propositionen 2.3 und 2.4 in einer Fourier-Reihe dargestellt werden
kann. Wegen der Gleichheit exp(iA*j- Al) = 1 mit j, I € Z%! und der
Endlichkeit der Summe (JRs-1¢) sind die Fourier-Koeffizienten (@) j(zx)
fiir j € Z%! gegeben durch

Z 1 i x iA*]-x
(T f)j(®) = g7z fy, & (Tronaf) ) 8475 dx
A
1 / . Al AT
e e x+ Al) e et I E dx
(27_[)(‘171)/2 W le;—l 47(* ) X
1 (AT e
= TSRE /Wi1 o (i) AT gy
= F(@)(a+ A%)).

Wir kiirzen die Summe iiber die Summanden, fiir die |j| < N gilt, mit Tyu
ab und wihlen ein ¢ € CP(R?) mit ||u — ¢| | pe(ré-1y < ¢ das aufgrund der
Dichtheit der Menge CF(IRY) in H*(IR?~!) existiert. Wir wahlen dann ein
N € NN grofs genug, sodass die Gleichungen von Parseval und von Plancherel
die Fourier-Reihen-Darstellung durch

[ Tre-11 — w2010 (wo))
< || Tra-19 — TN 21015 wa)) + [ Tra-1 | 11— @] s re-1)

1/2
+ ( Y (L1 [[F (u ‘P)%Z(H—A]’))

<N

1/2
Se[|Trellete ( | A+ 1EP) 1F =)@ d@)
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< 1+ |[Treal[ o) e
impliziert. O

Das Lemma 2.13 sagt damit aus, dass die Bloch-Floquet-Transformation fiir
ein festes « € I auf die a-quasiperiodischen Anteile der Funktion abbildet, die
durch die Fourier-Transformation charakterisiert werden konnen. Das néchste
Korollar tiberfiihrt die Fourier-Koeffizienten-Gleichung auf den Urbildraum.

Folgerung 2.14. Insbesondere folgt aus der Fourier-Reihen-Darstellung einer Funk-
tion 1 € L?(Ix; H(Wp)) fiir s € R, die nach den Propositionen 2.3 und 2.4 exis-
tiert, die Gleichheit

(u/:)]-(ac) =F (j’dl_lﬁ) (a +A*j) fiirallea € In und j € Z41,

Fiir TR .= R4-1 x {R}, R € R, definieren wir die Bloch-Floquet-Transforma-
tion Jrr auf dem Spurraum H*(T'R), s € R, als Fortsetzung der Bloch-Floquet-
Transformation Jpx auf C3(I'R), die fiir x € R~ und a € R?~! durch

(Jrr¢)(a, x,R) := VI detAl Y g(x+ Aj,R)e*N

(@-1)
(27-[) /2 ]‘Ezd—l

gegeben ist. Wegen der Identifizierung von I'R mit R~ kann die Bloch-
Floquet-Transformation Jrr analog zu der Transformation JR«1 behandelt
werden und alle Aussagen bleiben erhalten. Zudem gilt das folgende Lemma:

Lemma 2.15. Es sei Q := R"1 x (R,R). Fiir u € H"(Q), m € N, und R € R
gilt
er(u‘rR)(lX, R) = (jQu)‘rR(zx, - R)  fast iiberall in o € I,.
0

Beweis: Fiir ein ¢ € CF(RY), (x,x;) € Q und fiir fast alle a € I, gilt die
Identitat

(Jaf) | (@, R) = (Ja) (&, R) = Tre-1 (x — ¢(x, R))(a, )
= Jrx (@[ re) (2, R).
Wegen der Dichtheit der Testfunktionen C°(R?) in H™(Q) und der Stetig-

keit der Bloch-Floquet-Transformationen sowie der Spuroperatoren folgt die
Aussage fiir alle Funktionen. O

Ein analoges Resultat l4sst sich fiir die Spuroperatoren fiir H(curl; 0) und
H(div; Q) zeigen.
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Folgerung 2.16. Das Lemma 2.15 kann fiir d = 3 analog fiir die Spuren der Sobolev-
Riume H(curl; Q) und H(div; Q) gezeigt werden, die in

TH A1) = {u e H (MR ius =0} bz H V()
liegen.

Beweis: Die Herleitung der Darstellung der Spurrdume findet man in [Mon03,
Section 3.5]. Die Argumentation fiir die Vertauschung von der Transformation
und der schwachen Differentierbarkeit kann dann analog zu Lemma 2.15
gefiihrt werden. O

2.6. Formel von Sherman, Morrison und Woodbury

Wenn ein invertierbarer Operator als Superposition aus zwei Teiloperatoren
gegeben ist, dann erlaubt die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel die In-
verse in Form dieser zwei Operatoren zu beschreiben. Wir werden spéter
x-quasiperiodische variationelle Probleme betrachten, welche eine Abhdngig-
keit von « € I besitzen. Die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel erlaubt
uns dann eine Beschreibung der Abhingigkeit der Losungsoperatoren des vek-
torwertigen elektromagnetischen Problems von dem Parameter « anzugeben,
welche wir sowohl fiir die Konstruktion der Losung, als auch zur Beschreibung
der Regularitdt der Losung bzgl. « nutzen werden. Die Sherman-Morrison-
Woodbury-Formel findet man in der Litaratur in unterschiedlichen Versionen,
siehe z. B. in [Hag89] fiir endlichdimensionale Rdume. Wir zeigen den Satz in
der Form, wie wir diesen spdter anwenden mochten.

— Satz 2.17

Es seien Hy und Hy zwei Hilbertriume und S € L(Hy) sowie D € L(H,) zwei
invertierbare, lineare und beschrinkte Operatoren. Weiterhin sollen zwei weitere
lineare und stetige Operatoren Zy € L(Hj, Hy) und Z, € L(Hj, Hy) gegeben
sein, sodass

B:=S+27Z;DZy € L(H)) und G:=D'427,5'Z; € L(H)
invertierbar sind. Dann lisst sich die Inverse von B darstellen als

-1
Bl=s51_g5lz (D*1 n leflz;) 7,571, (2.6)
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Beweis: Bezeichne den Operator aus (2.6) zundchst mit C. Nach den Vorausset-
zungen sind S, D, B und G stetig invertierbar und C als zusammengesetzter
Operator linear und stetig. Wir bezeichnen mit I € £(H;) und I, € L(H»)
die zwei Identitdtsabbildungen und kénnen damit direkt nachrechnen, dass

CB = (s—l ~s7'z3 (D7 + le—lz;)f1 zls—1> (S+273DZy)
=L +S'72;D7, - 517Gz, - 525G 12,57 7; D7,
=L +S'7;G7! [(D*l + zlsflzg) D—1— zlsflz;D] Z
=L +5'z;67! [12 +ZiS71ZED — I — zls—lng} Z

=1

gilt, sodass B~1 = CBB~! = C erfiillt sein muss. O






Akustische Streuung an lokal gestorten
biperiodischen inhomogenen Medien

Als Erstes behandeln wir die Helmholtz-Gleichung im Fall eines lokal gestorten
biperiodischen Mediums, wodurch ein akustisches oder ein elektromagne-
tisches Streuproblem im TE-Mode modelliert wird (siehe [Néd01] fiir die
Herleitung). Fiir eine bessere Ubersichtlichkeit nehmen wir ohne Einschran-
kungen an, dass das Streuobjekt auf einem perfekt elektrischen Leiter aufliegt
und dass das Medium die Periode 27 besitzt. Der allgemeinere Fall, dass die
Periode anders ist oder dass das Medium sich frei im Raum befindet, kann
vollig analog behandelt werden. Dieses Kapitel ist Teil der Verdffentlichung
[KL19].

In der mathematischen Theorie zur Losung von unbeschrénkten periodischen
Streuproblemen wird tiblicherweise die einfallende Welle als quasiperiodisch
angenommen. In diesem Fall kann man das Problem auf eine periodische
Zelle zuriickfithren und leitet somit ein variationelles Problem auf einem
beschrankten Gebiet her (vgl. [Sch03; BS94; DF92; AN92; BDC95; Bao94; Bao95;
Kir93] fir das direkte Problem und [Kir94] fiir das Inverse Problem). Wenn die
Periodizitat jedoch gestort wird oder man eine nicht-periodische einfallende
Welle gegeben hat, dann schldgt diese Reduktion in der Regel fehl und man
behandelt die Fragestellung als ein allgemeines Problem auf sogenannten rauen
Oberfldachen. Der Nachteil des allgemeinen Ansatzes ist, dass man hohere
Regularitdtsanforderungen an die Parameter stellen muss, wie z. B. Monotonie
des Brechungsindizes, also % > 0 und n? < 1 fast iiberall in R, d € {2,3}
(vgl. [LR10; HL11; Hu+15; Mei+00]). Durch die Annahme der Periodizitit
des ungestorten Parameters gentigt es in unserem Fall anzunehmen, dass das
Medium auf einer offenen Menge absorbierend wirkt, um die Eindeutigkeit
und die Existenz der Losung zu folgern. Fiir schallweiche Objekte, fiir die man
das Streuproblem mit n? = 1 betrachtet, gibt es bereits umfassende Arbeiten
zur Existenztheorie in [CMO05] und [CE10]. Die Bloch-Floquet-Transformation
wurde auf ein Streuproblem fiir die akustische Streuung an einer schallweichen
periodischen Oberflache in den Arbeiten [LZ17b; Zhal8; LZ17c] angewandyt,
um eine lokale Stérung in der Oberfldche numerisch zu rekonstruieren. Zudem
wurde die Transformation in [JLF06; FJ16; ESZ09] auf den Fall eines lokal
gestorten Wellenleiters angewandt. Es gibt auch eine erste Arbeit fiir den Fall

3
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eines inhomogenen Streuobjektes in [HN17a], wofiir jedoch die vereinfachende
Voraussetzung, dass die Wellenzahl komplexwertig mit nicht verschwindenden

Imaginérteil ist, angenommen wurde.

Wir betrachten fiir unsere Problemstellung eine reell-wertige Wellenzahl k > 0
und ein inhomogenes Streumedium, wofiir wir annehmen, dass die Menge

{Im n?

> 0}, auf der das Medium absorbierend wirkt, eine offene Kugel
beinhaltet. Durch die Annahme der Periodizitdt des ungestdrten Mediums
konnen wir die Bloch-Floquet-Transformation auf das Streuproblem anwenden.
Dadurch erhalten wir eine Familie von quasiperiodischen Streuproblemen
auf einem beschriankten Gebiet, fiir die wir die Fredholm-Theorie verwenden,
um die eindeutige Losbarkeit zu zeigen. Im Anschluss muss nur noch die
Aquivalenz der beiden Probleme gezeigt werden. Auf Basis der Bloch-Floquet-
Transformation werden wir zudem einen Algorithmus fiir die numerische
Approximation der Losung einfiihren, da das transformierte Problem anschlie-
lend auf einem beschrdnkten Gebiet definiert ist und wir keine kiinstliche
Abschneidebedingung festlegen miissen. Dies stellt einen Vorteil gegentiber
anderen Verfahren, wie z. B. die Methode aus [Bei+14] und [Bei+15], dar. Die
Betrachtung der Regularitidt der Losung bzgl. ihrer quasiperiodischen Teile
erlaubt uns die Konvergenz der numerischen Methode zu beschleunigen, wo-
fiir wir verschiedene Moglichkeiten einer geeigneten Variablentransformation
betrachten werden.

Es sei die Dimension d = 2,3 fest und A € R@-1D*(@-1) gine invertierbare
Matrix. Die Menge Ip C R1 und die j-te Einheitszelle Wj\ C R sollen fiir
alle j € Z4~! Bezeichnungen fiir die Mengen

1 1\%! : 11\
— *o . —__ ]: /) - —_—, =
IA.—{AZ.Z€< 2,2> } und Wy : {A(z+]).z€< 2,2> }

sein. Zur besseren Ubersichtlichkeit werden wir ohne Einschriankungen fiir
die Einheitsmatrix [;_; € R@D*@-1) dje Matrizen als A = 27l;_; und
A* = I;_; festlegen, sodass sich die Mengen auf [ := I, = (-1/2, 1/2)%=1 und
Wi = Wﬁ\ = (—m, )41 + 27j fiir j € Z97! reduzieren. Weiterhin setzen wir
fir alle R > 0 die Mengen

OR =R 1 x (0,R) sowie OQF:=W. x (0,R)
und fiir alle R > 0 die Mengen I'+R und F(j)ER als

R =R x {£R} sowie TR := W3 x {£R}.
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Auf dem Gebiet QR und dem entsprechenden Rand T UTR werden wir spiter
das variationelle Problem formulieren. Die Mengen QF und T’} stellen jeweils
eine Periode der entsprechenden ganzen Menge dar. Wir werden primér mit
den Rindern I'R und Fg fiir R > 0 arbeiten, im Kapitel 6 werden wir dann
zusatzlich noch die Mengen I'"® und T ® verwenden.

3.1. Formulierung des Streuproblems

Wir nehmen an, dass der ungestorte Brechungsindex n% € L°(R?) 27-perio-
disch in x = (x1,...,x4_1) ist und die Bedingung nfg =1fiirx; > Ry >0
sowie fiir x; < 0 erfiillt. Die lokale Storung g € L*(IRY) soll den Tréager inner-
halb von Q§° besitzen und der gestorte Brechungsindex durch n? := n% +4q
beschrieben sein. Wir bezeichnen mit Hj, . (R?) den Raum der Funktionen, die
fiir alle offenen Gebiete G in H'(G) liegen.

Das Streuproblem ist dadurch formuliert, dass wir eine Gesamtwelle u' =
u + u'™ finden, die sich in eine einfallende Welle '™ und eine gestreute Welle
umitu € HL_(RY) NHY((—m, 7)) x (=R, R)) fiir alle R > Ry aufteilt und

fiir eine feste Wellenzahl k > 0 die Helmholtz-Gleichung
Aut+Kn*ut =0 inR?

erfiillt. Unter der Annahme, dass die einfallende Welle bekannt und die
rechte Seite f := k?(n? — 1)u™ eine Funktion aus L?((—7, 71)%~! x (—Ro, Ro))
ist, kann das Problem umformuliert werden zu: Gesucht ist eine Funktion
u € Hl (RY)NHY((—m, m)% ! x (=R, R)) fiir alle R > Ry, die die Gleichung

loc
Au+K*n*u=—f inR4

16st. Fiir diese Arbeit werden wir primér das etwas abgednderte Problem
betrachten, dass u|,, = 0 und u(x,x;) = 0 fiir x; < 0 gilt. Dies hat keinen
Einfluss auf die Analysis, vereinfacht jedoch die Notation und damit insbe-
sondere auch das Nachvollziehen der Argumente. Deshalb definieren wir den
Raum der H} _(IRY)-Funktionen eingeschrénkt auf R% und deren Spur auf I’
verschwindet als Hé/lo .(R%) und betrachten im Folgenden das Problem, dass
eine Funktion u € Hj,  (R%) N H'(QR) gesucht wird, die die Gleichungen

Au+KPn*u = —f in R%

u=20 auf I°

erfllt.
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Oberhalb des Streuobjektes soll die gestreute Welle die sogenannte angular
spectrum representation als Ausstrahlungsbedingung der Form

1

uR(x) = W

|, VR R G R) &2 firxg > R (3)
Ri-

erfiillen, wobei i die Fourier-Transformierte von “er ist und fiur die Wurzel-
funktion \/k? — |¢]2 = i/|&[> — K2 fiir |¢] > k gelten soll. Die Ausstrahlungs-
bedingung ist fiir alle R’ > R aus H!(R?"! x (R,R’)) N C®(R¥! x (R,0))
und 16st das dufSere Problem

AR+ K2uR =0 in R x (R, 00)

uR =y auf 'K,

Durch formelles Differenzieren von uR erhalten wir den Dirichlet-Neumann-
Operator T.

Lemma 3.1. Der lineare und stetige Operator T: H/*(TR) — H 2(T'R) ist fiir ein
¢ € H/>(TR) N LY(TR) durch

T(¢)(x R) = W /Rd,l VI~ [P F(9)(§)e*? g, x e R,

gegeben und wird als Dirichlet-Neumann-Operator bezeichnet. Zudem erfiillt der
Operator fiir alle ¢ € H'/*(TR) die Ungleichungen

—Re <T¢’ ¢>H’1/2(FR)><H1/2(1"R) 20 und Im <T¢, 4)>H*1/2(FR)XH1/2(1"R) > 0.
Beweis: Dies wurde in [CMO05, Lemma 2.4] und [CM05, Lemma 3.2] gezeigt. [

Um die homogene Dirichlet-Randbedingung an der x-Achse in den Losungs-
raum einzubauen, bezeichnen wir den Unterraum der H!(QR)-Funktionen,
deren Spur auf I'’ verschwindet, als H'(QR), sodass wir das folgende variatio-
nelle Problem l6sen wollen:

Problemstellung 1

Finde fiir n*> = n% +q € L*(QR) und fiir ein Funktional f aus dem Dualraum
H'(QR)’ eine Funktion u € H'(QR), sodass die Gleichung

ag(u,v) == /QRVu-VE—anzuﬁdx—/rR T(u|rR)5dS:/QRf5dx

fiir alle v € H'(QR) erfiillt ist.



3.2. Existenztheorie fiir den periodischen Brechungsindex 27

In der Abbildung 3.1 ist die Visualisierung einer beispielhaften Problemstel-
lung zu sehen. Die Bezeichnung , Dirichlet-Neumann-Operator” kommt daher,
dass man das dufSere Problem als ein klassisches Dirichlet-Randwertproblem
im oberen Halbraum R%~! x (R, o) betrachtet, wofiir es mit (3.1) eine ausstrah-
lende Losung gibt. Aus dieser Losung leitet man anschlieflend die Neumann-
Randbedingung fiir das innere Problem her, das wir nun betrachten.

Fiir gewisse reell-wertige Wellenzahlen k > 0 und einen reell-wertigen Bre-
chungsindex konnen Oberflichenwellen auftreten, wodurch die Eindeutigkeit
nicht gewidhrleistet werden kann. Deswegen nehmen wir einen kleinen Bereich
an, in dem das Medium absorbierend auf die gestreute Welle wirkt.

Annahme 1. Die Menge {Im 7% > 0} ist nicht leer und beinhaltet eine offene
Kugel. Zudem soll fiir den Realteil des Brechungsindizes die untere Schranke
Re nfj > ¢ > 0 gelten. Fiir den Imaginérteil nehmen wir Im (n%] +4g) > 0 an.

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die eindeutige Existenz der Losung des
variationellen Problems 1 zu zeigen.

Satz 3.2

Unter der Annahme 1 besitzt das variationelle Problem 1 eine eindeutige Lo-
sung.

Um Satz 3.2 zu beweisen, beschiftigen wir uns zuerst mit dem a-quasiperiodi-
schen Streuproblem.

n?=1 Ry
n?2=1
\/\_/\/\
n2#1
[ ] [ 1 [ ] [ ] vV
o )\
0

Abbildung 3.1.: Visualisierung einer moglichen Problemstellung.

3.2. Existenztheorie fiir den periodischen
Brechungsindex
Um die Existenzaussage zeigen zu konnen, werden wir uns zunéchst mit

dem quasiperiodischen Problem beschiftigen. Wir fithren in Lemma 3.4 das
variationelle Problem 1 auf eine Familie von quasiperiodischen Problemen
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zuriick, welche wir durch die Anwendung der Bloch-Floquet-Transformation
erhalten. Dafiir betrachten wir in diesem Abschnitt zundchst den Fall, dass die
Stérung verschwindet, also g = 0 und n? = n% gilt, und fiihren fiir feste « € I
das quasiperiodische Streuproblem ein. Fiir ein # € L2(I; L?(QF)) schreiben
wir hierzu abkiirzend u, = #i(a, -) fiir ein # € L2(I; L>(Qf)) und verwenden
die Notation

= (j+a) und pj= /R~ |y = /R [atjP,

wobei der Schnitt der komplexen Ebene so gewdhlt ist, dass fiir |oc]-|2 > k2 die
Gleichung /k? — |a;|? =1, /|«;|*> — k2 gilt.

Wir betrachten den Raum H}(QF) der H'(QF)-Funktionen, die a-quasiperio-
disch in x sind und deren Spur auf I') verschwindet. In diesem Fall soll die
gestreute Welle die sogenannte Rayleigh-Ausstrahlungsbedingung erfiillen, die
durch uR(x, x5) == uR(a, x, x,),

1 —
e Lo (g,

jezi-1

uR(a, x,x4) = e X HiB (xR fir x; > R, (3.2)

gegeben ist. Analog zum kontinuierlichen Fall erhalten wir den (x-quasi-
periodischen) Dirichlet-Neumann-Operator T, durch das formelle partielle
Differenzieren nach der letzten Komponente und dem Einschranken auf T,
sodass

au 1

oy R):W.;liﬁf(”ahg)f*m" =t T (tta] ) (3 R)
JELE

fiir x € R4 definiert ist.

Lemma 3.3. Der Operator T,: H/*(TX) — H,"*(TR), bezeichnet als quasiperio-
discher Dirichlet-Neumann-Operator, ist linear und beschrinkt mit einer von «
unabhiingigen Konstante. Zudem gelten fiir ein ¢ € H/>(TX) die Ungleichungen

—Re <T q> ¢> 1/2 rR)XHl/Z(rR) > 0 und Im <T ¢ ¢> 1/2 rR XHl/Z(rR) 2 0.

Beweis: Fiir j € Z%~! gilt die Abschétzung

2 .
Bil” =l R (el + 7]
L+[jl> 1+ = 1+ 7
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Mit dieser Abschitzung und der Parseval-Gleichung rechnen wir nach, dass

1Tl gy = X (L1181

jezi-1

< (B (ol +1)%) Y @+ 11372 g1

jezi-1

S (kz + 4) H(P| ‘iI;/Z(r([){)

gilt und insbesondere das Bild in H,/*(T¥) liegt. Die Ungleichungen ergeben
sich aus direktem Nachrechnen durch

~Re (Tup,¢) = ), |l |¢1> >0 und Im(Tup,¢) = ) I8l 14 >0,

]IEZd*1 jezd—l
|DLJ|Z]< ‘0{1‘<k
wobei wir hier die Normierungskonstante weggelassen haben. O

Lemma 3.4. Es sei Jgi1 als J abgekiirzt. Eine Funktion u € H'(QR) lost die
Problemstellung 1 fiir g = 0 genau dann, wenn Ju € L2(I; HL(QR)) das transfor-
mierte variationelle Problem

/U Vi Va0~ Rt Jus dx — [ To(Tuly) ]y dS| da
Ik

—//QRJf )v dx da

fiir alle v € L2(I; HL(QR)) lost. Zudem sind die Ausstrahlungsbedingungen (3.1)
und (3.2) dquivalent nach der Transformation.

(3.3)

Beweis: Es sei weiterhin die Abkiirzung u, = (Jge-11)(,-) € HL(QR) fiir
u € H'(OR) definiert. Aus Kapitel 2 wissen wir, dass die Bloch-Floquet-
Transformation ein Isomorphismus zwischen H*(QR) und L?(I; H3(QF)) fiir
alle s € R ist, dass der adjungierte Operator J* dem inversen Operator
J 1 gleicht, dass die schwache Differenzierbarkeit mit der Transformation
vertauschbar ist und die Gleichheit J (n%w) = nfjj w fiir alle w € L2(QR) gilt.
Die Anwendung dieser Eigenschaften impliziert

/QR Vu- Vo — k2n?,u5 dx = /QR Vu-JHJTVo)— anlzgujfl(jv) dx
- / / V() - Vo(T0) — (T u)(To) dx da.
1JOg

Die Aquivalenz der rechten Seite kann analog gezeigt werden, sodass nur
noch die Aquivalenz auf dem Rand zu zeigen bleibt.
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Es sei der Spuroperator ypx: H'(QR) — HY2(I'R) sowie der Spuroperator
VIR HY(OF) — HY*(TY) gegeben. Die Identifikation der Inversen mit dem
adjungierten Operator der Bloch-Floquet-Transformation ergibt

| T ds = [ [ (Frr Trpsm)) (@) (T 7040) (,2) dS(x) dov
0
Aus Lemma 2.15 folgt yrr Jra-1t = Jra-1Yrrtt, sodass nur noch
T (Jgiatt) (&, ) = (Jga1 Tu)(a,-)  fiir alle u € H/2(R9™1)

zu zeigen bleibt. Fiir glatte Funktionen mit kompaktem Triger ¢ € CP(R?)
und fiir die Fourier-Basisfunktionen {¢/, } aus (2.1) definieren wir den Opera-
tor

Jp)(ax) =Y ¢la+j)e ™ ¢h(x) fir (axR)elxTf,
jezi-1

welcher nach Lemma 2.13 beschrieben werden kann durch | = Jps1 0 F 1.
Das bedeutet, dass fiir s € R der Operator ] ein Isomorphismus zwischen den
Raumen L2(TR) und L2(I; H(T'})) darstellt, wobei L2(I'®) als der Teilraum von
L?(TR) definiert ist, deren Funktionen w einen endlichen Wert bzgl. der Norm
[|E — (1+ |§]2)S/2w(§)HL2(Rd_1) annehmen. Das Einsetzen des Operators in
die Definition des Dirichlet-Neumann-Operators T impliziert

T 0 Tit = Jigor 0 F~] (5 N/ |¢|2f<w><¢>)
7 ('c; Sl \CIZF(%RM)(C)) .

Da (& — ivk2 —|ZF (yrru)(€)) € L2 {(R1) und nach Folgerung 2.14
F(yrru) (e +j) = (’Yrg u,x)],((x) gilt, ist damit die behauptete Identitit gezeigt.

Die Aquivalenz der Ausstrahlungsbedingungen kann durch die Nutzung der
selben Identitat (px ua)],(tx) = F(yrru)(a + j) (aus der Folgerung 2.14) direkt
nachgerechnet werden. O

Dementsprechend sind das variationelle Problem 1 mit verschwindender
Storung g und die Formulierung in der Integralform (3.3) 4quivalent, sodass

wir alternativ den folgenden Satz zeigen konnen.
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Wenn die Annahme 1 erfiillt ist, dann existiert eine eindeutige Losung zu dem

variationellen Problem in der Integralform aus (3.3).

Die Aussage teilen wir in mehrere Teilaussagen auf und zeigen diese getrennt.
Zunichst zitieren wir hierzu den Satz tiber die eindeutige Fortsetzbarkeit.

Proposition 3.6. Es sei G C R?, d € {2,3}, ein Gebiet, w € H2 _(G) und es
gelte fiir ein V- € L®(G) die Ungleichung |Aw(x)| < V(x)|w(x)| fast iiberall in G.

Dann verschwindet w auf dem ganzen Gebiet G.

Beweis: Das Resultat ist unter dem Namen weak continuation property bekannt,
fiir Beweise sei z. B. auf [Mon03, Lemma 4.15] fiir d = 3 oder auf [Miil54]

verwiesen. O

Lemma 3.7. Unter der Annahme 1 existiert fiir alle a € I eine eindeutige Lisung
Wy € ﬁ;(ﬂ{f) zum variationellen Problem

T R N Ry Rt
0 0 (3.4)
= /Qg(j]Rdlf) (Dé, ) v dx

fiir alle s € HL(QF).
Beweis: Es sei w, € HL(QR) fiir ein festes a € . Aus Lemma 3.3 folgt die
Garding Ungleichung

Re a, (W, wy) > ||wa||? = |1 —kzniz7

HL(OR ‘|L2(Q§0)Hw"‘”i2(05)'

Fiir den Fall ||1 — kznf, = 0 ist das Problem nach dem Satz von Lax und

| | L2 QRO

(") ~
Milgram A .4 eindeutig l6sbar. Wegen der kompakten Einbettung von H}(QX)
in L?>(QF) nach [McL00, Theorem 3.27] ist der Differentialoperator somit
ein Fredholm-Operator mit Index Null. Fiir die Anwendung der Fredholm-
Alternative A.3 miissen wir also nur noch die Eindeutigkeit zeigen, um ebenso

die Existenz der Losung zu erhalten.

Wenn nun die rechte Seite verschwindet, dann folgt aus Lemma 3.3 und den
Voraussetzung Im n%, > 0 sowie Im n% > 0 auf einer offenen Kugel, dass die
Ungleichung

0=Im </Q§ kzn%]wa|2 dx + /rg Ta(Wa )Wy dS> > /QR k*(Im n%)]wa\z dx >0

0
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erfiillt ist. Insbesondere folgern wir daraus, dass w, auf der offenen Kugel, in
der Im nf, > 0 gilt, verschwindet. Der Satz tiber die eindeutige Fortsetzbar-
keit 3.6 impliziert damit, dass w, tiberall in Qg verschwindet. O

Mit derselben Argumentation erhalten wir die Eindeutigkeit des variationellen
Problems in der Integralform (3.3).

Folgerung 3.8. Unter der Annahme 1 gibt es fiir jede rechte Seite maximal eine
Losung zu dem variationellen Problem (3.3).

Beweis: Nach Lemma 3.3 folgern wir fiir eine Losung w € L?(I; HL(QF)) zu
(Jri1f) = 0 die Abschétzung

0=1Im (// k2n§|wa]2dxd(x+// To(Wq )Wy deoc) >0,
JI1JOE 1JTE

wobei w, = w(w, ) definiert ist. Deshalb verschwindet w, auf einer offenen
Kugel in QF fiir fast alle a € I. Da w, die Helmholtz-Gleichung fast {iberall
in I 16st, folgt aus dem Satz tiber die eindeutige Fortsetzbarkeit 3.6, dass w,
tiberall bzgl. x und fast tiberall in I verschwindet. O

Nun zeigen wir die Verbindung zwischen dem Problem in der Integral-
form (3.3) und dem variationellen Problem, das punktweise fiir a € I definiert
ist.

Lemma 3.9. Unter der Annahme 1 ist das variationelle Problem (3.3) eindeutig
losbar.

Beweis: Es sei mit (Jre1f)(, ) die transformierte rechte Seite gegeben, dann

bezeichnen wir mit {u, }, 7 die Losungen zu dem variationellen Problem (3.4),

el
die nach Lemma 3.7 existieren. Wir definieren die Funktion w als w(«, -) := u,
fiir alle « € I, welche nach Konstruktion das Problem (3.3) 16st. Zu zeigen
bleibt, dass w in dem Losungsraum L2(I; HL(QF)) liegt. Hierfiir wollen wir
zundchst zeigen, dass der Losungsoperator L, fiir das a-quasiperiodische va-
riationelle Problem (3.4) gleichméafig stetig auf I ist, woraus dann insbesondere

folgt, dass die Operatoren gleichmégig beschrankt auf I sind.

Wir betrachten zunédchst die Stetigkeit der Sesquilinearform a, aus (3.4). Fiir
jede Funktion v, € HL(QR) gibt es eine Funktion v} aus dem Raum fiir « = 0,
den wir mit H}(Qf) := H} (QF) bezeichnen, sodass

vu(x, xg) = ¥ 0 (x,%5) und |‘v“||ﬁi(Q§) = ||7)ZHﬁ;(Q§)



3.2. Existenztheorie fiir den periodischen Brechungsindex 33

erfiillt ist. Fiir zwei Funktionen v,, u, € Hl(QR) wihlen wir, wie eben be-
schrieben, zwei passende Funktionen ok ubl e ﬁ;(QR). Das Einsetzen dieser

Funktionen in die Sesquilinearform a, ergibt die abgednderte Sesquilinearform
by (ul, o) = / . (VuZ -Voh + (Jaf? - kznfj) ub o +iull (a- V,7F)
of -

— ik (- Vyiﬁ)) dx — /rR S“(uz‘rg)ﬁg‘rg ds,
0

wobei der Operator S, definiert ist als

[ etk g ds = % i)kl (el

jezd-1 07

Im Unterschied zu T, ist der Operator S, nur in den Koeffizienten g;(a) =
Vk2 —Ja + j|? von a abhingig. Wir wahlen & > 0, « € R und &, € R?},
sodass |a, — a| < ¢ erfiillt ist. Dann gilt fiir alle u, v € H},(Qg) die Abschitzung

[ba (1, 0) = ba(1t,0)| < (llee|* = laef?| + 2leee = ]} [Juel [ 3y o121 73y )

+ ) [Bj(ae) — Bj(w)|

]‘Gde‘l

(] )i 0]
< (e = |af?] + 2|ae — al) [l gy e 2 7y
+ Clae, ) |l gy o) 11 713 )
wobei die Konstante C(a,, &) definiert ist als

(K = 1j + ae*)" = (K — |j + a[*)"]
Clae, o) = Cgpyr SU - .
(o) 1= Copur 2P 1+ )7

Fir j = 0 und fiir j € Z4~! mit k? = |j + a|? ist der Bruch von C(a,, &) stetig
in T und geht gegen Null fiir a; — a. Fiir jedes weitere j € Z7~ ! ist

(k2 — |j +ae)2 — (K — |j +af?)”?|
(1+1j1%)"7
|1+ ael? = |+ af?|
(T+[72)72 (k> = [+ ae2)2 + (k2 = |j + 2) 2|

Fiir alle j € Z71 mit k* # |j + a|? ist der Wert B;(a) entweder in (—o0,0),
oder in i(0,c0) enthalten, und erfiillt |8;(«)| > ¢ ftr ein kleines § > 0 un-
abhingig von j. Daraus folgt |(k? — |j + ae|?)"? + (K2 — |j + a|?)"/?| > & fur
alle a; € T und wir erhalten die Stetigkeit des Operators a — b, von I nach
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L(HLOK); L(HL(OR);C)) durch die Abschitzung

C(ae, &) < sup 2 (e +a+2j);| — 0 fiir a; — a.
jezi-1 \]|(5 =1

Da die beiden Sesquilinearformen a, und b, dquivalent sind und die Normen
der entsprechenden Réume tibereinstimmen, ist somit auch die Sesquilinear-
form a, stetig in a. Aus der Neumannschen Reihe A.1 folgern wir, dass der
Losungsoperator « +— L, stetig von a € 1 abhidngt und die Kompaktheit der
Menge I die Existenz einer von « unabhéngigen Konstante C := sup, . ||La||
impliziert. Insbesondere ist die Funktion w ein Element aus L?(I; H}(QRX)),

denn

[lwl[Z,

2oy = [ oxl By A0 < [ 1ILI P 1Tt ) () By g @

< C | Tre 12 1 oy

3.3. Existenztheorie fiir den lokal gestorten
Brechungsindex

Aus der Kombination von Satz 3.5 und Lemma 3.4 folgt die eindeutige Existenz
der Losung fiir die Problemstellung 1 im ungestorten Fall. Nun mochten wir
den Fall betrachten, dass die Storung g € L°°(Q§ %) nicht verschwindet.

Beweis von Satz 3.2: Fiir eine Storung q € L*(QF) ist die Sesquilinearform
I: H'(OR) x HY(OR) = C,

I(u,v) == /QR k*quo dx,

eine kompakte Storung des Differentialoperators, da g einen kompakten Trager
in Qg 0 besitzt und nach [McL00, Theorem 3.27] der Sobolev-Raum H! (Qg )
kompakt eingebettet in LZ(Q(I; *) ist. Wie wir zuvor gezeigt haben, ist das
ungestOrte Problem eindeutig 16sbar, sodass das variationelle Problem 1 einen
Fredholm-Operator von Index Null darstellt und wir nach Satz A.3 nur noch
die Eindeutigkeit zeigen miissen. Sei hierzu u die Losung des variationellen
Problems 1 fiir die rechte Seite f = 0. Mit den Abschitzung des Dirichlet-
Neumann-Operators aus Lemma 3.1 erhalten wir

0>Im /Qsz(nlzg—i—q)]u\z dx:/QRk2 [Im (n%,—i—q)} lu|? dx > 0.
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Damit verschwindet u auf der offenen Menge in {Im n3 > 0} \ Of . Nach dem
Satz tiber die eindeutige Fortsetzbarkeit 3.6 verschwindet u demnach auf ganz
OR. O

3.4. Regularitat der Losung bzgl. der
Quasiperiodizitat

Im diesem letzten Teil der Theorie betrachten wir noch die Regularitdt der Lo-
sung des variationellen Problems 1 bzgl. der Quasiperiodizitat. Dieses Resultat
konnen wir spiter z. B. fiir eine bessere Approximation der inversen Bloch-
Floquet-Transformation nutzen, indem wir eine passende Transformation des
Gebietes I wahlen. Das Vorgehen fiihrt zu einer hoheren Konvergenzrate
der numerischen Methode, unter der Voraussetzung, dass die rechte Seite
gentigend glatt ist. Definiere dafiir die Menge der Singularititen

A= {a67:|¢x+j|:k fﬁreinjEZd_l}. (3.5

Zunichst behandeln wir die Regularitdt des ungestorten Problems, die direkt
aus dem Satz tiber die Neumannsche Reihe folgt.

Proposition 3.10. Wir bezeichnen mit u, die Losung des Problems (3.4) mit rechter
Seite Jra-1f (&, ). Wenn die rechte Seite Jga-1 f analytisch in o € 1 ist, dann ist
auch der Operator o — u, analytisch in 1\ A. Zudem gibt es fiir alle @ € A ein
jo € Z% 1 und eine Umgebung U(R) C R~ von &, sodass die Losung u, in zwei

analytische Funktionen u,E}) und u,Ef) der Form

Uy = u,gl) + /K2 — | —i—jo|2u,§2) fiir o € U(R)

zerlegt werden kann.

Beweis: Das Resultat kann analog zu [Kir93, Theorem a] gezeigt werden, wo
der Fall des quasiperiodischen Streuproblems mit schallweichen Randbedin-
gungen behandelt wird. Grob zusammengefasst ldsst sich der zur Sesquiline-
arform a, gehorige Differentialoperator D, fiir analytisch von « abhdngigen
Operatoren in die Summe DV + /K2 = |l + jol? D zerlegen. Wegen der
Konvergenz /kZ — [a + jo|2 — O fiir |a + jo|*> — k? folgt aus der Neumann-
schen Reihe A.1, dass die Inverse in derselben Form zerlegt werden kann. [

Da der Storteil der Sesquilinearform unabhidngig von « ist, erhalten wir auch
in diesem Fall eine analoge Zerlegung.



36 Kapitel 3. Akustisches Streuproblem fiir lokal gestirte periodische Medien

— Satz 3.11

Es sei u € H'(QR) die Losung zu dem (gestirten) variationellen Problem 1 zu
einer rechten Seite f € L2(QR), setze uy == Jga-1u(a,-) und es sei Jpi-1f
analytisch in « € 1. Dann ist u, analytisch in « € 1\ A und fiir alle ® € A
gibt es ein jo € Z9~" und eine Umgebung U(R) von &, sodass zwei analytische

Funktionen u§}) und ugf) existieren und u, zerlegt werden kann in

e = uf + \/ K% — | +j0\2u,§2) fiir o € U(Q). (3.6)

Beweis: Es sei K, € L(L*(I; HL(QF))) die Riesz-Darstellung des Operators
(w = KqTplw) € L(L2(LHY(QF)), L(LHy (QF))),

(Kgt0,9) 2,5 ) = K2 /1 /Q (Tt w) 7 dx da fiir alle v € L(1; FIL(OF)).
0

Der Operator K bildet Funktionen aus L?(I; H!(OR)) auf Funktionen ab, die
unabhingig von a sind und somit insbesondere auch analytisch in « sind. Setze
w = Jpaatt € L2(I; HY(QF)) als die Losung zu dem gestorten variationellen
Problem 1 und bezeichne mit A € £(L2(I; HL(QF))) die Riesz-Darstellung
des ungestorten invertierbaren Differentialoperators, also fiir g = 0, sowie mit
fdie Riesz-Darstellung von der rechten Seite JRa-1f. Dann konnen wir die
Differentialgleichung als Operatorgleichung der Form

w=A"+ AT Kw € LA HLA(OQE))

schreiben. Da die rechte Seite f und Kjw analytisch in & sind, folgt aus Satz 3.10
die behauptete Zerlegung (3.6) fiir w. O

Bemerkung 3.12. Das Resultat kann ohne Weiteres auf den Fall erweitert
werden, dass die rechte Seite J+-1f eine analoge Zerlegung der Form f, =
k? — |a+ jo |? fDEZ) besitzt, wobei f,,E” und féz) analytisch in « sind.

3.5. Bloch-Floquet-Transformation-basierte
numerische Methode
In diesem Unterkapitel erlautern wir die Diskretisierung des variationellen

Problems 1 auf einem unbeschriankten Gebiet mit einer nicht verschwindenden
lokalen Stoérung. Die Anwendung der Bloch-Floquet-Transformation erlaubt
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uns das unbeschrdnkte Problem ohne Abschneidebedingungen zu diskreti-
sieren. Daraus erhalten wir ein Gleichungssystem, das sich auf nattiirlicher
Weise in Teilprobleme aufteilt und sich dadurch sehr gut parallelisieren lasst.
Der hier hergeleitete Algorithmus wird zudem essentiell fiir die Numerik des
Inversen Problems der Rekonstruktion der Stérung sein.

Zunichst wenden wir die Bloch-Floquet-Transformation an, um das Problem

/I<aa(wu,va) —/Qg qu(jﬂgdllw)wdx> da = /I/Qg(Jlelf)(zx,-)mdx da
@. 7)
fir w, = (Jgpeaw)(a,-), w € H(QR), v, = (Jraav)(w,-), v € H(QR), z
erhalten. Um a-abhingige quasiperiodische Raume H}(QF) zu Vermelden,
werden wir stattdessen Funktionen aus dem Raum H}, (QR) H}(OF), also
dem quasiperiodischen Raum fiir & = 0, betrachten. ]ede Funktion w, aus
HL(QR) lasst sich durch wy(x, x5) = e “*wk (x,x4) fiir ein w} € Hl(QR)
identifizieren. Da der Gradient damit zu (V wc)wa wird, konnen wir die
Sesquilinearform a, fiir alle w}, v € ﬁ;(ﬂg) umformulieren zu

ay(wh, ) / Vwh - Vo —iwh (a- Vy0) +i(a- Vywh) o+ |a> wh o

—k2n%wa5dx—/r Ta wa‘rR U{rg ds,
0

wobei der Dirichlet-Neumann-Operator T, gleich bleibt, da der Wert der
Fourier-Koeffizienten unverindert bleibt. Wir setzen Jv := e**Jps10 fiir
v € LX(L; H}(OF)) und

b(w,v) = —kz/l/QR e**q(J 'w)odx da  fitrrw, v € L*(I; Hy(QF)),
0

sodass wir das transformierte Problem (3.7) umformulieren konnen zu

/ﬁa(w((x,-),v((x,-)) da + b(w,v) = /I/Qg J fodx da. (3.8)

I
Der Storteil b koppelt die a-quasiperiodischen Komponenten der transformier-

ten Losung, sodass die quasiperiodischen Teilprobleme nicht einfach getrennt
gelost werden konnen.

Nun wollen wir die Gleichung (3.8) diskretisieren. Als Erstes diskretisieren wir

das Intervall I durch N1, N € N, dquidistante Punkte ay;, n = 1,2,..., N d-1

die wir mit a}; := —% — ﬁ + % im zweidimensionalen Fall und mit

A 11 | (n=1)/N| _1+L+(n—1) mod N
N\ 272N N ' 22N N
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im dreidimensionalen Fall durchnummerieren kdnnen. Zu jeden Punkt definie-
ren wir eine Funktion der lokal konstanten Knotenbasis {1p}7\]}nNi;1, sodass die
Finite-Elemente-Funktion ¢}, der Einsfunktion auf I}, := !}, 4+ [~1/2N,1/2N]91
und der Nullfunktion auf I \ I} entspricht.

Als Néchstes beschaftigen wir uns mit der Diskretisierung des Sobolev-Raumes
ﬁ;(ﬂg) Sei dazu T eine Triangulierung von OF = [—7, 7]~ x [0, R], die
aus 2%'M Rechtecken bzw. Quadern besteht, sodass Qig = UTeTT erfiillt ist
und die natiirliche Zahl M € NN fiir die Anzahl der Verfeinerungen steht. Im
Folgenden soll mit M die Anzahl der Knotenpunkte {xm}fg{:l - 075 bezeichnet
werden, die dquidistant in jede Richtung verteilt sind. Weiterhin soll mit
(PM’ m=1,. ]\71, die stetige und stiickweise lineare Funktion bezeichnet
werden, fiir d1e (p;a(xl) = op(1) fur alle I = 1,...,.M gilt, wobei d,, () die
charateristische Funktion ist. Da die Lésung auf dem unteren Rand I') die
homogene Dirichlet-Randbedingung erfiillt, nehmen wir die Knotenpunkte
auf diesem Teil des Randes aus der Menge der Knotenbasis heraus.

Wir kombinieren die beiden Diskretisierungen, indem wir den Finite-Elemente-
Raum V), i als

N“U M
Vi = {%x,x) = L L R @) a0, o eC} (39)

wihlen. Wir suchen also die Finite-Elemente-Funktion w € VN e die die

Gleichung

/ F(@(a,-),5(x, ) da + B(@, ) = /1 /(;R(Jf)ﬁdx da (3.10)

I

fir alle v € V 5 erfiillt.

Fiir Funktionen @ € V) ;; konnen wir den inversen Operator 7 ! der Bloch-
Floquet-Transformation durch die Trapezregel darstellen, denn es gilt

Nd 1

1o = Z Z eI gt Mt (o) cpﬁ(x) da
Nd
~ ) Z e (o) g (x) da
n=1 J I m=
M 1 Ndfl

% (g w) e

m=1 n=1

M
= ), u (%) = ug(x) = Iyt (@ ) (x).
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Die Sesquilinearform 4, ist stetig fiir alle « € R*~! und sogar analytisch
fir & € RY7L, fiir die es kein j € Z97! mit k = |a + j| gibt. Deswegen
erhalten wir fiir alle n € {1,..., N?"!} eine gute Approximation der Integrale
Sy @ (Wi 3) daund b(@, ygrt) durch

7o (3l vi3s) e~ e g (o 93)

b (@ yiely) ~ b (@, wigry)
= I\;ik_zl /Qg ei“%'iq (j_lzT)) gb;’é[ dx

~
~

1 M
N 2 Yt DR (9l 75
I=1

Wir definieren fiir alle n = 1,...,N* ! und m = 1,..., M die Werte der
diskreten rechten Seite F,, , als

, o T 7 e da
und suchen die diskrete Losung

T 17Ty . 1,1 1L,M .21 N-1M 1 M
whu'):= (w S W, L w ’MM""’uM>

= (W, Wl UT) e VT,

diefirm=1,..., M und n = 1,...,N91 das lineare Gleichungssystem

M M
L@ g (95 93) + 28 (90 9%) = B
=1 1=1

Ni-1
m —iax™ nm
Un Nd-1 Zl € wr =0
n=

16st. Wenn wir fiir n = 1,..., N9~ ! die Vektoren der rechten Seite als F, =
T

(Fl,n/ .. .,FMn) und F = (FlT, .. .,ng,l)T sowie die Matrizen A,, B, und

C,, durch

(An)m,l = ﬁzx}“\] (47;7[/ qb;\nz)
(Bn)m,l = by (‘Péﬁ/ ‘PTZ)
1

Ci’l = _d 1 dlag (e*il)(’;\]'l]/ e /eiianN.zM>
N —

definieren, dann fithren wir das diskretisierte variationelle Problem auf das
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Losen des Gleichungssystems

A] 0 ... 0 B1 Wl
0 Ay ... 0 B, W
A B W\ o . .
C IM u A . . . . . .
0 0 [P ANd—l BNd—l WNd—l
G G ... Cua Iy u

[ F
Lo
zuriick, welches in kompakter Weise der Form

AW +BU=TF (3.11a)
CW+U=0 (3.11b)

geschrieben werden kann.

Das lineare Gleichungssystem ist hochdimensional, diinnbesetzt und unsym-
metrisch, sodass der iterative Gleichungssystem-Loser GMRES eine gute Wahl
darstellt. Die Rayleigh-Randbedingung fiir I'X ist eine Fourier-Reihe, wofiir
wir zum einen die Fourier-Koeffizienten der einzelnen Knotenfunktionen
berechnen miissen und zum anderen die Eintrédge fiir die Randknoten voll-
besetzt sind. Dadurch wird die Systemmatrix A weniger diinnbesetzt und
erhilt Eintrage aufSerhalb der Bandstruktur, sodass GMRES mebhr Iterationen
zum Losen des linearen Gleichungssystems benotigt als bei iiblichen Randbe-
dingungen. Anstelle das Gleichungssystem (3.11) direkt oder alternativ das
Gleichungssystem

(A+BC)W =F, (3.12)

welches dem variationellen Problem (3.10) entspricht, zu 16sen, wenden wir
GMRES zunéchst auf das Schurkomplement

1 —CAT'B|U = —cAT'F (3.13)

an und l6sen anschlieffend die Gleichung AW = F — BU. Die Matrix A des
ungestorten Problems ist eine Block-Diagonalmatrix, die aus den Blocken
A, i=1,...,N%1 auf der Diagonalen besteht. Mit dem Schurkomplement-
Ansatz nutzen wir diese besondere Struktur, um das lineare Gleichungssystem
blockweise durch GMRES zusammen mit der unvollstindigen LU-Zerlegung
(genauer: ILU(0), vgl. [Saa03, Section 10.3.2]) fiir jeden Block als Vorkondi-
tionierer zu losen und die Rechnungen fiir die einzelnen Blocke mit Hilfe
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von Message Passing Interface (MPI) auf ein Cluster aus mehreren Rechnern zu
verteilen. Zusétzlich verteilen wir auch das Auswerten der Matrizen B und
C, die ebenfalls aus N9~ ! Blocken bestehen, auf das Cluster. Dadurch wird
sowohl das Rechnen parallelisiert, als auch der Speicherbedarf der Matrizen A;
und B; auf alle Rechner verteilt. Fiir den ersten Schritt (3.13) benotigt GMRES
tiblicherweise etwa 20 Auswertungen von A~ und B, wobei die Anzahl der

Auswertungen jedoch stark von der Norm von B abhingig ist.

Natiirlich lasst sich auch das Gleichungssystem (3.12) in Blocke zerteilen.
Der Schurkomplement-Ansatz (3.13) hat jedoch zwei Vorteile: Wir bezeichnen
hierzu mit A~! die unvollstindige LU-Zerlegung und verwenden diese als
Vorkonditionierer. Dann erhalten wir fiir das direkte Losen die Gleichung

AW (A+BC)W = A'F. (3.14)

Wenn wir den Vorkonditionierer fiir A~! in das Schurkomplement (3.13)

einftigen, erhalten wir
[IM - C(A—lA)—lﬁ—lB} U=—-C(A1A)1AF. (3.15)

Fiir (3.15) muss nur A selbst, statt dem gestorten System A + BC, invertiert
werden, wofiir der Vorkonditionierer A~! eine bessere Approximation der
Inversen ist und GMRES weniger Iterationen fiir das Losen bendtigt. So sind
es fiir ein numerisches Beispiel mit M = 5 und N = 128 etwa 16 - 60 = 960
Auswertungen von A und 16 Auswertungen von B fiir den Schurkomplement-
Ansatz (3.13) und etwa jeweils 1570 Auswertungen von A und B fiir den
Ansatz (3.12). Bei der ersten Form (3.12) muss also viel hdufiger die Matrix
A + BC ausgewertet werden, wodurch die Synchronisation die Leistung stark
reduziert und die Parallelisierung schlecht ausgeschopft wird. Numerisch ldsst
sich auch beobachten, dass ab M = 5 der Schurkomplement-Ansatz (3.13)
deutlich schneller ist. So bendtigt der erste Ansatz (3.12) in einem Beispiel mit
M =5 und N = 128 etwa 181 Sekunden, wiahrend der zweite Ansatz (3.13)
nur 21 Sekunden auf demselben Arbeitsrechner (Intel i7-4790 mit 8 x 3.6GHz
Kernen und 32GB Arbeitsspeicher, Finite-Elemente-Bibliothek deal.II) benétigt.
Bei groberer ortlicher Verfeinerungen ist der erste Ansatz schneller, was je-
doch weniger relevant fiir uns ist, da wir ein moglichst feines Gitter haben
wollen. Ein weiterer Vorteil ist, dass das Gleichungssystem (3.13) in cM gelost
wird, wihrend die Gleichung (3.12) in CN )M geldst werden muss, sodass
GMRES beim Schurkomplement-Ansatz (3.13) weniger Speicher fiir die ortho-
gonalen Vektoren eines GMRES-Schrittes benétigt und das Gleichungssystem
maximal nach M Schritten gelost ist. Die Anzahl der Iterationen fiir das Losen
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des Gleichungssystems (3.13) wird hierbei mafigeblich von der Tragergrofie
und dem Wert der Storung beeinflusst, denn je grofler die Storung, desto mehr
weicht die Matrix I;; + BA~!C von der Identititsmatrix ab. Dies werden wir

bei den numerischen Beispielen weiter beleuchten.

Betrachten wir als Nachstes die Konvergenzrate der numerischen Methode.
Die Konvergenzrate hiangt von der Konvergenzordnung der Finite-Elemente-
Methode, dem Abschneidefehler der Rayleigh-Randbedingung und der Kon-
vergenzordnung der diskreten inversen Bloch-Floquet-Transformation ab. Die
Konvergenz der Finite-Elemente-Methode fiir quasiperiodische Probleme mit
der abgeschnittenen Rayleigh-Randbedingung ist in [Bao95, Theorem 4.1]
untersucht worden.

Proposition 3.13. Es sei u € HL(QR), | > 2, eine Losung zu dem zweidimen-
sionalen (ungestorten) quasiperiodischen Problem (3.4), M > My € N die Anzahl
der Raum-Diskretisierungen mit Mo ausreichend grof$, ] > Jo € IN die Abschnei-
deschranke fiir Rayleigh-Randbedingung (die Summe geht iiber j € Z, |j| < ]) mit
Jo ausreichend groff, R" > R und up,j die Finite-Elemente-Losung. Dann gelten die
Abschiitzungen

Hu _UM,]HLZ(Qg) <C (27M+]71/2) H” - ”MIHHl Q)

+C2 Mo (RERIVU Ik )y

‘ ’ H'2(TR')
und

[ = p [ o) < C2 MU Jul | (QF)

+Co PRV |y |

172 FR/

Weniger bekannt ist die Konvergenzrate der diskreten inversen Bloch-Flo-
quet-Transformation. Erste Resultate hierzu findet man in den Arbeiten von
Lechleiter und Zhang (siehe [LZ17b, Theorem 13], [LZ17c, Theorem 13] und
[Zha18]).

Proposition 3.14. Es sei w € WP (I; HL(QX)), p € (1, 00|, dann ist der Approxi-
mationsfehler der diskreten inversen Bloch-Floquet-Transformation Jy 1 beschriinkt
durch

-1 -1
|-y

MgCN*WMwwwm%»

Beweis: Dies wurde in [LZ17b, Theorem 13] fiir den zweidimensionalen Raum
und in [LZ17c, Theorem 13] fiir den dreidimensionalen Raum gezeigt. O
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Durch die Wahl einer passenden Variablentransformation konnen wir die
nicht differenzierbaren Stellen @ € A der Losung, die nach Satz 3.11 existieren,
kompensieren und eine hohere Konvergenzordnung der diskreten inversen
Bloch-Floquet-Transformation erhalten. Dies wird zum Beispiel fiir Losungen
mit einer rechten Seite, die einen kompakten Tréager in Qg besitzt, relevant.
Wir werden uns in Abschnitt 3.6 erneut mit Variablentransformationen und
Fehlerschranken beschéftigen.

3.6. Variablentransformation fiir die inverse Bloch-
Floquet-Transformation

In dem Regularitdtsresultat 3.11 haben wir gesehen, dass fiir eine rechte Seite
Jgri-1f, die analytisch in « ist, die Losung tiberall stetig und aufierhalb von
A C T analytisch in « ist. Eine Untermenge von rechten Seiten aus L?(QR),
die Analytizitit in « erfiillen, ist die Menge aller f € L2(QR) mit kompaktem
Trager, die wir fiir die Rekonstruktion der Storung mithilfe der Newton-
Methode verwenden werden. Die Idee ist nun eine Variablentransformation
¢: I — T zu finden, sodass der Integrand von

/Iw(uc,x) da = /Iw(g(t),x) | det Dg(t)| dt

eine glatte und periodische Funktion in t € T wird. In diesem Fall ist bekann-
terweise die Konvergenzordnung der Trapezregel sehr hoch, was aus der Euler-
Maclaurinschen-Summenformel folgt. Zumindest fiir den zweidimensionalen
Fall gibt es in [Zhal8, Theorem 29] ein zusammenfassendes Konvergenzre-
sultat, welches wir hier in einer angepassten Version zitieren. Wir bezeichnen
hierzu fiir n € IN die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen
¢: O — H, H Hilbertraum, die selbst und deren ersten n Ableitungen peri-
odisch sind, als C;(Q); H). Fiir das Intervall I gibt es maximal zwei Punkte
@ € I, fir die es ein j € Z gibt mit |® + j| = k. Das Intervall I sei entspre-
chend in drei Teile I = [ag,a1] U [ay,a2] U [a2, a3] unterteilt, sodass ag = —%,
az = % und fiir a; und a3 es ji, jo € Z gibt mit |a; + j1| = |a2 + j2| = k. Falls
a1 = ap gilt, so soll I = [ag, a1] UD U [ay, a3] betrachtet werden. Bezeichne mit
T = [by, by] eins der drei Teilintervalle von I und mit N € N die Anzahl der
Diskretisierungspunkte von I.

Proposition 3.15. Es sei w € H'(QR) die Losung des zweidimensionalen varia-
tionellen Problems 1, fiir die die Bloch-Floquet-Transformierte JR f der rechten Seite
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f € L2(QRo) analytisch ist, setze

v(t,x) = Trw(g(t),x) g'(¢)

und bezeichne mit Q die numerische Quadratur durch die Trapezregel. Es sei wei-
terhin n € N und ¢ € C®(I; 1) mit g(by) = by, g(b1) = by, ¢'(t) > O fiir alle
t € (bo,by) und % g(by) = %rg(br) = 0 fiirallem € {1,...,2n + 3}.

Dann ist v € C%”(T; HL, (QF) nC*(L; H , (QF)) und der Quadraturfehler ist

g(t) g(t)
fiir s = 0,1, 2 beschrinkt durch

Jjra-oo

Wenn wir den Abschneidefehler der Rayleigh-Randbedingung vernachldssigen,

<cC

15 |0 n T-s .
1 (OF) N2n+1/2 1912 HLH(Qg))

dann ist eine direkte Konsequenz aus den Propositionen 3.13 und 3.15 die
folgende Schranke des Gesamtfehlers.

Es sei w € H2(QR) die Losung des zweidimensionalen variationellen Pro-
blems 1, fiir die die Bloch-Floquet-Transformierte JRrf der rechten Seite f aus
L2(QR0) analytisch in w ist, und sei wyN € Vi i die Approximation der

Losung mit der numerischen Methode aus Unterkapitel 3.5 mit einer Variablen-
transformation wie in Proposition 3.15. Dann ist der Approximationsfehler fiir
| = 0,1 und alle n € N beschriinkt durch

o 1
|l — w1 ary < C (2 ME NZn—H/z) ol czrr (208

Beweis: Man kann analog zu [Zhal8, Theorem 32] argumentieren. O

3.6.1. Variablentransformation fiir das zweidimensionale
Problem

Wir wollen nun Beispiele solcher Variablentransformationen betrachten und

zwar zundchst fiir das zweidimensionale Streuproblem Hierfiir betrachten

wir fiir k := |k — |k 4 0.5]| und fiir Funktionen rB: [~1/2, —k| — [~1/2, —k] und
M. [—k,k] — [k, k] die Variablentransformation

rB(t), te[-1/2,—k|,
g(t) =13 ™M(t), tel[-kk|,
rB(—t), telk1/2,
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wobei wir 8 sowie ¥ als eine der Hilfsfunktionen

_ ! -1 _ [ —(s—1)
P (t) .—/l exp <(s—l)(m—s)> ds, ¢7,(t) .—/l exp ((m—s)) ds,
P (t) = /I (s — 1)4(s — m)* ds, gi (1) = /I (s — 1) ds,
97 (1) == /Zt(s—l)6(s—m)6ds

mit den entsprechenden Grenzen I, m € {-1/2, —?,?} wihlen. Die Varia-
blentransformation bewirkt, dass mehr Diskretisierungspunkte von I in dem
Bereich um die @ € A liegen, wo sich die Funktion am schnellsten dndert. In
Abbildung 3.2 ist eine Visualisierung zu sehen, wie die Diskretisierungspunkte
af, n=1,...,N, durch die Variablentransformationen verteilt werden und
wie der Fehler sich verhilt. Um den Fehler zu berechnen, nehmen wir die
Hankel-Funktionen fiir k = \/ﬂ, um die Referenzlosung
X2

u1(x1, x2) = }1 (H(Sl)(k(x% + (22 +7)2) — HV k(3 + (x2+ 9)2))) 2 (3.16)

zu definieren, die die Darstellung (3.6) erfiillt und deren Bloch-Floquet-Trans-
formierte wir durch

40
j]R(ul)(“ x1/x2 Z e—lmx1+1\/k2 (a+m)2(x2+8) sinc < k2 — (DC + m)2>

m=—40

approximieren (siehe [LZ17a] zur Herleitung). Fiir numerische Beispiele wih-
len wir g;,i=1,...,5, mit

ri(t) 3:4’21/ (t>/4’ o7~ k), (1) :4’1,§,§(t)/4’1,m@)/
B =@, O/, (B, =0/ R,
B =t 0790 (R, M) =g (0790,
ri(t) = ¢ 1, @(0/4? 1o 5~ k), ry' (1) :4’31@@(’5)/4’3,@@)/
B =, O/, (R, M0 =0/ R,

Die Verteilungen und der Fehlerverlauf der Beispiele fiir k* = 0.4 ist in
Abbildung 3.2 dargestellt. Die Konvergenzordnung ist im schlechtesten Fall
bei 1.46 mit der Identitdt und im besten Fall bei 5.13 bzw. 5.19 mit g4 und gs.

Als Nichstes untersuchen wir, wie sich die Variablentransformation auswirkt,
wenn wir Referenzlosungen betrachten, die keine Singularitit in A haben.

Hierfiir nehmen wir in(x;)
simixq) Xo
*2 3.17
3 (3.17)

ux(x1,x2) =
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0.5 " j 100
A —id
——J1
1072} 92
d 93
or _; | ~ 94
— Y1
g5
g2 10—4 L ~ ~s
—93
- — g4
4
g5
-0.5 [ . 1 1076 L - -
-0.5 0 0.5 N =10! N =10% N =10°

(a) Verteilung der Diskretisierungspunkte. (b) Relativer L2(Q§)-Fehler der diskreten in-
versen Bloch-Floquet-Transformation.

Abbildung 3.2.: Vergleich der Variablentransformationen im zweidimensiona-

len Raum.

sowie 1 1

uz(x1,x2) = exp (—m(x1 - 1)2 + E(xz — 5)2> % (3.18)
als Referenzlosungen, deren Bloch-Floquet-Transformierte Jru;, i € {2,3},
wir durch

300 o
TR (i) (a,x1,00) = Y wi(xq + 271, xp) 200
j=—300

approximieren. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.3 zu sehen. In diesem
Fall wird durch g4 eine genauso schnelle Konvergenz wie bei u; erzeugt. Die
Identitédt ist jedoch bei der sehr schnell abfallenden Funktion u3 bereits optimal.
Der Diskretisierungsfehler im Ort fiir die Abbildung 3.3 liegt bei 10, welcher

die untere Schranke festlegt.

Eine weitere Moglichkeit ist, das Intervall T = [—1/2,1/2] auf I = [—k,1 — k]
zu verschieben und damit I in nur zwei Intervalle aufteilen zu miissen, da
der linke Rand eine Singularitdt ist. Dadurch sammeln sich die Diskretisie-
rungspunkte schneller an den Singularitdten und wir konnen durch weniger
Verfeinerungen auf die gewiinschte Konvergenzordnung kommen. Wir be-
trachten in der Abbildung 3.4 den Fehler der diskreten inversen Bloch-Floquet-
Transformation mit g4 als Variablentransformation fiir das neue Intervall T
im Vergleich zu dem alten Intervall I. Die Konvergenzordnung steigt fiir die

Referenzlosung u; auf 6.63.
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10[) _

1072L

1074}

10-6 L .
N =10 N =10?

Abbildung 3.3.: Variablentransformation: Relativer L?(QF)-Fehler fiir verschie-
dene Referenzlosungen.

0.6
10() _
—id
0.4t 94
Lo —g4 (vorher)
0.2} ]
OF
1074}
0.2} —id|
—J4
1 L L L L 1 6 N L L
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 N = 10! N = 10? N =10°

(a) Verteilung der Diskretisierungspunkte. (b) Relativer Lz(Qg)—Fehler der diskreten in-
versen Bloch-Floquet-Transformation fiir u;.

Abbildung 3.4.: Variablentransformation: Verbesserung der Konvergenzord-
nung beim Verschieben des Intervalls.

3.6.2. Variablentransformation fiir das dreidimensionale
Problem

Im dreidimensionalen Fall kénnen wir zumindest fiir Wellenzahlen k < /0.5
eine Variablentransformation wie folgt definieren. Die Idee ist fiir einen Punkt
t € I eine nur von der Norm abhéngige Skalierungsfunktion g als Variablen-
transformation zu verwenden, sodass &« = G(f) := t3(t)/|¢ gilt. Wenn wir
die Gerade vom Nullpunkt bis zum Rand betrachten, die durch den Punkt
t € I\ {0} geht, dann schneidet diese einmal die singuldre Linie an dem
Punkt @ € A mit S := |&| und den Rand in einem Punkt mit Norm B. Deshalb
wihlen wir eine Funktion g: [0, B] — [0, B], fiir die g(s) = s sowie 4-¢(s) =0
fur alle m € {1,...,p} mit p € N und s € {0,S, B} gilt. Die Dichte der
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Variablentransformation ist dann gegeben durch

detDG(0)] = g (1) S

Wir betrachten als Beispiel die beiden Variablentransformationen g und g7,
die durch

90s)/g35(5), s€0,8],

(s) = %s6)/g2s(5), s€0,S],
26(s) : 935(5)/92 ,(B), s €[S, B,

955(5)/9%,(B), s €[S, B,

und g7(s) == {

mit der Hilfsfunktion

definiert sind. Als Referenzlosung nehmen wir

k(5 +(x247)?) ek(x+33+(x3+9)%)

4re(x2 + x5+ (x3+7)2)  4m(x3 + 23+ (x3+9)?)

X3
g/

ug(x1,x2,x3) =

fiir die eine analoge Darstellung der Bloch-Floquet-Transformierten der Form

j]Rz (u4)(a,x) ~ Z e—im~£+i\/kz—‘a+m‘z(X3+8) sinc < /kz _ |0( + m|2>

meZ?,|m|<15

gegeben ist. In der Abbildung 3.5 ist sowohl die Verteilung der Variablen-
transformation von g zusammen mit den Singularititen visualisiert, als auch
die Konvergenzrate von der diskreten inversen Bloch-Floquet-Transformation
mit gg sowie mit g7 im Vergleich zu sehen. Auch in diesem Fall konnen wir
eine Steigerung der Konvergenzordnung fiir g gegentiber der gleichverteilten
Quadratur fiir N > 32 beobachten.

3.7. Numerische Beispiele

In diesem Unterkapitel untersuchen wir das numerische Verfahren. Dazu
nehmen wir mehrere Referenzlosungen und betrachten den Einfluss der Ab-
sorption, der Wellenzahl und verschiedener Stérungen auf die Konvergenz.

3.7.1. Beispiele fiir das zweidimensionale Problem

Wir wihlen die Referenzlosungen 11, 1 sowie uz aus (3.16), (3.17), (3.18) sowie
die Wellenzahl k? = 0.4. Fiir das Gebiet wahlen wir R = 5 und nehmen nur
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0.5

10[)

1072}

20,5 Lt
0.5

N = 10! N =10?

(a) Verteilung der Diskretisierungspunkte fiir (b) Relativer L2(Q§)—Fehler der diskreten in-
g6 mit N = 64 und k?> = 0.4 bei dquidistan- versen Bloch-Floquet-Transformation (stan-
ter Verteilung der Punkte im Urbildraum. Die dardmafig fiir k% = 0.4).

Punkte werden sowohl auflen als auch innen

deutlich ndher zu den Singularitdten hinge-

schoben.

Abbildung 3.5.: Vergleich der Variablentransformationen fiir das dreidimen-
sionale Problem.

die Summanden mit Index j € Z der Rayleigh-Randbedingung in die Summe,
fir die |j| < 300 erfiillt ist. Standardmé&Rig werden wir fiir alle Beispiele fiir
ein spéter gewdhltes v > 0 den ungestorten Brechungsindex

2, x € ([73/2,3/2] x [0,9/2]

U[—m, ] x [0,7/2]) \ [-1,1] x [L,3],
2+vi, xe[-1,1] x[1,3],
1, sonst,

n%(x +27j) =

tir alle j € Z betrachten. Fiir die Storungen nehmen wir die folgenden drei
Funktionen:

o (x) = { 3.5, x € [-1/2,1] x [1,7/2) U [-2,1] x [1,2],
y sonst,

5.5, 1/2,1 1,2,
i - {33 X002
, sonst,
55, xe[-1/2,1] x[1,7/2],
g3(x) =4 =55, x€[-2,1] x[1,2],

0, sonst.

Die Parameter sind in Abbildung 3.6 visualisiert. Da alle drei Referenzlosungen
den Faktor /5 besitzen, erfiillen diese die obere Randbedingung nicht und
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wir miissen einen Ausgleichsterm zur rechten Seite hinzuaddieren, der durch

9 T(u;) auf R x {5} fiiri=1,2,3 (3.19)

¥ =
! BXQ

gegeben ist. Der Term r; ldsst sich weiter kiirzen zu

i

71(X1,5) = %

(Hél) (k(x2 + 144)) — HY (k(23 + 196))) .

Nach der Fehlerbetrachtung der diskreten inversen Bloch-Floquet-Transfor-
mation in Abschnitt 3.6.1 wahlen wir N = 27 Diskretisierungspunkte fiir I
und g4 als Variablentransformation. Das Gebiet QX diskretisieren wir in 22M
Quader, wobei M fiir die Anzahl der Verfeinerungen steht. Da die benutz-
te Finite-Elemente-Bibliothek deal.Il (aus [Alz+18]) keine komplexen Zahlen
unterstiitzt, betrachten wir stattdessen ein System aus zwei gekoppelten par-
tiellen Differentialgleichungen fiir jedes «y;. Dadurch erhalten wir im Falle
von 228 = 65536 bereits 2M = 132098 Freiheitsgrade im Ort bzw. insgesamt
N -2M = 16908 544 Freiheitsgrade. Die relative Diskrepanz fiir das Losen des
Gleichungssystems mit GMRES setzen wir iiblicherweise auf 10710

Erste Beispiele

Als Erstes betrachten wir die Konvergenzrate fiir die drei Referenzlosungen
u1, uz, uz und die drei Storungen ¢, 4> sowie q3. Wir wiahlen in allen Féllen
k? = 0.4 und v = 1. Zusitzlich wihlen wir einen weiteren Brechungsindex 72,
der lokal konstant die Werte 1 und 2 sowie 2 + 1i annimmt. Dieser soll ein
vereinfachtes Modell einer Nano-Gras-Struktur darstellen. Die Stérung g4 ist
so gewahlt, dass ﬁ% + g4 ein paar Stabchen fehlen, wie in der Abbildung 3.7
visualisiert. Die Konvergenzordnung liegt in allen Beispielen bei 2, wie in
Abbildung 3.8 zu sehen ist. Die Methode funktioniert auch fiir die sttickweise
quadratischen Lagrange-Elemente und erreicht in diesem Fall die Konvergenz-
ordnung von 3 im Ort. In der Abbildung 3.8 ist zudem die benétigte Zeit zum
Losen des Gleichungssystems in Abhédngigkeit von der Zahl der gleichartigen
Computer beim parallelisierten Rechnen dargestellt. Die Computer sind mit
dem Prozessor Intel i7-4790 mit 8 x 3.6GHz Kernen und 32GB Arbeitsspeicher
ausgestattet. Wir betrachten nur den L2-Fehler auf Qf. Wenn wir zum Ver-
gleich den relativen L2-Fehler auf [—20 - 27t — 77, 7t + 20 - 277] x [0, 5] betrachten,
dann fallt dieser, bei einem nicht zu kleinem N, genauso schnell.

Auswirkungen der Wellenzahl

Als Néchstes ist in der Abbildung 3.9 visualisiert, wie sich die Wellenzahl auf
den Fehlerabstieg und die Anzahl der dufieren GMRES Iterationen auswirkt.
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Dazu haben wir u; als Referenzlosung mit v = 1 gewdhlt. Wie zu erwarten,
gibt es keinen Einfluss auf die Konvergenzordnung, die weiterhin bei 2 liegt.
Je groBer jedoch die Wellenzahl ist, desto mehr weicht I; + CA™'B von der
Identitdtsmatrix ab und desto mehr Iterationen benotigt GMRES, um das
Gleichungssystem zu losen.

Auswirkungen des Absorptionsbereichs

Nun wiahlen wir k> = 0.4 sowie u; als Referenzlésung und betrachten die
Ergebnisse fiir verschiedene v. Zusitzlich wihlen wir einen weiteren Bre-
chungsindex mit einem kleineren Absorptionsbereich, der fiir alle j € Z
durch

2, x € ([73/2,3/2] x [0,9/2]

U[—m, 7] x [0,7/2]) \ [-1,1] x [1,3],
241, x €[/, -1/4] x [7/4,9/4],
1, sonst,

ﬁ%,(x +27mj) =

definiert ist. Fiir eine reelle Wellenzahl und einen reellen Brechungsindex kann
es Oberflichenwellen geben, die zu Uneindeutigkeit der Losung fiihren. So
konnen wir auch numerisch beobachten, dass sich die Matrix A,, die aus der
quasiperiodischen Sesquilinearform af; entsteht, fiir ein kleines v > 0 und fiir
manche n € {1,...,N d_l} einer singuldren Matrix anndhert. Der Fehler in der
Losung fiir entsprechende af; wird relativ grof, was sich jedoch nicht auf den
Fehler der Gesamtlosung auswirkt, wie wir der Abbildung 3.10 entnehmen
konnen.

3.7.2. Beispiele fur das dreidimensionale Problem

Die Approximation in R? ist numerisch deutlich aufwendiger, sodass wir
weniger numerische Experimente durchfiihren werden. Wir werden hier die

zwei Referenzlosungen

eik(x%+(x2+7)2) eik(x%+x%+(x3+9)2)

UglX1, X2,X3) = B
4(x1, X2, X3) [4n(x§+x§+(x3+7)2) 4rt(x? 4 x3 + (x3+9)?)

X3

5

und

— 1 21 2, 1 2\ X3
M5(X1,X2,X3) = exp ( E(xl 1) E(JQ 2) + E(X3 5) > g
betrachten. Die Referenzlosung us ist bzgl. « eine glatte Funktion, sodass wir

ohne eine Variablentransformation und mit einer groben Diskretisierung des
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Intervalls I = [—1/2,1/2]> auskommen, um die Konvergenzordnung von 2 zu
erreichen. Die Referenzldsung 1y erfiillt die Zerlegung aus dem Regularitéts-
resultat 3.10, sodass wir uns fiir diesen Fall unterschiedlich feine Gitter von
I anschauen und die Konvergenzrate ohne eine Variablentransformation im
Vergleich zu der Konvergenzordnung mit der Variablentransformation g¢ aus
dem Abschnitt 3.6.2 vergleichen. Wir wihlen also die Konstanten R = 5 und
k? = 0.4 sowie die relative Diskrepanz zum Stoppen von GMRES bei 10~1°. Die
numerische rechte Seite JR2 f berechnen wir mit Hilfe der Approximationen
der transformierten Funktionen, die gegeben sind durch

(Tpetis) (a,x) = Y em stV —(@tmP(xa+8) gine (w/k2 — e+ m\2>

mez>
[m|<10

(siehe [LZ17a] zur Herleitung) und

1 .
(Jgreus)(a,x) = Y exp (_10(x1 —1+2mj;)?
H 2
jEZ
ljleo<10

1 . \2 1 2\ X3 2mia-(j+x)
1O(x2 2+ 271)p) +10(x3 5)) 5 ¢ :
Auch in diesem Fall miissen wir eine korrigierende rechte Seite hinzuaddieren,
da beide Funktionen die Randbedingung nicht erfiillen. Hierfiir konnen wir
analog zu dem zweidimensionalen Fall (3.19) vorgehen. Fiir den Brechungsin-

dex und die Storung wiéhlen wir fiir j € Z? die Funktionen

2, x € ([-3/2,3/2] x [1, 7] x [0,9/2]
» N U[—m, ]*> x [0,7/2]) \ [-1,1]* x [1,3],
(¥ +2mj) = 241, xe[-1,12x[1,3],
1, sonst.
und

55, x€[-1/2,1] x[0,1] x [1,7/2] U[-2,1] x [0,1] x [1,2]
q(x) = U[-1/2,1] x [-5/2,1] x [1,2],
0, sonst.

Fiir die Rayleigh-Randbedingung setzen wir alle Summanden mit Index j € Z?2
auf Null, fiir die |j|e > 10 gilt. Beide Parameter sowie die Konvergenzrate sind
in der Abbildung 3.11 zu finden. Wegen des schnellen Abstiegs der Losung us
in x-Richtung bzw. der Glattheit der Losung bzgl. a erreichen wir die Konver-
genzordnung von 2 bereits bei N = 8. Ohne eine Variablentransformation ist
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die Wahl von N > 64, zumindest fiir die verwendete Verfeinerung des Gitters
im Ort, vielversprechend. Bei der Approximation mit der Variablentransforma-
tion g¢ sehen wir leicht bessere Ergebnisse. Fiir k < 0.5 erreichen wir bereits
fiir grobe Gitter von I gute Ergebnisse.
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-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

(a) Imaginarteil des Brechungsindizes Im n% Rote Linie zeigt eine Periode an.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

(b) Realteil des Brechungsindizes Re n%, + g1. Rote Linie zeigt eine Periode an.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

(c) Realteil des Brechungsindizes Re #2 + g,. Rote Linie zeigt eine Periode an.
& pT4 g

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

(d) Realteil des Brechungsindizes Re n% + g3. Rote Linie zeigt eine Periode an.

Abbildung 3.6.: Brechungsindex und verschiedene Stérungen fiir die numeri-
schen Beispiele.



3.7. Numerische Beispiele 55

6

4

2

%0 -8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

(a) Imaginérteil des Brechungsindizes Im ﬁ% Rote Linie zeigt eine Periode an.

6

4

2

%0 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 O

Realteil des Brechungsindizes Re 7% + 4. Rote Linie zeigt eine Periode an.
& p T4 g

)]

9]

Abbildung 3.7.: Vereinfachtes Modell einer defekten Nano-Gras-Struktur fiir
numerische Beispiele.

10()
1500 —U, M = 7, N = 128,q1
—'—’U,l,M = 7,N = 128,QQ
1000 |
500
10°° . . 0 - : . -
2M = 10! 2M =107 0 2 4 6 8

(a) Relativer LZ(Qg)—Fehler abhédngig von den (b) Zeit in Sekunden zum Losen nach Anzahl
Diskretisierungen in eine Richtung 2M (Schritt- der Computer im Cluster.
weite i = 21" M),

Abbildung 3.8.: Numerische Approximation der Referenzlosungen fiir ver-
schiedene Storungen und die bendtigte Zeit der Methode.
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35t
10°
30t
25|
0y 20}
151 —k* =0.09
1071} 10+ —-—k2 =04 L
/=10
5F
—k* =18
10—6 N L n
oM — 10! =102 oM 10t oM _— 102

(a) Relativer L2(QX)-Fehler abhéngig von 2M (b) Anzahl der duBeren GMRES Iterationen

(Schrittweite i = 21=M ),

fiir das Schurkomplement.

Abbildung 3.9.: Einfluss der Wellenzahl auf die Approximation der Losung.

10° ¢

1071

1072}

1073 ¢

1074L

107°

/ = S ~ -
15} 7
7 .
/
/
/
w0}
/
\\\ / =1
™N 51 —v =103
\\ U= 1076
N\ ~
- nZ = n?
oM :. 10! oM ; 102 0 2}\1 :. 101 2)’\1 :. 102

(@) LZ(Qg)—Fehler abhdngig von 2M (Schritt- (b) Anzahl der duferen GMRES Iterationen
weite h = 21-Mp),

fiir das Schurkomplement.

Abbildung 3.10.: Einfluss der Absorption auf die Approximation der Losung.
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(a) Realteil des Brechungsindizes Re n%. (b) Imaginérteil des Brechungsindizes Im n%.

100 ¢
\ ——U4, id, N =64
m{Req = 5.5} us, go, N = 64
Lol —uy, id, £ = 0.3
U4, g6, k=0.3
s, id, N = 8
1077
107° : :
2)1[ — 101 2A\[ — 102
(c) Realteil der Storung Re 4. (d) Relativer L?(QF)-Fehler abhingig von 2M

(Schrittweite h = 21~Mpr), Standardmaéfig ist
N =32 und k? = 0.4 gewahlt.

Abbildung 3.11.: Numerisches Beispiel fiir die Approximation im dreidimen-
sionalen Raum.






Elektromagnetische Streuung an lokal
gestorten biperiodischen inhomogenen
Medien

Nach der Untersuchung des skalarwertigen Problems wenden wir uns dem
vollstandigen vektorwertigen Problem fiir die Streuung von elektromagneti-
schen Wellen an einem unbeschrénkten, biperiodischen Medium zu. Anstelle
einer Losung fiir die Helmholtz-Gleichung werden wir die Losung zu den
zeitharmonischen Maxwell-Gleichungen suchen, wobei das Medium in diesem
Fall durch die biperiodischen Parameter Permittivitdt e und Permeabilitat u
beschrieben ist. Wie zuvor nehmen wir zusétzlich eine lokale Storung der
Permittivitdt an und dass das Streuobjekt sich in einem homogenen Medi-
um befindet. Die Existenztheorie aus diesem Kapitel wurde in [Kon19a] zur
Veroffentlichung eingereicht und die numerische Methode ist Teil des zur
Verbdffentlichung eingereichten Artikels [Kon19b].

Das vektorwertige Streuproblem kann beim Weglassen der Storung und bei
der Betrachtung von quasiperiodischen einfallenden Wellen, analog zum ska-
laren Problem, auf eine Periode reduziert werden, wozu es bereits Arbeiten
gibt. So wird z. B. in [Sch03; BD00; Dob94] der Fall einer konstanten Permea-
bilitdt und in [ABO3] ein chirales periodisches Medium behandelt. In [LZ17c]
wird ein erster Ansatz fiir ein unbeschrdnktes periodisches Medium mit nicht-
periodischen einfallenden Wellen bei einer konstanten Permeabilitdt und ohne
Storung in der Permittivitat untersucht, wodurch sich die Losung der Problem-
stellung in dem iiblichen Sobolev-Raum H! befindet und die Randbedingung
keine Probleme verursacht. Wenn man das Problem fiir beliebige, also im
Allgemeinen nicht-periodische, Parameter auf dem unbeschriankten Gebiet
untersucht, so werden in der Regel die Bedingung 33753 > 0 sowie zusétzlich
weitere starke Einschrankungen an die Parameter gefordert (vgl. [HL11] und
[LZZ16]). Eine Alternative ist die Annahme einer (nicht-physikalischen) kom-
plexen Wellenzahl mit positivem Imaginérteil, wie z. B. in [LWZ11] untersucht,
welche jedoch die Problemstellung deutlich vereinfacht. Fiir unseren Bloch-
Floquet-Ansatz konnen wir beide Parameter ¢ und y ortsabhdngig wéahlen,
¢ darf zusétzlich einen lokalen Defekt beinhalten, die Wellenzahl kann reell
gewdhlt werden und die rechte Seite muss keine Periodizititsbedingung erfiil-
len. Hierzu geniigt uns die Annahme, dass ¢, u € W' (IR?), abgesehen von

4
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dem lokalen Defekt, periodisch in x sind und dass die Menge {Im ¢ > 0} eine
offene Kugel beinhaltet.

Der Losungsraum des vektorwertigen Problems wird im Vergleich zum ska-
laren Problem weniger Regularitét (bzgl. x) besitzen, sodass wir eine andere
Ausstrahlungsbedingung herleiten miissen. Diese wird eine Singularitidt im Fre-
quenzbereich besitzen und erschwert dadurch die Analysis. Um die Existenz
der Losung zu zeigen, wenden wir zunédchst den Ansatz aus dem letzten Ka-
pitel auf das Problem an, um mit Hilfe der Bloch-Floquet-Transformation eine
Familie von Problemen herzuleiten. Anschlieffend konstruieren wir eine soge-
nannte Helmholtz-Zerlegung fiir das quasiperiodische Problem, wodurch wir
das Problem in zwei Teile zerlegen und einen Unterraum mit mehr Regularitit
fir den Losungsraum erhalten. In diesem Raum konnen wir den Differential-
operator in einen koerziven Teil und eine kompakte Storung aufteilen. Dies
erlaubt uns die eindeutige Losbarkeit der einzelnen quasiperiodischen Proble-
me zu zeigen. Die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel wird dann das Mittel
der Wahl sein, um bei der Konstruktion der Gesamtlosung die Singularitét in
den Griff zu bekommen. Diese erlaubt uns zusétzlich, Regularitdtsresultate
der Losung bzgl. der kiinstlichen Variable zu zeigen, um insbesondere die
Konvergenzordnung der numerischen Methode zu verbessern. Zur besseren
Lesbarkeit wird hier das Problem mit dem perfekt elektrischen Leiter am
unteren Rand I'’ betrachtet. Die Argumente lassen sich jedoch schnell auf den
Fall tibertragen, dass das Medium sich frei im Raum befindet, oder mit ande-
ren Worten, dass sich oberhalb und unterhalb des Objektes ein homogenes
Medium befindet.

Naturgemif werden die Maxwell-Gleichungen in R® betrachtet. Das Medium
soll biperiodisch in x = (x1,x) € R? und beschrankt in x3-Richtung sein.
Die Periodizitdt des Streuobjektes charakterisieren wir durch die invertier-
bare Matrix A € R**? und setzen A* := 2(AT)~1. Die Beschranktheit des
Mediums in die x3-Richtung bedeutet, dass wir ein Ry > 0 finden konnen,
sodass das Streuobjekt in dem Streifen QR0 beinhaltet ist. Zur Vereinfachung
der Darstellung wihlen wir auch in diesem Fall A = 27, und A* = I, mit
der Einheitsmatrix I, € R?*2.

4.1. Formulierung des Streuproblems

Das gestreute elektrische Feld E sowie das gestreute magnetische Feld H mo-
dellieren wir als Losungen zu den Maxwell-Gleichungen in R3. Wir gehen
von einem inhomogenen, isotropischen Material aus, d. h. wir nehmen an,
dass die Permeabilitat y, die Permittivitdt ¢ und die elektrische Leitfiahigkeit
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o skalare Funktionen aus L*(IR%,R) sind und zudem die Abschéatzungen
u(x) > po >0, e(x) > e > 0und o(x) > 0 fiir alle x € R erfiillt sind. Durch
die Annahme, dass das Medium auf einem perfekt elektrischen Leiter liegt,
erhalten wir die Randbedingung ET’IRZX o = 0.

Wir definieren Hy joc(curl; R%) analog zu Hé,lo .(R%) und suchen das elektri-
sche Feld E sowie das magnetische Feld H als Funktionen aus Hy jo(curl; ]R%r),
die beide fiir alle R > Ry > 0 in H(curl; QR) liegen und die Gleichungen

VxE—iwuH=0, VxH-+i(we+io)E=] in 2(R%)%, (4.1a)
. . . .0 . 1 . . “1/13

div(pH) =0, div (eE n 155) = —div()) inH(R}), (41b)

Er[ge, o) =0 in L2(IR?), (4.1¢c)

mit w € Rsg, #, & 0 € L*(R%,R) und | € L*(R3)? erfiillen. Da E in
H(curl; QR) fiir alle R > 0 liegt, ist die Spur ET‘]RZX (0} wohldefiniert.

Die Substitution des magnetischen Feldes H ergibt eine Gleichung zweiter
Ordnung fiir das elektrische Feld E € H(curl; QR) fiir alle R > Ry > 0 der

Form

V x (y—lv X E> — w*E = fi=iw] in L2(R3.)3, (4.2a)
, 1 . 1 . I

div(eE) = 2 div f = = div ] in H'(R3), (4.2b)

E7| g, 0y =0 in L?(R?). (4.2¢)

Falls wir eine Losung E fiir die Gleichungen (4.2) gefunden haben, so 16-

1

sen die Funktionen E und H = on

Gleichungen (4.1).

(V x E) die urspriinglichen Maxwell-

Fiir die Problemstellung und die Existenztheorie stellen wir folgende Voraus-
setzungen:

e Die Konstante Ry > 0 soll so gewahlt werden, dass fiir ein kleines § > 0
auferhalb von QR0 die Funktionen y und ¢ + 2 konstant sind mit
o = 0. Das bedeutet, dass # = p1+ > Ound e+ 2 = ¢, > 0inR3 \ QRo—d
gelten soll. Wir legen dann die Abkiirzungen ¢, := (¢ + ) /e, und

= % sowie k? i= w?u e fest.

e Die Permittivitdt ¢, sowie die Permeabilitét y, sollen 27r-periodisch sein
und wir bezeichnen mit ¢} = ¢, + g den gestdrten Parameter mit der
Stérung g € L°(R%.), die auBerhalb von Qf° der Nullfunktion entspricht.

e Fiir die rechte Seite fordern wir, dass der Trager von f in QR0=? enthalten
ist.
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Die Bedingungen ermoglichen uns eine Ausstrahlungsbedingung festzulegen,
denn die Gleichung zweiter Ordnung vereinfacht sich oberhalb des Objektes
auf die homogene Helmholtz-Gleichung. Fiir ein gentigend kleines 6 > 0
sind die Parameter y, und ¢, konstant 1 in R3 \ QRo—9. Die rechte Seite f
verschwindet in dieser Menge, sodass fiir die Divergenz von E die Gleich-

heit div E = 0 gilt und die Gleichung (4.2a) sich komponentenweise auf die
Helmholtz-Gleichung AE + k*E = 0 reduziert. Fiir ein x € R3 \ QRo—9 fordern
wir also, dass sich das elektrische Feld fiir R > Ry als die ausstrahlende
Losung der homogenen Helmholtz-Gleichung der Form

ER(x) == % /}Rz F (E]rR) (&) e xHVIIEPE-R) g7 € ¢ (R? x (R, o))
4.3)
darstellen lisst. Wir bezeichnen mit TH”?(T'R) den Raum der Funktionen
o1 = (¢1,¢2,0)T € HY/?(TR)3. Die Wohldefiniertheit der Ausstrahlungsbedin-
gung (4.3) folgt aus dem folgenden Regularitatsresultat.

— Satz 4.1

Es sei abkiirzend Q == R* x (R, R’) mit R" > R € R. Wenn fiir eine Funktion
u € H(curl; Q) N H(div; Q) die Spur ur in TH*(9Q) liegt, so ist u ein
Element aus H'(Q) und es gilt die Abschiitzung

[l s < c<r|ur|H(cuﬂ,.Q> 1] div al| 2 ) + ||uTr|TH1/2(aQ)).

Beweis: Fiir ¢ € CP(R3)? gilt V x V x ¢ = Vdiv¢p — Ap und das Anwenden
der Greenschen Formel ergibt

3 _ dp; —
2 4. — _ , _ 1
/Q ’V(P| dx= ]; ( /Q A(P] (Pj dx+ |:/IRZ><{R’} ./]RZ><{R}:| 0x3 (Pj d5>

9
:/Q(vax¢).¢ (V div ) - 4>dx+ZURZX{R/} /]RZ><{R}] Gty A

Aus der erneuten Anwendung der Greenschen Formel folgt dann
/Q |V|? dx = / (Vx¢) (Vx¢)+dive dive dx
3
]Z; |:/]RZ><{R’ /]RZX{R}] dx3 4)] gb]

+ [/}RZx{R'} — /]RZX{R}:| e3x (Vx¢)-¢— (dive)p, dS.
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Fiir den Randterm rechnen wir nach, dass auf I' := R? x {R’}, und analog auf
R? x {R}, die Gleichung

3y
/re3 % (V % ¢) .¢_dw¢¢3+;axg¢j¢j ds
_/9 ot 2 0d - L d 2w ds
- rax2¢3¢2 ax1¢3¢1 axl¢1¢3 ax2¢2¢3
— 2Re /F (divr ¢r) §s dS

gilt. Da der Operator divy: H/*(R?)?> — H /*(R?) stetig ist, folgt damit

19112 p < Nl iy + 14V @172y + ClSTI g2 500 | 911100
(|\¢1|chrm + 11div ¢lli2() + ClIgrlrpony ) 191l

fiir alle ¢ € C°(R%)%. Wegen der Dichtheit von C§°(IR?)? in dem abgeschlos-
senen Raum {u € H(curl; Q) N H(div; Q) : ur € THY?(0Q)} gilt die Abschat-
zung fiir alle u € H(curl; Q) N H(div; Q) mit ur € THY?(3Q)). O

Wir werden eine Losung der Maxwell-Gleichungen suchen, deren Spur in
THY*(R? x {R}), R > Rg > 0, liegt und deren Losung demnach lokal um den
Rand R? x {R} eine H!-Funktion sein wird. Daraus folgt insbesondere aus
[CMO05, Lemma 2.2], dass die obere Funktion ER in H'(R? x (R, R")) fiir alle
R’ > R > Ry liegt.

4.2. Reduktion auf ein variationelles Problem

Wir wollen das Streuproblem (4.2), (4.3) auf ein variationelles Problem {iber-
fuhren. Dafiir wenden wir zundchst formell den Satz von Gauf§ auf dem Gebiet

OR an, welcher uns die Gleichung
V X <‘ur v x E> D —Kk*¢SE -7 dx
/ UV X E) - (V % 7) — KeE - vdx+/ les x (V x E) -] dS

liefert. Im Folgenden ersetzen wir die Randterme durch angemessene Randbe-
dingungen und formulieren eine Austrahlungsbedingung, sodass eine Losung
zu dem variationellen Problem auch das Streuproblem (4.2), (4.3) 16st. Da

die Spur der dritten Komponente Ej| ., fiir Funktionen aus H(curl; QR) nicht

e
wohldefiniert ist, werden wir die Ausstrahlungsbedingung in eine alternative

Form bringen, die ohne die Spur von E3 auskommt.
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In der Nihe des Randes I'® fiir ein R > Ry ist nach dem Regularitdtsresultat 4.1
die Losung E fiir ein kleines § > 0 aus H!(IR? x (R — 25, R + 25)) und lost auf
dieser Menge komponentenweise die homogene Helmholtz-Gleichung. Die
Bloch-Floquet-Transformation ist fiir s = 1,2 ein Isomorphismus zwischen den
Raumen H°(R? x (R —,R +6)) und L?(I; Hi((—m, m)?> x (R — §,R +9))).
Aus den Standard-Regularititsresultaten, wie z. B. [McL00, Theorem 4.18],
folgt, dass JgoE in L?*(I; H2((—m, 1)?> x (R —6,R + 6))) liegt. Somit ist die
Losung E ein Element aus H?(R? x (R — J, R + 6)) und insbesondere erhalten
wir fiir E auf dem Rand I'R die Gleichheit

e3 x (VX E) = VrE3 — 3? in H72(TR)3,
3

Aus der Ausstrahlungsbedingung wissen wir, dass fiir den rechten Term

der Losung die Gleichheit %% |;x = T(Er|px)(x, R) erfiillt ist, wobei wir mit

T : H/*(TR)> — H~*(TR)3 den Dirichet-Neumann-Operator aus Lemma 3.1
bezeichnen, der komponentenweise angewandt wird. Fiir den linken Term
V1E3 nutzen wir aus, dass in einer Umgebung um den Rand die Divergenz
der Losung verschwindet, also

OzdivE:divTET—f—giB in H' (R? x (R — §,R + )
3

erfiillt ist. Das Anwenden der Fourier-Transformation ergibt

i/l2 — 8P F (Bs|p ) +i¢ - F (Erlp) =0 in 12 (R?),

woraus die Gleichung

e F (E3}FR) - _\/kzifw (g.f (ET\FR» in 2 (R?)

folgt. Wir bezeichnen mit TI?IVZ(FR) den Raum

TH () := {uT € THY*(TR) ; <g - Tkzji(réﬂzl(€2> € L2(1R2)},

der fiir ur € TI?IVZ(I’R) mit der Graphennorm

2 — 1 _ 2
||uT||fg1/2(rR) = /]Rz|k2—|§|2|1/2|§ F(ur)(8)|”dg

; / 1+ 2P | Fun) (@) de
IRZ
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und dem entsprechenden Skalarprodukt ausgestattet ist. Nach der Konstruk-
—1
tion des Raumes TH /Z(FR) konnen wir die Wohldefiniertheit des Operators

N folgern, den wir im ndchsten Lemma einfiihren.

Lemma 4.2. Wir definieren fiir ¢pr € Tﬁl/z(FR) N LY(TR)3 den Operator N durch

i i
= g F i6x g, 4.4
e e = @ FOon@) . ay
Dann ist die Erweiterung N: THl/Z(FR) — THI/Z(F RN linear und stetig. Zudem
erfiillt der Operator fiir alle ¢ € Tﬁl/z(FR) die Ungleichungen

—Re <N(PT, (PT> Z 0 und —Im <N4)T,(PT> Z 0,

wobei (-,-) = (-,-) AR die duale Paarung bezeichnet.

11
TH "“(TRY'xTH '* (IR

Beweis: Fiir Elemente aus TI?I]/Z(FR) N LY(TR)3 kénnen wir den Operator N
wie in (4.4) darstellen. Fiir ¢t und ¢ € Tf\{l/z(FR) N LY(TR)? gilt nach dem
Satz von Plancherel und der Cauchy-Schwartz-Ungleichung die Abschitzung

(NG9 = G o g € F 00 ) a2

< ClIrl| g 7]

sodass der Operator N stetig auf der dichten Menge THl/z(FR) N LY(TR)3 ist
und eine stetige Erweiterung auf Tﬁl/z(FR) besitzt. Um die Ungleichungen
zu zeigen, wihlen wir Y1 = ¢ € TH"?(TR) und erhalten aus dem Satz von
Plancherel die Darstellung

—(No¢r, ¢1) = 21) /bk\/miilé'-f(fl’ﬂ!z d¢

i

2
- (271)? /|§<k \/W ¢ F(gr)|” dE,

woraus die Ungleichungen sofort erkennbar sind. ]

Den Losungsraum, in dem wir die Losung suchen werden, wahlen wir als

X = {u € H(curl; QR) : uT‘rR € Tﬁl/z(rR)f ”T‘ro - O}
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und statten diesen mit der Graphennorm

2 . 2 2
el B = el Bty + el

aus. Damit lautet die gewiinschte variationelle Formulierung:

Problemstellung 2

Suche eine Funktion E € X, sodass
ay(E,v) = /R 1N (V X E) - (V x 8) — K2E -7 dx
Q

+ /FR N(Er|x) - 07|px = T(Er|px) - Orfpe dS

- /Q fodx
fiir alle v € X erfiillt ist.

Fiir die Existenztheorie nehmen wir folgende Regularitdtsvoraussetzungen an
die Parameter an.

Annahme 2. Die Menge {Im ¢, > 0} ist nicht leer und beinhaltet eine offene
Kugel. Zudem sollen die Parameter ¢,, g und p, aus W-°(RR3.) sein und die
Schranken Im €} > 0, Im u, > 0 sowie Re &, > ¢y > 0 und Re y, > yp > 0
erfiillen.

Die Stetigkeit der Sesquilinearform ist direkt ersichtlich, da wir die Rdume
absichtlich so konstruiert haben. Nun wollen wir in Lemma 4.5 nachweisen,
dass eine Losung des variationellen Problems 2 sich zu einer Losung des
Streuproblems (4.2) erweitern lasst. Dazu benotigen wir Hilfsresultate, die wir

erst einmal zeigen werden.

Lemma 4.3. Eine Losung E € X zu dem variationellen Problem 2 ist eine distribu-
tionelle Losung zu den Gleichungen (4.2) auf QR und die Gleichung (4.2a) gilt in
L2(QR). Zudem ist die Identitiit

e3 X (V X E)’FR = N(ET‘FR) — T(ET‘FR) (4.5)
in dem besseren Raum H™'/*(TR)3 erfiillt.

Beweis: Wir passen den Beweis aus [HL11, Korollar 3.2] fiir unsere Problemstel-
lung an. Aus der variationellen Formulierung 2 folgt, dass die Losung E eine
distributionelle Losung zu der Gleichung (4.2a) in QR ist. Da die rechte Seite
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und der Term nullter Ordnung in L2(QR) liegen, muss auch V x (3~'V x E)
aus L2(OR) sein und die Gleichung gilt in diesem Raum. Aus der Definition
des Funktionals v x (V x E)‘FR mit dem &dufleren Einheitsnormalenvektor

v = e3 folgern wir, dass

[ e (V< E)| -1, dS
o 5y — ~1 (U %) LIRS .5
= QRf 0 dx /QR‘H, (VXE) (Vxv)+k®E -vdx (4.6)

- /rR N(Er|x) - 01|k — T(ET|p&) - 07|12 dS

fir alle v € HY(QR)3 N X erfiillt ist. Der Parameter ¢, gleicht in Randna-
he der Einsfunktion, sodass E € H(div;R? x (R — §,R)) fiir ein § > 0
gilt. Fiir die Losung E ist die Spur in TH"?(TR), sodass aus dem Satz 4.1
E € H'(R? x (R —6,R))? folgt. Zudem reduziert sich in diesem Streifen die
Gleichung komponentenweise auf die homogene Helmholtz-Gleichung, sodass
die Normalenableitung von E an TR wohldefiniert ist und in H /2(TR)3 liegt.
Demnach gilt fiir E die Identitat

e3 x (V x E) = VrE; — %1 H 2(TR)3,
aX3
die keine Singularitat besitzt. Wir wihlen nun eine beliebige Testfunktion
¢ € C°(R%) und betrachten fiir 7 > 0 die Funktionen ¢!, i = 1,2,3, die durch
95 =0,
F(@) (& x3) = xqpizlzm3 F (9i) (&, x3)

fiir i = 1,2 definiert sind. Die Funktion ¢7 = (¢7,¢7,¢1)" liegt somit in
H'(QR)3 N X und erfiillt die obere Gleichung. Wenn wir nun ¢ in die Glei-
chung (4.6) einsetzen und # — 0 laufen lassen, folgt die Gleichung (4.5) in
dem Sobolev-Raum H ™ /?(TR)3, O

Im letzten Beweis von Lemma 4.3 wurde insbesondere das Argument fiir das
folgende Korollar gegeben.

Folgerung 4.4. Fiir eine Losung E € X des Problems 2 ist ET‘FR wohldefiniert und
liegt in H'/?(T'R)3,

Damit konnen wir nun das anschlieSende Lemma beweisen, welches die
Verbindung zwischen dem variationellen Problem und dem Streuproblem
herstellt.



68  Kapitel 4. Elektromagnetisches Streuproblem fiir gestorte periodische Medien

Lemma 4.5. Falls E € X fiir ein R > Ry das variationelle Problem 2 lost, dann ist
die Fortsetzung zu E' auf R%, mit E' := E in OR und

Ep(x) = [ | f(ET)(C) ExiVIETRC R g @7a)

/ N2SnE |¢|2 (- F(Er)(g)) et VR0 gz (4.7p)

fiir x € R3\ QR eine Lisung des Streuproblems (4.2), (4.3) in R>.. Zudem ist E’
eine Losung zu dem variationellen Problem 2 fiir alle R > R und fiir ein geniigend
kleines 6 > 0 gilt E' € H'(QR' \ QRo=9)3 fiir alle R’ > Ry.

Beweis: Der Beweis ist aus [HL11, Korollar 3.3]. Zunédchst zeigen wir die
Wohldefiniertheit der Ausstrahlungsbedingung (4.7). Wegen der Annahme,
dass die Spur der Losung aus THY 2(TR) ist, folgt aus [CM05, Lemma 2.2],
dass Ef € HY(R? x (R,R’))? fiir alle R’ > R gilt. Wir definieren fiir die
Indikatorfunktion x

I :
A1) = Xqgi<an) g\/%) sowie  f2(8) = x(jg>21) gJ(iT’é?

und betrachten

/ fi(E piCxH VI2—[E2 (x5~ dé’ E3 _/ fo(E lé‘~1+i\/k2—|é‘\2(X3—R) de.

Da f, keine Singularitat beinhaltet, gilt (1 + |¢]?)"* f2(¢) € L?(R?) und infol-
gedessen ist nach [CM05, Lemma 2.2] die Funktion E3 € H!(R? x (R,R’)).
Andererseits folgt aus der Cauchy-Schwartz-Ungleichung und aus der Tatsa-
che, dass die Spur Et in dem Raum THVZ(FR) liegt, dass [¢]*f1(¢) € L'(IR?)
fiir alle s > 0 erfiillt und demnach E3 aus dem Raum C*(IR? x (R, R’)) ist. In
Lemma 4.4 haben wir gezeigt, dass N(Er|x) in dem Raum H 72(TR) liegt
und daraus folgt insbesondere, dass auch f; aus diesem Raum kommt. Wegen
des kompakten Tragers des Kernels f; folgern wir somit E} € H/?(T'®) und
erhalten insgesamt E} € H*(R? x (R,R’)).

Durch die Anwendung der Fourier-Transformation und Lemma 4.3 rechnen

wir nach, dass

VxVxE -KE =0 in R% \ OF,
es X E'|x = e3 X E| auf T,
e3 X VX E'| g = e3 x V X E| auf TR

erfiillt ist. Damit ist die Fortsetzung E’ eine Funktion aus H(curl; QF') fiir alle
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R’ > R und 16st die Maxwell-Gleichungen. Die Regularitit zeigen wir, indem
wir eine Abschneidefunktion an die Losung multiplizieren und den Satz 4.1
anwenden, um die Abschitzung der H 1_Norm auf den kleineren Streifen zu
erhalten. O

Aus der H!'-Regularitit der Losung E € X des variationellen Problems in
der Umgebung des Randes 'R folgt insbesondere, dass die Spur der dritten
Komponente Ej existiert und sich darstellen ldsst durch

-1

Damit erfiillt die variationelle Losung die Ausstrahlungsbedingung (4.3). In

F(E3) = in H7>(TR).

diesem Abschnitt haben wir das Streuproblem auf ein variationelles Problem
zurtickgefiihrt. Der Operator (N — T'), den wir fiir die Randbedingung (4.5)
hergeleitet haben, wird als Calderon-Operator bezeichnet. Dieser beschreibt
die Relation zwischen dem elektrischen und magnetischen Feld, wenn man
diese fiir ein R > 0 von R? auf die Menge R? x {R} einschrénkt. Wegen der
Identitat H =
die Gleichung

144 V x E aus (4.1a) muss fiir die Spur auf 'R mit R > Ry

iwp
e3 X (V X E)|x = iwpy (e3 X H)|px

erfiillt werden. Genau diese Beziehung zwischen dem magnetischen und
elektrischen Feld charakterisiert der Calderon-Operator. Alternativ kann man
den Operator als ein Analogon zu dem Dirichlet-Neumann-Operator des
skalaren Problems sehen. Die Ausstrahlungsbedingung (4.7) ist fiir alle Punkte
x € R3 \ OF eine Funktion aus C* und 16st eindeutig das klassische Problem

VxVxER—KER =0 in R? x (R, o)
ER =Er auf TR
J _x 0 0 R
aixgEg = —aixlEl‘rR - TQC'ZEZ‘FR auf I’

EX erfiillt Sommerfeldsche Ausstrahlungsbed.

Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung an die dritte Komponente wird
aufgrund der Neumann-Randbedingung fiir die Eindeutigkeit benotigt. Die
Funktion EX erfiillt damit insbesondere die Ausstrahlungsbedingung (4.3). Fiir
weitere Details sei auf die Dissertationsschrift [Rit09] verwiesen.

4.3. Existenztheorie fur periodische Permittivitaten

Analog zu der Analyse der skalaren Gleichung betrachten wir zunédchst den
ungestorten Fall, dass beide Parameter y, und ¢, periodisch in x sind. Dazu
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verwenden wir die Bloch-Floquet-Transformation sowie die Helmholtz-Zerle-
gung, um ein alternatives Problem herzuleiten. Fiir dieses Problem konnen
wir die eindeutige Losbarkeit zeigen und anschlieflend mit Hilfe der Sherman-

Morrison-Woodbury-Formel die gesuchte Losung zu konstruieren.

4.3.1. Alternatives variationelles Problem auf einem
beschrankten Gebiet

Die Bloch-Floquet-Transformation iiberfiihrt das variationelle Problem auf eine
Familie von quasiperiodischen variationellen Problemen in einem beschrank-
ten Gebiet. Zundchst werden wir die Problemstellung der quasiperiodischen
Probleme herleiten, die nicht auf ganz I wohldefiniert sein werden. Deswegen
setzen wir die Menge der Singularititen A wie in (3.5) als

A={ael:|a+j =k fireinjeZ?}.

In diesem Fall betrachten wir das Streuproblem fiir Funktionen, die quasipe-
riodisch in x-Richtung sind, sodass sich die Ausstrahlungsbedingung zu der
Rayleigh-Ausstrahlungsbedingung dndert und sich damit auch die Randbe-
dingung anpasst. Wir werden das Problem punktweise in a € I betrachten,
wofiir wir abkiirzend u, = u(a,-) fiir ein u € L?(I; L*(Q))? schreiben.

Wir definieren fiir « € T\ A den Raum X, als
Xy = {E € Hy(curl; OF) : Eatlps € THYA(TE), Earlpg = 0},

wobei H,(curl; OF) der Teilraum der L?(QF)-Funktionen ist, die in den ers-
ten zwei Komponenten a-quasiperiodisch sind und der curl-Operator (den
wir haufig mit Vx abkiirzen) nach L?(QF) abbildet. Der Raum soll mit der
Graphennorm ausgestattet sein und die Spur einer Funktion aus X, auf T}
kann als Fourier-Reihe dargestellt werden (siehe dazu Abschnitt 2.3). Da der
transverse Teil einer Funktion nur auf dem Rand genutzt wird, werden wir im
Folgenden fiir EQ,T‘F{J{ vereinfacht E, r schreiben, um die Notation simpler zu
halten.

Analog zum kontinuierlichen Fall in Abschnitt 4.2 passen wir fiir die Wohlde-
finiertheit der Sesquilinearform in dem Raum H, (curl; Q) die dritte Kompo-
nente der Ausstrahlungsbedingung an, sodass wir die ersten beiden Kompo-
nenten der Losung E, € X, durch die Rayleigh-Ausstrahlungsbedingung und
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Eu3 fiir x € R? x (R, 00) durch
1 — ) .
Et{ifﬂ(&/ X3) =~ Z E ((X]' . (EIX,T)]'> e_w‘j'l‘*‘lﬁf(x?a—R)
i ]

fortsetzen. Analog zu Lemma 4.2 weisen wir die Wohldefiniertheit von N,
nach.

Lemma 4.6. Der Operator N,: TH/*(TY) — TH/*(TR)', der fiir eine Funktion
¢r € TH/2(TR) N LY(TR)? definiert ist als

Na@r) (@) = o T (- (g ) e,

21 e e a2

ist fiir alle & € 1\ A wohldefiniert, linear und stetig. Weiterhin gelten fiir alle
¢r € TH/*(TX) die Ungleichungen

—Re <Na¢T/ (PT> Z 0 und —Im <Na¢T, (PT> Z 0

Beweis: Fiir ein festes a mit |a + j| # k fiir alle j € Z? ist der Operator
wohldefiniert und zudem offensichtlich linear und stetig. Die Ungleichungen
rechnen wir direkt nach durch

(N pr) = X oy )| +1 © oy (),
jez? /|oc]-|2—k2 ] iz k2—|oc]-|2 ]

|Déj‘>k

Wie im kontinuierlichen Fall wollen wir die Wohldefiniertheit der Randbedin-
gung in den Losungsraum fiir das variationelle Problem in der Integralform
einbauen. Somit definieren wir den Losungsraum X = L2,(I; X,) durch

by [

- (ita,7),
L2 (LX) = uel®(X,): / "I da < oo
I

L TP

und versehen diesen mit der Graphennorm
—— 2
e A p Cen)]
u u( +
12,(I;Xy) & K2 = |a |2|1/z

sowie dem entsprechenden Skalarprodukt. Eine Folgerung aus Proposition 2.8
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und Korollar 2.14 ist, dass X das Bild von X unter Jg. darstellt. Dies halten
wir an dieser Stelle als Lemma fest.

Lemma 4.7. Es gilt die Identitit Jg.X = L2,(I; X,) = X.

Wir formulieren nun das dquivalente Problem:

Fiir f € L2(I x Q) suchen wir E € L2(I; X,), welches die Gleichung

//R WYV x By) - (V % Ty) — K26, Ex - T dx da
1/

# [ [ NaBar) T = Tu(Bur) - Tz dS d (4.8)
0

= fu-Ta dxd
/1/()§fa Uy dx da

fiir alle v € L2,(I; X,) lost.
Die Sesquilinearform ist nach der Konstruktion des Raumes L2 (I; X,,) wohlde-
finiert. Das folgende Lemma zeigt die Aquivalenz der variationellen Probleme.

Lemma 4.8. Die Funktion E € X lost das variationelle Problem 2 im Streifen QR
genau dann, wenn E = (JgeE) € L2(I;X,) das alternative variationelle Pro-

blem (4.8) mit f := (Jref) lost.

Beweis: Fiir den Term im Volumen und den Operator T kann der Beweis analog
zu der Gleichung (3.3) gezeigt werden. Was zu zeigen bleibt, ist die Aqui-
valenz fiir N. Wir nutzen eine Abschneidefunktion x|z x>} flir einn > 0
und betrachten F 1 (X{|\§|*k|ZW}F(N(ET))>‘ Dann zeigen wir die Aquivalenz
analog zu T in Lemma 3.4 und lassen anschliefsend 1 — 0 laufen. O

Nun wollen wir zunéchst die Eindeutigkeit zeigen. Hierzu verwenden wir
ein Resultat zur eindeutigen Fortsetzbarkeit fiir die Maxwell-Gleichungen,
welches wir aus [Oka02] zitieren.

Proposition 4.9. Es sei U C RR® eine zusammenhingende, offene Menge und die Pa-
rameter p, sowie ¢, aus W (IR®) gegeben. Wenn E die Maxwell-Gleichungen (4.2)
mit rechter Seite f = 0 lost und auf einer offenen Menge verschwindet, so verschwin-

det E in ganz U.

Beweis: Dieses Resultat wurde in stiarkerer Form in [Oka02, Theorem 2.3]
gezeigt. O

Mit diesem Resultat der eindeutigen Fortsetzbarkeit konnen wir, analog zu
dem skalaren Problem, die Eindeutigkeit einer Losung zeigen. Das halten wir

in dem folgenden Lemma fest.
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Lemma 4.10. Unter der Annahme 2 gibt es maximal eine Losung fiir das Problem
in der Integralform (4.8).

Beweis: Es sei E eine Losung des Problems (4.8) fiir f = 0, so gilt fiir alle
ve L2(X,)

0= /1 [ 7 (VX E) - (V x8) = e By -, dx d
0
+ /I/Fg Nzx(Ex,T) 'Ea,T - TIX(EOC,T) 'sz,T dS da.
Demnach ist nach Lemma 4.6 die Ungleichung
0= /I/QR(Im UV x Eal? — K2(Im &,)|Ea|? dx da
0
+1Im /I/FR (Nx — To) (Eur) - Ear dS da

g// —K*(Im ¢&,)|E,|* dx da <0
1Jag

erfiillt, woraus insbesondere E, = 0 auf {Im ¢, > 0} fiir fast alle a € I folgt.
Die Eindeutigkeit erhalten wir infolgedessen aus der Proposition 4.9. O

Somit ist es hinreichend eine Lésung in dem Raum L2, (I; X,) zu konstruie-
ren, die dann automatisch eindeutig ist. Das variationelle Problem (4.8) steht
unter einem Integral {iber « € I. In diesem Fall haben wir keine kompakte
Einbettung des Losungsraumes L2, (I; X,) in L2(I x Qf) vorliegen, um die
Fredholm-Alternative anwenden zu konnen. Deswegen 16sen wir das Problem
punktweise in « € I, wodurch wir durch die Helmholtz-Zerlegung die kom-
pakte Einbettung erhalten. AnschliefSend konstruieren wir eine Losung des
Problems (4.8). Das variationelle Problem ist punktweise in & € I\ A definiert
als: Suche E, € X,, sodass

a“(ga,va) — /R ,‘Mfl(v % EX) . (v % 50‘) _kZSrEx T, dx
QO
+ | Nu(Ewr) - Tag — Ta(Earr) - Tar dS (4.9)
0
= fu(0a)

fiir alle v, € X, erfiillt ist.

4.3.2. Helmholtz-Zerlegung des Losungsraumes

Wir wollen spéter die Fredholm-Alternative nutzen, um aus der Eindeutigkeit
der Losung des Problems die Existenz der Losung zu folgern. Dazu werden wir
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den quasiperiodischen Differentialoperator in einen koerziven Teil und eine
kompakte Storung auftrennen. Um die Kompaktheit zu zeigen, benotigen wir
mehr Regularitit, die wir durch die Helmholtz-Zerlegung des Losungsraumes
erhalten. Wir werden im Folgenden zweimal die Helmholtz-Zerlegung auf den
Raum X, anwenden, damit wir zusédtzlich zur Regularitit noch eine passende
Randbedingung in den reduzierten Losungsraum integrieren konnen.

Fiir die Zerlegung fithren wir zwei Hilfsprobleme ein, deren Losungsrdume
durch W := H}(QF) bzw. Wy := {w € W : w = 0 auf T§} gegeben sind. Wir
erinnern daran, dass wir mit H!(QF) den Raum der H}(QF)-Funktionen w
bezeichnen, fiir die w‘rg = 0 erfiillt ist. Die Sesquilinearform b(er) soll fiir alle

¢, v € X, definiert sein als

b (9, 0) = /QR e, dx — /FR (Nx — T) (¢r) - 7 dS.

0

Fiir Funktionen aus X, ist die Sesquilinearform wohldefiniert und stetig. Fiir
w € HI(OF) ist Vw in Hy (curl; QOF), sodass aus dem Spursatz fiir H, (curl; QF)
die Distribution (Vw) ‘rg x e3 ein Element aus H, /?(T})? ist und die Identitst
(Vw)}rg X e3 = VT(w}Fg) gilt.

Fiir den ersten Teil suchen wir eine Losung aus Wy, sodass die Randterme
der Sesquilinearform b(¢) (¢, v) entfallen und wir das folgende Hilfsproblem
betrachten.

Lemma 4.11. Fiir ein F € W] besitzt das Problem

div (K%, Vw) = —F in Qf
w=0 auf TYU TR

eine eindeutige Losung w in Wy.

Beweis: Die variationelle Formulierung lautet: Suche ein w € Wy, sodass

b (Vw, Vo) = /R F-vdx firalle v € Wy erfiillt ist.
QO

Da die Spuren von Wp-Funktionen auf dem Rand verschwinden, folgern wir
die Koerzivitdt des Differentialoperators aus der Abschédtzung

Re b (Vw, Viv) = Re /QOR e, Vol® dx > Keo || Vool [F o)

zusammen mit der Poincaré-Ungleichung. Somit folgt aus dem Satz von
Lax-Milgram A.4 die eindeutige Losbarkeit des Problems. O
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Fiir das zweite Hilfproblem suchen wir eine Losung aus W mit einer speziellen
Randbedingung.

Lemma 4.12. Fiireina € I\ Aund G € H,"/*(T') besitzt das Randwertproblem

div (K%, Vw) =0 in Qf

3:’ +k2divy (N, — T,) (Vrw) = kG auf T§
3

w=0 auf T

eine eindeutige Losung w in W. Falls e, in WY*°(IR®) und G im besseren Raum
Hy/*(TR) liegen, so besitzt w mehr Regularitit und ist ein Element aus H2(QF).

Beweis: Da die Funktionen a-quasiperiodisch am Rand sind, gilt fiir den j-ten
Fourier-Koeffizienten (Vrw); = —ia; @;. Fiir den Randterm erhalten wir

K2Re (Byw,w) = — Re /R (Ne — T,) (V) - V1@ dS
IﬂO

1 . .
= ¥ ———— (3P + (2 = [P @52)
>k /o> = 2
2
_ 12 || 2
=k ) K2 — |a; |22 w;|” = 0.
‘{X]'|>k )
Demnach folgt die Invertierbarkeit des Differentialoperators analog zu Lemma
4.11.

Kommen wir zu dem zweiten Teil der Aussage bzgl. der Regularitiat der
Losung. Die Argumentation kann analog zu Abschnitt 2.3 aus [Gri85] gefiihrt
werden, welche wir hier skizzieren werden. Im Endeffekt geniigt es fiir den
Halbraum Q := (—m, )% X (—oo,R) und fiir die Losung v € H(Q) des
variationellen Problems zu

—Av+0v=0 in O (4.11a)
v

— +Bww=0G auf T§ (4.11b)
aJC3

die Abschatzung |[v|[p2(0) < C (HZ)HH;(Q) + HGHH;/Z(Q)) zu zeigen. Um die
Losung dieses Problems zu konstruieren, konnen wir analog zu der Herleitung
der Ausstrahlungsbedingung vorgehen und eine gewohnliche Differentialglei-
chung fiir die Fourier-Koeffizienten 16sen. Somit erhalten wir die Darstellung

Giy /K2 — |a; |2
B R | Ll T )

iz [ = a2\ 1+ [y P + il P
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wobei die H2(Q))-Norm wie in [CM05, Lemma 2.2] durch die Hy/?(TX)-Norm
der rechten Seite G abgeschitzt werden kann. Mithilfe einer Faltung mit dem
Losungsoperator fiir das Problem —Av + v = f in (—7, 71)? x R erhalten wir

die Abschitzung der H2-Norm der Losung mit einer zuséitzlichen rechten
Seite f € L2(Q)) im Volumenterm von (4.11) (vgl. [Gri85, Lemma 2.3.2.4]).

Dann teilen wir fiir ein gentigend kleines 6 > 0 das Gebiet QOF in QX ? U D
mit D == Of \ OF%. Aus Standard-Regularititsresultaten folgt, dass die
Losung w auf ng‘s in H? liegt (siehe z. B. [McL00, Theorem 4.18]). Durch die
Multiplikation einer Abschneidefunktion y € C®(—oo, R) mit x(x3) = 0 fiir

|x3 — R| > 26 und x(x3) =1 fiir |[x3 — R| < ¢ und der Fortsetzung von yw mit
Null von D auf Q) erhalten wir die Gleichung —A(xw) + xw = f der Form
(4.11a) mit einer rechten Seite aus L2(D) und G als Randbedingung. Daraus

folgt die H-Regularitat der Losung w auf QX \ Qg’d und somit insgesamt
auf ganz QF. O

Da der Parameter ¢, in Randnidhe konstant ¢, = 1 ist, konnen wir fiir eine
Funktion u € X,, die distributionell div(e,u) = 0 erfiillt, die Spur von u3 auf
I'R definieren und diese liegt in H /?(I'X). Die vier Rdume

Y, = {u € X, : div(e,u) = 0} und \N/j = {u eXp:u=Vw, we WO}
sowie
Y, = {u € Yy : Kuugs = — divy [(Nx — Tyt 1] € H‘W(rg})}
und
Y= {ue?a:u:Vw, weW}

sind deshalb wohldefiniert.

Lemma 4.13. Die Teilriiume Y, und 170% von X, sind abgeschlossen und der Raum
X, lisst sich durch die Zerlegung X, = 17“ & YD} darstellen.

Beweis: (i) Abgeschlossenheit von YL: Es sei eine Cauchy-Folge {Vw, }nen
aus Y;- gegeben. Fiir ein Vv € Y;- reduziert sich die X,-Norm auf || V|| L2(OR)-
Dementsprechend ist {@, },en eine Cauchy-Folge in dem abgeschlossenen
Teilraum W, und besitzt einen Grenzwert @ in diesen Raum. Aus der Norm-
Identitét folgt dann wiederrum, dass die Folge { VW, },en in dem Raum X
gegen Vw fiir n — oo konvergiert.

(ii) Abgeschlossenheit von Y,: Wir zeigen, dass Y, der Kern des Operators
P € L(X,,W)), P: il +— b®) (i, V), ist, woraus die Abgeschlossenheit folgt.
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Offensichtlich ist Y, Teilmenge von N(P). Sei also & € N (P), dann ist fiir alle
¢ € CP(OF) zum einen V¢ € X, und zum anderen

0 = b (if, V) = / e,V dx
OO

erfiillt. Damit gilt div (e, i) = 0 im distributionellem Sinne, woraus wir i € Y;-
schlieflen.

(iii) Zerlegung von X,: Wir wahlen E € X,, dann existiert nach Lemma 4.11
die eindeutige Losung w € Wy des variationellen Problems

b)) (Vaw, Vo) = b (E, Vo) fiir alle v € W.

Die Funktion & := E — V@& € X, erfiillt somit iy € THY Z(Fg) und die
Gleichung
0= b (if, Vo) = / K2e,il - V5 dx
of

fiir alle v € W. Damit ist # ein Element aus Y,.

(iv) Eindeutigkeit der Zerlegung: Es sei i = V@ € Y, N Y. Wir wihlen
F = div(e,u) = 0, sodass nach dem Lemma 4.11 @ die Nullfunktion sein muss
und insbesondere u = 0 gilt. O

Wenn wir &, € W1'°°(Q§) wihlen, dann gilt fiir Funktionen # aus Y, die

Ungleichung

Ve
€

ler lwimog) |
O @) | gy, (412)

|| diV1/~l||L2(Q§) S ‘

u
ooy P00 <
sodass Y, nach Satz 4.1 ein Teilraum von H!(QR)3 ist. Zudem erhalten wir die
Norm-Aquivalenz der H'(Qf)3-Norm und der X,-Norm auf dem Raum Y.

Als Néchstes zerlegen wir Y, noch einmal mit Funktionen aus W, um eine
Randbedingung zu integrieren.

Lemma 4.14. Es sei e, € WY°(QR). Die Teilriume Y, und Y;- von Y, sind abge-
schlossen und der Raum Y, lisst sich zerlegen in Y=Y, ® Y

Beweis: (i) Die Argumentation fiir die Abgeschlossenheit von Y;- verlauft
analog zu Lemma 4.13, nur, dass sich die X,-Norm einer Funktion Vo € Y,j
auf

Vol = 11901y + 119701 B,
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reduziert und die Cauchy-Folge im Teilraum {u € W : Vru € TH/*(T})}
konvergiert.

(ii) Wir definieren den Operator P € £(Y,, W) als P: u + b()(4,V-) und
zeigen Y, = N'(P). Sei also u eine Funktion aus N (P), fiir die div(e,u) = 0 gilt
und uz € H/?(T'X) wohldefiniert ist. Wenn wir nun ein ¢ € C3°(R3) wihlen,
das nicht auf dem Rand verschwindet, dann erhalten wir nach der Anwendung
des Satzes von Gaufs die Identitat

0 = b (u, Vi) = /R Kuzp — (N, — Tp)ur - Vi dS.
1—‘O

Wegen der beliebigen Wahl von ¢ € C°(R?), ist u ein Element aus Y,.

(iii) Zerlegung von Y/a: Wir wihlen u € 17“, dann ist die rechte Seite G :=
K%z + divy [(Ny — To)uir] € H,72(TY), denn fiir alle ¢ € Hy*(TR) gilt die
Abschétzung

/r (Ny— To) (ifw) - Vi dS
0
Y. ~ _ o
<CY (L4 7 |- dir) |2 ¢+ ( — |aj[?)(a - iir) @
jez?
S CH leT ‘I/ZT"H;3/2(1"(1){)H4)HH;/2(I‘§) S C"LA[T"THa_l/z(r(I)?)H(PHH;/Z(F(I)?)'

Nach Lemma 4.12 existiert also die eindeutige Losung w € W zu dem variatio-
nellen Problem

bE) (Vw, Vo) = b (1, Vo) fiir alle v € W.

Aus der Annahme ¢, € W'®(QR) und der Abschitzung (4.12) folgt die
Inklusion Y, C H}(QR)3. Somit ist die rechte Seite G aus Hy?(TX) und aus
Lemma 4.12 folgern wir w € H2(QX). Insbesondere gilt u := i1 — Vw € Y,,
denn ur € TH,/2(TX) und fiir alle v € W ist die Gleichung

0=b")(u, Vo) = /R KPe,u - Vo dx — /R (Ny — Ty) (ur) - Vo dS
of T

0
erfullt.

(iv) Eindeutigkeit der Zerlegung folgt aus Lemma 4.12, wenn wir fiir u =
Vw € Y, NY; die rechte Seite G = k*u3 + divy (N, — Ty) (ur) = 0 wahlen. [

Nachdem wir die Zerlegung festgelegt haben, kénnen wir jede Funktion
aus X, durch die Summe von drei eindeutig definierten Funktionen aus
Y,, Yi- bzw. Y- darstellen. Wir verwenden die Zerlegung des Raumes, um
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ein reduziertes variationelles Problem auf dem Teilraum Y, zu erhalten. Sei
hierzu E = ug + Vwg + Vg € X, die Losung zu dem variationellen Problem
und v = u, + Vw, + V@, € X, mit Ug, Uy € Y., Vwg,Vw, € YaL und
Vwg, Vi, € \7,,% Wegen der Zerlegung und nach den Lemmata 4.11 und 4.12
sind wg € W und wg € Wy die eindeutigen Losungen zu

b (Vawg, Vawy) = /Q far Vg dx, b (VT V) = /QR o Vi, dx
0 0

fir alle w, € W und w, € Wy. Dementsprechend reduziert sich das Problem
auf:

Suche ein ug € Yy, sodass fiir die rechte Seite

Qu(tly) == /Rf”‘ Uy dx — a, (Vwg, uy) — ay(VWg, uy)
QO
= /QR (fa +k28,V(wE —HEE)) Uy dx
0

- \/I-R (ND( - Tpé) (vaE) 'ﬂv ds
0
die Gleichung

ag(UE, Uy) = Qu(Uy)  fiir alle u, € Yy erfiillt ist. (4.13)

4.3.3. Eindeutige Losung des quasiperiodischen Teilproblems

Nun betrachten wir das quasiperiodische variationelle Problem. Wir zeigen
die eindeutige Existenz der Losungen, die wir spater fiir die Konstruktion der
gesamten Losung verwenden werden. Definiere hierzu fiir ein festes « € T\ A
und fiir ein geniigend grofes p > 0 die Sesquilinearform af, fiir alle u, und v,
aus Y, durch

b (i, 0y) = /QR 1, N (V X uy) - (V X Dy) + oty - Ty dx
0
+ AR Noc(uuc,T) : 5zx,T - sz(“a,T) : 5uc,T dS
0

+C ) Y- (14| (ua,r); - (0a1),
jez?

mit der Konstanten

e (1t )"

Cka) = o sup oI
270 e K2 — |aj?[2
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Mit anderen Worten konnen wir die Sesquilinearform a, in

a (g, 0g) = ab (s, 05) — /R(p +k%e,) g - Ty dx
rO

—C(k2,a) ¥ (14 [a7) ™2 (), - (01);

jEZ?

zerteilen. Wegen der Regularititsannahme 1, € TH,/?(TX) fiir den Raum Y,
ist der letzte Term eine kompakte Storung. Damit haben wir die Sesquilinear-
form a, in einen koerziven Operator und eine kompakte Stérung aufgeteilt,

was wir nun zeigen werden.

Fiir e, € WY (QR) und ein hinreichend grofles p > 0 ist die Sesquilinearform

aby koerziv auf Y.

Beweis: Fiir die Randbedingung gilt

1 —1/2 — 2 1/2 — 2
o 5 sl =R) " g ()| (o2 = 82) 7 ()|
]'EZZ,‘D(]'|>]<
1 -1/2 — 2
2o ¥ (PR (e el = K [,
jeZz,|:xj|>k
— 2
_ R Gur)
21 jeZ?, |5k (|1x]-]2 _ kz)l/z
und infolgedessen
Re /r§ [No = To] i) T 45 > ~CO) [l 1 g

Wir haben ¢, € WY (QR) vorausgesetzt, sodass aus der Abschitzung (4.12)
die Ungleichung || div uaHLz o) — Co|ute |L2 afp = < 0 folgt. Somit erhalten wir
fir den Term im Volumen d1e Abschatzung

Re /Ryr’l(qu,X)-(V X Uy) 4 p Uy - Uy dx

> ||.“r||Loo OF) |V X”«H QR3+pHu“||

>C1||V><”rxHLZQR +Cl||d1V”w||L2(Qg) (P‘ClCZ)H”aH%Z(Qg)S'

Eine analoge Rechnung wie im Beweis von Satz 4.1 ergibt fiir v € HL(QX)3:

3
V x o2 + | div of? dx = / Voi2 + 2R / divy o7) B3 dS,
Jog IV ol ldivol dv = 32 [ Vo +2Re [ (divror) oy

0
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woraus fiir den Volumenterm insgesamt

Re /Ryr‘l(qua)-(Vxﬂa)+pua-ﬁa dx
QU

> G H”aH%{l(Qg)a + (o — CG) ||u“||%2(Q§)3

+ 2C1 Re / (diVT Lt,X,T)ﬁalg ds

R
1—'0

folgt. Aus der Randbedingung an den Raum Y, rechnen wir nach, dass

—

K3 (tt03); = —(divy (Na — Ta) (7)),

. —ia; Y . [12 27,
=1 | ————— %" (Ma,T)j) —iy/k* — ‘“j\ (”zx,T)j
( K2 — |a;|? (

1 — _—
= ————(I[* (&) - (tto7); ) + (& = |o;*) (- (ua1);
2 — |ch|2 ( ] ( ] ]) ( ] ) ( ] ]))
R )
—iy /K2 — |2

gilt. Dementsprechend ist der Randterm nicht negativ, denn

g — 1 — |2
2C1 Re /R(dIVT ua,T) Uy 3 ds = 2C1 Z ’DC]' . (”a,T)]" > 0.

) jez?,aj|>k 4/ |2 — k2

Insgesamt erhalten wir fiir die Sesquilinearform a; die Abschatzung

Re af (utg, iz) > C H”aH%p(Qgﬁ +C(p) HuﬂtHiZ(Qgﬁ ¢ H”aH%ar
sodass die Sesquilinearform koerziv auf Y, ist. O

Um die Fredholm-Alternative zu nutzen, miissen wir noch die Eindeutigkeit

zeigen.

Lemma 4.16. Falls die Annahme 2 erfiillt ist, dann gibt es fiir alle x € T\ A eine
eindeutige Losung u, € Y, zu der Gleichung

Ay (Uy, V) = Qu(va)  fiir alle v, € Y.

Beweis: Nach dem letzten Satz 4.15 und aufgrund der kompakten Einbettung
von H}(QF) in L2(QX) nach [McL00, Theorem 3.27] kénnen wir den Differen-
tialoperator in einen koerziven Teil und eine kompakte Storung aufteilen. Aus
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dem Satz von Lax-Milgram A .4 folgern wir, dass die Fredholm-Alternative A.3
angewandt werden kann, wenn wir die Eindeutigkeit zeigen. Dies konnen wir
analog zu Lemma 4.10 zeigen, denn es gilt

— -1 2_ g2 2

O—/Qg (Imyr )|V><u,x\ k“(Im &,) |uy|” dx
+Im /r (Na = To) (tor) - T dS
0
< / —Kk*(Tm &,) |ug|* dx <0,
05

woraus u, = 0 auf {Im ¢, > 0} folgt. Die Eindeutigkeit erhalten wir anschlie-
8end aus der eindeutigen Fortsetzbarkeit nach Proposition 4.9. O

4.3.4. Konstruktion der Losung

Damit haben wir bewiesen, dass es punktweise eine eindeutige Losung in
X, gibt. In diesem Abschnitt wollen wir das Hauptresultat der Existenz der
eindeutigen Losung fiir den ungestorten Fall beweisen.

— Satz 4.17

Die Existenz von eindeutigen Lisungen u, in X, fiir alle & € T\ A fiir das a-
quasiperiodische Problem (4.9) impliziert die Existenz einer eindeutigen Losung
() == uy aus L2,(I;X,) des Problems in der Integralform (4.8). Fiir die
Losung it € L2,(I; X,) gilt zudem die Abschiitzung

1812 1% < 1Al 2gxom)- (4.14)

Fiir den Beweis zeigen wir, dass der Losungsoperator, der bisher nur auf I \ A
definiert, sich stetig auf den Abschluss I fortsetzen ldsst und infolgedessen
gleichméflig beschrankt ist. Die gleichméaflige Beschranktheit erlaubt uns dann
die Abschidtzung (4.14) zumindest in der L?-Norm iiber I zu zeigen, womit
bewiesen wire, dass die zusammengesetzte Funktion # in LZ(I ; }?a) liegt.
Anschlieflend muss noch gezeigt werden, dass u auch in dem gewichteten
Raum L2, (I; X,) liegt und die Abschitzung (4.14) entsprechend gilt. Zunzchst
halten wir fest, dass die Sesquilinearform a, stetig aufSerhalb der Singularitaten
ist, was analog zu Lemma 3.9 gezeigt werden kann.

Lemma 4.18. Es sei die Annahme 2 erfiillt. Dann ist der Losungsoperator zu der
Sesquilinearform a, stetig auf I \ A.
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Wir betrachten nun die Konvergenz des Losungsoperators L,, wennx — & € A
lauft. Wir wéhlen also erst einmal ein festes @ € A und betrachten die Menge

Lh={j€eZ*: a+j =k} (4.15)

mit endlicher Kardinalitdt. Wir zerlegen den Randoperator N, in zwei Teile,
indem wir die Singularititen auslagern. Dafiir definieren wir fiir & € T\ A
und fiir u, € X, und x € I"g

1 —in; N
Na (o, 7) (x) = | == 7](%‘(%1)]-)6 iajx

1 —ia; —\
E E $ ((X] . (uzx,T)]') e lajx

i€l 1/k2 — |DC]‘|2

= N,X(u,x,T)(&) + Na(”a,T)(X)r

wobei Na(um) fur alle a aus einer Umgebung U(a) N I von a@ wohldefiniert
ist. Durch

loj: Hy(curl; Of) = C, uyr> (a+7)- (ta,1);s
wird ein lineares und stetiges Funktional definiert und wir kénnen Na(ua,T)
umschreiben als

~ _ 1 —1i —_—
/r Nt ) B dS = 5= Yl (0) oy (00).

Wir formulieren eine Sesquilinearform s,, die nur die Terme von a, ohne die

Singularitdten beinhaltet und die fiir u,, v, € X, durch
Su(Ua, Vy) == /QR yr_l(V X Uy) - (V X0y) — k?e,u, - Ty dx
0

+ /I“R Noc(urx,T) : 5oc,T - sz (uac,T) 'Ea,T dS
0

definiert ist, sodass das Problem (4.9) geschrieben werden kann als

atx(uouva) - S(x(uuc/ vzx) - ! ! llx‘<uﬂl) lﬂl/(le> = fﬂé(vﬂf)‘

27 [ Sk = a2
Durch den Satz von Riesz ldsst sich die Gleichung in eine Operatorgleichung
der Form

1 i

— 5= —F— (uzx/ Zocj) Zaj = Ya
270 (e JI2 — |2

Sully (4.16)
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mit s, (Uy, Vy) (Saua,va)H(Cuﬂ;Qg), laj(va) = (va,za],)H(Cuﬂ;Qg) und der rech-

ten Seite fu(va) = (Yu, Va) p(cura) flir alle v, € Hy(curl; OF) umformulieren.

Lemma 4.19. Unter der Annahme 2 ist der Operator S, stetig invertierbar und die
Abbildung o — S\ ist gleichmiifig stetig in einer Umgebung um Q.

Beweis: Die stetige Invertierbarkeit des Operators S, ldsst sich analog zu dem
quasiperiodischen Problem aus Abschnitt 4.3.2 zeigen und die gleichméfiige
Stetigkeit kann analog zu Lemma 3.9 gezeigt werden. O

Um die Notation im Folgenden zu vereinfachen, sollen die |J;| Elemente
{zo; e, als {zm} =1, || umnummeriert werden und die dazugehérigen o
als a™ bezeichnet werden. Wir definieren den Operator Z:: X, — C!kl und
dessen adjungierten Operator Z,: C/il — X, durch

2]
Zy:o= {(vzm)emt e, ) und  Zot x Y (% em) zm-
m=1
Da jedes z,,, m = 1,...,|Jz|, fur ein anderes j € J; steht, ist die Menge
{2Zm}m=1,.,),| linear unabhingig, woraus insbesondere N'(Z,) = R(Z;)* =
{0} folgt. Wir definieren weiterhin die Diagonalmatrix
. il s Il i 1 ; _
D,: CVil — Cal ey s ———c—¢, furallem=1,...,|J|,

27T /K2 — llxm|2

dann ldsst sich die Operator-Gleichung (4.16) schreiben als

(Sa + ZuDyZ) Uiy = Ya.

Lemma 4.20. Unter der Annahme 2 ist der Operator Z;:S;' Z, - C!il — Clhal stetig
invertierbar in einer Umgebung um o.

Beweis: Wegen den Voraussetzungen an die Parameter ¢, und y, ist S, stetig
invertierbar. Da wir auf dem endlichdimensionalen Raum C!/z! sind, folgt die
Invertierbarkeit aus der Injektivitat.

Angenommen der Operator ist nicht injektiv, dann wéhlen wir ein v aus dem
Kern NV'(Z:S;1Z,) \ {0}. Da der Kern von Z, trivial ist, gilt w := S;1Z,v # 0.
Andererseits erfiillt w die Gleichung

0= (Z;S;lzav,v> = (s;lzav,zav) = (W, Saw) el

clal Clal

= (Sﬂlwl w)cl]@\ = Stx(wl ZU)
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und analog zu dem Beweis der Lemma 4.16 konnen wir zeigen, dass w =
0 gelten muss. Dadurch entsteht ein Widerspruch und der Operator muss
bijektiv sein. ]

— Satz 4.21

Es sei die Annahme 2 erfiillt. Dann ist in einer Umgebung U(x) C I\ A um @
die Gleichung

(Sa + ZuDoZy) Uy = Ya (4.17)

eindeutig losbar und der Losungsoperator lisst sich in dieser Umgebung schrei-
ben als

-1
S —5:17, (D;l + z;s;lz,x) z:s:1. (4.18)

Beweis: Die Invertierbarkeit von (4.17) haben wir in Lemma 4.16 bewiesen. Fiir
eina €1 \ A, das geniigend nah an @ ist, ist die invertierbare Matrix D, L hah
genug an der Nullmatrix, sodass aus Lemma 4.20 und der Neumannschen
Reihe A.1 die Invertierbarkeit von D, ! + Z}S,1Z, folgt. Demnach werden alle
Bedingungen der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel aus Satz 2.17 erfiillt
und wir konnen die Inverse von S, + Z,D,Z; wie in (4.18) darstellen. O

Nun konnen wir den Satz 4.17 beweisen.

Beweis von Satz 4.17: Fiir jede Wellenzahl k > 0 verlaufen die Singularititen
aus A auf endlich vielen Teilstiicken eines Kreises durch I. Somit gibt es
fir alle @ € A eine Folge von {a;}7; C I\ A, die gegen @ konvergiert. Es
sei U(®) eine kleine Umgebung um @. Die Operatoren S; !, Z,, D;! und Z}
sind stetig (fortsetzbar) auf U(a). Nach der Neumannschen Reihe A.1 ist
dementsprechend auch (D! + Z:S,17)~! stetig auf U(®). Die Darstellung
der Sesquilinearform a, aus (4.18) konvergiert fiir x — & gegen

—1 —1
s;1-s 1z, (D;l + z;s;lza) 7:St = s - sz, (zgs;lza) 7:51

bzgl. der Operatornorm auf £()Af,x), denn nach Lemma 4.20 ist der Grenzwert
wohldefiniert.

Damit ist die Abbildung « — L,, wobei L, der Losungsoperator des qua-
siperiodischen Problems (4.9) ist, stetig fortsetzbar und infolgedessen sogar
gleichmigig stetig auf I. Daraus folgt, dass es eine von a unabhingige Konstan-
te C > 0 gibt, sodass sup,.7 ||L«|| < C gilt. Deshalb ist die zusammengesetzte
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Funktion #i(a, ) := u, ein Element aus L?(I; X, ) und lost das Problem (4.8).
Zu zeigen bleibt, dass & € [2(I; X,) ist und die Abschitzung (4.14) gilt.

Da fiir « € T\ A die Summe (N, (i4s,7), 4o ) nur aus Summanden mit negati-
vem Realteil und verschwindendem Imaginarteil oder negativem Imaginarteil
und verschwindendem Realteil besteht, konnen wir diese abschitzen durch

3L 1R e g ()P < | B e (0) T ()

2 i j€l /K> — laj|?

i
< 27 | g (e, ta) | + | 270 Ao (U, ) + Y —ee—
j€ls \/ k2 = |aj[?

<27 || fallpe QR)H”aHLZ(Qg) + 270 [Su (U, Ut ) |

< C (I1fl By + [t ua)]) -

Lo (1) Ly (1a)

Aus der Stetigkeit der Sesquilinearform s, konnen wir den restlichen Teil
weiter abschétzen durch

(1t 4a) | < C (Crana + Rler [y + 112 ) ) sl < CIfal 22

Somit erhalten wir die gewiinschte Abschitzung

T 1R =l ey ) P e < oo,

lier

sodass i € L2(I;X,) gilt und die Losung die Stetigkeitsabschitzung (4.14)
erfiillt. O]

4.4. Existenztheorie fur eine lokal gestorte
Permittivitat

In diesem Abschnitt betrachten wir das Streuproblem mit einem lokal gestorten
Parameter ¢,. Wir bezeichnen mit &} die gestorte Permittivitdt und nehmen
ohne Einschrankungen an, dass der Trager supp(q) der Storung q := €} — ¢,
in Of enthalten ist. Zudem soll der Imaginirteil des gestdrten Parameters
nicht kleiner sein als Null, also Im &} > 0 gelten, wie unter der Annahme 2
vorausgesetzt.

Definiere die zwei Raume Y und Y+ durch

Y = {u € X : div(esu) =0} = J, (LZ(IY))
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und
Yr={ueX:u=Vw, weW}=Jg (st(l??f» :

Da die Bloch-Floquet-Transformation und partielle Differenzierbarkeit ver-
tauschbar ist, gilt dementsprechend die Zerlegung X =Y & Y.

Lemma 4.22. Die Teilriiume Y und Y+ von X sind abgeschlossen und der Raum X
liisst sich zerlegen in X = Y @ Y.

Somit konnen wir jede Funktion aus X durch die Summe zweier eindeutig
definierter Funktionen aus Y und aus Y~ darstellen. Es sei w € H(l,(QR) die
eindeutige Losung zu

/szerVw Ve dx = /Rf- V¢ dx fiiralle ¢ € H)(QR),
Q Q

die nach der Poincaré-Ungleichung und nach dem Lemma von Lax-Milgram
existiert. Dann ldsst sich das Problem reduzieren auf:

Suche ein u € Y, sodass

ag(u,v) = /QRf -odx —a,(Vw,v) = g(v) fiirallev € Y erfiillt ist. (4.19)

Satz 4.23

Falls Annahme 2 erfiillt ist, dann existiert eine eindeutige Losung E € X fiir
das variationelle Problem 2.

Beweis: Wie wir gerade gesehen haben, miissen wir nur noch zeigen, dass
das Problem (4.19) durch eine eindeutige Funktion u € Y gelost wird. Wegen
der Regularitdtsvoraussetzung an ¢, gilt nach dem Satz 4.1 die Einbettung
Y C HY(OR)3. Damit ist nach [McL00, Theorem 3.27] die Sesquilinearform
I: XxX—C,

l(u,v) = /QR —k?qu - dx,

eine kompakte Stérung des Differentialoperators, denn u € H'(QR)3 und g
besitzt den Trager in Q{f. Wir miissen noch die Eindeutigkeit zeigen, um die
Fredholm-Alternative nutzen zu konnen. Es sei dazu u eine Losung fiir die
rechte Seite f = 0. Wegen der Bedingung Im ¢ > 0 und dem Lemma 4.2
kénnen wir die Sesquilinearform durch 0 < [,z —(Im €$)]u|? dx < 0 abschiit-
zen. Aufgrund der Annahme, dass Im ¢, > 0 auf einer offenen Teilmenge von
OR\ OF gilt, verschwindet u auf dieser Teilmenge. Die Eindeutigkeit folgt
nun aus der eindeutigen Fortsetzbarkeit nach Proposition 4.9. O
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4.5. Regularitat der Losungen bzgl. der
Quasiperiodizitat

In diesem Abschnitt betrachten wir die Regularitdt der Losungen des Prob-
lems 2 bzgl. der kiinstlichem Variablen a der Bloch-Floquet-transformierten L6-
sung. Dies konnen wir z. B., analog zu dem skalaren Problem in Abschnitt 3.6,
fiir eine bessere Approximation der diskreten inversen Bloch-Floquet-Transfor-
mation verwenden. Zunédchst betrachten wir die Regularitdt fiir das ungestorte
Problem und folgern daraus die Regularitdt im gestorten Fall. Wir bezeichnen
weiterhin A als die Menge aller a € I, fiir die es ein j € 72 mit la + j| = k gibt,
und definieren J; fiir ein @ € A wie in (4.15).

— Satz 4.24

Es sei die rechte Seite f, € L?>(QR) analytisch in « € 1. Dann ist die Losung
Eo € X, zu dem (ungestorten) quasiperiodischen variationellen Problem (4.9)
stetig in & € R? und analytisch in & € 1\ A. Fiir ein & € I\ A, dass nah an
einem & € A liegt, gibt es Funktionen E} und Egj € X, j € Ja, die analytisch
von « abhingen, sodass E, dargestellt werden kann als

Eo=Ey+ ) (/K — a2 EZ. (4.20)

j€la

Beweis: Fiir « € I\ A ist der Differentialoperator analytisch bzgl. a, sodass
auch die Losung analytisch ist. Wir miissen also nur zeigen, wie sich die
Losung in der Néhe einer Singularitit verhilt. Wenn a nah genug an @ liegt,
dann ldsst sich nach dem Satz 4.21 die Inverse des transformierten Differen-

tialoperators darstellen als
-1
s;1-s.1z, (D;l + z;;s,;lza) Z:s:1.

Die Operatoren Z, und Z} sind analytisch in « € [ und analog zum Lemma 3.9
konnen wir die Analytizitit von S; ! zeigen. Damit ist ebenso der lineare Ope-
rator G, == (Z}S;'Z,)~! nach Lemma 4.20 wohldefiniert und nach dem Satz
{iber die Neumannsche Reihe A.1 analytisch. Wenn die Norm der Matrix D, !
klein ist, die mit halber Ordnung gegen Null lauft fiir « — ®, dann ldsst sich
der Satz iiber die Neumannsche Reihe A.1 auf (D, ! + Z#S;'Z,)~! anwenden,

sodass sich der Operator fiir analytisch von a abhidngigen Operatoren U},
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m=20,...,|Jz|, und fiir ein Vektor v € Cll darstellen l4sst als

[ee]

(D,;l + z,,*;s,;lz,%)*1 v = (GaD,;l + Iw)fl Gav = — l;) (G,,(D,f)l Gav

|Ja|
= Ujo+ Y /K2 —|am U}
m=

1

Demnach lésst sich auch E, = S; ' fy — S;1Z, (D1 + Z;‘S;lZ“)fl Z:S 1 fyin

die behauptete Form zerlegen. O

Nun betrachten wir das Streuproblem fiir eine Storung g € W*(QF), die
nicht verschwindet. In diesem Fall ldsst sich weiterhin ein analoges Resultat

zeigen.

— Satz 4.25

Es sei JgeE € L2 (I; X,) die Bloch-Floguet-Transformierte der Losung E € X
zu dem lokal gestorten variationellen Problem 2 mit einer rechten Seite f aus
L2(QR), fiir die Jra f analytisch in o € 1 ist. Dann ist JroE stetig in € R?
und analytisch in o € I\ A. Fiir ein « € 1\ A, dass nah an einem @ € A liegt,
gibt es Funktionen E} und Eij € Xu, j € Jz, die analytisch von a abhingen,
sodass Jg: E dargestellt werden kann als

JwE=Ey+ ) ([ |aj|2 EL . (4.21)

j€la

Beweis: Der Operator K;: X = JpeX — LX(I x QF), il qJ g i, bildet
Funktionen aus X auf Funktionen ab, die konstant in « und somit insbesondere
analytisch bzgl. « sind. Es sei A der Riesz-Operator des Bloch-Floquet-Trans-
formierten invertierbaren Differentialoperators, K, € L£(X) der Riesz-Operator
zu K; und fdie Riesz-Darstellung von Jg:f. Dann erfiillt die Losung Jg-E
zu dem lokal gestorten Problem aus X = L2, (I; Hy(curl; QF)) die Gleichung

JE=A"f—-AKE inX.

Nach Satz 4.24 bildet A~! analytische Funktionen bzgl. « auf Funktionen
der gewiinschten Form (4.21) ab. Da sowohl f als auch qu fir alle w € X
analytisch bzgl. a sind, muss dementsprechend auch JR:E die gewiinschte

Form annehmen. O

Bemerkung 4.26. Es gentigt eine rechte Seite, die sich analog zu (4.20) zerlegen

lasst, um die Zerlegung fiir das gestreute Feld zu erhalten.
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4.6. Bloch-Floquet-Transformation-basierte
numerische Methode

Als Néchstes wollen wir die numerische Methode aus Abschnitt 3.5 auf das
vektorwertige Problem erweitern, deren Losungen die Maxwell-Gleichungen
erfiillen. Auch in diesem Fall wenden wir die Bloch-Floquet-Transformation
an und stellen die quasiperiodischen Funktionen durch periodische dar. Damit

erhalten wir die alternative Formulierung;:

Suche ein w € L2,(I; Xy), sodass
/ . yr_l [(V —ia) X wy] - [(V —ia) x Ty] — k*e,w, -0, dx da
1Ja
+ //R Na (wrx,T) : 5oc,T - Ta (wzx,T) : 5ac,T dS da
1 JTE
+ /I/Qg —k*e“ (T w) - T, dx da
=: [ dy(wy,vy) da +E(w,v)

I
:/If,x(v,x)da

fiir alle v € L2 (I; Xo) erfiillt ist.

Das Intervall I diskretisieren wir, analog zu dem skalaren Problem, durch
dquidistante Punkte af;, n =1,2,..., N2, N € N, die durch

IXN.— _7+7+

. _1+L |n=D/Nn] 1 1 (n—1) mod N
2 2N N ' 2 2N N

definiert sind. Fiir jeden Diskretisierungspunkt bezeichnen wir mit ¢}, ein
Element aus der Knotenbasis { lpﬁl}nNil der lokal konstanten Funktionen, wo-
bei jede die Bedingung % (I¥) = 6, (n) fur I¥, := af, + [~1/2N,1/2n]? erfiillt.
Der Losungsraum der quasiperiodischen Probleme X ist nun ein Teilraum
von H(curl; QX), der durch die Nédélec-Elemente statt der Lagrange-Ele-
mente konform approximiert wird. Fiir die Numerik werden wir den Finite-
Elemente-Raum aus den Nédélec-Elementen erster Ordnung aufspannen, die
nur aus Kantenelementen bestehen, da wir die diskrete inverse Bloch-Floquet-
Transformation nur fiir Kantenelemente mit ausreichender Konvergenzrate
implementiert haben. Fiir die anderen Elemente, genauer die Flachen- und
Volumenelemente, miissten wir die Anzahl der Verfeinerungen erhohen. Dies
geht jedoch schnell {iber die Ressourcengrenzen der zur Verfiigung stehenden

Rechner hinaus.

Wir beschreiben in Kiirze, wie die Kantenelemente auf dem Referenzquader
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C = [0,1]? definiert sind. Es sei Qe der Raum der Polynome auf C mit der
maximalen Ordnung a in X1, b in X, und ¢ in X3 fir X € C. Wir definieren den
Raum

P:={p=(p1r2ps3):p1€ Qo1 P2€ 101, P3 € 110},

der die Dimension dim P = 12 hat.

Definition 4.27. Es sei C der Referenzquader und t der Tangentialvektor einer
Kante von C. Dann besteht die Menge der Freiheitsgrade (erster Ordnung) auf
IP aus den linearen Funktionalen $, die fiir eine Kante ¢ durch

(i) = /A (F-7) ds

beschrieben sind.

Damit kénnen wir, nach der Festlegung der Orientierung unserer Tangential-
vektoren, die 12 Elemente {@n }12: 1 € P fir C angeben durch

1= (1—-%)(1—33) e, =51 (1-133) e
=% (1-133)e, pyi=—(1-31)(1—%3)er,
s = %1 (1 — 1) e3, Y6 = X1 X302,

{;7\7 = —X1X3€3, 1,58 = (1—-2x2)X3e,

P = (1— %) X3e, 10 = —X2 %301,

1?11 =1-x1)(1—1x2)e3, @12 =—(1—x1) Xy e3.

Jede diskrete Funktion wird als lineare Kombination dieser Kantenelemente
(fiir jeden Quader) approximiert. Wie wir sofort erkennen, nimmt ein Kanten-
element nur auf einer Kante den Wert 1 und den Wert 0 auf den restlichen
Kanten an. Es sei nun 7 eine Triangulierung von (Tg = [~m, 7]? x [0,R], die
aus 8™ Quadern besteht, sodass Qig = UTGTT erfiillt ist und die nattirliche
Zahl M € N fiir die Anzahl der Verfeinerungen steht. Bezeichne mit M die
Anzahl der Kantenelemente fiir 7, ohne die Elemente, fiir die wir die ho-
mogene Dirichlet-Randbedingung stellen. Wir bezeichnen dann mit {¢Amz}mM:1
die Menge aller Kantenelemente. Die inverse Bloch-Floquet-Transformation
approximieren wir durch die Multiplikation des Faktors e " wobei x™ der
Mittelpunkt der Kante ist, auf der das m-te Kantenelement der Einsfunktion
gleicht. Definiere dann den Finite-Elemente-Raum V%%‘WGH als

N2 M
Vo= {5("‘fx) =3 ) "R (a) ¢ (x), 0" € C}. 4.22)
n=1m=1
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Wir setzen Jv := e**Jpov fiir v € L2(I x QF) und suchen dann die Finite-
Elemente-Funktion w € VII\\;[%‘WH, die die Gleichung

/aa (@(a,-), 5w, ) da+ b(a@,7) :/I/Qg(jf)-ﬁdx da

I

fur alle v € V]I\\]/I?\%‘WEH erfiillt. Analog zum skalaren Problem approximieren
wir die Sesquilinearformen durch | 1 Ea(lp?\,cpé\z, PRer) da ~ %ﬁ% (zpé\z, 477\171)

sowie
b (@ gl ~ b (@, v
= —k? /Qg N T g <j*1z6) L dux

~ 1 M 1 b 1 m
~ e L vV (¢ )

und suchen fir die diskreten rechten Seiten F,, ,, die fur alle m =1,..., M
und alle n = 1,..., N? durch

Fun = Nz/ / a,-) - ¢t dx da
" SRS Tf@) M
definiert sind, die diskrete Losung

1,1 LM 21 N2M 1
W:(w S W, LW S -

M (N24+1)xM
.,uM) eC ,

diefirm=1,..., M und n = 1,...,N? das lineare Gleichungssystem

M

Y@ ag, (9l 9) +l_£u’ﬂ b (@ ¥ ) = Fuan

1=1
1M
m —iafx™ mnm
Uy N2 Ele w"™" =0
n=

16st.

Die Konvergenztheorie fiir die diskrete inverse Bloch-Floquet-Transformation
iibertragt sich von dem skalaren Problem auf diese Problemstellung. Was
noch fehlt, ist die Konvergenztheorie fiir die Finite-Elemente-Methode der
quasiperiodischen Probleme mit den Maxwell-Gleichungen. Darauf gehen
wir an dieser Stelle jedoch nicht ein und verweisen auf die Artikel [Bao97]
und [Bao95], in denen die Konvergenz fiir die Maxwell-Gleichungen zweiter
Ordnung fiir das magnetische Feld und die Konvergenz der Methode fiir die
Helmholtz-Gleichung untersucht wird. Aus der Konvergenztheorie fiir andere
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Problemstellungen, ldsst sich fiir reguldre Losungen E(a, -) aus H'(QF)3 mit
(V x E)(a,-) € H'(QF)? eine Konvergenzordnung von 1 in der L?(QF)-Norm
sowie in der H(curl; QX)-Norm erwarten (vgl. [Mon03, Theorem 6.6]). Wir
werden nur die Konvergenzordnung in der L?(QF)-Norm analysieren, die in

den numerischen Beispielen sogar schneller absteigt.

Wir l6sen das lineare Gleichungssystem, analog zum skalaren Problem, indem
wir das Schurkomplement 16sen. Fiir die Matrix A nehmen wir diesmal jedoch
die Identitdtsmatrix als Vorkonditionierer. Die unvollstindige LU-Zerlegung
hat sich ndmlich schnell einer singuldren Matrix angenédhert, wenn man den
Randoperator N, in die Differentialgleichung einfliefien lasst. Dadurch hatte
die Startschdtzung eine sehr grofie Norm und war weit von der Losung
entfernt. Bei M = 4 und a« = (0.375,0.125) hatte die Startschitzung sogar
eine Norm von numerisch unendlich bei doppelter Genauigkeit (NaN, not-a-
number) und GMRES brach ab.

4.7. Numerische Beispiele

Kommen wir zu den Beispielen fiir die numerische Methode des vektorwerti-
gen Problems. Hierfiir betrachten wir die Funktion u4 aus Abschnitt 3.6.2,

LIS S 5)2> %

1
ug(x1,x2,X3) = exp (—(x1 —1)% - 0 "

10

und definieren

Uy Ots/oxz — s/ x
El:=1| 0 sowie E?:= | uy
0 —3“4/8x1

Beide Funktionen erfiillen die homogene Randbedingung auf I'’ und sind
ausreichend schnell abfallend in x, sodass wir mit einer groben Diskretisierung
von I auskommen. Weiterhin betrachten wir die Referenzldsung

E3(x) _ 2‘) eik(x%+(x2+7)2) eik(x%+x§+(x3+9)2) X3
o An(x2+x3+ (x3+7)2)  4n(x2+x3+ (x3+9)2)| 5°

Fiir die relative Permittivitit wihlen wir

2, x € ([-3/2,3/2] x [1, ] x [0,9/2]

U[—m, 7]? x [0,7/2]) \ [-1,1]* x [1,3],
2+1i, xe[-1,12x[1,3],
1, sonst,

e (x4 2mj) =
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mit j € Z? und als Stérung wéhlen wir

55, x€[-1/2,1] x[0,1] x [1,7/2) U [-2,1] x [0,1] x [1,2]
q(x) = U[-1/2,1] x [-5/2,1] x [1,2],
0, sonst.

Beide Parameter sind in der Abbildung 3.11 visualisiert und weniger regulér
als in der Theorie vorausgesetzt. Als Wellenzahl wihlen wir k? = 0.4 und fiir
die Permeabilitit betrachten wir einmal die konstante Funktion p5 ! := 1 sowie

() §sin(xy) sin(xz) (cos (£x3) +1) +1, x € [—m, 7> x [0,3],
H1 R sonst.

Das Gebiet soll weiterhin durch R = 5 begrenzt werden. Wir verwenden
GMRES mit einer relativen Diskrepanz von 1071° und fiir die Fourier-Reihen-
Darstellung der Randbedingung setzen wir alle Summanden mit Index j € Z?2
auf Null, fir die |j|e > 10 gilt. Die rechten Seiten berechnen wir analog zu
Abschnitt 3.7.2, indem wir die Bloch-Floquet-Transformation komponenten-
weise auf die Referenzlsungen anwenden. Die Referenzldsungen erfiillen
nicht die gewiinschte Randbedingung auf I'}, sodass wir auch in diesem Fall
diese Abweichung zur rechten Seite hinzuaddieren.

Die Ergebnisse der Approximation sind in der Abbildung 4.1 dargestellt. Fiir
E' und E? erreichen wir fiir Ur = o eine Konvergenzordnung von 1.49 bzw.
1.16 in der L?(QF)-Norm und fiir E* eine Konvergenzordnung von 1.73. Wenn
wir u = p1 wihlen, so steigt die Konvergenzordnung bei E? sogar auf 1.29. Wir
haben fiir die Beispiele die Identitdt als Variablentransformation verwendet,
die bei diesem groben Gitter im Ort bereits ausreichend gut ist.
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109,

1071}

1 -2 L

-2 2 0 oM 10!

(a) Isofldchen von p; ! = ™. (b) Relativer L?(QF)-Fehler abhingig von 2M
(Schrittweite i = 21-M ) fiir standardmaéfiig
N=4,k=04und p;' = pg".

Abbildung 4.1.: Numerische Beispiele fiir das vektorwertige Streuproblem.






Rekonstruktion der Storung

In diesem Kapitel betrachten wir das Inverse Problem der Rekonstruktion
der Storung. Hierfiir werden wir drei Messoperatoren fiir das skalare Streu-
problem definieren, wobei der erste Operator die Storung auf die ganze Welle
in OF abbildet, der zweite Operator die Welle nur als Randmessung auf I'{
als Messdaten hernimmt und der dritte Messoperator die Storung auf das
Fernfeld abbildet. Das Ziel ist, bei Kenntnis des periodischen ungestorten
Brechungsindizes und der rechten Seiten sowohl den Trdger als auch den
Wert der Storung zu approximieren. Wir analysieren die entstehenden Inver-
sen Probleme auf Eindeutigkeit der Rekonstruktion, wofiir wir sogenannte
complex geometrical optics verwenden, um aus Messungen der gestreuten Welle
am Rand die Eindeutigkeit der Storung zu zeigen, sowie auf Schlecht-Ge-
stelltheit. Dann wenden wir das inexakte Newton-Verfahren CG-REGINN
auf die Messoperatoren an, um numerische Beispiele fiir die Qualitdt der
Rekonstruktion zu geben und die Konvergenz der Methode bei abfallendem
Rauschlevel zu untersuchen. Iterative Verfahren fiir nicht-lineare Probleme
sind typischerweise ableitungsbasiert (vgl. [CK13, Kapitel 5]). Deshalb wer-
den wir die Fréchet-Ableitung der Messoperatoren sowie deren adjungierten
Operator analytisch berechnen.

Das Kapitel ist hierbei wie folgt unterteilt: Wir werden zunédchst das Inverse
Problem fiir die Rekonstruktion der Stérung im Brechungsindizes des skalaren
Streuproblems betrachten. Im zweiten Abschnitt werden wir das Newton-
Verfahren auf das vektorwertige Streuproblem anwenden, um die Stérung in
der Permittivitdt zu rekonstruieren. Das erste Unterkapitel wurde als Teil von
[KL19] verdffentlicht und das zweite Unterkapitel als Teil von [Kon19b] zur
Veroffentlichung eingereicht.

5.1. Newton-Verfahren fitir das skalare Streuproblem

Fiir die Fréchet-Differenzierbarkeit benotigen wir eine offene Menge als Defini-
tionsbereich der Messoperatoren. Diese werden wir als Erstes definieren. Fiir
jedes go € L*(QF) mit Im go > 0 ist das Streuproblem eindeutig 16sbar. Fiir
d € {2,3} ist nach [Eva98, Section 5.7] der Raum H'(QF) stetig eingebettet
in L*(QF). Damit erhalten wir fiir ein hinreichend kleines 5(gg) > 0 und

5
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ein g € L2(QF°) mit ||g — qo||L2(Q§(J < (q0) sowie fiir jede Funktion u und

v € H'(QR) die Abschitzung

)

g (11, 0)] < [ag, (1, 2) | + K19 = ol 2y 1] | s ey 1] | s ey

< (Cyo + Co(q0)) |l () [0 [ 1 2%) -

Daher ist fiir ein kleines J(qo) die Sesquilinearform a, eine kleine Storung
von a4, weshalb der Satz {iber die Neumannsche Reihe A.1 die Invertierbar-
keit des Differentialoperators a, garantiert. Wir definieren die Menge Q als
Definitionsbereich der Messoperatoren durch

Q== |J Bsy(q0) S L*Og°),
GoEL™(OF)

Im gp>0
wobei B0y (90) € L?(QF) ein offener Ball in L2(Qf) um die Stérung go aus
L*(QF) ist. Wie wir gerade gesehen haben, ist die Sesquilinearform und der
Losungsoperator fiir jedes 4 € Q wohldefiniert. Wir beschreiben nun die
Messoperatoren, fiir die wir das Newton-Verfahren anwenden wollen. Der
erste Messoperator soll die gesamte gestreute Welle auf der Menge QF als
Daten liefern.

Definition 5.1. Der Operator A, : L2(OF0) — L2(OR) bildet eine rechte Sei-
te f € [2(Q°) auf die auf OF eingeschrinkte Losung ug, € H'(QR) des
Problems 1 mit der Sesquilinearform a,, ab. Wir definieren den Messoperator

A:Q C LHOF) = £ (IO, L)), 9 A,
der eine Stérung g € Q auf den Operator A, abbildet.

Fiir den zweiten Messoperator betrachten wir nur die Daten auf dem oberen
Rand I'§ der Menge OF.

Definition 5.2. Es sei Ag,: L2(QR0) — H'(QF) wie der Operator A, von oben
definiert, nur mit H'(QR) als Bildraum, und VIR HY(QR) — HY>(TY) der
Spuroperator. Wir definieren den Messoperator S durch

R ~
S:Q—=L (Lz(QOO),LZ(Fg)) ;4 YR Ag,
der die gestreute Welle nur auf einer Periode des oberen Randes misst.

Als dritten Messoperator betrachten wir 7, der fiir eine Stérung g € Q die
rechten Seiten aus Lz(ng) auf das Fernfeld der gestreuten Welle abbildet.
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Warum wir das Bild des Operators als Fernfeld bezeichnen, werden wir im
nédchsten Kapitel 6 ndher betrachten. Den Operator konnen wir auch ohne
weitere Charakterisierung eines Fernfeldes hinschreiben.

Definition 5.3. Es seien erneut der Operator /~\q0: L2(QR) — HY(OR) wie
oben definiert und der Spuroperator vz : H' (QR) — H"2(T'R) gegeben. Wei-
terhin sei mit F die Fourier-Transformation bezeichnet und der Hilfsoperator

M: H/>(TR) — L2(B(0)) durch

¢ =i = 2Fl5 5

definiert, wobei By (0) C R die abgeschlossene Kugel um 0 mit dem Radius
k ist. Wir definieren den Messoperator 7 durch

T:Q— £ (120f), 12(B:(0)), 9~ MoyroA,.

5.1.1. Injektivitat der Messoperatoren

Wir wollen die Eindeutigkeit der Rekonstruktion bzw. die Injektivitdt der Mess-
operatoren zeigen. Fiir den ersten Messoperator A konnen wir die Injektivitat
relativ einfach nachweisen.

Lemma 5.4. Es seien qq und qp zwei Storungen aus Q, deren Triiger in QX beinhaltet
ist. Falls die Gleichung Ny = Ny, erfiillt ist, so gilt g1 = q».

Beweis: Sei die rechte Seite f € L?(Qf°) zunéchst fest und betrachte die zwei
Losungen u; und u, zu dem variationellen Problem 1 mit den Sesquilinearfor-
men a,, bzw. a4,. Auf dem Gebiet QOf stimmen beide Losungen iiberein, da
Ag = Ay, gilt. Somit 16st w := u; — up € H'(QR) das variationelle Problem

o Vw- Vv — kznfgwﬁ —K*qiwo dx — /rR Twov dS = /QR —Kk*(q1 — q2)u2 @ dx,
und verschwindet insbesondere auf Qf \ supp(q1 — q2) # 0. Die Anwendung
des Satzes iiber die eindeutige Fortsetzbarkeit 3.6 impliziert, dass u; = u, auf
OR\ OF, und infolgedessen auf ganz OF, gilt. Demnach ist fiir alle v € H'(QR)
die Gleichung

/QR(ql —q2)up v dx =0,

erfiillt und es folgt aus dem Fundamentallemma der variationellen Rechnung
(91 — g2)up = 0 fast tiberall. Da wir eine beliebige Funktion u, € Cg"(Qg %)
wéhlen konnen, folgt daraus g1 = ¢ in R4. O
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Fiir den Rand-Messoperator & miissen wir mehr Voraussetzungen annehmen,
um Injektivitdt zu zeigen. Wir bezeichnen weiterhin mit C%(Q(If) den Raum
der zweifach differenzierbaren 27t-periodischen Funktionen.

— Satz 5.5

Betrachte fiir d = 3 zwei Stirungen q1 und g € Q N C2(R3.) mit kompaktem
Triger in ng und nehme an, dass nf, € C’%(Qg) erﬂillt ist. Wir bezeichNnen fiir
q € Q den Losungsoperator fiir das Problem 1 als Aq: L2(Qy) — H'(QR)
und definieren S: Q — L(L*(QR0), L2(TR)), g +— yrx o Ay, wobei ypx der
Spuroperator nach TR ist. Dann gilt die Implikation:

Wenn S(q1) = Yrx 0 Ag, = Y= 0 Ag, = S(q2), dann g1 = qo.

Fiir den Beweis benotigen wir das folgende Resultat tiber die sogenannten
complex geometrical optics, das wir aus [ILW16, Proposition 3.2] (siehe auch
[SU87]) angepasst zitieren.

Proposition 5.6. Es sei G C R3 ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand oG,
EeCmité-¢=Re(&)?—Im (¢)?+2ilm (&)Re (¢) = 0und p € H?>(G). Dann
existieren Konstanten Co und Cy abhiingig von G, sodass fiir || > Co [|p[|p2(c) eine
Funktion u der Form

u(x) = & (1+ ¢z ,p(x)) (5.1)
existiert, die die partielle Differentialgleichung Au + pu = 0 in G und die Bedingun-
gen e, € H*(G) und Yz pllm2c) < % ol k2 (c) erfiillt.

Beweis von Satz 5.5: Es sei zunichst f € L2(Q) fest gewahlt. Die Operatoren
S(q1) und S(g,) bilden die rechte Seite f auf die Spuren der Lésungen u; und

1y des Problems 1 mit n? = n%} + g1 bzw. n?

= nf, + g2 ab. Die Spuren stimmen
auf 'R, und natiirlich auch auf I'?, iiberein, sodass die Funktion w = uj — up

die partielle Differentialgleichung
Aw —|—k2(n%J +q)w = kz(qz —q1)uy in OR, w=0 aufT°UTrRk,

16st. Da die obere Spur die Fortsetzung durch die Ausstrahlungsbedingung
der beiden Funktion u; und u; eindeutig vorgibt, muss w auf einer offenen
Teilmenge von OF mit R” > R > Ry > 0 verschwinden. Aus dem Satz
tiber die eindeutige Fortsetzbarkeit 3.6 folgt dann, dass w auf der grofiten
zusammenhingenden Teilmenge D¢ C {g1 = g2} C R® verschwindet, die
insbesondere die Rander I'* UT? beinhaltet. Daraus folgern wir u; = u, auf
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D¢. Als Nichstes wihlen wir zwei beliebige rechte Seiten f und g € L2(Q?),
die ihren Trdger in D¢ besitzen und definieren die Funktion

p € C(10,1;C2O5)), p(tx) = md(x) + tq2(x) + (1= 1) 1 ().

Wir bezeichnen die zwei Losungen des Problems 1 mit n2 = p(t, -) als ! o(t)
bzw. vp( e Durch direktes Nachrechnen oder alternativ aus [CMO05, Lem-
ma 3.2] folgt die Gleichung [ T(¢)y dS = [ T()¢ dS, sodass

/ fv +gu )dx

g f g o f
-Vo kpup(t,.)v L, dx Z/FRTuP(t

_ f
=2 Vu o(t)

8
ar Pt Y %t ) Yt

gilt. Wie wir weiter oben gezeigt haben, erfiillen die Funktionen ! 0 = !

p(0,) p(1,)

und vg( = (1) auf D¢. Die beiden rechten Seiten f und g haben wir

p(0,) p(L: —
so gewdhlt, dass beide auf D, dem Komplement von D¢, der Nullfunktion

gleichen, sodass wir die Identitat

_ Foo_ _
Bty = Buon| (£:8) = | F (%)~ o) +8 (40, ~ o) dx=0

f

erhalten. Wir kiirzen die beiden Losungen durch u = AT und v = vi ()

sowie ihre Ableitungen bzgl. t durch u’' = %u und v’ == %v ab, sodass die

obere Gleichung impliziert, dass

19
= By, (f,8) — Boo,) (f,8) = /0 53¢ Bott) (f,g) dt

und damit
1 0
0:/ / Vu’~Vv+Vu-Vv’—k2<p)uv—kzpu’v—kZpuv’dx
0 JOR ot

— RTu/zH—Tz/udet
r

erfiillt ist. Durch das Differenzieren des variationellen Problems 1 fiir n? = p
bzgl. t sehen wir, dass 1’ und v’ Losungen des Problems

A+ KPpw' = —k? (aatp> w in QR
aigw =T(w') auf 'R

w =0 auf 1°
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sind. Da die Ableitung von p bzgl. t durch %p = (92 — q1) gegeben ist, erhalten
wir

/ q2_¢11/ oy ¥y A dx =0 (.2)

fir alle f und g € LZ(ng) mit f|, = g|D =0

Die Annahme, dass wir im dreidimensionalen Raum sind, erlaubt uns zwei
Vektoren & € C3, i = 1,2, zu wahlen, sodass die Normen |&|?,i = 1,2, grof3
sind und beide sich fiir paarweise orthogonale Vektoren [, m und p zerlegen
lassen durch

g =im+p)+! und & =i(m—p)—1I

mit |I|2 = |m|? + |p|>. Wir wihlen nun ein Lipschitz-Gebiet D D D als Ober-
menge von D, dann folgt aus Proposition 5.6 die Existenz von zwei Funktionen
u und v aus H2(D) der Form (5.1). Durch das Multiplizieren einer Abschnei-
defunktion x € C*(R®) an die Funktionen u und v, die die Bedingungen
X‘D =1 und X‘IR3\5 = 0 erfiillt, sehen wir, dass yu und xv Losungen des
Problems 1 mit entsprechenden rechten Seiten f und g sind, die ihren Tréager
in D \ D besitzen. Das Einsetzen der Funktionen in (5.2) ergibt

flaae (10 () ) ax=o

Nun kénnen wir |p| gegen unendlich laufen lassen und folgern daraus, dass
die Fourier-Transformierte der Funktion (q; — g2) € L'(R3) der Nullfunktion
gleicht, womit die Gleichheit g, = g; {iberall in R® gezeigt ist. O

Analog zeigen wir die Injektivitdt des Fernfeldoperators 7.

— Satz 5.7
Betrachte fiir d = 3 zwei Storungen q1 und q, € Q N C2(IR%.) mit kompaktem
Triiger in ng und nehme an, dass n% aus C;%(Qg) ist. Wir definieren /qu, /~\q2

wie in Satz 5.5 und fiir ein beliebig kleines 7 > 0 definieren wir weiterhin den

Operator M: H?(T'R) — L2(By.,;(0)) durch

k2 o | . |2f4)}Bk+17(0)

Dann gilt fiir T: Q — ,C(LZ(Q(I;O),LZ(BHU(O))), q — Moy oA, die
Implikation:

Wenn T (q1) = Mo yrx o 7\011 =Moo 7\612 =T (q2), dann q1 = qa.
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Beweis: Da die rechten Seiten einen kompakten Trdger haben, sind nach
dem Regularitatsresultat 3.11 die Bloch-Floquet-Transformierten der Losungen
auBlerhalb von |«| = k analytisch. Anhand der Folgerung 2.14 sehen wir, dass
auch die Fourier-Transformierten der Spuren der Losungen aufierhalb von
|¢| = k analytisch sind. Wenn diese also auf m iibereinstimmen, stimmen
sie, wegen der Analytizitit, auch auf ganz I'? {iberein. Somit kénnen wir
analog zu dem Beweis von Satz 5.5 argumentieren. ]

5.1.2. Fréchet-Differenzierbarkeit und Schlecht-Gestelltheit

Wir betrachten nun die Differenzierbarkeit und die Schlecht-Gestelltheit der
Messoperatoren.

Lemma 5.8. Es sei g € Q fest und uy die Losung zu dem variationellen Problem 1
fiir eine rechte Seite f € L2(Q). Definiere fiir ein h € L2(Qf°) den Operator
W L2(QF°) — L2(QR), f — wh,f’Qg/ der eine Funktion f auf die Losung wy, ¢
des Problems 1 mit der rechten Seite k*hu ¢ abbildet. Die Funktion wy, ¢ lst also das
Problem

,0)= | Khusod
aq(wp,f,0) /Qg uso dx
fiir alle v € H'(QR). Dann ist die Ableitung von A an der Stelle q gegeben durch

N(q) € £ (1X(OF), LIAOF), IAOF)), 7 Wi

Beweis: Wegen der stetigen Einbettung von H!(QF) nach L*(QF) ist fiir
h € L2(OF) und v € H'(QF) das Funktional k*hv € H'(QF)’ wohldefiniert.
Durch die Anwendung des Darstellungssatzes von Riesz erhalten wir eine
dquivalente Operator-Gleichung zu dem variationellen Problem 1 der Form

(Bqu,v)gl(m) = (gfv)ﬁl(QR) fiir alle u,v € ﬁl(QR),

wobei B, € L(H'(QR)) die Riesz-Darstellung des Differentialoperators von
Problem 1 und g die Riesz-Darstellung der rechten Seite f ist. Wir kon-
nen schnell nachrechnen, dass die Sesquilinearform Fréchet-differenzierbar
nach der Storung g ist. Demnach ist auch der Operator q +— B, Fréchet-
differenzierbar mit der Ableitung g + B; € L(L2(QF), L(H'(OQR))). Da der
Operator B, invertierbar fiir alle g € Q ist, folgt aus einer Folgerung des
Satzes tiber die Neumannschen Reihe A.2, dass auch q — A; = B 1‘(2{}
Fréchet-differenzierbar ist und die Linearisierung geschrieben werden kann
als A'(q)[h] = —A4BghAg, was die behauptete Form ist. O
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Die Differenzierbarkeit von S und 7 ist eine direkte Folgerung aus dem obigen
Satz.

Folgerung 5.9. Der Messoperator S ist Fréchet-differenzierbar in q € Q. Die Ablei-
tung ist gegeben durch S'(q) € L(L2(Qg°), L(L2(QF°), L2(TR))), die eine Funk-
tion h € L2(Q°) auf den Operator Vrg © W,: L2(QRo) — L2(TX) abbildet, wobei
Wt L2(Qg) — H'(QR) analog zu Wy, nur mit dem Bildraum H'(QR), definiert
ist.

Folgerung 5.10. Der Messoperator T ist Fréchet-differenzierbar in q € Q. Die Ab-
leitung ist gegeben durch T'(q) € L(L2(QF), L(L*(QF°), L2(Bi(0)))), die eine
Funktion h € LZ(Q(I;O) auf den Operator M o ypx o Wy, L2(QR0) — L2(TX) abbil-
det, wenn W), wie in der Folgerung 5.9 definiert ist.

Den Rest dieses Abschnitts weisen wir nach, dass der Messoperator A und
seine Fréchet-Ableitung A’(g) fiir 4 € Q lokal schlecht-gestellt sind. Hierfiir
werden wir die sogenannte Nichtlinearititsbedingung fiir den Operator mit an-
gepasstem Bildraum zeigen und die Schlecht-Gestelltheit fiir den gewiinschten
Bildraum folgern. Die Schlecht-Gestelltheit von S und 7 sowie deren Fréchet-
Ableitungen kann analog gezeigt werden, was wir anschliefSend skizzieren
werden. Lokale Schlecht-Gestelltheit ist dabei wie folgt definiert (siehe [Sch+12,
Definition 3.15]).

Definition 5.11. Es sei mit B,(x*) C X fiir einen Banachraum X die Kugel
um ein Element x* € X mit Radius r > 0 bezeichnet. Ein allgemeiner (nicht-
linearer) Operator ®: D(®) C X — Y zwischen den Banachrdaumen X und Y
wird als lokal schlecht-gestellt in x* € D(®P) bezeichnet, wenn es fiir alle r > 0
eine Folge {x,}nen C B, (x*) N D(P) gibt, sodass ||P(x,) — P(x*)|[y — O,
jedoch |[|x, — x*||x #4 0 fir n — oo gilt.

Um die Schlecht-Gestelltheit zu beweisen, werden wir zunédchst zeigen, dass
A:Q— E(LZ(Q§ %), L*(QX)) lokal schlecht-gestellt ist. Dies impliziert, dass
auch A: Q — E(Lz(()g %), L*(QX)) lokal schlecht-gestellt sein muss. Dafiir
betrachten wir zuerst fiir ein g9 € Q die Schlecht-Gestelltheit der Ableitung
A(qo): LAH(OF0) — L(L2(OQF), L4(QR)) und schliefen dann auf die Schlecht-
Gestelltheit von A, indem wir zeigen, dass A die Nichtlinearitdtsbedingung in
dem Bildraum E(LZ(ng), L*H(QR)) erfiillt.

Lemma 5.12. Der Operator N'(q): LZ(Q§°) — ﬁ(LZ(QgO), L*(QR)) ist ein kom-
pakter Operator fiir alle g € Q. Insbesondere ist die linearisierte Operator-Gleichung
lokal schlecht-gestellt in L(L*(QF°), L*(QR)).
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Beweis: Es sei {h;}jen C L2(O3°) eine schwach konvergente Folge, d. h. fiir
alle Funktionale ¢ € L2(Qf°)’ gilt ¥ (hj) — O fiir j — co. Damit konvergieren
die rechten Seiten k2h;A,f schwach in H~1(QR) fiir alle f € L2(Q))°) gegen
Null. Der Sobolev-Raum H} (QF) ist nach [Eva98, Section 5.7] kompakt einge-
bettet in L*(QR), sodass fiir alle f € L>(Qf") die Folge der Losungen {Wi, f}
in L*(QF) fiir j — oo gegen Null konvergiert. Aus dem Satz von Banach-
Steinhaus folgt dementsprechend, dass die Folge der Operatoren {W, } gegen
Null konvergiert und der Operator A’(g) kompakt ist. O

Satz 5.13

Der Operator A: Q — L (Lz(ng),Lz(Qg)), q — Ay, ist lokal schlecht-
gestellt.

Beweis: Wir zeigen, dass der Operator A mit £(L?(Qf°), L*(QR)) als Bildraum
die Nichtlinearitdtsbedingung erfiillt. Die Bedingung bedeutet, dass fiir ein
go € Q Konstanten 0 < w < 1 und r > 0 existieren, sodass

[1A() =) = A = 4N (120 14c0p)

S w | ’A(q> - A(q*) | |£(L2(Q§0),L4(Qg)>
firr alle g, ¢* € B,(g0) N Q erfiillt ist. Mit der Anwendung der Dreiecksunglei-
chung erhalten wir die Relation

1A =0 (12080) 120

1—w§HA <l+w

(q) - A(q*) | |E<L2(Q§U),L4(Qg)>

fur g # g*. Dies wiederum impliziert, zusammen mit [GL17, Theorem 4.5],
dass die lokale Schlecht-Gestelltheit von A aus der lokalen Schlecht-Gestelltheit
der Fréchet-Ableitung A’(g) folgt, welche wir in Lemma 5.12 bereits gezeigt
haben.

Es sei die rechte Seite f € L?(Qy°) fest und wihle die Funktionen u, € H'(QR)
und u,+ € H'(QR) als die Losungen zu der Problemstellung 1 fiir a, bzw.
ag4+. Weiterhin sei wy, € H'(QR) die Losung zu dem Problem 1 fiir ag+ mit der
rechten Seite k2hu- fir I = (g — g*). Wenn wir w = u; — ug — wy, € H'(QR)
definieren, dann gilt

[[Af = Age f = Wil sy < Cllwl] g ag)-
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Die Funktion w 10st das variationelle Problem

/QRVw-VE—kZ(n%qu*)wde—/ T(w)o dS

IR
= kzh - * d
« (ug —ugp) o dx

fiir alle v € H'(QR), sodass die Abschitzung

10l gy < CR 1] 2o 1A f = Ag fll1a(op)
gilt. Wenn wir beide Stérungen g und g* mit kleinem Abstand zueinander,
also ||| |L2(QR0) klein genug, wihlen und w = Ck?||h] ]LQ(QRO)
folgt die Nightlinearitéitsbedingung nach Anwendung des Supremums auf

< 1 setzen, dann
beiden Seiten durch
| ’Aq - AL]* - Wh||£(L2(Q§0),L4(Qg)) S w ||Aq - Aq* ‘ |£(L2(Q§O),L4(Q§)) .

Demnach ist der Operator A: Q — E(Lz(ng), L*(QF)) lokal schlecht-gestellt
und infolgedessen ist auch A: Q — £(L2(Q§ %), L*(QX)) schlecht-gestellt. [

Die Schlecht-Gestelltheit der Operatoren S und 7 kann analog gezeigt werden.
Dies fassen wir in einer Folgerung zu zusammen.

Folgerung 5.14. Die beiden Messoperatoren S: Q — L (LZ(ng),LZ(F§)> und
T:Q—=L (LZ(ng), LZ(Bk(O))) sind lokal schlecht-gestellt.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis fiir S, denn fiir 7 ist dieser ndmlich
analog zu fiihren. Fir ein g € Qund h € LZ(Q(I; 0) ist Lz(Q(I; %) der Definiti-
onsbereich des Operators A, und seiner Fréchet-Ableitung W), sodass beide
Operatoren nach H?(QX) abbilden, was aus Standard-Regularitétsresultaten
wie [McL0O, Theorem 4.18] folgt. Somit konnen wir analog zu dem Beweis von
Lemma 5.12 zeigen, dass die Fréchet-Ableitung A’q ein kompakter Operator
nach L’(LZ(Qg %), H}(QF)) ist und analog zu dem Beweis von Satz 5.13 kénnen
wir zeigen, dass die Nichtlinearititsbedingung mit £(L2(Q5°), H'(QR)) als
Bildraum erfiillt ist.

Zusammenfassend ist damit der Operator A: Q — L(L2(Qf°), H'(QR)) lokal
schlecht-gestellt und deshalb auch S, da Sq = VR © Ag mit dem Spuroperator
Yrx auf IR gilt. O
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5.1.3. Regularisierungsmethode

Fiir das Losen des schlecht-gestellten Problems werden wir die Regularisie-
rungsmethode CG-REGINN anwenden. Da dies ein Verfahren fiir Hilbertrau-
me ist und wir bisher nur einen Banachraum als Bildraum der Messoperatoren
gegeben haben, passen wir zunédchst die Messoperatoren etwas an.

Sei dafiir der Raum LZ(Q(I; *) durch 2Ny lokal konstante Knotenfunktionen
{frm, flm}zfz ; diskretisiert, die entweder der Nullfunktion entsprechen oder
der Einsfunktion im Fall von fr ,, bzw. der 1i-Funktion im Fall von fi,,. Fir
alle Funktionen des Realteils { me}Zf: | sowie des Imagindrteils { flm}gfz 1 soll
das Innere des Tragers paarweise disjunkt sein und es sollen die Gleichungen
2:’; 1 frRm = 1 sowie szz 1 fum = 1i gelten.

Wir definieren den modifizierten Operator A:Q — LZ(Qg)ZNf abgeleitet
von A: Q — L(L*(Qg°), L*(QF)), der eine Storung g € Q auf die 2Ny Lo-
sungen des variationellen Problems 1 mit entsprechenden Knotenfunktio-
nen als rechte Seite abbildet. Analog definieren wir S: Q — L2(T8)?N und
T: Q — L2(B(0))?Nr als modifizierte Operatoren zu S und 7. Da nun alle
Operatoren zwischen Hilbertraumen abbilden, konnen wir die Regularisie-
rungsmethode CG-REGINN anwenden. Wir beschranken uns damit auf eine
endliche Anzahl der rechten Seiten, sodass sich die Schlecht-Gestelltheit auch
auf diese Operatoren iibertragt.

Nehmen wir nun an, dass fiir gt € Q C L2(Qf°)

/~\q+ —ut c ﬁl(ﬂg)ZNf C LZ(Qg)ZNf,
S € HY(T§)2N C L),

’f‘f =w'i= iy/ k2—|-]2F (uﬂm) ‘m € LZ(W)ZN&

gilt. Im Allgemeinen beinhalten die Daten jedoch Messfehler, die z. B. aus
Messungenauigkeiten und Modellfehler entstehen. Wir haben also anstelle der
exakten Messdaten u™ eine verrauschte Version u® bzw. w® fiir den Operator
T aus dem entsprechenden L2-Oberraum mit dem apriori bekannten relativen
Rauschlevel ¢ € (0,1) gegeben. Mit anderen Worten nehmen wir die Abschét-
zung ||[u® —ut||2 < ellut||2 & €||uf||;2 an. Das Ziel ist mit den gegebenen
verrauschten Daten u® die Stérung g+ moglichst gut zu approximieren. Pro-
blematisch dabei ist, dass aufgrund der Schlecht-Gestelltheit der Operatoren
die Messfehler eine komplett unbrauchbare Rekonstruktion erzeugen kénnen,
wenn wir keine Regularisierung verwenden. Deshalb wenden wir die Regula-
risierungsmethode CG-REGINN (“REGularization based on INexact Newton
iteration”), die in [Rie05] vorgeschlagen wurde, auf unsere Inversen Probleme
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an. Wir fassen zunidchst die Regularisierungsmethode zusammen.

Anstelle die Rekonstruktionsmethode fiir alle drei Messoperatoren herzuleiten,
werden wir hier nur den Operator A betrachten. Das Verfahren erzeugt eine
Folge {qm}men, € Q von Approximationen von g, angefangen mit der
Startschatzung g9 € Q, die z. B. als qo = 0 gewdhlt werden kann. Wenn wir
gt = gm + s, fiir ein m € Ny schreiben, dann ist die beste Aktualisierung s
die Losung des linearisierten Problems

A'(qu)lsh] =u" = Alqu) —E(q", qm) = by},

wobei E(q",q,,) der Linearisierungsfehler ist. Ublicherweise ist der Lineari-
sierungsfehler nicht bekannt, sodass wir nur die verrauschte Version b;, :=
u® — A(gy) von b kennen, fiir deren Rauschlevel die Fehlerabschitzung
165, — bih || < e||u®|| + O(lg" — qml|) gilt. Wie wir zuvor in Abschnitt 5.1.2
gezeigt haben, ist auch das linearisierte Problem schlecht-gestellt, sodass wir
aus der Abschidtzung insbesondere folgern, dass wir auch fiir das linearisierte
Problem eine Regularisierungsmethode anwenden miissen.

Die Methode CG-REGINN nutzt die iterative Methode conjugate gradients (CG)
als Regularisierungsmethode fiir das Losen des linearisierten Problems. Die
innere Schleife mit CG wird hierbei vorzeitig gestoppt, wenn das Residuum
kleiner wird als das Residuum der dufieren Schleife gewichtet mit einer Tole-
ranz, die in jeden dufseren Schritt angepasst wird. CG erzeugt in seiner inneren
Schleife eine weitere Folge {s,,;}icn, von Approximationen von s;;, und wird
beendet, wenn die Bedingung || A’ (g [Sp.i] — U5,|| < pm||bS,]| fiir eine Toleranz
#m € (0,1) das erste Mal erfiillt ist. Den entsprechenden Stoppindex nennen
wir im Folgenden i,,. Dann wenden wir das sogenannte backtracking an, um
Smi, ‘= BSm,i, + (1 — B)Sm,i,—1 zu erhalten, wobei B € [0,1] so gewdahlt ist,
dass || A/ (qm) Bmi] — b5|| = pm| ||| erfiillt ist. Die Aktualisierung definieren
wir dann als s, := s,,;, und setzen g,,11 = gm + Su. Diese Schritte werden
solange wiederholt, bis in der dufieren Schleife das Diskrepanzprinzip fiir ein
T > 1 erfiillt ist, also bis zum ersten Index m € N fiir den die Abschitzung
A (Gmr1) — ufl] < Te gilt.

Fiir das iterative Verfahren wird der adjungierte Operator der Linearisierung
genutzt, den wir im folgenden Satz explizit angeben.
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Der adjungierte Operator (A'(q))*: L2(QF)*N — LZ(ng) der Fréchet-Ab-
leitung A’ von A in q € Q lisst sich dadurch charakterisieren, dass dieser
eine Funktion v € L2(QR)*Nr auf k*u, - z| oo € L2(Q°) abbildet, wobei
u; € HY(QR)?Nr der Vektor der 2Ny Losungen des Problems 1 fiir die 2Ny
rechten Seiten ist und z € ﬁl(QR)ZNf fiir alle i = 1,...,2N¢ und fiir alle
w € H'(QR) das variationelle Problem

aq(ZU, Zi) = (ZU, Vi)LZ(Qg)

lost.

Beweis: Es sei g € Q fest und wy, :== A’(q)h fiir ein he Lz(QRO) dann 16st wy,
fir allei = 1,...,2Ny die Gleichung a, ((wy,);,v) = [z k*h(uy); 7 dx fiir alle
v € H'(QR). Damit konnen wir die Behauptung direkt nachrechnen durch

2N,
2Ny = (Wp, V) 2R Zaq W) Z;)

(A @)hv)

L2(OF)
2Ny
= l; (kzh(“q)i/ Zi)LZ(QRo) = (h/ kz‘Tc/'z)Lz(Q{fO)

= (I (X(@)v)

12(050)

Die Toleranzen wahlen wir nach der Empfehlung aus [Rie05] als p; = pp =
Ustart = 055/ Y = 0.9, Hmax = 0.99 und

o = ponae max { el [u[| /] [u® = A(qu)l|, o,

wobei ‘
[ . .
T 1- ﬁ(l - le_1), -1 > -2,
YHm—1, sonst.

In den ersten Iterationen ist das Residuum noch relativ grof3, sodass es sich
einerseits nicht lohnt das linearisierte Gleichungssystem zu genau zu losen,
und andererseits die Losung der gestorten linearisierte Gleichung in den ersten
REGINN:-Iterationen zu weit in die falsche Richtung laufen konnte. Es kann
also sinnvoll sein zusétzlich die Iterationen-Anzahl der inneren Schleife zu
begrenzen. Wir geben ein Beispiel fiir eine solche Begrenzung. Bezeichne hier-
zu mit i,, die Anzahl der CG Iterationen, die die innere Schleife durchlaufen
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hat. Definiere 15" := iI"™ := 1, und i} := i,,_1 + i;;_». Fiir die Anzahl der
Iterationen soll also fiir alle m € IN die Schranke i,, < ij}®* gelten und im
schlimmsten Fall entspricht diese der Fibonacci-Folge. In unserem Fall hat die
Begrenzung der CG Iterationen zu mehr Auswertungen des Vorwéartsoperators
iiber die gesamte Rekonstruktion gefiihrt, weshalb wir keine Begrenzung fiir
die numerischen Beispiele genutzt haben.

5.1.4. Diskretisierung des Inversen Problems

Wir wollen nun darauf eingehen, wie wir die Fréchet-Ableitung und ihre
Adjungierte diskretisieren. Der Algorithmus zur Approximation der Losung
des Streuproblems aus Kapitel 3 liefert eine diskrete Approximation uapprox
der gestreuten Welle u™, aus der wir die verrauschten Messdaten generieren.
Die Abbildungen, die u* auf Agt, Sg* und T¢* abbilden, sind lineare und
beschrankte Operatoren, sodass es zum Verstdndnis ausreicht, nur die Fréchet-
Ableitung von u™ bzgl. gt zu betrachten. Wir kniipfen an die Notation aus
Abschnitt 3.5 an und spannen den diskreten Raum

i
Py = {5(96) =) v"pp(x), 0" € C} (5.3)

m=1

mit den Lagrange-Elementen {qbl’a}fg:l auf und approximieren die Stérung

als ein Element gapprox aus diesem Raum. Damit sind sowohl uapprox als

ot
auch gapprox aus Py;. Wenn wir zusitzlich die Funktion x +— ¢'%% in den
Raum Pj; interpolieren, erhalten wir fiir i = Yo h"pe(x) € Py, ugy =

M up ¢ (x) € Pyz, g € Pyyund fiir I =1,..., 2Ny die approximierte rechte
Seite der Form

Ni-1 M )
D IEH™ e g (x)py (a).
j=1 m=1
Mit den Losungen zu diesen rechten Seiten erhalten wir bereits die Approxi-
mation der Fréchet-Ableitung an der Stelle g € Py; und Richtung h € Ppy;.

Um die Adjungierte der Fréchet-Ableitung zu berechnen, muss das adjungierte
variationelle Problem gelost werden. Das diskretisierte adjungierte Problem
ist, wenn man analog zu der Diskretisierung von D := (A + BC) vorgeht,
durch den Differentialoperator D* := (A* + BC) beschrieben, wobei fiir alle
le€{1,...,N“1},je {1,..., M} und den Einheitsvektor €Lj = €(_1)Né-11j41
die Matrix BC gegeben ist durch

. il —K? ol — .
BCe; = <e oy N1 /QRe”‘Niq(x) <p;7[(x)q>§\”7l(x) dx>
0

n,m
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Die Adjungierte des diskreten Differentialoperators ist andererseits durch
D' := (A* + C*B*) beschrieben, wobei

* ok in‘m_kz —il'* 1
C*BYej = (e“N" N /Qge NEG(x) 47;\71(35) ¢y (%) dx>

n,m

gilt. Wie wir schnell erkennen konnen, wird der Abstand zwischen D* und
DT mit einem feineren Gitter in x geringer. Dies wird auch in den nume-
rischen Experimenten fiir das zweidimensionale Problem bestatigt, die in
der Tabelle 5.1 aufgefiihrt sind. Auch der Fehler von ((D*)~1¢,) 12(OR) ZU
(¢, D~ 1) 12(qr) himmt fiir feinere Gitter relativ schnell ab, ganz im Gegensatz
zu den Losungen der beiden adjungierten Probleme, die sich nur langsam

nidhern.
Anzahl der Zellen 256 1024 4096 16 384
Differentialoperator | 3.06-107° | 7.16-10~% | 1.77-107% | 438 -107°
Losungsoperator | 1.64-10"! | 2.08-10~! | 1.80-107! | 1.24- 107!
SP fiir (D*)~! 9.89-1072 | 2.85-1072 | 424-1073 | 1.50- 1073
SP fiir (D)1 149-107% | 6.53-107? | 1.66-1078 | 3.00-1078

Tabelle 5.1.: Von oben nach unten: Durchschnittlicher relativer Fehler zwi-
schen DT und D* fiir 100 zuféllige Vektoren mit N = 64. Durch-
schnittlicher relativer Fehler zwischen D~" und (D*)~! fiir 5
zuféllige Vektoren und der relative Fehler der Skalarprodukte

((D*)7', ) 12(axy sowie (D7) 71, ¥)12(ar) zu (¢, D7) 12y,

In dem Artikel [EH18] wurde der Einfluss einer Abweichung zur transponier-
ten Matrix auf die Ergebnisse bei der Least Squares Methode untersucht. Die
Schlussfolgerung ist, dass bei einem Fehler in der adjungierten Matrix die
Konvergenz langsamer ausfallen kann und der Fehler der Approximierten
des Parameters grofier ist. Wir nehmen dieses Ergebnis zum Anlass, die Ma-
trix DT = A* 4+ C*B* fiir die Approximation des adjungierten Problems zu

verwenden, um ein stabiles Losen des linearisierten Problems zu sichern.

Es sei My € CM*M die Massematrix aus den L?(OR)-Skalarprodukten der
Elemente des Parameterraumes P; aus (5.3), M € C(NTTM)x(N*IM) die Mas-
sematrix aus den L2(I x Of)-Skalarprodukten des Finite-Elemente-Raumes
VN,M und N in diesem Fall ebenfalls die Massematrix M;. Wir bezeichnen

die diskrete Inverse der Differentialoperator-Matrix mit L € C(N"TM)x(N HM),

d—111) % M
N M)><Mund

das Multiplizieren mit (exp(ial; - X)), m als die Matrix B € C(
das Multiplizieren mit (u};)n als U; € CM*M fisr | = 1,...,2Ny. Es sei

h= XM hmgn(x) € Pgund h = (i%,...,h™)7. Dann kann die Fréchet-
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Ableitung wy .1, l=1,...,2N ¢, dargestellt werden durch w,;; = K/h =
L o N o B o Ujh. Fiir die Matrix der Adjungierten der diskreten Fréchet-Ablei-
tung erhalten wir demnach die Darstellung

2Ny
K=Y M;'oUfoB*oN*oL* oM. (5.4)
1=1

5.1.5. Numerische Beispiele

Nach der theoretischen Betrachtung des Inversen Problems wollen wir nun ein
paar numerische Beispiele fiir die Rekonstruktion geben. Fiir die zweidimen-
sionalen Beispiele wihlen wir die obere Schranke als Ry = 4.5 und zerlegen
das Gebiet ng in Ny = 16 gleichgrofse Rechtecke. Den Raum LZ(QgO) nidhern
wir damit durch 32 lokal konstante Funktionen {fr u, fin}.6_; an, die auf
jedem Rechteck entweder den Werten 0 oder den Wert 1 im Fall von fg,,,
oder den Wert 1i im anderen Fall, annehmen, sodass Y% ; fr,, = 1 und
2,1116:1 fim = 1i gilt. Die ersten vier rechten Seiten sind in der Abbildung 5.1
dargestellt. Zuerst rekonstruieren wir die Storung des Brechungsindizes aus

| .
:

1

0.8

06

04

(a) Re fro (c) Re fr1

3

(e) Im fro (f) Im fro (g) Im fr1 (h) Im fi,

Abbildung 5.1.: Die ersten vier rechten Seiten fiir das Newton-Verfahren.

der Abbildung 3.6 mit k> = 0.4. Um die Messdaten zu generieren, verwenden
wir den Algorithmus aus Unterkapitel 3.5 und verfeinern das Gebiet so, dass
wir 22M = 16384 Zellen fiir Qg und N = 27 Teilintervalle von I erhalten.
Die Summanden der Fourier-Reihe der Randbedingung setzen wir fiir alle
j € Z mit |j| > 600 auf Null. Nach der Berechnung der diskreten Losungen
u = jH;il,lwl, wy € Viogeea1, | = 1,...,2Ny, interpolieren wir diese auf ein
groberes Gitter mit 4096 Zellen fiir Q(If und benennen diese Funktionen als
u = j]lzdl,] w;, W) € Veaans. Dadurch erzeugen wir ein erstes unbekannt hohes
Rauschen in den Messdaten, um die Stabilitdt zu testen. Fiir die Inversion des

~ . ~ ~ 2Ny ... .
Operators A betrachten wir u = (uy, ... ,usz) € 73422’; mit einem additiven
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Rauschen von 5%, das gleichverteilt um Null ist, sodass unsere Messdaten u®
. . 2N .
gegeben sind durch u® = u+ ¢ € L2(QF)*"7, wobei ¢ € P,,,. auf die Norm
| |C’ |L2(QR)2Nf - O 05 ‘ |u| |L2 QR 2Nf
nur die Werte “‘FR mit R = 5, welche wir mit der roten Linie in der Abbil-
0

skaliert wurde. Fiir den Operator S nehmen

dung 3.6 markiert haben, und fiigen auch diesmal ein Rauschen von 5% hinzu,
sodass die Messdaten gegeben sind durch v¢ = (u+ ¢) ‘rR' wobei ¢ € Pjgg
0

auf ||c ‘FRH = 0. O5||u‘r1< | |L2 rE)RY skaliert ist. Der Vorwértsoperator ist

12 FR)ZNf
mit 22M = 4096 Zellen fiir Qg, N = 2% und einer Schranke von 300 fiir die
Randbedingung diskretisiert. Die Storung g+ nihern wir durch eine Funkti-
ON Gapprox aus dem Finite-Elemente-Raum Pypo5 an, der durch die Lagrange-

Elemente {¢f,: }322

1 aufgespannt ist, und stoppen die duflere Iteration von
REGINN nach dem Dlskrepanzpr1n21p, wenn die relative Diskrepanz kleiner

als 1.2 - 0.05 betragt.

In der Abbildung 5.2 sind die Ergebnisse der Rekonstruktion zu sehen, die
einen relativen Rekonstruktionsfehler von 38.01% in der L?*(Q)X)-Norm im
Fall von A und einen relativen Fehler von 57.14% im Fall von S haben. Die
Ergebnisse fiir A sind natiirlich deutlich besser, da mehr Messdaten zur Rekon-
struktion genutzt werden konnen. Wir konnten auch feststellen, dass die Grofie
und der Wert des Bereichs {Im n% > 0}, in dem das Material absorbierend
wirkt, Einfluss auf die Qualitdt und Geschwindigkeit der Rekonstruktion hat.
So ist das Ergebnis bei einem grofieren Bereich mit einem eher grofien Wert
deutlich besser und in weniger Schritten erreicht.

Im Folgenden betrachten wir noch ein weiteres Beispiel im zweidimensionalen
Raum, mit welchem wir ein vereinfachtes Modell einer Nano-Gras-Struktur
simulieren. Das Objekt wird durch den Brechungsindex n? beschrieben, der
den Wert 2 innerhalb des Objektes und den Wert 1 im umgebenden Medium
annimmt. In dem Bereich, wo das Material absorbierend wirkt, nimmt der
Brechungsindex den Wert 2 + 1i an. In den Abbildungen 5.3 und 5.4 ist die
Problemstellung visualisiert.

Diesmal nehmen wir ein etwas groberes Netz fiir die Diskretisierung des
Gebietes mit 22M = 1024 Zellen fiir Qg, N = 2° Teilintervalle von I und eine
Schranke von 300 fiir die Fourier-Reihe der Randbedingung. Die 32 rechten
Seiten haben wir genauso wie im vorherigen Beispiel mit Ry = 4.5 gewihlt
und durch k?> = 3 soll die Wellenzahl beschrieben sein. Fiir dieses Beispiel
untersuchen wir zusitzlich, ob der L2(QF)-Fehler der Rekonstruktion gegen
Null konvergiert, wenn man das Rauschen beliebig klein werden lésst, also
fur ¢ — 0. Wir berechnen funf Rekonstruktionen, eine fiir /N\, zwei fiir S mit
den Messbereichen bei R = 5 und bei R = 10 sowie fiir den Messoperator 7 .
Zusitzlich wahlen wir den Operator A': Q — L2(QF), g — @y, der nur fr als
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0 -3 2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Rekonstruktion von Re g+ im Fall von A. (b) Rekonstruktion von Re g* im Fall von S.

5
4 4
4
3
3
2 2
1 1 1
0 0 0
-3 -2 -1 0 1 2 3 -

(c) Rekonstruktion von Im g% im Fall von A. (d) Rekonstruktion von Im gt im Fall von

S.

w

N

Abbildung 5.2.: Rekonstruktion mit den Messoperatoren Aund S (d =2).

einzige rechte Seite verwendet. Um den Messabstand fiir S zu unterscheiden,
bezeichnen wir mit 55 den Fall mit R = 5 und mit 510 den anderen Fall. In
der Abbildung 5.5 haben wir die Abhéngigkeit des Rekonstruktionsfehlers
gegeniiber dem Rauschen in einer logarithmischen Skala in beide Richtungen
visualisiert. Weiterhin sind in der Abbildung 5.5 die Ergebnisse fiir einen
Rauschlevel von 1.1% fiir die Messoperatoren T, S5 und Sy dargestellt. Zum
Stoppen der dufseren REGINN-Schleife wihlen wir weiterhin 7 = 1.2 (siehe
Abschnitt 5.1.3 zur Erkldrung des Parameters 7). Der Rekonstruktionsfehler
schrumpft in diesem Beispiel mit einer Rate von O(¢%3) fiir Rauschlevel
e € [5-107%,5-1072] im Fall von A und Aj, und mit einer Rate von O (e*)
fir e € [1.1-1073,5-1072] im Fall von Ss, Sipund 7.

Um auch ein Beispiel fiir eine Rekonstruktion im dreidimensionalen Raum zu
geben, diskretisieren wir Qg in 2°M = 4096 Zellen und I in N = 2%* Quadrate.
Die Abschneidebedingung fiir die Fourier-Reihe der Randbedingung wahlen
wir als |jle > 30, ] € 72, und betrachten das Inverse Problem fiir A. Fiir die
rechten Seiten teilen wir das Gebiet ng in Ny = 8 Quader. Auf die Messdaten
addieren wir 5% um Null gleichverteiltes additives Rauschen auf die gleiche
Weise, wie zuvor beschrieben, hinzu. Die Wellenzahl soll fiir dieses Beispiel
k? = 0.4 erfiillen und T ist als T = 1.2 gewihlt. Die Ergebnisse mit einem
relativen Rekonstruktionsfehler von 51.38% sind in der Abbildung 5.6 zu sehen.
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6

5
4
2
0 0
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

(a) Realteil des gestorten Brechungsindizes Re n% + g7 Die rote Linie markiert den
Messbereich im Fall von §5.

6

5
4
2
0 0
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

(b) Imaginérteil des Brechungsindizes Im n% +g™. Die rote Linie markiert den Mess-
bereich im Fall von Ss.

Abbildung 5.3.: Drei Perioden der Nano-Gras-Struktur fiir die Rekon-

struktion.
0
0.15
-0.2
0.4 0.1
06 °
-0.1
0.8 6
-1
3 -2 -1 0 1 2 3
(a) Realteil der exakten Storung Re g7 (b) Die erzeugte gestreute Welle von fg .

Abbildung 5.4.: Die Storung und die gestreute Welle des Nano-Gras-Beispiels.

5.2. Inexaktes Newton-Verfahren fiir das
vektorwertige Streuproblem

Wir haben in Abschnitt 5.1 das Inverse Problem fiir die skalare Problemstellung
analysiert und ein Newton-Verfahren fiir die Rekonstruktion der Stérung
genutzt. Dies wollen wir nun auf das vektorwertige Problem tibertragen.
Wegen des hohen Rechenaufwands fiir die Approximation der Losung der
Maxwell-Gleichungen beschrianken wir uns auf den Messoperator, der die
ganze Welle auf einer Periode misst. Wir zeigen auch in diesem Fall die
Eindeutigkeit der Rekonstruktion und die Schlecht-Gestelltheit des Inversen
Problems sowie ein Beispiel fiir die Qualitdt der Rekonstruktion.
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5 0 5 0
4 = 02 4 - 02
3 e 04 3 ;i; -0.4
2 g L 06 2 ==-CEEE 0.6
1 -0.8 1 -0.8
0% 2 -1 0 1 2 3 7 ) 2 -1 0 1 2 3 7

(a) Rekonstruktion von Re g* im Fall von (b) Rekonstruktion von Re g% im Fall von
T mit 1.1% relativem additiven Rauschen. S5 mit 1.1% relativem additiven Rauschen.
Relativer Fehler liegt bei 43.68%. Relativer Fehler liegt bei 49.48%.

10° [|gapprox — q+||L2($l(’]")/||q+||L2(Q{{)

1005 &

101

X

e=10"° e=10"2 e=10""

(c) Rekonstruktion von Re g im Fall von (d) Abhéngigkeit des Rekonstruktionsfeh-
Spo mit 1.1% relativem additiven Rauschen. lers vom Rauschlevel e.
Relativer Fehler liegt bei 59.79%.

Abbildung 5.5.: Ergebnisse fiir das Nano-Gras-Beispiel.

5.2.1. Definition und Eigenschaften des Messoperators

Fiir feste, gegebene i, &, € W*(QF) suchen wir also den Kontrast g7 :=
& —¢ € WL®(QR) zwischen der bekannten periodischen Permittivitit
g, und einer lokal gestorten Permittivitidt ¢} bei Kenntnis der Messdaten
Agr: f—=E |O§' Der Operator A, fiir eine Storung q € D(A) soll rechte Seiten
aus L?(Qf)% auf Losungen des variationellen Problems 2 aus X abbilden,
die auf die Periode Qf eingeschriankt werden. Den Raum der auf Qf einge-
schrinkten Funktionen aus X bezeichnen wir im Folgenden als X(QK). Somit
suchen wir ein ¢, sodass der Vorwértsoperator A, der Storungen g auf den
Losungsoperator A; abbildet, die Gleichung

Aq = Ag € L(LH(O5)% X(QF))

erfiillt. Die Bedingungen an die Koeffizienten ¢ und &, vom Anfang des
Abschnitts 4.4 sollen weiterhin erfiillt sein, damit wir einen wohldefinierten
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m{Imn? = 1.0}‘

0 T~ o
_2\\\//'/'(_; 0 2 >\\/<2 0
(a) Exakter Brechungsindex Re n%. (b) Exakter Brechungsindex Im n%.
m{Req" = 5.5} m{Re qapprox > 3.0}
5 5
4 4
3 3
2 24
1 1
ol 0-
. ) — =
2 \0\\\ //(////2 2 \0\\ //////2
2\\ 0 T~ 0
- 2 2 T 2
(c) Exakte Storung Re g™. (d) Rekonstruktion von Re q* im Fall von
A.

Abbildung 5.6.: Beispiel fiir die Rekonstruktion im dreidimensionalen Raum.

Vorwirtsoperator erhalten. Wir betrachten die Menge
Q = {q e W' (QR) : Im (g) > 0}.

Fiir alle Storungen q € Q' besitzt das direkte Problem 2 eine eindeutige Losung.
Es sei mit A; € £(X) der nach dem Satz von Riesz existierende Operator
bezeichnet, der fiir alle u,v € X und fiir alle g € W' (QF) die Gleichung
(Aqu,v)x = a4(u,v) erfiillt. Die Menge Q' wird nun zu einer Menge Q 2 Q'
erweitert, die eine offene Teilmenge in L®(QR0) sein wird. Dazu wird die
Stetigkeit des Operators g — A, benotigt, welche direkt nachgerechnet werden
kann.

Lemma 5.16. Der Operator q — A, ist Lipschitz-stetig von L®(O°) nach L(X) .

Die Anwendung der Neumannschen Reihe A.1 ergibt dann die Wohldefiniert-
heit von A auf einer offenen Obermenge von Q’.

Folgerung 5.17. Fiir ein q' € Q' gibt es ein 6 = 5(q") > 0 und eine offene Um-
gebung B(q',56(q")) in LY (Qf), sodass fiir alle g € B(q',5(q')) das variationelle
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Problem 2 eindeutig losbar ist.

Mit anderen Worten kénnen wir die offene Menge Q C Lw(Qg %),

Q= |J B(7,4(4) € L*(")
qleQ/
mit §(q")-Kugeln B(q’,6(q")) bzgl. der L*(QX)-Norm, definieren, fiir deren Ele-
mente q € Q das Problem a,(E, v) = F(v) eindeutig losbar ist. Anschliefend
konnen wir den Operator A auf Q als Definitionsbereich erweitern.

Definition 5.18. Der Operator Ay: LZ(Q(I; 93 — L*(OX)? bildet eine rech-
te Seite f € L2(QF°)% auf die auf QF eingeschrénkte Losung E;, € X des
vektorwertigen Problems 2 fiir a,, ab. Wir definieren den Messoperator

A: QS L¥(OF) — £ (IAOF) 1(OF)), g A,
der eine Stérung g € Q auf den Operator A, abbildet.
Analog zu Lemma 5.4 kénnen wir auch in diesem Fall die Eindeutigkeit zeigen.

Lemma 5.19. Es seien q1 und q € Q zwei Storungen mit dem Triiger in ng. Wenn
Ng, = Ny, erfilllt ist, dann gilt q1 = qo.

Auch die Fréchet-Differenzierbarkeit kann analog zu Lemma 5.8 fiir das vek-
torwertige Problem gezeigt werden.

Lemma 5.20. Es sei g € Q fest und Ey die Losung des variationellen Problems 2
fiir eine rechte Seite f € L*(Q3°)3. Definiere fiir h € L®(Qf°) den Operator
Wy L2(QF0)2 — L2(QF)3, f — wh,f}%a/ der eine Funktion f auf die Losung
wy, ¢ des Problems 2 mit der rechten Seite k*hu; abbildet, d. h. die Funktion wy, ¢ lost
das Problem

ag(wy,f,0) = /Q{} k2th -0 dx

fiir alle v € X. Dann ist die Ableitung von A an der Stelle q gegeben durch
A'(g) € £ (L=(OF), LIAOF), LOF))) - s W,

Um auch in diesem Fall die Schlecht-Gestelltheit aus der Nichtlinearitatsbe-
dingung zu folgern, miissen wir zuerst zeigen, dass die Fréchet-Ableitung
lokal schlecht-gestellt ist. Dies folgt aus der Helmholtz-Zerlegung des Lo-
sungsraumes X = Y & Y+, die wir in Unterkapitel 4.4 betrachtet haben. Wegen
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der Regularitdtsvoraussetzung an ¢, gilt nach dem Satz 4.1 die Inklusion
Y C H'(QR)3, sodass die Einschrankung von Y auf Qg nach [McL00, Theo-
rem 3.27] kompakt in L?(QX)® eingebettet ist. Demnach kénnen wir eine
nicht-konvergente Folge {4;}%°, in L*(Qf) finden, fiir die die Folge {A,,}3,
konvergent in E(LZ(Q(I; )3, L2(Qf)3) ist.

Lemma 5.21. Der Operator A'(q): L*(Qf°) — L (L2(0g0)3, LZ(Q§)3), der h
aus L®(QF°) auf Wy, abbildet, ist lokal schlecht-gestellt.

Daraus folgern wir schliefllich die Schlecht-Gestelltheit von A.

Satz 5.22

Der Operator A: Q — L <L2(Q§°)3, LZ(Q§)3>, q — A, ist lokal schlecht-
gestellt.

Beweis: Es sei die rechte Seite f & LZ(Q(I; 0)3 fest und seien die Funktionen
E; € X sowie E;« € X als die Losungen zu der Problemstellung 2 fiir & =
g, + q bzw. € = &, + q* gewdhlt. Weiterhin sei w;, € X die Losung zu dem
Problem 2 fiir €& = ¢, + ¢* und der rechten Seite k?(q — g*)E;-. Wir erhalten
fir h:= g —¢* und w := E; — E;» — wy, die Abschétzung

HWHX(Qf}) < Ck?||h] ’Lm(Qé?o)HEq - Eq*||L2(Q§)3
= CI? 1] e gy |10 = A Fll 2 gy

Wenn wir also ||h|[ (O klein genug wihlen, dann folgt die Nichtlinearitats-
0

)

bedingung mit w := Ck? ||h| |Lw(QR0)
0

auf beiden Seiten. O

< 1 nach Anwendung des Supremums

5.2.2. Regularisierungsmethode

Wir wenden, analog zu dem skalaren Problem, die Regularisierungsmethode
CG-REGINN aus den Unterkapiteln 5.1.3 und 5.1.4 auf das vektorwertige
Inverse Problem an. Da der Losungsraum in diesem Fall aus vektorwertigen
Funktionen besteht, diskretisieren wir den Raum der rechten Seiten L2(Qf)3
durch 6Ny, Ny € IN, lokal konstante Basisfunktionen und betrachten den Vor-
wirtsoperator A: Q — L2(QX)3*®Nr, der die Stérung auf die 6N ¢ Losungen
abbildet.
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— Satz 5.23

Der adjungierte Operator (A'(q))*: L2(QR)>*Nr — L®(QR)’ der Fréchet-
Ableitung A" von A in q € Q lisst sich dadurch charakterisieren, dass dieser
eine Funktion v € L2(QR)>*Nr auf kK*E, - Z‘Q§O € LY(Qf°) abbildet, wobei
E; € XONs der Vektor der 6N ¢ Losungen des Problems 2 fiir die 6Ny rechten
Seiten ist und z € XONr fiirallei=1,...,6N r das variationelle Problem

ag(§,zi) = (¢, Vi) 2y

fiir alle ¢ € X [0st.

Beweis: Es seiq € Q festund wy, :== (A/(q)) h fiir ein h € LW(QR“) dann lsen
(wy); fiir alle i = 1,...,6Ny die Gleichung a,((wy);,v) = [ kK*h(E,); - T dx
fur alle v € X. Demnach erhalten wir

6Nf 6Nf

(@) oy = Lo (90ir2) = L (Bt z) s
= <h, (A(9))"0)

(L2 (Qg),L2(Qg0))

O

Fiir das vektorwertige Problem haben wir Q nicht als Teilmenge von L?(QF)
konstruiert, sondern als eine offene Menge des Banachraumes L*(Q)f). Das
vorgeschlagene Newton-Verfahren CG-REGINN setzt fiir die Konvergenztheo-
rie jedoch Hilbertraume als Definitions- und Bildbereich voraus. Wir werden
also die approximierte Stérung in einer offenen Menge aus L?(QF) 2 Q su-
chen, fiir die ggf. der Losungsoperator nicht existiert. Diese Liicke werden wir
an dieser Stelle vernachlédssigen und trotzdem das Verfahren auf das Inverse
Problem anwenden.

5.2.3. Diskretisierung und numerische Beispiele

Die Diskretisierung der Fréchet-Ableitung und der Adjungierten kann im
Prinzip analog zum skalaren Fall erfolgen. Wir approximieren die Storung
weiterhin als eine Funktion aus dem Finite-Elemente-Raum der stetigen und
stiickweise linearen Basisfunktionen P, der in (5.3) definiert wurde. Die
Approximation der Bloch-Floquet-Transformierten der Losung der Maxwell-
Gleichungen ist in diesem Fall jedoch aus dem Finite-Elemente-Raum V%EWEH,
der durch die Nédélec-Elemente im Ort aufgespannt ist und in (4.22) definiert
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wurde. Somit ist die Einschrankung der Losung QF aus dem Raum
M
Vi=0(a,x) =) o"r(x), o"eCy,
m=1

der mit den Nédélec-Elementen {qb%},@zQ aufgespannt ist. Die transponierte
Matrix der Fréchet-Ableitung ldsst sich dann analog zu dem skalaren Problem
darstellen als K* = 2165{ M, Lo Uj oB*oN*oL* o M (vgl. Gleichung (5.4)),
wobei M; nun aus den L?(I x QF)-Skalarprodukten der Elemente aus Vl\l\j/f;%‘weu
und N die Massematrix der L2(I x QF)-Skalarprodukte zwischen den aus
Nédélec-Finite-Elemente-Raum Vl\l\;{;i‘weu aus (4.22) und den Finite-Elemente-

Raum der Lagrange-Elemente V) M// aus (3.9) besteht.

Zum Schluss geben wir numerische Beispiele fiir die Rekonstruktionsqualitat.
Wir wiahlen hierfiir die obere Schranke Ry = 4.5 und zerlegen das Gebiet Qg 0
in Nf = 8 gleichgrofie Quader. Den Raum LZ(Qg %) ndhern wir damit durch
6Ny = 48 lokal konstante Funktionen {fjrmu, fjim : j = 1,2,3}%,_; an, die auf
jedem Rechteck entweder den Wert 0 oder den Wert 1 in der Komponente j im
Fall von fjR » oder alternativ den Wert 1i im anderen Fall, annehmen, sodass
Yo firm = €j und Yo, firm = lie; fiir j = 1,2,3 gilt. Wir diskretisieren Qf
in 512 Zellen und I in 224 Quadrate. Die Schranke fiir die Randbedingung
wihlen wir als |jlo < 10, j € Z2. Die Daten generieren wir, analog zum
skalaren Fall in Abschnitt 5.1.4, mit gleichverteiltem additiven Rauschen um
Null, das auf 5% skaliert ist. Fiir das Diskrepanzprinzip wéhlen wir T = 1.5
(vgl. Abschnitt 5.1.3). Die Ergebnisse sind in der Abbildung 5.7 zu sehen mit
einem Rekonstruktionsfehler von 55.5%.

m{Req" = 5.5} m{Re Gapprox > 2.5}
5 5
4 4
3 3
24 2
1 1-
ol 0
2T~ —— T %
0 \\\\ o — 0 \\\ L ///(O
— 2 T~ 5
(a) Exakte Storung Re g7. (b) Rekonstruktion von Re g* im Fall von
A.

Abbildung 5.7.: Beispiel der Rekonstruktion fiir das vektorwertige Problem.






Faktorisierungsmethode fiir das skalare
Streuproblem

In diesem Kapitel wird das Ziel sein, nur den Trdger der Stérung zu rekon-
struieren, um im Gegenzug ein schnelleres Verfahren durch Einsparungen
von Auswertungen des direkten Problems zu erhalten. Hierzu werden wir die
Faktorisierungsmethode (FM) fiir unsere Problemstellung herleiten. Die Faktori-
sierungsmethode ist ein bildgebendes Verfahren, das durch Andreas Kirsch
eingeftihrt wurde (vgl. [KGO08]), und gibt eine theoretische Legitimation fiir
eine numerische Methode fiir das Inverse Problem der Rekonstruktion der
Form der Stérung. Man setzt die Kenntnis des Fernfeldes der gestreuten
Wellen, die durch ebene Wellen aus jeder Richtung erzeugt werden, voraus.
Im Vergleich zu Newton-artigen Verfahren benotigt diese Methode viel weni-
ger Auswertungen des Vorwartsoperators, was nattirlich vorteilhaft ist. Der
Nachteil der Methode ist, dass man die Storung nur lokalisiert ohne den Wert
der Abweichung zu approximieren. Dieses Kapitel wurde als Artikel [HK20]

veroffentlicht.

Bildgebende Verfahren zur Identifikation eines periodischen Mediums wurden
in vielen Arbeiten behandelt, siehe z. B. [LN13; Ngul2; AK03; AG05; San10;
EH11; YZZ12; HLZ13], um ein paar Referenzen zu nennen. Die Identifizierung
von Storungen in einem periodischen Wellenleiter wurde z. B. in [SZ13; BF14]
analysiert. Auch wurden in [HN17b; CHN18] differenzierbare bildgebende
Verfahren zur Rekonstruktion von Defekten eines unbekannten periodischen
Hintergrundmediums betrachtet, fiir die der Defekt periodisch sein muss.

Fiir unsere Problemstellung betrachten wir ebene Wellen aus jeder Richtung
als das einfallende Feld und definieren das Fernfeld der gestreuten Welle auf
einer Oberfldche in endlicher Entfernung. Wir verwenden die Existenztheorie
aus Kapitel 3, um die wohldefinierte Definition einer gestreuten Welle, die
durch eine ebene Welle erzeugt wird, zu erhalten und hierdurch das Fernfeld
der gestreuten Welle zu definieren. Diese hat eine analoge Darstellung zum
Streuproblem fiir beschriankte Hindernisse im freien Raum und wir zeigen,
dass sich das Fernfeld durch skalierte Fourier-Koeffizienten der gestreuten Wel-
le in endlichem Abstand zu dem periodischen Hintergrundmedium darstellen
lasst. Fiir das Inverse Problem definieren wir dann die Menge der einfallenden
Wellen, die beliebig nah zur Menge der ausbreitenden ebenen Wellen liegt,

6
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und betrachten die erzeugten Fernfelddaten als Messdaten in Form eines
Fernfeldoperators. Wir zeigen fiir die Problemstellung die theoretische Grund-
lage der Faktorisierungsmethode zur Rekonstruktion des Tragers aus dem so
definierten Fernfeldoperator. Unsere Analyse schliefst jedoch nicht den Grenz-
fall ein, dass wir nur die sich ausbreitenden ebene Wellen als einfallendes
Feld hernehmen konnen. Nichtsdestotrotz werden wir fiir die numerischen
Beispiele nur die ausbreitenden Wellen als einfallendes Feld verwenden, um
ndher an dem physikalischen Modell zu bleiben.

Durch die Absorptionsbedingung des periodischen Mediums fiir die Wohldefi-
niertheit der Losung miissen wir zur Konstruktion der Faktorisierungsmethode
nicht-physikalische einfallende Wellen definieren. In dem numerischen Teil
werden wir dann darauf eingehen, wie der nicht-physikalische Fernfeldopera-
tor aus den Daten des physikalischen Fernfeldoperators erzeugt werden kann.
Zum Schluss geben wir numerische Beispiele fiir die Faktorisierungsmethode
und fiigen zum Vergleich die Ergebnisse der Linear Sampling Method (LSM)

hinzu.

Fiir dieses Kapitel werden wir die Annahme fallen lassen, dass das Objekt auf
einem perfekt elektrischen Leiter aufliegt, um bessere numerische Ergebnisse
prasentieren zu konnen. Mit anderen Worten werden wir hier das Streu-
problem im ganzen RR?, also ohne die homogene Dirichlet-Randbedingung
fiir den unteren Rand, betrachten. Stattdessen fordern wir nach oben und
nach unten hin das Erfiillen der angular spectrum representation aus (3.1) als
Ausstrahlungsbedingung fiir die Losungen. Um die Notation kompakter zu
halten, definieren wir das Streifengebiet OR um in OF := R x (=R,R) und
setzen analog O := [—m, 7] x (=R, R).

Fiir die theoretische Legitimation der Faktorisierungsmethode wahlen wir ein
beliebig kleines 77 > 0. In den numerischen Beispielen werden wir stattdessen
den Grenzwert 7 = 0 wihlen. Der Grenzfall ist zwar nicht durch die Theorie
gedeckt, liegt jedoch ndher an der physikalischen Beschreibung des Problems.
Fiir ein a € [—(k* + k*52)"?, (k2 + k*%)"/?] betrachten wir die a-quasiperiodi-
schen ebenen Wellen der Form /™ (x) = e~i*x+iVi—a’x2 3]g einfallende Felder.
Die Funktionen kénnen wir alternativ als u™(x,d) = e~*4'* fiireind € R x C
darstellen, sodass d - d = 1 und |Im dy| < 7 gilt. Somit kénnen wir die Menge
aller Richtungen als

S={deRxC:d-d=1, Imdy| <75}

definieren, und « als eine Funktion in d betrachten, die definiert ist durch

@S [—\/k2+k2;72, \/k2+k2;72} , a(d) = kd,. 6.1)
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Da wir nun zwischen oberer und unterer Randbedingung unterscheiden

T:ER

miissen, notieren wir den Dirichlet-Neumann-Operator mit . Das folgende

Lemma ist eine Erweiterung von Lemma 3.1.

Lemma 6.1. Der lineare und stetige Operator T*R: H/>(T*R) — H V2(T*R) jst
fiir ein ¢ € HY/>(TFR) N L1 (T*R) gegeben durch

T*R(¢)(x, £R) := (2:)1/ /}R RGP F(@9)(@) e dE, x e R

und erfiillt fiir alle € H*(T*R) die Ungleichungen

FRe (T*Rp,¢) >0 und +Im (TR, ¢) > 0.

Analog definieren wir fiir alle « € R den quasiperiodischen Dirichlet-Neu-
mann-Operator TR : HY?(T5R) — H,/*(TER).

6.1. Quasiperiodisches Streuproblem

Unter der Annahme, dass wir keine Storung im periodischen Brechungsindex
haben und eine quasiperiodische einfallende Welle annehmen, kénnen wir aus
der Eindeutigkeit der Losung schliefsen, dass die gestreute Welle quasiperi-
odisch sein muss. Deswegen ist es hinreichend das Problem auf einer Periode
QOF zu betrachten. Fiir ein d € S und die einfallende Welle u"(-, d) suchen

wir demnach das gestreute Feld g, € HL(QK), das das variationelle Problem

Zu
A (-, d) + KPn3iE, (-, d) = =K (n2 — 1)u™ (-, d) in O
0 .
3y ap () = T Fiigy (-, ) auf g

16st. Die eindeutige Existenz der Losung kann analog zu Lemma 3.7 gezeigt
werden, wenn wir Absorption auf einem offenen Ball annehmen. Damit kon-
nen wir das quasiperiodische Gesamtfeld iiqp (-, d) = #5, (-, d) 4+ u™(-,d)
definieren, das die Gleichung

Aiigp(-,d) + K*niigp(-,d) =0 in R?

16st.
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6.2. Gestortes unbeschranktes Streuproblem

Nachdem wir das Gesamtfeld des quasiperiodischen Problems kennen, be-
trachten wir den Fall eines gestorten Brechungsindizes n® := n3 +q € L*(R?)
mit einer Storung g € L®(R?) fiir die D := supp(q) C OQy° gilt. Das Streu-
problem ist dann dadurch beschrieben, dass das Gesamtfeld u': R? — C die
homogene Helmholtz-Gleichung

Aut +K*n*ut =0 inR? (6.2)

lost. Fiir das Gesamtfeld nehmen wir an, dass sich dieses fiir ein d € S in das
gestreute Feld u° und das Gesamtfeld des quasiperiodischen Streuproblems
ﬁqp(-, d) als einfallende Welle zerlegen ldsst. Demnach verschiebt sich die
Aufgabe auf das Finden des unbekannten gestreuten Feldes u* € H'(QR) fiir
ein R > Ry, das die Losung der Gleichung

A+ Kn*u® = —kPqiigp(-,d) inR? (6.3)

ist. Wie zuvor soll die gestreute Welle die angular spectrum representation aus
(3.1) als Ausstrahlungsbedingung in IR? \ QR erfiillen. Unter der Annahme 1
an den Brechungsindex hat das obere Problem eine Losung nach Satz 3.2 und
das Gesamtfeld u' = u° + tigp (-, d) wiirde das Streuproblem (6.2) losen. Fiir
die Faktorisierungsmethode werden wir stattdessen die komplex konjugierte
Funktion @ statt uq, fiir die rechte Seite in (6.3) verwenden. Deswegen
betrachten wir das folgende Problem fiir eine allgemeine Quelle f € L2(QF),
die wir auferhalb von QF durch Null fortsetzen.

Problemstellung 3

Wir suchen fiir ein R > Ry eine Funktion u® € H*(QR) als Losung des varia-
tionellen Problems zu

A+ IPnu® = —f in OF,
aius = THRys auf TR,
2

6.3. Fernfeld einer gestreuten Welle

Als Nachstes definieren wir das Fernfeld der Losung des Problems 3 mit Hilfe
der horizontalen Bloch-Floquet-Transformation [JR.
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Definition 6.2. Es sei u* € H'(QR) die Losung des Problems 3 fiir eine rechte
Seite f € L2(Q)). Wir betrachten (d’) := kd] als eine Funktion abhingig von
d’ € S analog zu « in (6.1) und setzen die Notation

*(x,£R,d") .= w* (B(d’),x, £R) = Jru’ (B(d’), x, £R) .
Das Fernfeld u®: S — C von u® definieren wir als

ou®

. oun¢(.,d’)
Y 1A N el _q inc . 3/ _ 55(. 4’ ’
@)= [l G (i) = () S

axz
auinc(., d/)
axz

ds

—/ O () uire (., d') — i (-, —d') ds.
T

o* 0x2
Das folgende Lemma gibt eine erste Charakterisierung des Fernfeldes.

Lemma 6.3. Fiir das Fernfeld u® einer Losung u® € H(QR) des Problems 3 fiir

eine rechte Seite f € L*(Q) gilt die Charakterisierung
~T(2M+1) ous ; auinc(', R, d/)

00 / — 1 o
u=(d) Moso —(2M+1) 0X2 dx2

T(2MA+1) 9ys

u™(-,R,d") —u dx;
ou"°(.,—R,d")

inc ',—R,d, 5
u™( ) —u s

dx1

— lim
M=o /- (2M+1) 0X2

fiir alle d’ € S.

Beweis: Es sei d’ € S fest und setze p = B(d’). Dann erhalten wir aus der

Definition der Inversen der Bloch-Floquet-Transformation die Identitét:

. auinc(.’ R, d/)

0%, dx

T(2M+1) 3.5 .
/ au umc(" R, d/) —u

“n(2M+1) 0X2

M T 5SS .
= [y e | M (1, R) u"(, R, ')

auinc(,/ R, d/)

—u*(w,+, R) s

dS da.

Die glatte und periodische Funktion 6_g (x) := Y e~ 27 (F+4) st die
abgeschnittene Fourier-Reihe der 1-periodischen Delta-Distribution, da der j-te
Fourier-Koeffizient durch &_ g = € 2P gegeben ist. Die Summe konvergiert
bzgl. H}; °(I) fir ein s > 1/2 gegen J_ p (siehe [SV02, Kapitel 5]). Die Bloch-
Floquet-Transformierte der rechten Seite ist analytisch in , sodass nach dem
Regularitatsresultat 3.11 das gestreute Feld stetig in f € I und die Punktaus-
wertung wohldefiniert ist. Somit erhalten wir fiir § = B(d’) die behauptete
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Charakterisierung durch

m(2M+1) inc(, /
lim ou’ une(. R, d') — au (-,R,d") dx
M=o0 ) _r(2M+1) OX2 ox2
m(2M+1) yinc /
— lim ou® lnC( —R, d’) us w dx
M—o0 J —7r(2M+1) aXZ axz
4 oun(-,R,d")
mc . / 5 ( . é
= [ b R R ) — (- R) P
T ou® inc , ounc(., —R,d")
_/771873(2(_5' ,—R)u™(-, =R, d") —u*(—B, ’_R)a—xzdl
=u®(d).
L]

Bemerkung 6.4. Wenn wir mit F (u°) die Fourier-Transformierte der Spur auf
TRUT R einer Losung u® € H'(QR) des Problems 3 bezeichnen, so kénnen
wir mit der Identitét (J@S\IFR)O(—,B(d’), +R) = F(u®)(—pB(d’), £R) fiir den
nullten Fourier-Koeffizienten aus der Folgerung 2.14 nachrechnen, dass das
Fernfeld gegeben ist durch

u®(d') = d)[2 F () (=p(d'), R) e LR, dj >0,
= 2\/2?1 K2 — ’lg(d/ﬂz f(us)(—ﬁ(d/), —R) eikdzR, d/2 <0.

Daraus folgt insbesondere, dass das Fernfeld genau dann die Nullfunktion ist,
wenn die Fourier-Transformierte F (1) der Spur der gestreuten Welle auf T3 <
in dem Intervall [—(k? + k*%)"/?, (k* 4+ k?>12)"/?] \ {—k, k} verschwindet.

Lemma 6.5. Es sei u® € H(QR) die Losung des Problems 3 fiir eine rechte Seite
f € L*(QY), die nur in D ihren Triger hat. Wenn das Fernfeld von u® verschwin-
det und das Komplement von D zusammenhiingend ist, dann verschwindet u® im
Komplement von D.

Beweis: Wenn das Fernfeld der Losung u#° verschwindet, dann verschwin-
den auch die Fourier-Transformierten der Spuren F (us ‘riR) auf der Menge
[— (K + K*52)"2, (K* + k*52)V?] \ {—k,k}. Da die rechte Seite einen kompak-
ten Triger in OF besitzt, ist die Bloch-Floquet-Transformierte gegeben durch
f = Jrf, wodurch diese unabhingig von der kiinstlichen Komponente
ist. Insbesondere ist die rechte Seite Jrf analytisch bzgl. B € R und es folgt
aus dem Regularititsresultat 3.11, dass Jru® analytisch in p € R\ {—k, k}
ist. Demnach muss auch die Fourier-Transformierte der Spur F <u5 ‘riR) eine
analytische Funktion fiir § € R\ {—k, k} sein und wegen der Analytizitit auf
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ganz R verschwinden. Da nun die Losung eindeutig durch die Ausstrahlungs-
bedingung erweitert werden kann und diese linear von der Spur abhéngt,
verschwindet die gestreute Welle auf einer offenen Menge fiir ein R’ > R. Die
rechte Seite besitzt ihren Trager in D, womit aus dem Satz iiber die eindeutige
Fortsetzbarkeit 3.6 folgt, dass die gestreute Welle iiberall auferhalb von D
verschwindet. O

6.4. Herleitung der Faktorisierungsmethode

Fir eine ebene Welle uinc(-,d), die von d € S abhidngt, schreiben wir die
gestreute Welle als u°(-, d) und das quasiperiodische Gesamtfeld als (-, d).
Analog schreiben wir u°(-,d,d’) fiir die Bloch-Floquet-Transformierte der
gestreuten Welle und u®(d,d’) fiir das Fernfeld in d’ € S. Bevor wir den
Herglotz-Operator Hqp definieren, miissen wir kldren, wie das Integral iiber S
im Folgenden gemeint ist. Wir betrachten die beiden Mengen

5% = {<d1,im> ‘d; € [—\/1+;72, \/1+;72} }

Eine Funktion ¢: S — C soll die beiden von d; abhidngigen Funktion

oF [—\/1+172,\/1+;72] e

bezeichnen und das Integral von ¢ € L?(S) {iber S soll als

d) ds(d) = | H(dy) +¢(dy) d(d
foas@ = [ o ¢ g () d(dy
definiert sein. Jetzt konnen wir den Fernfeld-Operator F: L>(S) — L*(S) und
den Herglotz-Operator Hgp: L*(S) — L?(D) definieren als

Fg(d') == /

[1(d,d) ¢(d) dS(d) und  Hopg = '/S@(-,d)g(d) ds(d),

wobei u®(d, -) das Fernfeld der gestreuten Welle u°(-,d) des Problems 3 mit
der rechten Seite f = k?qiiqp(-,d) ist. Durch direktes Nachrechnen erhal-
ten wir den adjungierten Operator Hj,: L*(D) — L*(S) bzgl. des L*(D)-
Skalarproduktes, der gegeben ist durch

HZo(d') = /D o(x) ilgp (x,d’) dx.

Durch die Anderung der einfallenden Welle als rechte Seite f = k?qiigp (-, d),
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d € S, haben wir das Verhalten des Streuproblems verdndert. Wir sind nun in
der Lage die gewiinschte symmetrische Faktorisierung des Fernfeld-Opera-
tors herzuleiten, wie wir im folgenden Satz zeigen werden. Das entstehende
Problem ist, dass das Streuproblem nicht der physikalischen Beschreibung
entspricht, solange der Imaginérteil des Brechungsindizes nicht verschwindet.
Deswegen werden wir im numerischen Teil darauf eingehen, wie wir den
oben definierten theoretischen Fernfeld-Operator durch den physikalischen
approximieren konnen, der durch die rechten Seiten f = kzqﬁqp(-, d) beschrie-
ben ist. Zusétzlich zu der Annahme 1 benétigen wir fiir die Zerlegung des

Fernfeldoperators die folgende Annahme an die Storung.

Annahme 3. Es sei die Annahme 1 erfiillt und zusétzlich soll das Komplement
D¢ := R? \ D zusammenhingend sein und Re g > ¢ > 0 auf D gelten.

— Satz 6.6

Es sei die Annahme 3 etfiillt. Der Fernfeld-Operator F kann in F = H3,T Hop
mit dem invertierbaren und beschriinkten Operator

T:L*D) — L*(D), Tov:=—k*3q(v+7v°),

zerlegt werden, wobei v° die Losung des Streuproblems 3 fiir die rechte Seite
f = k2qo bezeichnet.

Beweis: (a) Es gilt fiir B = B(d’) und fiir ¢ € Hl_/é(—n, ), P E H;/Z(—n, 7T)
die Identitat

[ rtwsasas= [ ] nwsesa

woraus wir die Gleichung

oir° , , N
/riRaxZ(d —d) g, (-, d') — i (-, d, d)az(d)ds

= [ T2 (74, ) T, ) = (4, ) T (7 () S

= d,—d")) @& (-,d) - TR
qr

By (4, ~d)) Tyl ') dS

+R
e Tp(@) (=
—0

folgern. Damit konnen wir diesen Term zum Fernfeld hinzuaddieren und

erhalten

©(d,d') = UPR /]axz 4, —d) igp(,d) = (-, d, ~d) S (., ) ds,
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Da der Integrand eine periodische Funktion bzgl. x; ist, konnen wir die
Greensche Formel anwenden, sodass

u”(d,d/):/a (-, d, —d') ilgp(-, d') — (-, d, —d) Adigp (-, d') dx

0

= oo (Fqu g Tig) () — I (. d, =) ) g, )

+ 12050, d, —d) tigp (-, d') dx

2 s
pl
=/ —k*q (tigp + u°) (-, d) tigp (-, d') dx
QO
gilt. Wenn wir nun eine Funktion ¢ € L?(S) mit dem Fernfeld multiplizieren
und {iiber S integrieren, erhalten wir die behauptete Zerlegung durch

Fg(d') = /5 u=(d,d’) g(d) dS(d)
= Jo [ (Tl ) = () 5(e) dS (@), ) tx

_ _ 12 inc s\ 7 (. dq' S inc
_/Qg kg (UM + U°) figp (-, d) dx = HZ, (TU™),

wobei U%(x) das gestreute Feld [;u°(x,d)g(d) dS(d) und U™ = Hgp(g) ist.

(b) Wir haben in der Annahme 3 vorausgesetzt, dass Re g > ¢ > 0 auf D
erfiillt ist. Wenn wir mit L: L?(D) — L?(D) den Losungsoperator bezeichnen,
der eine rechte Seite f € L?(D) auf die auf D eingeschrinkte Losung des
Problems 3, abbildet, dann erhalten wir

]:2[1] Tv=v+kL(gv) inL*(D).

Dadurch wird also ein Fredholm-Operator mit Index Null beschrieben, sodass
wir nach Satz A.3 nur noch die Injektivitit zeigen miissen. Es sei v € L?(D),
das die Gleichung 7v = 0 in D erfiillt. Daraus folgt, dass k?qv* = —k?*qov in D
gilt, und v°

Av® + kz(n?] +4q)v° =Kq0° in QR

erfiillt. Da das Streuproblem fiir g = 0 eine eindeutige Losung hat, was durch
Satz 3.2 garantiert wird, muss v° die Nullfunktion auf QOF sein und es gilt
demnach v = v°* = 0in D. O

Der néchste Satz wird uns ein erstes theoretisches Kriterium fiir die Lokalisie-
rung des Tragers geben, wofiir wir das Fernfeld der Fundamentallosung des
ungestorten Problems 3 benétigen. Es sei z € (—m, 71) x R fest und @, die
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periodische Fundamentallosung der Helmholtz-Gleichung

d

+R +R
ai_x2¢z’p - TO (bz,p an FO .

[A + kznﬂ ®,, = -4, inOF,
Wir wihlen fiir ein § > 0 eine Abschneidefunktion x* € C®(IR?), fiir die
XT(x) =0 fiir [x —z| > é und x*(x) =1 fiir |[x — z| < ¢/2 gelten soll, und
betrachten die Losung @, des Problems 3 mit 4 = 0 und der rechten Seite

—f = AD, + 5 ®, = —Ax D, —2Vx T - VO, € LP(OF).

Dann kénnen wir die Fundamentallosung des Problems 3 durch &, :=
xt®.p, + D, definieren und bezeichnen mit ¢ € L(S) das Fernfeld.

Lemma 6.7. Wir nehmen an, dass das Komplement von D zusammenhiingend ist
und es sei fiir ein z € QF das Fernfeld ¢2° der Fundamentallosung ®, der Helmholtz-
Gleichung Aw + kzn%w = —&, im Gebiet QR gegeben. Dann gilt z € D genau dann,
wenn das Fernfeld ¢2° in dem Bildraum R(Hg,) liegt.

Beweis: Es sei z € D fest, dann existiert eine offene Menge B,(z) mit einem
Radius ¢ > 0, sodass der Abschluss m in D liegt. Wir wahlen eine Ab-
schneidefunktion x~, die die Eigenschaften x (x) = 1 fir |x —z| > ¢ und
X~ (x) = 0 fiir |x — z| < ¢/2 besitzt und betrachten w := xy~®, € H'(QR). Da
die Funktion Aw + k*n5w € L?(QR) ihren Tréger in D besitzt, gilt

Hep(p)(d) = /QR (Aw +k2n§w) ligp(x,d’) dx,

sodass aus der Gleichung

m(2M+1) aw / ey /
m(2M+1) auinC

_/ :l:R) lnc( +R, d’) CPZ(-,:ER) (',:ER,d/) dx,
(2M+1) axz o

aus der Greenschen Formel und aus Lemma 6.3 die Identitat

Hp (1) (d')
) (2M+1) oD, inc , Juine )
= —r(2M+1) 0X2 (R)wC R, &) = (-, R) TJQ("R'd ) dz
. 7(2M+1) aq) inc / oun® /
T 7(2M+1) axz( R R ) = @, —R) oxa (=R d) dx

= ¢ (d)
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folgt. Insbesondere ist das Fernfeld ¢7° von @, im Bildbereich von Hgg,.

Nehme andererseits an, dass ¢7° € R(Hg,) und z ¢ D gilt. Dann gibt es ein

p € L*(D) mit H},
fur die rechte Seite f = —¢. Dann konnen wir, wie oben, nachrechnen, dass

Y = ¢7°. Wir bezeichnen mit w® die Losung des Problems 3

das Fernfeld von w® genau ¢2° entspricht. Aus Lemma 6.5 folgern wir, dass
w* der Fundamentallosung @, in R? \ (D U {z}) gleicht. Die Analytizitit der
Losung widerspricht damit, dass z € R? \ D ist. Wenn z € D \ D, dann ergibt
das Ganze ebenso einen Widerspruch, denn ®, ¢ H/>(dD) fiir z € 9D. [

Wir haben somit gezeigt, dass ein Punkt z € QF genau dann in D liegt, wenn
das Fernfeld ¢7° ein Element des Bildbereichs von Hgj, ist. Der néchste Schritt
ist, den Bildbereich zu charakterisieren, sodass wir nur noch den Operator
F in der Aquivalenz benétigen. Hierfiir werden wir das Resultat aus [KGO08,
Theorem 2.15] in der Version von [BH13, Theorem 3.2] anwenden, das wir
nun als Proposition zitieren. Fiir die Definition von A"? fiir einen linearen
Operator A sei auf die Theorie der Inversen Probleme, wie z. B. in [Rie03] zu

finden, verwiesen.

Proposition 6.8. Es sei H C U C H* ein Gelfand-Tripel mit einem Hilbertraum U
und einem reflexiven Banachraum H, sodass die Einbettungen dicht sind. Weiterhin
sei Y ein zweiter Hilbertraum und G: Y — Y, H: Y — H sowie T: H — H*
lineare und beschriinkte Operatoren, sodass G = H*TH gilt. Nehmen wir zudem
an, dass H* ein kompakter Operator mit dichtem Bild ist, dass sich (Re T) =
(T 4+ T7)/2 zerlegen lisst in (Re T) = C + K mit einem kompakten Operator K
und einem selbstadjungierten und koerziven Operator C: H — H*, d. h. es gibt ein
c > 0 mit

(¢,CP)u > cl|g||3; fiir alle g € H,

und dass (Im T') == (T — T*)/(2i) strikt positiv auf R(H) ist.

Dann ist der Operator Gy = |(Re T)|+ (Im T) strikt positiv und die Bildriume
von H*: H* — Y und G/*: Y — Y sind identisch.

— Satz 6.9

Der Operator Hqp: L*(S) — L*(D) ist kompakt und injektiv. Wenn das Kom-
plement von D zusammenhingend ist, dann ist der Abschluss des Bildraumes
charakterisiert durch

R(Hgp) = Hinc(D) = {U € L*(D): Av+k2n7§v =0 in D} )
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Beweis: Das Gesamtfeld des quasiperiodischen Problems ist stetig in d; und
analytisch auflerhalb von d; = +1, was aus Satz 3.10 folgt. Da das quasi-
periodische Gesamtfeld der Kern des Integraloperators Hgp, ist, muss dieser
kompakt sein.

Fiir die Injektivitit sei I := [—1,1] und der Operator H: L2(D) — L%(S),
Hg := (Hgpg), definiert. Damit ist der Operator Hy, genau dann injektiv,

wenn H injektiv ist, sodass wir stattdessen die Injektivitdt von H zeigen. Die
Funktion Hg € L?(D) ist die Restriktion von

0 (x) = /S iigp(x,d) g(d) dS(d), x € R?,

auf D, die die homogene Helmholtz-Gleichung Av, + kzn%vg = 0 in R? 16st.
Zundchst wollen wir die Bloch-Floquet-Transformierte einer allgemeinen Funk-
tion vy berechnen, und nehmen anschliefend erst an, dass ¢ aus dem Kern ist.
Wir wihlen hierfiir eine Funktion ¢g* € CY (T), die durch Null auf R erweitert
ist. Da alle Ableitungen der Funktion g* in d; = +1 verschwinden und das
quasiperiodische Gesamtfeld auflerhalb von d; = £1 analytisch ist, muss fiir
dy(d;) == (1 — d?)"/? die Inklusion

u;t(x, )= dlgp (x,-, £da())) §°(-) € CF(R) fiir alle x € R? (6.4)

gelten. Weiterhin ist iiqp (-, d) € HZ (IR?) fiir alle d € S, woraus wir aus dem
Sobolevschen Einbettungssatz [McL00, Theorem 3.26] schlieflen, dass iiqp, stetig
in x ist. Daraus erhalten wir fiir g € I

M

‘ Z /Tﬁqp (Xl + 27Tj, X2, dl,dz(dl)) gj:(dl) €2nia0j d(dl)
= (6.5)

k/ | op (8 tda(d1/k)) &5 (@/k) 2rile0-di 4(dy).

Die glatte und periodische Funktion (31 = YMo eZ"i(”‘o—al)1> konvergiert
im distributionellem Sinne (d. h. in D’(R)) gegen die periodische Delta-Distri-
bution Y_,,c7 du;+m gleichmiaBig bzgl. ag € I (siehe [SV02, Kapitel 5]). Deshalb
ist fiir jedes ap € I und x € OF der Grenzwert durch die endliche Summe

M

li ko~ 271, 27Ting]
Jim. 3% o271

G ("‘“*’“))?( ) e

))e ()
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gegeben. Aus [SV02, Kapitel 5] folgt zudem die Konvergenz bzgl. der Norm
in L2(I x OF).

Nun wollen wir die Formel auf alle ¢ € L?(I) erweitern. Es sei hierzu fiir

ug aus (6.4) die Funktion u, (x,kd1) = Yjez g (x,d1 + j) definiert. Fiir die

L%(OR)-Norm gilt analog zu (6.5), dass

N 2
/ KJvg|? dx = Z/ (x,dp) e 20m q(d;)| dx
meZ 71/2
2
2 - E1 —27midym r1
+ ug (x,di)e d(dy)| dx
R ,1/2
2 — 2
= & [ w0 + o) 0] ax
meZ

wobei (u}jf)m(x) der m-te Fourier-Koeffizient bzgl. d; ist. Die Fourier-Koeffizi-
enten sind beschrankt durch

L g 0)

meZ

()., (%) dx<llui!|Lz < oo,

(IxQf)

sodass die Funktion v, in L?(QR) liegt und damit auch Jrog € L*(I x QF).
Wegen der Dichtheit von Cg°(I) in L?(I) kénnen wir eine Folge {gn} nen mit
g™ gNHL2 — 0 fiir N — oo wihlen, sodass fiir M, N — oo

leUg(DC X Z z)g X1 + 271—], Xz) 27Tinj _ O,
= L2(IxQF)
M . .
Z (Ug(xl + 27Tj, XZ) — Ugy (xl -+ 27-[]'/ x2)) eZmoc] 0,
m L2(IxQF)

— 0.
L2(IxQR)

Y ilgp ( a}tm +d> (atm)) (87 (wtm/k) — g (wtm/k))

meZ

Demnach gilt die Gleichung (6.6) fiir alle ¢ € L?(S) mit supp g& C

Es sei ¢ € L?(S) nun eine Funktion aus dem Kern, die Hg = 0 € L?*(D)
erfiillt. Die entsprechende Herglotz-Funktion v, 16st die homogene Helmholtz-
Gleichung und verschwindet auf D, sodass aus dem Satz iiber die eindeutige
Fortsetzbarkeit 3.6 v, = 0 in IR? folgt. Das periodische gestreute Feld ist
beschrankt durch Hﬁz{p("d)HHl(Qg’) < CR/| |17§{P("d)HH1(Q§0) fiir alle R" > Ry
und das einfallende Feld "¢ wichst exponentiell in Richtung Fx, fiir |dq| > 1
auf S*. Daraus folgt insbesondere, dass supp ¢* C T sein muss. Somit kénnen
wir die Formel (6.6) auf ¢ und anschlieRend den Randoperator (T;:R — 9/ax,)
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fiir ein ag € I auf die Spur des Gesamtfeldes anwenden. Fiir das gestreute
Feld i, = tigp — u™ gilt (TR —9/ox) #3(-,d) = 0. Da die Funktionen
{e~il@otm)x1l 5 linear unabhéngig in L?([—7, 7t]) sind, erhalten wir aus

0= Z +2iy/k2 — (ag 4+ m)2 g* (0@2—7}1) o i(@otm)xy—in/k2—(ag+m)2R

me4

fiir alle x € T3R, dass g* =0 in T und infolgedessen auch ¢ = 0 in S gilt.

Fiir die Charakterisierung des Bildraumes von Hg, ist zundchst einmal schnell
ersichtlich, dass die Inklusion qu) C Hinc(D) gilt. Um die andere Inklusion
zu zeigen, ist es hinreichend die Injektivitdt von Hg, auf Hinc(D) zu zeigen.
Es sei hierzu ¢ € Hinc(D) eine Funktion mit Hy,¢ = 0. Wir betrachten das
gestreute Feld w € H'(QR) als Losung des Problems 3 mit Aw + K*njw = ¢.
Die Anwendung der Greenschen Formel ergibt damit fiir alle d’ € S

m(2M+1) . inc(, /
w°°(d’) = lim aﬁulnC(.,R,d/) _ww dx
M>e0 ) r(2M+1) 0X2 dx2
m(2M+1) ) inc(, /
— lim aﬂulnc(-,—R,d/)—wau (,O,d) d&
M5e0 ) r(2M+1) OX2 ox2
= Hyp¢(d') = 0.

Aus Lemma 6.5 folgt nun, dass w in dem Komplement D¢ verschwindet und
insbesondere w € H} (D) ist. Da ¢ ein Element aus Hin(D) ist, erhalten wir

11y = [, [0+ K] § dx = 0

und damit ist Hgp injektiv auf Hino(D). O

Die Dichtheit von Hg, ist eine direkte Folgerung aus der Injektivitat von Hgp.

Folgerung 6.10. Der Operator Hjj,: L?(D) — L*(S) ist kompakt mit dichtem Bild.

2 2

p
transmission problem als das Finden einer Losung (w®,v) € L%(D)?, die die

Bedingungen w* € H?(D) und

Fiir gegebene Funktionen 1<, n;, und q definieren wir das homogene interior

A + kP w® = —K*qu in D (6.7a)
Ao+ knZv =0 in D (6.7b)
w® =0 auf 0D (6.7¢)

S
W _ auf 9D (6.7d)

v
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erfiillt. Fiir die Faktorisierungsmethode werden wir annehmen, dass es nur die
triviale Losung zu diesem Problem gibt. Wir weisen nun die Voraussetzung

fiir den Operator 7 nach.

Lemma 6.11. Es sei die Annahme 3 erfiillt. Zudem soll es keine nicht-triviale Lo-

sung zu (6.7) geben. Dann ist der Operator (Im T') strikt positiv auf R(Hqp) und
der Operator (Re T') kann zerlegt werden in (Re T) = C + K mit einem selbstad-
jungierten und koerziven Operator C und einem kompakten Operator K.

Beweis: Fiir alle v € L2(D) bezeichnen wir mit v° die Lésung des Problems 3
fiir die rechte Seite k?qv. Wir definieren den koerziven und selbstadjungierten
Operator C: L?(D) — L?*(D) durch Cv := —k*(Re q)v. Fiir den restlichen
Teil K := (Re T) — C: L?(D) — L?(D) erhalten wir fiir w, v € L?(D) die
Gleichung

1 1
(w, Ko)2(py = 5 (w, To)r2(p) + 5 (Tw,0)12(p) — (w0, C0)12(p)

:—kz/D;qw(v-l—vs)-l-;q(w—I-ws)v—(Req)wvdx
—K? _
:T/ﬁwvs—i—qwsﬁdx.
D

Da beide Funktionen w*® und v* aus H!(D) sind, folgt aus dem Einbettungssatz
[McL00, Theorem 3.27] die Kompaktheit von K.

Es bleibt die Positivitdt von (Im 7)) zu zeigen. Wir rechnen zunichst nach,
dass (v, (Im 7)v)2(py = —Im (Tv,0)12p) gilt. Deswegen werden wir den
Term —Im (7,0)2(py statt (v, (Im T)v);2(py abschitzen. Weiterhin kénnen
wir das Skalarprodukt (77, 0)2(p) schreiben als

(Tv,0)12p) = / —K*q(v+v*)vdx fiiralle v € L2(D).
D

Wegen der Identitét (v +v°) 7 = |v + v°|? — (v + ?°) 5 und Lemma 3.3 erhalten
wir die Abschédtzung

Im/ K*quvs dx = Im </ \Vvs|2—k2n%\vs|2—k2q]vs]2dx
OR OR

. [/FR —/FR] TiR(US)USds>

< /Q —R(Im 12 + q) [o°[2 dx < /Q _K(Im q) |0 dx
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und folgern daraus
—Im (Tv,0)12(py > kz/ (Im q) |[v+2°]*dx >0 furallev € L?(D). (6.8)
D

Somit ist (Im 7) ein semi-positiver Operator. Wir wollen nun die strikte Positi-
vitit zeigen und wiahlen ein v € R (Hgp), das die Gleichung Im (7 0,0) 12(D) =
0 erfiillt. Die Rechnung (6.8) impliziert, dass o° auf {Im #3 > 0} verschwindet.
Nach dem Satz tiber die eindeutige Fortsetzbarkeit 3.6 verschwindet v* deshalb
auf der zusammenhangenden Menge D¢, die {Im 7 > 0} \ D beinhaltet. Aus
der Annahme, dass es keine nicht-triviale Losung fiir das Problem (6.7) gibt,
folgern wir, dass v° iiberall verschwinden muss und infolgedessen ist v, wie
behauptet, die Nullfunktion. O

Die letzten beiden Lemmatas 6.11 und 6.7 sowie die Folgerung 6.10 weisen
damit alle Voraussetzungen nach, um die Proposition 6.8 anwenden zu konnen.
Wir erhalten demnach die folgende Charakterisierung des Tragers.

— Satz 6.12

Es sollen die Voraussetzungen aus Lemma 6.11 gelten, dann ist der Opera-
tor F4 := |(Re F)| + (Im F): L2(S) — L2(S) strikt positiv. Wenn wir mit
{A, 1/11-}]?”:1 das Eigensystem von Fy bezeichnen, dann erhalten wir die Charak-
terisierung des Trigers D durch

0 e8] . 2
zeD & ¢* e R(F) < ZL(I)Z ,ll;i.)LZ(sﬂ
j

=1

< 0. (6.9)

6.5. Numerische Beispiele ftir den theoretischen
Fernfeld-Operator

In diesem Abschnitt werden wir numerische Beispiele prasentieren, um die
theoretischen Resultate zu tiberpriifen. Hierfiir betrachten wir statt eines
kleinen # > 0 nur den Grenzfall # = 0 und diskretisieren das Intervall [—1,1]
in N; dquidistante Punkte {d]1 };\[”’1 mit

; 1 2
Jome 14—+ —(j—1) firi=1,...,N,.
dl +Nd+Nd(] ) uI'] ’ /Nd

Wir legen die diskreten Richtungen als d/* := (d]i, dé’ jE) fest mit einer von d]i
abhingigen zweiten Komponente, die gegeben ist durch dé’i =+4/1— ]d]1 2.
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Fiir die Erzeugung der Daten nehmen wir ebene Wellen u'"°(-, d/*) als rechte
Seiten und berechnen das quasiperiodische gestreute Feld mit Hilfe der Finite-
Elemente-Methode. Die approximierten Gesamtfelder des quasiperiodischen
Problems nehmen wir anschlieffend her, um das gestreute Feld des gestorten
Problems durch die numerische Methode aus Unterkapitel 4.6 anzundhern.
Analog approximieren wir die Fundamentallosung durch den Algorithmus in
Unterkapitel 4.6, indem wir g = 0 und f = J, setzen. Anschliefsend kéonnen
wir die Fernfelder der gestreuten Felder mit der Formel aus Bemerkung 6.4
fiir die selbe Verteilung der Punkte { d]i }]N:‘il berechnen.

Es seien 1?].jE € C2Na, j=1,...,N; die Vektoren der Werte des Fernfeldes fiir
die einfallenden Wellen u™"°(-,d/*) ausgewertet an den Punkten d/*. Wir

definieren den diskreten Fernfeld-Operator F als
F = (f{", .. .,fﬁd,fl_, ... ,fﬁd) e C(2Na)x(2Ng) |

Wenn~wir mit i (7\j, 1;15])}]25{ das diskrete Eigensystem des Operators Fy :=
|(Re F)| + (Im F) und {¢2° }ze0§ als die diskreten Fernfelder der Fundamen-
talldsung bezeichnen, dann berechnen wir fiir die Lokalisierung des Tragers
die Summe Ny (o T )
M=y (3 /%)LZ(S)!
j=1 Aj

fir ein z € QF, wodurch wir eine diskrete Version der Gleichung (6.9) er-
halten. Aus diesen Werten konnen wir fiir Punkte z € [—7, 1] x [0,5] den
reziproken Wert 1/M. visualisieren. Fiir die Beispiele geben wir die Resultate
mit einem verrauschten und einem unverrauschten Fernfeld-Operator an. Fiir
das Rauschen generieren wir gleichverteilte Zufallszahlen um Null, die wir
auf 1% runterskalieren, d. h. wir wenden den Algorithmus auf die Daten
F¢ = F 4 ¢ fiir ein ¢ € C@N0)*(2Na) an, das ||c||; = 0.01||F||, erfiillt, wobei
|| - ||> der groBite Singuldrwert ist. Zur Erzeugung der Daten setzen wir eine Ab-
schneideschranke fiir den Dirichlet-Neumann-Operator der Randbedingung
auf |j| > 300, diskretisieren Qf in 2%¢ rechteckige Zellen und das Intervall I
in 27 Teilintervalle. Die relative Toleranz von GMRES ist auf 10~1? gesetzt und
wir verwenden die Variablentransformation g4 aus Unterkapitel 3.7.1 fiir die
diskrete inverse Bloch-Floquet-Transformation. Wir betrachten 2 N; = 128 ein-
fallende Richtungen als ebene Wellen und 2 N; = 128 ausgehende Richtungen
fiir das Fernfeld. Fiir die rechten Seiten nehmen wir 25* = 625 Punkte {z; }]6&51

in QOF, die in jede Richtung dquidistant sind.

Beispiel 1

Fiir das erste Beispiel betrachten wir ein vereinfachtes Modell von Nano-Gras-
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Strukturen und simulieren einen Produktionsfehler, bei dem ein paar Stib-
chen fehlen. In der Abbildung 6.1 sind die Parameter und die Resultate in
[—37t,37] x [0, 5] fiir verschiedene Wellenzahlen visualisiert. Der Brechungs-
index nimmt den Wert 2 innerhalb des Objektes, den Wert 1 aufserhalb des
Objektes und den Wert 2 + 1i innerhalb des absorbierenden Materials an.

(a) Drei Perioden des Realteils des gestorten (b) Drei Perioden des Imaginirteils des Bre-
Brechungsindex zwischen —37 und 3. chungsindizes zwischen —37 und 37t.

(c) Ergebnis mit 1% Rauschen fiir k* = 1.8. (d) Ergebnis mit 1% Rauschen fiir k? = 3.

(e) Drei Perioden des Realteils des zweiten (f) Ergebnis fiir den zweiten Brechungsindex
gestorten Brechungsindex zwischen —37 und mit 1% Rauschen und k? = 3.
3. Imaginarteil ist in (b) zu sehen.

Abbildung 6.1.: Die Parameter und das Ergebnis fiir das erste Beispiel der
Faktorisierungsmethode.

In den nédchsten Beispielen werden wir den Einfluss verschiedener Wellenzah-
len und der Absorption auf die Qualitdt der Rekonstruktion iiberpriifen. Dafiir
betrachten wir fiir alle j € Z den folgenden ungestorten Brechungsindex

2, x € ([~3/2,3/2] x [0,9/2]

U[—m, ] x [0,7/2]) \ [-1,1] x [1,3],
24+vi, xe[-1,1] x[1,3],
1, sonst,

nf,(x +27j) =

mit einem v > 0, welches wir spéter wihlen, und die Stérung wahlen wir als

g(x) = { 2.5, x € [1/2,1] x [1,7/2] U[-2,1] x [1,2],
g sonst,

(vgl. Abbildung 6.2).

Beispiel 2

Fiir das zweite Beispiel betrachten wir den Einfluss des Bereichs der Absorpti-
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(a) Realteil des Brechungsindizes Re n + g1 (b) Imaginérteil des Brechungsindizes Im n
zwischen —37t und 3. zwischen —37t und 3.

Abbildung 6.2.: Die Hauptparameter fiir die numerischen Experimente fiir die
Faktorisierungsmethode.

on. Wir berechnen zwei Beispiele, fiir die wir ein relativ kleines v = 103 und
alternativ v = 107® mit k> = 0.4 und g = q; wahlen. Die Ergebnisse mit sowie
ohne Rauschen sind in Abbildung 6.3 dargestellt.

(@) v =103, ohne ex- (b) v = 1073, mit 1% (c) v = 107, ohne ex- (d) v = 10~°, mit 1%
tra Rauschen Rauschen tra Rauschen Rauschen

Abbildung 6.3.: Ergebnisse fiir Beispiel 2 mit k> = 0.4, g = g1, v = 1073 sowie
v =10"°.

Beispiel 3
Fiir das dritte Beispiel testen wir eine grofiere Wellenzahl k* = 1.8 mit v =1
und v = 10~3. Die Ergebnisse sind in Abbildung 6.4 fiir Qf = [—7, 7] x [0, 5]

visualisiert.

(a) v = 1, ohne extra (b) v = 1, mit 1% Rau- (c) v = 1073, ohne ex- (d) v = 1073, mit 1%
Rauschen schen tra Rauschen Rauschen

Abbildung 6.4.: Ergebnisse fiir Beispiel 3 mit k&> = 1.8, v =1und v = 107°.

Beispiel 4
Dieses Beispiel zeigt die Ergebnisse der Rekonstruktion fiir eine kleine Wel-
lenzahl k* = 0.09 mit v = 1072 sowie eine groe Wellenzahl k* = 3 mit v = 1.
Die Ergebnisse fiir Qf = [, 7] x [0, 5] mit und ohne Rauschen sind in der
Abbildung 6.5 zu finden.
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(@ kK =009undv=(b) k¥ = 009 und () 2 =3undv=1d) kK =3undv =1,
103, ohne Rauschen v = 1073, mit 1% Rau- ohne Rauschen mit 1% Rauschen
schen

Abbildung 6.5.: Ergebnisse fiir Beispiel 4 mit k> = 0.09, v = 10~ und mit
k2=3v=1.

Als Fazit stellen wir fest, dass das binidre Kriterium zur Rekonstruktion der
Storung, das durch Satz 6.12 die theoretische Grundlage hat, numerisch be-
statigt werden kann. Die Qualitdt der Rekonstruktion scheint nicht so stark
von dem Wert v des Imaginérteils des Brechungsindizes abzuhédngen, wie
wir in Abbildung 6.3 feststellen. Dies unterscheidet sich von dem Newton-
Verfahren, welches wir im letzten Unterkapitel 5.1 angewandt haben, bei dem
ein kleinerer v-Wert mehr Auswertungen fiir die Rekonstruktion zur Folge hat.
Nichtsdestotrotz ist die Qualitdt der Rekonstruktion von der addquaten Wahl
der Wellenzahl fiir die Grofie der Storung gebunden. Wenn die Wellenzahl
zu grofs ist, sinkt die Qualitdt der Rekonstruktion und ein kleiner v-Wert hat
einen negativen Einfluss darauf, wie fiir den Fall k* = 1.8 in Abbildung 6.4
zu erkennen ist. Fiir kleinere Objekte gibt eine grofiere Wellenzahl bessere
Ergebnisse (vgl. Abbildung 6.1).

Zum Schluss geben wir noch einmal ein Beispiel, wie gut die Faktorisierungs-
methode bei der Problemstellung mit der homogenen Dirichlet-Randbedin-
gung am unteren Rand funktioniert. Die Methode kann fiir diesen Fall analog
hergeleitet werden. Wir haben dann jedoch nur halb so viele Daten im Ver-
gleich zu dem Problem im freien Raum zur Verfiigung, denn wir betrachten
nur die einfallende Wellen von oben und messen das Fernfeld ebenfalls nur
am oberen Rand. Aufgrund dessen erkennen wir in der Abbildung 6.6, dass
die Rekonstruktion des Tragers zum unteren Rand schlechter wird.

T

(a) Drei Perioden des Brechungsindizes mit (b) Ergebnis ohne Rauschen. Die Parameter
Storung zwischen —37t und 37. sind k> =04 und v = 1.

Abbildung 6.6.: Ergebnisse fiir die Problemstellung mit der homogenen Di-
richlet-Randbedingung auf I'X.
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6.6. Numerische Beispiele fuiir physikalische Daten

Bisher haben wir den nicht-physikalischen diskreten Fernfeld-Operator F fiir
die numerischen Beispiele genutzt, der durch die Losungen des Problems 3
fir die rechten Seiten f = kzq@(-, d) generiert wurde. In diesem Abschnitt
wollen wir den nicht-physikalischen diskreten Fernfeld-Operator durch fagppmx
aus den verrauschten Daten des physikalischen diskreten Fernfeld-Operators
f; approximieren. Dieser wurde aus den Losungen des Problems 3 mit rechten
Seiten f = k’qiigp(-,d) hergeleitet. Fiir D N {Im n3 > 0} = () kénnen wir
analog zu Satz 6.9 zeigen, dass der Abschluss des Bildes des erweiterten
Operators Hgp: L?(S) — L2(Q)) mit O := OF \ {Im n2 > 0} durch Hinc(Q)
charakterisiert ist. Mit der selben Argumentation zeigen wir zudem, dass
Hinc(Q) der Abschluss des Bildes von HCIP: L2(S) — L2(Q),

Hpg = [ fp(,d) g(d) dS(d),

ist, indem wir die Identifikation H(;D g = Hgpg verwenden. Da der physikali-
sche Fernfeld-Operator F, die Zerlegung F, = Hg, THCIp und der theoretische
Fernfeld-Operator die Zerlegung F = Hy, THqp besitzt, ist die Idee, Vektoren
{g }ZZZ:Vf als Losungen zu dem linearen Gleichungssystem

50 BT
Hopgi =~ Hypei

zu approximieren, wobei wir den Parameter 6 > 0 mit der Tikhonov-Regulari-
sierung wahlen und e; € R?N¢, j =1,...,2N;, die kanonischen Vektoren sind.
Den diskreten nicht-physikalischen Fernfeld-Operator F nihern wir so Zeile

fiir Zeile aus den Daten von f; durch {g° }125{’ an, denn

Fe; ~ ?;gvf = fjpproxei.

Fiir die Diskretisierung des Herglotz-Operators wahlen wir ein Netz aus
100 - 95 von in jeweils Richtung dquidistant verteilten Punkten, die die Menge
[—7t, 7t] x [1/2,5] abdecken. Wir verwenden das L-Kurvenkriterium, um aus
e 7 ~5\2Ns 1 7 ~5\2N, . .
dem Verhiltnis von ||(Hqpg?);=1 — Hypll2/ [|Hgp|l2 zu [|(87);27 |]2 eine Schat-
zung von 3% fiir den Rauschlevel zu erhalten und nehmen eine abfallende
Folge von 6 — 0 bis

~ 52N, 77
H(qugf)i:f - H;p‘b < 0'03HH<£>H2

zum ersten Mal erfiillt wird. Zum Vergleich haben wir auch die sogenann-
te Linear Sampling Method (LSM) angewandt. Fiir LSM approximieren wir
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die Gleichung f; Q2 N A§°, indem wir ein Tikhonov-Funktional mithilfe des
Diskrepanzprinzips minimalisieren, d. h. wir berechnen ein J, > 0, sodass
||ﬁ;gﬁz — ¢2||* = 0.01||F|?||g%"||* gilt. AnschlieBend visualisieren wir die
Abbildung z — 1/||g7*||- Fiir eine genauere Beschreibung und die theoretische
Grundlage der Methode sei auf [CCH16, Kapitel 2] verwiesen.

In der Abbildung 6.7 demonstrieren wir die Ergebnisse fiir den approximier-
ten theoretischen Fernfeld-Operator im Vergleich zu den Resultaten fiir den
theoretischen Fernfeld-Operator und der LSM. Fiir jedes Beispiel wahlen wir
k? = 3 und fiigen ein additives Rauschen von 1% fiir F und ﬁp hinzu. Das
Residuum zwischen dem theoretischen diskreten Fernfeld-Operator F und

dem approximierten theoretischen Operator F, . liegt bei 33%, nichtsdesto-
trotz konnen wir damit die Storung lokalisieren. Zum Vergleich haben wir
zusitzlich die Faktorisierungsmethode direkt auf den physikalischen Fernfeld-

Operator angewandt.

(a) Ergebnis von FM fiir nicht-physikalischen (b) Ergebnis von FM mit approximierten Ope-
Operator F¢. rator Fipprox aus Fy.

(c) Ergebnis von FM mit physikalischem Ope- (d) Ergebnis von LSM mit physikalischem
rator F),. Operator Fy.

Abbildung 6.7.: Ergebnisse fiir FM und LSM mit k* = 3 und 1% relativen
additiven Rauschen.

Obwohl wir fiir die Anwendung der Faktorisierungsmethode auf den ver-
rauschten physikalischen Fernfeld-Operator keine Legitimation haben, sind die
Ergebnisse in (a) und (c) aus Abbildung 6.7 vergleichbar und in gewisser Weise
besser als (b). Fiir das andere Nano-Gras-Beispiel aus der Abbildung 6.1 konn-
ten wir eine dhnliche Qualitdt der Resultate feststellen, wie in Abbildung 6.8

zu sehen.
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(a) Ergebnis von FM fiir nicht-physikalischen (b) Ergebnis von FM mit approximierten Ope-
Operator F&. rator Fipprox aus Fy.

(c) Ergebnis von FM mit physikalischem Ope- (d) Ergebnis von LSM mit physikalischem
rator ff, Operator ﬁfj

Abbildung 6.8.: Ergebnisse fiir FM und LSM mit k> = 3 und 1% relativen
additiven Rauschen.






Anhang

Satz A.1. Es sei X ein normierter Raum und T € L(X). Konvergiert die Reihe
Yoo T"in L(X), soist (I — T) invertierbar mit

(I-1)y'=Y 1

Die Voraussetzungen sind insbesondere dann erfiillt, wenn X ein Banachraum ist
und ||T|| < 1 gilt. In diesem Fall erhalten wir zudem die Abschitzung

I(I=T)7 < @-TI)~"

Beweis: Es sei auf [Wer05, Satz I1.1.11] verwiesen. O

Folgerung A.2. Es sei X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, U C X eine
offene Menge und T: U — L(Y) ein Fréchet-differenzierbarer Operator. Zudem
sei T(r) fiir alle v € U bijektiv und [T(r)]"' € L(Y). Dann ist der Operator
S: 1+ [T(r)]~! Fréchet-differenzierbar fiir alle r € U und die Ableitung fiir h € X
gegeben durch

§'(r)[n] = =[T(] T () [T (r)] "

Beweis: Kiirze im Folgenden || - |[(y) mit || - || ab. Da der Operator T Fréchet-
differenzierbar auf U ist, gilt fiir ein r € U

lim —~— || T(r + k) — T(r) — T'(r) ]| = 0.

h—0 ||h||x
Daraus folgt die lokale Lipschitz-Stetigkeit von T auf U, denn

T(r+ ) = T()|| < o (IT(r+ B) = T() — T/ ()[4 [ x
[I1]1x

T ) 2x, 200y 1| x-

Fiir ein gentigend kleines h wird die Konvergenzbedingung aus Satz A.1 erfiillt,
woraus die Abschitzung ||T(r +h)~! — T(r) || < C(r)||k||x folgt. Aus der
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Fréchet-Differenzierbarkeit von T folgt weiter

T(r) (TO+n" =T() ™ +T) T () HTE) ™) T(r)

T(r)T(r+h)~'T(r) = T(r) + T'(r) (1]

(T(r+h) = T(r)) T(r+h)"" (T(r+h) —T(r))
—T(r+h)+T(r)+ T (r)[H]

und
IT(r+ 1) = T(r) ™+ T() T (1) W) T(r) 7|
<T@ PR (T + 1) = TOIR T+ 1) 7|
+|IT(r 4+ ) = T(r) = T'(r) 1]
< [IT() M () 1kl (S Irlx+ 11T 71
+IIT(r 4+ 1) = T(r) = T'(r) ]| -
Damit gilt
lim W}HX\ T(r+ 1)~ = T(r) ™+ T() T (1) W T(r) 7] = 0.

Satz A.3. Es sei X ein Banachraum, I: X — X die Identitit und K: X — X ein
kompakter linearer Operator. Dann ist entweder die Gleichung (I — K) f = g eindeu-

tig losbar oder die homogene Gleichung (I — K) f = 0 hat nicht-triviale Losungen.

Beweis: Es sei auf [Wer05, Aufgabe II1.6.16] verwiesen.

O

Satz A.4. Es sei H ein Hilbertraum, F € H* und b: H x H — C eine Sesquiline-

arform, die stetig ist, d.h. es gibt ein C; > 0, sodass

|b(u,v)| < Cil||ul|g||v||g  fiir alleu, v e H

erfiillt ist, und die koerziv ist, d.h. es gibt ein ¢ € R und ein C; > 0, sodass

Re (e b(u,v)) > Co||ul||3; fiiralleu € H

gilt. Dann hat das Problem:

Suche ein u € H, sodass b(u,v) = F(v) fiiralle v € H erfiillt ist
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eine eindeutige Losung u € H.

Beweis: Es sei auf [Rit09, Lemma 1.3.1] verwiesen. O
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