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GRUP QUARTENION
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(Di bawah bimbingan I Made Arnawa dan Nova Noliza Bakar)

RINGKASAN

Konsep grup mulai dikenal setelah E. Galois, orang Perancis (1811-1832)
yang dapat membuktikan suatu teori bahwa persamaan polinom dengan pangkat n
2 5 tidak mungkin dapat diselesaikan dengan radikal, yang pembuktiannya

memperkenalkan suatu grup permutasi tertentu.

Pada perkembangannya teori grup banyak digunakan pada pengembangan
geometri, analisis, dan topologi. Pada abad dua puluhan, Teori grup dipakai di
berbagai bidang pada fisika seperti Kristalografi, Quantum Mekanik dan Teori
Partikel. Salah satu bentuk grup yaitu grup quartenion Q dimana himpunan dan
operasinya didefinisikan secara khusus yaitu : gL -l i h 8k k)

terhadap operasi “+’

Tesis ini membahas tentang grup quartenion Q dimana himpunan dan
operasinya didefiniskan secara khusus. Pada grup ini yang dicari adalah order dari
unsur Q, sub grup dari Q, center dari Q, centraliser dari suatu unsur dalam Q, sub
grup siklik dari Q, koset, sub grup normal dari Q, grup faktor, homomorphisma

dan isomorphisma.

Hasil pembahasan grup quartenion ini adalah elemen-elemennya
mempunyai order 1, 2, 4, sub grup yaitu : Ho, Hy, H,, H;, Hy, Hs, center {1, -1},
centralizer setiap unsurnya Hy, H,, Ha, Hs, sub grup siklik H,, H,, Hs, koset kiri
dengan koset kanan sama, semua sub grupnya merupakan sub grup normal,
mempunyai grup faktor yaitu : { H, 1-{H1, j * Ha}, {H,, i * Hy}, {Hs, i * H;}, {H,,
i*Hs, j*Hy, k*Hy}, { Hy }, dan terdapat pemetaan homomorphisma dari Q ke
H, dan Hs serta pemetaan isomorphisma dari Q ke H,.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Aljabar abstrak adalah hal yang penting dalam matematika. Banyak kekuatan
matematika berasal dari sifat abstraknya. Matematika sendiri merupakan hal yang
abstrak, misalnya konsep lambang bilangan 1, 2, 3, ... sebenarnya lahir dari
keinginan untuk mempermudah dalam menyatakan jumlah anggota suatu
himpunan seperti himpunan kerbau, himpunan bunga. Pada pembicaraan tentang
aljabar abstrak selalu dihadapkan pada pembicaraan tentang struktur aljabar.
Sedangkan teori grup adalah teori yang mengawali dan mendasar dalam
mempelajari aljabar abstrak yaitu merupakan teori yang mempelajari struktur
aljabar suatu himpunan.

Konsep grup mulai dikenal setelah E. Galois, orang Perancis (1811-1832)
yang dapat membuktikan suatu teori bahwa persamaan polinom dengan pangkat
n > 5 tidak mungkin dapat diselesaikan dengan radikal, yang pembuktiannya
memperkenalkan suatu grup permutasi tertentu (Mukhlisah Nurul, 2005).

Pada perkembangannya teori grup banyak digunakan pada pengembangan
geometri, analisis, dan topologi. Pada abad dua puluhan, Teori grup dipakai di
berbagai bidang pada fisika seperti Kristalografi, Quantum Mekanik dan Teori
Partikel (Mukhlisah Nurul, 2005).

Untuk lebih memahami tentang konsep grup, Penulis akan membahas suatu

grup yaitu grup quartenion Q dimana himpunan dan operasinya didefinisikan



b

secara khusus yaitu : Q = {1, -1, i, -i, j, -j, k, -k} terhadap operasi ‘.> dengan

-

operasi :

1.2. Perumusan Masalah
Rumusan masalah dalam tulisan adalah : ™ Apa sajakah order, sub grup,
center, centraliser, subgrup siklik, koset, sub grup normal, grup faktor,

homomorphisma dan isomorphisma dari grup quartenion?”.

1.3. Tujuan Penulisan
Tulisan ini bertujuan untuk mengetahui tentang grup quartenion Q dimana

himpunan Q dan operasinya didefinisikan secara khusus.

1.4. Manfaat Penulisan
Tulisan ini diharapkan dapat memperluas wawasan penulis maupun pembaca

dalam memahami grup terutama tentang grup quartenion.



BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini akan dibahas mengenai grup, subgrup, center, centralizer,
grup siklik, koset, subgrup normal, grup faktor, homomorphisma, isomorphisma,

serta beberapa definisi dan teorema yang berkaitan.

2.1 Grup

Definisi 2.1.1 [Fraleigh, 1994]

Suatu operasi biner ‘4’ atas suatu himpunan S adalah suatu relasi yang
menghubungkan setiap pasangan terurut (x,y) dari unsur-unsur di S x S ke tepat
satu z € S dan dinotasikan dengan x » y = z.

Ditulis : SxS—§

(Xy) > x:y=2

Definisi 2.1.2 [Herstein, 1975]

Misalkan G adalah suatu himpunan tak kosong. G dikatakan suatu grup jika pada

G dapat didefinisikan suatu operasi biner yang ditulis sebagai ‘=’ sedemikian

sehingga :

1. Setiap a, b € G berlaku a « b € G. (G bersifat tertutup terhadap operasi biner
).

2. Setiap a, b, ¢ € G berlaku (a+ b) ¢ =a s (b » ¢). (G bersifat asosiatif terhadap

operasi biner ‘+’).



3. Ada unsur di G yang dilambangkan dengan e, sehingga setiap a € G
berlaku a + e = e « a = a. (G mempunyai unsur identitas terhadap operasi biner
)

4. Setiap a € G, ada b € G sehingga berlakua.b=b.a=e, (Setiap unsur di G
mempunyai invers. Invers dari a ditulisa™)

Grup G dengan operasi biner *+ dilambangkan dengan (G, «).

Definisi 2.1.3 [Herstein, 1975]

Misalkan (G, +) suatu grup. Jika setiap a, b € G berlakua + b=b « a maka G
disebut grup komutatif.

Teorema 2.1.4 Hukum Penghapusan [Erlich, 1991]

Misalkan (G, «) suatu grup dan a, b, x € G.

1. Jikkax«a=x+.bmakaa=>b. ( Hukum penghapusan kiri )
2. Jikaasx=b«xmakaa=h. ( Hukum penghapusan kanan )
Bukti

1. Misalkan (G, +) suatu grup.

Ambil a, b, x € G sebarang dengan x « a =x + b. Karena G grup dan x € G

1 1

maka terdapat x— € G sehingga x+x™' =¢
Perhatikan bahwa :
X+a=Xsb
X7 e(x+a) =x7'+ (xob)
x"'sx)ea =(x"ex)eb

e+a =e+b

a=b



Karena a, b, x € G diambil sebarang, maka dapat disimpulkan bahwa
setiap a, b, x € G dengan x « a = x + b berlakua =b.
2. Misalkan (G, +) suatu grup.
Dengan cara serupa dapat ditunjukkan bahwa jikaa «x=b.x makaa=b.
Lemma 2.1.5 [Mukhlisah, 2005]
Bila G suatu grup maka berlaku sifat untuk setiap g € G maka (g')' =g
Bukti : Bila G suatu grup maka unsur g mempunyai invers g”' yang juga dalam
G, dan invers dari g dinyatakan dengan (g")".
g (@) =e=g'g
g (g")" =g g. Berdasarkan teorema 2.1.4 diperoleh:

g)'=¢g

Definisi 2.1.6 [Gallian, 1998]

Misalkan (G, +) suatu grup. Banyaknya unsur dari suatu grup G (hingga atau tak
hingga) disebut order. Order dari grup G dilambangkan dengan |G|.

Contoh :

Himpunan bilangan bulat dengan operasi penjumlahan , berorder tak hingga.

Definisi 2.1.7 [ Gallian, 1998]

Misalkan (G, +) svatu grup dan g € G. Order dari g adalah bilangan bulat positif
terkecil n sehingga g” = e Jika tidak terdapat bilangan bulat terkecil n yang
memenuhi g” = e, maka dikatakan g berorder tak hingga. Order dari suatu unsur g

dilambangkan dengan |g|.



Contoh :

1. Himpunan bilangan bulat dengan operasi penjumlahan biasa, di mana
unsur yang bukan nol berorder tak hingga, karena a4, 2a, 3a ... tidak
pernah bernilai nol dengan a # 0.

2. Zs = {0,1,2,3} dengan operasi penjumlahan (7Zs+4) dimana unsur-

unsurnya berorder hingga

Definisi 2.1.8 [ Herstein, 1975]
Misalkan (G, «) suatu grup, H ¢ Gdan H # @.

H dikatakan subgrup dari grup G jika H membentuk grup terhadap operasi biner

yang didefinisikan di G.

Lemma 2.1.9 [ Herstein, 1975]
Misalkan ( G, +) suvatu grup, H € Gdan H # @. H subgrup dari grup G jika dan
hanya jika :
1. Setiapa,b € H berlakua.b e H.
2. Setiapa € H berlakua™ < H.
Bukti :
(=) Diketahui G grupH < G, H # o dan H subgrup dari grup G

Adt : 1.Va be Hberlakua.b € H.

2.VaeHberlakua™ e H.

Karena H sub grup dari G, berarti H membentuk grup terhadap operasi

biner yang didefinisikan di G, artinya H memenuhi :



1.V abeHberlakua+b € H.
2.VaeHberlakua™ e H.
(<) Diketahui G grup, H ¢ G, danH # ¢ memenuhi
1.V a,be Hberlakuasb e H.
2.VaeHberlakua™ e H.
Adt : H sub grup G dengan kata lain akan ditunjukan:
1. Karena V a, b € H berlakua+«b € H dan H < G, berarti H
tertutup terhadap operasi biner yang sama pada G.
2. Karena G grup, operasi biner pada G assosiatif dan H ¢ G
maka H juga assosiatif.
3.VaeHberlakua™ e Hdanaxa ™ =e e H berarti H punya
unsur identitas.
Dari 1), 2), dan 3) berarti H sub grup dari G.
Contoh :
Himpunan semua bilangan bulat dengan operasi penjumlahan adalah subgrup dari

himpunan bilangan riil.

Definisi 2.1.10 [Fraleigh, 1994]
Misalkan (G, +) suatu grup dan H subgrup dari G. H= { a" lnez } disebut

subgrup siklik dari G yang dibangun oleh a dan dilambangkan dengan H= (a)



Defenisi 2.1.11 [ Fraleigh, 1994]
Misalkan (G, ») suatu grup. Grup G dikatakan siklik jika terdapat a € G sehingga
G={a"|neZ}= (a).JikaG= {a"|neZ)= (a) makaa disebut generator

atau pembangun dari G.

Teorema 2.1.12 [ Erlich, 1991]
Setiap grup siklik adalah grup komutatif.
Bukti
Misalkan G grup siklik dengan generator a yaitu G = {a" |n e Z}. Akan
ditunjukkan G grup komutatif.
Ambil sebarang x, y € G. Karena G = { a" |n € Z} makax =a" dan y=a’,
untuk suatur,s € Z
Perhatikan bahwa :
X+y = a'«a’

T
=a

=a'"" (r,s € Z, Z grup komulatif)
=a »a

=y‘x

Karena x, y € G diambil sebarang, dan x.y=y «x, sechingga G grup komulatif.

Defenisi 2.1.13 [ Gallian, 1998]
Misalkan (G, «) suatu grup. Center dari grup G dilambangkan dengan Z(G)
didefinisikan sebagai :

Z(G)={aeG| a»X=Xxsa,setiapx € G}



Teorema 2.1.14 [ Gallian, 1998]

Center dari grup G adalah subgrup dari G.

Bukti

Misalkan (G, +) suatu grup dan tulis Z(G) = { ac G| a+sx=x» a,setiapx € G }.

Akan ditunjukkan Z(G) adalah suatu subgrup dari G

1) Karenae € Gdane«x =x.e untuk setiapx € G makae Z2(G).
Jadi Z(G) # .
2) Karena Z(G)={a e G| a+X =X+ a,setiap x € G } maka Z(G) c G,
Jelas dari definisi Z(G).

3) Ambil sebarang a,b € Z (G). Berarti ab € G dana +« x = x « a dan
b« x =x « b untuk setiap x € G.
Ambil sebarang x € G.
Perhatikan bahwa :

(a-b)»x =ae(b-X)

=f{a«x)+b (G bersifat asosiatif )
=(xsa)sb (ae.x=xsa)
=xs+(a+b) (G bersifat asosiatif )
Karena x € G diambil sebarang ab € G dan (a + b) » x =
xs(a+b) makaa«be Z(G).
4) Ambil sebarang a € Z(G). Berarti 2 € G dan a « x = x + a untuk

setiap x € G. Karenaa € Gmakaa' e G, sehinggaa«a' =

al.a=e
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Ambil sebarang x € G.
Perhatikan bahwa :

a»xXx =X -+a

als(@sx)ea’ = g s (x+a)ea’
(a” ca)xe.a’ =a' «x (a.a”)

esx +a’ =a'l.x.e

X +a’ =a'l.x

-1

Karena x € G diambil sebarang dan a' «x = x +a' maka

a' e Z(G).

Defenisi 2.1.15 [ Gallian, 1998]
Misalkan (G,+) suatu grup dan a € G centraliser dari a dilambangkan dengan C(a)
didefinisikan sebagai :

Cl)={geG|gra=a.g}

Defenisi 2.1.16 [ Erlich, 1991]
Misalkan (G, +) suatu grup, H subgrup dari G dan setiap a € G maka
1. Hea=¢{h. al he H} disebut koset kanan dari H di G yang memuat a.

2. a.H={a. h| he H} disebut koset kiri dari H di G yang memuat a.

Teorema 2.1.17 [ Erlich, 1991]
Misalkan (G, «) suatu grup, H subgrup dari G. dan setiap a,b € G maka

1. a+H=b.Hjika dan hanya jikaa’ .be H
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2. H.a=H.bjika dan hanya jikaa b’ e H
Bukti
1.(=) Misalkan (G, «) suatu grup, H subgrup dari G, a,b € G,dana.H=b.H.
Akan ditunjukkana” +b e H.
Karenaa+H=b.H maka a.h; =b . h, untuk suatu h,, h, € H.
Perhatikan bahwa :
b:h, =a.h
(beha)ehy' =(achy) «hy!
be(hyehy")=(avhy) «hy"
bee =(ash)ehy’
b =ash+h’
a'.b=al.a.h «h!
a!. b= h oh?
Karena H subgrup maka h; «h," € Hsehinggaa'«b e H
(<) Misalkan (G, +) svatu grup, H subgrup dari G, dan ab € G, dan
a'.beH.
Akan ditunjukkan a « H=b « H, yaitu :
i a:Hcb:H
ii b«Hca.H
i  Ambil sebarang x € a «H. Akan ditunjukkan x € b+ H.
Karena x € a «+H maka x = a +h; untuk suatu h; € H.
Karenaa' +b € Hmakaa™ . b= h, untuk suatu h, € H.
Perhatikan bahwa :

a'sb = h, untuksuatuh,e H.



a’ =hy +b"
@h " =(hbh"
q = (b-l)—l b
a=b.h,"

Karenax =a«h; dana =b.h,” maka
x=a+h=b.h" +h
=b «hy, dengan hy- hy' «hy € H.
Ini berartix=b.h; e {b.h| he H} =b.H.
Karena x € a « H diambil sebarang maka dapat disimpulkan setiap
xea+Hmaka xeb:«Hyaitua:H < b+.H.
Ambil sebarang x € b « H akan ditunjukkan x € a + H.
Karena x € b +H maka x =b « h; untuk suatu h; € H.
Karenaa” +b € Hmakaa™ +b h, untuk suatu h, € H.
Perhatikan bahwa :
alsb =hy
b=a:h;
Karenax=b+h; danb =a +h; maka
x=b+«h;=a:«h; +h;
= a » h3, untuk suatu hy e H
Iniberartix=a+hs € {a«h| he H} =a.H.
Karena x € b « H diambil sebarang maka dapat disimpulkan setiap

xeb+.Hmakaxea+Hyaitub.H < a+H.
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Dengan cara yang serupa dapat ditunjukkan H « a = H « b jika dan hanya jika

a tb_] e H.

Teorema 2.1.18 [Teorama Langrange][Mukhlisah, 2005]
Apabila G suatu grup berhingga dan H sub grup dari G, maka order dari H
membagi habis order dari G.
Bukti
Diketahui G grup berhingga. Misal G = {xy, X2, X3, ..., Xo} dan H sub grup dari G.
Misalkan x; unsur identitas, sehingga koset-koset dari G adalah Hx,, Hx,, Hx, ...,
Hx,
Misalkan Hx;, Hxs, Hxs, ..., Hx, 1 <t <n, koset-koset yang berbeda. Jadi
Jadi G = Hx; U Hx, U Hx;, U..., U Hx, akibatnya
|G| = | Hx; + Hxa + Hxs + ... +, Hx, |
= |Hx.|+ ’Hx; f+ |Hx3|+...+|Hxl!
Karena x; identitas maka Hx, = H dan setiap koset pasti mempunyai jumlah unsur
yang sama, maka l Gl=t|H| artinya orde H membagi habis orde G.
Definisi 2.1.19 [ Herstein, 1975]
Misalkan G grup.dan N subgrup dari G. N disebut subgrup normal jika untuk

setiap g € Gdann € N berlaku gng' e N

Lemma 2.1.20 [ Herstein, 1975]
N merupakan sub grup normal dari grup G. jika dan hanya jika g N g' =N

untuk setiap g € G.
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Bukti :
(= ) Diketahui N sub grup normal dari grup G
Akan ditunjukkan g N g’ =N yaitu:i).gNg' = N
ii).NcgNg"
i) Akan di buktikangNg' = N
ambil xe g N g”' sebarang
maka x= g n g untuk suatu neN karena g € G, neN dan N sub
grup normal dari G maka x =g n g'eN jadi setiap xe g N g
suatu neN
Dengan perkataan lain. g Ng' = N
ii) Akan dibuktikanN c gN g’
Ambil ne N sebarang
Perhatikan bahwa: n =ene
=gg ngg'
=gg' n (g) "¢ dimanag’ n ()" eN
=gg' n (g")'g'egNg'
Jadi untuk setiap ne N, n € g N g' dengan perkataan lain
NcgNg'
(<) Diketahui gN g = N,setiap geG
Akan ditunjukkan N sub grup normal dari G
DarigNg'=NberartigNg! = N
Karena g N g" < N, maka setiap geG dan ne N berlaku g N g'e N

berdasarkan definisi 2.1.19 N sub grup normal dari G
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Lemma 2.1.21 (Herstein, 1975).
N merupakan sub grup normal dalam grup G jika dan hanya jika koset kanan dari
N dalam G sama dengan koset kiri dalam G.
Bukti :
(=) Diketahui N sub grup dari G
Akan ditunjukkan koset dari N sama dengan koset kiri dalam G.
N sub grup normal dalam dari G berarti setiap g € G berlaku :
gNg'=N
(eNgheg=Ng
gN=Ng
Artinya koset kanan sama dengan koset kiri dari N dalam G.
(<) Diketahui koset kanan dari N dalam G sama dengan koset kiri dari N
dalam G.
Akan ditunjukkan N sub grup normal dari G
gN=Ng
(eNg') =Ngg’
gNg' =N

Berarti N sub grup normal dalam G

Teorema 2.1.23 [ Herstein, 1975]

Il

Misalkan (G, +) suatu grup dan N subgrup normal dari G tulis G/N

{g+N | g € G }. Definisikan operasi biner di G/N sebagai (g; + N) « (g2 « N)

(g1 + g2) » N) untuk setiap g) + N, g2 « N € G/N, maka G/N membentuk grup
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terhadap operasi biner tersebut. Grup yang demikian disebut sebagai grup faktor

G dengan N.

Bukti

1.

Akan ditunjukkan G/N tertutup
Ambil sebarang g, « N dan g> « N ¢ G/N, akan dibuktikan (g, + N) .
(g2« N) € G/N.
Perhatikan bahwa :
(g1 +N)«(g2+N) =(g) + g2 ) + N. (defenisi operasi G/N)
=g;+N (g1.2> € G dan G grup maka g» € G)

Ini berarti (g1 + N) « (g2 + N) € { g+ N|g € G} = G/N.

. Akan ditunjukkan G/N asosiatif

Ambil sebarang g, + N, g2 « Ndan g; « N € G/N.
Perhatikan bahwa :
g1+ N«((g2+N)+(g3+N)) =(g +N)+«(g2+gs)+ NN subgrup normal)
=@ +(g2+2))+N
=((g1+2)+g)+N (N subgrup normal)
=((g1+N) (g2+N))+g3+N
Jadi G/N bersifat asosiatif.
Akan ditunjukkan terdapat identitas di G/N.
Misalkan b +N identitas di G/N.
Ambil sebarang g, + N € G/N. Karena b « N identitas di G/N, maka :
(@ +N)+(b+N) = g/ +N
(g1+b)+N = g +N

gi+b =g
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glegieb = gleg
esb =c¢
b =¢
Karenab= emaka b.N=e¢.N=N.
Ini berarti ada unsur identitasb+ N=e . N=N e { g+ N/ g € G}.
4. Akan ditunjukkan setiap unsur di G/N mempunyai invers.
Misalkan ¢ « N invers dari g « N, maka

(g+N)«(c:N)=N.

(g:c)+N =N
(g+c)sN =e«N
get. = @

esc =g
c =g"
ceN =g'«N

Ini berarti g + N invers dari g N.

Jadi setiap unsur di G/N mempunyai invers.

2.2 Homomorphisma dan Isomorphisma
Defenisi 2.2.1 [ Herstein, 1975]
Pemetaan ¢ dari sebuah grup G kedalam sebuah G dikatakan homomorphisma

grup jika setiapa, b e Gmakag (a+b)=0¢ (a) « o (b).
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Definisi 2.2.2 [ Herstein, 1975]
Jika @ sebuah homomorphisma dari G ke G. Kernel dari ¢ dilambangkan K¢
didefinisikan sebagai :

Kp={xeG | ¢ (x)=¢', ¢ identitas di G }

Image dari ¢ atau Im () didefinisikan sebagai : Im (¢) = { ¢ (x) |x eG}

Defenisi 2.2.3 [ Herstein, 1975]
Sebuah homomorphisma ¢ dari grup G ke dalam G di katakan isomorphisma

Jjika @ bersifat satu-satu



BAB 111
METODOLOGI PENELITIAN

3.1. Waktu dan Tempat
Penelitian ini dilaksanakan mulai bulan Juli 2007 sampai dengan Februari
2008. Tempat penelitian adalah di Perpustakaan Jurusan Matematika FMIPA dan

perpustakaan Pasca Sarjana Universitas Andalas Padang.

3.2. Metode Penelitian
Penelitian dilakukan dengan metode studi litetarur yang membahas tentang

sifat-sifat grup quartenion Q yaitu,: grup, sub grup, center, centraliser, order,

subgrup siklik, koset, sub grup normal, grup faktor, homomorphisma dan
isomorphisma. Untuk lebih jelasnya, tahap-tahapnya adalah sebagai berikut :

1. Peneliti akan mengumpulkan beberapa buku yang berkaitan dengan masalah
penelitian. Kemudian mengumpulkan konsep-konsep sebagai landasan
pemikiran untuk mencari solusi masalah penelitian.

2. Seluruh konsep yang telah dikumpulkan pada tahap pertama, dipelajari
kemudian dikelompokkan.

3. Pada tahap Ketiga ini dilakukan pembahasan tentang hal hal yang terkait
dengan grup quartenion dengan Q =11, -1, i, i, j, =i, k, -kt dan operasinya

didefinisikan secara khusus yaitu :
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. Pada tahap Keempat ditarik kesimpulan berdasarkan tahap ketiga yaitu
kesimpulan tentang hal-hal yang terkait dengan grup quartenion Q dimana Q =

il,10 -, b Kk k¢ dengan operasinya didefinisikan secara khusus.



BAB IV
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas tentang grup, order dari unsur Q, sub grup dari
Q, center dari Q, centrealiser dari svatu unsur dalam Q, sub grup siklik dari Q,

koset, sub grup normal dari Q, grup faktor, homomorphisma sam isomorphisma.

4.1. Grup
Grup quartenion Q dengan himpunan Q = {1, -1, i, -i, j, -, k, -k} dan operasi
Q « Q dapat dilihat dari Tabel Cayley berikut :
Tabel 4.1. Operasi Q « Q

WE 0 T T e

1 1 -] i - JooA k -k

Dengan memperhatikan tabel diatas tampak bahwa operasi bintang pada Q «
Q bersifat tertutup. Asosiatif, terdapat unsur indentitas yaitu 1 (satu) dan setiap
unsur Q mempunyai invers yaitu :

e |inversnya 1
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e -l inversnya —1
e iinversnya—idan -iinversnya i
e jinversnya—jdan -jinversnya j
e kinversnya—k dan -k inversnya k
Dengan demikian Q « Q jelas merupakan svatu grup, dan karena tidak setiap
a, b e Q, berlakua « b=b . amaka Q . Q bukan grup kumutatif.
Contoh:-j«k=-1i
ke-j=i

Jadi—jok # ko-j

4.2. Order
Berdasarkan definisi, order dari Q adalah 8 atau |Q| = 8, sedangkan order dari
setiap unsur pada Q adalah sebagai berikut :
Unsur identitas dari Q adalah 1, dan
Il| adalah 1'=1
[1]=1.

|-1] adalah -1"=1

=2

|i| adalah  i'=1

2

if=iei=-1

3

PePeisi=alei=x1



ji{=4

|-i| adalah

|-i|=4

|i| adalah

(=4

|-j| adalah

F i

| k| adalah

i

e P =qikl=1

iP2=_i.i =-1

3

= Pad =] ud =}

-1

-4 3 s . .
1 =Ll Fle-i-=1

34 SR
Fafej=-14j=3

¥'p Fel=daj =1

wdsj ol
G =7 e =144 =j

e E
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K=EP.k= kek =1
[k|=4

|-k| adalah k’=1

|k|=4
Jadi order setiap unsur di Q adalah

=111 =2, ]il = ] = [j| = | = |k| = k| = 4.

4.3. Sub Grup - Sub Grup dari Q
Berikut adalah sub grup-sub grup dari grup Q:
Dari Tabel 4.1 dapat dilihat untuk :
7 Ho=Q={1,-1, i -}, -j, k, -k} adalah sub grup dari Q.
2. Hy= {1,-1,i,-i}
Tabel 4.2. Operasi dari H,

» l '1 i 'i

= O T S B |
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Dengan memperhatikan tabel di atas, terlihat bahwa operasi bintang di H;
bersifat tertutup dan setiap unsur di H, mempunyai invers. Berdasarkan

lemma 2.1.9 maka H; merupakan sub grup dari Q.
H2= {]: 'Isj’ 'j }
Tabel 4.3. Operasi dari H,

P I TS T

Dengan memperhatikan Tabel 4.3 di atas nampak bahwa operasi bintang di
H; bersifat tertutup dan setiap unsur di H» mempunyai invers. Berdasarkan
lemma 2.1.9 maka H, merupakan sub grup dari Q.
H3= {1,-1,k -k}

Tabel 4.4. Operasi dari H;

. 1 -1 k -k
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Dengan memperhatikan Tabel 4.4 di atas dapat dilihat bahwa operasi
bintang di H; bersifat tertutup dan setiap unsurnya mempunyai invers.
Berdasarkan lemma 2.1.9 maka H; merupakan sub grup dari Q.

Sedangkan untuk himpunan H anggotanya 4 yang lainnya misalnya :
{i,-, ), 4} {0, -k -k }, £, <. k -k }, dstnya tidak merupakan sub grup

dari Q.

H4: {l,'l}

Tabel 4.5. Operasi dari Hy

Dengan memperhatikan Tabel 4.5 di atas dapat disimpulkan bahwa H.
merupakan sub grup dari Q.

Untuk himpunan H anggota lainnya seperti {j, -j}, {1, j}, {k, -k} dan
seterusnya dapat diperhatikan pada Tabel 4.1 bahwa tidak tertutup pada H
dengan operasi bintangnya, dan tidak merupakan sub grup dari Q.

Hs= {1}

Untuk H yang anggotanya salah sati dari Tabel 4.1 dapat kita lihat pada
diagonal utama yang memenuhi syarat suatu suatu grup adalah adalah Hs =

{1} sedangkan yang lainnya tidak.
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4.4. Center
Center dari grup Q dilambangkan dengan Z (Q) yang didefinisikan sebagai

Z(Q)={aeQ | a*x = x*asetiap x € Q}.Center dari grup G adalah sub grup
dari G. Oleh karena itu untuk menentukan center grup Q cukup diujikan sub grup
— sub grupnya saja.

Ho = Q, bukan center dari Q, karena Q bukan grup kumulatif.

H, = {1, -1, i, -i} dan H, = {1, -1, j, -j}, bukan center dari Q, karena i * j=k

dan j*i=-k Jadii*j=k # j*i.

H; = {1, -1, k, -k}, bukan center dari Q karena k * i =j dani* k= j.

Jadik*i# i*k.

Hs = {1, -1} merupakan center dari Q karena berlaku a * x = x * a untuk

setiap x € Q.

Jadi center dari Q adalah Z (Q) = {1, -1}.

4.5.Centralizer
Centraliser dari B € Q dilambangkan dengan C (B) yang definisikan

sebagai C (B)={A € Q | AB =BA}. Berikut akan dicarikan centraliser dari

masing-masing elemen dari Q. Perharikan kembali Tabel 4.1.

1. 1 e Q, centraliser dari 1 dari Q adalah C (1)={A € Q |A * 1 =1 = A}. Dari
tabel 4.1. dapat dilihat hasil kolom 1 sama dengan hasil baris 1 berarti
centraliser dari 1 adalah Q.

2. =1 € Q, centraliser dari —1 di Q adalahC (-1)={A € Q |A *-]=-1%A},
Dari Tabel 4.1 dapat dilihat hasil kolom 2 sama dengan hasil baris 2 berarti

centraliser dari -1 adalah Q.



3. i e Q centraliser dari i di Q adalah C (i)= {A € Q |A*i=ix A} dari Tabel
4.1 dapat dilihat hanya berlaku untuk {1,-1, i, -i}. Jadi centraliser untuk i
adalah H,={1,-1,1,-}.

4. i e Q centraliser dari -i di Q adalah C (-i)= {A € Q | A * -i =-i * A} dari
Tabel 4.1 dapat dilihat hanya berlaku untuk {1,-1, i, -i}. Jadi centraliser untuk
-i adalah H, = {1,-1, i, -i }.

5. j € Q centraliser dari j di Q adalah C (j)= {A € Q |A * j=j * A} dari Tabel
4.1 dapat dilihat hanya berlaku untuk {1,-1, j, -j}. Jadi centraliser untuk j
adalah Ho={1,-1,], 4 }.

6. -j € Q centraliser dari -j di Q adalah C (5))={A € Q | A * -j =-j * A} dari
Tabel 4.1 dapat dilihat hanya berlaku untuk {1,-1, j, -j}. Jadi centraliser untuk
-j adalah Hy = {1,-1, j, 4 }.

7. k € Q centraliser dari k di Q adalah C (k)= {A € Q |A*+k=k= A} dari
Tabel 4.1 dapat dilihat hanya berlaku untuk {1,-1, k, -k}. Jadi centraliser
untuk k adalah  H; = {1,-1, k,-k }.

8. -k e Q centraliser dari -k di Q adalah C (-k)={A € Q |A*k=k* A} dati
Tabel 4.1 dapat dilihat hanya berlaku untuk {1,-1, k, k}. Jadi centraliser untuk

-k adalah H; = {1,-1, k,-k }.

4.6. Sub Grup Siklik dari Q
Q bukan grup siklik. Hal ini dikarenakan tidak ada a € Q, sehingga
Q={a" Ine Z}. Meskipun Q bukan grup siklik, namun Q mempunyai sub grup

siklik yaitu :
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LHi = {1,-1, i,-i }, sebelumnya telah dibuktikan bahwa H, adalah sub grup
dari Q. Dibawah ini akan dibuktikan bahwa H, adalah sub grup siklik dari
Q dan orde 11 |=|-l |= L ]i[=|-i|=4

Bukti : Untuk membutikan diambil yang ordenya 4 yaitu i dan —i

i=i

2

i"=i*i=-1

P=ixixi=i
iP=ixisii=1
H=<i>
- =i
Pmujma]
=+ s =}
=iecieaior=1
H=<->
Jadi terbukti H, adalah sub grup siklik dengan generator i dan —i.

2.H; = {1,-1, },5j }, sebelumnya telah dibuktikan bahwa H, adalah sub grup

dari Q dan orde lj |=] - | = 4. Dibawah ini akan dibuktikan bahwa H,

adalah sub grup siklik dari Q.
Bukti :
i'=j
fajsj=.
g LRI E

JFejriniaj=1
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Hy=<j>
=i
F=geg=-l

F=gesins =]
Gl ag =1
Ha=<->
Jadi terbukt H, adalah sub grup siklik dengan generator j dan —j.
H; = {1,-1, k,-k }, sebelumnya telah dibuktikan bahwa H; adalah sub grup

dari Q dan orde | k|=|-k|= 4. Dibawah ini akan dibuktikan bahwa H,

adalah sub grup siklik dari Q.
Bukti :

k'=k

K=k*xk=-1

K=k*k*k =k

k*=k*k*k *k =1
Hy=<k>

Xk'=-k

&P = k s =a)

K=ksk*k =k

K=kw k¥ -k ¥ko=1
Hi=<-k>

Jadi terbukti H; adalah sub grup siklik dengan generator k dan —k.
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4.7. Koset-Koset di Q
Berikut ini akan dicari koset-koset di Q.
1. Koset-koset kanan dari Hy = Q
Koset kanan dari Hy adalah Q sendiri, begitu juga untuk koset kirinya. Hal ini
dapat dilihat pada Tabel 4.1.
2. Koset-koset dari H) = {1,-1, i,-i }
Koset kanan
Hi*1 = {1*], -1*1, i *1, -i 1}
= {1,-1, 1, -i}

Hyx-1 = {I%-1, -1-1, i #-1, i *-1}

= {-11, i, i}
Hyxi = {i*i, -1%i, i *i, -i *i}

= {i, 44,1}
Hy#ei = { 1%, =1%-i, § #-i, -i %-i}

={-i, i, 1, -i}
Hi%j = {1%j, -14j, i #j, -i +j}
= {J,J. k, &k}
Hi*j = {1%4, -1%j, i *j, -i +-j}
= {4, -k, k}
Hy*k = {1xk, -1%k, -i *k, -i *k}
= {kk, -, j}
Hy*-k = {1%-k, -1%k, -i *-k, -i *-k}

= {-kk, J, 4}



Koset kiri

I*H; = {1*], 1*-1, 1 % i, 1 *-i}
={1, -1, i, -i}

1% Hy = {-1#1, -1%-1, -1 # i, -1 #-i}
={-1, 1, -, i}

i*H;, = {ix], i*-1, 1% i, i *-i}
= {i, -i, -i, 1}

-i*H) = {-i*1, -ix-1, -i * i, -i *-i}
=i, i, 1, -1)

jeHy = {j1, je-1, j # i, j »-i}
={.4kk}

JoH) =R, g+ 4 i)
= {1 k k}

k*H;, = {k*1, k*-1,k * i, k *-i}
=k -k, j, 4}

-k*H; = {k*1, -k*-1, -k * i, -k *-i}
={-k k, -, j}

Jadi koset kanan dan kiri dari H, adalah {1,-1, i, -i}, {j,j, k, -k}

3. Koset-koset dari Hy = {1, -1, j, -j}
Koset kanan
HZ*I = {]*]9 ]*'l’j * 19 'j *l}

= {]s -l,j, 'J}
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Hox-1 = {1%-1, -1%-1, j *-1, -j *-1}
={-LL-j}

Hoxi = {1, -1%i, j*i, -j *i}
= {i,-1, -k, k}

Ho® -i = {1%-i, -1%-i, j*-i, -] *-i}
={-i, ik, -k}

Hotj = {1%);-1%), i) %}
={4-L-1}

gl =1, -lei js 0 w1
={,) 1, -1}

Haxk = {Ixk, -1%k, j*k, -j *k}
= {k,-k, -i, -i}

Hox-k = {1*k, -1*-k, j*-k, -j *-k}
={-k k, -i, i}

Jadi koset kanan dari H, adalah : {1, -1, j, -j} dan {i, -i, k, -k}
Koset kiri

1¥Hy = {1*], 1*%-1, 1 *j, 1 *»j}
={1,-Lj, 4}

-1* Hy = {-1%1, -1%-1, -1 * j, -1 *j}
={-11,4j}

i*Hy = {i*], i*-1, 0%, i *-j}
={i, -i, k, k}

[iwHy = {ix], -i%e1, - % j, -i %)
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A

4.

= {-i,1, k, -k}

J*H; = {j*1,j*-1,j*j,j *-j}
={. 4.1, 1}

JeH: = {4, ge-l, 4 2 ), o o)
={d4.5 1,-1}

k*¥Hy = {k*1, k*-1, k * j, k *-j}
= {k, -k, i, i}

-k*H, = {-k*1, -k*-1, -k * j, -k *-j}
={-k, k, i, -i}

koset kiri dari Hs adalah {1,-1, j, -j} dan {i,-i, k, -k}
Koset-koset dari H; = {1, -1, k, -k}
Koset kanan

Hiy*1 = {1*], -1*] k *1, -k *1}
={1,-1, k, -k}

Hi*-1 = {1*-1, -1%-1 k *-1, -k *-1}
={-1,1, -k k}

Hi*i = {1%i, -1*i, k=i, -k *i}
= {i,-1, j, 4}

Ha*-i = {1%-i, -1%-i, k*-i, -k *-i}
={-,153]}

Hysj = {1%j, -1%j, k #j, -k j}

= {js'js 'i’ l}
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Hyrsj ={1%], -1, k #, dk%ej}
={J4:) i, -}

Hi*k = {1=#k, -1k, k #k, -k *k}
={k-k, -1, 1}

Hj*-k = {1*-k, -1*-k, k *-k, -k *-k}
={kk, 1,-1}

Koset kanan dari H; adalah : {1, -1, k, -k} dan {i, -i, j, -j}

Koset kiri

1*H; = {1*], 1»-1,1 %k, | =k}
={1, -1k, -k}

-1* Hy = {-1%], -1%-1, -1 * k, -1 *-k}
={-1,1, -k k}

i*Hy; = {ix], i*-1,i*k, i*k}
={i, -i, 4, ]}

-i*H; = {-i*], -i*-1, -i x k, -i *-k}
={i,1j,J}

jeHy  ={j*1,js-1,j =k, j =k}
={, 4 i, -i}

el e e FE AL TR ES
={J.J 1 i}

k*H; = {k*1, k*-1, k * k, k -k}

={k, -k, -1, 1}
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-k*H; = {-k*1, -k*-1, -k * k, -k *-k}

={-kk 1,-1}
Jadi koset kiri dari H; adalah {1,-1, k, -k}, {1,-1, ], -j}
5. Koset-koset dari Hy = {1, -1}
Koset kanan

Hyxl = {1%], -1%1}
=Ll

Hy*-1 = {1%-1, -1*-1}
={-1,1}

Hy*xi = {1#i, -1*i}
= {i,-i}

Hyx-i = {1#%-i, -1*-i}
={-i,i}

Hetj = (1%, -1% }
={. 4}

Hysj ={1%, -124}
=il

Hyvk = {1#k, -1k}
= {k, &}

Hiy*-k = {1k, -1*-k }
={kk}

Koset kanan dari Hy adalah : Hy - {1, -1}, { i, -i}, {J, 4 }, {k, -k}
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Koset kiri
1*Hy = {1%1, 1*-1}
wil-1}
-1% Hy = {-1%1, -1%-1 }
bt 0% 8.
i*H, = {i*], i*-1}
= {i, -i}
-i#H, = {-i*], -i*-1}
=1}
j*Hs = {j*1, j*-1}
= 4
J*H, ={j*l, <j*-1}
= (4.3}
k*Hy = {k#1, k*-1}
= {k, k}
k*H, = {-k*1, k*-1}
= {-k, k}
Jadi koset kiri dari Hj adalah {1,-1}, {i.-i}, {J, 4 }.{k -k}
6. Koset-koset dari Hs = {1}

Karena 1 unsur identitas maka koset kanan dan kirinya sama yaitu {1},

{'1}5 {l}a {'i}’ {j}s {’j}s {k}s {'k}'
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4.8. Sub Grup Normal dari Q

Sebelumnya telah dicari sub grup dari Q yaitu :

L

2

3.

4.

5.

6.

HO = {la'l’ i, 'i,j:'j, ka'k}

H, = {1,-1, i,-i}

H; = {1,-1, j,4}
H; = {1,-1, k,k}
H, = {1,-1}
Hs = {1}

Karena koset kanan dan kirinya sama dan berdasarkan defenisi 2.1.21,maka

semua sub grup dari Q merupakan sub grup normal.

4.9. Grup Faktor dari Q

Untuk Hy = {1,-1, i, -i, j,-j, k,-k} grup faktornya adalah

Q'Hy ={g*Ho|g e G}
= {1* Hp, -1 * Hy, i * Ho, -i * Ho, j * Ho, -j * Ho, k * Ho, -k * Hp }
=H,

Untuk H, = {1,-1, i, -i} grup faktornya adalah

Q/H, ={g*H,|ge G}
={1*H,,-1*H,,i*H,,-i*H,, j*H,,-j*H,,k*H,, -k*H, }
= {1,-1, i, -i, j,-}, k,-k}
={H;,j*H }

Untuk H; = {1,-1, j, -j} grup faktornya adalah

Q/Hz ={1*H2,-1 *Hz,i*Hz,-i*Hz, j*Hz,-j*Hz,k*Hz,-k*Hz}
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={1,-1, j,4j, i, -i, k,-k}
={H,,i*H,}
4. Untuk H; = {1.-1, k, -k} grup faktornya adalah
Q/ H; =U*HL4*Phi*HLJ*HLj*HLj*HLk*HL«*Hn
=1{L-1, k-k, i, - j,-j}
={H;,i*H;}
5. Untuk Hy= {1,-1} grup faktornya adalah
Q/Hy ={1%H,, -1 *xH,, i*H,y, -i *xHy, j*H,, - *Hy, k*Hy, -k *H, }
={1,-1, i, i, j,-j, k,k }
={Hs, i*Hy, j * Hy, k * Hy}
6. Untuk Hs= {1} grup faktornya adalah
Q/Hs ={1*Hs,-1 *Hs,i* Hs, -i * Hs, j* Hs, -j * Hs, k * Hs, -k * H; }
={1,-1,1, -, j,-}, k,-k }

={Q}

4.10. Homomorphisma dan Isomomorphisma
Berikut adalah pemetaan homomorphisma dari grup Q.

@ : Q = Hy dengan Hy = {1,-1} didefinisikan :

(=1 (=1
p(-1)=1 (=1
@ (i)=-1 ¢ (k)=-1

@ (-i)=-1 @ {k)=-]



6¢

I-=1-1=(-) b+ (]-) &

==& = (1) d(T1

(1) &+ (1) & = (1-*1-) & 1per
=11 =(1-) b+ (]-) &

I=(1) &= (1-+1-) & *(01

(OF) &+ (1) &= (3=+1) & 1per
F=I=1=()d+(}) b

[-=0) &= (0f+1) 0 (8

() &+ (1) &= (f~+) & 1pef
I=I*I=(F) d+(])

1=(F) b= (F+1) b (9

(1-) &+ (1) &= (1=+1) b 1per
T-=1=(-) d+(]) &

[-=(-) & = (1=]) & (3

(1-) &+ (1) & = (1-+1) b 1per
[=1*1=([-) b« (1)

=)o =(1-1) d(g

[-=[-1=(1) b+ (1-) &

[-=(-) & =(1*[-) d (1]

(D ®+(1-) &= (1*1-) b 1per
I=I*I= () b+ (1-) o

I=(1") &= (1*1-) d (6

() b+ () b= (1) b iper
F=1=1=() () d

F=0Dd=0rDo-(

(Db« (1)d=(+]) b 1per
ri=Md(No

=0 o =) d-(s

(1) &+ (1) & = (1+]) & 1per
[F=[=1=0)b+(]) b

[-=(0)o=(-1) (g

(Db« (1) d=(1+1) & 1per
I=1*1=(1) b+ (1) &

=D =D (1

['p [2qu) fequuay uexpeyad e)y* inyLaq yeySue| fweqewaw ynup)



Jadi @ (-14) = (-1) + o (i)
13). ¢ (-14) = o () =1
@ (-1)«p ()= 1.1=1

Jadi@ (-14) =@ (-1) « 9 (j)

15). ¢ (-1:k) = ¢ (-k) = -1
[ ('1) « (k) = le-1=-1

Jadi ¢ (-1:k) = ¢ (-1) + ¢ (k)

17). @ (1) = (i) = -1

9 G) - (1) =-11=-I

Jadi @ (is1) =@ (i) » @ (1)

19). @ (isi) = o (-1)=1
@ (i) + @ (i) =-1-1=1

Jadi @ (is-1) = ¢ (i) « @ (i)

21). ¢ (i) =0 (k) =-1
@)+ () =-11=-1

Jadi @ (i) = o (i) « 9 (j)

23). 9 (ikk) = 9 (-)) =1

P(MDepk)=-1-1=1
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Jadi ¢ (-1e-i) = @ (-1) + @ (-i)
14). ¢ (-1+5) = ¢ ()=1
0 (-1) @ ()= 1.1=1

Jadi @ (-1+-) = @ (-1) + 9 (+))

16). @ (-1+k) = @ (k)= -1
L] (']) « (-k):' le-1=-1

Jadi @ (-1+-k) = @ (-1) « ¢ ()

18). @ (ie=1) = @ (<i) = -1
@ (i) e (1) =-1u1=-1

Jadi @ (ie-1) = @ (-i) « p (-1)

20). @ (i-i) = @ (i) =1
@ (i) @ (-i)= -1s=1=1

Jadi @ (ie-i) = ¢ (i) + @ (-i)

22). ¢ (=) =@ (k) =-1
¢ (@) () =-11=-1

Jadi @ (i) = ¢ (i) + 9 ()

24). 0 (k) =0 () =1

® (1)« (k) =-1.1=1




Jadi ¢ (isk) = 0 (i) » 0 (k)

25). @ (-iel) = () = -1
@ (-i) s (1)=-1:1=-1

Jadi @ (-is1) =@ (<) = (1)

27). @ (iei) =9 (1)=1
@ (i) « (i) =-1o-1=1

Jadi @ (-isi) = @ (i) - @ (i)

29).0 (-is)) = (k) = -1
o ()e@ () =-1:1=-1

Jadi @ (i) =@ (-) + 0 (j)

31).@ (-isk) = 9(j) =1
@ (i) e k)=-lo-l =1
Jadi.@ (-isk) = @ (i) « ¢ (k)
33).0G-D=90 (=1
e@-0() =11=1

Jadig (:1)=0 () -0 (1)

350G =0 (k) =-1

0() e ()=1s1=-1
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Jadi (0] (ia-k) =P (i) « (-k)

26). ¢ (-ie-1)= @ (i) = -1
o(-1) v (-1) =-1.1=-1

Jadi (]J(-i--])= L] (-i) + P (-1)

28). ¢ (-ie-) =@ (-1) =1
@ (i) v (i) =-le-1=1

Jadi @ (-ie-i) = @ (i) ¢ « ¢ (-i)

30). @ (-iv<j) = @ (k) =-1
¢ () e () =-1+1 =-1

Jadi @ (-is)) = @ (-1) + @ ()

32). ¢ (k)= () =1

@ (i) + @ (k) =-1.-1 =1

Jadi @ (-ie-k) = @ (-i) + ¢ (-k)
34).9G-D=0 (=1

?0) e (-1)=1.1=1

Jadi @ (+-1) =0 () « @ (-1)

36). ¢ (i) = (k) =-1

90) o () =1le-1=-1



Jadio (\) =0 () -0 (1)

N.e@N=0C-DH=1
e(@- 0@ =1.1=1

Jadi@ () =9 ()« ()

39). ¢ (k) = ¢ () =1
9 () - ()= 1o-1 =1

Jadi ¢ (k) = ¢ () < 9 (k)

41).0 ()= ¢ () =1
0 ()0 (1) = 1.1=1

Jadi.g (1) =@ () + @ (1)

3).0 () =0 (k) =-1
@)@ -1) =l-1=-1
Jadi @ (j-1) = () + 0 (-1)

45).0 () =0 (1) =1
¢ () () =11=1

Jadi@ (o)) =0 () -0 ()

47).0 (k) =0 (-) =-1

06 @) =1nl= -l

Jadi @ (j+-i) =0 () + ¢ ()

38).0(-)=0()=1
@) () =1.1=1

Jadip () =9 () - ()

40). ¢ (j+-k) = ¢ (-1) = -1
¢ () o (k) =1e-1=-1

Jadi @ (j+-k) =0 () = ¢ (-k)

42). 9 (1) =0 () =1
0 ()@ (-1)=1.1=1

Jadi@ (J+-D =0 (J) -0 (-1)

44). ¢ (i) =0 (-k) = -1
@ (D) e () =lel=-i
Jadi @ (<je-i) = @ () + @ (-i)
46). ¢ (=) =0 (1) =1
P ) o ()=1.1=1

Jadi @ (j+-j) = @ (<) + @ ()

48). ¢ (Gl =0 () =-1

¢ () e (k) =1e-1=-1

42



Jadi.g (-j+k) = ¢ () + ¢ (k)

49). ¢ (ke1) = (k) =-1
(0] (k) «( (])=-]ol=-]

Jadi @ (k1) =@ (k) + @ (1)

51).0 (kei) = ¢ () = 1
q)(k)a[p(i)=-]t-] =]

53).9 (ke)) =0 (<) =-1
@ ()0 G)=-1+1=-1

Jadi @ (k«j) = ¢ (k) + 0 (§)

55).¢ (kek) = ¢ (-1) =1
(k) +@ (k) =-1e-1 = i

Jadi ¢ (kek) = @ (k) + 9 (k)

57).0 (kel) = (k) =-1
@ (k) s (1) =-1s1=-1

Jadi @ (-k-l)'_—(p (-k) «Q (])
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Jadi @ (-j+-k) = 0 () « ¢ (k)

50). ¢ (ke-1) =@ (k) =-1
@ K) e (-1)=-1.1=-1

Jadi @ (ke-1) = (k) + @ (1)

52). @ (ke-i) = @ () = 1
0 (k) + @ (i) = -1.-1=1

Jadi @ (ke-i) = @ (k) + ¢ (-i)

54). ¢ (keej) = 0 (i) = -1
0 (k) e () =-11=-1

Jadi @ (ke-j) =@ (k) « @ (-j)

56). @ (ke-k) = (-1) = 1
P (k) + @ (-k) =-1+-1 =1

Jadi @ (k+-k) = ¢ (k) « ¢ (-k)

38). ¢ (k- =0 (k) =-1
P (’k) « (-])=—l-]=']

Jadi ¢ (-ke-1) =9 (k) + 9 (-1)
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59). ¢ (ki) =@ () =1 60). ¢ (-ke-i) = @ (i) =1
® (k) e (i) = -1+-1 =1 ® (k) e () =-le-1= ]
Jadi @ (k+i) = @ (-k) « p (i) Jadi @ (ke-i) = ¢ (-k) + @ (-i)
61).¢ (-kej) =0 (i)=-1 62). ¢ (k=) =0 (-i) = -1
@ (-k) « @ () =-1s1=-1 ® (k) + @ () =-1s1=-1
Jadi @ (-kej) = (k) « 9 (j) Jadi @ (-kej) =9 (-k) + 9 ()
63).0 (kk) = (1) =1 64). ¢ (ke k)= (-1) =1
? (k) «p (k) =-1+-1 =1 P (k) e (k)=-1-1=1
Jadi ¢ (-kek) =9 (k) + @ (k) Jadi @ (k+-k) =0 (-k) + ¢ (-k)

Dari 64 persamaan diatas nampak bahwa untuk setiap abe Q
berlaku ¢ (asb) = @ (a) + ¢ (b). Jadi terbukti ¢ homomorphisma. Karena
pemetaan @ tidak satu-satu maka homomorphisma pemetaan ¢ : Q — H, tidak
isomorphisma.

Pemetaan homomorphisma Q yang lain adalah :

1. @2:Q — Hsdengan Hs - {1}, dengan semua anggota Q dipetakan ke 1.

2. 93:Q > Hodengan Hy- {1, -1, 1, -i, j, -j, k, -k}, yang didefinisikan :

p()=1 ?()=]
¢ (-1)=-1 P(D=-
o (i) =i ok)=k

o (i) =-i 9 () =k
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Karena pemetaan ¢ satu-satu maka pemetaan ¢, adalah isomorphisma.
Berdasarkan Teorema 22.2

Ko={xeGlo(x)=¢, e identitasdi G}

Im (¢) = { ¢ () |x € GG}

maka

1. @;:Q — H; dengan definisi :

p(1)=1 p()=1

¢(-1)=1 ¢ (4)=1
¢ ()=-1 ¢ k)=-1
¢ (-i)=-1 ® (k) =-1

Ke={1,-1,j4}=H;
Im(p)={1,-1}=H,

2. ¢2:Q— H;
Kp={1,-1,i,-,j,-, k, -k} =Q
Im (@2) = { 1 }=H;s

3. 93:Q—>Hp
Ke;={1}

Im ((P2)= { 1, ']’ i’ 'i’j» 'ja k9 -k }__"Q



BABV
KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada Bab 1V, dapat disimpulkan bahwa :

1. Order

Order dari Q adalah 8 dan order setiap unsurnya adalah
|1]=1
[-1]=2

lil = il = i = -l = [k| = |-k| = 4.

2. Sub Grup — Sub Grup dari Q
Sub grup normal dari Q adalah :
Ho=Q= {1, -1, i, i, j, -, k, k}.
Hi= {1,-1,i,-i }.
Ha= {1,-1,},9}

H;= {1,-1,k -k}

H.= {1,-1}
Hs= {1}
3. Center

Center dari Q adalah Z (Q) = {1, -1}.
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4. Centraliser

o Centraliser dari 1 adalah Q.

e Centraliser dari -1 adalah Q.
e Centraliser dariiadalah H,
e (Centraliser dari -i adalah H;
e (Centraliser darij adalah H,
e (Centraliser dari -ji adalah H»
e Centraliser dari k adalah H;

e Centraliser dari -k adalah H;

5. Grup Siklik
Q bukan grup siklik. Meskipun Q bukan grup siklik, namun Q
mempunyai sub grup siklik yaitu :
e H,={l,-1,i,-i } dengan generator i dan —i
e H,={l1,-1,],5 } dengan generator j dan —j

e H;=1{1-1 k-k} dengan generator k dan —k

4. Koset-Koset di Q

Koset-koset di Q adalah sebagai berikut :

Sub Grup Koset Kiri Koset Kanan
HO = {13'15 ii'isj, 'j:js k, 'k} Q Q
H,={1,-1,i,-} H;={1,-1,i,- } H,={1,-1,i,-i }

*Hi = {j,-), k-k } Hi*j = {j,, kK }



HZ = {1, -lsjs -j}

H3 = {]) ']’ k9 _k}

H4={]s']}

Hs={1}

7. Sub Grup Normal dari Q

Semua sub grup dari Q merupakan sub grup normal.

8. Grup Faktor dari Q

H; = {1,-1,j,5 }
i*H, = {i,-i, k,k }
H;={1-1,k -k}

i*Hz = {i,-i, j,-j }

Hy={1,1}
i*Hy = {i-i }
*Hs={4, 9}
k*H, = {k,*& }
Hs={1}
-1#H; = {-1 }
isHs = { i }
-i*Hs = {-i }
j*Hs={j}
geils={}
k#Hs = { k }
k#H; = { k }

e Grup faktor dari Ho adalah {Ho }

e Grup faktor dari H, adalah {H,, j*H, }
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H2 = {li-lij’-j }
Hi*i = {i,-i, k,-k }
H; = {1,-1, k,-k }

Hay*i = {i-i, j, }

Hy={1,-1}
Hy*i= {i-i}
Hyxj={j, < }
Hyrk = {k,k }
Hs={1}

Hs #-1 =§-1}
Hs*i={i}
s i= ()
Hsrjedl}
Py { 48
Hs*k = { k }
-k#Hs = { -k }



*  Grup faktor dari H; adalah {H,, i*H, }
¢ Grup faktor dari H, adalah {H,, i*H; }
* Grup faktor dari Hy adalah {H,, i*H., j*H,, k*H,, }

e  Grup faktor dari Hs adalah {Q}

9. Homomorphisma dan Isomomorphisma

a.

Homomorphisma Kernel Image
p:Q—->H, Ko =H, Im (p)=H,
p(l)y—>1

o(-1)—>1

o (i) > -1

@ (-i) > -1
()1
P () -1
¢ k) —>-1
o((-k)—>1
¢:Q—>H;s Ko=Q Im (@) =Hs
o(l)—>1
o)1
e —1
@ () > 1
?()—1
¢ () —>1
¢ k) —>1
?(k)—>1
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Isomorphisma

?:Q->H Ko={1} Im (9) =H,
p(1)>1
?(-1)>-1
e ()—>i
@ (=) > -i
0]
P>
(k) >k
? (-k) = -k
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