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В роботі проведено огляд математичних та інформаційних моделей в задачах реконструкції кісткової тканини, які 
застосовуються в сучасній науці та медицині зокрема. З огляду на це математичне компартментне моделювання є 
новим і актуальним напрямком для опису динамічних систем взаємодії клітинних елементів кісткової тканини. 
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В работе проведен обзор математических и информационных моделей в задачах реконструкции костной ткани, 
которые используются в современной науке и медицине в особенности. В связи с этим математическое компар-
тментное моделирование является новым и актуальным направлением для описания динамических систем взаи-
модействия клеточных элементов костной ткани. 
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In this work there is presented the review of mathematical and information models for reconstraction bone tissue. In the 
modern since and medicine in particular this model are use. Mathematical compartment modelling are new and actual 
dirrection for description of dynamic system of bone tissue cell elements. 
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ВСТУП. Дослідження моделювання кісткової тка-
нини активно розвиваються протягом останніх 40 
років. Є декілька причин такого стрімкого розвитку. 

Зростання кількості катастроф і травматизму, по-
в'язаних з транспортом. Значне поширення серед 
населення різних країн остеопоротичних переломів, 
раку кісткової тканини, що визначає велику соціаль-
ну роль даних патологій. 

Необхідна автоматизація процесів для створення 
протезів, підвищення їх якості, надійності та точності 
виготовлення, зменшення відторгнення тканинами 
організму протезів. 

© В.П.Марценюк, Д.В .Вакуленко 

Мета даної роботи - розглянути існуючі матема-
тичні та інформаційні моделі реконструкції кісткової 
тканини. 

Механічні моделі. Перші успішні математичні 
теорії стосовно зв'язку адаптації кісток з механіч-
ними стимулами з'явилися у 1970-х роках. Основні 
концепції їх адаптації ґрунтуються на рівнянні, що 
описує еволюцію кісткової структури, використову-
ючи поточну кісткову структуру та існуючий меха-
нічний стан [1, 2]: 
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розтяг. 
Математична модель в еволюційному рівнянні по-

в'язує зміну тензора пружних властивостей кістки з 
відхиленням інтенсивності деформації від її гомеос-
татичного значення. Аналітичні вирази компонентів 
тензора адаптації отримані як для губчастої, так і 
для щільної кісткової тканини [4]. 

Математичні моделі взаємозв'язоку між ме-
ханічними навантаженнями та фізіологічними 
процесами кісткової тканини. 

В [5] встановлено залежність між механічним впли-
вом на кісткову тканину та активністю клітинних еле-
ментів остеобластів та остеокластів. Запропоновано 
кількісну оцінку механізму регулювання метаболізму 
трабекулярної кістки. В [6] досліджувались механіз-
ми виявлення та адаптації клітин кістки до механіч-
них навантажень. Було представлено метод визначен-
ня напруження в кістковій тканині, моделювалась ела-
стичність у всій кістці. Моделі направлені на 
встановлення зв'язку кісткової щільності, геометрич-
них розмірів та міцності кістки. В [7] досліджується, 
чи відрізняється щільність трабекулярної тканини зла-
маної та незламаної кістки. Для дослідження бралися 
зразки з шийки стегнової кістки, сканувались за допо-
могою мікроскопа, вимірювались ємність та сила стру-
му зразків. В [8] визначено відмінності між розмірами 
та формою лакун у жінок з переломом та без, відібра-
них за високим ризиком перелому. 

Велика деформація типово визначається як більше 
3%-ої напруги (алгоритм С.Ковіна, Фігрі і Картера, 
Гюйскеса та Шафлера) [1 ]. 

Статистичні моделі, в основі, яких лежить спос-
тереження за зростанням розміру первинної ракової 
пухлини до моменту виявлення метастазів [9]. 

В моделі пружного анізотропного тіла реалізована 
методика розв'язку зворотних задач ідентифікації 
типів неоднорідностей (щільність, тріщина) та визна-

пропорційно залежить: 
- від величини МЩКТ у даний момент часу 1;, тоб-

то BMD(t), що відповідає експоненціальному харак-
теру росту BMD(t) з віком, притаманному більшості 
кількісних показників стану організму; 

- від величини BMD2(t). 
Останнє припущення вказує на досягнення з віком 

деякого граничного значення BMD. 
Отже, для зміни BMD(t) пропонується різницеве 

рівняння: 
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де - міра кісткової структури (найчастіше 
береться кісткова щільність) в поточний момент часу 

- попередня кісткова щільність в момент 
часу - стиснення кістки в момент часу t, 
розтяг кістки в момент часу t. 

У1976 році С.Ковін розробив теорію, яка встанов-
лює наступну залежність між змінами структури 
кісткової тканини та механічною напругою [3]: 

де е - це міра структури кістки (переважно 
щільність кістки) - тензори реконст-
рукції, які слід визначити експериментально, 

чення їх розмірів по полях зміщення на границі [10]. 
На додаток до статистичних експериментальних є 
також аналітичні обчислювальні моделі для відно-
син функції до структури кістки. Дві з найпростіших 
та найчастіше використовуваних - моделі Реусса і 
Войта [1]. 

Моделі на основі рівнянь логістичного типу. 
Підходи до побудови математичної моделі ґрунту-
ються на попередній статистичній оцінці отриманих 
денситограм і дослідженнях відносно характеру зміни 
мінеральної щільності кісткової тканини з часом. 

У деякий достатньо малий проміжок часу 
швидкість зміни МЩКТ: 

у диференціальне рівняння: що переходить при 

Тут - невідомі параметри моделі, які потрібно 
визначити на основі експериментальних даних. Заз-
начимо, що дана модель, яка не враховує інших по-
казників стану кісткової тканини, може бути засто-
сована для опису зміни BMD(t) у віці 15-70 років [2]. 

Модель гомеостазу кальцію. Як відомо, найбіль-
шим резервуаром кальцію є кісткова тканина. В ма-
тематичній моделі гомеостазу кальцію [11] факто-
рами керування є концентрація кальцію в плазмі, РТН, 
та кальцитріол. Органи, які встановлюють гомеос-
таз - прищитоподібні залози, кістка, нирки, та кишеч-
ник. Модель націлена на моделювання процесу в 
окремо взятому організмі, але її параметри і змінні 
були відрегульовані та застосовані до середньоста-
тистичних значень. 

Моделі можна поділити також за об'єктами 
моделювання. 

- на клітинному рівні. В [12] розглядаються різні 
підходи до моделювання динаміки популяції стовбу-
рових клітин. Пропонується модель Шерлі для опи-
су скелетної регенерації. Ця модель базується на ек-
споненціальній функції, традиційній при описі гомо-
генної проліферації клітин: 
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В моделі Шерлі не враховуються клітини, які по-
мирають, та не розрізняються клітини, які діляться 
та проходять диференціацію. В [13] ці недоліки мо-
делі Шерлі враховані. Також є ще феноменологічний 
підхід в моделюванні реконструкції кісткової ткани-
ни, де реконструкція відбувається тільки в ділянці, 
де кісткова тканина зруйнована. Цей підхід описано 
в [14,15,16]. 

- моделі окремих ділянок та видів кісткової 
тканини. Мікроструктурне моделювання застосо-
вувалось в [12] для встановлення зв'язку між зміною 
механічних властивостей трабекулярної кісткової 
тканини, ураженої раком. Зразки брались з трупа. В 
[17] показано ще і зв'язок з щільністю кісткової тка-
нини. В [18] описано результати моделювання про-
цесів трабекулярної кісткової тканини, які відбувають-
ся з віком. Такі моделі реалізовано в [19], безпосе-
редньо використовуючи або руйнівний метод 
послідовного секціонування [20], або використовую-
чи неруйнівний метод відображення мікрообчислю-
вальної томографії (mСТ) [21]. Математичні моделі 
описують транспорт та зміну кількості мінеральних 
речовин в остеоні та різну концентрацію, залежно від 
віддаленості від гаверсового каналу, залежність 
кількості кальцію, що надходить до кістки до зміни її 
щільності [22]. Моделі, які допомагають встановити 

орієнтацію, вісі кісток зап'ястя їх об'єм, площу, розм-
іри на основі вимірювання комп'ютерного томогра-
фа описані в [23]. Моделі, які встановлюють зв'язок 
між осьовим видовженням кістки та керуванням 
аллостеричним механізмом [24]. Ще один напрямок 
моделювання був спрямований на опис хрящів суг-
лобів [25] та пухлин твердих тканин [26]. Модель 
росту кісткової тканини в ділянці діафіза, яка базуєть-
ся на рівняннях збереження маси [27]. Математичні, 
моделі, представленні в [28], описують диференцію-
вання сполучної тканини довкола імплантатів, вжив-
лених в кісткову тканину, під дією різних навантажень: 
вібрації, тиску. 

Механічні моделі хребта описані в [29]. Моделю-
вання м'язово-скелетних структур - кісткова та м'я-
зова тканини, суглоби виступають як однорідні об-
'єкти з певними механічними властивостями при зги-
нанні, крученні, стиску, розтяганні [30]. 

- моделі потоку рідини в кістці. В [31] розгля-
дають вплив потоку міжклітинної рідини та розтягу 
на диференціювання сполучної тканини. В [32] пока-
зано затримку, яка відбувається в адаптації трабеку-
лярної щільності та трабекулярної архітектури за до-
помогою методу кінцевих елементів, та порівняно 
результати, отримані за допомогою комп'ютерного 
томографа. Математичні моделі, які описують ріст 
біологічних тканин, можна ще поділити на моделі 
твердих тканин, моделі руху рідин в твердих ткани-
нах, динамічні моделі, які характеризують об'єм, 
швидкість, тиск кожної фази [33]. Часто моделі ба-
зуються на взаємозв'язку вектора поляризації на 
поверхні кістки до швидкості її росту [34]. 

Модель метаболізму лужноземельних еле-
ментів, враховує зміни структури кісткової ткани-
ни та нерівномірність розподілу елементів в кістковій 
тканині [35]. 

Терапевтичні моделі патології кісткової ткани-
ни. Є моделі, які описують реакцію кістки на вплив 
різних препаратів. В [36] досліджується вплив вітамі-
ну D3 на стан кісткової тканини, який контролювався 
за допомогою механічного навантаження та геомет-
ричних розмірів. Проводяться дослідження чутливості 
клітинних рецепторів та їх реакції на препарати на ос-
нові моделі рецепторів паратиреоїдного гормону (бере 
участь у засвоєнні в організмі кальцію, необхідного 
для кісткової тканини), дослідження стійкості звичай-
них диференційних рівнянь, які описує модель [37]. 

В літературі зустрічається опис регулювання рос-
ту специфічних клітин у неідеальному середовищі. 
Наприклад: 

- модель регулювання щільності кісткової тканини 
при раку кістки [38, 39]; 
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де 
N0 число клітин в початковий момент часу 

число клітин після n-го кроку. 

значення для всіх популяцій 
клітин. Популяція в часі t може бути записана: 

де 

Розглядається застосування моделі Шерлі, в якій 
показано, що ріст популяцій клітин асиметричний цик-
лічний та нециклічний. В моделір співвідношення 
дочірніх клітин допустиме до моменту, коли l-р не 

ділиться. При ріст клітин 

описується експоненціальним законом. При 

ріст клітин відповідає лінійному закону, коли 
то ріст клітин дорівнює сталому значенню на трива-
лий час: 
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- керування поділом клітин за допомогою медика-
ментів [40,41] та механічних навантажень [42, 43]; 

- багато ґрунтовних досліджень популяційної ди-
наміки, де розглядаються ріст клітин в межах однієї 
популяціїна різних етапах (стовбуровоїклітини, клітин-
попередників, диференціації та ін.) та різні стани в 
декількох популяціях клітинних циклів. 

- в [44, 45, 46, 47] розглядається взаємозв'язок між 
розподілом клітинного циклу та динамікою росту по-
пуляції; 

- в [48] показано кінетику розмноження в ієрархічній 
структурі популяції. Пояснення природи взаємодії між 
внутрішніми властивостями (розміщення генів) та 
зовнішнім керуванням потоками фенотипів клітин та 
взаємозв'язку між їх розміщенням та неоднорідні-
стю є ключовим питання тканинної інженерії. 

Моделі, які використовують метод кінцевих 
елементів. В [49] показано модель поперекового 
відділу хребта, де враховуються форма хребців та 
їх з'єднання між собою з врахуванням фізіологіч-
них вигинів хребта. В роботі [50] описано модель 
стегнової, тазових, променевої кісток, що дало змо-
гу розрахувати міцність синтезованих різними ме-
тодами кісток в умовах остеопорозу. Математичні 
моделі описують моделювання трабекулярних 
кісток на поверхні з використанням методу кінце-
вих елементів, де використовують наступні пара-
метри щільності кісткової тканини: чутливість та 
зв'язки остеоцитів між собою [51]. 

Математичні моделі в стоматології при ортопедич-
ному лікуванні, з урахуванням наступних параметрів: 
розмір, сила та тривалість силового впливу; конст-
рукції та матеріалу зубного протеза; форми та мате-
ріалу зубного імплантата; способу тканинної інтег-
рації в ділянці імплантата; якості та кількості кістки 
[52]. В [53] розглядається властивість остеоцитів 
керувати процесами моделювання та ремоделювання 
в кістковій тканині залежно від зміни навантаження 
на остеоцити. В представленому методі за допомо-
гою мікроскопа створюється цифрове зображення 
лакуни остеоцита. За допомогою методу кінцевих 
елементів конструюється зображення. 

Геометрична модель. Опис геометричних 
розмірів хребців, отриманих за допомогою рентге-
нографічного обладнання, з використанням кубічних 
сплайнів наведено в роботах [54, 55]. 

Калібрована модель керування, яка описує зміну 
форми тварини - те, чим вона може керувати, - хода, 
біг, плавання, стрибки тощо, за допомогою набору n 
параметрів q, та його положення в просторі, як твер-
дого тіла - шістьма координатами х [56]. 

Складні математичні моделі кісткової ткани-
ни. Спроби моделювання декількох механізмів для 
утворення складних тканинних організацій (наприк-
лад, мутація молекулярного тяжіння клітин, проліфе-
рація, спрямований рух та диференціація клітин) об-
ґрунтовано в [56]. Молекулярне тяжіння клітин опи-
сано в [57, 58, 59, 60, 61, 62]. Біологічна та механічна 
сумісність, резорбція враховані в моделі молекуляр-
ного тяжіння клітин [63]. В [64] моделюється пере-
дача інформації за допомогою інтегрину, трансмем-
бранного рецептора (наприклад кісткова клітина знає 
про число надходження інтегрину, який бере активну 
участь у резорбції кісікової тканини). Моделі резорбції 
кісткової тканини грунтуються молекулярному 
тяжінні клітин [64, 65]. Моделювання кількісних змін, 
пов'язаних з кістковою тканиною (щільність клітин, 
міжклітинна щільність матриксу), які виникають че-
рез утворення, проліферацію та місцеве переміщен-
ня (дифузія, конвекція, клітинна міграція). Цей при-
клад може бути описано так: число зміни кількості 
клітин = число клітин, які мігрували + число клітин, 
які проліферували. 

Це рівняння на основі диференціальних рівнянь в 
часткових похідних буде мати наступний вигляд 

(1) 

де ci - щільність і ділянки кісткової тканини, Ji - потік 
речовини крізь і ділянку, F(х, t) - кількість речовини, 
яка утворюється або втрачається в і ділянці. 

В [66, 67] Келлер та Сеггел подають класичне 
рівняння хемотаксису, де потік популяції клітин є ди-
фундує пропорційно до градієнта щільності клітин та 
пропорційно до напрямку градієнта руху потоку в 
міжклітинній хемотоксичності: 

(2) 

Моделювання утворення судин, рух по них живиль-
них речовин та факторів росту. Моделювання фор-
мування судин в імплантованих тканинах та достав-
ка живильних речовин іззовні альтернативними шля-
хами [68]. Галан та Лок побудували математичну 
модель для визначення впливу на зростання маси 
клітин дифузії живильних речовин на полімерній ос-
нові та зробили висновки, що ріст тканини може бути 
керований різними факторами [69]. 
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В наступному рівнянні враховано проліферацію та 
потік замінних речовин, не врахованих в (1): 
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Для визначення кількості взаємозв'язків між різни-
ми шляхами транспорту описано різні моделі транс-
порту в біологічних тканинах, потік Ji крізь пористе 
чи звивисте середовище [70, 71, 72, 73, 74]: 

де ci - концентрація розчину, Hi
d - визначає пере-

шкоду до дифузії і об' єму тканини, Di - коефіцієнт 
дифузії вільного розчину, Hi

c визначає опір і в об'ємі 
тканини до потоку теплообміну (включаючи взаємо-
дію з іншими хімічними елементами та гідродинамі-
кою препаратів). U- швидкість потоку теплообміну 
в тканині. В загальному Hi

d та Hi
c буде залежати від 

структури тканин (пористості та кривизни) та розм-
іру молекул розчину. В (1) не розглядаються рідини. 
В [40] пропонується математична модель скелета, 
де враховується концентрація кожного розчину, який 
протікає крізь тканини: 

де Ре безрозмірна величина, число Пеклета, яка 
встановлює зв'язок між теплообміном та дифузією 
поживних речовин, які надходять: 

де L визначає шлях, який проходять поживні речови-
ни. Результати дослідження взаємодії дифузії з інши-
ми механізмами транспорту в тканинах подано в [74]. 

Висновки. Розглянуто існуючі математичні та 
інформаційні моделі в задачах реконструкції кістко-
вої тканини. 

Велика кількість моделей розроблена на даний 
момент, що підтверджує актуальність теми. Мате-
матичне компартментне моделювання є новим і ак-
туальним напрямком для опису динамічних систем 
взаємодії клітинних елементів кісткової тканини. 

В подальших дослідженнях необхідно розробити 
компартментну модель взаємодії клітинних еле-
ментів в процесі реконструкції кісткової тканини на 
основі звичайних диференціальних рівнянь [1] та ди-
ференціальних рівнянь в частинних похідних [75]. 
Також слід розробити алгоритм розв'язку задачі 
оптимального керування режимами медикаментоз-
ної терапії та фізіотерапії для реконструкції кістки 
при патології. 
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