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1 Wstep

Niech fy : (C™,0) — (C,0) bedzie osobliwoscig izolowana, tzn. f; jest kietkiem
funkcji holomorficznej fy : U — C, bedacej reprezentantem tego kietka fy, okreslone;

w otwartym otoczeniu U punktu 0 € C” i spelniajacej warunki:
1. fo(0) =0,
2. Vf(0) =0,
3. Vfo(z) #0dla z € U\ {0}

W powyzszej definicji przyjmujemy, ze V f := (g—i, e a%) jest gradientem funk-
cji f. W dalszym ciggu przez osobliwo$é bedziemy rozumieé osobliwo$é izolowang.
Deformacja osobliwoéci fy nazywamy kietek funkcji holomorficznej f = f(s, 2) :

(Cx C™0) — (C,0) taki, ze

L f(0,2) = fo(2),
2. f(s,0) = 0.

Deformacje f(s, z) osobliwosci fy traktujemy jako rodzine (fs) kietkéw fs(z) :=
f(s,z). Poniewaz fy jest osobliwoscia izolowana, fs ma réwniez osobliwosci izolowane
w punktach bliskich 0 dla wystarczajaco matych s ([GLS06] Theorem 2.6 I). Zatem

dla dostatecznie matych s mozemy zdefiniowaé liczbe puis

Hs = :u(fs) = dim¢ On/(vfs)

zwang liczba Milnora, gdzie O,, jest pierscieniem kietkow funkeji holomorficznych
w 0, natomiast (V f;) jest ideatem w O,, generowanym przez wspolrzedne gradientu
V fs.

Poniewaz liczba Milnora jest pdlciagta z géry w topologii Zariskiego ([GLS06]
Theorem 2.6 I i Proposition 2.57 II) w rodzinie osobliwosci, zatem istnieje otoczenie

S punktu 0 € C takie, ze
1. ps = const. dla s € S\ {0},
2. g = ps dlaseS.

Stata réznice py — ps (dla s # 0) nazywamy skokiem liczby Milnora defor-
macji (fs) i oznaczamy A((fs)). Najmniejsza niezerowa wartos¢ wsréd skokéw liczb
Milnora deformacji osobliwosci fy nazywana jest skokiem liczby Milnora f i

oznaczana A(fo).



Pierwszy wazny rezultat dotyczacy skokéw liczby Milnora uzyskal Sabir Gusein-
Zade ([GZ93]), ktéry udowodnit istnienie osobliwosci fy, dla ktérej A(fo) > 1 oraz ze
dla osobliwosci nierozktadalnych krzywych ptaskich fy zachodzi A(fy) = 1. Problem

ten byt réwiez rozwazany przez innych autoréow:

e A. Bodin ([Bod07]) obliczyt A(fy) dla dogodnych osobliwosci krzywych, ktérych
diagram Newtona redukuje sie do jednego odcinka w klasie niezdegenerowanych

deformacji,

e J. Walewska ([Wall3]) uogélnita wynik Bodina na osobliwosci bez zatozenia o

dogodnosci,

e S. Brzostowski, T. Krasinski i J. Walewska ([BKW14]) obliczyli wszystkie mozli-
we liczby Milnora dla niezdegenerowanych deformacji jednorodnych osobliwosci

krzywych,

e dla szczegdlnych osobliwosci fi'(z,y) = ™ + y™ (n > 2) ci sami autorzy w
[BKW14] udowodnili réwniez, ze A(fy) = [g} i ze skok liczby Milnora nie jest

niezmiennikiem topologicznym.

W niniejszej pracy zajme sie badaniem skokéw liczb Milnora osobliwosci fy
(C%,0) — (C,0) dla rodziny deformacji liniowych, tzn. deformacji postaci f, =
fo + sg, gdzie g jest dowolna funkcja holomorficzna w otoczeniu 0 taka, ze g(0) = 0.
Najmniejsza niezerowa wartosé¢ skokow deformacji liniowych osobliwosci fy oznaczaé
bedziemy A (fy).

Do badania tych skokéw bedag uzyte diagramy Enriquesa, gdyz w tym jezyku
wyrazony jest rezultat M. Alberich-Carramifiany i J. Roé ([ACR05]) na ktérym oparte
sa moje wyniki. Podali oni charakteryzacje przylegtosci liniowej (czyli deformacji
liniowych) w jezyku abstrakcyjnych diagraméw Enriquesa. Inna charakteryzacje (w
jezyku waluacji dywizorialnych i dywizoréw wyjatkowych) podali J. Fernandez de
Bobadilla, M. Pe Pereira i P. Popescu-Pampu ([dBPPP17]).

Gléwny rezultatem pracy jest wzér na A (fy), w przypadku, gdy fy jest osobli-
woscig jednorodng lub semi-jednorodng dwéch zmiennych.

Ponadto okazuje sie réwniez, ze A"(fy) jest niezmiennikiem topologicznym.
Jest to prosty wniosek z twierdzenia M. Alberich-Carraminany i J. Roé [ACR05]
zastosowany do skokéw liczb Milnora deformacji liniowych.

Przypomnijmy, ze dwie osobliwosci f,g : (C%0) — (C,0) sa topologicznie
(odp. analitycznie) réwnowazne, gdy istnieje homeomorfizm (odp. biholomor-
fizm) ¢ : (C?,0) — (C?%0) taki, ze ¢(V(f)) = V(g). Funkcje ¥ okreslona w zbiorze



osobliwosci o warto$ciach w pewnym zbiorze X nazywamy niezmiennikiem topo-
logicznym (odp. analitycznym), gdy dla kazdej pary osobliwosci topologicznie
(odp. analitycznie) rownowaznych przyjmuje ona te same wartosci. Oczywiscie z
analitycznej réwnowaznosci wynika topologiczna rownowaznosé, ale nie na odwrot.
Przyktadem jest skok liczby Milnora osobliwosci, ktory jest niezmiennikiem anali-

tycznym, ale nie jest niezmiennikiem topologicznym (zobacz [BK14]).



2 Rozdmuchania, rozwigzania osobliwosci i dia-

gramy Enriquesa osobliwosci

W tym rozdziale przedstawie informacje na temat rozdmuchan osobliwosci i diagra-

méw Enriquesa. Szczegbly wraz z dowodami mozna znalezé w [CA00] i [BK86].
Niech M bedzie powierzchnia zespolong, tzn. 2-wymiarowa rozmaitoscia zespolong

i P € M. Rozdmuchaniem M w P nazywamy 2-wymiarowa rozmaitos¢ M i

odwzorowanie holomorficzne 7 : M — M spetniajace warunki:

1. E := 7 (P) jest biholomorficzne z 1-wymiarowsa przestrzenig rzutows P! = C

(E nazywamy dywizorem wyjatkowym rozdmuchania 7),

2. W]M\E : M\ E — M\ {P} jest biholomorfizmem,

3. w pewnym otoczeniu U punktu P odwzorowanie 7|.-1y : n= ' (U) — U
jest biholomorficzne ze standardowym rozdmuchaniem O € C? obcietym do

pewnego otoczenia 0 € C?. Przez standardowe rozdmuchanie rozumiemy ¢ :
B — C?, gdzie B={(2,1) e C* xP': z € I} i m(2,]) := 2.

Rozdmuchanie M w P zawsze istnieje i jest okreslone jednoznacznie z doktadnoscia
do biholomorfizmu. Wszystkie punkty £ nazywamy nieskonczenie bliskimi P.
Poniewaz rozdmuchaniem M w P jest rozmaitosé M , zatem mozemy powtorzy¢ ten
proces i rozdmuchac M w punktach M , W szczegblnosci w punktach E. Wszystkie
punkty nalezace do kolejnych dywizoréw wyjatkowych nazywamy réwniez punktami
nieskonczenie bliskimi P. Jedli I' jest krzywa lokalng o $rodku w P tzn.
kietkiem w punkcie P zbioru zer V (f) niestalej funkcji holomorficznej okreslonej w
otoczeniu P, to przeciwobrazem wlasciwym krzywej lokalnej I" o srodku w P
nazywamy zbiér 72T\ {P}), ktéry oznaczamy przez r.

Rozwigzaniem osobliwosci lokalnej krzywej I' w P nazywamy ciag rozdmuchan

o tej wlasnosci, ze m jest rozdmuchaniem Sy = M w P, m; jest rozdmuchaniem S; 4
w jednym z punktéw dywizora wyjatkowego (mj o ...om_1) " Y(P) (t = 1,...,n).
Ponadto przeciwobraz wtasciwy r krzywej I' za pomocag m = m o ... 0™, jest
nieosobliwy i przecina transwersalnie dywizor wyjatkowy E = 7~ !(P). Zaktadamy,
ze cigg rozdmuchan jest minimalny:.

Niech fy bedzie osobliwoscig izolowang w 0 € C2, a7 : M — (C?,0) rozwigzaniem
osobliwosci V' (fy). Proces rozdmuchan (rozwiazanie) moze zostaé przedstawiony za

pomoca diagramu Enriquesa F(f;). Diagram Enriquesa to drzewo z wyréznionym
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korzeniem i dwoma rodzajami krawedzi. Przedstawimy jego konstrukcje dla nieroz-
ktadalnych osobliwosci. W przypadku osobliwosci rozktadalnej diagram Enriquesa
konstruuje si¢ dla kazdego jej nierozkladalnego czynnika oddzielnie, a nastepnie
»skleja” sie je ze soba we wspolnych punktach nieskonczenie bliskich.

Zatem, niech f; bedzie nierozkladalna osobliwoécig izolowana w 0 € C2. Wierz-
chotkami E(fy) sa wszystkie punkty nieskonczenie bliskie 0, ktére naleza do prze-
ciwobrazu wtasciwego zbioru zer V(%) i do kolejnych przeciwobrazéw w procesie
rozwigzania osobliwosci. W kazdym kolejnym rozdmuchaniu otrzymujemy réwniez
nierozkladalne osobliwosci. Oznaczmy je przez Vy = V(}g), Vi,...,V} oraz ich érodki
przez Py =0, Py, ..., P.. Wierzchotkami E(fy) sa zatem punkty P, ..., P;. Punkt
Py = 0 € C? jest korzeniem grafu E(fy), a krawedzie E(fy) tacza kolejne pary
punktéw (P,_1, P;) (i =1,..., k). Krawedzie moga by¢ albo zaokraglone albo proste.
Rysujemy je wedlug nastepujacej zasady.

Niech P;,_; i P; beda dwoma kolejnymi punktami w ciggu rozdmuchan i P; bedzie

nieskonczenie bliski P;_; po jednym rozdmuchaniu.

1. Jezeli V;_1 nie jest styczna do dywizora wyjatkowego w punkcie P;_1, to krawedz

taczaca P;_1 i P; jest zokraglona i ma te sama styczna, co krawedz ,,prowadzaca’
do -Pz'—l-

2. Jesli V;_1 jest styczna do dywizora wyjatkowego w punkcie P;_;, to krawedz

taczaca P;_1 i P; jest prosta oraz:

(a) jesli V;_; jest styczna do ostatnio wklejonej przestrzeni rzutowej, to kra-

wedz jest prostopadta do krawedzi ,,prowadzacej” do P;_1;

(b) jesli V;_; jest styczna do jednej z wcze$niej wklejonych przestrzeni rzu-
towych, to krawedz jest przedtuzeniem krawedzi ,,prowadzacej” do P,

(réwniez prostej).

Przyktad 2.1. Rozwazmy osobliwo$¢ fo(x,y) = z” — y*. Graficzne przedstawienie
rozwiazania tej osobliwosci w 0 wraz z lokalnymi opisami zostato przedstawione na
rysunku 1.

Wéwezas w diagramie Enriquesa fj:

1. P, bedzie potaczony z P, zaokraglong krawedzia, Vj nie jest styczna do dywizora

wyjatkowego w Py (w punkcie Py nie ma dywizora wyjatkowego).

2. P; bedzie potaczony z P, krawedzig prosta prostopadly do poprzedniej, gdyz
Vi jest styczna do E; w P;.



& &
5. —
& r—1

Rysunek 1: Rozwigzanie osobliwosci 27 — y* w 0.

3. P, bedzie potaczony z P3 krawedzia prosta prostopadia do poprzedniej, gdyz
V5 jest styczna do Fy w Ps.

4. Pj bedzie potaczona z P, krawedzia prosta bedaca przedhuzeniem poprzedniej,
gdyz gdyz V3 jest styczny do Fy w Ps.

5. Py bedzie potaczony z Ps zaokraglong krawedzia, gdyz Vj nie jest styczna do

dywizora wyjatkowego.

6. Ps jest ostatnim wierzchotkiem, gdyz V5 przecina transwersalnie dywizor wy-

jatkowy.

Diagram Enriquesa osobliwosci fy jest przedstawiony na rysunku 2.

ot
.PO
.P2 .Pg .P4 \

.P5

Rysunek 2: Diagram Enriquesa krzywej x7 — y*.

Dla dowolnego diagramu Enriquesa E( fy) osobliwosci fy mozemy okresli¢ funkcje
wag okreslong na zbiorze wierzchotkéw o wartosciach nieujemnych catkowitych tzn.
v:{Py,...,P.} — Z,. Wartoécia v(F;) dla dowolnego i € {1,...,k} jest rzad

transformaty wtasciwej osobliwosci fy w punkcie P;.



Przyktad 2.2. Dla diagramu Enriquesa E(fy) osobliwosci fo(z,y) = 27 — y* (zob.
rysunek 3) funkcja wag okreslona jest w nastepujacy sposob: v(Fy) = 4,v(P,) =
3, v(Py) =v(P3) =v(P) =v(Ps) =1.

W dalszym ciggu wagi bedziemy zaznacza¢ na diagramie Enriquesa z prawej

strony wierzchotka u gory.

Rysunek 3: Diagram Enriquesa krzywej 27 — y* wraz z funkcja wag v.

Diagramy Enriquesa jako jedne z ,przedstawien” procesu rozdmuchania osobli-
wosci sa niezmiennikami topologicznymi ([CA00] Chapter 3.9 page 99) osobliwosci.
Inne przedstawienia tego procesu to np. grafy dualne lub uktady krotnosci.

Co wigcej, diagram Enriquesa osobliwosci fy determinuje jej topologie, tzn. jesli

E(f) = E(g), to V(f) iV (g) sa topologicznie réwnowazne.



3 Abstrakcyjne diagramy Enriquesa

Diagramy Enriquesa mozna tez zdefiniowa¢ w sposéb abstrakcyjny, tak, aby kazdy
diagram Enriquesa osobliwosci krzywej byt abstrakcyjnym diagramem Enriquesa.
Jednak bedzie to szersza klasa diagramow od klasy diagraméw osobliwosci krzywych.

Sa one potrzebne do sformutowania rezultatéw M. Alberich-Carramifiany i J. Roé.

Definicja 3.1 ([ACRO05]). Abstrakcyjnym diagramem Enriquesa nazywamy
drzewo D z wyréznionym korzeniem i z relacjg najblizszosci w zbiorze wierzchotkow

spetniajgce warunki:

1. Korzen nie jest najblizszy Zadnemu wierzchotkowsi.

2. Kazdy wierzcholek, ktory nie jest korzeniem, jest najblizszy swojemu bezposred-

niemu poprzednikows.
3. Zaden wierzcholek nie jest najblizszy wiecej niz dwom innych wierzchotkom.

4. Jesli Q jest najblizszy dwom wierzcholkom, to jeden z nich jest bezposrednim

poprzednikiem @) ktory nadto jest najblizszy drugiemu.

5. Dla dowolnych dwoch wierzcholkéw P i Q, jesli Q jest najblizszy P, to istnieje

co najwyzej jeden wierzcholek najblizszy im obu.

Zapis (Q — P oznacza, Ze Q) jest najblizszy P. Wierzcholtki, ktore sq najblizsze
dwom innych wierzcholkom nazywamy satelitarnymi, natomiast pozostale (poza
korzeniem) wierzchotkami swobodnymi.

By oddaé graficznie relacje najblizszosci krawedzie miedzy wierzchotkami D, ry-

sujemy” w nastepujgcy sposob:

1. Jesli Q jest swobodnym nastepnikiem P, to krawedZ lgczgca P i Q) jest za-

okraglona i jej styczna ma kierunek zgodny ze styczng poprzedniej krawedzi.

2. Cigg krawedzi tgczgcych maksymalng liczbe wierzcholkow najblizszych pewnemu
wierzchotkowi P jest liniq ortogonalng do krawedzi lgczgcej P z pierwszym

wierzchotkiem tego ciggu.

Uwaga 3.2. Przyjmijmy oznaczenia, ze w dowolnym drzewie (grafie) G przez Rg
oznaczamy korzen tego drzewa oraz Ze zapis Pre(P) oznacza bezposredniego poprzed-
nika wierzchotka P € G w drzewie G.
Wowczas definicje 3.1 mozna formalnie zapisaé (za pomocg kwantyfikatorow).
Abstrakcyjnym diagramem Enriquesa nazywamy drzewo D z wyréznionym
korzeniem Rp i z relacjg najblizszosci ,— 7 w zbiorze wierzcholkow spelniajgce

warunki:
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QEDRD 7 Q
2.
QeDg#RDQ — Pre(Q)
3.
(@ wedxer 97 WEX)
4.
Q7W7vZeD(Q—> W, ZANW # Z) =
= (W=Pre(Q AW = Z)V(Z =Pre(Q)NZ = W))
b.

\% Q—>P:>< 4 W—>Q,P/\Z—>Q,P:>W:Z>
W,ZeD

Q,PeD

Przyktad 3.3. Niech D = {R, Sy, ..., S12} bedzie abstrakcyjnym diagramem Enriquesa
przedstawionym na rysunku 4, gdzie R jest korzeniem. Relacja najblizszosci okreslona
jest nastepujaco: S, Sy, S19 — R; 99, 56,57 — S1; S3,5¢ — S9; Sy, S5 — S3; S7 —
Se; Ss — S7; S10 = So 1 S11, S12 — Sho (patrz przykiad 3.27).

052 .54
s, /—\ ’—\ /

o, \
% -, . s

3.0 o3

s e, N e,

or

Rysunek 4: Diagram D z przyktadu 3.3.

Lemat 3.4. Diagram Enriquesa osobliwosci krzywej jest abstrakcyjnym diagramem

Enriquesa.

Dowdd. Relacje najblizszosci w diagramie Enriquesa osobliwo$ci krzywej okreslamy
w nastepujacy sposob. Jesli Q) jest bezposrednim nastepnikiem P, to () — P. Ponadto,
jesli krawedz taczaca P i Q) jest prosta i ) jest najblizszy P, to przez 1" oznaczmy
wierzchotek diagramu D ,najmniej oddalony” od korzenia i lezacy na prostej, ktora

zawiera krawedz taczaca P i Q. Wowczas Q — S, gdzie S jest bezposrednim
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poprzednikiem 7'. Tak okreslona relacja najblizszosci spelia wszystkie 5 warunkow

w definicji abstrakcyjnego diagramu Enriquesa. U

Uwaga 3.5. Klasa abstrakcyjnych diagramow Enriquesa jest szersza od klasy dia-

gramow Enriquesa osobliwosci krzywych.

Przyktad 3.6. Diagram D = {R, P,Q} taki, ze P,QQ — R i P — @ przedstawiony
na rysunku 5 jest abstrakcyjnym diagramem Enriquesa, ale nie jest diagramem
Enriquesa osobliwosci krzywej. Diagramy Enriquesa osobliwosci krzywych koncza sie

zaokraglonymi krawedziami.

T

R

op

Rysunek 5: Abstrakcyjny diagram Enriquesa nie bedacy diagramem Enriquesa oso-
bliwosci krzywej.

Definicja 3.7 (JACRO05]). Dowolng funkcje v : D — Z. nazywamy systemem wag
diagramu D. Diagram Enriquesa D z systemem wag v nazywamy abstrakcyjnym

diagramem Enriquesa z wagami i oznaczamy (D, v).

Definicja 3.8 ([ACRO05]). Abstrakcyjny diagram Enriguesa z wagami (D, v) nazy-
wamy zgodnym, gdy dla dowolnego P € D

v(P) = > v(@Q)

Q—P

Definicja 3.9. Wierzcholek P € D nazywamy koricowym, jezeli nie istnieje taki

Q€ D, zeQQ — P. W przeciwnym przypadku wierzcholek nazywamy niekoncowym.

Definicja 3.10. Zgodny abstrakcyjny diagram Enriqeusa z wagami (D, v) nazywamy
petnym, gdy dla dowolnego P € D niekoricowego

Q—P

oraz kazdy koncowy wierzchotek ma wage 1 i nie jest on najblizszy innemu swobodnemu

wierzchotkowi wagi 1 lub korzeniowi (o dowolnej wadze).

Definicja 3.11 ([ACRO05]). Jesli (D,v) jest abstrakcyjnym diagramem Enriquesa z
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wagami, to funkcje ord, : D — Z okreslong

v(P), gdy P jest korzeniem,

ord, (P) = v(P)+ Y ord,(Q), w przeciwnym przypadku,
P—Q

nazywamy funkcjq rzedu diagramu (D, v).

Definicja 3.12 ([ACRO05]). Poddiagramem abstrakcyjnego diagramu Enriquesa
D nazywamy poddrzewo Dy C D wraz z indukowang relacjqg najblizszosci takie, ze
jesli QQ € Dy, to rowniez jego poprzednik nalezy do Dy. Oczywiscie poddiagram jest

abstrakcyjnym diagramem Enriquesa.

Definicja 3.13. Niech D i D' bedg abstrakcyjnymi diagramami Enriquesa. Izomor-
fizmem diagramoéw D i D' nazywamy takg bijekcje zbiorow i : D — D', ktora

zachowugje relacje najblizszosci w tych abstrakcyjnych diagramach Enriquesa.

Definicja 3.14 ([ACRO05]). Niech (D,v) i (D',vV') bedg abstrakcyjnymi diagramami
Enriquesa z wagami. Definiujemy relacje (D',v') > (D,v) w zbiorze abstrakeyj-
nych diagramow Enriquesa z wagami w nastepujgcy sposob: istniejg izomorficzne

poddiagramy Dy C D, D C D' i izomorfizm diagramow
1: Dy — D6
taki, ze dla nowego systemu wag j, : D — Z zdefiniowanego

V'(i(P)), gdy P € Dy

I//P:
b (P) { 0, gdy P & Dy

zachodzi nieréuwnosc
ord, (P) < ord, ,(P)

dla dowolnego P € D.

Przyktad 3.15. Niech (D,v) i (D', ') beda zgodnymi diagramami Enriquesa z wagami
oraz R i @ ich korzeniami, przedstawionymi na rysunkach 6(a) i 6(b) (liczby nad
wierzchotkami to ich wagi).

Latwo sprawdzi¢, ze (D', V') > (D, v). Istotnie, niech Dy = {R,S} C Di D} = D’

beda poddiagramami, ¢ : Dy — D, izomorfizmem diagraméw takim, ze i(R) = @ i
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Rysunek 6: Grafy diagraméw (D, v) i (D',v/').
i(S) = W. Nowy system wag p,, : D — Zy w D okreslony jest nastepujaco:

V(i(R)) =1 (Q) =4, gdy P=R
. 2,

V(i(S) =v'(W)=2, gdy P=S

p (P) = :
0, ody P=U
0, ody P=T

Teraz sprawdzimy, ze ord,(P) < ord, ,(P) dla dowolnego P € D. Istotnie
e ord,(R) =3 <4=ord,, (R),
e ord,(S) =5 <6 =ord,,(5),
e ord,(T) =6 <6 =ord, (1),
e ord,(U) =9 <10 =ord, ,(U).

Definicja 3.16. Mowimy, ze dwa zgodne abstrakcyjne diagramy Enriquesa (D, v)
i (D', V') sq rownowazne, jezeli réinig sie co najwyzej swobodnymi wierzcholkami

wagi maksymalnie 1, tzn. jesli spetnione sq nastepujgce warunki:
1. istniejq poddiagramy Dy C D i Dy C D';
2. istnieje izomorfizm diagramow i : Dy — D}, zachowujgcy wagi;
3. dla dowolnego P € D\ Dy, v(P) < 1 i P jest swobodnym wierzchotkiem;
4. dla dowolnego P € D'\ Dy, v'(P) <1 i P jest swobodnym wierzchotkiem.

Ta relacja jest relacjq réownowaznosci. Typem diagramu (D,v) nazywamy klase

abstrakeji [(D, v)] wzgledem tej relacji réwnowaznosci.

Uwaga 3.17. W dalszym ciggu bedziemy zakladaé, ze w powyzszej definicji diagramy
Do C D i D) C D' sq wybrany w sposéb maksymalny (ze wzgledu na inkluzje).

Przyklad 3.18. Okreslmy dwa rézne zgodne abstrakcyjne diagramy Enriquesa (D, v)

i (D', V'), przedstawione na rysunku 7, nastepujaco:
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e D={R,PT} v(R)=3,v(P)=2v(T)=1oraz P,T — R,

e D'={R,P. 5}, V(R)=3V(P)=21V(S)=1oraz PP - R, S — P'.
ol

e

3
o O

/ b
o \ 2 /
1
Rysunek 7: Diagramy (D,v) i (D',V).
Wéwcezas [(D,v)] = [(D',V')].

Uwaga 3.19. W dalszych rozwazaniach, jesli dwa diagramy Enriquesa (D,v) i
(D', V") sq réwnowazne to ich izomorficzne poddiagramy Dy i Dy bedziemy ze sobg

utozsamiac.

Przyklad 3.20. Diagramy Enriquesa (D,v) i (D',v') z przyktadu 3.18 mozemy utoz-
stami¢ z poddiagramami diagramu (F, ) okreslonego w nastepujacy sposéb (rysunek
8):

e E={R,P,T, 5"},
e PT >R, S — P,

o M(R) =3, \(P) =2, \(T) = A(S) = 1.

Rysunek 8: Diagram (E, \).

Definicja 3.21. Dla zgodnego abstrakcyjnego diagramu Enriquesa z wagami (D, v)

okreslamy jego liczbe Milnora wzorem

p((Dyv)) = 3 v(P)(w(P) = 1)+1=rp,

PeD
gdzie rp = Y peprp(P), rp(P) = (V(P) —Yoop V(Q)) dla dowolnego P € D.
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Twierdzenie 3.22 ([CA00] Chapter 3.9 page 99, Theorem 6.4.1). Niech fy : (C?,0) —
(C,0) bedzie osobliwoscig. Wowezas odpowiadajgcy jej diagram Enriquesa (D, v) jest
pelnym abstrakcyjnym diagramem Enriquesa i u((D,v)) = u(fo). W tym przypadku
liczba rp (z definicji 3.21) jest liczba galezi tej osobliwosci.

7 kazdego zgodnego abstrakcyjnego diagramu Enriquesa mozemy ,,zrobi¢” petny
diagram Enriquesa. Mianowicie, w wierzchotkach P takiego diagramu, gdzie rp(P) >
0, dodajemy zaokraglone krawedzie i odpowiadajace im wierzchotki krotnosci 1 w

liczbie réwnej rp(P). Méwi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.23. Niech (D,v) bedzie zgodnym abstrakcyjnym diagramem FEn-

riquesa. Wowczas istnieje dokladnie jeden pelny abstrakcyjny diagram Enriquesa

(D) € (D, v)].

Dowdéd. Niech E = {P € D : rp(P) > 0}. Dla kazdego P € E, niech sp = rp(P)
i Dp={QF,..., fP}, gdzie QF s nowymi wierzchotkami. Dodatkowo definiujemy

D= {P € D :v(P)=1A P jest swobodny A ( 3 v(Q) =1AQ jest swobodny)}
QeD,P—Q

oraz

Dy={PeD:v(P)=0}.

Niech (D', V') bedzie okreslony nastepujaco:

D' = (D\(DUDo))u |J Dp,
PEE
ponadto dla dowolnych @, P € D’ relacje najblizszo$ci definiujemy nastepujaco:
Q 2) P gdy Q DoplubPeEi @ € Dp. Natomiast system wag

V,<P)_{ v<1P>, iED’ |
, e D'\D

Z konstrukeji (D', V') widaé, ze (D', V') € [(D,v)] oraz ze (D', V') jest pelny.

Zalozmy, ze istnieja dwa petne diagramy Enriquesa (D, ), (D', ) € [(D,v)]. Na
mocy uwagi 3.19 mozemy zalozy¢, ze sa one poddiagramami jednego diagramu i dla
P € DN D' mamy o(P) = 7/ (P).

Zatézmy, ze (D,7), (D', 7') sa réime. Skoro (D, D), (D', ) € [(D,v)], to réimia
sie one swobodnymi wierzchotkami wagi 1. Mozemy zalézyé, ze D \ D' #+ 0, w
przeciwnym przypadku t;j. D' \ D # () rozumowanie przeprowadzamy analogicznie.
Wobec tego istniejg Q) € ZN)\ D' swobodny i P € DN D', takie, ze Q — P. Wowczas
PQ) = 1.
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7 petnosci D wynika, ze P nie jest swobodnym Wierzgholkiem ani korzeniem o
wadze 1. Zatem istnieje wierzchotek W € D' taki, ze W DL P. Poniewaz D' zostal
wybrany maksymalnie, to W nie moze by¢ swobodnym wierzchotkiem wagi 1, a
zatem W € D. Stad

V(P)=u(P)= 3 o(W)= 3} WM+ (Q) > 3 T(W)=

To jednak przeczy petosci (5’ V).

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze (5, V)= (5’ V). d

Twierdzenie 3.24. Jezeli (Dy,v1), (D2, 1) € [(D,v)] sq zgodnymi diagramami
Enriquesa, to
u((D1,11)) = (D2, v2)).

Dowéd. Oznaczmy DY C Dy i DY C D, izomorficzne poddiagramy diagraméw
(D1,11), (D2, 2). Na mocy uwagi 3.19 mozemy zal6zy¢, ze sa one poddiagramami
jednego diagramu i dla P € DY = D) = Dy N Dy mamy v (P) = v5(P).

Dowdd bedzie indukcyjny ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw, ktorymi réznia sie
Dy i Da, tj. ze wzgledu na liczno$é zbioru ((Dy \ DY) U (D3 \ DY)). Jesli réznia sie 1
wierzchotkiem, mozemy zalozy¢, ze (Dy \ DY) = {S} (gdyby (D \ DY) = {S}, to
rozumowanie przeprowadzamy analogicznie). Oczywiscie S musi by¢ wierzchotkiem
koncowym.

Poniewaz S # Rp, (skoro DY zostal wybrany w sposéb maksymalny, to R € DY),
zatem istnieje doktadnie jeden T' € DY, ze S — T. Ponadto skoro diagramy D; i D,
réznig sie tylko jednym wierzchotkiem, to T' € DY. Wobec tego

V1(T) - Z VI(Q) = Vl(T) - Z V1(Q) - VI(S) =

QeD1,Q—-T QeDY.Q—T

=)~ Y »w@-nl)=wl - >  »nQ-unul).

QeDY.Q—T QED2,Q—T

Dla pozostatych P € D} mamy

V1<P) - Z Vl(Q) = Vz(P) - Z V2(Q)-

QeD1,Q—P QEeD2,Q—P
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Zatem

o= X (P = % (V1<P>— > u1<@>) -

PeD;y PeD; QED1,Q—P

:Z(Vl(P)— > V1(@))+V1(5)— >, nQ) =

QeD,Q—P QeD1,Q—S

= > (Vl(P)— > V1(Q))+V1(5)=

PeD? QeD1,Q—P

= > (Vl(P)— > V1(Q))+V1(T)— > n(Q)+wn(S) =

PeDN\{T} QeD,Q—P QReD1,Q—T

= > (Vz(P)— > Vz(Q))+V2(T)— >, 1.(Q) —n(S) +n(S) =

PeDI\{T} QED2,Q—P QED,Q—T

Z <V2(P) - Z V2(Q)) = Z 7D, (P) = 7p,.

PeDo2 QED2,Q—P PeDs
Wtedy
p((Dr,m)) = > n(P)n(P) = 1) +1—rp, =
= 3 u(P)n(P) = 1) + i (S) (1 (S) = 1) + 1 —rp, =

peD?

= > n(P)((P)=1)+1-rp, = Y w(P)(va(P)—1)+1=7rp, = u((Da, ).

PeD) PeDs

Zatézmy teraz, ze dla dowolnych dwéch diagraméw (Dy, 1), (D, 1s) € [(D, V)]
rézniagcych sie n wierzchotkami zachodzi u((Dy, 1)) = p((Ds, 12)). Wezmy dwa dia-
gramy zgodne (D}, v4), (D5, v4) € [(D,v)] rézniace sie n + 1 wierzchotkami. Mozemy
zatozyé, ze istnieja Q € D)\ D"V i R € DY takie, ze Q@ — R. Okre$lmy nowy zgodny
diagram (Ds, v3) nastepujaco: D3 = D) U{Q} oraz Q Ds, R, natomiast dla pozosta-
tych P,@ € D) mamy @ D po Q D2 p, System wag definiujemy nastepujaco:
v3(Q) = 1iv3(P) = 1»(P) dla P € D). Z kostrukeji (D3, v5) widaé, ze jest to diagram
zgodny i (D3, v3) € [(D,v)]. Ponadto (Ds,v3) rézni sie od (D4, vh) jedym wierzchot-
kiem, a od (D}, v]) n wierzchotkami, zatem u((D4, 1)) = pu((Ds,v3)) = p((Dh, v5)).

Na mocy zasady indukcji matematycznej otrzymujemy teze. 0

Definicja 3.25. Minimalnym diagramem Enriquesa nazywamy taki zgodny
abstrakcyjny diagram Enriquesa (D, v), ktéry nie posiada swobodnych wierzchotkdow
wagt 1 poza takimi, ktorym najblizszy jest wierzcholek satelitarny oraz nie posiada

wierzchotkow o wadze 0.
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Twierdzenie 3.26. Niech (D,v) bedzie zgodnym abstrakcyjnym diagramem Enriqu-
esa. Wowczas istnieje dokiadnie jeden minimalny abstrakcyjny diagram Enriquesa
(D',v) € [(D,v)].

Dowod. Niech

D" = {P eD: I/(P) = 1 A P jest swobodny A V () jest swobodny} .
Q—P

Okreslmy diagram (D', ') nastepujaco: zbiér wierzchotkéw to
D'=D\({PeD:v(P)=0}uUD"),

a system wag 1/ = v|py. Z konstrukcji (D', 1') wynika, ze jest on diagramem mini-
malnym i (D',v') € [(D,v)].

Zal6imy, ze istnieja dwa minimalne diagramy Enriquesa (D, ), (D', 7') € [(D,v)).
Na mocy uwagi 3.19 mozemy zat6zy¢, ze sg one poddiagramami jednego diagramu i
dla P € DN D' mamy 5(P) = 7/(P). Jedli te dwa diagramy sq réine to musi istnied
wierzcholek Q € D \ D' (lub € D' \ D co rozwaza sie w Sposéb analogiczny). Wéwczas
albo () jest swobodny bez satelitarnego nastepnika i jest to sprzeczne z minimalnoscia
diagramu (D, 7) albo istnieje P € D\ D' satelitarny, a to jest sprzeczne z tym, ze
(D, D), (D', 7) € [(D,v)]. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze (D,7) = (D', 7). O

Przyklad 3.27. Niech f(z,y) = (2% — y3)(z* + y*)(z® — y)(2® + y) (2* — ¢®) bedzie
osobliwoscia. Jej diagram Enriquesa (pelny) i minimalny diagram sa przedstawione

na rysunkach 9 i 10.

. —— T T o )
—
9; .2 .1 .1

Rysunek 9: Pelny diagram Enriquesa osobliwo$ci f z przyktadu 3.27.

Mozna zatem wyliczy¢ liczbe Milnora tej osobliwosci z ktéregokolwiek z powyz-

szych diagraméw

r=9-5-2-2)+(5-3-1-1)+B-2—-1)+2+(1-1)+14+(2—-2)+2 =5,
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Rysunek 10: Minimalny diagram Enriquesa osobliwosci f z przyktadu 3.27.

w(f)=p(D,v)=9-84+5-4+3-2+3-2-1+1—1r=109.

Przyktad 3.28. Niech f(z,y) = 2 — y® bedzie osobliwoscia. Jej diagram Enriquesa,
ktory jest pelnym diagramem przedstawiony jest na rysunku 11(a). Natomiast na
rysunku 11(b) przedstawiony jest minimalny diagram tego samego typu. Jak widaé w
diagramie minimalnym mogg istnie¢ wierzchotki swobodne o wadze 1, o ile najblizszy

jest do nich wierzchotek satelitarny.

Rysunek 11: Pelny diagram Enriquesa osobliwosci f(z,y) = 2? — y3 oraz diagram
minimalny tego samego typu.

Poniewaz kazdy diagram Enriquesa osobliwosci (D, v) jest abstrakcyjnym dia-
gramem Enriquesa (patrz twierdzenie 3.22), to istnieje doktadnie jeden minimalny
diagram Enriquesa typu [(D,v)]. Jedli natomiast wezmiemy dowolny minimalny
diagram Enriquesa, to istnieje osobliwos¢, ktoérej diagram Enriquesa ma ten sam
typ (JACRO5] page 6). Jej diagram Enriquesa powstaje z tego minimalnego poprzez
dodanie odpowiednich swobodnych wierzchotkéw wagi 1 tak, by byt on pelny (zob.

twierdzenie 3.23). Zatem mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.29 ([ACRO05] page 6). Istnicje wzajemna jednoznaczno$é miedzy

minimalnymi diagramami Enriquesa a typami topologicznymi osobliwos$ci krzywych.

W rodzinie typéw diagraméw wprowadzamy relacje przylegtosci, ktora definiujemy

nastepujaco (wzorem do przyjecia tej definicji jest twierdzenie 1.3 (JACRO05])):
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Definicja 3.30. Niech [(D,v)] i [(5, V)| beda typami abstrakcyjnych diagramamow
Enriquesa z wagami. Mdéwimy, Ze [(ZND, V)] jest liniowo przylegty do [(D,v)], jezeli
istnieje zgodny abstrakeyjny diagram Enriquesa z wagami (D', ') € [(D, )] taki, ze
(D', V") = (Diny Vinin), 9dzie (Dpin, Viin) jest minimalnym diagramem typu [(D,v)]

(na mocy twierdzenia 3.26 istnieje dokladnie jeden taki diagram,).

Twierdzenie 3.31. Niech [(D,v)] i [(D,7)] bedq typami abstrakeyjnych diagramdéw
Enriquesa z wagami takimi, ze [(D,D)] jest liniowo praylegly do [(D,v)]. Wowczas

v(Rp) < U(Rp), gdzie Rp i Ry to odpowiednio korzenie diagraméw (D, v) i (D, 7).

Dowdd. Wynika to wprost z tego, ze istnieje (D', /) € [(D, )] taki, ze (D', 1) >
(Dumin, Vmin)- Skoro 7(Rz) = V'(Rp/) i Vmin(Rp,,) = V(Rp), wobec tego v(Rp) <
V' (Rz) O

Dalsze wyniki badan beda opieraé sie na twierdzeniu 1.3 [ACR05] M. Alberich-
Carraminany i J. Roé podajacym warunek konieczny i wystarczajacy dla pary oso-
bliwosci by jedna byta deformacjg liniowa drugiej w terminach typéw ich diagramow
Enriquesa.

Na podstawie ich rezultatow mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenie, ktore

wykorzystamy w dalszych badaniach.

Twierdzenie 3.32. Jezeli (D, v)] i [(D, )] sq typami zgodnych diagramaméw En-

riquesa z wagamsi, to nastepujgce warunki sg rownowazne:
1. (D, )] jest liniowo przylegly do [(D,v)].

2. Dla dowolnej osobliwosci fo, ktorej diagram Enriquesa jest typu [(5, v)| istnieje

deformacja liniowa (fs) osobliwosci fy taka, zZe generyczny element fs jest typu

(D, v)].

3. Istnicje osobliwosé fy typu [(D,D)] i deformacja liniowa (fs) osobliwosci fo

taka, zZe generyczny element fs jest typu [(D,v)].

Dowdéd. Réwnowaznosé 1 < 2 jest trescig twierdzenia 1.3 [ACR05]. Implikacja
2 = 3 jest oczywista. Natomiast implikacja 3 = 1 jest wyjasniona w uwadze 1.4
[ACRO5]. O

Whiosek 3.33. N (fy) jest niezmiennikiem topologicznym.

Dowod. Wezmy dwie osobliwosci fy i gg topologicznie réwnowazne tzn. ich dia-
gramy Enriquesa sa izomorficzne. Zatem ich typ jest taki sam, oznaczmy go [(5, v)).
Niech (f;) bedzie deformacja liniowa f, realizujaca A (fy). Oznaczmy generyczny typ
(fs) przez [(D,v)]. Zatem z implikacji 3 = 1 w twierdzeniu 3.32 wynika, ze [(D, 7)]
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jest liniowo przylegty do [(D,v)]. Natomiast z 1 = 2 w twierdzeniu 3.32 istnieje
(gs) deformacja liniowa gy o generycznym typie [(D,v)]. Zatem A (gg) < A (f).
Zamieniajgc rolami fy i gy otrzymujemy nieréwnos¢ w drugg strone, a tym samym

rOéwWnosé. O
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4 Skoki liczb Milnora deformacji liniowych osobli-

wosci jednorodnych

Rozwazmy osobliwos$¢ fi(x,y) := 2" + 3" dla n € N,n > 2. Wiadomo, ze mozemy

zapisa¢ te osobliwos¢ w postaci iloczynu

n
fo(z,y) = [1(z + ewy),
i=1
gdzie ey, ..., e, sg roznymi pierwiastkami z —1 stopnia n. Nietrudno zauwazy¢, ze

diagram Enriquesa tej osobliwosci wyglada nastepujaco (zob. rysunek 12).

Rysunek 12: Diagram Enriquesa osobliwoéci f'(x,y) = 2™ + y".

Oznaczmy ten diagram przez (DF, vF). Scislej rzec ujmujac, (DX, vP) to pelny

diagram Enriquesa, gdzie D = {R, P,,...,P,}, P, = R dlai = 1,...,n, oraz

vP(R) =n, vE(P) = 1dlai = 1,...,n. Odpowiadajacy mu minimalny diagram

Enriquesa to (D, v,), gdzie D, = {R}, v(R) = n i jest on przedstawiony na rysunku
13.

Rysunek 13: Diagram (D, ).

Zatem mamy
Fakt 4.1. [(D,,v,)] jest typem diagraméw Enriquesa osobliwo$ci f§ dla n > 2.

Definicja 4.2. Osobliwoscia jednorodng stopnia n (dla n > 2) nazywamy

kazdg osobliwosc postaci:

1

fo(z,y) = apz™ + arz™ 'y + ... + ap_r2y™ "t + any™, ag,...,a, €C.

Zatem z definicji osobliwosci i wlasnos$ci wielomianéw jednorodnych (dwéch
zmiennych) wynika, ze wielomian f;y rozktada sie na n czynnikéw liniowych, przy
czym kazdy z nich jest jednokrotny. Zatem wtasnosé z faktu 4.1 zachodzi réwniez

dla dowolnych osobliwosci jednorodnych.
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Fakt 4.3. [(D,,v,)] jest typem diagramow Enriquesa dowolnej osobliwosci jednorod-

nej stopnia n dla n > 2.

Definicja 4.4. Osobliwos$ciq semi-jednorodng stopnia n (dlan > 2) nazywa-
my osobliwos¢ postaci fo = fi + g, gdzie f jest jednorodng osobliwoscig stopnia n i

ord g > ord fj = n.

Fakt 4.5. [(D,,v,)] jest typem diagraméw Enriquesa osobliwosci semi-jednorodnej

stopnia n dlan > 2.

Glownym rezultatem tego rozdziatu bedzie wzoér na skok liczby Milnora osobliwosci
jednorodnych i semi-jednorodnych dla deformacji liniowych. Pierwszym krokiem
bedzie oszacowanie tego skoku z géry. W tym celu udowodnimy kilka lematow.

Najpierw rozwazymy osobliwosci jednorodne stopnia 2 i 3.

Lemat 4.6. 1. Istnieje minimalny diagram Enriquesa (D,v) taki, ze [(D2,vs)]

jest lintowo przylegly do [(D,v)] i p((D,v)) = 0.

2. Istnieje minimalny diagram Enriquesa (D,v) taki, ze [(Ds,vs)] jest liniowo

praylegly do [(D,v)] i p((D,v)) = 3.
Dowad.
1. Niech (D, v) bedzie zdefiniowany nastepujaco (zob. rysunek 14):

o D={S5},
e v(S)=1.

Rysunek 14: Diagram (D, v).
Poniewaz (D, v) jest diagramem minimalnym, wystarczy pokazaé, ze (D, v) <
(Da, 15). Istotnie, okreslmy izomorfizm diagraméw i : D — D, ktadac i(S) =

Rp,, gdzie Rp, jest korzeniem diagramu (Ds,v5). Wowczas mamy

ord,($) = v(S) = 1 <2 = 1s(Rp,) = 12(i(S)) = p,(S) = ordl,, (S).

Zatem [(Dy, 15)] jest liniowo przylegly do [(D, v)]. Ponadto rp = 1, stad

p((D,v)=1-0+1—-1=0.
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2. Niech (D, v) bedzie zdefiniowany nastepujaco (rysunek 15(a)):

o D={S5T},
o' — S,

Rysunek 15: Diagramy (D,v) i (D',v/).

Natomiast (D’,v') definiujemy nastepujaco (rysunek 15(b)):

e D' ={R, P},
e R— P,
e V/(R)=3,/(P)=1.

Oczywiscie (D',1V') € [(Ds,vs3)]. Poniewaz (D,v) jest diagramem minimal-
nym, wystarczy pokazaé, ze (D,v) < (D', V). Istotnie, okreslmy izomorfizm

diagraméw ¢ : D — D’ kladac i(S) = R i i(T) = P. Woéwczas mamy
ord, (S) = v(S) =2 <3 =V(R) =V (i(S)) = pu(S) = ord,, , (5),
ord, (T) = v(S)+v(T) =242 =4 =341 = V(R)+V'(P) = V'(i(9))+V'(i(T)) =

— 11/(S) + s (T) = ordl,, (T).

Zatem [(Ds, v3)] jest liniowo przylegly do [(D, v)]. Ponadto rp = (2—2)+2 = 2,
stad

p((D,v)=24+2+1-2=3. O

Lemat 4.7. Niech n € N, n > 4. Istnieje minimalny diagram Enriquesa (D,v) taki,
ze [(Dy, vn)] jest liniowo przyleglty do [(D,v)] i

p((D,v)) = (n—1)* = (n —2).
Dowdéd. Okreslmy (D, v) nastepujaco (rysunek 16):
e D= {S7T7 Wb ) Wn—3}7
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o I'—- S Wy —=STidlai=2,...,n—3jest W; = S, W,_q,

o v(S)=n—1Lv(T)=2,v(W))=...=v(W,_3) = 1.

n—1
®s
1
*w;
n—3—razy
"1
.Wn—3

Rysunek 16: Diagram (D, v).

Diagram (D, v) jest zgodny, gdyz v(S)=n—1=2+n—-3=v(T)+v(W;) +
oA rv(Whos) = Xgosv(Q). Ponadto (D, v) jest tez diagramem minimalnym.

Pokazemy, ze [(Dp, vy,)] jest liniowo przylegty do [(D,v)]. Niech D), = {R, P},

P — Riv(R) = n, v, (P) = 1. Woéwczas (D,,v.) € [(Dn,v,)] i jego graf jest

przedstawiony na rysunku 17.

St
n
*r

Rysunek 17: Diagram (D), ).

n? ’VL

Ponadto zachodzi (D, v) < (D!, V),

D, D}y = D! iizomorfizm i : Dy — Dj, taki, ze i(S) = R,i(T) = P.
Nowy system wag p,, : D — Z w D jest zdefiniowany nastepujaco:

' ). Istotnie, istnieja poddiagramy Dy = {S, T} C

v (i) =vp(R)=n, Q=15
: 1, Q=T
Q = W; dla dowolnych i =1,...,n —3

V’I’l
0

Pokazemy, ze dla dowolnego @ € D mamy ord,(Q) < ord,, , (Q). Istotnie:

e jesliQ =9, to

ord,(S) =v(S) =n—1<n=v,(R)=ord,, (5),
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jefli Q =T, to

ord, (T) = v(T)+ord,(S) = 2+n—1 = 1+n = u,, (T')+ord, , (S) = ord,, , (T),

jesli @ = Wy, to
ord, (W) = v(Wy) +ord,(S) +ord, (T)=1+n—1+n+1=2n+1=
O+n+n+1=pu, (Wy)+ord,, (S)+ord,, (T) = ord, , (W),

. ey

jesli Q@ = W,,_3 (dla n > 5), to

ord,(W,,_3) = v(W,_3) +ord,(S) + ord, (W, 4) =14+n—-14+(n—-3n+1=

= (n—2)n+1=0+n+(n—3)n+1 = MV%(Wn_g)—f-OI‘d“% (S)—f—ordﬂ% (Wh4) =

= ord,,, (Wi_3).

Zatem [(D,, v,)] jest liniowo przyleglty do [(D,v)].
Policzmy teraz liczbe Milnora (D, v)

rp = Z T’D(P) = TD(S) =+ TD(T) + T’D(Wl) + ...+ TD(an?,) —

=n—-1-2-MmM-=-3)+2-14+1-14...41-14+1=2,
p(D,v)=nm—-1)n—-2)+2-1+1-2=Mn-1)(n—-2)+1=
—(n—12—(n—-2). O

Twierdzenie 4.8. Niech n € N, n > 2. Istnieje diagram Enriquesa (D,v) taki, Ze
[(Dy, vn)] jest liniowo przylegly do [(D,v)] i

m—12-(n-2), n=>3
D, v)) = .
p((D,)) { . "
Dowaod. Wynika wprost z lematéw 4.6 1 4.7. O

Uwaga 4.9. Rownanie osobliwosci o diagramie (D,v) z powyzszych lematéw podane

jest w Uwadze 4.15.

Whniosek 4.10. Dla dowolnej jednorodnej osobliwosci fy stopnia n (n = 2) skok
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liczby Milnora jej deformacji liniowych jest oszacowany z gory nastepujgco:

n—2, n=3
1 n=2

A7 (fo) < {

Kolejne lematy beda potrzebne do udowodnienia oszacowania z dotu skoku liczby

Milnora osobliwosci jednorodnych i semi-jednorodnych.

Lemat 4.11. Jezeli (D,v) jest dowolnym diagramem Enriquesa takim, ze [(Dy, vy,)]
jest liniowo przylegly do [(D,v)] i (D,v) ¢ [(Dn, )], to v(Rp) < vu(Rp,) = n,

gdzie Rp i Rp, to odpowiednio korzenie diagramoéw (D,v) i (Dy,vy,).

Dowdéd. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze (D,v) jest diagramem mini-
malnym. Z twierdzenia 3.31 wiemy, ze v(Rp) < vn(Rp,). Zatézmy, ze v(Rp) =
vn(Rp,) = n. Wezmy dowolny wierzchotek P € D taki, ze P — Rp. Dla kazdego
takiego wierzchotka mamy n+v(P) = v(Rp)+v(P) = ord,(Rp)+v(P) = ord,(P) <
ord,, (P) = ord,, (Rp)+ tw,(P) = pw,(Rp) + tuw,(P) = n + w, (P). Poniewaz
o, (P) <1, to v(P) = 1 (w diagramie minimalnym nie ma wierzchotkéw krotnosci 0).
Wobec tego dla dowolnego @ € D\ {Rp}, v(Q) = 1. Poniewaz (D, v) ¢ [(Dy, v,)], to
musi istnie¢ wierzcholtek Qg € (D, v) satelitarny taki, ze wszystkie jego poprzedniki
(w drzewie) poza korzeniem sa swobodne. Oznaczmy je Py, ..., P, (k > 1). Wowczas
mamy Qo — Py, P, P, — Py1 dlai=0,...,k—11i P, = Rp. Zatem ord,(Qy) =
ord, (Py)4ord,(Py)+v(Qo) = ord,(Py)+v(Py)+ord, (Py)+v(Qo) = v(Qo) +v(Fy) +
2ord, (Py) = v(Qo)+v(Po)+2(v(P)+...+v(Py)) = 1+1+2(n+k—1) = 2n+2k oraz
01, (Q0) = ts (@) + 1, (P0) + 2t (P) + -+ (Pe)) < 041+ 2(n+k—1) =
2n + 2k — 1. Wobec tego ord,,, (Qo) < ord,(Qo), co jest niemozliwe wobec zatozonej
liniowej przyleglosci. Zatem w diagramie (D, r) nie ma wierzchotkéw satelitarnych,

a wiec (D, v) € [(Dy, vn)]. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze v(Rp) < vn(Rp,,).0]

Lemat 4.12. Niech n € N, n > 3. Jezeli [(D,, vy,)| jest liniowo przylegly do [(D,v)]
i rozny od niego, to istnieje diagram (E,\) taki, ze [(E,\)] jest liniowo przylegly do
[(D,v)] @

p((E, ) < (n=1)" = (n - 2).

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze (D,v) jest diagramem mini-
malnym. Skoro (D, v) jest zgodnym diagramem, to przyjmijmy nastepujace ozna-
czenia na korzen diagramu (D, v) i wszystkie wierzcholki jemu najblizsze. Podzie-
limy je na 3 rodzaje: P; (j = 1,...,k), S;,S7 (j =1,....Lp=1,...,05),U;,U7
G=1,....,q,p=1,...,0)):

e R jest korzeniem diagramu (D, v),
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e P,...,P, € D to nastepniki (w sensie drzewa) R takie, ze v(P;) > 2 i nie
istnieje ); € D satelitarny taki, ze Q; — P;, R (j =1,...,k),

e S1,...,5; € D to nastepniki (w sensie drzewa) R takie, ze v(S;) > 2 1 istnieje
Q; € D satelitarny taki, ze Q; — S;, R (j =1,...,1),

e dla dowolnego j = 1,...,[ istnieje liczba a;; > 1 1 wierzcholki S}, . S]% takie,
ze SY — Sffl, R, gdzie p=1,...,q; i przyjmujemy, ze S := S;; ponadto nie
istnieje wierzcholek W € D taki, ze W — S}’ R,

o Uy,...,U, € D to nastepniki (w sensie drzewa) R takie, ze v(U;) = 1 i istnieje
Q; € D satelitarny taki, ze Q - U;, R (j =1,...,q),

e dla dowolnego j = 1, ..., ¢ istnieje liczba 3; > 1 i wierzchotki Ujl, ey Ujﬁj takie,
ze U) — U;’_l, R, gdzie p = 1,..., ; i przyjmujemy, ze U} := Uj; ponadto nie
istnieje wierzchotek W € D taki, ze W — Ujﬁj, R.

Ponadto warto zauwazy¢, ze za wierzchotkami Uy, . .., U, jest tylko jedna gataz, bo w
przeciwnym razie ich waga bytaby wieksza od 1. Diagram pogladowy przedstawiony
jest na rysunku 18.

Skoro [(Dy,, v,)] jest liniowo przyleglty do [(D,v)], to istnieje diagram (D', V') €
[(Dn, vy)] taki, ze (D,v) < (D',v'). Zatem istnieja poddiagramy Dy C D i D C D’
oraz izomorfizm i : Dy — Dy taki, ze ord,(P) < ord, ,(P) dla dowolnego P € D.

Skoro (D', V") € [(Dn,vy)], to sklada si¢ on z wierzchotka Rp/ i swobodnych
wierzchotkéw wagi co najwyzej 1. Usuniemy z Dy korzen, wszystkie jego nastepniki i

wierzchotki o wadze 0, tzn. okreslamy

Dg’zDg\({RD/}u U {Qiu U{Q}>~

QEeD|,Q—Rp, QeDj V' (Q)=0
Niech r oznacza liczbe elementéw tego zbioru i niech Dj = {Wy, ..., W, }.

Zdefiniujemy teraz diagram (£, \).

E={Rp.P.... B850 50, . 5.8, 5"
0,07, Of O, 00, 00 W, T,

dla j =1,... kniech P; & Ry i A(P)) = 2,

dlaj=1,...,0niech S; & Rg i A(S;) =2,

dlap=1,...,a; niech S — SP™" Ry (S?:=5;) i A(S?) =1

J
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o3 \
.Sll :
e \ | .Sf‘rl
.Sll .5(111
o , osfrl
\
k .(1]1 .Slal
o o
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.lquﬁq—l .;]1/31
o

Rysunek 18: Diagram pogladowy (D, v).

° dlajzl,...,qnieChUjgREi)\(Uj):la

dlap=1,...,83; niech U — ﬁf_l,RE (09:=0;)i A0 =1

J

e dlaj=1,...,7 niech \(W;) =11
E

- W, B W, eW, S W,dap=1,...r
—w, 2Py e W, BB dap=1,.. k

W 2 is) e W, B S, dap=1,...,1

Jak wcze$niej zostalo zauwazone, za wierzchotkami U, jest tylko jedna krawedz,

zatem W; nie moze by¢ najblizszy zadnemu i(U,) dlap=1,...,q.

Diagram pogladowy (E, \) znajduje sie na rysunku 19.
Diagram (E, \) jest zgodny. Istotnie, dla korzenia R skoro diagram (D,v) jest
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Wa
T ey
0351
o%k o%/S
0251 I
\
'3@%
2 o
\
o, oL
Q"R:; .gazfl

\ l
1 1
o~ -
Uq \ U11
1 1
.- o 5
4 o
1 1
®_ ;5 o
oyt o

Rysunek 19: Diagram pogladowy (E, \). Polozenie wierzchotkéw Wj (j=1,...,7)
zostalo zaznaczone w sposob przyktadowy.

zgodny, to
vR) 22 k+2-l4+aq+...+a+qg+6i+...4+ 0,
Zatem, skoro na mocy lematu 4.11 v(R) < n, to

MRp)=n—-122-k+2-l+a1+...+au+qg+bi+...+8,= > NQ).
Q—Rg

Dla pozostatych wierzchotkéw nieréwnosé¢ ze A\(Q) = o0 A(O) dla Q € E'\
{Rg} wynika z konstrukcji diagramu (F, \) oraz z faktu, ze w diagramie (D', 1)

dla dowolnego wierzchotka poza korzeniem istnieje co najwyzej jeden najblizszy mu

31



wierzcholek. Zatem dla dowolnego ]5] (j=1,...,k) lub Sj (j =1,...,1) istnieje co
najwyzej jeden wierzchotek W, (p = 1,...,r) jemu najblizszy.

Pokazemy teraz, ze (E, \) jest liniowo przylegty do (D, v). Okreslmy poddiagramy
Do={Py,..., P, S0, S, ..., 8¢ S, Sh L S U UL, L UYL U UL,
qu,i_l(Wl), ...,i'(W,)} € D, Ey = E i izomorfizm diagraméw 7 : Dy — Ey. Izo-
morfizm okreslamy nastepujaco:

L4 Z(R):RE,
e i(P)=Pjdlaj=1,...k,

o (") =Sdlaj=1,....l,p=1,...,a

s

o i(UN=0"dlaj=1,....q,p=1,...,5;

o i(iT'(Wy)) =W, dlaj=1,...,r.

Zauwazmy dwa fakty, ktore przydadza nam sie pdzniej:

1* o, (SY)=0dlaj=1,....[,p=1,...,a; Wynika to z tego, ze w diagramie

(D', ") nie ma wierzchotkéw satelitarnych, zatem S? ¢ Dy.

2% p(P) < pa(P)dla P # R, P € D. Jest to konsekwencja tego, ze dla dowolnego
Q € D}, takiego, ze /(Q) > 0 mamy i~ 1(Q) € Dy oraz z okreslenia systemu

wag V' i A.

Pokazemy teraz, ze ord,(P) < ord,, (P) dla P € D. Rozwazmy nastepujace
przypadki:
Lemat 4.11
1. P =R, wowczas ord,(R) =v(R) < n—1=ARg)=m(R)=ord,, (R).
2. P lezy na galezi drzewa zaczynajacej si¢ od U; dla pewnego j =1,...,¢q

e ord, (U;) =v(R)+v(U;) < n—1+4+1=mn, ord,, (U;) = uxr(R) + ur(U;) =

)\(RE> + /\(UJ> =n-—1 + 1= n, St@d OI‘dl,(Uj) < Ol"du)\(Uj).

e ord,(U}) = v(R) + ord, (U;) + v(U}) <n—1+4n+1=2n, ord,, (U}) =
pa(R)+ord,, (U;)+ux(U}) = )\(RE)+ord,\(Uj)+)\(Uj1) =n—14n+1 = 2n,
stad ord, (U}) < ord,, (U}).

3 ord( ) =v(R )—I—ordl,(Ufj_1)+l/(Ufj)gn—l—I—Bj-n—l—l:(ﬁj—l—l)-n
ordy, ( f]) pn(R) 4 ord,,, (UP ™) + pua(U7) = M(Rp) + ordy (T +
(Uﬁj) =n—1+p;-n+1=(5;+ 1)n, stad ord, (UBJ) < ordm(Uij).
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3. Dla pozostatych wierzchotkéw P pokazemy, ze ord, (P) < ord,, ,(P) < ord,,, (P).
Pierwsza nier6wnosé wynika natychmiast z liniowej przylegtosci [(D,,, v,,)] do
[(D,v)], natomiast druga udowodnimy indukcyjnie ze wzgledu na odlegtosé P
od R.

(a) Jesli P jest bezposrednim nastepnikiem R, to P = P; dla pewnego
jeA{l,...,k} lub P =S; dla pewnego j € {1,...,1}. Zatem ord,(P) <
ord, ,(P) =y (R) + s (P) <n+1=n—-1+2=XRg) + Ai(P)) =
pr(R) + pr(P) = ord,, (P).

(b) Zalézmy, ze nieréwnos¢ ord, ,(P) < ord,, (P) zachodzi na P odlegtych
od R o m krawedzi. Niech teraz () bedzie wierzchotkiem odlegtym od R o
m + 1 krawedzi. Wobec tego mozliwe sa nastepujace przypadki:

e () jest swobodnym wierzchotkiem, dla ktérego istnieje W takie, ze

Q — W. Wobec tego W jest odleglty od R o m krawedzi, zatem

ord,(Q) < ord,, , (@) = ord,,, (W) + pu(Q) < ordy, (W) + ua(Q) =
ord,, (Q).

e () jest satelitarnym wierzchotkiem, dla ktérego istnieja W,V # R
takie, ze Q — W.,V. Wobec tego W,V sa odlegle od R o mniej
lub réwno m krawedzi, zatem ord, (Q) < ord, ,(Q) = ord, ,(W) +

o, (V) + pur(Q) < orcd, (W) + 01d,, (V) + 1 (Q) = 014, (@)

e () jest satelitarnym wierzchotkiem, dla ktorego istnieje W # R takie,
ze Q — W, R. Wobec tego Q@ = 57 dla pewnych j € {1,...,1} i
pe{l...qa;}. Mamy:

— ord, (S}) < ordy, (S}) = pus(R) + ordy,, (S;) + pu(S}) = n +
B 140 =20+ 1, ordy (81) = aa(R) + o1y (S;) + ia(S)) =
n—1+n+1+1=2n+1, zatem ord, ,(S}) < ord,, (S})

- ord,,(S?j) < orduy,(S?j) = u(R) + orduu,(S?j_l) + u,,/(S;yj) L
n+a;-n+1+0 = (o+1)n+1, ord,, (Sj7) = uA(R)+ordM(SJ%_1)+
1a(S;7) = n—14a;-n+141 = (o;+1)n+1, zatem ord, , (S;”) <
ord,, (5;7).

Pokazalismy, ze (D,v) < (E,\). Zatem [(E, \)] jest liniowo przylegly do [(D,v)].
Policzmy teraz liczbe Milnora diagramu (FE,)). Niech E' = E\ {W;...,W,}.
Poniewaz wierzchotki W ..., W, sa wierzchotkami swobodnymi o wadze 1, to
(E', \e) € [(E,\)]. Na mocy twierdzenia 3.24 mamy u((E,))) = pu((E',\g)).
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Zauwazmy, ze

r = X re(P) = 1 (Re) + Y (P +Zw RS WAt

PeFE’ j=1 j=1p=1

—I—ZrE/ +ZZ¢~E/ 0+Z2+22—1 +J+Z1—1

j=1p=1

=2k +1+1+q=2k+2+q.

Zatem
H((E,N) = (B M) = (n = 1)(n = 2) + 2k + 20+ 1 — 1 <

<(n—1)2—n+14+2k+20+1-2k—2—qg=(n—1)>-n+2—-¢< (n—1*—(n—2).
To koriczy dowdd. U

Lemat 4.13. Niech n € N, n > 3. Jezeli [(D,, v,,)| jest liniowo przylegly do [(D,v)]
1 rozny od niego, to

p((D,v)) < (n=1)* = (n—2).

Dowdd. Na mocy poprzedniego lematu 4.12 istnieje diagram (F, \) taki, ze [(E, \)]
jest liniowo przylegty do [(D,v)] i u((E,\)) < (n—1)? — (n —2). Zatem dla dowolnej
osobliwodci f, ktérej diagram Enriquesa jest typu [(E, \)] istnieje deformacja liniowa
(fs), ktérej generyczny element jest typu [(D, v)]. Z pélciagtosci liczby Milnora z gory
(([GLS06] Theorem 2.6 I)) dla odpowiednio maltych s mamy u(fs) < p(f). Zatem
p((D,v)) = p(fo) < p(f) = (B, X)) < (n=1)* = (n - 2). m

Twierdzenie 4.14. Dla dowolnej osobliwosci fl' (n > 2) skok liczby Milnora jej

deformacji liniowych jest réwny

n—2, n=3
1, n=2

A () = {

Dowdd. Dla n = 2 na mocy twierdzenia 4.8 istnieje diagram (D, v) taki, ze
[(D2, v)] jest do niego liniowo przylegty i o liczbie Milnora réwnej 0. Skoro pu((Da, p2)) =
1, to A"(f2) < 1. Z definicji skoku osobliwoéci f, N*(f) > 1. Zatem N(f2) = 1.

Dla n > 3 z jednej strony wiemy na mocy twierdzenia 4.8, ze istnieje diagram
(D, v) taki, ze [(Dy,v,)] jest do niego liniowo przylegty i u((D,v)) = (n — 1)? —
(n — 2), stad M*(f2) < n — 2. Natomiast na mocy lematu 4.13 wiemy, ze kazda
liniowa deformacja f; ma diagram Enriquesa, ktérego liczba Milnora jest mniejsza
od (n—1)% — (n — 2). Zatem \'"(f*) =n — 2. O
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Uwaga 4.15. Dla osobliwosci f!(x,y) = a™ +y" (n = 3) liniowa deformacja

realizujgca skok minimalny to:

fi @, y) +s(z+y)"!, né¢2N
o, y) +s(r+ey)” !, ne2N

fo(m,y) = {

gdzie e = —1.
Liczba Milnora f, jest réwna u(fs) = (n—1)* — (n — 2), a minimalny diagram

odpowiadajgcy osobliwosci fs to (D,v) z dowoddéw lematow 4.6 1 4.7.

Twierdzenie 4.16. Dla dowolnej jednorodnej osobliwosci fo stopnia n (n = 2) skok

liczby Milnora dla deformacji liniowych jest rowny

n—2, n=3
1 n=2

Alm(fo) = {

Dowod. Wynika to z faktu, ze dowolna osobliwo$¢ jednorodna stopnia n ma

diagram Enriquesa typu [(D,,, v,)]- O

Twierdzenie 4.17. Dla dowolnej semi-jednorodnej osobliwosci fo stopnia n (n > 2)

skok liczby Milnora dla deformacji liniowych jest rowny

n—2, n=3

1 n=2

X (fo) = {

Dowdd. Wynika to z faktu, ze dowolna osobliwos¢ semi-jednorodna stopnia n ma

diagram Enriquesa typu [(D,, 1)) O

5 Uwagi koncowe

5.1 Osobliwosci quasi-jednorodne

Powyzsza metode wyznaczenia skoku liczby Milnora osobliwosci jednorodnych w
klasie deformacji liniowych mozna wykorzysta¢ do badania skokéw osobliwosci quasi-
jednorodnych. Jest to mozliwe dzigki temu, ze diagramy Enriquesa osobliwosci
quasi-jednorodnych sg szczegdlnej postaci, ktéra zostanie przedstawiona ponize;j.

Méwimy, ze osobliwos¢ fo(x,y) = >; jen @i 2"y’ jest osobliwoscia quasi-
-jednorodna, jezeli istniejg wagi w,,w, € N1 D € N takie, ze dla kazdych (i, j) €
supp(fo) zachodzi iw, + jw, = D, gdzie supp(fo) = {(¢,7) € N:a;; # 0}.
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Bez zmniejszenia ogdlnosci, mozemy zatozy¢, ze fy jest postaci:
folz,y) = ' (2P + ..+ yiaty 4+ D), k1e{0,1},p<gk+1+p=2,

gdzie dla kazdego niezerowego wyrazu v; ;z'y’ spelniona jest rownos$¢ iw, + jw, = D.
Dodatkowo zat6zmy, ze p # ¢, gdyz w przeciwnym przypadku mieliby$my do czynienia
z osobliwo$cig jednorodng, rozwazang w poprzednim rozdziale.

Zauwazmy, ze osobliwos¢ fy moze zostaé przedstawiona jednoznacznie w postaci

iloczynu
d

Y T] (@7 + ay®),  a # 0,04 # o dlai # 5,

i=1
gdzie d = NWD(p, q), r = &, s = 2. Stad wynika prosty lemat o postaci diagramu

Enriquesa tych osobliwo$ci.

Lemat 5.1. Niechp #q, k=1=01id= NWD(p,q). Diagram Enriquesa (D,v)

osobliwosci fo (przedstawiony na rysunku 20) okreslony jest nastepujgco:
e D=AP,..., P, Wy, ... Wy}, t >2
o V(P)=d,
e y(W))=1dlai=1,...,d,
o PL— P 1 dlai=2,...,t,
o W, — P, dlai=1,...,d,

e istnieje ig € {2,...,t} takie, Ze Py, ..., P, sq wierzcholkami swobodnymi, a
Pii1,..., P (gdyio <t) sq satelitarne. Warunek io =t zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy r =1 lub s = 1.

Diagram (D, v) ma d wierzcholkéw koricowych.

v(Pr) 1

.Pl /' .Wl
K .I/(Pz) d

P Y P, d-razy

N

o%,vd
Rysunek 20: Diagram Enriquesa osobliwosci fo dla k=1 = 0.

Stad, dodajac krawedzie odpowiadajace czynnikom x i y w rozkladzie fy, otrzy-

mujemy diagram Enriquesa dowolnej osobliwosci quasi-jednorodne;j.
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Twierdzenie 5.2. Diagram Enriquesa dowolnej osobliwosci quasi-jednorodnej jest

okre$lony nastepujgco:
1. Jezeli k =1 =0, to diagramem Enriquesa fq jest (D,v) z lematu 5.1.

2. W przeciwnym wypadku, niech (D', V") bedzie diagramem Enriquesa odpowiada-
jacym osobliwosci fo = xP + ... + Y2y + ...+ yl. Wowczas diagram (D, v)
Enriquesa osobliwosci fy jest ,rozszerzeniem” diagramu (D',v') o k+1 € {1,2}

swobodnych wierzchotkow krotnosci 1.

Oznacza to, ze dla kazdego 1 < i < k+1 istnieje m; € {1,...,t} (jeSli k+1 =2,
to my # ms) i diagram (D, 1/) jest postaci:

e D =D UUHT} (T; to nowe wierzchotki),
e y(P)=v'(P) dla Pe D\ U’ﬂ“{sz}

o V(P,,)=V(P)+1dlal<i<k+I,

o v(T)=1dlal<i<hk+l,

° P—>Q<:>P—>Q dla P,Q € D',

o I, = P, dlal<i<k+I.

Diagram (D,v) ma d+ k + 1 lisci i zostal on przedstawiony na rysunkach 21

(a) i (b) (w zaleinosci od m;: gdy m; <t i gdy jedna z liczb m; jest réwna t).

v(Pr)
b /— °r, / W
(a‘) \\ .V(PQ) .V(Pml) ° v(Pmy) d-razy

Py Pm1 ng .Pt

\\/ '%’1 \\ 'Il/Vd
P / .‘1/[/1
\\ .V(pz) Pm2)

d-razy

’ \d \\

T1

Rysunek 21: Diagram Enriquesa osobliwosci quasi-jednorodnej, gdy k£ +1 = 2 i
my < mgy. Na rysunku (a) my, mg # t, natomiast na (b) mgy = t.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozna badac¢ skok liczby Milnora oso-

bliwosci quasi-jednorodnej dla deformacji liniowych w podobny sposob jak dla
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osobliwosci jednorodnych. Zauwazmy, ze koncows czescig kazdego diagramu oso-
bliwosci quasi-jednorodnej jest diagram osobliwosci jednorodnej. Zatem uzywajac
tych samych metod jesteSmy w stanie wyliczy¢ skok liczby Milnora dla osobliwo-
Sci quasi-jednorodnych. Tematem tym bede sie zajmowaé¢ w mojej dalszej pracy

naukowej.

5.2 Skoki liczb Milnora po rozdmuchaniu

W punkcie tym zbadamy zalezno$é¢ skokow liczb Milnora osobliwosci ze skokami po
jej rozdmuchaniu. Nie ma prostej zaleznosci wigzacej skok liczby Milnora osobliwosci
ze skokami osobliwosci otrzymanych po jej rozdmuchaniu. W ogélnym przypadku
otrzymujemy tylko nier6wnos$¢ (wniosek 5.8). Brak prostej zaleznosci jest powodem
niezastosowania indukcji w dowodzie gtownego twierdzenia.

Najpierw opiszemy diagramy Enriquesa osobliwosci otrzymanych po jej rozdmu-

chaniu.

Definicja 5.3. Niech (D, v) bedzie dowolnym zgodnym diagramem Enriquesa. Oznacz-
my przez Py, ..., P, wszystkie bezposrednie nastepniki korzenia Rp.
Dla dowolonego P; (i =1,...,n) przez (Dp,,vp,) oznaczmy nowy diagram, ktory

jest fragmentem diagramu (D, v) o korzeniu P;. Definiujemy go nastepujgco:
1. P, € Dp,, P, jest korzeniem Dp,,
2. jezeli T 3 W i W € Dp,, toT € Dp,
Dp, D
3T W&o (T=SWAW #Rp) dlaT,W € Dp,
4 VPz‘(P) = V<P); gdy P € DPz"

(Dp,,vp,),...,(Dp,,vp,) stanowi pewien podzial diagramu (D, v), tzn. dla dowolnego
P € D, P # Rp istnieje dokladnie jeden diagram (Dp,,vp,) taki, Ze P jest jego

wierzchotkiem.

Uwaga 5.4. Niech (Dp,,vp,),...,(Dp,,vp,) stanowi powyzszy podzial diagramu
(D,v). Zalozmy, ze istnieje i € {1,...,n} oraz Q € D takie, e Q — P;, Rp.
Wowczas wierzchotek Q w diagramie (D, v) jest wierzchotkiem satelitarnym, natomiast

w diagramie (Dp,,vp,) — wierzcholkiem swobodnym.
Oczywiscie zachodzi

Stwierdzenie 5.5. Niech fy bedzie osobliwoscig w0 € C?, a (D, v) odpowiadajgcym

jej diagramem Enriquesa. Niech (Dp,,vp,),...,(Dp,,vp,) stanowi podzial diagramu
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(D,v). Zalozmy, zZe po pierwszym rozdmuchaniu otrzymugjemy n osobliwosci Vi, ..., V,
o Srodkach w Q1,...,Q,. Wowczas dla dowolnego Q; (i = 1,...,n) istnieje j €
{1,...,n} takie, ze Q; = P; oraz diagram (Dp,,vp,) jest diagramem osobliwosci V; o

srodku w Q;.

Przyklad 5.6. Niech f(z,y) = (2% — y*)(2® + *)(2® — y)(2® + y)(z* — y?) bedzie

osobliwoscia. Jej diagram Enriquesa (D, v) jest przedstawiony na rysunku 22.
.3 .1
.5 / \ .2 /
\

; o’ o! o!

Rysunek 22: Pelny diagram Enriquesa osobliwosci f.

Diagram ten dzieli sie na 2 diagramy (Dp,,vp,) i (Dp,,Vp,) przedstawione na

rysunku 23.

Rysunek 23: Diagramy Enriquesa (Dp,,vp,), (Dp,,vp,).
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Twierdzenie 5.7. Niech (D, v) bedzie dowolnym minimalnym diagramem Enriquesa
oraz niech (Dp,,vp,), ... (Dpn,l/Pn) bedzie jego podziatem. Niech k € {0,...,n}
bedzie takie, zZe v(P;) > 1 dla 1 <i < kiv(P) =1 dlak <i<n. Dla kazdego
i=1,...,k przez (E;, ;) oznaczmy zgodny diagram Enriquesa taki, ze [(Dp,,vp,)]
jest liniowo przylegly do [(E;, 0;)]. Wowczas istnieje zgodny diagram (E,6) taki, ze
[(D,v)] jest liniowo przylegly do [(E, )] i

k

u((E,6)) = v(Rp)(W(Rp) — 1) + > u((Ei, 61) — k+ 1 — - ¥ &P

=1 P%RE
Idea dowodu. Diagram (F,0) konstruujemy w nastepujacy sposob:
o E=UF B U{Rs}.

e Dla dowolnego i = 1,..., ki P € E; mamy 6(P) = §,(P),

e Dla dowolnego i =1,..., ki P,Q € E; mamyPgQﬁPgQ.

Dla dowolnego ¢ = 1,..., k oznaczmy przez D} C Dp,, E! C E; izomorficzne

diagramy, a przez j; : B! — D) ich izomorfizm. Woéwczas dla ) € E; mamy

Diagram (F,0) jest spéjnym diagramem takim, ze [(D,v)] jest liniowo przylegty
do [(E,6)] i u((E,6)) = v(Rp)(v(Rp) — 1) + X0, u((Ei,6:)) — k+ 1 — (v(Rp) —
Stad otrzymujemy natychmiast

Whiosek 5.8. Niech fy bedzie osobliwoscig w 0 € C?, a (D,v) odpowiadajgcym

jej diagramem Enriquesa. Zaloimy, Ze po pierwszym rozdmuchaniu otrzymujemy n

osobliwosci Vi, ..., V, o srodkach w Q1,...,Q,. Dla kazdego i =1,...,n oznaczmy
= MNn((V;)). Wowczas

)\lm Zamtl/ (Rp) — n.
=1
Przyktad 5.9. Niech fy bedzie osobliwoécia o minimalnym diagramie Enriquesa (D, v)

przedstawionym na rysunku 24. Zauwazmy, ze rozbija sie on na 3 diagramy osobliwosci
jednorodnych. Wobec tego A\ (fo) < ay+as+as+v(Rp)—3 = 1+1+4+11-3 = 14.
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Rysunek 24: Diagram Enriquesa (D, v)

Aby we wniosku 5.8 uzyskaé¢ nierowno$é¢ w druga strone, musieliby$my sformu-
uowac twierdzenie odwrotne do twierdzenia 5.7. Dla dowolnej osobliwo$ci jest to

jednak skomplikowane.

Przyktad 5.10. Niech (D,v) i (E,d) beda okreslone jak na rysunku 25. Zauwazmy,

Rysunek 25: Diagramy Enriquesa (D,v) i (EF,0).

ze [(D, v)] jest liniowo przylegty do [(E,d)]. Jedli oznaczymy przez (D, ;) rozbicie
diagramu (D, v), a przez (E4, d;) rozbicie diagramu (E, §) to widaé, ze [(Dy, v1)] nie
jest liniowo przyleglty do [(E},d1)].

Twierdzenie takie mozna czesciowo sformutowaé dla osobliwosci jednorodnych

Twierdzenie 5.11. Niech (D,v) bedzie dowolnym diagramem takim, ze [(D,,, y,)]
jest liniowo przylegly do [(D,v)]. Niech (Dp,,vp,),...,(Dp,,vp,) bedzie jego podzia-
tem. Wowczas dla dowolnego i = 1,...,n takiego, Ze nie istnieje Q € D speinia-
jace Q — P;, Rp typ [(Dp—ri1, Vn—ri1)] jest liniowo przylegly do [(Dp,,vp,)|, gdzie
r=v(Rp).

Przyklad 5.12. Niech f(z,y) = (2* — v*)(2* + y*)(2® — y)(2® + y)(2* — ¥*) bedzie
osobliwodcia z przyktadu 5.6. Jej diagram Enriquesa to (D, v) (zobacz rysunek 22).
Zauwazmy, ze [(D1g,116)] jest liniowo przyleglty do [(D,v)]. Na mocy twierdzenia

5.11 natomiast wiemy, ze [(Ds, vs)] jest liniowo przylegty do [(Dp,, vp,)].
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