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set otetaan huomioon. Taman vuoksi optimointitehtdvan ratkaisussa kaytetdan koordinointia kyt-
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menetelmat muotoilevat optimointitehtdvan dekomposoitavaan muotoon ja kuinka menetelmien
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Decomposing an optimisation problem creates several smaller subproblems. Decomposable
problems appear in systems that consist of multiple sub units. The couplings of these sub units
complicate the solution of the problem. Solving the subproblems independently of each other
might not provide a feasible solution when the couplings are considered. Due to this the solution
of the problem must be coordinated.

This thesis is a study of decomposition methods that are used in optimisation. This thesis presents
how decomposition methods reformulate the optimization problem to a decomposable form and
how the coordination procedures of these methods work to find a solution that considers the cou-
plings between sub units.
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1. JOHDANTO

Decompose: “to separate into constituent parts or elements or into simpler com-
pounds...”

"Decompose." Merriam-Webster.com. Merriam-Webster, n.d. Web. 3 Jan. 2018.

Optimaalisen paitoksenteon tehtivét, kuten tuotannon suunnittelu, skedulointi ja proses-
sien ohjaus perustuvat ongelmien matemaattiseen mallinnukseen. Mallinnuksessa tunnis-
tetaan paatoksentekoa koskevat tavoitteet, muuttujat ja rajoitteet [ 1, s. 2]. Optimointi pyr-
kii 10ytamédn tavoitteen mukaisesti parhaan muuttujan arvon, joka kuitenkin tayttaa ra-
joitteiden sille asettamat ehdot.

Kun kilpailukyvyn saavuttaminen vaatii entisti enemmaén, teknologian kehitys toimii
mahdollistajana entistd monimutkaisempien matemaattisten mallien kehitykselle ja hyo-
dyntdmiselle [2]. Tehtdvien matemaattisissa formuloinneissa monimutkaisuus ilmenee
esim. suurena kokona, ts. muuttujien ja rajoitteiden suurena mairind, konveksiuden puut-
teena, epdlineaarisuutena tai kokonaislukumuuttujina. Suuret ja monimutkaiset jérjestel-
mit asettavat optimoinnille haasteita. Jarjestelmidn matemaattisen kuvauksen monimut-
kaistuessa optimoinnin vaatima laskenta kasvaa. Ndiden seikkojen vuoksi suurten ja mo-
nimutkaisten jirjestelmien optimoinnissa kdytetddn menetelmid, jotka hyodyntivét jér-
jestelmin erityisrakenteita. [3, s. 104-105]

Suuret kompleksiset jarjestelmit koostuvat usein monista aliyksikoistéd, joiden toiminta
on kytkoksissd toisiinsa [4]. Téllaisten jirjestelmien ohjaus tyypillisesti pohjautuu ha-
jautettuun arkkitehtuuriin, jossa yksikdiden ohjaus saattaa toimia hyvinkin itsendisesti
[2]. Mikali aliyksikot olisivat tdysin itsendisid yksikkdjd, toimintojen optimointi voitaisiin
suorittaa itsendisesti eri yksikissd. Todellisuudessa kuitenkin aliyksikdiden vélisten kyt-
kosten vuoksi itsendiset ratkaisut eivit tuota optimaalista ratkaisua. Optimointitehtdvien
matemaattisessa kuvauksessa aliyksikdiden véliset kytkdkset havaitaan ns. komplisoivina
rajoitteina tai paatoksentekomuuttujina, jotka liittdvét aliyksikot toisiinsa [5, s. 5-6]. Tél-
laisia erikoisrakenteita sisdltdvien optimointitehtdvien hajottaminen, eli dekomposointi,
erillisiin aliongelmiin pohjautuu monitasoisiin menetelmiin, joissa kytkoksistd purettujen
aliongelmien tasoa koordinoi ylemmén tason toimija [3, s.105], usein ns. Master-on-
gelma.

Tadmai tyd on dekomposoinnin perusmenetelmid seki niiden teoriaa ja ratkaisuperiaatteita
kartoittava kirjallisuusselvitys. Néihin menetelmiin kuuluvat Dantzig-Wolfe ja Bendersin



dekomposointimenetelmét sekd Lagrangen relaksaatio. Menetelmien taustalla olevat op-
timointitehtdvan késittelytoimenpiteet esitetdéin yhteisen viitekehyksen mukaisesti. Toi-
menpiteiden matemaattiset perusteet ja niihin sovitetut ratkaisumenetelmat esitetdin me-
netelmdkohtaisesti.

Tyo esittdd dekomposoinnin matemaattiset menetelmit dekomposointi-koordinointi vii-
tekehyksessd. Tutkimuskysymykset on jaoteltu ndkdkulmien mukaan seuraavalla tavalla:

e Dekomposointi: Kuinka ns. separoituva rakenne voidaan matemaattisilla toimen-
piteilld paljastaa, jotta tehtdvi hajoaa osiin?

e Menetelmén toimintamalli tai koordinointi: Kuinka aliongelmien ratkaisuja voi-
daan ohjata, jotta aliongelmat kytkevit rajoitteet ja muuttujat huomioidaan?

Ty06ssd kidsiteltdvit optimointitehtévit on rajattu lineaarisiin jatkuvien muuttujien tehta-
viin. Tyon laajuuteen eivét kuulu Master- tai aliongelmien ratkaisussa kiytettavét ratkai-
sualgoritmit.

Ty0 on jérjestetty teemoittain seuraavalla tavalla. Luvun 2 tarkoituksena on tarjota riittdva
pohja tyon matematiikan ja optimointiteorian ymmartédmiselle. Luku koostuu optimointi-
tehtdvien perusteiden, duaalisuuden sekd herkkyyden késitteiden esittelystd. Luku 3 ku-
vaa dekomposoituvien optimointitehtdvien rakenteita sekd havainnollistaa, kuinka komp-
lisoivat rajoitteet ja muuttujat esiintyvat optimointitehtdvassa.

Luvuissa 4, 5 ja 6 esitellddn dekomposointimenetelmét jarjestyksessd Dantzig—Wolfe,
Benders ja Lagrangen relaksaatio. Luvut 4 ja 5 on jirjestetty seuraavalla tavalla. Luku
alkaa alkuesittelystd, jota seuraa menetelmén vaatima optimointitehtdvin uudelleenmuo-
toilu. Tétd seuraa lopulta menetelmén ratkaisustrategia. Luku 6 esittelee Lagrangen re-
laksaation, sen kdyttotapoja sekéd eri ratkaisumenetelmid. Yhteenveto menetelmistd on
tehty kootusti luvussa 7.



2. OPTIMOINTITEORIA

Lineaarisen optimoinnin teoriaa on kirjallisuudessa késitelty mittavasti. Tdman optimoin-
nin peruskésitteitd avaavan luvun perustana toimii [1, s. 355-366].

2.1 Optimointitehtava

Lineaarinen optimointitehtdva esitetdén tyypillisesti muodossa

min cTx (2.1
Ax =b, (2.1a)
Ax>b (é-llb)
x>0, (2.10)

missé cT x on tavoitefunktio, x paitoksentekomuuttuja ja ¢ tavoitefunktion kustannusker-
roinvektori. Minimointitehtdva pyrkii 10ytiméén pienimmén tavoitefunktion arvon tuot-
tavan arvon paitoksentekomuuttujalle. Rajoitteet (2.1a-c) méaédraavit padtoksentekomuut-
tujalle kdyvéan alueen. Usein tehtdvit rajoitteet esitetddn ylld olevasta sekd yhtdlo- ettd
epayhtilorajoitteet sisdltdvastd tavasta poiketen. Esitysmuoto voidaan tarvittaessa vaihtaa
yksinkertaisin toimenpitein esimerkin [1, s. 356-357] mukaisesti.

Epidyhtélorajoite (2.1b) maéérittelee joukon puolitasoja. Epdyhtélorajoite midrdd siten
kdypdd aluetta ndiden puolitasojen leikkauksen kautta. Tamé leikkaus muodostaa moni-
tahokkaan, joka voidaan esittdd myos sen kulmapisteiden kautta. Dantzig—Wolfe-dekom-
posointi nojaa tdhin periaatteeseen, ja siten sen esitys on jitetty lukuun 3.

Lineaarisen optimointitehtdvén ratkaisu, mikéli se on olemassa ja on dérellinen, sijaitsee
monitahokkaan kulmapisteessd. Nama kulmapisteet ovat ns. kdypid kantaratkaisuja.
Kanta viittaa muuttujiin, joiden arvot kantaratkaisussa poikkeavat nollasta. Kantaan kuu-
lumattomien muuttujien arvot ovat nollia.

2.2 Duaalisuus

Optimointitehtdville voidaan muodostaa vaihtoehtoinen tehtévi, ns. duaalitehtdva. Yk-
sinkertaisuuden vuoksi kisitellddn lineaarista tehtdvii, jolla on vain yksi rajoite

min{cTx | Ax > b}. (2.2)

Tadmén perusmuotoisen tehtdvan duaalitehtdvin tavoitefunktio on muotoa



d(u) = mincTx —uT(Ax — b), (2.3)

missd u on duaalimuuttuja tai Lagrangen kerroin. Duaalitehtavéksi saadaan

max d(u). (2.4)
uz0
Koska tavoitefunktio saa arvonsa rajoittamattoman lineaarisen minimointitehtdvén rat-
kaisun mukaan, tavoitefunktio saa arvon —oo lukuun ottamatta tapausta ¢ — u’4 = 0.
Taméan vuoksi duaalitehtdva saa muodon

max bTu (2.5)

ATu=c¢
u=0.

Lineaarisille tehtdville duaalisuus esiintyy ns. vahvana duaalisuutena. Télloin dérellisen
ratkaisun tapauksessa molempien tehtidvien ratkaisujen arvot ovat yhtd suuret. Lisdksi
tehtdvin ratkaisun ollessa dédreton toisen ratkaisu on ei-kéypa.

2.3 Herkkyys

Herkkyysanalyysi késittelee optimointitehtdvén ratkaisun herkkyyttd tehtdvin rajoite-
sekd kustannusfunktion parametrien muutoksille.

Marginaalihinta tai varjohinta kuvaa tavoitefunktion arvon riippuvuutta rajoitteen oike-
anpuoleisesta arvosta. Rajoitteen marginaalihinta on sitd vastaava Lagrangen kerroin, u.
Péaitoksentekomuuttujien alarajoitteiden marginaalihinnat ovat ns. vaihtoehtoiskustan-
nuksia. Vaihtoehtoiskustannus ¢ — ATu kertoo, kuinka muuttujan arvon poikkeutus nol-
lasta vaikuttaa ratkaisun arvoon. [6]

Herkkyyden késitteet ovat olennaisia dekomposointimenetelmissd. Menetelmien pohjana
toimivan tehtdvian yksinkertaistuksen takia ratkaisutavasta tulee iteratiivinen. Iteraation
tavoitteena on tehtdvan ratkaisua parantavan informaation loytdminen ja hyddyntdminen.



3. DEKOMPOSOINTI

Suurikokoisten optimointitehtévien ratkaisua voi ldhestyéd ns. suorien ja epdsuorien rat-
kaisutapojen kautta. Suorat ratkaisumenetelmét keskittyvit olemassa olevien ratkaisual-
goritmeihin erikoistamiseen jollekin tehtdvityypille, kun taas epdsuorat menetelmét hyo-
dyntévit ongelman dekomposointia tai ositusta. [3, s. 104-105]

Dekomposointimenetelmissd ongelma hajotetaan useaksi aliongelmaksi. Suurikokoiset
systeemit tyypillisesti koostuvat useista pienemmistd alisysteemeistd, jotka ovat kytkok-
sissd toisiinsa [4]. Kuvassa 1 on havainnollistettu hajallaan sijoittuneista alisysteemeisti
koostuvaa jdrjestelmaa. Alisysteemien véliset virrat toimivat tdssi tapauksessa kytkok-
sind, joiden vuoksi yksittdisen alisysteemin ohjausten vaikutukset ulottuvat muihin ali-
systeemethin.

Control decisions

$ ' ¢

Y

Disturbance

f

A

4

-
?
_—

]
let—

A

Kuva 1. Esimerkki alisysteemeistd koostuvasta jérjestelmdstd [4, s. 8]

Avaruudellisen alisysteemien hajautuneisuuden yhteydessa esiintyvien kytkosten lisdksi
myo0s ajan voidaan késittdd kytkevin alisysteemit toisiinsa esimerkiksi dynaamisissa jér-
jestelmissé. Talloin alisysteemeihin jérjestelmén jakaa valittu aikahetki ja kytkoksena toi-
mii syntyvét aikajaksot yhdistdvén hetken tila. [3, s. 446]

Optimointitehtdvien formuloinneissa alisysteemeistd koostuva kokonaisuus nikyy tyypil-
lisesti lohkomaisena rakenteena rajoitematriisissa. Alisysteemien véliset kytkokset rikko-
vat rajoitematriisin lohkorakennetta. Systeemi, jossa alisysteemit eivit ole kytkoksissé
toisiinsa, on ns. luonnollisesti dekomposoituva. Optimointitehtdvé on tadlldin esimerkiksi
muotoa



minc]x; + clx, + clxs (3.1)
A; 0 07px, b,
0 A, 0]|x|= [bzl
0 0 Aszllxs b,
x1 =0
x, >0
x3 =0,

missd padtoksentekomuuttuja koostuu alisysteemien lokaaleista muuttujista x;, x> ja x3.
Yksikddn rajoite et pidéd sisdlldéin muiden kuin yhden alisysteemin muuttujia. Tavoite-
funktio puolestaan on alisysteemeittdin separoituva summa. Tehtdvd hajoaa itsendisiksi
ongelmiksi

min{ClTXilAiXi = bi,xi > 0}, i = 1,2,3. (32)

Luonnollisesti hajoava rakenne rikkoutuu, kun ongelmassa on rajoite tai muuttuja, joka
koskettaa useampaa kuin yhté alisysteemid. Téllaiset rajoitteet tai muuttujat komplisoivat
ongelman ratkaisua estden suoran hajottamisen. Esimerkiksi [5] siséltdd oheisten késit-
teiden esittelyn lisdksi myos kattavat sovellusesimerkit.

3.1 Komplisoivat rajoitteet

Komplisoiva rajoite sisédltdd usean eri alisysteemin muuttujia. Tdmé voi esimerkiksi joh-
tua siité, ettd prosessit jakavat jonkin resurssin. Rajoitematriisissa timé nakyy seuraavan
esimerkin mukaisesti:

minclx; + cTx, + cTxg (3.3)
A4, 0 0 b,
o 4, ol[™] |
xz = 2
0 0 || e,
B, B, B, e
x1 =0
x, =0
x3 =0,

missé rajoitematriisin alin rivi kytkee eri alisysteemien muuttujat.

Seuraavissa luvuissa komplisoivat ja ei-komplisoivat rajoitteet esitetddn erillisind rajoit-
teinaan muodossa



Ax=Db tai Aixl' = bi' i = 1, o, n

missd vasemmalla 4 on ei-komplisoivan rajoitteen lohkomainen matriisi ja B komplisoi-
van rajoitteen matriisi. Oikeanpuoleisessa esitystavassa indeksi i viittaa alisysteemiin i.

3.2 Komplisoivat muuttujat

Komplisoiva muuttuja vaikuttaa usean alisysteemin rajoitteisiin. Rajoitematriisissa ta-
paus voidaan tunnistaa pystyrivisté, joka kattaa useamman alisysteemin vaakarivit. Esi-
merkkind tapauksesta toimii tehtdva

mindTy + cIx; + cTx, + cTxg (3.4)

4, 0 0 B 2 b,
0 4, 0 B, b,
0 0 A; Bs y3 bs
x; =0
x, =0
x3 =0
y=0,

e

missd voidaan havaita globaali, kaikkien alisysteemien rajoitteisiin vaikuttava, muuttuja
V.

Yhtélorajoitteen tyyppinen rakenne esitetdédn jatkossa muodossa
Ax+By=b»b tai Aix + B;y = b;, i=1,..,n,

jotka saatiin erottamalla komplisoiva muuttuja ja sitd vastaava matriisin osa omaksi ter-
mikseen. Oikealla rajoitteet on esitetty alisysteemikohtaisesti.

3.3 Dekomposointi ja koordinointi

Dekomposointi hajottaa alkuperdisen ongelman useiksi aliongelmiksi. Kuten edellisissi
luvuissa esitettiin, tdimd hajotus ei aina ole suoraviivaista. Esteend saattaa olla jaettuja
rajoitteita tai muuttujia. Esteiden ylittdminen vaatii erityisid lihestymistapoja.

Geoffrion [7] esittdd suurikokoisten optimointitehtdvien ldhestymistavan kahden oleelli-
sen késitteen kautta: tehtdvin manipulointi ja ratkaisustrategia. Tehtdvin manipulointi
muokkaa tehtdvin uuteen muotoon. Manipulointimenetelmiksi Geoffrion nimedd mm.



dualisoinnin, projektion, sisdpuoleisen linearisoinnin (inner linearization) ja ulkopuolei-
sen linearisoinnin (outer linearization). Ratkaisustrategia puolestaan kuvaa tapaa supistaa
uusi tehtdava yksinkertaisemmin ratkaistavaan muotoon. Néiksi strategioiksi on nimetty
mm. paloittainen, rajoittava seki relaksoiva strategia. Mainittuja menetelmii kasitelladn
nithin liittyvien dekomposointimenetelmien yhteydessi. Ratkaisu alkuperdiseen tehté-
vadn tuotetaan iteratiivisesti, koska yksinkertaistetut tehtévit saattavat tuottaa huonoja
ratkaisuja. Iteroinnilla pyritd4n parantamaan alkuperiista tehtavid approksimoivaa yksin-
kertaistettua tehtdvai. Ratkaisun kannalta oleellista ei ole uuden optimointitehtdavén tiy-
dellinen rakentaminen vaan se, ettd tehtdva tuottaa riittdvan hyvén tuloksen. Téhén riittaa
uuden tehtdvin ratkaisun kannalta tirked informaatio, joka voi koostua rajoitteista tai
muuttujista.

Dekomposointimenetelmissé iterointi tapahtuu kahden tason, ylemmaén koordinoivan ta-
son sekd alemman tason aliongelmien, yhteistyona. Iteratiivinen koordinoiva optimointi
pyrkii globaalin, aliongelmien kytkdkset huomioivan, ratkaisun saavuttamiseen.

Coordinstor | Upper

_“_F;"o_b_h;;_ci;)_ (second, supremal)

dependent on level
E4(v), .-, E40Y)

Solution of local
Coardination problem &y(v)
variabie (output) v

Solution of iocal
problem ¢,(v)

1%t local decision N local decision Lower
unit unit (first, infimal)
Problem (LP) Problem (LPy) level
parameterized by v parameterized by v

Kuva 2. Koordinoinnin hierarkia [4, s. §3]

Koordinoija vaikuttaa alisysteemeihin ns. koordinointimuuttujan kautta. Tét4 on havain-
nollistettu kuvassa 2. Kuvassa koordinoija vilittdd koordinoijamuuttujan arvon aliongel-
mille, jotka ratkaisevat omat tehtdvinsd. Koordinoija ottaa vastaan aliongelmien ratkai-
suja, paivittdd koordinointimuuttujan arvon ja vilittdd sen jilleen aliongelmille. Muuttu-
jan arvon asettelun tavoitteena tiysin hajautetussa rakenteessa on, ettid koordinointimuut-

tujan parametrisoimien aliongelmien lokaalit ratkaisut tdyttdvat myos globaalit rajoite-
ehdot.

Aliongelmat eivit kuitenkaan aina tuota suoraan tétd globaalia ratkaisua. Usein sen sijaan
aliongelmat tuottavat ratkaisunsa pohjalta informaatiota, joka lisétdén koordinoijana toi-
mivaan Master-ongelmaan. Master-ongelma tuottaa globaalin ratkaisun, kun ratkaisun
kannalta kriittinen informaatio on koottu aliongelmia ohjaamalla. Tdllainen ratkaisutapa,
esiintyy késiteltdvistd menetelmistd Dantzig—Wolfe- sekd Bendersin menetelmissa.



4. DANTZIG-WOLFE-DEKOMPOSOINTI

Dantzig—Wolfe-dekomposointimenetelmé [9] on lineaaristen komplisoivia rajoitteita si-
saltdvien optimointitehtdvien ratkaisumenetelmi. Menetelmai kayttaméalld voidaan hyo-
dyntdi tehtidvin rajoitteista paljastuvia separoituvia rakenteita, mikd mahdollistaa suurten
optimointitehtdvien tehokkaamman ratkaisun.

Dantzig—Wolfe-dekomposointimenetelmé perustuu rajoitteiden méadrddman monitahok-
kaan esitystavan muutokseen. Tehtdvdd manipuloidaan esittdméilld joukko ei-komp-
lisoivia rajoitteita niiden madrddmén alueen kulmapisteiden kautta. Tét4 manipulointita-
paa kutsutaan sisdpuoleiseksi linearisoinniksi, koska samalla periaatteella voidaan ap-
proksimoida myos epilineaaristen rajoitteiden méarddmid alueita sisdpuolelta. Ongelma
supistetaan helpommin ratkaistavaan muotoon rajoittamalla manipuloinnin kautta saatua
tehtdvdd. Tama tapahtuu rajoittamalla kédytettdvien kulmapisteiden maéréa. [7, s. 679]

Aliongelman tehtdviksi asetetaan kulmapiste-ehdokkaiden tuottaminen Master-ongel-
malle. Lahestymistavan etuna on, ettd komplisoivien rajoitteiden huomiointi jid Master-
ongelmalle. Koska aliongelman ei tarvitse vilittdd komplisoivista rajoitteista, sen sepa-
roituvuutta voidaan hyodyntdd hajottamalla aliongelma useaksi eri aliongelmaksi.

Koordinoinnin alemman tason tavoitteena on tuottaa kulmapiste-ehdokkaita siten, etté
niiden lisdys Master-ongelmaan parantaa ratkaisua. Tamin tapahtuu ns. column genera-
tion —strategian [3, s. 146-148] pohjalta, joka esitellddn lyhyesti luvussa 4.2.

Menetelmin meriitit nousevat erityisesti esiin rinnakkaista laskentaa hyodyntédessa [10].
Rinnakkaisen laskennan edut johtuvat aliongelman hajotettavasta rakenteesta.

4.1 Tehtavan uudelleenformulointi

Tarkastellaan lineaarista optimointitehtdvad komplisoivilla rajoitteilla (4.1b).

min cTx (4.1)
Ax=b (4.1a)
Bx=e (4.1b)
x=0 (4.1c)

Tehtdvin uudelleenformulointi esitetddn [3, s. 144-155] pohjalta.

Rajoitteet (4.1a) ja (4.1c) madradvit konveksin monitahokkaan



10

S ={x|Ax = b,x = 0}. 4.2)

Monitahokas S voidaan esittdd sen kulmapisteiden konveksina kombinaationa muodossa

j j

missi X’ ovat monitahokkaan kulmapisteitd. Huomioitavaa on, ettd monitahokkaan ollessa
avoin, sen sdrmien puolisuorat on myos huomioitava esityksessa, jotta se kattaisi avoimen
osan [3, s. 164-165].

Madritelmien pohjalta alkuperdisestd ongelmasta voidaan muotoilla nyt seuraava ns.
Master-ongelma

minz fid (44)
j

Z pikj =e (4.4a)

J

Z A=1 (4.4b)

J

2 >0,

jonka paatoksentekomuuttujia ovat nyt 4;. ja missa

fi=cTx) (4.5a)
b, = B (4.5b)

Kun kustannuksen arvo kulmapisteissd tunnetaan, optimointi voidaan toteuttaa. Valintaa
rajoittaa alkuperdisen tehtdvin komplisoiva rajoite nyt muodossa (4.4a).

4.2 Ratkaisumenetelma

Alkuperédisestd tehtidvistd poiketen rajoitteet (4.1a) ja (4.1c) on nyt Master-ongelmassa
madritty kulmapisteiden kautta. Seurauksena tehtidvin yhtilorajoitteiden mééra vaheni,

mutta muuttujien lukumaééri, joka nyt riippuu S:n (4.2) kulmapisteiden méérasta, kasvoi.
[3, s. 149]

Ratkaisustrategiaksi voidaan ottaa tehtidvin rajoittaminen, jolloin kaikkien kulmapistei-
den maarittdminen valtetdan. [7, s. 679]

Jotta vihdisemmaélld kulmapisteiden maarélld voidaan 16ytad ratkaisu, rajoitetun tehtavan
iteratiivisessa ratkaisussa kdytetddn ns. column generation -strategiaa. Tavoitteena on
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pienimmain, kdytdnndssd minimointitehtiville negatiivisimman, vaihtoehtoiskustannuk-
sen omaavan muuttujan 10ytdminen. Vaihtoehtoiskustannus kuvaa kuinka kustannus-
funktion arvo muuttuu, kun muuttujan arvo irtoaa nollasta. Tehtdvéssa 4.4 jokaista muut-
tujaa vastaa yksi kulmapiste. Tdten muuttujien vaihtoehtoiskustannuksien tutkimisessa
on kyse myos kulmapisteiden kelpoisuuksien tutkimisesta. Pienintd vaihtoehtoiskustan-
nusta kulmapisteisti etsiva tehtdva on

min(c — BTu)Tx/ — u, (4.6)
j

missd u ja ug ovat rajoitteiden (4.4a) ja (4.4b) duaalimuuttujat. [3, s. 150]

Dantzig-Wolfe dekomposoinnissa column generation -strategiaa hydodynnetdin siis rajoi-
tetun Master-ongelman laajentamisessa. Rajoitetun ongelman muuttujat ovat alkuperai-
sen ongelman osajoukko, ts. osa kulmapisteistd on poistettu. Rajoitettuun Master-ongel-
maan lisdtddn muuttujia edelld esitetyn vaihtoehtoiskustannusstrategian mukaisesti alion-
gelman

min(c — BTu)Tx 4.7)
X

Ax = b, x>0

avulla, missd u on Master-ongelman ratkaisun tuottama duaalimuuttuja. Koska tehtdvén
(4.6) ratkaisua etsitdén S:n (4.2) kulmapisteistd, voitiin sen ratkaisemiseksi palata rajoit-
teiden alkuperdiseen kulmapisteistd riippumattomaan esitysmuotoon. Huomattavaa on,
ettei aliongelma sisélld komplisoivia rajoitteita (4.1b), joten matriisin 4 rakennetta voi-
daan kéyttdd hyviksi. Tehtdvd voidaan separoituvana siten hajottaa useaksi itsendiseksi
aliongelmaksi. [3, s. 150-151]

Ratkaisun suppenemista tarkkaillaan aliongelman ratkaisun pohjalta. Muuttujan lisddmi-
sen ehtona on negatiivinen vaihtoehtoiskustannus, jotta minimointitehtévin ratkaisu pa-
ranisi. Mikdli ehto ei tiyty, eli

(c—B™wW)Tx) —uy <0 (4.8)
el pidé, algoritmi pééttyy. [3, s. 151]

Rajoitettu Master-ongelma alustetaan esim. ratkaisemalla aliongelmat satunnaisilla kus-
tannuskertoimilla. Ndin tuotetaan alustava joukko kulmapisteité tehtéville. Huomioitavaa
on myds Master-ongelman mahdollinen ei-kdypyys. Mikéli pisteiden madrdamai alue ei
leikkaa Master-ongelman alueen kanssa, kdypaa Master-ongelman ratkaisua ei ole. Tdméa
ongelma voidaan ratkaista lisimuuttujalla, joka muokkaa Master-ongelman rajoja tarvit-
taessa. [5, s. 88-89]
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Kuva 3. Dantzig-Wolfe-iteroinnin eteneminen on esitetty vasemmalta oikealle. Alion-
gelma optimoi sinisen alueen yli ja sen kustannuksen tasokdyrd on esitetty kuvien oikealla
puolella. Ratkaisu (katkoviivaympyrd) lisdtddn Master-ongelmaan (korostetut pisteet).
Master-ongelma optimoi alkuperdiskustannuksella punaisen alueen sekd korostettujen
pisteiden mddrddamdn alueen leikkauksen yli. Ratkaisu on ympyrdoity vihredlld.

Kuvassa 3 on havainnollistettu, kuinka Dantzig—Wolfe-menetelma etenee iteraatio ker-
rallaan. Kuvassa Master-ongelma on asettanut ratkaisunsa pohjalta aliongelmalle uudet
kustannuskertoimet, mikd havaitaan kuvissa aliongelmien kustannusten tasokéyrista. Ali-
ongelma optimoi siniselld alueella ja 10ytdd ratkaisunsa uudesta kulmapisteestd. Tama
kulmapiste on lisitty seuraavan iteraation Master-ongelmaan. Oikeanpuolimmaisessa ku-
vassa Master-ongelma on loytianyt lopullisen optimaalisen ratkaisun. Kuten kuvasta voi-
daan havaita, kaikkia sinisen alueen kulmapisteité ei tarvittu ratkaisun 16 ytdmiseen.

Dantzig—Wolfe-dekomposointimenetelméd toimii siis seuraavalla tavalla. Master-on-
gelma on kulmapisteiden kautta rajattu tarkastelemaan alkuperdisen kdyvén alueen rajat-
tua sisdosaa. Master-ongelman tieto alkuperdisen tehtdvian uudelleenformuloinnin (4.4)
paatoksentekomuuttujista on tissd tapauksessa puutteellista. Master-ongelman on siten
hankittava lisdd sopivia muuttujia aliongelman kautta. Aliongelman kustannuskertoimet
Master-ongelma asettaa oman ratkaisunsa lokaalin herkkyyden pohjalta. Mikaéli aliongel-
man ratkaisu, eli kulmapiste, ei ole kiinnostava voidaan nykyisen tehtdvarakenteen tulkita
olevan riittdva ja ratkaisun oikea.
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5. BENDERSIN DEKOMPOSOINTI

Bendersin dekomposointimenetelmén [11] perustana toimii muuttujien ositus kahteen
erilliseen joukkoon. Ositus erottaa komplisoivat muuttujat tehtdvin muista muuttujista.
Muuttujien osituksen vuoksi késiteltiva optimointitehtdvd voidaan jakaa Master-ongel-
maksi ja mahdollisesti separoituvaksi aliongelmaksi.

Master-ongelma toimii ositetun muuttuja-avaruuden toisessa osassa komplisoivien muut-
tujien parissa. Tehtdville suoritettavat manipulointiaskeleet ovat projektio seké sitd seu-
raava ulkopuoleinen linearisointi. Alkuperdistehtdvin manipuloinnin tuottaman Master-
ongelman tehtdvina on tuottaa komplisoivalle muuttujalle arvoja. Tehtdvia yksinkertais-
tetaan relaksoimalla uutta tehtdvad. Yksinkertaistettu Master-ongelma tuottaa lopulta op-
timaalisen arvon rakentamalla paremman tehtdvén iteroiden. [7, s. 677]

Tehtdvén projisointi tehdddn komplisoivan muuttujan avaruuteen, minké jilkeen ulko-
puoleinen linearisointi muuntaa tehtdvan lineaaristen palojen, ns. leikkausten, kautta esi-
tettyyn muotoon. Tétd on havainnollistettu kuvassa 4.

85(:.1'.)

s,(z)

¥
= E
|
HI—
[&]
-~
/-
I
2
L
&5

Kuva 4. Funktion approksimointi lineaaristen leikkausten avulla [7, s. 664]

Kuten Dantzig—Wolfe -menetelméssi, uuden esitystavan tdydellinen rakentaminen ei ole
kaytannollistd. Siksi leikkaukset relaksoidaan ja aloitamme tehtévén ratkaisun vdhista.
Puuttuvia leikkauksia voidaan generoida iteratiivisesti kiinnostaviin kohtiin, tietyille
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komplisoivan muuttujan arvoille, aliongelmien kautta. Tdéméankaltainen ratkaisutapa tun-
netaan Cutting plane -menetelmind [12]. Koska komplisoivan muuttujan arvo vakioidaan
aliongelmalle, aliongelman dekomposoituva rakenne paljastuu.

5.1 Tehtavan uudelleenformulointi
Tarkastellaan lineaarista optimointitehtdvaa komplisoivilla muuttujilla:
mindTy + cTx (5.1)

Ax+ By >b
x=0
y =0,

missd y on komplisoiva muuttuja ja 4 rakenteeltaan dekomposoituva. Ei-komplisoivien
muuttujien termi kustannusfunktiossa on lineaarinen. Yleistetyn version epilineaarisille
ongelmille on esittdnyt Geoffrion [13].

Uudelleenformulointi [3, s. 370-381] mukaisesti tapahtuu kirjoittamalla tehtdvd ensin
muotoon, jossa on sekd ulompi ettd sisempi optimointitehtdva:

min {dTy + min{cTx | Ax = b — By,x > 0}}. (5.2)
YER x

Jotta tehtdville taataan kdyvédn ratkaisun (y, x) olemassaolo, y:n valinta tulee tehda siten,
ettd sisemmén minimointitehtdvan ratkaisu on olemassa, ts.

R={y|3x=>0:Ax>b—By.} (5.3)

Bendersin dekomposointimenetelméssd alkuperdinen tehtdvd muunnetaan x:std rippu-
mattomaan Master-ongelman muotoon

min z (5.4)
Z’y
z>dTy+ (b— By)Tuf, i=1,..,mn, (5.4a)
(b-BYUf <0, i=1,..n (5.4b)

y=0.

Kun tehtivin ratkaisu y tiedetddn, x voidaan selvittdd tehtdvin (5.2) sisempi alitehtéva
ratkaisemalla, jolloin saadaan alkuperdisen tehtivén ratkaisu kokonaisuudessaan selville.
[3,s.373-374]

Rajoitteet (5.4a) ovat ns. optimaalisuusleikkauksia, jotka muodostavat tehtdvan (5.2) ta-
voitefunktion alarajan, jota vastaan minimoimalla alkuperdisen tehtdvan projektio y:hyn
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voidaan rekonstruoida. Rajoitteiden termeisséd (b — By)Tu! parametrit ” vastaavat ku-
kin (5.2) sisemmén tehtdvdn duaalin ratkaisuja tietyilld y:n arvoilla. Jos jélleen ajatte-
lemme tehtdvad kulmapisteiden kannalta, saamme duaalitehtdvin muodossa

max {(b — By)Tu?}, (5.5)

1<isn,

missd sisemmin tavoitefunktion lokaali herkkyys y:lle on selkeésti havaittavissa. Paras
kulmapiste #” tehtéville (5.5) riippuu nyt y:sta.

Rajoitteet (5.4b) ovat ns. kdypyysrajoitteita, jotka muodostavat y:n kiyvin alueen (5.3):
R={y|(b-By)™ul <0,i=1,..,n;,y = 0}. (5.6)
Varsinainen ratkaistava aliongelma on (5.2) sisemmaén tehtdvian duaalin muodossa

max (b—By)Tu (5.7)

ATu <

u=0,

c

missd 4 voi olla dekomposoituva. Leikkauksissa esiintyvit kulmapisteet «” voitiin kor-
vata niitd vastaavan monitahokkaan rajoitteilla, silld tehtédva tuottaa ratkaisunaan kulma-
pisteen. Ratkaisuja u kdytetddn seuraavan luvun mukaisesti leikkausten generoinnissa. [3,
s. 372-377]

5.2 Ratkaisumenetelma

Tehtdvén (5.4) rajoitteiden maéra riippuu parametrien ” ja u” lukumiirastd. Tehtdvéin
koko kasvaa téstd syystd ongelmallisen suureksi. [3, s. 375]

Ratkaisun helpottamiseksi rajoitteet (5.4a) ja (5.4b) relaksoidaan poistamalla ne. Rajoit-
teita, joita relaksoidun tehtidvén ratkaisu rikkoo, voidaan lisita véhitellen. Uudeksi relak-
soiduksi Master-ongelmaksi saadaan siten

min z (5.8)
Z'y

z=2d"y+ (b—By)Tu!, i€,
(b—By)™ul <0, i€l
y =0,

missé /; ja I> ovat rajoitejoukkojen (5.4a) ja (5.4b) osajoukkoja. [3, s. 376]
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Master-ongelmaan lisdtadn rajoite, jota rikotaan eniten ja joka siten tuottaa parhaimman
tavoitefunktion paikallisen approksimaation. Tdmai tapahtuu, nyt mahdollisesti dekom-
posoituvan, aliongelman

max (b — By®)Tu (5.9
u

ATu <, u=0
avulla.

Mikili y”:n arvo tekisi perusmuotoisesta aliongelmasta ei-kdyvin, duaalitehtéivi tuottaa
adrettOman ratkaisun. Tasséd tapauksessa Master-ongelmaan lisidtdan kiypyysrajoite duaa-
litehtdavin tuloksen duaalitietojen pohjalta. [3, s. 379]

Tehtdvédn suppenemista tarkkaillaan yld- ja alarajojen avulla. Koska Master-ongelma on
relaksoitu alkuperdisestd tehtdvéstd (5.7), sen ratkaisu tuottaa alarajan optimin arvolle.
Leikkauksia lisdtessé relaksaation aste vihenee ja alaraja nousee. Aliongelma puolestaan
rajoitetaan tietylla komplisoivan muuttujan arvolla ja siten sen kautta saadaan oikeaa op-
timia huonompi arvo, siis yldraja. Ndiden rajojen vélisen etdisyyden pohjalta voidaan tar-
kastella suppenemista. Mikaili rajat ovat tarpeeksi ldhelld toisiaan algoritmi pééttyy. [35, s.
116]

Aliongelman duaalitehtdvin kaytolle vaihtoehtoinen proseduuri [5, 11] sdilyttdd aliongel-
man perusmuodossa. Télloin kuitenkin komplisoiva muuttuja kisitellddn aliongelmassa
paatoksentekomuuttujana, joka yhdistetddn vakioarvoon rajoitteissa. Tdmédn rajoitteen
varjohinnan, ts. duaalimuuttujan arvon, kautta saadaan tarvittava herkkyysinformaatio.
Liséksi aliongelman mahdollinen ei-kdypyys tiytyy kisitelld aliongelman lisamuuttujien
avulla. [5, s. 128]

Kuten Dantzig—Wolfe, my0s Bendersin menetelmé toimii keskitetysti ilman taydellistd
tietoa tehtidvin rakenteesta. Alkuperdisen ongelman uudelleenmuotoilussa tehtéva proji-
soitiin koordinointimuuttujana toimivan komplisoivan muuttujan avaruuteen ja relaksoi-
tiin. Tdmén vuoksi Master-ongelma kysyy aliongelmilta, kuinka tehtdva kayttaytyy ny-
kyisen ratkaisun ympéristossd ja lisdd vastauksen pohjalta leikkauksen Master-ongel-
maan. Kun leikkauksia on riittdvésti, Master-ongelma tuottaa optimaalisen komplisoivan
muuttujan arvon alkuperdiseen tehtévién ja sen alitehtdva voidaan ratkaista oikein.
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6. LAGRANGEN RELAKSAATIO

Lagrangen relaksaatio on relaksointimenetelmi, joka mahdollistaa optimointitehtdvin
dekomposoinnin ja sen hinnoittelupohjaisen koordinoidun ratkaisun. Lagrangen relaksaa-
tio perustuu komplisoivien rajoitteiden relaksointiin dualisoimalla ne, esimerkkiné [14, s.
640].

Relaksoimalla komplisoivat rajoitteet tehtdvistd voidaan paljastaa dekomposoituvat ra-
kenteet. Komplisoivat muuttujat voidaan késitelld menetelmén erikoistapauksen, Lagran-
gen dekomposoinnin [15], mukaisesti. Lagrangen dekomposoinnissa yhteiset muuttujat
monistetaan ja muuttujien kopioiden yhtéldisyys relaksoidaan.

Alkuperdisen tehtdvin ratkaisua kohti koordinoidaan duaalimuuttujia taiLagrangen ker-
toimia muuttamalla.

6.1 Tehtavan uudelleenmuotoilu

Lagrangen relaksaatio siirtdd komplisoivat rajoitteet kustannusfunktioon, mink johdosta
ongelma muuttuu separoituvaksi. Olkoon tehtdvd muotoa

min cTx (6.1)
Ax > b (6.12)
Bx>e (6.1b)
x =0,

missd rajoite (6.1b) on komplisoiva. Lagrangen relaksaatio tuottaa uuden tehtdvian

minc’x + u” (e — Bx) (6.2)

Ax=b
x = 0.

Rajoitteen toteutus siirrettiin siis kustannusfunktioon ja titen komplisoivaa rajoitetta ei
endd ole.

6.1.1 Komplisoivien rajoitteiden kasittely

Havainnollistetaan alisysteemeistd rakentuvan ongelman dekomposointia. Tarkastellaan
systeemid, joka koostuu kahdesta toisiinsa kytkoksissa olevista alisysteemeistd. Alla esi-
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tetyn vasemmanpuoleisen tehtdvin komplisoiva rajoite yhdistda alisysteemit, joiden lo-
kaalit muuttujat ovat x; ja x. Lagrangen relaksaatio komplisoiville rajoitteille tuottaa uu-
den tehtivin, joka on esitetty oikealla.

minclx + cIx, minclx; + clx, + uT(e — Byx; — Byx5,)
Aixqy = by Aixq1 = by

Ay,x, = b, N Ay x5 = by

Bixi +Byx, > e x1 =0

X1 =0 X2 =0

X2 >0

Oikea relaksoitu tehtdvd dekomposoituu nyt kahdeksi itsendiseksi aliongelmaksi.

minclx; —u"B;x, minclx, — uTB,x,
Aixy = by Ay,x, = b,
X1 = 0 Xo > 0

6.1.2 Lagrangen dekomposointi ja komplisoivat muuttujat

Lagrangen dekomposoinnissa komplisoivan rajoitteen relaksoinnin sijaan muuttujista
otetaan kopio komplisoivien rajoitteiden purkua varten. Maardamaélla alkuperdinen muut-
tuja ja sen kopio yhtd suuriksi saadaan uusi komplisoiva rajoite, joka relaksoidaan. Teh-
tdvan (6.1) ratkaisua voidaan siten ldhestyé toisella tavalla:

minc’x +u” (y — x) (6.3)

Komplisoivien muuttujien tapauksessa voidaan kdyttdd Lagrangen dekomposointia.
Koska aliongelmat jakavat komplisoivan muuttujan, ottamalla kopio jokaiselle aliongel-
malle erikseen ongelma dekomposoituu relaksoimalla kopioiden yhtdsuuruudet. Olkoon
tehtiava

minclx; + clx, +dTy (6.4)

Aix,+ By = by (6.4a)
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A,x, + B,y = b, (6.4b)
x1 =0
x, =0
y=0

Ottamalla komplisoivasta muuttujasta y kopio w, rajoitteet (6.4a) ja (6.4b) voidaan kor-
vata rajoitteilla

Aix1 + By = by (6.5a)
Ay,x, + Bow = b, (6.5b)
y=w, (6.5¢)

joista kopioiden yhtéldisyys (6.5c) voidaan relaksoida. Nyt tehtdvd dekomposoituu tehta-

viin
minc] x; +dTy —uTy min ¢l x, + uTw
Aixy + By = by A,x, + B,w > b,
X1 2 O XZ 2 0
y=0 w0

6.2 Lagrangen duaalitehtava ja ratkaisumenetelmat

Relaksoinnin takia tehtdvén ratkaisu tuottaa alkuperéiselle tehtivélle alarajan, jonka tiuk-
kuus riippuu Lagrangen kertoimista u. Koordinoijan tehtdvéna on asettaa kertoimet siten,
ettd alaraja on mahdollisimman tiukka, eli relaksoitu rajoite pitdd mahdollisimman hyvin.
Tehtdvéksi saadaan ns. Lagrangen duaalitehtdva

max {min{ch +uT(e —Bx) | Ax = b,x > 0}}. (6.6)
u=

Koordinoiva ratkaisu toteutetaan iteratiivisena proseduurina, jossa koordinoija sdatda
Lagrangen kertoimia aliongelmien ratkaisujen pohjalta. Médritellddn duaalifunktio

d(u) = min{c"x + uT(e — Bx) | Ax > b,x > 0}. (6.7)

Nyt duaalitehtévi on lyhyesti ilmaistuna

max d(u). (6.8)
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Lagrangen relaksaation perustana on muotoilla alkuperdisestd vaikeasta tehtévésti
helppo, separoituva, tehtdvd. Toimenpiteen kustannuksena on sopivan duaalimuuttujan
arvon iteratiivinen etsinti.

Duaalitehtdvin ratkaistussa kiytetdén optimoinnin numeerisia menetelmid, jotka sovel-
tuvat ei-sileisiin, ts. ei-jatkuvan gradientin omaaviin, tehtéviin. Usein tehtdvan uudelleen-
formuloinnin, tdssi tapauksessa Lagrangen relaksaation, tuloksena tehtdvasta tulee ei-si-
led, jolloin niitd erityismenetelmid tarvitaan. Menetelmien kuvataan kutsuvan ns. oraak-
kelia, joka antaa tehtévin (6.6) sisemmin tehtivin arvon d(u*) sekd subgradientin g* tie-
tylld duaalimuuttujan arvolla u*. [16]

Subgradientti yleistdd gradientin ei-jatkuvan gradientin tapaukselle. Pisteelld voi olla
joukko subgradientteja, ns. subdifferentiaali [17]. Duaalitehtdvén ratkaisumenetelmissa
huomioidaan vain yksi mahdollisesti monesta subgradientista. Menetelmdt kayttavat
oraakkelin antamaa tietoa uuden duaalimuuttujan arvon »**/ tuottamiseen. Uutta arvoa
kéytetddn uudestaan oraakkelin kutsumisessa.

Dekomposointi-koordinointi rakenteessa oraakkeli kdsittdd useita aliongelmia. Téssé ta-
pauksessa jokaisen aliongelman lokaali laskenta tuottaa oman osuutensa informaatiosta,
joka kootaan koordinoijalle duaalitehtdvén ratkaisun péivitysaskelta varten. Koordinoija
taas vilittdd uuden duaalimuuttujan arvon aliongelmille. Toisin kuin Dantzig—Wolfe ja
Benders-menetelmét, Lagrangen relaksaatiossa suunnitelmanteko on hajautettu eli alion-
gelmat itse tuottavat ratkaisun. Keskitetysti menetelmisséd tapahtuu vain koordinointi-
muuttujan asettelu.

Duaalitehtdville kdytettdvien ei-sileiden tehtdvien ratkaisumenetelmét tyypillisesti ja-
otellaan subgradientti- ja cutting plane —menetelmiin [18, s. 133]. Ndiden menetelmien
variantteja sekd védlimuotoja on kuvannut mm. [18], [16]. Kirjallisuudessa esim. [5] ja
[14] luvussa 6 ovat kisitelleet duaalitehtdvien ratkaisumenetelmia.

Seuraavissa osioissa esitelldan duaalitehtdvin ratkaisumenetelmii.

6.2.1 Subgradienttimenetelma

Subgradienttimenetelmén perustana toimii iteraatio
uk*tt = y* + agk, (6.9)

missd g on subgradientti u:n suhteen. Rajoitteen (6.1b) tapauksessa subgradientti on
e — Bx*. Oraakkeli, ts. aliongelmat, pystyy tuottamaan subgradientti-informaation siten

ilman yliméériistd vaivaa ratkaisunsa x* kautta. Askelkoon o valintasiintdji on koonnut
esim. [19].
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Subgradienttimenetelmédn etuna yksinkertainen toteutus. Menetelmdn huonoja puolia
ovat suppenemisen hitaus, epéstabiilius sekd huono tarkkuus. [18]

Subgradienttimenetelmédn variantit pyrkivdt parantamaan suppenemisominaisuuksia.
Néihin variantteihin kuuluvat mm. inkrementaalinen sekd approksimoiva versio [14, s.
614].

6.2.2 Cutting plane -menetelma

Edeltdavin subgradienttimenetelmén voidaan havaita hyddyntdvin vain viimeisintd oraak-
kelin tuottamaa informaatiota. Cutting plane -menetelmidn (CPM) periaatteena on konst-
ruoida tavoitefunktion approksimaatio ns. leikkausten avulla. Vastaava ldhestymistapa
esitettiin jo Bendersin menetelmén yhteydesséd luvussa 5, missd sisemmain tehtdvéan arvo
projisoitiin komplisoivan muuttujan avaruuteen ja rekonstruoitiin leikkausten avulla. Nyt
rekonstruktion kohteena on Lagrangen duaalifunktio d, jonka osalta leikkaukset toimivat
alarajan sijaan yldrajana kuperuudesta johtuen.

Kuva 5. Duaalifunktion rekonstruktio leikkauksilla [5, s. 198]

Leikkaus koostetaan sisemmiin tehtivin arvon d(u*) seki subgradientin g pohjalta muo-
dossa

z < dW*) + (g7 (u—uk) (6.10)
Kootut leikkaukset muodostavat ns. informaatiokimpun (engl. bundle)
(dW"), g"), k=1,..,K (6.11)

Duaalimuuttujan péivitys tapahtuu keréttyjd leikkauksia kayttdmalld, rekonstruktion
maksimikohta etsimdlld. Tama tapahtuu ratkaisemalla lineaarinen optimointitehtava
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max z (6.12)

z <d@Wr) + (g7 (u—uk), k=1,..,K

Uuden ratkaisun tuottaman arvon kohdalla muodostetaan uusi leikkaus oraakkelia kutsu-
malla. Iteraatio kerrallaan approksimaation tarkkuus siten kasvaa, kun leikkauksia lisi-
taan. [5, s. 197-198]

Cutting plane —menetelmén paivitysaskel on subgradienttimentelméé raskaampi. Lisdksi
menetelmi kérsii subgradienttimenetelmén tapaan epistabiiliudesta [18, s. 137]. Epésta-
biiliusongelman ratkaisuksi on kehitetty stabiloituja menetelmid, kuten Bundle-menetel-
mit [20] sekd ns. ACCPM-menetelma [16].

6.2.3 Bundle-menetelmat

Bundle-menetelmien ideana on cutting plane —menetelmén stabilointi. Nimensd mukai-
sesti menetelmé hyodyntdd CPM-yhteydessd mainittua koottua informaatiokimppua. Me-
netelmi pystyy myos rajoittamaan kimpun leikkausten maaraa. [16]

Bundle-menetelma keskittyy pdivitettdvin stabiiliuskeskuksen ympéristoon. Menetelmat
kayttavét eri strategiota stabilointiin [20]. Laajemman katsauksen bundle-menetelmiin on
tehnyt esim. Mékeld [21].

Alkuperdinen bundle-menetelma lisid CPM-tehtdvéédn nelidllisen termin, joka rankaisee
duaalimuuttujan etdisyydesti stabiiliuskeskukseen. Tehtdvd muuttuu siten muotoon

max z — — |lu — ugl|? (6.13)
zZu 2t

z < d@W®) + (g7 (u — uk), k=1,..,K

Bundle-menetelmén stabiiliuskeskusta ug péivitetddn, tarvittaessa joka iteraatio, testaa-
malla tavoitefunktion arvon paranemista uudessa ratkaisussa. [18, s. 140]

Vaihtoehtoisiin bundle-menetelmiin kuuluu ns. trust region -menetelmd [20, 22], joka
paivittdd duaalimuuttujien kdypédéd aluetta dynaamisesti. Level set bundle-menetelmén
[20] periaatteena taas on kohdistaa etsintd alueelle, jossa CPM-malli antaa miariteltya
kohdetasoa paremman arvon.
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7. YHTEENVETO

Tassd tyossa kartoitettiin optimointitehtdvien dekomposointimenetelmien ratkaisustrate-
gioita kirjallisuuden pohjalta.

Dantzig—Wolfe -menetelmédsséd optimointitehtdvdi manipuloitiin muuntamalla sen rajoite
kulmapisteitd kdyttavddn esitysmuotoon. Saadun tehtdvin kulmapisteet rajoitettiin pie-
nempéin joukkoon, jolloin tehtdvin ratkaisu helpottui. Tarkeiden kulmapisteiden puut-
teesta johtuen aliongelmille annettiin tehtdviksi kiinnostavien kulmapisteiden tuottami-
nen. Tamai tapahtui column generation -periaatteen mukaisesti, jolloin koordinoiva Mas-
ter-ongelma asetti aliongelmien kustannuskertoimet herkkyysinformaation pohjalta siten,
ettd aliongelma tuottaisi ratkaisua parantavan kulmapisteen.

Bendersin dekomposoinnissa tehtdvin manipuloinnin tuloksena tehtidva projisoitiin de-
komposoinnin estdvin komplisoivan muuttujan avaruuteen. Uusi tehtdvd muunnettiin li-
neaaristen leikkausten kautta esitettyyn Master-ongelman muotoon. Leikkaukset relak-
soitiin ratkaisun helpottamiseksi. Ndin dekomposoituva rakenne saatettiin erottaa omaan
aliongelmaan, jonka tehtdvé oli tuottaa leikkauksia komplisoivan muuttujan kandidaatti-
kohtiin Master-ongelmalle. Master-ongelma tuottaa lopulta optimaalisen tuloksen, kun
leikkaukset ovat riittavia.

Lagrangen relaksaatiossa komplisoiva rajoite relaksoitiin dualisoinnilla. Vastaava kasit-
tely saatettiin tehdd myds komplisoivien muuttujien tapauksessa. Koordinoitu ratkaisu
tapahtui ratkaisemalla Lagrangen duaalitehtdvi. Tehtdvin ratkaisumenetelmiin kuuluvat
mm. subgradientti-, cutting plane sekd bundle-menetelmat.
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