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Kurzfassung X1

Kurzfassung

Transiente Simulationen im Rahmen von Parameterstudien oder Optimierungsprozessen erfor-
dern die Anwendung der Modellordnungsreduktion zur Minimierung der Berechnungszeiten.
Die aus der Wirmestrahlung resultierende Nichtlinearitiit bei der Analyse thermischer Felder
wird hier als duBlere Last betrachtet, wodurch die entkoppelte Ermittlung der strahlungsbeding-
ten Wirmestrome gelingt. Dariiber hinaus ermoglichen die infolgedessen konstanten System-
matrizen die Reduktion des Temperaturvektors mit etablierten Verfahren fiir lineare Systeme,
wie beispielsweise den Krylov-Unterraummethoden. Die aus der in der Regel groBflachigen
Verteilung der thermischen Lasten folgende hohe Anzahl von Systemeingidngen limitiert
allerdings die erzielbare reduzierte Dimension. Deshalb werden zustandsunabhingige, sich
synchron veridndernde Lasten zu einem Eingang zusammengefasst. Die aus der Strahlung
resultierenden Wirmestrome sind im Gegensatz dazu durch die aktuelle Temperaturverteilung
bestimmt und lassen sich nicht derart gruppieren.

Vor diesem Hintergrund wird ein Ansatz basierend auf der Singuldrwertzerlegung von aus Trai-
ningssimulationen gewonnenen Beispiellastvektoren vorgeschlagen. Auf diese Weise gelingt
eine erhebliche Verringerung der Eingangsanzahl, sodass im reduzierten System ein sehr
geringer Freiheitsgrad erreicht wird. Im Vergleich zur Proper Orthogonal Decomposition
(POD) geniigen dabei deutlich weniger Trainingsdaten, was den Rechenaufwand wihrend der
Offline-Phase erheblich vermindert. Dariiber hinaus dehnt das entwickelte Verfahren die
Giiltigkeit des reduzierten Modells auf einen weiten Parameterbereich aus. Die Berechnung der
strahlungsbedingten Wirmestrome in der Ausgangsdimension bestimmt dann den numerischen
Aufwand. Mit der Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) wird die Auswertung der
Nichtlinearitit auf ausgewihlte Modellknoten beschrédnkt. SchlieBlich erlaubt die Anwendung
der POD auf die Warmestrahlungsbilanz die schnelle Anpassung des Emissionsgrades. Somit
hingt das reduzierte System nicht mehr vom urspriinglichen Freiheitsgrad ab und die Gesamt-
simulationszeit verkiirzt sich um mehrere Groenordnungen.
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Abstract

Transient simulations as part of parameter studies or optimization processes require the appli-
cation of model order reduction to minimize computation times. Nonlinearity resulting from
heat radiation in thermal analyses is considered here as an external load. Thereby, the determi-
nation of the radiation-induced heat flows is decoupled from the temperature equation. Hence,
the system matrices become invariant and established algorithms for linear systems, such as
Krylov Subspace Methods, can be used for the reduction of the temperature vector. However,
in general the achievable reduced dimension is limited as the thermal loads distributed over
large parts of the surface lead to a high number of system inputs. Therefore, state-independent,
synchronously changing loads are combined into one input. In contrast, the heat flows resulting
from radiation are determined by the current temperature distribution and cannot be grouped in
this way.

Against this background, an approach based on the singular value decomposition of snapshots
obtained from training simulations is proposed allowing a considerable decreased input number
and a very low degree of freedom in the reduced system. Compared to Proper Orthogonal
Decomposition (POD), significantly less training data is required reducing the computational
costs during the offline phase. In addition, the developed method extends the validity of the
reduced model to a wide parameter range. The computation of the radiation-induced heat flows,
which is performed in the original dimension, then determines the numerical effort. The
Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) restricts the evaluation of the nonlinearity to
selected model nodes. Finally, the application of the POD to the heat radiation equation enables
a rapid adjustment of the emissivity. Thus, the reduced system is no longer dependent on the
original degree of freedom and the total simulation time is shortened by several orders of
magnitude.



1 Einleitung
1.1 Motivation

Heutzutage nehmen Simulationen im Maschinen-, Fahrzeug- und Anlagenbau eine entschei-
dende Rolle im Entwicklungsprozess ein. Einerseits lassen sich somit zeit- und kostenintensive
Versuche reduzieren und andererseits die generellen Produktentwicklungszyklen verkiirzen, da
bereits zu einem sehr frithen Konzeptstand Aussagen zum Bauteilverhalten getroffen werden
konnen, was wiederum umfangreiche Optimierungen erst ermoglicht [Klein 2015; Nasdala
2015]. In Forschungsgroanlagen kommt der simulationsgestiitzten Bauteilanalyse eine beson-
dere Bedeutung zu, weil es sich vielfach um Sonderanfertigungen und Einzelstiicke handelt.
Deshalb erweist sich die Anfertigung von Prototypen, welche fiir experimentelle Tests heran-
gezogen werden konnten, aus finanziellen Griinden vielfach als nicht realisierbar. Dem
gegeniiber stehen allerdings Sicherheitsaspekte, sodass ein Versagen, der hidufig bis an die
Grenzen des technisch Moglichen beanspruchten Bauteile, aufgrund der potentiellen Geféhr-
dungslage im Vorfeld ausgeschlossen werden muss. Des Weiteren ginge ein Ausfall der
entsprechenden Anlagen vielfach mit einem Abbruch der beabsichtigten Experimente sowie

erheblichen Kosten einher.

Die Verwendung der Finite-Elemente-Methode (FEM) im Rahmen der simulationsbasierten
Bauteilauslegung zur Ermittlung der wirkenden Beanspruchungen fiihrt dabei jedoch in vielen
Fiéllen zu Modellen sehr gro3er Dimension mit mehreren Millionen Freiheitsgraden. Aufgrund
der resultierenden Rechenzeiten sind diese einer effizienten Durchfiihrung von Variantenstu-
dien oder Optimierungsrechnungen im Allgemeinen nicht zugénglich, wobei fiir transiente
Simulationen oder die Beriicksichtigung nichtlinearer Modelleigenschaften der Berechnungs-
aufwand weiter ansteigt. Infolgedessen kommen im Rahmen dieser Arbeit Verfahren der
Modellordnungsreduktion zum FEinsatz, deren Ziel es ist, das vorhandene Modell grofler
Dimension mittels mathematischer Methoden in ein System geringen Freiheitsgrades zu
iberfithren und dabei die relevanten dynamischen Eigenschaften bestmoglich zu approximie-
ren. Auf diese Weise lassen sich die Rechenzeiten zum Teil um mehrere Grolenordnungen
reduzieren, was einen zielorientierten Einsatz im konstruktiven Entwicklungsprozess ermog-
licht.

1.2 DRESDYN

1.2.1 Zielstellung

Innerhalb des Projektes DRESDYN (DREsden Sodium facility for DYNamo and thermo-
hydraulic studies) werden am Helmholtz-Zentrum Dresden-Rossendorf (Deutschland)
verschiedene Fliissigmetallexperimente gebiindelt [Stefani er al. 2012, 2015, 2018]. In dieser
Arbeit liegt der Fokus auf dem angestrebten Prizessionsexperiment, welches Erkenntnisse iiber
die Entstehung planetarer und anderer kosmischer Magnetfelder liefern soll [Stefani er al.
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2018]. Dariiber hinaus sollen mit dem Versuchsaufbau auch Fragen zur Umpolung des
Erdmagnetfeldes beantwortet werden.

Bekannt ist bereits, dass die Stromungen elektrisch leitfahiger Fluide, wie beispielsweise des
fliissigen Eisens im duBeren Erdkern, durch den homogenen Dynamoeffekt sich selbst verstir-
kende Magnetfelder erzeugen konnen [Gailitis et al. 2003]. Dies wurde in Dynamoexperimen-
ten in Riga, Karlsruhe und Cadarache nachgewiesen, welche jedoch alle auf einem &@uf3eren
Antrieb der Stromung basieren, der die Ausbildung der beabsichtigten Stromungsfelder nach
sich zieht [Gailitis et al. 2003; Stefani et al. 2008]. Aus diesem Grund soll mit Hilfe des
geplanten Préizessionsexperimentes untersucht werden, wie die Rotation um zwei nichtparallele
Achsen zur Entstehung der Geschwindigkeitsfelder und damit ebenfalls zur Magnetfeldauspra-
gung fiihrt.

Hierbei bildet die Erde mit ihrer Uberlagerung aus Rotation und Priizession den Ausgangspunkt
fiir die Konzipierung des Versuchsaufbaus, welcher in Abbildung 1.1 dargestellt ist. Innerhalb
eines Tages dreht sich die Erde einmal um ihre Achse, was der Rotationsbewegung entspricht.
Die Erdachse, welche um etwa 23° gegeniiber der Ekliptikebene geneigt ist, rotiert zusitzlich
innerhalb von circa 25.800 Jahren einmal um die Ebenennormale. Diese Prizessionsbewegung
bewirkt hohe gyroskopische Lasten auf das fliissige Metall im dufleren Erdkern, was wiederum
als maBgebliche Ursache fiir die ausgeprigten Stromungsfelder gilt [Giesecke et al. 2014].

—

wq

Rotationsbehélter

Rotierende
Plattform

Schwenkrahmen

N |

. | A | ~
! | [ [T~
i i I = sl :

Abbildung 1.1 Aufbau der geplanten Versuchsanlage.

Die dadurch hervorgerufenen schraubenformigen Stromungen des Fluides induzieren in
Verbindung mit einem anféinglichen schwachen Magnetfeld einen elektrischen Strom, welcher
wiederum aufgrund der spezifischen Ausprigung des Geschwindigkeitsfeldes das vorhandene
Magnetfeld verstiarkt. Wenn der Verstirkungsfaktor gegen unendlich strebt, kann von einer
Selbsterregung des Magnetfeldes gesprochen werden [Stefani et al. 2018].
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Den Ausgangspunkt fiir die Beschreibung bilden die Maxwell‘schen Gleichungen [Stefani et
al. 2008; Henke 2015]. Mit der magnetischen Flussdichte B , der Permeabilitidtskonstante des
Vakuums p, der elektrischen Leitfihigkeit k und dem Geschwindigkeitsvektor ¥ lassen sich

diese zu
0B o1
— =Vx (¥ xB)+—AB, (1.1)
at oK

zusammenfassen, wobei der erste Summand auf der rechten Seite einen Advektionsterm und
der zweite einen Diffusionsterm darstellt [Stefani et al. 2008]. Ein Anwachsen des Magnetfel-
des erfordert somit, dass der aus der Stromungsgeschwindigkeit bedingte Anstieg der magneti-
schen Flussdichte die Abnahme durch diffusive Prozesse iibersteigt, woraus sich die
magnetische Reynoldszahl R,

Ry, = poklv (1.2)

ableiten lasst. Hierin charakterisiert [ eine typische Abmessung und v stellt die charakteristische
Stromungsgeschwindigkeit dar. Fiir den angestrebten exponentiellen Anstieg des erzeugten
Magnetfeldes muss ein Wert R,; = 10 ... 1000 erreicht werden [Gailitis et al. 2002], woraus
sich drei wesentliche Forderungen an das Experiment ableiten:

1. Das verwendete Fliissigmetall sollte eine groBtmogliche elektrische Leitfdhigkeit k aufwei-
sen.

2. Die Abmessungen der Versuchsanlage sind im Rahmen des technisch realisierbaren so grof3
wie moglich zu wihlen, wobei die Ausfithrung der zwei Rotationsbewegungen gewihrleis-
tet werden muss. Im Vergleich zur Erde beispielsweise ergibt sich jedoch eine im Experi-
ment umsetzbare charakteristische Abmessung, die mehrere Groenordnungen geringer
ausfillt.

3. Die Rotationsgeschwindigkeiten miissen gerade vor dem Hintergrund der in Punkt 2 disku-
tierten Limitierungen sehr hoch gewihlt werden, um eine ausreichende Stromungsge-
schwindigkeit zu erhalten. Daraus resultieren wiederum starke Beanspruchungen der
Versuchsanlage, welche durch eine geeignete Topologiegestaltung zu minimieren sind, um
ein Versagen mit den damit verbundenen Risiken zu verhindern.

Vor diesem Hintergrund eignet sich Natrium besonders fiir die Versuche. Es weist neben einer
hohen elektrischen Leitfdhigkeit eine geringe Dichte und einen niedrigen Schmelzpunkt auf,
sodass einerseits die auf die Struktur wirkenden Tréagheitslasten moglichst gering ausfallen und
andererseits die Versuche in einem Temperaturbereich zwischen 110 °C und 170 °C durchge-
fiihrt werden konnen.

1.2.2 Aufbau der Anlage

Das zentrale Element der Versuchsanlage, welche in Abbildung 1.1 dargestellt ist, bildet der
Rotationsbehilter, dessen Aufbau Abbildung 1.2 zeigt. Er soll mit etwa 8 t fliissigem Natrium
gefiillt werden und besteht aus einem zylinderféormigen Experimentiervolumen in der Mitte,
das einen Durchmesser und eine Linge von 2 m aufweist, sowie zwei konischen Endstiicken.
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Der Rotationsbehilter mit einer Eigenmasse von ungefihr 22 t soll sich mit einer maximalen
Winkelgeschwindigkeit |@w;| = 62,83 s' um seine Lingsachse drehen, was einer Rotations-
frequenz von 10 Hz entspricht. Dies bildet die Erdrotation um die Erdachse nach. Dariiber
hinaus befindet sich der Rotationsbehilter auf einer Plattform, welche in Analogie zur Erdpri-
zession ebenfalls rotiert, wobei die hochstmogliche Winkelgeschwindigkeit hier
|&,| = 6,283 s! betragen soll, was dquivalent zu einer Umdrehung pro Sekunde ist. Infolge-
dessen ergibt sich ein maximales gyroskopisches Moment von 8 - 10° Nm, weshalb das Funda-
ment iiber sieben Sdulen in einer Tiefe von 22 m im Granitgestein verankert werden musste.
Mit Hilfe eines Schwenkrahmens lédsst sich der Winkel zwischen den beiden Winkelgeschwin-
digkeitsvektoren im Intervall [45°; 90°] in 5°-Schritten variieren. Durch Richtungsumkehr der
Plattformrotation ldsst sich der Bereich auf das Intervall [45°; 135°] erweitern. Das Verhiltnis
der Winkelgeschwindigkeiten soll nachfolgend als Prézessionsrate 1
@,

=180 (1.3)
bezeichnet werden. Bei abgeschalteter Prizession betrigt die Prizessionsrate folglich n = 0,0
und bei maximaler Prizessionsfrequenz ergibt sich ein Wert von n = 0,1.

Sensorflansch Zylindrisches Experimentiervolumen

Festlagerseite Loslagerseite

Ausfahrbare Fliigel Kompensator

Abbildung 1.2 Schnittdarstellung des Rotationsbehdlters.

Die gewiinschten Stromungen sollen sich innerhalb des zylindrischen Experimentiervolumens
entwickeln [Giesecke et al. 2015, 2018]. Dabei hingt die Ausbildung des Geschwindigkeitsfel-
des maligeblich von der gewihlten Prizessionsrate ab. Wihrend fiir n = 0,0 das Fluid
nidherungsweise eine Starrkorperrotation ausfiihrt, bildet sich bei niedriger Prizessionsrate eine
laminare Stromung aus, welche bei weiterer Steigerung abrupt in eine turbulente wechselt
[Stefani er al. 2015]. Insgesamt 40 Sensorflansche (vgl. Abbildung 1.2) ermdoglichen einen
Zugang fiir die bendtigte Messtechnik im Bereich des Zylindermantels, wobei hier neben dem
Magnetfeld auch die Temperatur sowie die Druckverteilung ermittelt werden sollen. Zwei
argongefiillte Kompensatoren in den konischen Endstiicken verhindern einen Anstieg des
Innendrucks aufgrund der thermischen Expansion des Fluides. Acht ausfahrbare Fliigel erlau-

ben einen zusitzlichen Antrieb der Stromung, allerdings werden diese nur fiir ausgewéhlte
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Experimente eingesetzt, da im Wesentlichen auf eine duBlere Beeinflussung des Natriums
verzichtet werden soll.

Da sich fliissiges Natrium im Havariefall beim Kontakt mit dem in der Luft befindlichen
Wasserdampf entziindet, sind sehr hohe Sicherheitsanforderungen an die Versuchsanlage zu
stellen. Deshalb befindet sich das Experiment in einem separaten Containment, welches
komplett mit Edelstahl ausgekleidet ist, weil aufgrund der auftretenden chemischen Reaktion
ein Kontakt mit Beton vermieden werden muss. Des Weiteren verfiigt das Containment iiber
eine Argonloschanlage, welche den gesamten Raum innerhalb von zwei Minuten mit 15t
fliissigem Argon fluten kann, dessen Verdampfung einerseits die Temperatur stark absenkt und
das andererseits die Luft verdringt und den Brand erstickt. Dennoch erweist sich eine betriebs-
feste Auslegung der Anlage als unabdingbar, um sowohl die Gefihrdung von Menschenleben
als auch die finanziellen Risiken, welche aus einer Havarie resultieren, auf ein Minimum zu
reduzieren. AuBBerdem werden zur Prézisierung der Lastannahmen zunédchst Versuche mit
Wasser anstatt des Natriums durchgefiihrt. Einen Uberblick iiber den Ablauf des Festigkeits-
nachweises geben Rother und Beitelschmidt [Rother & Beitelschmidt 2017].

1.2.3 Untersuchter Lastfall

Ungeachtet der hohen Beanspruchungen im Betrieb stellt bereits die Vorbereitung der Experi-
mente eine Herausforderung dar. Das Natrium wird in externen Tanks aufgeschmolzen und ein
Erstarren wihrend des Einfiillens in den Rotationsbehilter muss unbedingt vermieden werden,
da sich sonst unter Umstidnden Hohlrdume bilden, welche eine nicht zu beherrschende Unwucht
wihrend der Rotation nach sich ziehen konnen. Demzufolge muss der Behilter vorgewéarmt
werden, wobei alle Oberflidchen, die mit dem Fluid in Kontakt stehen, angesichts der Schmelz-
temperatur des Natriums von 97,8 °C eine Mindesttemperatur von 110 °C aufweisen sollen
[VDI 2013]. Mit dem Ziel jegliche chemische Reaktion zwischen dem in der Luft befindlichen
Wasserdampf und Natrium zu vermeiden, ist der Rotationsbehélter wihrend der Standzeiten
mit Argon gefiillt.

Das Vorwidrmen erfolgt iiber auf dem Behéltermantel, im Konusbereich und in den
Kompensatoren applizierte Heizfolien, deren Verteilung Abbildung 1.3 zeigt. Limitiert wird
die Heizflichenbelegung einerseits durch die zur Verfiigung stehenden einfachen Heizfo-
liengeometrien und andererseits dadurch, dass ein Kontakt mit dem Natrium unzulissig ist.
Dies erschwert insbesondere in Verbindung mit der geringen Wirmeleitfihigkeit des verwen-
deten austenitischen Edelstahls 1.4571 von 15 W(mK)! eine gleichmiBige Erwirmung und
kann zu einem iibermiBigen Anstieg der Temperatur im Bereich der Heizfolien fiihren,
wihrend sich vor allem die inneren Stirnwénde zur Abtrennung des zylindrischen Mittelteils
von den Konen nur duflerst langsam erwdrmen. Zur Vermeidung von Ausféllen der installierten
Messtechnik darf nirgendwo eine Temperatur von 250 °C iiberschritten werden. Dariiber hinaus
muss ein Strukturversagen infolge der aus den entstehenden Temperaturgradienten resultieren-
den thermischen Spannungen sicher ausgeschlossen werden. Dies macht eine simulationsba-
sierte Untersuchung des Vorwédrmprozesses unumginglich.
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Abbildung 1.3 Schnittdarstellung des Rotationsbehilters mit Heizfldchenbelegung (rot).

Hierbei muss ein Kompromiss zwischen verschiedenen Zielstellungen gefunden werden. Zum
einen sollen die Vorwidrmzeiten moglichst kurz ausfallen, um die Warmeabfuhr an die Umge-
bung und somit den erforderlichen Energieeintrag gering zu halten, zum anderen wird zur
Reduzierung der thermischen Beanspruchungen eine moglichst gleichmiBige Temperaturver-
teilung angestrebt, was eine Optimierung der eingebrachten Heizleitung erfordert. Des
Weiteren erweisen sich zahlreiche Modellparameter, wie beispielsweise der Wiarmeiibergangs-
koeffizient zur Beschreibung der Konvektion an der Behilteraulenseite oder der die
Wiirmestrahlung charakterisierende Emissionsgrad, als unsicher. Deshalb soll deren Einfluss in
umfangreichen Parameterstudien erfasst werden. Dies fiihrt schlieBlich zu einer hohen Anzahl
durchzufithrender Einzelsimulationen, sodass der individuelle Berechnungsaufwand gering
gehalten werden muss, was ein moglichst schnell zu I6sendes Modell erfordert.

1.2.4 Bedeutung der Wirmestrahlung

In vielen Anwendungsfillen leistet die Wiarmestrahlung nur bei sehr hohen Temperaturen, wie
zum Beispiel im Falle von Verbrennungsprozessen, einen signifikanten Beitrag zum Gesamt-
wirmestrom [Polifke & Kopitz 2005]. Sind die anderen Warmetransportmechanismen jedoch
stark eingeschrinkt, ist die Wirmestrahlung schon bei niedrigeren Temperaturen von Bedeu-
tung. Im vorliegenden Anwendungsfall weist der verwendete Edelstahl eine geringe Wérme-
leitfahigkeit auf und die Inneneinbauten des Rotationsbehilters sind nur iiber verhiltnismaBig
diinne, lange Bleche mit dem Auflenmantel verbunden, was den konduktiven Wirmetransport
stark limitiert. AuBerdem rotiert der Behélter wihrend des Vorwédrmprozesses nicht, sodass der
Wirmeiibergang an die Umgebungsluft an der AuBlenseite und das Argon an der Innenseite
durch freie Konvektion bestimmt werden. Aus diesen Griinden ist die Vernachlédssigung der
Wiirmestrahlung hier nicht zul&ssig.
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Dies soll nachfolgend anhand einer Beispielsimulation, welche fiir den untersuchten Vorwérm-
prozess als repréisentativ gelten kann, illustriert werden. Die genauen Randbedingungen und
das verwendete Modell sind in Kapitel 2.4 dargestellt. Fiir die vier in Abbildung 1.4 gezeigten
Baugruppen des Rotationsbehilters werden die eingehenden und abgegebenen Wirmestrome
dokumentiert. Hierbei wird zwischen der Wirmezufuhr durch die Heizfolien, der Wirmelei-
tung und dem Wirmetransport durch Konvektion, Warmestrahlung an die Umgebung sowie
Wirmestrahlung zwischen Bauteilflichen unterschieden. Die daraus resultierende Netto-
wirmeleistung fithrt aufgrund der Wirmekapazitit der Baugruppen zu einer definierten
Temperaturdnderung. Abbildung 1.5 fasst die Ergebnisse zusammen.

Zylindermantel / '
AuBenring
Zylinderstirnwand

Kompensatorstirnwand — Rippenstruktur

Abbildung 1.4 Bauteile zur Auswertung der Wirmestromanteile.

Im Bereich des Zylindermantels (hellblau) wird die Wiarmezufuhr durch die Heizleistung der
applizierten Heizfolien bestimmt, was vor allem am Anfang zu einem starken Temperaturan-
stieg fithrt, wie der Anteil der Wirmekapazitit verdeutlicht. Der Nettowédrmetransport durch
Wirmeleitung liegt nahe null, da auch der angrenzende Ubergangsbereich zwischen Zylinder
und Konus durch die Heizfolien erwirmt wird, sodass die auftretenden Temperaturgradienten
minimal ausfallen. Die Wirmeabgabe wird durch die Wirmestrahlung zur Umgebung und die
Konvektion geprigt. Unter Beachtung der unterschiedlichen Diagrammskalierung fiir die vier
Baugruppen erweist sich die Wirmeabgabe durch Wiarmestrahlung auf andere Bauteile als
durchaus relevant.

Die Wirmezufuhr am AuBenring der Zylinderstirnwand (rot) wird malgeblich durch die
Wiirmestrahlung bestimmt, wohingegen der Anteil der Wirmeleitung deutlich geringer ausfallt.
Insbesondere aus dem Zylinderbereich und dem Ubergangsbereich zwischen Zylinder und
Konus wird Wirme durch Strahlung zugefiihrt.

Der Kompensator und der an diesem befestigte Teil der Zylinderstirnwand (dunkelblau) erwér-
men sich einerseits aufgrund der direkt durch die applizierte Heizung zugefiihrten Wirmeleis-
tung und andererseits gerade am Anfang in nicht vernachldssigbarem Malle durch Wérmestrah-
lung vorrangig im mittleren Zylindervolumen. Je mehr die Temperaturverteilung sich dem
stationdren Endwert annéhert und somit der Anteil der Warmekapazitét gegen null strebt, desto
groer wird die Warmeleistung, die mittels Warmestrahlung abgefiihrt wird.
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Abbildung 1.5 Aufteilung der Wirmestrome fiir ausgewéhlte Baugruppen des Rotationsbehilters.

Auch die abschlieBende Betrachtung der Rippenstruktur (orange) zur Befestigung der mittleren
Zylinderstirnplatte veranschaulicht die Bedeutung der Wirmestrahlung, sodass sich deren
Beriicksichtigung fiir den betrachteten Vorwiédrmprozess als essentiell erweist und eine

Vernachlidssigung mit erheblichen Fehlern einherginge.
1.3 Zielstellung und Herangehensweise

Die simulationsbasierte Untersuchung des beschriebenen Vorwidrmvorgangs fiir den Rotations-
behilter stellt das Ziel dieser Arbeit dar. Hierzu werden das thermische und das mechanische
Feldproblem, welche in dieser Arbeit aufgrund der vernachldssigbaren Riickwirkung des
Verschiebungsfeldes auf das Temperaturfeld nur einseitig gekoppelt sind, mit Hilfe der Finite-
Elemente-Methode diskretisiert. Die Ermittlung der thermischen Beanspruchungen bedingt
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dabei einen hohen Detaillierungsgrad des Modells und somit einen sehr groen Systemfrei-
heitsgrad. In Verbindung mit der Beriicksichtigung der aus der Warmestrahlung resultierenden
Nichtlinearitat fiihrt dies zu langen Rechenzeiten. Bereits eine einzige transiente Analyse des
Temperaturfeldes dauert deutlich mehr als 1 h. Infolgedessen lassen sich die angestrebten
Parametervariationen nicht innerhalb eines praktikablen Zeitrahmens realisieren.

Zur Verminderung des Freiheitsgrades und damit zur Verkiirzung der benotigten Berechnungs-
dauer wird die Modellordnungsreduktion verwendet, welche das urspriingliche System in einen
niedrigdimensionalen Unterraum projiziert. Hierzu wird zunéchst die Nichtlinearitéit in den
Lastvektor integriert, sodass die Standardverfahren der linearen Modellordnungsreduktion, wie
beispielsweise die in dieser Arbeit genutzten Krylov-Unterraummethoden (engl. Krylov
Subspace Methods), auf die jetzt linearen Systemmatrizen angewendet werden konnen.

Jedoch ergibt sich insbesondere fiir thermische Modelle, in denen die Lasteinleitungsstellen
durch Konvektion und Wirmestrahlung iiber die gesamte Oberfliche oder zumindest grof3e
Bereiche selbiger verteilt sind, die Herausforderung, dass ein Grofteil der Knoten des Finite-
Elemente-Modells einen Systemeingang darstellt. Da die erreichbare minimale reduzierte
Systemdimension fiir eine Vielzahl der Reduktionsmethoden proportional zur Anzahl der
Systemeinginge bzw. -ausginge ist, erfolgt im ersten Schritt zunéchst eine Eingangsreduktion.

Unabhingig von der Reduktion der Systemmatrizen muss der aus der Wirmestrahlung resul-
tierende Lastterm im urspriinglichen Vektorraum berechnet werden. Somit umfasst jeder
Berechnungsschritt eine Expansion des reduzierten Zustandsvektors, die Auswertung der
Nichtlinearitdt in der Ausgangsdimension und eine Reduktion des sich daraus ergebenden
Lastvektors, was die erzielbare Zeitersparnis begrenzt. Methoden der Hyperreduktion, wie die
Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM), schaffen hier Abhilfe, indem die Berechnung
der Warmestrome infolge Wirmestrahlung auf wenige, moglichst optimal gewéhlte Freiheits-
grade beschrinkt wird.

Allerdings basieren diese Verfahren ebenso wie einige Methoden der Eingangsreduktion auf
der Kenntnis des Systemverhaltens anhand von Beispielsimulationen unter Verwendung
ausgewihlter Parametersitze. Dies zieht einen nicht unerheblichen Rechenaufwand im Vorfeld
der eigentlichen Reduktion nach sich, im Gegenzug vermindern sich aber die Simulationszeiten
des reduzierten Modells noch einmal drastisch. Deshalb werden in dieser Arbeit Verfahren
vorgestellt, welche je nach Aufgabenstellung eine gezielte Abwidgung innerhalb dieses Ziel-
konfliktes bei gleichzeitiger Beibehaltung einer geringen Abweichung zwischen reduziertem
und nicht reduziertem Modell zulassen. Demzufolge kénnen entweder die Rechenzeiten in der
Offline-Phase, also die Anzahl der durchzufiihrenden Beispielsimulationen, oder die in der
Online-Phase minimiert werden, was mit den Simulationszeiten des reduzierten Modells
korrespondiert. Der beschriebene Ablauf ist in Abbildung 1.6 dargestellt.
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Finite-Elemente-Gleichungssystem
grof3e Dimension
viele Eingénge

Eingangsreduktion
| Modellordnungsreduktion

y

Reduziertes System
geringe Dimension
wenige Eingiinge

! ! ! Hyperreduktion
Rechenzeit | Nicht reduziert Reduziert Hyperreduziert
Offline-Phase entfallt gering hoch
Online-Phase extrem hoch mittel gering

Abbildung 1.6 Ablauf der Modellordnungsreduktion.

1.4 Aufbau der Arbeit

Die Gliederung dieser Arbeit orientiert sich an dem in Abbildung 1.6 gezeigten Schema. Dazu
werden zunichst in Kapitel 2 ausgehend von den Bilanzgleichungen, den Verschiebungs-
Verzerrungsbeziehungen sowie den konstitutiven Gleichungen die partiellen Differentialglei-
chungen zur Beschreibung des thermomechanischen Feldproblems abgeleitet. Im Anschluss
daran erfolgt die Diskretisierung mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode. Danach werden die
verwendeten Erprobungsmodelle vorgestellt.

Kapitel 3 widmet sich der Modellordnungsreduktion der Zustandsgleichungen und beginnt mit
den zugehorigen Grundlagen. Aufbauend darauf werden in den néchsten Abschnitten verschie-
dene Reduktionsmethoden erldutert, beginnend mit der Guyan-Reduktion, welche vorrangig fiir
das quasistationdre mechanische Feld zum Einsatz kommt, gefolgt von der modalen Reduktion,
den Krylov-Unterraummethoden und der Proper Orthogonal Decomposition (POD).

Die Reduktion der Anzahl der Systemein- und -ausginge ist Gegenstand von Kapitel 4. Neben
Verfahren fiir synchrone Lasten werden auch solche, die sich im Falle nichtlinearer Abhiingig-
keiten der Lasten von den Zustandsvariablen anwenden lassen, vorgestellt. Hierzu wird eine
auf der Singulidrwertzerlegung basierende Methode, welche mit einer minimalen Anzahl an
Trainingsdaten auskommt, vorgeschlagen.

Mit dem Ziel den numerischen Aufwand fiir die Auswertung der Nichtlinearitét zu verringern,
stellt Kapitel 5 Verfahren der Hyperreduktion vor, wobei hier der Fokus auf der Discrete
Empirical Interpolation Method liegt. Diese wird im Anschluss auf das Warmestrahlungsprob-
lem angewendet, um die Simulationszeiten auf ein Minimum zu reduzieren. Die Arbeit schlief3t
mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick in Kapitel 6.
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2 Thermomechanisches Feldproblem

Die Ermittlung der Temperaturverteilung und der mechanischen Beanspruchungen erfordert
die Losung des entsprechenden thermomechanischen Feldproblems. Hierzu wird in diesem
Kapitel ausgehend von den mechanischen und thermodynamischen Bilanzen unter Beriicksich-
tigung der Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen sowie der konstitutiven Gleichungen eine
allgemeine Beschreibung des Feldproblems abgeleitet. Durch Einarbeitung der Anfangs- und
Randbedingungen folgt somit die zu losende Anfangs-Randwertaufgabe. Abgesehen von
einigen Spezialfillen lédsst sich jedoch keine geschlossene globale Losung fiir dieses System
partieller Differentialgleichungen finden. Deshalb erfolgt mit der Finite-Elemente-Methode
eine Ortsdiskretisierung und damit die Uberfiihrung in ein System gewohnlicher Differential-
gleichungen. Ein besonderer Fokus liegt hierbei auf der Beriicksichtigung der Warmestrahlung.
In vielen Fillen erweist sich eine riickwirkungsfreie einseitige Kopplung zwischen dem
thermischen und mechanischen Feldproblem als ausreichend genau, da sowohl die aus der
Verzerrungsgeschwindigkeit resultierende Erwidrmung als auch die globalen geometrischen
Anderungen vernachlissigbar sind. Das zur Berechnung der sich daraus ergebenden Tempera-
turverteilung entwickelte auf MATLAB basierende Werkzeug wird in Anhang A vorgestellt
und die genutzten Anwendungsbeispiele sind Gegenstand von Kapitel 2.4.

2.1 Grundgleichungen

Die nachfolgenden mechanischen und thermischen Bilanzgleichungen lassen sich alle auf eine
gemeinsame allgemeine Gleichungsform zuriickfithren [Altenbach 2015]. Betrachtet wird
hierbei die Bilanzgroie YI'(t), wobei hier im Folgenden funktionale Abhéngigkeiten stets durch
spitze Klammern gekennzeichnet sind. Der hochgestellte Index y > 0 gibt die Stufe des Tensors
an. Die vom Ortsvektor X in der Momentankonfiguration und der Zeit t abhéngige massebezo-
gene Dichteverteilung von YI'(t) innerhalb des Volumens V sei mit Y¥(X, t) bezeichnet. Wird
nun die zeitliche Anderung der Bilanzgrof3e betrachtet, so kann diese zwei Ursachen haben, und
zwar einerseits einen Fluss YTI(X, t) iiber die Oberfliche A mit dem Normalenvektor 7(X, t)
sowie andererseits einen Zuwachs im Inneren des Volumens YZ(X, t), welcher entweder aus
Quellen und Senken oder aus Fernwirkungen resultiert. Damit ergibt sich unter Nutzung der
Dichte p [Altenbach 2015]

D D R R
D—tYI"(t) = D_tf Y@(x,t)p(x,t)dV
v 2.1)
- j A £) - YPUIGE, ¢ dA + J YE(Z t) dV.
A %4

Diese allgemeine Form der Bilanzgleichung lésst sich nun auf die verschiedenen mechanischen
und thermischen Bilanzgroen anwenden, wobei sich die nachfolgenden Ausfiithrungen an
Altenbach orientieren [Altenbach 2015]. Dabei soll im Folgenden auf die Einstein’sche
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Summationskonvention zuriickgegriffen werden, wonach iiber doppelt auftretende Indizes zu

summieren ist.
2.1.1 Massebilanz

Bei Betrachtung eines materiellen Volumens erfolgt weder ein Masseaustausch iiber die Ober-
fldche noch tritt eine Masseproduktion oder -zufuhr im Inneren auf. Aufgrund dessen bleibt die
Masse m konstant und die einzelnen Groflen in (2.1) ergeben sich entsprechend Tabelle 2.1.

Tabelle 2.1 BilanzgroBen der Massebilanz.

Y r{t) Y(X,t) Iz t) (%, t)
0 m 1 0 0

Somit resultiert die Massebilanz in der Form

Dm D

Dt Dt
4

welche sich unter Auswertung der materiellen Zeitableitung und Anwendung der Produktregel
der Differentiation sowie der Identitit (dV) = v;;dV miti = 1, 2, 3 in die lokale Kontinuitits-
gleichung

dp

at
tiberfiihren ldsst. Hierbei stellt ¥ den Geschwindigkeitsvektor dar.

+ (pv); =0 (2.3)

2.1.2 TImpulsbilanz

Die Anderung des Impulses p{(¥, t) kann aus Volumenlasten im Inneren des Korpers f V(% t)
oder aus Flachenlasten auf dessen Oberflédche resultieren. Dabei bilden letztere den Spannungs-

vektor £(%, t), welcher sich gemil

durch den Cauchy’schen Spannungstensor a (X, t) ausdriicken ldsst. Einzelkrifte gehen hieraus
im Grenziibergang dA — 0 hervor. Analoges gilt fiir Linienlasten mit nur einer infinitesimalen
Abmessung. Fiir (2.1) folgen damit die in Tabelle 2.2 dargelegten Zusammenhénge.

Tabelle 2.2 Bilanzgrofen der Impulsbilanz.

v ) Pz, t) (%, t) E(X, t)
1 pix, t) VX, t) o(X, t) £V, t)

Die Impulsbilanz

Dt Dt
v A

D D v
—pi=—Jvl-pdV=fnjaﬁdA+in dav (2.5)
v
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mit i,j = 1, 2, 3 kann unter Nutzung des Gaul3’schen Integralsatzes, welcher das Oberfldachen-
integral in ein Volumenintegral umwandelt, in die Form

Dt
14 14

D \'
14

iberfiihrt werden. Daraus resultiert die lokale Beschreibung
Die Beriicksichtigung geschwindigkeitsproportionaler Ddmpfung ist hierbei als Volumenlast
A 2.8)

moglich, wobei § die Ddmpfungskonstante darstellt.
2.1.3 Drehimpulsbilanz

In der hier gezeigten Bilanzierung des Drehimpulses Z(J?, t) sollen weder fldchen- noch volu-
menbezogene Momentendichten zugelassen werden [Balke 2010]. Durch Einsetzen der Bilanz-

groflen nach Tabelle 2.3 in (2.1) folgt somit

D D

ELL' = Ef XjVk&Ejki P dV = ]xjnlalksjki dA + j xjfkvgjki dv. (29)

14 A 4
Darin stellt g;;,; das Permuationssymbol als speziellen antisymmetrischen Tensor 3. Stufe dar,
welcher zur Uberfiihrung des Kreuzproduktes in die Indexschreibweise dient und definiert ist
als [Iben 1999]
1 Jj, ki zyklischl,2,3
Ejki = {—1 j,k,i antizyklisch 1,2, 3 (2.10)
0 sonst.

Tabelle 2.3 Bilanzgrofen der Drehimpulsbilanz.

% I'(t) Y%, t) n(x,t) (%, t)
1 L(Z,t) % X B(Z, t) —(0(%,t) X %) % x fV(%,t)

Fiir die linke Seite von (2.9) gilt

D . . :
—J XjVy&jki p AV = (xjvk + xjvk) Eirip dV + J XV Ejki (pdV)
v

Dt
v v (2.11)

= f XUk p AV,
v
da mit %; = v; und somit ¥ X ¥ = 0 sowie der Masseerhaltung (pdV)" = 0 der erste und dritte
Summand verschwinden. Durch Anwendung des Gauf3’schen Integralsatzes ldsst sich das Ober-

flachenintegral als

ijnlalkejki dA = f(xjo-lkgjki)’l av = ij,lffzkgjki + X0y 1Eki AV (2.12)
2 v v
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schreiben. Nach Einsetzen von (2.11) und (2.12) in (2.9) folgt

ij,lglkgjki + xjfjki(Pf’k L fkv) av =0. (2.13)
4
Da der eingeklammerte Term der Impulsbilanz (2.7) entspricht, verkiirzt sich die lokale Form
von (2.13) unter Nutzung von x;; = §; mit dem Kronecker-Symbol §;; = 1 fiir j = [ sowie

8j; = 0 fiir j # [ [Iben 1999] zu

Oik€jki = 0 & gj = 0y, (2.14)

woraus die Symmetrie des Spannungstensors folgt.
2.1.4 Energiebilanz

An dieser Stelle soll lediglich die Anderung der mechanischen und der thermischen Energie,
also der kinetischen Energie und der spezifischen inneren Energie u(X, t), infolge der Leistung
duBerer Lasten sowie der zugefiihrten Wirme betrachtet werden. Die Gesamtenergie des
Systems sei E. Der Wiarmestromvektor an der Oberfldache wird mit 71(3?, t) bezeichnet, wihrend
die Wirmequellen im Inneren iiber rV(¥,t) beschrieben werden. Kopplungen mit anderen
Feldern, welche im Sinne der Energieerhaltung urséchlich fiir die auftretenden Quellterme sind,
werden nicht beriicksichtigt. Damit lassen sich die Bilanzgroen geméf Tabelle 2.4 definieren.

Tabelle 2.4 BilanzgroBen der Energiebilanz mit v = (X, t).

14 r{t) (X, t) (%, t) (%, t)
0 E

DB+ u@t) o®t)-B-hEGt) fYEL-B+rVE L)

N =

Durch Einsetzen in (2.1) erhilt man
D D 1 v v
5eE = or (Evivi + u) pdV = Jnj(ajivi +h)dA + Jfl- vi+rVdv. (215

4 A 14

In der lokalen Formulierung folgt daraus nach Differentiation der Gesamtenergie und Anwen-

dung des Gauf3’schen Integralsatzes auf das Oberflachenintegral

vipf]i + pu = V;0j; j + Vi, j0ji — hj'] + Uifiv + rV. (216)
Unter Beachtung der Impulsbilanz (2.7) verbleibt

pu = O-jivi,j - h],] + T'V. (217)

2.1.5 Entropiebilanz

Abschlielend dient die Bilanz der Entropie S der Beriicksichtigung des 2. Hauptsatzes der Ther-
modynamik, wonach die Entropie innerhalb eines Systems nicht abnimmt. Mit der spezifischen
Entropie s und der absoluten Temperatur 8 (8 > 0) ergeben sich zu (2.1) die Analogien in
Tabelle 2.5, wenn die Entropiestrome und -quellen wie im vorliegenden Fall ausschlieBlich aus
der Wirmezufuhr resultieren [Ulbricht 1997].
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Tabelle 2.5 Bilanzgrofen der Entropiebilanz.

14 r(t) Y(x,t) Iz t) (%, t)
1- 1
O S _ - - V/=2
S eh(x, t) HT (x, t)

Die Entropieungleichung

D D ]
D_tS:D_t spdV = — f dA+f—dV (2.18)
4
geht unter Nutzung des Gauf3’schen Integralsatzes und nach Multiplikation mit 6 in die lokale
Form
1
pBs = —h;; + ghje,j + 7Y (2.19)

tiber. Nach Einfithrung der freien Helmholtz’schen Energie f = u — 6s resultiert aus (2.17) mit
i = f + 6s + $6 und dem Streckgeschwindigkeitstensor D; ;=05 (vi, i+ vj,i)
0;;Dij —p(f +6s)=p8s+h;; —1V. (2.20)

Die linke Seite von (2.20) ldsst sich als Dissipationsfunktion interpretieren, sodass sich fiir
dissipationsfreie Vorgéinge die Energiebilanz in der Form

pOs =—h;; +1rv (2.21)

ergibt [Altenbach 2015]. Damit verkiirzt sich der 2. Hauptsatz der Thermodynamik zu

—@9130 (2.22)

woraus wegen 8 > 0 folgt, dass der Warmestrom stets von Orten hoherer Temperatur zu Orten
niedrigerer Temperatur flief3t.

2.1.6 Kinematik

Die kinematischen Beziehungen stellen einen Zusammenhang zwischen den Verschiebungen
und den Verzerrungen her. Dabei definieren sich der Verschiebungsvektor ¥ mit dem Ortsvek-
tor in der Momentankonfiguration X und in der Referenzkonfiguration X sowie dessen
Ableitungen gemal

U; = Xj _Xi ul' = X'i =7; ul = xl = Ul (223)

Im allgemeinen Fall groer Deformationen ergibt sich der Almansi-Euler-Hamel’sche Verzer-
rungstensor A gy [Altenbach 2015] zu

1
Apgn > (wij + wi — upiue ), (2.24)

ij

dessen linearisierte Formulierung im Falle kleiner Deformationen mit € bezeichnet werden soll

1
L ) )
&ij 2(u11+u”). ( )
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2.1.7 Konstitutive Gleichungen

Vervollstiandigt wird der Gleichungssatz zur Beschreibung des thermomechanischen Feldprob-
lems durch die Materialgleichungen. Hier soll ausschlieBlich einfaches, linear elastisches
Materialverhalten bei kleinen Verformungen und Deformationen betrachtet werden, sodass sich
der Spannungstensor zu

0ij = Ejjri(ex — ayA0) (2.26)

ergibt [Kienzler & Schrdder 2009]. Darin stellt E; j;; den Elastizititstensor 4. Stufe dar und die
Matrix a enthilt die Wirmeausdehnungskoeffizienten auf der Hauptdiagonale. Die Tempera-
turdifferenz AG = 0 — 6, bezieht sich auf die Referenztemperatur 6, fiir welche der Korper
als spannungsfrei angenommen wird. Die spezifische Entropie kann mit der spezifischen
Wirmekapazitit bei konstantem Volumen cy entsprechend

pPCv
S = El-jklal-jskl + H—AH (227)
0
angegeben werden [Kienzler & Schroder 2009]. Dariiber hinaus stellt das Fourier’sche Warme-
leitungsgesetz

einen Zusammenhang zwischen dem Wirmestrom und dem Temperaturgradienten her [Poliftke
& Kopitz 2005]. Die Diagonalmatrix 4 enthilt die im allgemeinen Fall richtungsabhingigen
Wiirmeleitfahigkeiten A;; > 0O fiir i = j, sodass (2.28) keinen Widerspruch zu (2.22) darstellt.
Ein Wirmetransport durch Stofftransport tritt fiir die hier betrachteten Festkorper nicht auf.
Elastisches Material ist dariiber hinaus definitionsgema8 dissipationsfrei.

2.1.8 Rand- und Anfangsbedingungen

Auf dem Rand des Korpers miissen fiir die Feldgro3en, worunter im Falle der Thermomechanik
die Verschiebungen 1 und die Temperaturen 6 zu verstehen sind, oder deren Ableitungen Fest-
legungen getroffen werden. Dabei lassen sich drei Arten von Randbedingungen unterscheiden
[Bathe 2002; Steinke 2015].

e Dirichlet-Randbedingungen (Randbedingungen 1. Art, wesentliche Randbedingungen): Es
erfolgt die direkte Vorgabe der Feldgrofle, also der Temperatur 8 = Ogr,,q bzw. der
Verschiebung u; = Ugrang-

e Neumann-Randbedingungen (Randbedingungen 2. Art, natiirliche Randbedingungen): Dies
entspricht einer Vorgabe des Wirmestroms h senkrecht zur Oberfliche bzw. des Spannungs-
vektors £ an der Oberfliche. Allgemein werden in diesem Fall Ortsableitungen der FeldgroBe
vorgeschrieben. Fiir den Wirmestrom ergibt sich —4;;6 ; = h;, wobei i = j die Oberflichen-
normalenrichtung beschreibt. Der Spannungsvektor an der Oberfliche hédngt gemail
n;oj; = t; zundchst mit den Spannungen zusammen, welche jedoch iiber die konstitutiven
Gleichungen mit den Verzerrungen und ferner iiber die Verschiebungs-Verzerrungs-
Beziehungen mit den Ortsableitungen der Verschiebungen verkniipft sind.
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e Robin-Randbedingungen (Randbedingungen 3. Art): Konvektionsrandbedingungen und
elastische Lagerungen sind in diese Kategorie einzuordnen. Hier gehen sowohl die
ZustandsgroBen selber als auch deren Ableitungen in die Beschreibung ein. Dies lésst sich
am Beispiel der Konvektion veranschaulichen. Der Wiarmestrom hingt direkt von der Ober-
flichentemperatur und der Umgebungstemperatur 6, ab. Die Gleichung nimmt damit die
Form h(0 —6,) = 4;;0; an, in der erneut i =j die Oberflichennormalenrichtung
beschreibt und h den Wirmeiibergangskoeffizienten darstellt [Polifke & Kopitz 2005]. Dies
lasst sich auf die elastische Lagerung mit der Steifigkeit je Flicheneinheit ¢, und der
Verschiebung u,, an der Festseite der Feder in der Form cy(u; — ue) = t; iibertragen,
wobei, wie fiir die Neumann-Randbedingungen dargestellt, der Spannungsvektor mit den
Ortsableitungen der Verschiebung in Zusammenhang gebracht werden kann.

Transiente Analysen erfordern dariiber hinaus noch die Vorgabe der Anfangsbedingungen zum
Zeitpunkt t = t,, also der Anfangstemperaturen Oy, mit Ot = ty) = Ogpap fiir das thermi-
sche Feldproblem und der Anfangsverschiebungen 1, mit U(t = t,) = U, sowie der Anfangs-
geschwindigkeiten ¥, mit ¥(t = t,) = ¥, fiir das mechanische Feld.

2.1.9 Anfangs-Randwertaufgabe

Die Massebilanz ist fiir die betrachteten kleinen Deformationen in Verbindung mit der materi-
ellen Beschreibung immer erfiillt und aus der Drehimpulsbilanz folgt die Symmetrie des
Spannungstensors. Des Weiteren konnte die Konsistenz zwischen dem Fourier’schen Warme-
leitungsgesetz und dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik gezeigt werden, sodass die Impuls-
bilanz (2.7) und die Energiebilanz in der Form (2.21) verbleiben. Setzt man darin unter
Beriicksichtigung der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen (2.25) die Materialgleichun-
gen (2.26) bis (2.28) ein, so ergibt sich das Gleichungssystem

. 1 v
pi; — Eiji (E (wpj + wrpj) — aklAe,j> = f;
1 . , (2.29)
,09 (EEijklaij(uk,l + ul,k) + H_OAH) + (—AinJ)’i =r1r".

Zusammen mit den Anfangs- und Randbedingungen definiert dieses die Anfangs-Randwert-
aufgabe. Fir kleine Temperaturdnderungen A0 < 6 kann (2.29) linearisiert werden mit
0 =06, A0 = 6 und 0= 6_',]-, sodass gilt:

i, — E:: 1( 4 .)_ g.)=¢fV
pu; ijkl\5 Ug1j T Upgj V| = fi
(2.30)

1 _ _
pP (E Eijklaijeo(uk,l + ul,k) + Cve) + (_Aijg,j)'i = TV.

2.2 Finite-Elemente-Methode

Nur in wenigen Sonderfillen ldsst sich die Anfangs-Randwertaufgabe analytisch 16sen, ins-
besondere komplexe Geometrien oder Randbedingungen machen eine globale Losung
unmoglich. Deshalb kommen hierbei vielfach Nédherungsverfahren wie die Finite-Elemente-
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Methode (FEM) zum Einsatz. Das sich dabei ergebende Gleichungssystem soll in diesem
Kapitel abgeleitet werden. Dazu ist es allerdings zunichst erforderlich, die Feldgleichungen in
eine Form zu bringen, die einer computerbasierten Losung zuginglich ist.

2.2.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen und Temperaturen

Es werden die virtuellen Verschiebungen §u; und die virtuellen Temperaturen 58 eingefiihrt,
welche sowohl infinitesimal klein als auch mit den wesentlichen Randbedingungen vertriglich
sein sollen [Bathe 2002]. Die Impulsbilanz (2.7) und die Energiebilanz (2.21) nehmen damit
unter Beachtung der in Kapitel 2.1.9 durchgefiihrten Linearisierung die Form

5ul-pili = 6ui0'ji,j + 5uifiv

an. Mit der Produktregel der Differentiation lédsst sich der jeweils erste Term auf der rechten

(2.31)

Seite als

Suioj1; = (6ui051) , — Sy 0y
_ _ ' _ (2.32)
schreiben. Mit Hilfe des Gaul3’schen Integralsatzes kann in der globalen Formulierung das
Volumenintegral in ein Oberfldchenintegral tiberfiihrt werden

v A 4 (2.33)
(60h;) .av = | §0hn;dA = | §0r2 dA,
J) 7
Vv A A

in welchem £/ die Oberflichenlast auf dem Rand und 4 den Wirmestrom senkrecht zur Ober-
flache darstellt. Fiir das Gesamtgleichungssystem ergibt sich nach dem Einsetzen der konstitu-
tiven Beziehungen (2.26) bis (2.28) das Gleichungssystem

f (6uipill- + 824y (e — 000) ) dV = f Su;fA dA + f Sw,fY dv
4 A 4 (2.34)
j (59_,0 (GOEijkla'kléij + Cve_) + 60_']).]19_'1) av = J SH_TA dA + J 59_1"’ dV,

14 A 14

wobei aufgrund der Symmetrie des Spannungstensors 8u; joj; = 6¢;;0;; gilt. Die erste Glei-

chung von (2.34) entspricht dem Prinzip der virtuellen Arbeit.
2.2.2 Voigt’sche Notation

Die bislang verwendete Tensornotation weist den Nachteil auf, dass die Symmetrie des
Spannungs-, Verzerrungs- und Elastizitdtstensors darin keinen Eingang finden, was den
numerischen Aufwand unnétig erhoht. Deshalb erfolgt jetzt der Ubergang zur Vektor-Matrix-
Schreibweise, wobei sich die sechs unabhédngigen Komponenten des Spannungs- und Verzer-
rungstensors auf unterschiedliche Weise in den entsprechenden Vektoren anordnen lassen. Eine
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Variante stellt die Voigt’sche Notation dar [Voigt 1966]. Der Vektor der Spannungen av, der
Verzerrungsvektor €y und der Vektor der Wiarmeausdehnungskoeffizienten ay haben somit die
Form

Oy = [UXX Oyy Ozz Oyz Oz ny]T

gy = [Exx Eyy &y 28y, 28 2&]T (2.35)

ay=[% a4 a 0 0 0],
wobei der Index V fiir die Voigt’sche Notation steht. Die Elastizititsmatrix Ey € R®*® besitzt
im allgemeinsten Fall 21 unabhiingige Konstanten [Balke 2010]. Die Matrix der Warmeleitfa-
higkeiten A € R3*3 behilt ihre Diagonalstruktur und die Verschiebungs-Verzerrungs-
Beziehungen sowie der Temperaturgradient lassen sich iiber die Differentialoperatormatrizen
G, fiir das Verschiebungsfeld und G, fiir das Temperaturfeld darstellen:

I d d
G, = 0 a/ay 0 a/az 0 a/axl

T

3 3 (2.36)
| 0 0 a/az /Oy /ax 0 J

_ [0 ] a, 1"

G = | /ax /Oy /62] y
Aus (2.34) folgt somit

f (81" pii + 61T GLEy (Gl — ary) ) dV = f STV dA + f SUTEY dv
|4 A 14
j (86pcyd + 56GTAGA + 6000, EyGrnii) AV (2.37)

14

= f8§rAdA+f69_rVdV.
2 v

Neben der Voigt’schen Notation existieren noch weitere Varianten zur Anordnung der
Schubspannungen im Spannungsvektor, beispielsweise die nach Nye [Nye 1985], grundlegende
Unterschiede ergeben sich fiir diese jedoch nicht.

2.2.3 Diskretisierung

Mit Hilfe eines Ritz-Ansatzes lassen sich die Verschiebungen und Temperaturen durch die
Matrizen der Ansatzfunktionen N,(X) bzw. N (X¥) und die Koeffizientenvektoren u(t) bzw.
O(t) ausdriicken [Steinke 2015]. Es gilt:

W t) ~ N (Z) u(t), 0(,t) ~ N(¥) 8(t). (2.38)

Der Ansatz kann analog auf die virtuellen GroBen tibertragen werden. Die Herausforderung
liegt hierbei in der Wahl der Ansatzfunktionen, welche im allgemeinen Fall alle Randbedin-
gungen, also sowohl die wesentlichen als auch die natiirlichen, erfiillen miissen. Mit steigender
Anzahl an Koeffizienten strebt die Ndherungslosung gegen die exakte Losung.
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In den meisten praktischen Anwendungsfillen ist die Bestimmung kompatibler Ansatzfunktio-
nen aufgrund der Komplexitit nicht moglich, weshalb hier ein Finite-Elemente-Ansatz zum
Einsatz kommt. Dazu wird das Gesamtgebiet in viele hinreichend kleine Teilvolumina, die
Finiten Elemente, untergliedert, fiir welche sich Ansatzfunktionen finden lassen, welche mit
den wesentlichen Randbedingungen kompatibel sind. In der Regel handelt es sich hierbei um
Polynome erster oder zweiter Ordnung. Die natiirlichen Randbedingungen werden aber nur im
integralen Mittel erfiillt, jedoch verringert sich dieser Diskretisierungsfehler bei Reduzierung
der Elementabmessungen. Die Koeffizientenvektoren entsprechen dann den Knotenverschie-
bungen bzw. den Knotentemperaturen. Fiir ein einzelnes Element, was hier durch den tiefge-
stellten Index e gekennzeichnet werden soll, ergibt sich (2.37) nach Herauskiirzen der virtuellen

Verschiebungen 81 und virtuellen Temperaturen 86 zu

fpeN’rrneNmedV‘ue +fN;[‘neGE‘nEVeGmNmedvue
1%

14 (2.39)

_jN'Il;leGglEVeaVeNtedvae = jN;Fnefé dA+]N'£1ef¥dV
%4 A %4

fpeCVeN;FeNtedV ée +thTthTAthNtedV ae

v v (2.40)
+ f OoN&ay EyeG Ny edV L, = f NLrddA + f NLrYdv.
74 A %4

Mit (2.8) kann die Ddmpfung in (2.39) beriicksichtigt werden.
2.2.4 Thermomechanisches Gleichungssystem

Aufbauend auf (2.39) und (2.40) lassen sich die Elementmatrizen gemif3 Tabelle 2.6 zusam-
menfassen. Daraus resultiert das Gesamtgleichungssystem fiir das Element

Mmmeue + Dmmeue + Kmmeue + Kmteae = fme (241)

Dtteae + KLtteae + Dimelle = Tte- (2.42)
Die spitere Beriicksichtigung der Warmestrahlung bedingt die Verwendung absoluter Tempe-
raturen. In (2.30) erfolgte allerdings die Linearisierung des Temperaturvektors im spannungs-
freien Zustand der Wirmeausdehnung 6,. Beim Ersetzen von 8, durch den Vektor der
Absoluttemperaturen auf Elementebene 0, ergibt sich demzufolge der Term K10, in (2.41),
welcher nachfolgend in den Lastvektor integriert wird und demzufolge nicht mehr explizit in
den Gleichungen auftritt. Im Gegensatz dazu erfordert (2.42) keine Anpassung, da sowohl die

Zeitableitungen als auch die fiir die Wiarmeleitung mafBgeblichen Temperaturdifferenzen
unveridndert bleiben.

Benachbarte Elemente sind an ihren Knoten zur Gewihrleistung der Stetigkeit der Feldgroen
miteinander gekoppelt. Dazu werden die Verschiebungen bzw. Temperaturen der entsprechen-
den Knoten gleichgesetzt [Bathe 2002]. Infolgedessen lésst sich aus den einzelnen Element-

matrizen das Gesamtgleichungssystem assemblieren, welches mit der Nullmatrix 0 die Form
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0tm Ott“u Dtm Dtt] u] [Otm KLtt] 9] ] (2.43)

annimmt und nicht symmetrisch ist.

Tabelle 2.6 Uberblick iiber die Elementmatrizen [Bathe 2002; ANSYS, Inc. 2016].

Zustands- Elementmatrizen nach (2.39) Elementmatrizen nach (2.40)
vektor
Elementmassenmatrix
U, - -
Myme = f PeNmeNmedV
v
. . Matrix der thermoelastischen
Elementdimpfungsmatrix o
Déampfung
e Dpme = f SeNT NpodV
fmme e merme Dipe = J QONtTea\’l;eEVeGmNmedV
v 14
Elementsteifigkeitsmatrix
e T T -
Knme = | NmeGmEveGmNmedV
14
Elementwidrmekapazititsmatrix
b )
Die = | peCveNieNiedV
4
Thermoelastische Steifigkeitsmatrix Elementwiarmeleitfahigkeitsmatrix
0.
Kmte = = [ eNBeGREvetyeNeedV  Kiee = | NEGTAGN Y
14 14
Knotenlastvektor Knotenwidrmestromvektor

fme= [ Nhef2da+ [ NLfEav  ro= [ NLrbda+ [ Noriav

A 14 A 14

Da sich das thermische Feld in vielen Anwendungsfillen nur langsam dndert, besteht fiir den
Fall, dass keine transienten mechanischen Lasten auf das System einwirken, hiufig die Mog-
lichkeit, das mechanische Feld als quasistationédr zu betrachten. Mit it = u = 0,,, entkoppelt
sich das Gleichungssystem und im ersten Schritt folgt aus

D0 + K0 =1, (2.44)

das Temperaturfeld.
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Mit den bekannten Knotentemperaturen kann die freie thermische Expansion als bekannt ange-
sehen werden, sodass die thermoelastische Steifigkeit auf die rechte Seite verschoben werden
kann

Kyt = fin — K. (2.45)

Die beiden Gleichungssysteme (2.44) und (2.45) sind jeweils symmetrisch, was den numeri-
schen Aufwand bei der Losung erheblich verringert, und bilden den Ausgangspunkt fiir die

weiteren Analysen.
2.2.5 Konvektion

Durch Konvektion erfolgt an der Bauteiloberfliche der Wirmeiibergang zum umgebenden
Medium. Es handelt sich folglich um eine zur Differenz zwischen Oberfldchentemperatur und
Umgebungstemperatur 6,, proportionale Last, wobei der Warmeiibergangskoeffizient h den
Proportionalitdtsfaktor darstellt. Der Warmestrom an der Oberflédche in (2.37) kann folglich als

& =—h(6 —6,) (2.46)

geschrieben werden [Polifke & Kopitz 2005]. Nach der Diskretisierung entsprechend (2.38)
ergibt sich somit [Bathe 2002]

f NLrddA = f hN,0,, dA — f hN{ N dA 6,
A A

A (2.47)

= f hNL0, dA — Kii1eBe.
A

Die Konvektion ldsst sich demzufolge in zwei Anteile aufspalten. Der erste Summand in (2.47)
beschreibt den Wiarmeiibergang von der Umgebung auf den Korper und ist bei gegebener
Umgebungstemperatur bekannt, sodass eine Integration in den Warmestromvektor problemlos
gelingt. Im Gegensatz dazu hingt der zweite Summand von den Knotentemperaturen ab und
wird deshalb als Elementkonvektionsmatrix Kie der Elementwirmeleitungsmatrix K. nach
Tabelle 2.6 iiberlagert, woraus die Elementwédrmetransportmatrix Ko = Kjtte + Kkite resul-
tiert, die im Zuge der Assemblierung des Gesamtsystems in die Wirmetransportmatrix Ky
ibergeht.

2.3 Wirmestrahlung

Die Wirmestrahlung stellt einen weiteren Mechanismus der Wirmeiibertragung dar, welcher
fiir die in dieser Arbeit betrachteten Anwendungsfille von groler Bedeutung ist, wie in Kapi-
tel 1.2.4 gezeigt wurde. Der Wirmeaustausch erfolgt auf Basis elektromagnetischer Strahlung,
sodass er auch im Vakuum moglich ist. Fiir die hier untersuchte Wiarme- oder Temperaturstrah-
lung erweist sich der Wellenldngenbereich von 0,1 um bis 1 mm als relevant, welcher den
nahen ultravioletten, den sichtbaren und den infraroten Bereich umfasst [Siegel et al. 1988;
Poliftke & Kopitz 2005]. Ausgehend von den Grundgleichungen der Wirmestrahlung sollen
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nun die diskretisierten Warmestrahlungsgleichungen zur Einbindung in die FEM abgeleitet
werden.

2.3.1 Grundlagen

Die auf eine Oberfliche einfallende Wirmestrahlung mit der Leistung Q kann absorbiert,
reflektiert oder transmittiert werden. Daraus definieren sich der Absorptionsgrad as, der Refle-
xionsgrad ps und der Transmissionsgrad Tg

Y
Q ) T o

wobei Q4 die absorbierte, Qg die reflektierte und Qr die hindurchgelassene Wirmeleistung
darstellen [Polifke & Kopitz 2005]. Es gilt:

as (2.48)

as + ps + 75 = 1. (2.49)

Hierbei lassen sich einige Spezialfille ableiten. Fiir Oberflidchenstrahler, worunter auch die hier
betrachteten Festkorper fallen, betrdgt der Transmissionsgrad g = 0. Eine Sonderstellung
innerhalb dieser Gruppe nimmt der Schwarze Korper mit ag = 1 ein. Im Gegensatz dazu lassen
viele Gase, mit Ausnahme der Treibhausgase, die Wirmestrahlung ungehindert hindurch,
sodass sich 7g = 1 ergibt [Polifke & Kopitz 2005]. Weist ein Korper selber eine Temperatur
6 > 0 K auf, so emittiert er Strahlung, deren Intensitéit im allgemeinen Fall ebenso wie die in
(2.48) definierten Grofen von der Abstrahl- bzw. Einfallrichtung, der Wellenldnge, der
Oberfldchentemperatur und der Oberflichenbeschaffenheit abhéngt [Siegel e al. 1988].

Zur Quantifizierung des strahlungsbasierten Wirmeiibergangs wird zunédchst das Emissions-
vermogen e(6) als Wirmeleistung je Flicheneinheit definiert, welches fiir einen Schwarzen
Korper, gekennzeichnet durch den vorgestellten Index S, nach dem Stefan-Boltzmann-Gesetz
mit der Oberflachentemperatur in Zusammenhang gebracht werden kann [Politke & Kopitz
2005]

se(0) = a6*. (2.50)
Dabei stellt o die Stefan-Boltzmann-Konstante dar.

In technischen Anwendungsfillen wird hdufig die Vereinfachung des diffusen, grauen Strahlers
verwendet, welcher die folgenden Eigenschaften aufweist [Siegel ef al. 1991; Polifke & Kopitz
2005]:

e Die Emission, die Absorption und die Reflexion erfolgen richtungsunabhingig, also isotrop.

e Der Emissionsgrad, der Absorptionsgrad und der Reflexionsgrad sind unabhingig von der
Wellenlédnge.

e Der Emissionsgrad ¢ ist nach dem Kirchhoff‘schen Gesetz gleich dem Absorptionsgrad
e(0) = as(0) =1 — ps(0).
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Das Emissionsvermogen erweist sich somit als proportional zu dem eines Schwarzen Korpers,
wobei der Proportionalitéitsfaktor als Emissionsgrad ¢
e(6)
se(0)
bezeichnet wird. Demzufolge ergibt sich aus (2.50) die von einem diffusen, grauen Strahler mit

£(0) =

(2.51)

dem Flicheninhalt A emittierte Wirmeleistung Qep,

Qem = €0A%, (2.52)

2.3.2 Sichtfaktoren

Darauf aufbauend kann nun der Strahlungsaustausch zwischen zwei Flichen betrachtet werden.
Dazu werden die in Abbildung 2.1 gezeigten Flachen A; und A; herangezogen, fiir welche eine
konstante Temperatur und eine gleichmiBlige Verteilung des Wirmestroms angenommen

werden.

dA

Pj n;

Abbildung 2.1 Projektion der Fliche A; auf eine Einheitshalbkugel um die Fléiche A; zur Bestimmung
der Sichtfaktoren.

Vor der Bilanzierung der Warmestrome gilt es zunéchst zu untersuchen, welcher Anteil der von
A; emittierten Strahlung auf die Fliche A; trifft. Hierbei handelt es sich dann um einen konstan-
ten geometrischen Faktor, wenn die Fldchen nicht relativ zueinander bewegt werden. Dazu wird
die Fliche A; auf eine Einheitshalbkugel um die Fliche A; projiziert, was durch den Index P
verdeutlicht wird, sodass mit dem Abstand der Flachen r;; gilt:
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_cos@g; dAg

ddp, = (2.53)

2
@)
Der eingeklammerte Index gibt hier und im Folgenden an, dass iiber diese Indizes nicht im
Sinne der Einstein’schen Summationskonvention zu summieren ist. Die von der Fliche A; auf

Aj abgestrahlte Warmeleistung Qis j
. COS (i) COS P
Qij = e(0) ﬂ cos @y dAydAp ;, = e(0) ff (;)2 ) dAmdA g (2.54)
)]

muss zur gesamten von der Fliche A; emittierten Wiarmeleistung Qemi nach Abbildung 2.2

TC
2T 2
Qem; = e(@)f f f Cos @) Sin @y Ao dip ) dAyy = e(F)TA; (2.55)

Yiy=0 ¢;=0
ins Verhiltnis gesetzt werden und soll nachfolgend als Sichtfaktor F;_,; bezeichnet werden
[Siegel et al. 1988]. Der Term cos ¢; resultiert dabei aus der Projektion der Fliache A; in die
jeweilige Abstrahlungsrichtung. Somit ergibt sich

Q'i—>j 1 CosS (p(L) CoS (p(j)
Fi,j=- = yp ff > dAdA), (2.56)
Qem(i) @ i
sodass (2.54) mit (2.52) verkiirzt als
Qi) = Fi—»jQ.em(i) = €(i)0A(i)Fi—>j9€i) (2.57)
geschrieben werden kann.
An
sin (p(l) dl/)(l)
dA;
]
Ty Y, dy;

Abbildung 2.2 Bestimmung der gesamten von der Fliche dA; abgestrahlten Leistung anhand einer
Einheitshalbkugel.

Fiir die Sichtfaktoren gilt die Reziprozitit
A(i)Fl'—U' = A(j)P}'—d' (258)

was gleichzeitig bedeutet, dass sich mit Ausnahme von Sonderfillen Fi_,; # F;_,; ergibt [Polifke
& Kopitz 2005].
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Bei Erweiterung auf M Fliachenelemente lassen sich die einzelnen Sichtfaktoren in einer demzu-
folge nicht symmetrischen Matrix F zusammenfassen

Deren Berechnung erfolgt im Allgemeinen mit Hilfe numerischer Verfahren, da die einzelnen
Flachen beliebig geformt sein konnen. Eine Moglichkeit stellt die Einheitskugel-Methode dar,
die auf Nusselt zuriickgeht [Nusselt 1928; Siegel et al. 1991]. Dabei wird analog zu den vor-
hergehenden Beschreibungen die Fliche A; auf eine um die Fléche A; aufgespannte Einheits-
halbkugel projiziert. Im zweiten Schritt erfolgt die erneute Projektion auf die Grundfldche der
Halbkugel und der von der Projektion bedeckte Flichenanteil entspricht dem Sichtfaktor. Dazu
kann bei numerischer Losung die Grundflidche entsprechend fein diskretisiert werden.

Ein weiteres Verfahren stellt die Hemicube-Methode dar [Cohen & Greenberg 1985]. Anstatt
einer Einheitskugel kommt ein Einheitswiirfel zum Einsatz, auf dessen Oberfliche die Projek-
tion erfolgt. Dies bietet einerseits den Vorteil, dass eine einzige Projektion geniigt, da der
Flachenanteil direkt auf der Wiirfeloberfliache auswertbar ist, und andererseits erleichtern die
rechtwinkligen Flidchen die Diskretisierung.

Im Falle nichtkonvexer Oberflichen oder bei Hindernissen im Strahlungsvolumen muss
dariiber hinaus beachtet werden, dass manche Fldchen aufgrund dessen gar nicht zueinander
strahlen, obwohl die entsprechenden Flidchenprojektionen ein finites Ergebnis liefern. Deshalb
ist vor der Sichtfaktorermittlung eine Uberpriifung der gegenseitigen Sichtbarkeit erforderlich.

2.3.3 Wirmestrahlungsbilanz

Die Ableitung erfolgt in Anlehnung an Siegel et al. [Siegel ef al. 1991]. Die Nettowérmeleis-
tung des i-ten Flichenelementes Q; stellt die Differenz aus der abgegebenen Strahlungsleistung
Qabi und der einfallenden Strahlungsleistung Qeini

Qi = Qabi - Qeini (2.60)

dar. Dariiber hinaus setzt sich die abgegebene Wirmestrahlung aus der reflektierten und der
emittierten Leistung Qemi nach (2.57) zusammen

Qab; = €y Am 07 + (1 — £y Qeiny (2.61)

woraus durch Aufldsen nach Qeini
A 1 )

Qein; = T-ep (Qab; — o)A 07) (2.62)
folgt. Des Weiteren entspricht die einfallende Strahlung der Summe der von allen anderen
Flidchenelementen an die Fliche i abgegebenen Leistung

Qein, = A(j)qav; Fji = AqiyFijGab,» (2.63)
wobei hier (2.58) Anwendung findet und qab]_ = Qabj / A(jy die flichenbezogene Wirmeleis-
tung darstellt. Nach Einsetzen von (2.63) in (2.60) ergibt sich

Qi = AwYqab; — AwFijqan; (2.64)
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AuBerdem erhélt man durch Einsetzen von (2.62) in (2.60) und Auflosen nach g,p,

. 1-— E(i) .
(ab; = 06; — " 2.65
ab i e(i)A(i) i ( )
Abschlielend folgt aus der Kombination von (2.64) und (2.65)
1 . 1-— E(j) .
;- F;;0; = o(6} — F;;63), 2.66
twldo - Ao T (67 = £yt (2:60)
was sich wiederum in die Form
HORR0) Agj

tiberfithren ldsst.
2.3.4 Diskretisierung

Wenn der Transmissionsgrad des Mediums, durch welches die Wirmestrahlung erfolgt, 7g = 1
betrigt, geniigt die Diskretisierung der zueinander strahlenden Oberflidchen. Diese ist mit der
Aufteilung des Bauteilvolumens in Finite Elemente durch die entsprechenden Elementfldachen
bereits gegeben. Des Weiteren erfolgte die Ableitung der Wirmestrahlungsbilanz in Kapi-
tel 2.3.3 fiir M zueinander strahlende Fldchen, sodass (2.67) direkt auf die in Oberflichenele-
mente eingeteilte Struktur iibertragbar ist. Die Bestimmung der Wirmestrome erfordert im
Sinne der isolierten Losbarkeit von (2.67) die Vorgabe der Elementtemperaturen. Selbige sind
jedoch im Allgemeinen nicht a priori gegeben, sondern werden ebenfalls im Zuge einer Finite-
Elemente-Berechnung ermittelt. Demzufolge muss das Gleichungssystem (2.67) geeignet mit
(2.44) kombiniert werden, wenn ein ausschlieBlich thermisches Feldproblem vorliegt. Dies
gelingt mit den Wirmestrahlungsmatrizen $; und S, geméif

6 1-—¢p
(s(j) ey 2, = (6 = Fij)o (2.68)

nach Uberfiihrung von (2.67) in Matrixform

1ij

S.1q = 5,04, (2.69)

durch Verkniipfung der Temperaturen und Wirmestrome. Dabei zeigt die Schreibweise 6* mit
(93)1, = 6/ im Folgenden das komponentenweise Bilden der Potenz an. Mit ¢; = re“l.\ kann der
Wirmestrom aufgrund der Strahlung in Tabelle 2.6 direkt als innerhalb des Elementes
konstante Oberfldchenlast in die Berechnung des Temperaturfeldes eingehen. Der Vektor der
Elementtemperaturen 6o, Wird durch entsprechende Mittelung aus den Knotentemperaturen
Oclem = f(0) gewonnen. Die in der kommerziellen Finite-Elemente-Software ANSYS imple-
mentierte, jedoch nicht dokumentierte, Berechnungsvorschrift soll hier kurz erldutert werden.
Fiir Dreieckselemente stellt die Elementtemperatur das arithmetische Mittel der drei Eckkno-
tentemperaturen dar. Die Seitenmittelknoten werden hierbei generell nicht beriicksichtigt.
Infolgedessen ergibt sich die Elementtemperatur fiir ein beliebiges Viereckelement nach
Zerlegung entlang der zwei Diagonalen (Abbildung 2.3).
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Fiir die vier daraus resultierenden Dreiecke wird jeweils der arithmetische Temperatur-
mittelwert gebildet und diese werden wiederum anhand der Fldcheninhalte der Dreiecke A; mit
i =1,2,3,4 gewichtet. Damit folgt fiir die Elementtemperatur mit dem Elementflacheninhalt
Aelem = A2 + 44

4 4

1
Betom = EﬁZAH—AHu .
elem 6Aelem iYj iYi (2 70)

i=1j=1

Die Ubertragung auf alle Elemente ergibt mit der Zuordnungsmatrix T; den allgemeinen

Zusammenhang

Oclem = T106. (2.71)

0, 0, 01 0,

) )
0, 3 0, 3

Abbildung 2.3 Zerlegung eines Viereckelementes zur Berechnung der Elementtemperatur.

Nach numerischer Integration fiir die Oberfldchenelemente kann unter Beriicksichtigung der

Matrix der Elementflicheninhalte Agjey, mit
4 _ {Ai firi =j

elemij = 0 fiiri #j

eine analoge Beziehung zwischen den Knotenwédrmestromen infolge Strahlung 7. und dem

(2.72)

Elementwérmestrom

Ts = T2 Aclemq (2.73)
hergestellt werden. Das gekoppelte Gleichungssystem

Db+ K0 =1+ 1 $1q4 = $,0%em (2.74)
erhilt damit die Form

Dy + K0 = 1 + Ty Ac1emq S1q = 5,(T10)* (2.75)

und ist einer Losung zuginglich. In der Software ANSYS existieren zwei Umsetzungsvarianten
fiir die Berechnung des Temperaturfeldes unter Beriicksichtigung der Warmestrahlung, welche
im Folgenden néher erldutert werden [ANSYS, Inc. 2016].

2.3.5 Lastvektormethode

Dieses Verfahren entspricht mit wenigen Anderungen dem in Kapitel 2.3.3 und 2.3.4 beschrie-
benen Vorgehen. Anstatt die Gleichungen (2.64) und (2.65) direkt nach Qi aufzulosen, wird
zundchst die abgegebene Wirmeleistung Qabi ermittelt
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Qab i
(65— (1 —ew)Fyj) 1. L = og0; (2.76)
6))
und im Nachgang ergibt sich aus (2.64) der Nettowidrmestrom
Q: = (6; — Fij)Qabj- (2.77)
Die Wirmestrahlungsmatrizen der Lastvektormethode S5 und §, nehmen damit die Form
S, = (85 — (1 = &) Fy) Sa; = (815 — Fij) (2.78)

an [ANSYS, Inc. 2016] und das nach q aufgeloste Gleichungssystem lautet

q = $455 0€ciemBtiem (2.79)

mit der Matrix der Elementemissionsgrade
_ {gi fiir i =]

Eelemyj 10 fiiri #

Die Formulierung (2.79) bietet gegeniiber (2.69) aus numerischer Sicht den Vorteil, dass die

(2.80)

Matrix S5 fiir die getesteten Beispiele eine erheblich niedrigere Konditionszahl als S, aufweist.
Dariiber hinaus lassen sich die im Falle nicht vollstdndig geschlossener Strahlungsvolumina
auftretenden Wirmestrome an die Umgebung in (2.76) besonders einfach integrieren, da direkt
die abgegebene Leistung bilanziert wird. Das gekoppelte Gleichungssystem von Temperatur-
feld und Wirmestrahlung ergibt sich in dieser Darstellung zu

Dtta + K0 =1+ T1Acq1emq q= S4S?Tla£elem(T10)z- (2.81)

Angesichts der Kopplung erfordert die Losung von (2.81) eine iterative Vorgehensweise, weil
eine direkte Verkniipfung aufgrund der Nichtlinearitit nicht moglich ist. An dieser Stelle sei in
Anbetracht der Bedeutung fiir die spiteren Analysen darauf hingewiesen, dass die Systemmat-
rizen Dy und Ky im Falle temperaturunabhiingiger Materialparameter konstant sind. Eine
Schwierigkeit bei der Anwendung dieser Methode ergibt sich fiir stationédre Analysen, bei denen
weder Konvektions- noch Temperaturrandbedingungen auftreten, da in diesem Fall die
Wiirmetransportmatrix Ky, singulédr wird.

2.3.6 Matrixmethode

Die Matrixmethode basiert direkt auf (2.75) [ANSYS, Inc. 2016]. Die einzelnen Flichenele-
mente, zwischen denen die Wirmestrahlung ausgewertet wird, entsprechen jedoch nicht den
Oberflidchen der darunter liegenden Volumenelemente. Stattdessen werden die Flichen um die
Oberflacheneckknoten gebildet und analog zu (2.72) in der Matrix Aypoten ZUSammengefasst,
was den Vorteil bietet, dass die Temperatur des Oberflachenelementes direkt der Knotentem-
peratur entspricht und somit die Umrechnungen (2.71) und (2.73) entfallen.
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Das Gleichungssystem (2.75) nimmt die Form

Dtté + K0 = 1 + Axnotenq q= 5515291 (2.82)

an. Fiir hinreichend kleine Systeme kann das Matrixprodukt S71S, im Vorfeld der Analyse
ausgewertet werden, sodass wihrend der Simulation nur Matrixmultiplikationen zur Bestim-
mung des Wirmestroms infolge Strahlung notwendig sind. Da jetzt beide Gleichungssysteme
in (2.82) den Knotentemperaturvektor @ enthalten, lassen sie sich mit der Warmestrahlungs-
matrix fiir die Knotenbeschreibung K

Kstt,{6)) = (ST DirSa,,;67 (2.83)
zu einem Gesamtsystem
Dtta + (Ktt + KStt<0§>)0 = Tt (2.84)

zusammenfassen. Darauf lassen sich nun die Standardverfahren zur LOsung linearer
Gleichungssysteme anwenden, wobei in jeder Iterationsschleife die Wirmestrahlungsmatrix
angepasst werden muss. Der Vorteil dieser Methode liegt in der kompakten Beschreibung.
Dartiber hinaus sind nicht zwangsldufig Konvektions- oder Temperaturrandbedingungen erfor-
derlich, um eine singuldre Wirmetransportmatrix bei stationidren Analysen zu vermeiden. Dem
stehen allerdings einige Nachteile gegeniiber. Zum einen ist die Warmestromverteilung auf die
Oberflachen der Volumenelemente ungleichméfig, da lediglich die Eckknoten in die Wirme-
strahlungsbeschreibung eingehen und demzufolge auch die Wirmestrome nur auf diese wirken.
Fiir die anvisierte Modellordnungsreduktion ergibt sich zum anderen das Problem, dass die
Systemmatrizen nun nichtlinear sind, was, wie in Kapitel 3.1 néher erldutert wird, die Anwen-
dung bestimmter Reduktionsverfahren ausschlieft oder zumindest erheblich erschwert. Das
Gleichungssystem (2.82) weist diesen Nachteil nicht auf. Im Falle sehr vieler an der Wirme-
strahlung beteiligter Elemente ist die numerische Auswertung des Terms S71S, HuBerst
aufwendig, sodass eine Vorabberechnung unméglich wird. Dann entféllt der wesentlichste
Vorteil gegeniiber der Lastvektormethode.

2.3.7 Wirmestrahlung zur Umgebung

Auch wenn bisher stets die Strahlung zwischen finiten Flichenelementen betrachtet wurde,
lasst sich das beschriebene Vorgehen ebenfalls auf nicht abgeschlossene Strahlungsvolumina
ibertragen, bei denen ein Teil der Wiarme an die rdumlich nicht diskretisierte Umgebung abge-
strahlt wird, fiir welche eine einheitliche Temperatur vorgegeben ist. Dabei wird davon
ausgegangen, dass keine durch den Korper nach auBen ausgesandte Strahlung auf diesen
zuriickreflektiert wird. Deshalb muss sich die Umgebung in hinreichender Entfernung befinden,
sodass deren Oberflidche sehr viel grofer als die Bauteiloberfldache ist. Dies lédsst sich in der
Wirmestrahlungsbilanz durch &, = 1 ausdriicken, wobei der Index j = u hier fiir die Umge-
bung steht.

Einen Sonderfall bildet eine komplett konvexe Auflenfliche des betrachteten Bauteils, in
welchem die einzelnen Oberfldchenelemente nicht zueinander, sondern lediglich zur Umge-
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bung, strahlen. Hierfiir vereinfachen sich die Strahlungsbilanzen erheblich. Fiir die Sichtfakto-
ren der AuBenflichen untereinander gilt F;; = 0, weshalb alle Strahlung nach aufien abgegeben
wird, woraus F;;, = 1 folgt. Die Warmestrahlungsbilanz fiir das i-te Element (2.69) verkiirzt
sich unter Beachtung von (2.68) zu

Qi 1- Eu

— F.,0, = 00} — oF; 0%, 2.85
g(i)A(i) gu LuQu o 4 o mu ( )

woraus sich unter Beachtung von F;;, = 1 und ¢, =1
Qi = o0& A (6 — 6%) (2.86)

ergibt. Hierin ist die Aufteilung in den von der Oberflichentemperatur abhingigen
Wiirmestrom, der vom Korper nach auflen abgegeben wird, und den bei konstanter Umgebungs-
temperatur 6., unverdnderlichen Wirmestrom in der entgegengesetzten Richtung erkennbar.
Da im Gegensatz zu (2.79) bzw. (2.82) kein Gleichungssystem zu 10sen ist, kann die Wirme-
strahlung analog zur Matrixmethode direkt fiir die entsprechenden Oberfldchenknoten
ausgewertet werden, woraus der Lastvektor

T'ts = 0&notenAknoten (01 - 630) (2.87)

resultiert. Die Matrix der Knotenemissionsgrade €y,oten bildet sich vergleichbar mit (2.80).
2.4 Anwendungsbeispiele

In diesem Abschnitt sollen die fiir die nachfolgenden Validierungsrechnungen eingesetzten
Beispielmodelle vorgestellt werden, wobei der Fokus auf der Bestimmung des Temperaturfel-
des liegt. Mit dem Ziel unterschiedliche Aspekte analysieren zu konnen, weisen die Modelle
verschiedene Freiheitsgrade auf. Ein vereinfachtes Rotationsbehéltermodell mit geringem Frei-
heitsgrad erlaubt es, zahlreiche Variantenrechnungen bei begrenzten Rechenzeiten durchzufiih-
ren und dariiber hinaus eine Bewertung der numerischen Effizienz vorzunehmen. AbschlieBend
dient das vollstindige Modell des Rotationsbehilters, welches einen hohen Freiheitsgrad
aufweist, dem Nachweis der Anwendbarkeit auf ingenieurtechnische Aufgabenstellungen.
Aufgrund des limitierten untersuchten Temperaturintervalls von 20 °C bis 250 °C werden die
Materialparameter stets als temperaturunabhiingig angenommen.

Alle hier dokumentierten Berechnungen wurden mit dem im Rahmen dieser Arbeit in
MATLAB implementierten und in Anhang A dokumentierten Simulationsprogramm ausge-
fiihrt. Die einzige Ausnahme bilden die der Evaluierung des Programms dienenden Vergleichs-
rechnungen mit der kommerziellen Finite-Elemente-Software ANSYS in Anhang A.5. Ansons-
ten diente ANSYS ausschlieflich der Modellerstellung sowie in einigen Fillen der
Ergebnisvisualisierung. Eine Workstation mit INTEL® Xeon® X5550 Prozessor (8 Kerne,
Taktfrequenz 2,67 GHz) sowie einem Arbeitsspeicher von 24 GB wurde fiir die Simulationen
verwendet. Lediglich fiir besonders hauptspeicherintensive Berechnungen, wie die Erstellung
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der Wirmestrahlungsmatrizen des Modells aus Kapitel 2.4.2 und die Losung des Gleichungs-
systems (4.4) innerhalb des Beispiels in Kapitel 4.4.3, kam ein Computer mit baugleichem
Prozessor aber 72 GB Arbeitsspeicher zum Einsatz.

2.4.1 Vereinfachter Rotationsbehilter

Entsprechend den Ausfithrungen im vorherigen Abschnitt ermdglicht dieses Modell umfang-
reiche Variantenstudien, wobei aus Symmetriegriinden nur ein Sechzehntel betrachtet wird,
was in Umfangsrichtung einem 45°-Segment entspricht. Die Abweichungen vom symmetri-
schen Aufbau in unmittelbarer Lagerndhe auf der Fest- und Loslagerseite werden hierbei nicht
beriicksichtigt, weil sie nur einen duBerst geringfiigigen Einfluss auf das Temperaturfeld haben,
insbesondere in Bezug auf den Behiltermantel und die Inneneinbauten. Auerdem dient das
Modell vorrangig der Validierung der nachfolgend vorgestellten Verfahren, welche unabhiingig
vom konkreten Anwendungsfall sind.

Mit dem Ziel die Knotenanzahl und damit die Modellgroe zu begrenzen, wird der Wiarmetrans-
port durch das Argon im Inneren des Behilters vernachldssigt. Dies fiihrt dazu, dass die
gasgefiillten Volumina nicht im Finite-Elemente-Modell entsprechend Abbildung 2.4 aufgelost
werden. Des Weiteren erfolgt nur eine grobe Diskretisierung des Rotationsbehilters, sodass die
erzielten Ergebnisse trotz der Verwendung von quadratischen Ansatzfunktionen in allen
Elementdimensionen nicht als ausreichend konvergente Losung im Sinne der Netzverfeinerung
aufgefasst werden konnen. Demzufolge weisen die berechneten Temperaturen keine hinrei-
chende Genauigkeit fiir die Ermittlung der tatsichlich auftretenden thermisch induzierten
Verformungen und Beanspruchungen auf. Fiir die Bewertung der Reduktionsgiite im Zuge der
Modellordnungsreduktion ist das Modell allerdings uneingeschrinkt geeignet, da der Vergleich
zwischen dem reduzierten und dem nicht reduzierten System von dessen Qualitit unabhédngig
ist. Das Finite-Elemente-Modell umfasst 22.632 Elemente, woraus bei Verwendung von
Hexaeder- und Tetraederelementen mit quadratischen Ansatzfunktionen ein Freiheitsgrad
N = 83.711 resultiert.
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Abbildung 2.4 Finite-Elemente-Modell des vereinfachten Rotationsbehilters.
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Das Aufwirmen des Rotationsbehilters erfolgt iiber die applizierten Heizfolien, deren Heizleis-
tung g; sich separat fiir drei Bereiche anpassen ldsst (tiirkisfarbene Flichen in Abbildung 2.5).
Die erste Gruppe bilden die Heizfolien im Zylinderbereich und am Ubergang vom Zylinder
zum Konus (Heizung 1: ¢;). Dariiber hinaus lassen sich der Konus (Heizung 2: ¢,) und der
Kompensator (Heizung 3: g3) davon unabhiingig erwdrmen. Die Lager verfiigen iiber einen
eigenstdndigen Kiihlkreislauf, sodass deren Temperatur 6y,,6¢r gezielt eingestellt werden kann,
was im Modell in Form einer Temperaturrandbedingung (dunkelblau) Beriicksichtigung findet.
An der BehilterauBBenseite (rot) erfolgt durch Konvektion mit dem Warmetiiberhangskoeffizien-
ten h und Strahlung ein Warmeaustausch mit der Umgebung. Dies gilt ebenfalls fiir die Auflen-
seite der Heizfolien (Heizung 1). Die Umgebungstemperatur betrigt dabei 6., und der Emissi-
onsgrad &,. Aufgrund der weitgehend konvexen Gestalt wird die Strahlung zwischen einzelnen
Fldchen des Behilters auf der Auf3enseite hier nicht beriicksichtigt.

Heizung 1

Wirmestrahlung 5

Konvektion und
Wirmestrahlung

U b
zur Umgebung Wirmestrahlung 1

Lagertemperatur Wirmestrahlung 4

Heizung 3

Wirmestrahlung 3

Heizung 2 Wirmestrahlung 2

Abbildung 2.5 Lasten am Sechzehntelmodell des Rotationsbehilters.

Das Behilterinnere kann in fiinf nahezu vollstindig abgetrennte Strahlungsvolumina unterteilt
werden. Diese sind der Zylinderbereich (Warmestrahlung 1 — orange), der Konusbereich (Wér-
mestrahlung 2 — dunkelgriin), das Kompensatorinnere (Wirmestrahlung 3 — violett; inklusive
der Oberfldchen von Heizung 3), das Volumen innerhalb des Ringes zur Befestigung der dufle-
ren Stirnwand (Wiarmestrahlung 4 —blau) und der Spalt zwischen dem Behiltermantel und dem
Konusbauteil hinter der Dichtung (Wirmestrahlung 5 — hellblau). Der jeweilige Emissionsgrad
sei mit &; und die Anzahl der Strahlungsflachen mit M; bezeichnet, wobei i =1 ... 5 gilt.

Sofern nicht anderweitig explizit spezifiziert, finden fiir sidmtliche Berechnungen die
Lastparameter in Tabelle 2.7 Anwendung. Mit dem Ziel Variantenstudien bei begrenztem
Rechenaufwand durchfiihren zu konnen, wird die Simulationszeit in der Regel auf 10.000 s
begrenzt. Fiir den gesamten Vorwidrmprozess des Behilters bis zum Erreichen der geforderten
Zieltemperatur an allen mit Natrium in Kontakt stehenden Fldachen ist hingegen eine
Erwirmungszeit von mindestens 12 h erforderlich.
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Tabelle 2.7 Zusammenfassung der Lastparameter.

Last Parameter 1 Parameter 2
Heizung 1 4; =3 W/em®
Heizung 2 g, = 0,5 W/cm?
Heizung 3 ds = 2,5 W/cm?
Lagertemperatur Orager = 293,15K
Konvektion h = 5,5 W/(mK) 0, =313,15K
Wiirmestrahlung Umgebung o =0,5 0, =313,15K
Wirmestrahlung 1 & =05 M, = 1.266
Wirmestrahlung 2 & =0,5 M, =5.125
Wirmestrahlung 3 & =05 M5 =232
Wirmestrahlung 4 & =05 M, =528
Wirmestrahlung 5 & =05 Ms = 600

2.4.2 Rotationsbehilter

Aufgrund der groben Diskretisierung sowie der Vernachlidssigung des Warmetransportes durch
das Argon erlaubte das vereinfachte Modell des Rotationsbehélters nur in duflerst begrenztem
Rahmen quantitative Aussagen. Deshalb werden nun, wie Abbildung 2.6 zu entnehmen ist,
neben der Verringerung der Elementkantenlingen auch die Argonvolumina im Modell aufge-
16st, sodass sich der Freiheitsgrad auf N = 368.793 erhoht. Ein Wirmetransport durch
Stofftransport, also durch Konvektionsstromungen im Argon, bleibt weiterhin unberiicksich-
tigt, da dies umfangreiche Stromungssimulationen des Behilterinnenraums unter Einbeziehung
der komplexen Geometrie der Inneneinbauten jeweils in Abhédngigkeit von der Temperaturver-
teilung oder gar die direkte Kopplung von Temperaturfeldberechnung und Fluiddynamik
erfordern wiirde. Die erzielten Ergebnisse konnen somit als konservative Abschidtzung
angesehen werden, da im realen Vorwidrmprozess aufgrund dieser vernachlissigten
Wiirmetransportmechanismen eine gleichméBigere Temperaturverteilung erwartet werden
kann. Die Lastparameter entsprechend Abbildung 2.5 und Tabelle 2.7 werden iibernommen,
lediglich die Anzahl der Strahlungsfldachen dndert sich und ist in Tabelle 2.8 angegeben.

Tabelle 2.8 Anzahl der Wirmestrahlungsflichen M; fiir die einzelnen Strahlungsvolumina nach
Abbildung 2.5.

M, M, A M, M:
3.047 14.151 334 1.216 1.152

Abbildung 2.7 veranschaulicht die Temperaturverteilung am Ende der gewéhlten Simulations-
zeit unter Nutzung der Lastparameter nach Tabelle 2.7. Es ist eine starke lokale Erwdrmung im
Bereich der applizierten Heizfolien zu erkennen, wohingegen andere Bereiche der Struktur in
threr Temperatur noch deutlich von der zu erfiillenden Zielvorgabe abweichen. Dennoch treten
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bereits in diesem frithen Stadium des Vorwirmprozesses alle relevanten Warmetransportme-

chanismen auf (vgl. hierzu auch Abbildung 1.5), sodass die gewihlte Simulationsdauer von
10.000 s ausreicht.
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Abbildung 2.6 Finite-Elemente-Modell des Rotationsbehilters.
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Abbildung 2.7 Temperaturverteilung nach einer Simulationszeit von 10.000 s dargestellt fiir die Stahl-
bauteile des Rotationsbehlters.
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3 Reduktion der Temperaturgleichung

Fiir das Rotationsbehiltermodell entsprechend Kapitel 2.4.2 mit einem Freiheitsgrad
N =368.793 betrdgt die Rechenzeit fiir eine einzige transiente Erwédrmungssimulation bei
Betrachtung einer Simulationszeit von 10.000 s bereits etwa 1h. Fiir die realistischen
Vorwirmzeiten von 12 h bis 24 h erhoht sich der numerische Aufwand entsprechend. Dies
macht umfangreiche Parameterstudien unter variierender Heizleistung oder Sensitivititsanaly-
sen zur Abschitzung des Einflusses einzelner unsicherer Modellparameter, wie beispielsweise
der Emissionsgrade, in Anbetracht der hohen Rechenzeiten unmoglich oder erschwert diese
zumindest erheblich.

Die Modellordnungsreduktion bietet mittels Approximation des Ausgangssystems durch ein
System mit wesentlich geringerem Freiheitsgrad die Moglichkeit, die auftretenden Berech-
nungszeiten bei nur geringem Fehler erheblich zu reduzieren [ Antoulas 2005]. Unabhéngig von
der verwendeten Methode zur Beschreibung der Wirmestrahlung teilen sich sowohl das Glei-
chungssystem (2.81) als auch (2.82) in eine Gleichung zur Ermittlung der Knotentemperaturen
des Finite-Elemente-Modells und eine zur Berechnung der Warmestrome infolge Strahlung auf,
wobei sich der numerische Aufwand signifikant unterscheidet. Der Zeitanteil fiir die zweite
Gleichung liegt fiir das vereinfachte Behiltermodell zwischen 2 % (Matrixmethode) und 15 %
(Lastvektormethode). Fiir das gro3ere Modell aus Kapitel 2.4.2 sinkt dieser Anteil bei Nutzung
der Lastvektormethode auf 3 %. Somit kann das Gleichungssystem zur Bestimmung des
Temperaturfeldes als die Berechnungszeit prigend angesehen werden, weshalb eine Reduktion
zunichst an dieser Stelle ansetzen sollte. Infolgedessen werden in diesem Kapitel Verfahren
vorgestellt, welche sich ausschlieBlich der Modellordnungsreduktion der Temperaturgleichung
widmen.

Als urséchlich fiir den beobachteten Rechenzeitunterschied kann zum einen die unterschiedli-
che Dimension der Gleichungssysteme und zum anderen die Konstanz der Wérmestrahlungs-
matrizen angesehen werden, die eine Faktorisierung im Vorfeld der Simulation ermoglicht. Im
Gegensatz dazu erfordert jede Anpassung der Zeitschrittweite fiir die Temperaturgleichung eine
erneute Zerlegung der entsprechenden Systemmatrix wéhrend der Laufzeit.

Ausgehend von den verfahrensunabhingigen Grundlagen der Modellordnungsreduktion
werden in diesem Kapitel ausgewihlte Methoden vorgestellt, welche sich besonders zur Ermitt-
lung der transienten Temperaturfelder und der daraus resultierenden quasistationiren thermi-
schen Beanspruchungen eignen. Diesbeziiglich erfolgt zunéchst in Kapitel 3.2 eine Einordnung
der in der Forschung hiufig verwendeten Reduktionsverfahren. Im Folgenden werden die fiir
diese Arbeit genutzten Methoden vorgestellt. Dartiber hinaus geht Kapitel 3.3 auf die Berech-
nung der thermisch induzierten Beanspruchungen fiir ausgewihlte kritische Stellen ein. Da die
Beurteilung der Reduktionsgiite von entscheidender Bedeutung bei der Bewertung des
reduzierten Systems ist, schlie3t sich in Kapitel 3.7 eine Diskussion von Modellkorrelations-
verfahren an.
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3.1 Grundlagen

Ausgangspunkt fiir die Modellordnungsreduktion ist die Zustandsraumformulierung, welche
fiir (2.81) und (2.82) unabhingig von der Methode zur Beschreibung der Wirmestrahlung die
Form

Ex(t) + Ax(t) = Bz(t)

y(t) = Cx(t)
annimmt [Antoulas et al. 2010]. Der Zustandsvektor x(t) € RV entspricht somit dem Tempe-
raturvektor, sodass x(t) = @(t) gilt. Des Weiteren stellen E = Dy, und A = K;; mit
E,A € RV*N die Systemmatrizen dar. Der bisherige Lastvektor wird nun als Produkt der

(3.1)

RN*¢ mit dem Eingangsvektor z(t) € R® ausgedriickt.

Steuer- bzw. Eingangsmatrix B €
Hierbei gibt e die Anzahl der Systemeingédnge an. Im allgemeinsten Fall, wenn jeder Knoten
einen unabhiingig anzusteuernden Eingang darstellt, entspricht B somit der Einheitsmatrix,
vorausgesetzt x und z weisen eine identische Sortierung der Freiheitsgrade auf. Das Gleiche

gilt fiir die Mess- bzw. Ausgangsmatrix C € R**VN

, wenn die Auswertung aller Knotentempe-
raturen erfolgt und somit der Ausgangsvektor y(t) € R* dem Zustandsvektor x entspricht. Die
Anzahl der Systemausgiinge wird mit a bezeichnet. Aufgrund der thermischen Trégheit, welche
sich in Form der Warmekapazitit ausdriickt, existiert fiir die hier betrachteten Systeme keine

Durchgriffsmatrix.

In vielen Anwendungsfillen geniigt die Beschrinkung auf wenige Systemeinginge
und -ausgiinge, beispielsweise wenn in der elastischen Mehrkorperdynamik das Ubertragungs-
verhalten zwischen punktformig idealisierten Lasteinleitungsstellen und diskreten Koppel-
punkten wie Lagern beschrieben wird. Ein analoges Beispiel aus der Thermodynamik ist die
Erwidrmung an definierten Auswertepunkten aufgrund lokal begrenzt eingeleiteter Wérme-
strome. Somit ergibt sich e,a < N, was eine wesentliche Voraussetzung fiir die erfolgreiche
Anwendung der Modellordnungsreduktion darstellt. Im Gegensatz zum Ausgangssystem,
welches die Systemantwort aller Knoten auf beliebige Eingangssignale beschreibt, kann sich
das reduzierte Modell auf die gewihlten Ein- und Ausgiinge beschriinken, sodass die Ubertra-
gungsfunktionsmatrix H(s) € R¢*? im Laplace-Bereich

Y(s) = C(sE + A)"'BZ(s) = H(s)Z(s) (3.2)

von erheblich verminderter Dimension ist. Das unreduzierte System beinhaltet infolgedessen
zahlreiche Informationen, die zur Beschreibung des geforderten Ein-/Ausgangsverhaltens nicht
benotigt werden, woraus sich der Ansatzpunkt der Modellordnungsreduktion ergibt. Diese
verfolgt das Ziel, das relevante Systemverhalten mit einem Modell erheblich verringerter
Dimension bei minimalem Approximationsfehler zu beschreiben.

Die Ausgangsvektoren des urspriinglichen Systems y(t) und des reduzierten Systems ygr(t)
sollen sich moglichst wenig unterscheiden, sodass ||y — yg|| = 0 sowie yg = y gilt [Antoulas
et al. 2010]. GemiB der Messgleichung in (3.1) muss folglich der Zustandsvektor x(t) € R
durch den reduzierten Zustandsvektor xg(t) € R" und die Projektionsmatrix V € R¥*™ in der
Form
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x(t) = Vxg(t) + &x (3.3)
ausgedriickt werden. Dabei beschreibt €g den Approximationsfehler und n ist die Dimension
des reduzierten Systems, fiir die n << N gelten soll. Durch Einsetzen von (3.3) in (3.1) folgt

EVxg(t) + AVxg(t) = Bz(t) — E€g(t) — Aeg(t)

Yr(t) = CVxg(t).

Aus dem Gleichungssystem (3.4), welches zunédchst N Gleichungen fiir die n Unbekannten

(3.4)

enthélt, kann das Residuum Eé&g(t) + Aer(t) eliminiert werden, indem eine zweite Projekti-
onsmatrix WT € RV die mit den entsprechenden Orthogonalititsbedingungen so gewihlt
wird, dass

WT(Bz(t) — EVig(t) + AVxg(t)) = 0 (3.5)
gilt, von links mit (3.4) multipliziert wird. Das reduzierte System

WTEVig(t) + WTAVxR(t) = WTBz(t)

Yr(t) = CVxg(t)

besitzt demzufolge nur noch die Dimension n, was den Rechenaufwand im Ldsungsprozess

(3.6)

erheblich verringert [ Antoulas et al. 2010]. Dies wird als Petrov-Galerkin-Projektion bezeich-
net.

Der Sonderfall der orthogonalen oder einseitigen Projektion ergibt sich bei identischer Wahl
der Reduktionsmatrizen W = V. Dies setzt die Ubereinstimmung der Ein- und Ausgangsmatrix
voraus und bietet einerseits den Vorteil, dass die Symmetrie im reduzierten Gleichungssystem
bewahrt bleibt, und gewihrleistet andererseits den Erhalt der Stabilitdt und Passivitit des
Modells [Lehner 2007]. Nachfolgend kommt deshalb stets dieser Sonderfall zum Einsatz, fiir
welchen sich die reduzierten Systemmatrizen Ex und Ay sowie die reduzierte Ein- und
Ausgangsmatrix Bg bzw. Cg zu

Egx =VTEV, Agr=VTAV, Br=V'B, Cr=CV (3.7
ergeben. Abschlieend folgt somit das reduzierte Gleichungssystem

Epxg(t) + Agxr(t) = Brz(t)

(3.8)
Yr(t) = Crxg(t),
was in Abbildung 3.1 illustriert wird.

Al E V |xg + A A V|xg = A B| z

nxN NXN NXn nXxXN NXN NXn nXN NxXe

Y J | Y J \ Y J

ER AR BR
nxn nxn nxe

Abbildung 3.1 Reduktion der Systemdimension durch orthogonale Projektion.
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Die Herausforderung liegt nun in der geeigneten Wahl der Projektionsmatrix, wofiir verschie-
dene Verfahren zur Verfiigung stehen, welche im nichsten Kapitel niher betrachtet werden.
Zunichst soll jedoch auf die Warmestrahlung eingegangen werden. Der Wirmestromvektor
entspricht in (3.1) dem Term

rit) = Bz(t), (3.9)
woraus mit (3.7) der reduzierte Warmestromvektor rg zu
rr(t) = VIBz(t) = VTrt) (3.10)

folgt. Fiir die Wiarmestrahlung auf die Umgebung aus (2.87) ergibt sich somit

rtSR<t) = VTo-eknotenAknoten (VxR(t))1 - VTo'gknotenAknotenec?o- (3‘11)

Der zweite Term lédsst sich im Vorfeld der Simulation des reduzierten Systems auswerten und
hat somit die Dimension n. Angesichts der Nichtlinearitit muss der erste Summand aus (3.11)
allerdings in jedem Zeitschritt der Integration erneut berechnet werden, wozu zunéchst eine
Expansion des reduzierten Zustandsvektors auf den urspriinglichen Systemfreiheitsgrad N
erforderlich ist. Die Auswertung erfolgt also in der Ausgangsdimension und anschlieBend wird
der sich daraus ergebende Lastvektor wieder reduziert. Der numerische Aufwand lédsst sich
etwas verringern, indem nur die Zeilen der Projektionsmatrix genutzt werden, welche zu an der
Wirmestrahlung auf die Umgebung beteiligten Knoten gehdren. Dennoch verkleinert sich die
Auswertedimension nicht um mehrere Gro8enordnungen, weil im Allgemeinen davon auszu-
gehen ist, dass sehr vielen Oberfldchenknoten existieren.

Der Wirmestromvektor infolge Strahlung zwischen den Bauteiloberfldchen ergibt sich durch
Zusammenfiihrung der beiden Gleichungen in (2.81) zu

rtS(t) = TZAelemS4S§10-£elem(T1x<t>)z- (3-12)

Nach Anwendung der Modellordnungsreduktion resultiert daraus

Tesr(t) = VT Ac1emS 4S5 0€e1em (T Vagp(t)?. (3.13)

Wie bereits fiir die Warmestrahlung auf die Umgebung ist in jedem Zeitschritt bei der Integra-
tion des reduzierten Systems eine Expansion auf die urspriingliche Dimension der Warmestrah-
lungsgleichung M notwendig und auch das in (3.13) enthaltene Gleichungssystem wird fiir
diese Dimension gelost. Obwohl eine einmalige Faktorisierung der konstanten Matrix $3 zum
Beispiel durch LU-Zerlegung im Vorfeld moglich ist, kann im Falle M = N die Rechenzeit bei
der Auswertung von (3.13) den Zeitvorteil durch die Reduktion stark limitieren. Fiir das hier
betrachtete Anwendungsbeispiel des Rotationsbehilters aus Kapitel 2.4.2 betrdgt der Zeitanteil
fiir die Berechnung des Warmestroms infolge Strahlung jedoch lediglich 3 %, sodass dennoch
eine starke Verringerung der Simulationszeiten erwartet werden kann.

3.2 Uberblick der Reduktionsverfahren

In der Literatur existiert eine Vielzahl von Reduktionsverfahren fiir die Behandlung linearer
und nichtlinearer Systeme [Antoulas 2005; Benner 2006; Schilders 2008; Baur et al. 2014].
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Dabei lassen sich fiir die verschiedenen Verfahrensklassen drei unterschiedliche Urspriinge
ausmachen [Besselink et al. 2013].

Erste Anwendungen in der Mechanik finden sich in den 1960er-Jahren mit der Guyan-
Reduktion [Guyan 1965], der modalen Reduktion [Davison 1966] und der Component Mode
Synthesis [Craig & Bampton 1968]. All diesen Verfahren gemeinsam ist die physikalische
Interpretierbarkeit des reduzierten Systems, so entsprechen die reduzierten Koordinaten bei der
Guyan-Reduktion einem Teil der urspriinglichen Freiheitsgrade und bei der modalen Reduktion
werden die Eigenschwingformen des Systems herangezogen. Die Component Mode Synthesis
stellt eine Mischform dieser zwei Ansitze dar. Aufgrund ihrer langjdhrigen Anwendung sind
diese Methoden in kommerziellen Finite-Elemente-Programmen implementiert und stellen
deshalb bis heute die Standardreduktionsverfahren in der Mechanik dar [Benner 2006].
Aufgrund ihrer Limitierungen, welche in Kapitel 3.3 und 3.4 diskutiert werden, eignen sie sich
nur bedingt fiir die Anwendung auf thermische Systeme.

Aus der Regelungstechnik stammen die auf dem balancierten Abschneiden (engl. Balanced
Truncation) basierenden Verfahren, welche auf Moore [Moore 1981] und Glover [Glover 1984 ]
zuriickgehen und das Ubertragungsverhalten zwischen den Ein- und Ausgiingen des Systems
basierend auf der Zustandsraumformulierung (3.1) zugrunde legen. Ziel dieser Verfahren ist es,
die Beobachtbarkeits- und die Steuerbarkeitsmatrix durch Singuldrwertzerlegung zu diagonali-
sieren und gleichzusetzen [Benner 2006]. Im reduzierten System bleiben dann nur die zu den
groBBten Hankel-Singuldrwerten korrespondierenden ZustandsgroBen erhalten, welche sowohl
gut beobachtbar als auch gut steuerbar sind [Besselink ef al. 2013]. Zu den wesentlichen
Vorteilen des balancierten Abschneidens gehort, dass einerseits die Stabilitidtseigenschaften des
Ausgangssystems erhalten bleiben und andererseits Schranken fiir den maximalen Approxima-
tionsfehler angegeben werden konnen [Benner 2006]. Da sich die Beobachtbarkeits- und die
Steuerbarkeitsmatrix allerdings aus den Lyapunovgleichungen ergeben, gestaltet sich deren
Berechnung fiir Systeme mit hohem Freiheitsgrad sehr aufwendig oder ist teilweise nicht
moglich [Antoulas ef al. 2010; Besselink et al. 2013]. Dies konnen auch neuere iterative
Verfahren zu Losung der Lyapunovgleichungen [Benner, Li et al. 2008; Druskin et al. 2011;
Benner et al. 2016] nur teilweise kompensieren.

Die dritte Verfahrungsklasse stellen die Krylov-Unterraummethoden (engl. Krylov Subspace
Methods) dar, welche auf dem Gebiet der numerischen Mathematik entstanden sind [Feldmann
& Freund 1995; Besselink et al. 2013]. Genauso wie beim balancierten Abschneiden bildet die
Ein-/Ausgangsbeschreibung im Zustandsraum den Ansatzpunkt. Durch eine Reihenentwick-
lung der Ubertragungsfunktion, die Berechnung der sogenannten Momente, wird das System
approximiert [Freund 2003]. Numerisch wird dies effizient durch die Projektion in einen
Krylovunterraum umgesetzt [Benner 2006]. Da dessen Berechnung sich auf die Losung linearer
Gleichungssysteme beschrinkt, ldsst sich diese Methode auch bei sehr groen Systemdimensi-
onen anwenden, was einen klaren Vorteil gegeniiber dem balancierten Abschneiden darstellt
[Antoulas et al. 2010; Besselink ez al. 2013]. Deshalb erfolgt die Reduktion der Temperaturglei-
chung in dieser Arbeit in der Regel mit Krylov-Unterraummethoden, worauf in Kapitel 3.5
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ndher eingegangen wird. Allerdings lassen sich fiir diese keine strikten Fehlerschranken ange-
ben [Panzer 2014].

Mittlerweile haben sich Modellordnungsreduktionsverfahren zusitzlich zu den vorstehend
bereits genannten in sehr vielen Anwendungsfeldern etabliert, beispielsweise in der Fluiddyna-
mik [Lassila et al. 2014], der Medizin [Ballarin et al. 2016], der Mikroelektronik [Bechtold et
al. 2005] und fiir elektromagnetische Anlagen [Rewienski et al. 2016]. Dabei konnen die
Methoden zur Reduktion linearer Systeme, abgesehen von Sonderfillen, als etabliert gelten.
Deshalb liegt ein derzeitiger Forschungsschwerpunkt auf der Reduktion nichtlinearer Systeme.
Dies umfasst in der Mechanik beispielsweise nichtlineares Materialverhalten [Radermacher &
Reese 2013; Ghavamian et al. 2017] oder Reibung [Bamer & Bucher 2012].

Generell lassen sich bei den Reduktionsverfahren fiir nichtlineare Systeme zwei Gruppen
unterscheiden. In der ersten wird versucht, die Nichtlinearitit beispielsweise durch Polynome
zu approximieren und auf diese Weise eine Beschreibung zu erzielen, auf die das balancierte
Abschneiden oder Krylov-Unterraummethoden jeweils mit entsprechenden Modifikationen
anwendbar sind. Bai und Skoogh iiberfithren das Modell dazu in eine bilineare Form und nidhern
die Nichtlinearitit durch ein Polynom zweiten Grades an, woraus resultierend sich allerdings
die Systemdimension verdoppelt [Bai & Skoogh 2006]. Auch die Verfahren nach Feng et al.
und Phillips basieren auf der Approximation der Nichtlinearitdt durch Polynome, wobei fiir jede
Polynomordnung eine separate Reduktion erfolgt [Phillips 2003; Feng et al. 2004]. Dies
bedingt allerdings, dass die Dimension des Unterraums mit steigender Polynomordnung stark
anwichst, was zu einer sehr groBen reduzierten Dimension fithrt [Baur er al. 2014]. Die
Trajectory-Piecewise Linearization linearisiert das Modell in ausgewihlten Zustandspunkten
[Rewienski & White 2003]. Die Schwierigkeit ergibt sich hierbei aus der Wahl geeigneter
Linearisierungspunkte, die sich in der Regel aus Zeitbereichssimulationen des Vollmodells
ergeben [Baur er al. 2014]. Deshalb sinkt die Giite des reduzierten Modells, je stirker die
tatsichlichen Zustandsvektoren von den Linearisierungspunkten abweichen.

Die zweite Verfahrensgruppe fiir nichtlineare Systeme stellen abtastbasierte Reduktionsverfah-
ren dar. Die relevanten Systemeigenschaften werden hierbei im Gegensatz zur Trajectory-
Piecewise Linearization direkt aus diskreten, reprédsentativen Zustandsvektoren (engl.
snapshots) transienter Analysen des unreduzierten Modells extrahiert. Die auf Sirovich
[Sirovich 1987] zuriickgehende Proper Orthogonal Decomposition (POD), zu Deutsch Haupt-
komponentenanalyse, basiert auf der Singuldrwertzerlegung dieser in einer Matrix zusammen-
gefassten Zustandsvektoren [Pinnau 2008]. Das Grundprinzip dieses Verfahrens wird in Kapi-
tel 3.6 ndher erlautert. Darliber hinaus eignen sich insbesondere bei zusitzlicher
Parameterabhéngigkeit Reduced Bases (RB) Methoden, welche iiber einen Greedy-
Algorithmus die optimale Wahl der Reduktionsbasis gewihrleisten [Grepl et al. 2007; Chen et
al. 2017]. Dazu werden mit Hilfe eines geeigneten Fehlerschitzers die Zustidnde erginzt, die
eine maximale Verringerung des Modellfehlers bewirken. Gemeinsam ist den POD- und RB-
Verfahren, dass die Aufteilung des Reduktionsprozesses in eine Offline-Phase, wihrend der



3.2 Uberblick der Reduktionsverfahren 43

Simulationen des Vollmodells zur Generierung der reprisentativen Zustandsvektoren ausge-
fiihrt werden, und eine Online-Phase zur Anwendung des reduzierten Modells erfolgt.
Aufgrund der haufig duBerst rechenzeitintensiven Simulationen des nicht reduzierten Systems
eignen sich diese Verfahren vor allem, wenn mit dem reduzierten Modell eine Vielzahl von
Variantenrechnungen auszufiihren ist, wie dies beispielsweise in Optimierungsprozessen [Dolci
& Arina 2016] oder bei Sensitivitidtsanalysen [Chen ef al. 2017] der Fall ist. Ein weiteres
Anwendungsszenario stellen Echtzeitsimulationen dar, wo sich die Berechnungszeiten wihrend
der Online-Phase als entscheidend erweisen [My-Ha et al. 2007].

Dariiber hinaus werden in der Forschung Modelle betrachtet, deren Systemmatrizen von weni-
gen Parametern abhingen, wobei es sich zum Beispiel um Materialparameter oder geometri-
sche Modelleigenschaften handeln kann. Dies wird als parametrische Modellordnungsreduk-
tion bezeichnet. Hiufig basieren diese Verfahren auf der Interpolation zwischen reduzierten
Modellen, welche fiir ausgewihlte Parametersitze erzeugt werden [Panzer et al. 2010]. Dabei
konnen Methoden fiir lineare Systeme genutzt werden, worunter im Wesentlichen das balan-
cierte Abschneiden und Krylov-Unterraumverfahren fallen. Andere Ansitze verwenden fiir
nichtlineare Systeme geeignete Reduktionsverfahren, wie Reduced Bases Methoden, wobei die
explizite Parameterabhéngigkeit des reduzierten Modells aber verloren geht [Ohlberger & Rave
2016]. Einen allgemeinen Uberblick geben diesbeziiglich Benner et al. [Benner et al. 2015].

Einen weiteren Forschungsschwerpunkt bildet die Untersuchung gekoppelter Systeme [Benner
& Feng 2015]. Dies kann sich sowohl auf die Kopplung verschiedener physikalischer Domi-
nen, wie bei der Fluid-Struktur-Interaktion [Ballarin et al. 2017] oder der Betrachtung thermo-
mechanischer Feldprobleme [Benner et al. 2019], aber auch auf die Kopplung mehrerer
reduzierter Systeme untereinander beziehen. Der letztgenannte Fall wird als Substrukturierung
bezeichnet. Neben der Anwendung auf nichtlineare [Mahdiabadi et al. 2017] und parametrische
Systeme [Walker et al. 2018] ist hierbei insbesondere die effektive und allgemeingiiltige
Reduktion der Koppelfreiheitsgrade von Interesse [Smetana & Patera 2016].

Mittlerweile existieren auch einige Programme, welche den Anwender bei der Modellord-
nungsreduktion unterstiitzen. Morembs [Fehr et al. 2018] und MORPACK [Lein &
Beitelschmidt 2012] legen dabei den Fokus auf die elastische Mehrkorpersimulation und bieten
deshalb zahlreiche Moglichkeiten zum Import von Modellen aus kommerziellen Finite-
Elemente-Programmen und zum Export des reduzierten Systems in Mehrkorpersimulationspro-
gramme. Die fiir Forschungszwecke frei verfiigbaren Softwarepakete pyMOR [Milk et al.
2016], MORLAB [Benner & Werner 2018] und sssMOR [Castagnotto et al. 2017] konzentrie-
ren sich hingegen nur auf den eigentlichen Reduktionsprozess und die Systemanalyse.

Abschlielend soll in diesem Kapitel die Nutzung der Modellordnungsreduktion fiir thermische
Systeme diskutiert werden. Obwohl ein paar Veroffentlichungen existieren, welche die Guyan-
Reduktion und die Component Mode Synthesis [Botto et al. 2007] oder modale Verfahren [Zhu
et al. 2008] verwenden, kommen fiir lineare Systeme meistens Krylov-Unterraummethoden
zum Einsatz [Galant ef al. 2015; Feng et al. 2016; Yuan et al. 2018]. Feng et al. und Yuan et
al. berticksichtigen dabei zusitzlich eine Parameterabhédngigkeit der Modelle [Feng et al. 2016;
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Yuan et al. 2018]. Bruns und Benner zeigen die Anwendung der bilinearen Reduktion bei
varilerendem Wiarmeiibergangskoeffizienten [Bruns & Benner 2015]. Fiir den Fall einer orts-
verdnderlichen Wirmequelle erfolgt bei Brands ef al. die Reduktion mit einem POD-Verfahren
[Brands et al. 2016] und Salleras et al. vergleichen die Anwendung von POD und Krylov-
Verfahren fiir thermische Modelle [Salleras et al. 2005].

Fiir die Reduktion eines Systems unter Beriicksichtigung der Wirmestrahlung liegen nur sehr
wenige Beispiele vor. Eines stellt die Untersuchung der Strahlungsintensitdt im Frequenzbe-
reich ausgehend von einer gegebenen Temperatur- und Druckverteilung in Plasmabdgen dar,
was sich somit deutlich vom Fokus dieser Arbeit unterscheidet [Fagiano & Gati 2016]. Pinnau
nutzt die POD-Methode fiir ein eher akademisches Beispiel einer Ellipse im zweidimensionalen
Raum mit dem Freiheitsgrad 1769 [Pinnau 2008]. Qian et al. wenden das POD-Verfahren und
die Trajectory-Piecewise Linearization am Beispiel zweier Satellitenmodelle der NASA an
[Qian ef al. 2015].

3.3 Guyan-Reduktion

Die Guyan-Reduktion [Guyan 1965], welche auch als statische Kondensation bezeichnet wird,
stellt eines der ersten entwickelten Verfahren dar und ist in vielen kommerziellen Finite-
Elemente-Programmen enthalten. Anwendung findet sie vorwiegend bei der Berechnung stati-
scher Lastfille sehr groBer Strukturen, wie beispielsweise ganzer Schiffe, wo einzelne
Abschnitte separat reduziert und die reduzierten Strukturen, die sogenannten Superelemente,
anschlieBend zum Gesamtmodell zusammengesetzt werden [Nasdala 2015]. Auf diese Weise
lassen sich Baugruppen mit insgesamt mehreren hundert Millionen Freiheitsgraden berechnen.

3.3.1 Verfahrensgrundlagen

Die Freiheitsgrade des Modells werden in externe und interne unterteilt. Die externen Freiheits-
grade oder Masterfreiheitsgrade, nachfolgend durch den Index 1 gekennzeichnet, dienen im
Rahmen der beschriebenen Substrukturtechnik der Kopplung zu anderen Bauteilen und kénnen
mit Lasten oder Randbedingungen beaufschlagt werden. Sie bleiben im Zuge der Reduktion
erhalten. Im Gegensatz dazu werden die internen Freiheitsgrade oder Slavefreiheitsgrade,
welche im Folgenden den Index 2 tragen, aus dem Gleichsystem eliminiert. An diesen konnen
auch keine zeitlich veridnderlichen Lasten aufgebracht werden.

Die Trigheit des Systems findet im Zuge der Guyan-Reduktion keine Beriicksichtigung. Statt-
dessen wird lediglich das stationire Feldproblem betrachtet, wobei der Zustandsvektor x in den
Vektor der Masterfreiheitsgrade x; und den Vektor der Slavefreiheitsgrade x, untergliedert
wird

x = 2] (3.14)
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In gleicher Weise werden die Systemmatrix A und die Eingangsmatrix B partitioniert, sodass
aus (3.1) das Gleichungssystem

Ay A12] X1 _ [Bl]
a4 ] = B.|? (3.15)
folgt. Nach Auflosen der zweiten Zeile von (3.15) nach x, ergibt sich

xz = Azlezz - A521A21x1. (316)

Durch Einsetzen in die erste Zeile von (3.15) lassen sich nun die Slavefreiheitsgrade aus dem
System eliminieren

(A — A12A521A21)x1 =B,z — Aleglezz (3.17)

und der Vektor der Masterfreiheitsgrade entspricht dem reduzieren Zustandsvektor xg = x;.
Gleichung (3.17) beschreibt das reduzierte System und fiir (3.3) folgt somit mit der Einheits-
matrix I;; € R™" und dem Nullvektor 0, € R"

X | 0

x:] - [_A51211A21] ¥R E AEzltl?zZ]' (3.18)
Fiir den Fall, dass keine Lasten an den Slavefreiheitsgraden angreifen (B,z = 0), resultiert
daraus die Projektionsmatrix

V= [—AIEEAZJ' (3.19)
Die Guyan-Reduktion liefert aufgrund der vorgestellten Ableitung exakte Ergebnisse fiir stati-
ondre Berechnungen, allerdings fiihrt die Vernachlissigung der Trégheit bei der Ermittlung der
Projektionsmatrix dazu, dass sie fiir die meisten instationdren Aufgabenstellungen ungeeignet
ist und erheblich zu grofe Fehler bedingt [Qu 2004; Koutsovasilis 2009]. Aus diesem Grund
erscheint die Anwendung auf das hier untersuchte Wirmefeldproblem nicht zielfiihrend, insbe-
sondere vor dem Hintergrund, dass alle Modellknoten, an denen Wirmestrome appliziert
werden sollen, als Masterknoten auszuwihlen wiéren. Dies wiirde in Verbindung mit den ange-
strebten verteilten Modelllasten dazu fiihren, dass ein sehr groer Anteil der Knoten des
Modells als Masterfreiheitsgrade im reduzierten System erhalten bliebe, was angesichts der
Tatsache, dass im reduzierten System die Bandstruktur der Matrizen verloren geht, den
Rechenaufwand vielmehr erhoht als ithn zu vermindern [Benner, Feng et al. 2008].

3.3.2 Berechnung thermisch induzierter Beanspruchungen

Die Berechnung der thermisch induzierten Verformungen entsprechend (2.45), mit dem Ziel
die daraus resultierenden Beanspruchungen zu ermitteln, erfolgt stationir. Infolgedessen bietet
sich an dieser Stelle der Einsatz der Guyan-Reduktion an. Mit x = u sowie A = K,;,, und
Bz = f, — K,+0 lisst sich (2.45) in die entsprechende Zustandsraumformulierung iiberfiih-
ren. Eine besondere Herausforderung ergibt sich daraus, dass aufgrund der thermischen
Dehnungen alle Freiheitsgrade des mechanischen Modells mit von Lastschritt zu Lastschritt
verdnderlichen Lasten beaufschlagt sind. Die zur Ableitung von (3.19) gestellte Forderung
B,z = 0 kann somit nicht erfiillt werden. Damit miisste der Term A,, B,z in jedem Lastschritt
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neu ausgewertet werden oder alle Freiheitsgrade wiren Masterfreiheitsgrade, sodass keine
Reduzierung der Rechenzeit auftritt.

Vielfach lassen sich jedoch die aus mechanischer Hinsicht kritischen Stellen im Vorfeld,
beispielsweise in ersten Testrechnungen, identifizieren. Sollen nun Parameterstudien am ther-
mischen Modell ausgefiihrt und die daraus resultierenden Auswirkungen auf die Beanspruchun-
gen untersucht werden, kann davon ausgegangen werden, dass sich diese kritischen Stellen
nicht signifikant dndern. Demzufolge miissen auch die Verformungen, welche die Grundlage
fiir die Spannungsberechnung bilden, nur an ausgewihlten Freiheitsgraden berechnet werden.

Betrachtet man nun den zweiten Summanden auf der rechten Seite von (3.17) kann dieser
aufgrund der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix mit

A, =A%, und Az} = (A1) =47 (3.20)

umgeformt werden zu

AipAz; = A3, (A33)" = (4734507 (3.21)
Somit lésst sich die rechte Seite von (3.17) unter Nutzung der Projektionsmatrix V aus (3.19)
ausdriicken

B,z — A,,A;;B,z = V"Bz. (3.22)

Anstatt der Losung eines Gleichungssystems in jedem Lastschritt wie in (3.17) verringert sich
der numerische Aufwand auf die Matrix-Vektor-Multiplikation (VTB)z. Auf diese Weise
lassen sich effektiv die Verformungen an den Masterfreiheitsgraden berechnen. Allerdings ist
eine Expansion der Losung auf die Slavefreiheitsgrade nun nicht mehr moglich, da in (3.18)
der Term A3} B,z erhalten bleibt. Es sind also ausschlieBlich die Verschiebungen an den
Masterfreiheitsgraden fiir die anschlieBende Ermittlung der auftretenden Beanspruchungen
nutzbar.

Die anrisskritischen Orte liegen in der Regel an der Bauteiloberflidche, an welcher, falls keine
signifikanten duBeren Lasten normal zu dieser auftreten, ein ebener Spannungszustand ange-
nommen werden kann. Fiir die Berechnung der Spannungen auf der Elementebene werden
samtliche Verschiebungskomponenten aller Elementknoten bendtigt. Somit ergeben sich bei
Verwendung von Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen in allen Raumrichtungen
infolge der 20 Knoten insgesamt 60 Masterfreiheitsgrade fiir jede untersuchte Position. Dies
wiirde bereits fiir wenige Analysepunkte zu einem starken Anwachsen der reduzierten Dimen-
sion fiihren.

Aus diesem Grund wird hier die Spannung an der Oberfldche direkt aus den Verschiebungen
der angrenzenden Oberfldchenknoten ermittelt. Dabei geniigen fiir die Charakterisierung des
ebenen Spannungszustandes drei Knoten, sodass sich aufgrund der jeweils drei Verschiebungs-
komponenten neun Masterfreiheitsgrade ergeben. Angesichts der Tatsache, dass die
Spannungsverteilung im Element aufgrund der gewdéhlten quadratischen Ansatzfunktionen
linear ist und damit der Spannungszustand nur fiir die Eckknoten ausgewertet wird, werden
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auch nur diese als kritische Stellen identifiziert. Dann dienen die Verschiebungen des jeweili-
gen Eckknotens und der beiden nédchstgelegenen Seitenmittelknoten der untersuchten Element-
oberfliche zur Bestimmung des Verzerrungszustandes, aus welchem fiir den hier zugrunde
liegenden Fall isotropen und linear-elastischen Materialverhaltens direkt der Beanspruchungs-
zustand folgt. Die Vernetzung sollte so gewdhlt werden, dass besonders groBe und kleine

Eckwinkel der Elemente vermieden werden.
3.3.3 Anwendungsbeispiel Spannungsberechnung

Das beschriebene Vorgehen soll jetzt anhand eines Beispiels demonstriert werden. Die Bean-
spruchungen werden fiir die in Abbildung 2.7 dargestellte Temperaturverteilung ermittelt.
Abbildung 3.2 zeigt einen Ausschnitt des verwendeten mechanischen Finite-Elemente-Modells
mit den gewdhlten sechs Auswertepositionen. Diese sind so festgelegt, dass neben von geomet-
rischen Kerben unbeeinflussten Bauteilbereichen (Position 1 und 2) auch Kerben mit leichter
Spannungsiiberhohung (Position 3 und 4) und solche mit starker Spannungsiiberhéhung (Posi-
tion 5 und 6) untersucht werden.

Y

Abbildung 3.2 Positionen fiir die Spannungsauswertung. Die z-Achse zeigt stets senkrecht zur Ober-
fliache ins Bauteilinnere und der Koordinatenursprung verdeutlicht die Lage des untersuchten Knotens:
1 — MantelauBenseite; 2 — Mantelinnenseite; 3 — Innenseite der Mantelkrempe; 4 — Au3enseite der Man-
telkrempe; 5 — Radius am Ubergang vom innenliegenden Profil zum Behiltermantel; 6 — Innenbohrung
Sensorflansch.

Insgesamt weist das genutzte Modell 1.983.768 Freiheitsgrade auf, um eine hinreichende Auf-
16sung der meisten Spannungsmaxima am Behiltermantel zu gewéhrleisten. Daraus resultiert
fiir das einmalige Losen des unreduzierten Gleichungssystems eine Rechenzeit von 1200 s,
sodass dieses Vorgehen im Falle umfangreicher thermischer Simulationen nicht praktikabel ist.
Die Berechnungszeit der Guyan-Reduktion ist mit 1600 s nur etwas hoher als fiir einen stati-
schen Losungsschritt. Da fiir den statischen Festigkeitsnachweis, beispielsweise nach der FKM-
Richtlinie [Forschungskuratorium Maschinenbau 2012], in der Regel die Vergleichsspannung
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nach von Mises oy herangezogen wird, ist diese in Tabelle 3.1 fiir die Berechnung mit dem
Ausgangsmodell in der Finite-Elemente-Software ANSYS und mit dem nach Guyan reduzier-
ten Modell in MATLAB gegeniibergestellt.

Tabelle 3.1 Gegeniiberstellung der Vergleichsspannung nach von Mises oy fiir die unterschiedlichen
Berechnungsvarianten.

Position oy in ANSYS oy in MATLAB Abweichung
1 273,26 MPa 272,87 MPa 0,14 %
2 252,38 MPa 251,89 MPa 0,19 %
3 244,98 MPa 245,24 MPa 0,11 %
4 251,62 MPa 249,23 MPa 0,95 %
5 424,46 MPa 431,29 MPa 1,61 %
6 506,23 MPa 545,64 MPa 7,78 %

Es zeigt sich, dass mit steigender Spannungsiiberhohung in der Kerbe auch die Abweichung
ansteigt, wobei Unterschiede unter 2 % in den Spannungsergebnissen als hinreichend genau
angesehen werden konnen. Lediglich fiir Position 6 ergibt sich eine nicht akzeptable Differenz,
wobei sich bei Konvergenzuntersuchungen der Sensorflanschbohrung mittels Submodelltech-
nik in ANSYS eine Vergleichsspannung von 546,68 MPa und somit eine Abweichung von nur
noch 0,2 % ergab. Der urspriingliche Unterschied geht vor allem auf eine unzureichende Auf-
l6sung des Spannungsgradienten ins Bauteilinnere im ANSYS-Gesamtmodell (Abbildung 3.2)
und die daraus resultierende Ungenauigkeit bei der Extrapolation der Spannungen von den
GauB-Punkten des Elementes zu den Elementknoten zuriick [Link 2014]. Mit der beschriebenen
Methodik konnen demzufolge sehr genaue Ergebnisse gewonnen werden und die Rechenzeit
fiir einen einzelnen Lastschritt verringert sich auf 0,03 s. Dariiber hinaus wird aus der anfing-
lichen Abweichung fiir die Position 6 deutlich, dass eigentlich ein lokal noch feiner vernetztes
Gesamtmodell notwendig wire, was den Rechenaufwand fiir das Originalmodell weiter
ansteigen ldsst. Vor diesem Hintergrund erweist sich die Anwendung der Modellordnungsre-
duktion als essentiell fiir die effektive Berechnung der thermisch induzierten Beanspruchungen.

3.4 Modale Reduktion

Die modale Reduktion stellt in der Strukturmechanik und Akustik das meistgenutzte Redukti-
onsverfahren dar, weil sie in vielen kommerziellen Programmen enthalten ist [Benner 2006;
Fehr 2011]. Sie geht auf Davison und Marshall zuriick [Davison 1966; Marshall 1966].

3.4.1 Verfahrensgrundlagen

Hierbei wird das Modell in den Raum der Eigenvektoren projiziert. Nach Uberfiihrung von
(3.1) in das Eigenwertproblem

(A-AE)p; =0 mit j=1..N (3.23)
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lassen sich die Eigenwerte A; und die zugehorigen Eigenvektoren ¢b; berechnen. Letztere bilden
spaltenweise die Modalmatrix @.

Eine Reduktion der Systemdimension gelingt nun, wenn das Systemverhalten durch wenige
Eigenformen dominiert wird, sodass anstatt simtlicher nur n Eigenwerte und -vektoren
bestimmt werden miissen. Fiir mechanische Systeme ist dies hdufig der Fall, wobei in vielen
Anwendungen die zu den n niedrigsten Eigenfrequenzen korrespondierenden Eigenvektoren
von Interesse sind. Insbesondere bei schwacher Dadmpfung resultiert dies daraus, dass das
Verhalten in Resonanznihe im Wesentlichen durch die eine zugehorige Eigenform geprégt wird
[Besselink ef al. 2013]. Die sich mit j =1 ...n aus (3.23) ergebende Modalmatrix entspricht
dann der Projektionsmatrix in (3.7)

V=o. (3.24)

Auch fiir thermische Systeme existieren Ansétze zur Beschreibung im modalen Raum [Koster
et al. 2000; Woschke et al. 2009]. Die Auswahl der dominanten Eigenformen gestaltet sich
jedoch deutlich schwieriger als fiir mechanische Systeme, da dies nicht nur die zu den niedrigs-
ten Eigenwerten gehorenden sind und deshalb zum Teil sehr viele Moden berechnet werden
miissen [Zhu et al. 2008; Hooijkamp & Keulen 2018]. Dariiber hinaus werden die Ubertra-
gungsfunktionen zwischen den Systemein- und -ausgingen nicht durch ausgeprigte Maxima
dominiert, weil Resonanzen wie in der Mechanik nicht auftreten.

3.4.2 Anwendbarkeit der modalen Reduktion fiir thermische Felder

Die Eignung der modalen Reduktion fiir thermische Systeme soll nun anhand eines einfachen
Beispiels untersucht werden, dessen Freiheitsgrad eine Berechnung aller Eigenvektoren ermog-
licht. Aus diesem Grund erweist sich weder das Rotationsbehiltermodell noch dessen
vereinfachte Variante als geeignet, da die korrespondierenden Rechenzeiten erheblich zu hoch
wiren. Stattdessen dient der in Abbildung 3.3 gezeigte Quader mit den Kantenldngen
200 mm x 50 mm x 50 mm in zwei Netzfeinheiten, mit den Elementkantenldngen 12,5 mm
(Freiheitsgrad 1440) und 10 mm (Freiheitsgrad 2640), als Erprobungsmodell. An der rechten
Seite wird eine Temperaturrandbedingung (6 = 0 °C) vorgegeben, alle anderen Oberfldchen
weisen eine Konvektionsrandbedingung auf. Zusitzlich ist auf der Oberseite vom linken Rand
aus bis zu drei Viertel der Quaderlidnge eine Wirmestromlast aufgebracht, sodass sich die in
Abbildung 3.3 dargestellte Temperaturverteilung nach einer Simulationszeit von 1 h ergibt.

Temperatur/°C
W
[\S)

Abbildung 3.3 Temperaturverteilung und Finite-Elemente-Netz (Elementkantenldnge 12,5 mm) des
Beispielmodells fiir die modale Reduktion.
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Abbildung 3.4 veranschaulicht den Einfluss der reduzierten Dimension n, wobei stets alle
Eigenformen j = 1 ...n Berlicksichtigung finden, auf die Giite des modal reduzierten Modells.
Hierbei zeigt sich, dass die Anzahl der zu verwendenden Eigenvektoren, um beispielsweise
einen maximalen Fehler von unter 1 K zu erhalten, insbesondere im Verhiltnis zum
Gesamtfreiheitsgrad sehr hoch ausfillt. So werden fiir das kleinere Modelle insgesamt
695 Moden und fiir das groere Modell sogar 1054 Moden benétigt. Somit wird ebenfalls
deutlich, dass die Anzahl zu berechnender Eigenwerte mit zunehmender Netzfeinheit ansteigt.

10°
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— — FHG 2640 |
!
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Abbildung 3.4 Maximaler Fehler des reduzierten Modells in Abhiingigkeit von der Anzahl beriicksich-
tigter Eigenformen und dem Freiheitsgrad (FHG) des Modells.

Auch wenn nicht alle diese Eigenformen signifikant zur Systemantwort beitragen und folglich
viele im reduzierten Modell vernachlissigt werden konnten, so miissen sie dennoch zunichst
berechnet werden. Im Hinblick auf die hier interessierenden Modelle mit einem Freiheitsgrad
von mehr als 10 fiihrt dies dennoch zu erheblichen numerischen Problemen und erscheint nicht
praktikabel. Deshalb wird die modale Reduktion des thermischen Feldproblems hier nicht
weiter betrachtet.

3.4.3 Modaltransformation

Dennoch bietet eine modale Beschreibung einen wesentlichen Vorteil, die reduzierten System-
matrizen werden bei geeigneter Normierung der Eigenvektoren diagonalisiert und das Glei-
chungssystem entkoppelt [Skolaut 2014]. Dariiber hinaus entspricht bei geeigneter Normierung
der Eigenvektoren die reduzierte Wirmekapazititsmatrix Eg einer Einheitsmatrix I € R™*"

VIEV=Eg =1 und VTAV = AR = 4, (3.25)

wobei die Spektralmatrix 4 die Eigenwerte A; auf der Hauptdiagonalen enthilt. Bei Verwen-
dung aller Eigenvektoren des Ausgangssystems, womit anstatt einer modalen Reduktion eine
Modaltransformation vorliegt, tritt naturgemif kein Genauigkeitsverlust ein, da alle Systemin-
formationen Beriicksichtigung finden.
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Deshalb eignet sich die Modaltransformation zur Verringerung des numerischen Aufwands bei
der transienten Simulation des reduzierten Systems. Dazu wird das in einem ersten Schritt mit
einem anderen Reduktionsverfahren erzeugte Modell, wobei die zugehorige Projektionsmatrix
V, € RN*" sei, im zweiten Schritt in den modalen Raum transformiert. Die entsprechende
Transformationsmatrix wird mit V, € R™*™ bezeichnet. Die resultierende Projektionsmatrix

ergibt sich daraus dann zu
V = V1V2. (3.26)

Auf diese Weise konnten bei der Simulation des reduzierten Systems Rechenzeitverkiirzungen
bis zu 40 % erreicht werden.

3.5 Krylov-Unterraummethoden

Die Krylov-Unterraumverfahren zéhlen aufgrund ihrer hohen Genauigkeit bei gleichzeitig
verhiltnisméBig geringem Berechnungsaufwand zu den meistgenutzten Reduktionsmethoden
fiir lineare Systeme mit groer Systemdimension. Ziel dieser Verfahren ist es, die Momente der
Ubertragungsfunktionsmatrix des vollen und des reduzierten Systems in Ubereinstimmung zu
bringen. Einen Uberblick dazu geben verschiedene Ubersichtsartikel [Freund 2003; Antoulas
2005; Baur et al. 2014; Beattie & Gugercin 2017].

3.5.1 Verfahrensgrundlagen

Die Ubertragungsfunktionsmatrix H{s) nach (3.2)
H(s) = C(sE + A)~'B (3.27)

stellt den Ausgangspunkt fiir die Herleitung dar. Da hier eine von den meisten Veroffentlichun-
gen abweichende Form der Zustandsraumdarstellung mit Ax auf der linken Seite des
Gleichungssystems (3.1) verwendet wird, was durch die giingige Darstellung des thermischen
Systems in der Finite-Elemente-Beschreibung motiviert ist, unterscheiden sich die nachfolgen-
den Ausfithrungen zum Teil in den Vorzeichen. Durch Ersetzen von A durch A = —A lisst sich
die in der Literatur géngige Form herstellen. Durch Reihenentwicklung von (3.27) in eine
Taylorreihe mit der Entwicklungsstelle s;, ergibt sich [Fehr 2011]

H(s) = Z —C(=(s4E + A)E)i(s E + A)"'B(s — 5,)"

=0
[ee]

= Z M* (s — sp)".
i=0

Dabei sind die M l.s" die zugehorigen Momente der Ubertragungsfunktion des nicht reduzierten

(3.28)

Systems, welche im Zuge der Approximation mit den Momenten des reduzierten Systems M f"
bis zur Ordnung 0 — 1 mit i = 0...0 — 1 in Ubereinstimmung zu bringen sind. Dies wird als

Momentenabgleich (engl. moment matching) bezeichnet.
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Die explizite numerische Berechnung der Momente ist jedoch einerseits duflerst aufwendig und
andererseits instabil, weshalb dieses Verfahren insbesondere fiir grole Systeme nicht praktika-
bel ist [Freund 2003].

Durch Projektion des Systems in einen Krylov-Unterraum kann die explizite Bestimmung der
Momente umgangen werden [Gugercin et al. 2008]. Unter Nutzung der Vereinfachungen

Y=(sxE+A) B und 2= (sxE+A)'E (3.29)
kann zu jeder Entwicklungsstelle s, mit k = 1 ... K ein Krylov-Unterraum &k
Kk = span(¥, QW, ..., Q'Y, ..., Q1) (3.30)

aufgespannt werden, wobei 0 Momente in Ubereinstimmung gebracht werden. Durch Vereini-
gung der zu allen Entwicklungsstellen gehorenden Unterrdume ergibt sich der gesamte durch
die Projektionsbasis aufgespannte Raum
K
UycSk < colsp(V). (3.31)
k=1
Durch Uberfiihrung von (3.30) in die Form

Kk = span{¥, Q¥, 2(QY), ..., 2(Q11WP), ..., 2(Q2°2y)) (3.32)

wird die aufeinander aufbauende Ermittlung fiir die einzelnen Entwicklungsordnungen
deutlich. Allerdings ist die direkte Umsetzung von (3.32) mit numerischen Schwierigkeiten
verbunden. Aufgrund der begrenzten Rechengenauigkeit werden mit steigendem i zunehmend
linear von den zuvor generierten Basisvektoren abhédngige Vektoren erzeugt [Freund 2003].
Deshalb kommen fiir die Berechnung der Projektionsmatrix Lanczos- [Lanczos 1950] und
Arnoldi-Verfahren [Arnoldi 1951] zum Einsatz [Grimme 1997]. Fiir die hier betrachtete ortho-
gonale Projektion mit W = V sind Arnoldi-Verfahren besser geeignet [Freund 2003]. Dariiber
hinaus erweisen sie sich als robuster [Lehner 2007]. Mithilfe der modifizierten Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung mit Reorthogonalisierung wird gewihrleistet, dass die in jedem Entwick-
lungsschritt neu erzeugten Basisvektoren orthogonal zu allen bisher generierten sind [Saad
2003]. Dennoch kann es insbesondere fiir groe Entwicklungsordnungen vorkommen, dass die
neuen Basisvektoren nicht linear unabhéngig sind. In diesem Fall finden sie in der Projektions-
matrix keine Beriicksichtigung, was als Deflation bezeichnet wird.

3.5.2 Algorithmus

Fiir die nachfolgende detaillierte Beschreibung des genutzten Algorithmus erweisen sich die
Anzahl K und die Lage s, der Entwicklungsstellen, die Anzahl der in Ubereinstimmung
gebrachten Momente o in (3.28) bzw. (3.32) sowie die Wahl der Eingangsmatrix B € R¥*€ in
(3.29) bzw. deren geeignete Modifizierung als entscheidend fiir die Giite des reduzierten
Systems, dessen Dimension und die Berechnungszeit. Daraus resultieren unterschiedliche
Verfahrensklassen. Die allgemeine Vorgehensweise ist in Algorithmus 1 dargestellt, woraus
sich durch entsprechende Annahmen die nachfolgenden Sonderfille ableiten. Die Funktion
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GramSchmidt(V, R) beinhaltet dabei neben der modifizierten Gram-Schmidt-Orthogonalisie-
rung mit Reorthogonalisierung auch die mégliche Deflation.

Algorithmus 1 Iterativer rationaler Krylov-Algorithmus (Arnoldi-Verfahren) [Lehner 2007; Gugercin
et al. 2008].

Eingiinge: Systemmatrizen A4, E; Eingangsmatrix B; Vektor der Entwicklungsstellen s;
tangentiale Richtungen t; Vektor der Entwicklungsordnungen 0; maximale Iterations-
anzahl maxiter; Abbruchtoleranz tol

Ausgang: Projektionsmatrix V

1 for [ = 1: maxiter

2 V=TI]

3 fork =1:K

4 R = (A + s E)"Y(Bty)

5 V,eu = GramSchmidt(V, R)
6 V =V,eu

7 fori =2:0;

8 R = (A+ s E) Y (EV o)
9 Vieu = GramSchmidt(V, R)
10 V=1V Viyed

11 end

12 end

13 Agr =VTAV; ER=VTEV

14 [®, A] = eig(Ag, ER)

15 fork =1:K

1 te = (o10'B)

17 Sneu, = Ak

18 end

19 if [Isneu — Sll2/lISneull, < tol

20 break

21 else

22 S = Speu

23 end

24 end
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Zunichst sei vom Sonderfall eines einzigen Eingangs B € RV*!

ausgegangen. Die einfachste
Variante ergibt sich bei Beschrinkung auf eine Entwicklungsstelle s, = 0, womit sich (3.28)

unter Beriicksichtigung der Ordnung der Reihenentwicklung zu
o—-1 0o-1
H(s) ~ Z —C(—A'E)'A™'Bs' = Z M; st (3.33)
i=0 i=0

vereinfacht. In diesem Fall verkiirzt sich Algorithmus 1 auf die Zeilen 4 bis 11. Im Gegensatz
dazu verwenden die sogenannten rationalen Krylov-Verfahren eine oder mehrere Entwick-
lungsstellen s, # 0, deren Lage entweder vom Anwender direkt vorgegeben oder im Zuge eines
Iterationsprozesses iterativ angepasst wird. Die letztgenannten sind als iterative rationale
Krylov-Algorithmen (IRKA) in der Literatur zu finden [Gugercin 2008]. In diesem Fall werden
als Entwicklungsstellen die Eigenwerte des reduzierten Systems (Zeile 13 bis 18) genutzt.
Damit die reduzierte Dimension nicht in jedem Iterationsschritt ansteigt, wird die Entwick-
lungsordnung zu 0, = 1 gesetzt. Die Iteration wird abgebrochen, wenn sich die Eigenwerte und
somit die Entwicklungsstellen nur noch geringfiigig dndern (Zeile 19/20).

Fiir ein System mit mehreren Eingingen e > 1 wird in jedem Berechnungsschritt in (3.32),
sofern keine Deflation auftritt, ein Block von genau e neuen Basisvektoren erzeugt, weshalb
dies als Block-Krylov-Verfahren bezeichnet wird. Damit ergibt sich mit t, = I € R®*¢ die
Dimension des reduzierten Systems n zu

n=e-o0-K, (3.34)
woraus sich ableiten lésst, dass diese fiir Systeme mit vielen Eingéingen sehr hoch ausfillt.

Abhilfe kann hierbei die tangentiale Interpolation schaffen [Beattie & Gugercin 2017]. Anstatt
die Ubereinstimmung der Ubertragungsfunktionsmatrix des Ausgangssystems H({s) und des
reduzierten Systems Hg(s) anzustreben, wird die bestmogliche Approximation an den
Entwicklungsstellen s = s;, entlang der tangentialen Richtungen &, gefordert

H(sy)t, ~ Hg(sy)ty. (3.35)

Wie die Entwicklungsstellen resultieren diese Richtungsvektoren in IRKA aus der Modalana-
lyse des reduzierten Systems. Wihrend erstere identisch mit den Eigenwerten sind, ergeben
sich letztere aus den zugehorigen Eigenvektoren

te = (7(V'B))

Die Gleichung (3.36) entspricht also der Anwendung der Modaltransformation auf die mit der

T

(3.36)

Projektionsmatrix des letzten Iterationsschrittes reduzierte Eingangsmatrix. Wegen o, = 1 und
e = 1 wird fiir jede Entwicklungsstelle nur ein Basisvektor erzeugt und fiir die reduzierte
Dimension gilt

n =K. (3.37)

Weder die tangentialen Richtungen noch die relevanten Eigenwerte des Systems sind im
Vorfeld bekannt, sodass eine iterative Annidherung erforderlich ist, was entsprechende Start-
werte voraussetzt. Eine naheliegende Option wire die ersten K Eigenwerte und die zugehorige
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Modalmatrix des Ausgangssystems als Entwicklungsstellen bzw. zur Berechnung der tangen-
tialen Richtungen in (3.36) zu verwenden. Da jedoch in Kapitel 3.4 gezeigt wurde, dass die
wichtigsten Eigenformen des thermischen Systems nur bedingt zu den kleinsten Eigenwerten
gehoren, erscheint dieses Vorgehen im Gegensatz zu mechanischen Systemen mit dem in der
Regel interessierenden Frequenzbereiches bis zu einer oberen Grenzfrequenz weniger geeignet.
Deswegen kommt fiir die nachfolgenden Untersuchungen ein mit dem Block-Krylov-Verfahren
und der Entwicklungsstelle s, = 0 reduziertes Modell zur Ermittlung der Startparameter der
Iteration zum Einsatz. Insgesamt liefert IRKA ein im Sinne der H,-Norm optimal reduziertes
Modell und der numerische Aufwand beschrinkt sich auf die Losung linearer Gleichungssys-
teme, sodass das Verfahren auch bei sehr groler Systemdimension anwendbar ist [Baur et al.
2014].

Ein Punkt, der bisher noch nicht diskutiert wurde, ist der Einfluss der gewihlten Anfangsbe-
dingungen auf das reduzierte Modell. Generell sind die gédngigen Reduktionsverfahren
basierend auf der Zustandsraumformulierung, also die Krylov-Unterraummethoden und das
balancierte Abschneiden, fiir Nullanfangsbedingungen ausgelegt [Beattie et al. 2017].
Allerdings erfordert die Ermittlung der Wirmestrome infolge Strahlung die Kenntnis der
Absoluttemperaturen. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Systeme mit einheitlicher Anfangs-
temperatur 8, geniigt zur Herstellung der geforderten homogenen Anfangsbedingungen eine
Verschiebung der Nulltemperatur entsprechend

0=0-0,. (3.38)

Bei der Betrachtung der Warmestrahlung miissen dann die Elementtemperaturen in (2.81)
entsprechend modifiziert werden. Fiir beliebige Randbedingungen ist diese Vorgehensweise
jedoch nicht anwendbar, weil sich anderenfalls Verschiebungen in den Differenztemperaturen
und somit auch den konduktiven Wiarmestromen ergeben wiirden. Heinkenschloss et al.
empfehlen fiir das balancierte Abschneiden den Vektor der Anfangstemperaturen an die
Eingangsmatrix anzuhiingen, sodass die modifizierte Eingangsmatrix B

B=[B 6,/K] (3.39)

entsteht, welche fiir die Reduktion genutzt wird [Heinkenschloss et al. 2011]. Beattie et al.
schlagen hingegen die gesonderte Reduktion der Anfangsbedingungen einerseits und des
Eingangs-/Ausgangsverhaltens andererseits vor [Beattie ef al. 2017].

Noch Gegenstand aktueller Forschung ist die Bestimmung strikter Fehlerschranken fiir die
Krylov-Unterraummethoden, um validierte Aussagen zur Qualitit des reduzierten Modells
treffen zu konnen [Panzer 2014]. Einige Ansétze basieren auf dem Vergleich auf unterschied-
liche Weise reduzierter Modelle, was zum Beispiel verschiedene Entwicklungsstellen oder
voneinander abweichende Systemdimensionen sein konnen [Grimme 1997; Bechtold et al.
2005]. Wenn die Abweichung zwischen den beiden reduzierten Systemen gering ist, wird davon
ausgegangen, dass auch der Fehler zum Ausgangsmodell klein ausféllt. Andere Verfahren
bewerten den Fehler im Frequenzbereich [Konkel ef al. 2008; Fehr et al. 2013]. Dieses Vorge-
hen ist jedoch fiir thermische Systeme aufgrund schwer festzulegender Frequenzschranken
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nicht anwendbar. Panzer et al. beschrinken sich auf strikt dissipative Systeme und evaluieren
den Fehler auf Basis der Lyapunov-Gleichungen, wobei der numerische Aufwand mit steigen-
der Genauigkeit der Fehlerschranken stark ansteigt [Panzer et al. 2013].

3.5.3 Anwendungsbeispiel

Abschliefend sollen die Krylov-Unterraummethoden anhand des vereinfachten Rotationsbe-
héltermodells aus Kapitel 2.4.1 hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit bei thermischen Systemen
ndher untersucht werden. Da bislang die Beriicksichtigung der Wirmestrahlung in der Modell-
ordnungsreduktion noch nicht diskutiert wurde, beschrinken sich die Berechnungen auf das
lineare Modell, welches nur Konvektions-, Wirmestrom- und Temperaturrandbedingungen

enthilt. Die Warmestrahlung wird folglich zunichst vernachlissigt.

Das System verfiigt tiber fiinf Eingiinge (e =35), welche die drei Wirmestromlasten, die
Temperaturrandbedingung und die Konvektion repridsentieren. Das genaue Vorgehen hierzu
wird in Kapitel 4.2 vorgestellt, weshalb hier nur erwéhnt sei, dass dies mit keinen Genauig-
keitsverlusten einhergeht, sodass die nachfolgend dargestellten Abweichungen ausschlie3lich
auf den Reduktionsprozess zuriickzufiihren sind. Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben,
kommt ein Block-Krylov-Verfahren mit der Entwicklungsstelle s, = 0 zur Ermittlung der
Startwerte der IRKA-Iterationen zum FEinsatz. Dieser Berechnungsschritt wird im Folgenden
als Iterationsschritt O (I = 0) bezeichnet. Angesichts der Anzahl an Eingidngen und wegen
K =1 muss die hieraus resultierende reduzierte Dimension nach (3.34) ein Vielfaches von 5
sein. Die jeweils gewihlte Entwicklungsordnung o ergibt sich also zu 0 = n/e.

Abbildung 3.5 und Abbildung 3.6 zeigen die Temperaturabweichungen fiir die reduzierten
Dimensionen n = 30 und n = 60 in Abhédngigkeit von der Anzahl an IRKA-Iterationen [. Die
Ergebnisse fiir n = 90 und n = 120 sowie ein Vergleich fiir die verschiedenen Reduktions-
dimensionen finden sich in Anhang B. Es ist erkennbar, dass das Block-Krylov-Verfahren
(I =0) zu Beginn der Simulation die grofiten Abweichungen liefert. Die schnellen Erwér-
mungsprozesse direkt an den Heizfolien werden also nur ungenau abgebildet. Mit steigender
Simulationszeit, wenn sich die Temperatur immer mehr der stationdren Verteilung annihert,
sinkt der Fehler deutlich. Das Modell bildet also den unteren Frequenzbereich der Ubertra-
gungsfunktionen sehr gut ab, wihrend sich bei hohen Frequenzen groBere Ungenauigkeiten
ergeben. Mit Bezug auf die hier untersuchte Aufgabenstellung des Behéltervorwirmens ist letz-
teres aber von untergeordneter Bedeutung, solange der Fehler wie in Abbildung 3.6 innerhalb
eines kurzen Zeitintervall deutlich abnimmt, da einerseits direkt am Anfang noch keine kriti-
schen Temperaturen auftreten, die im Sinne einer moglichen Uberhitzung einen Eingriff
bedingen, und andererseits die thermisch induzierten Beanspruchungen aufgrund der geringen

Temperaturdifferenzen nicht versagenskritisch sind.
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IRKA — Iterationsanzahl n = 30
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Abbildung 3.5 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle im Vergleich zum Ausgangsmodell fiir eine
reduzierte Dimension n = 30 bei Verwendung von e = 5 Fingéngen in Abhingigkeit von der Anzahl
an IRKA-Iterationen [.

IRKA — Iterationsanzahl n = 60

10°

M 107} 3

5 \Av\ —1=0
= =
& 1=2
5107 =3
2 —
£ N =4
5 \X\ =20
= 107 ¢

4 | | ! !
10
0 2000 4000 6000 8000 10000

Zeit/s

Abbildung 3.6 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle im Vergleich zum Ausgangsmodell fiir eine
reduzierte Dimension n = 60 bei Verwendung von e = 5 Eingédngen in Abhingigkeit von der Anzahl
an IRKA-Iterationen [.

Fiir die erste Iteration (I = 1) ist bei allen Modellen eine Verringerung des Reduktionsfehlers
insbesondere zu Simulationsbeginn feststellbar, allerdings wird in keinem Fall eine Konvergenz
des Algorithmus erreicht und die Fehler steigen gerade in Richtung der stationidren Losung
wieder an. Dies zeigt sich daran, dass die oberen Eigenkreisfrequenzen der Entwicklungsstellen
in Abbildung 3.7 immer weiter zunehmen, sodass die Konvergenzbedingung in Algorithmus 1
(Zeile 19) nicht erfiillt wird. Aber auch in den untersten Eigenkreisfrequenzen treten
geringfiigige Verschiebungen auf, welche fiir die zunehmenden Abweichungen bei groBen

Simulationszeiten verantwortlich sind.
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Das gleiche Verhalten konnte auch fiir das Modell des Rotationsbehilters mit hoherem Frei-
heitsgrad beobachtet werden, wihrend an anderen Erprobungsmodellen nach wenigen Iteratio-
nen Konvergenz auftrat. Erwartungsgemdf3 erhoht sich die Modellqualitdt mit ansteigender
Dimension des reduzierten Modells, da die Entwicklungsordnung und somit auch die Approxi-
mationsgiite der Ubertragungsfunktionen zunehmen. Bei hinreichend groBer Modelldimension
(n = 90) kann fiir ein zufriedenstellendes Reduktionsergebnis ganz auf den Iterationsprozess
verzichtet werden.

Lage der Entwicklungsstellen n = 30
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Abbildung 3.7 Lage der Entwicklungsstellen in den unterschiedlichen Iterationsschritten [ fiir das
reduzierte Modell der Dimension n = 30.

Von entscheidender Bedeutung bei der Bewertung reduzierter Modelle ist neben der Redukti-
onsgiite auch die Rechenzeit, welche Tabelle 3.2 dokumentiert. Es zeigt sich, dass bereits fiir
eine einzelne Zeitbereichssimulation die Modellordnungsreduktion diesbeziiglich Vorteile mit
sich bringt. Die Reduktionszeit fiir das IRKA-Verfahren enthilt dabei die Rechenzeit fiir die
Bestimmung der Startwerte mittels Block-Krylov-Methode und die erste Iteration, welche
demzufolge 46,8 s bzw. 96,7 s dauert. Der darin auftretende Unterschied mit dem Faktor von
ungefihr 4,3 erkldrt sich daraus, dass im ersten Fall beim einmaligen Losen des Gleichungs-
systems fiinf neue Basisvektoren erzeugt werden (e = 5). Die reduzierte Dimension verhilt sich
erwartungsgemif nahezu proportional zur Reduktionszeit. Fiir beide Reduktionsdimensionen
erweist sich dariiber hinaus die Verwendung des Block-Krylov-Verfahrens zur Ermittlung der
tangentialen Richtungen und Entwicklungsstellen als numerisch effektiver als die Berechnung
der Eigenwerte und Eigenvektoren des Ausgangsmodells, welche 27,8 s bzw. 44,1 s in
Anspruch nimmt. Dies hidngt damit zusammen, dass fiir die Eigenwertberechnung, wenn sie
auch durch Projektion in einen Krylov-Unterraum erfolgt, eine hohere Reduktionsdimension
notwendig ist, um den Fehler gering zu halten.
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Tabelle 3.2 Vergleich der Rechenzeiten fiir das Block-Krylov- und das IRKA-Verfahren.

Reduktionszeit Simulationszeit
Vollmodell ——- 238,3 s
Block-Krylov (n = 30,1 = 0) 10,7 s 0,12s
IRKA (n=30,l=1) 57,5s 0,12s
Block-Krylov (n = 60, [ =0) 22.5s 0,15s
IRKA (n=60,1=1) 119,2 s 0,15s

Vor dem Hintergrund der gezeigten Ergebnisse erweist es sich fiir die hier betrachteten Modelle
als nicht sinnvoll mehr als einen Iterationsschritt mit dem IRKA-Verfahren auszufiihren. Somit
handelt es sich im eigentlichen Sinne um ein rationales Krylov-Verfahren unter Nutzung der
tangentialen Interpolation. Wihrend der Iterationen konnte trotz ansteigender Rechenzeit kein
Genauigkeitsgewinn erzielt werden, was an der fehlenden Konvergenz des Algorithmus lag.
Allerdings ist diese Aussage nicht auf andere Modelle verallgemeinerbar. Angesichts der deut-
lich geringeren Reduktionszeiten des Block-Krylov-Verfahrens bei nur minimal mit der
Reduktionsdimension ansteigender Simulationszeit kann es sich als vorteilhaft erweisen, den
Freiheitsgrad des reduzierten Systems hoher zu wéhlen, anstatt einen Iterationsschritt zu rech-
nen. So liefert das Block-Krylov-Verfahren mit n = 60 eine bessere Reduktionsgiite als das
IRKA-Verfahren mit n = 30 bei nur 40 % Rechenzeit.

Die Beriicksichtigung der Wirmestrahlung in Verbindung mit der Nutzung von Krylov-Unter-
raummethoden fiir die Modellordnungsreduktion erweist sich als nicht trivial. Dies lésst sich
vor allem darauf zuriickfiihren, dass jeder Modellknoten, an dem Wiarmestrome infolge Strah-
lung auftreten, einen separaten Systemeingang darstellt. Dies verhindert wegen O(e) = O(N)
nach (3.34) eine effektive Ordnungsreduktion fiir die Block-Krylov-Verfahren. Deshalb
beschiftigt sich Kapitel 4 mit der Reduktion der Anzahl der Systemeinginge. Des Weiteren
wird die Anwendbarkeit der fiir IRKA notwendigen tangentialen Interpolation fiir diesen Fall
diskutiert.

3.6 Proper Orthogonal Decomposition

Die Proper Orthogonal Decomposition (POD) kommt vorrangig fiir nichtlineare Systeme zur
Anwendung, wo andere etablierte Verfahren, wie die Krylov-Unterraummethoden oder das
balancierte Abschneiden an Grenzen stoBen. Ein genereller Uberblick wird in diversen Uber-
sichtsartikeln gegeben [Pinnau 2008; Sachs & Volkwein 2010; Volkwein 2012]. Auch Anwen-
dungen der Methode auf thermische Felder finden sich in der Literatur [Yousefi et al. 2004;
Bialecki et al. 2005; Falkiewicz & Cesnik 2011; Brands et al. 2016].

3.6.1 Verfahrensgrundlagen

Die Ansatzfunktionen der Reduktionsbasis werden direkt aus Losungen des untersuchten
dynamischen Systems zu bestimmten Zeitpunkten generiert [Pinnau 2008]. Diese Momentauf-
nahmen des Zustandsvektors werden als Snapshots bezeichnet. Sie miissen das gesamte
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abzubildende Systemverhalten beinhalten, weshalb ihrer Auswahl eine entscheidende Rolle
zukommt [Kostova-Vassilevska & Oxberry 2018]. In der Regel werden sie aus transienten
Analysen des Ausgangsmodells mit speziellen Eingangsfunktionen erzeugt. Dieser erste
Abschnitt, welcher vor der Reduktion auszufiihren ist, wird als Offline-Phase bezeichnet, was
sich am Beispiel einer Echtzeitsimulation veranschaulichen ldsst. Die Bereitstellung der
Snapshots erfolgt im Vorfeld gegebenenfalls auch unter Nutzung massiver Parallelisierung auf
Hochleistungsrechnern. Das erzeugte reduzierte System sehr kleiner Dimension kann dann in
der sogenannten Online-Phase fiir die auszufiihrenden Echtzeitsimulationen verwendet werden.

Die Snapshots sind im Allgemeinen aufgrund ihrer Erzeugung untereinander teilweise linear
abhingig oder zumindest nahezu linear abhiingig, sodass sie sich nicht direkt als Basisfunktio-
nen eignen [Riel 2014]. Stattdessen dient die Singuldrwertzerlegung der Extrahierung der
relevanten Systemeigenschaften aus den Trainingsdaten und die zugehdrigen Singuldrvektoren
bilden die gesuchten Basisfunktionen [Sachs & Volkwein 2010].

Zunichst sollen die fiir die Konstruktion der Projektionsmatrix heranzuziehenden { diskreten
Losungen im Zeitbereich x(t;) mit i = 1 ... { als bekannt vorausgesetzt werden. Des Weiteren
sind an dieser Stelle alle Zustinde des Systems gleichzeitig als Ausgédnge zu betrachten, sodass
fiir den Ausgangsvektor y; = x(t;) gilt und die Ausgangsmatrix einer Einheitsmatrix entspricht
C =1 € RV*N, Anderenfalls wiirde die Projektionsmatrix eine inkonsistente Dimension
erhalten. Die einzelnen Snapshots werden spaltenweise in der Snapshotmatrix ¥ € RV*¢

Y=[Y1 - Yi - ¥Y¢] (3.40)
zusammengefasst. Auf diese wird dann die Singuldrwertzerlegung
Y=UZXU} (3.41)

angewendet, wobei U; € RV*¢ und Uy € RV*¢ die Links- bzw. Rechtssingulirvektoren
enthalten. In der Literatur werden stattdessen in der Regel die Buchstaben U und V genutzt. Die
Matrix X € R$*¢ wird durch die Singulirwerte o; = Xj; in der Hauptdiagonale gebildet. Diese
sind stets positiv und in X' der Grofle nach geordnet [Dahmen & Reusken 2008]

0,120,220, = =0y (3.42)
Die Projektionsmatrix wird durch die zueinander orthogonalen Linkssinguldrvektoren
V=U, (3.43)

gebildet, womit zunéchst ein reduziertes System der Dimension { statt N erzeugt wird, welches
in der Lage ist, die Snapshots exakt wiederzugeben [Kostova-Vassilevska & Oxberry 2018].
Dies stellt fiir die hier betrachteten Systeme mit hohem Freiheitsgrad aber rechenzeitbedingt

verhiltnisméBig kleiner Snapshotsanzahl eine wesentliche Reduktion dar.

Im Allgemeinen fallen die Singulidrwerte von o; ausgehend aber sehr stark ab. Dies trifft
insbesondere fiir thermische Systeme, deren Snapshots aus transienten Simulationen mit relativ
feiner Zeitabtastung gewonnen werden, zu, da sich die Temperaturverteilung aufgrund der
hohen thermischen Tréigheit nur langsam veréndert, woraus resultierend zu benachbarten Zeit-
punkten starke lineare Abhédngigkeiten der Zustandsvektoren auftreten. Damit kann héufig ein
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exponentieller Abfall der Singuldrwerte beobachtet werden [Pinnau 2008]. Je kleiner diese sind,
desto weniger tragen sie zur Reprédsentation der Snapshotmatrix ¥ in (3.41) bei. Deswegen
konnen die zu den hinreichend kleinen Singuldrwerten korrespondieren Singulédrvektoren bei
der Bildung der Projektionsbasis mit nur minimalen Auswirkungen auf das reduzierte Modell
vernachlédssigt werden [Volkwein 2012]. Anstatt der im Falle der vollstdndigen Singulidrwert-
zerlegung ermittelten ¢ Singuldrwerte werden lediglich die n groBten beriicksichtigt. Damit
erhilt (3.41) die Form

Y~ U ZUL (3.44)
mit U, € RVN*™, Ui € RV*™ sowie £ € R™",

Von entscheidender Bedeutung ist also, fiir welches Verhiltnis g; /0 die Approximation abge-
brochen werden kann. Die Singuldrwertzerlegung liefert dann eine fiir die jeweilige Systemdi-
mension im Sinne des Fehlerquadratminimums optimale Approximation der Snapshotmatrix
[Pinnau 2008]. Eine allgemeingiiltige Beantwortung dieser Frage ist nicht mdglich, da dies stark
vom jeweiligen System aber auch von der geforderten Modellgiite abhingt. So sind in der
Fluiddynamik bei der Untersuchung einer Primirstromung tiberlagerter kleiner Fluktuationen
beispielsweise auch zu sehr niedrigen Singuldrwerten gehdrende Moden entscheidend, da
anderenfalls die interessierenden Stromungsphdnomene aus dem reduzierten Modell entfernt
werden [Pinnau 2008]. Fiir die hier betrachteten thermischen Systeme ist ein derartiges Verhal-
ten nicht zu erwarten und auf jeden Fall konnen alle Singulidrwerte fiir die

0

p < eps (3.45)
gilt, wobei eps die programmspezifische Rechengenauigkeit darstellt, ohne Genauigkeitsver-
lust abgeschnitten werden. Im Allgemeinen kann die Grenze aber deutlich hoher gewihlt
werden, worauf in Kapitel 3.6.3 nédher eingegangen wird, ohne dass der damit verbundene
Approximationsfehler signifikant anwéchst, was jedoch aufgrund der notwendigen Auswahl
der Trainingsdaten nicht zwangsldufig mit einer guten Représentation des dynamischen
Verhaltens des Ausgangssystems einhergeht. Ein wesentlicher Vorteil gegeniiber den Krylov-
Unterraumverfahren ist die Unabhingigkeit der reduzierten Dimension von der Anzahl der
Systemeinginge und -ausgéinge.

Rechenzeitbedingt muss bei der Snapshoterzeugung eine Auswahl zu betrachtender Parame-
tersdtze und Simulationsszenarien getroffen werden. Gleichzeitig besteht die Notwendigkeit,
die relevanten Systemeigenschaften in den Beispielsimulationen abzubilden. Die in den spéte-
ren Simulationen auftretenden Zustandsvektoren miissen sich also moglichst genau durch die
Reduktionsbasis und demzufolge auch die Snapshots reprisentieren lassen. Infolgedessen
eroffnet sich ein Zielkonflikt zwischen den Simulationszeiten in der Offline-Phase, welche
moglichst gering gehalten werden sollen, und der Validitit des reduzierten Modells innerhalb
eines weiten Parameterspektrums wihrend der Online-Phase, was eine hinreichend grof3e Snap-
shotbasis fiir den Reduktionsprozess voraussetzt. Deshalb kommt der Snapshotsauswahl eine
zentrale Bedeutung zu. Die Genauigkeit des reduzierten Systems hédngt dabei neben den
verwendeten Parametersitzen ebenfalls von den gewihlten Zeitschrittweiten ab, da dies einer
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Wichtung entspricht [Lass & Volkwein 2014]. Erfolgen die wesentlichen Anderungen der
Zustandsvektoren nur innerhalb eines kleinen Zeitintervalls, so muss dieses deutlich feiner
abgetastet werden, um das entsprechende Systemverhalten im Zuge der Modellordnungsreduk-
tion zu erhalten.

Kunisch und Volkwein erweitern die Snapshotmatrix ausgehend von einer groben dquidistanten
Abtastung des Zeitbereichs, indem basierend auf der Anderung der Losung des Ausgangs-
modells zwischen den bisher berechneten Zustandsvektoren die Zeitpunkte ausgewéhlt und
hinzugefiigt werden, welche einen maximalen Informationsgewinn versprechen [Kunisch &
Volkwein 2010]. Eine Ubertragung auf parameterabhingige Systeme ist moglich. Lass und
Volkwein adaptieren diese Methode fiir Berechnungen im Frequenzbereich und erweitern sie
dahingehend, dass die Extrapolation auf an das bislang untersuchte Frequenzintervall angren-
zende Bereiche erfolgt, innerhalb derer eine optimale Snapshotposition ermittelt wird [Lass &
Volkwein 2014]. Im Gegensatz dazu versehen Bui-Thanh et al. die einzelnen Zustandsvektoren
mit individuellen Wichtungen, deren Optimierung eine Anpassung der Genauigkeit fiir
bestimmte Systemausgédnge ermoglicht [Bui-Thanh er al. 2007]. Eine Erweiterung des Trai-
ningsdatensatzes wird hierbei folglich nicht angestrebt. Hoppe und Liu wihlen die Zeitpunkte
der Abtastung analog zur adaptiven Schrittweitensteuerung bei der Zeitintegration durch
Vergleich der Losung zweier Integrationsverfahren unterschiedlicher Ordnung [Hoppe & Liu
2014]. Die zusitzliche Beriicksichtigung von Zeitableitungen des Zustandsvektors als Snap-
shots ermoglicht teilweise signifikante Genauigkeitsverbesserungen [Kostova-Vassilevska &
Oxberry 2018].

Andere Verfahren basieren auf der Kombination der Proper Orthogonal Decomposition mit
einem sogenannten Greedy-Algorithmus, welcher iterativ jeweils den Datensatz mit dem
groBten Fehler auswihlt und die zugehorigen Zustandsvektoren der Snapshotmatrix hinzufiigt
[Haasdonk 2013; Paul-Dubois-Taine & Amsallem 2015]. Dieses Vorgehen erfolgt analog zu
den Reduced Bases Methoden [Haasdonk & Ohlberger 2008]. Allerdings erfordern diese
Verfahren die Bestimmung des Fehlers des reduzierten Modells im Vergleich zum Ausgangs-
modell, dessen Auswertung sich jedoch aufgrund der hohen Systemdimension als zu rechen-
zeitintensiv erweist. Fiir bestimmte Probleme stehen entsprechende Fehlerschitzer zur
Verfiigung, wohingegen in den anderen Fillen in der Regel das Residuum nach Einsetzen der
expandierten Losung Vxg in die Differentialgleichung (3.1) als Fehlerindikator dient [Paul-
Dubois-Taine & Amsallem 2015]. Gerade fiir einen grolen untersuchten Parameterraum ist
dieses Vorgehen dennoch zeitaufwendig, weshalb zunichst der Bereich identifiziert wird, in
welchem der Fehlerhochstwert zu erwarten ist und in diesem dann eine feinere Abtastung
erfolgt [Paul-Dubois-Taine & Amsallem 2015]. Nigro et al. passen die Reduktionsbasis direkt
im Verlauf der Simulation an [Nigro et al. 2016]. Ausgehend von der Berechnung weniger
Zeitschritte mit dem Ausgangsmodell wird zunéchst ein reduziertes System erzeugt, dessen
Giiltigkeit aufgrund der wenigen Snapshots stark begrenzt ist. Die weitere Berechnung erfolgt
dann mit dem Modell kleinen Freiheitsgrades und nur, wenn die mittels des genutzten Fehler-
schitzers bestimmte Ungenauigkeit zu grof8 wird, fiihren weitere Rechenschritte mit dem
Ausgangsmodell zu neuen Snapshots und einer Anpassung der Reduktionsbasis. Im weiteren
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Simulationsverlauf konnen gegebenenfalls auch ausgewihlte Systemzustinde vom Anfang
wieder entfernt werden, da sie nur noch wenig zur Beschreibung des aktuellen Systemverhal-
tens beitragen.

Insbesondere fiir sehr groe Systeme steigt die Rechenzeit fiir die Singulidrwertzerlegung mit
wachsender Snapshotanzahl erheblich an. Des Weiteren kann die zuldssige Grofe der
Snapshotmatrix durch den zur Verfiigung stehenden Speicher limitiert sein. Fiir derartige
Anwendungsfille schlagen Himpe et al. eine hierarchische Berechnung der Reduktionsbasis
vor [Himpe et al. 2018]. Dazu wird die Singuldrwertzerlegung ausgefiihrt, sobald die Snapshot-
matrix eine vorab definierte GroBe erreicht. Im Anschluss daran konnen die zugehorigen
Zustandsvektoren geloscht werden und nur die ausgewdhlten Linkssinguldrvektoren verbleiben
im Speicher. Die auf diese Weise erzeugten Matrizen dienen dann als Snapshots einer erneuten
Singulidrwertzerlegung. Dieses Vorgehen kann in mehreren Stufen gestaffelt werden, sodass
auch bei einer extrem hohen Snapshotanzahl eine Berechnung problemlos gelingt. Ein
dhnliches Vorgehen wihlen Wang ef al. mit dem Ziel maximaler Parallelisierung, indem die
einzelnen Simulationen auf getrennten Prozessoren ausgefiihrt und auch die zugehorigen
Singulédrvektoren lokal berechnet werden [Wang et al. 2016]. Erst am Schluss werden diese
dann zusammengefiihrt und einer erneuten Singuldrwertzerlegung unterzogen. Oxberry et al.
berechnen die Reduktionsbasis inkrementell und passen diese wihrend der Offline-Simulation
mit jedem hinzukommenden Snapshot an, wenn eine bestimmte Fehlergrenze zwischen aktuel-
lem reduziertem Modell und Ausgangsmodell iiberschritten wird [Oxberry et al. 2017]. Dies
minimiert den notwendigen Speicherbedarf, da nur die aktuelle Projektionsmatrix und ein

Zustandsvektor im Speicher bendtigt werden.
3.6.2 Numerische Berechnung der Singulidrwerte

Fiir die numerische Berechnung der Singuldrwerte und somit auch der Projektionsmatrix stehen
drei Verfahren zur Verfiigung, welche nachfolgend diskutiert werden sollen [Pinnau 2008;
Volkwein & Hepberger 2008]. Die erste Variante stellt die direkte Ausfithrung der Singulér-
wertzerlegung nach (3.41) dar, wozu die Matrix beispielsweise mittels Householder-
Transformation in eine bidiagonale Form tiberfiihrt wird, auf welche im zweiten Schritt eine
QR-Zerlegung angewendet wird [Schwarz & Kockler 2009]. Die Linkssingulidrvektoren stellen
direkt die Ansatzfunktionen des reduzierten Systems dar, sodass fiir die Projektionsmatrix

V=U, (3.46)
gilt. Dieses Vorgehen ist jedoch mit einem hohen numerischen Aufwand verbunden.

Die zweite Variante nutzt die Aquivalenz zwischen den Singulirwerten und den Wurzeln der
Eigenwerte A; des symmetrischen Eigenwertproblems

YY'¢; = i, (3.47)

;= /4. (3.48)
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Die Eigenvektoren ¢; entsprechen hier den linken Singuldrvektoren und damit auch den Basis-
vektoren der Projektionsmatrix, sodass

v=U_=a (3.49)
gilt. Zwar stehen zur Losung des Eigenwertproblems auch fiir grole Systemdimensionen
effiziente Verfahren zur Verfiigung, dennoch ist die beschriebene Vorgehensweise fiir die hier
untersuchten Modelle mit erheblichen numerischen Schwierigkeiten verbunden. Das Matrix-
produkt Y¥YT € RV*VN stellt eine vollbesetzte Matrix dar, welche im Falle N > 10° einen
enormen Speicherplatz bendtigt oder gar nicht mehr darstellbar ist. Deswegen eignet sich diese

Methode vorrangig fiir kleine Systeme mit sehr vielen Snapshots { > N, welche hier allerdings
nicht vorliegen, weshalb dieser Ansatz nachfolgend nicht genutzt wird.

Auch das Eigenwertproblem
YTY¢i = Ai¢i (350)

eignet sich zur Extraktion der Singulidrwerte [Volkwein2008]. Fiir die hier untersuchten
Systeme mit N > { ist dieses aufgrund des Matrixproduktes ¥TY € RS*¢ mit geringem
numerischem Aufwand l6sbar. Die Singuldrwerte

o, =& (3.51)

die linken Singuldrvektoren %;,; und damit auch die Spalten der Projektionsmatrix v;
_Ye:
Vi

lassen sich auf einfache Weise berechnen. Allerdings ist beiden Berechnungsvarianten unter

V; = ﬁLi (352)

Nutzung des Eigenwertproblems gemeinsam, dass diese aus numerischer Sicht weniger stabil
sind, was darauf zuriickzufiihren ist, dass sich aufgrund der Matrixprodukte YYT bzw. YTY die
Konditionszahl erhoht [Béarwolff 2016]. Dennoch erweist sich hier das Eigenwertproblem
(3.50) aufgrund der numerischen Effizienz als sehr gut geeignet zur Bestimmung der Projekti-
onsmatrix.

3.6.3 Anwendungsbeispiel lineare Modellordnungsreduktion

Analog zu Kapitel 3.5.3 wird zunéchst das lineare Modell des vereinfachten Rotationsbehilters
diskutiert. Die Wirmestrahlung bleibt somit unberiicksichtigt. Anhand von vier Beispiellastfil-
len, deren Parameter in Tabelle 3.3 spezifiziert sind, soll nachfolgend die Empfindlichkeit ge-
geniiber Abweichungen zwischen den Beispielsimulationen zur Snapshotgenerierung und den
Simulationen im reduzierten System aufgezeigt werden. Dazu dient der zwecks nachfolgender
Vergleichsmoglichkeiten bewusst gewiéhlte Fall mit der Nutzung einer einzelnen Zeitbereichs-
simulation zur Erzeugung der Reduktionsbasis. Die fiir das Vollmodell zur Berechnung der
Snapshots verwendeten Lastparameter entsprechen dabei dem Fall a) und die Abtastrate betragt
100 s bei einer Gesamtsimulationsdauer von 10.000 s, sodass insgesamt 101 Snapshots erstellt
werden. Fiir die Konvektion variiert nur die Umgebungstemperatur 8,,, wihrend der Wirme-
tibergangskoeffizient konstant bleibt. Im Lastfall b) findet eine Erhohung der Heizleistungen
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um 10 % statt und in c¢) eine Verminderung um 40 % bei konstanten Anfangsbedingungen
sowie unverdnderter Lager- und Umgebungstemperatur. Im Gegensatz dazu variieren in d)
sdamtliche Parameter, sodass die resultierenden Temperaturverteilungen signifikant abweichen.

Tabelle 3.3 Lastparameter fiir die vier Simulationsszenarien in Anlehnung an Tabelle 2.7.

Lastfall a) b) c) d)

Heizung 1: ¢, 3 W/em? 3,3 W/em? 1,8 W/em? 6 W/cm?
Heizung 2: g, 0,5W/ecm® 0,55 W/ecm® 0,3 W/em?® 1 W/em?
Heizung 3: g3 25W/em® 2,75 W/em? 1,5 W/em? 1 W/em?
Lagertemperatur 6y ,ger 293,15 K 293,15 K 293,15 K 333,15K
Umgebungstemperatur 6, 313,15K 313,I5K 313,I5K 293,15 K
Anfangstemperatur 6, 293,15 K 293,15 K 293,15 K 333,15K

Abbildung 3.8 zeigt den Abfall der auf den Maximalwert normierten Singuldrwerte, wobei die
Berechnung hier iiber die tatsidchliche Singuldrwertzerlegung und nicht iiber das Eigenwert-
problem erfolgte. Insgesamt tritt insbesondere am Anfang ein starker Abfall auf und es ergeben
sich 62 oberhalb der Rechengenauigkeit eps (gestrichelte Linie) liegende Singuldrwerte. Die
bei der Verwendung einer hoheren reduzierten Dimension vorzufindenden minimalen Verédn-
derungen des Berechnungsergebnisses gehen dann nur noch auf die Integrationstoleranzen
zuriick. Dient im Gegensatz dazu die Losung des Eigenwertproblems (3.47) oder (3.50) zur
Berechnung der Singuldrwerte, konnen diese angesichts der Wurzelbildung in (3.48) bzw.
(3.51) nur bis \/% (gepunktete Linie) mit hoher Genauigkeit ermittelt werden. Daraus folgt
hier eine maximale reduzierte Dimension n = 15. Dariiber hinaus ist die Verwendung von
mehr Singulidrvektoren in der Projektionsmatrix aufgrund der dann wirksamen numerischen
Ungenauigkeiten mit erheblichen Verfalschungen des Systemverhaltens verkniipft und infolge-
dessen unzuldssig.
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Abbildung 3.8 Abfall der Singuldrwerte der Snapshotmatrix mit der programmspezifischen Rechen-
genauigkeit (---) sowie deren Wurzel (---).
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Die Gegeniiberstellung der Reduktionsergebnisse in Abbildung 3.9 verdeutlicht, dass bereits
mit einer sehr geringen Systemdimension n = 8 im Fall a) nur minimale Fehler auftreten.
Zwischen dem durch die Numerik des Eigenwertproblems begriindeten Freiheitsgrad n = 15
und der betrachteten Maximaldimension n = 62 ergeben sich minimale Unterschiede, welche
fiir die hier untersuchten Fragestellungen als unbedeutend eingestuft werden konnen. Somit
kann auch fiir nachfolgende Untersuchungen die Abbruchgrenze

0;

0_1 > [eps (3.53)
verwendet werden. Die hohe Genauigkeit resultiert fiir den Fall a) daraus, dass die zugehdrigen
Berechnungsergebnisse des Ausgangsmodells als Snapshots dienten. Bereits geringfiigige
Anderungen der Lastparameter (Fall b) bewirken einen starken Anstieg des Fehlers und bei
starken Abweichungen (Fall d) entstehen géinzlich unbrauchbare Ergebnisse. Es wéren also
noch deutlich mehr Trainingsdaten und damit auch Simulationen in der Offline-Phase notwen-
dig, um das Systemverhalten innerhalb des untersuchten Parameterbereichs prizise abzubilden.
Dies wiirde dann auch mit einem Anwachsen der erforderlichen reduzierten Dimension korre-
lieren. Weitere Untersuchungen zur Snapshotauswahl sind Gegenstand von Kapitel 3.6.4.
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Abbildung 3.9 Vergleich der maximalen Fehler des reduzierten Modells im Vergleich zum Ausgangs-
modell bei variierender Reduktionsdimension fiir die vier Lastfélle nach Tabelle 3.3.

Aufgrund der Berechnungszeiten zur Erstellung der Snapshots erweist sich die Anwendung der
Modellordnungsreduktion fiir eine einzelne Zeitbereichssimulation im Gegensatz zu den
Krylov-Unterraummethoden in Kapitel 3.5.3 als nicht zielfiihrend. Fiir groe Parameterstreu-
ungen ist ein erheblicher Rechenaufwand wiéhrend der Offline-Phase notwendig, um den
Giiltigkeitsbereich des reduzierten Modells entsprechend auszuweiten. In Anbetracht dessen
ergeben sich erst bei einer hohen Simulationsanzahl, beispielsweise im Zuge einer Optimie-
rung, oder bei geforderter Echtzeitfihigkeit Vorteile des reduzierten Modells. Wie der
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Vergleich der Rechenzeiten in Tabelle 3.4 belegt, erfolgt die Bestimmung der Projektions-
matrix iiber das Eigenwertproblem (3.50) etwa 30-mal schneller als die direkte Anwendung der
Singulidrwertzerlegung. Gerade fiir Modelle mit sehr hohem Freiheitsgrad kann sich dieser

Rechenzeitvorteil als signifikant erweisen.

Tabelle 3.4 Vergleich der Rechenzeiten fiir das POD-Verfahren inklusive Bestimmung der Projektions-
matrix mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung (SVD) oder des Eigenwertproblems (EWP).

Berechnungsschritt Vollmodell Reduziertes Modell
(n=15)
Snapshotberechnung - 240 s
o ) SVD - 1,79 s
Projektionsmatrix

EWP --- 0,06 s
Projektion - 0,20 s
Zeitbereichssimulation 240 s 0,10s

3.6.4 Anwendungsbeispiel mit Wirmestrahlung

Mit Hilfe der Proper Orthogonal Decomposition konnen auch nichtlineare Systeme reduziert
werden, sodass die Einbeziehung der Wirmestrahlung aus Sicht des Berechnungsablaufes
problemlos gelingt. Mit Hilfe des nachfolgenden Beispiels soll der Einfluss der Snapshots auf
die Reduktionsgiite niher betrachtet werden. Dabei wird das Ziel verfolgt, mit einer minimalen
Anzahl von Simulationen in der Offline-Phase eine bestmogliche Approximation des System-
verhaltens innerhalb eines weiten Parameterspektrums zu erhalten.

Aufgrund dessen sollen innerhalb der Erwidrmungssimulation des vereinfachten Rotationsbe-
hilters aus Kapitel 2.4.1 insgesamt vier Parameter variiert werden. Dies betrifft einerseits die
drei Heizleistungen der unterschiedlichen Heizfoliengruppierungen und andererseits den
Emissionsgrad der Warmestrahlung. Letzter ist in diesem Beispiel als unsicherer Parameter
anzusehen, dessen Betrag stark von der Oberflichenbeschaffenheit abhiingt. Aus diesem Grund
wird das Intervall 0,3 < ¢ < 0,7 untersucht, wobei hier fiir alle Strahlungsvolumina ein einheit-
licher Wert gewihlt wird. Um eine besonders starke lokale Erwidrmung zu verhindern, liegen
die Heizleistungen maximal 20 % iiber dem Standardlastfall aus Tabelle 2.7. Die genauen

Intervalle sind in Tabelle 3.5 angegeben.

Tabelle 3.5 Minimal- und Maximalwerte fiir die Lastparametervariation in Anlehnung an Tabelle 2.7.

Lastparameter Minimalwert Maximalwert
Heizung 1: ¢, 0 W/cm? 3,6 W/ecm®
Heizung 2: ¢, 0 W/cm? 0,6 W/cm®
Heizung 3: g3 0 W/cm? 3,0 W/em®

Emissionsgrade ¢; = ¢ 0,3 0,7
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Fiir jeden zu analysierenden Parametersatz ist auch eine Simulation des Vollmodells erforder-
lich, um den zugehorigen Reduktionsfehler genau zu berechnen. Deshalb kann nur eine
begrenzte Anzahl von Kombinationen untersucht werden. Aus diesem Grund werden fiir jede
Einflussgroe 100 Zufallswerte basierend auf einer Gleichverteilung im definierten Intervall
erzeugt. Ergiinzt wird dieser Datensatz durch den Standardlastfall aus Tabelle 2.7. Einen
Uberblick iiber die genutzten Parameterkombinationen gibt Abbildung 3.10 und die genauen
Werte kénnen Anhang C entnommen werden.
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Abbildung 3.10 Zufallsdatensatz fiir die Parametervariation in der Erwdrmungssimulation ergénzt um
den Standardlastfall aus Tabelle 2.7 (groB3er Kreis in griin).

Die iterative Bestimmung der minimal notwendigen Anzahl an Simulationen mit dem
Ausgangsmodell wihrend der Offline-Phase erfolgt beginnend mit dem Parametersatz 1,
welcher zunichst als einziger der Snapshoterzeugung dient. Mit dem derart gewonnenen
reduzierten Modell werden dann alle Datensitze simuliert und die Parameterkombination, die
wihrend der transienten Berechnung den grof3ten Fehler bedingt, vervollstandigt die Snapshot-
basis fiir den nichsten Iterationsschritt. Auf diese Weise vergroBert sich schrittweise die Anzahl
an Offline-Simulationen, wihrend der Reduktionsfehler sinkt. Der Iterationsprozess wird
abgebrochen, wenn der maximale Fehler iiber alle Parametersitze unter 1 K féllt. Die reduzierte
Dimension betridgt maximal n = 200, wenn aufgrund des starken Abfalls der Singulidrwerte die
Abbruchgrenze

0i

— < 10° - eps (3.54)

01
nicht schon vorher erreicht wird. Bei Wahl einer kleineren Abbruchtoleranz sinken die Zeit-
schrittweiten wihrend der Integration des reduzierten Modells deutlich ohne signifikanten
Genauigkeitsgewinn. Auf den numerischen Aufwand wihrend eines Zeitschrittes hat die
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reduzierte Dimension hingegen nur einen geringen Einfluss, da den rechenzeitintensivsten Teil
die Bestimmung der Warmestrome infolge Strahlung darstellt.

Abbildung 3.11 betrachtet den maximalen Fehler des reduzierten Modells fiir die 101 erzeugten
Datensitzen hinsichtlich seines Maximums, Minimums und 0,9-Quantils. Dabei bezieht sich
das gezeigte Minimum nur auf die Parameterkombinationen, die nicht als Snapshots der Erzeu-
gung der Projektionsmatrix dienten, weil fiir letztere erwartungsgema0 stets sehr geringe Fehler
auftreten. Das Ziel der Modellordnungsreduktion ist hingegen vorrangig, das Verhalten fiir
nicht am Ausgangsmodell untersuchte Lastparameter mit hoher Genauigkeit abzubilden. In den
ersten drei Iterationsschritten betrdgt der Hochstwert des maximalen Fehlers iiber 10 K, die
zugehorigen Berechnungsergebnisse sind folglich fiir die Auswertung thermisch induzierter
Beanspruchungen ungeeignet. Das 0,9-Quantil, welches fiir 10 % der Simulationen iiberschrit-
ten wird, verdeutlicht, dass es sich hierbei nicht nur um einen einzelnen Ausreifler handelt. Die
kleinsten maximalen Fehler sind fiir die Datensédtzen zu beobachten, welche den der Snap-
shoterzeugung dienenden Punkten am néchsten liegen. Dennoch liefert keine der betrachteten
Parameterkombinationen im ersten Iterationsschritt einen maximalen Fehler, der unter 6,5 K
liegt, was die stark lokal begrenzte Validitit des reduzierten Modells unterstreicht. Erst nach
sechs Iterationen féllt der Hochstwert des maximalen Fehlers unter die angestrebte Grenze von
1 K.
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Abbildung 3.11 Maximum, Minimum und 0,9-Quantil des maximalen Fehlers fiir die einzelnen Para-
metersitze in Abhingigkeit von der Iterationsanzahl.

Die schrittweise Abnahme der Abweichung zwischen reduziertem System und Ausgangs-
modell sowie die daraus resultierende Ausweitung des Giiltigkeitsbereiches sind in Anhang D
dokumentiert. In der unmittelbaren Umgebung der in den einzelnen Iterationen den Snapshots
hinzugefiigten Datensétzen sinkt der Fehler in der Regel am stirksten.
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Als wesentlicher Nachteil der Proper Orthogonal Decomposition erweist sich der hohe nume-
rische Aufwand wihrend der Offline-Phase. So miissen im hier betrachteten Beispiel sechs
Zeitbereichssimulationen des Ausgangsmodells durchgefiihrt werden, um mit den so generier-
ten Snapshots ein fiir alle untersuchten Parametersitze valides Modell zu erzeugen. Aufgrund
dessen ermoglicht dieses Reduktionsverfahren erst fiir eine groe Anzahl durchzufiihrender
Simulationen Rechenzeiteinsparungen. Gerade bei einer groben Abtastung des Parameterraums
zur ungefdhren Abschitzung der daraus resultierenden Tendenzen eignet sich diese Methode
somit nicht. In praktischen Anwendungen stellt sich dariiber hinaus die Frage, welche Daten-
sdtze als Snapshots heranzuziehen sind. Deshalb muss auf eine feine Abtastung zuriickgegriffen
werden, um einzelne Gebiete mit hohem Fehler im Parameterraum zu vermeiden. Abhilfe
konnen hier nur geeignete Fehlerschitzer liefern, welche eine Bewertung der Qualitéit des
reduzierten Modells zulassen (vergleiche Kapitel 3.6.1). Dabei ergibt sich jedoch die Schwie-
rigkeit, dass sich aufgrund der Losung der Warmestrahlungsgleichung in jedem Zeitschritt die
Berechnungszeiten nur in begrenztem MaBle vermindern lassen, weshalb auch eine hohe Anzahl
von Auswertungen des reduzierten Systems einen erheblichen numerischen Aufwand bedeutet.
Dies limitiert die Anwendbarkeit derartiger Verfahren.

3.7 Modellkorrelation

Wie die vorhergehenden Kapitel gezeigt haben, existieren fiir die meisten Reduktionsverfahren
keine allgemeingiiltigen Fehlerschranken, welche eine Aussage zur Giite des reduzierten
Modells zulassen. Deshalb muss diese im Nachgang der Reduktion analysiert werden. Dazu
existieren insbesondere in der Mechanik zahlreiche Verfahren, iiber welche Lein und Beitel-
schmidt einen Uberblick geben [Lein & Beitelschmidt 2014]. Dabei werden vier Kategorien

unterschieden:

1. Eigenfrequenzbasierte Korrelationsverfahren

2. Eigenvektorbasierte Korrelationsverfahren

3. Ubertragungsfunktionsbasierte Korrelationsverfahren
4. Matrixbezogene Korrelationsverfahren.

All diesen Methoden ist jedoch gemeinsam, dass sie zur Abschitzung eines globalen Fehlers
eine valide modale Beschreibung des Vollmodells voraussetzen, was fiir die ersten beiden
Kategorien direkt aus dem Namen folgt, schlieBlich miissen die relevanten Eigenfrequenzen
und Eigenvektoren bekannt sein, welche das reduzierte Modell abbilden soll. Die iibertragungs-
funktionsbasierten Methoden bedingen naturgem:if die Berechnung der Ubertragungsfunktio-
nen zwischen ausgewdhlten Systemeingidngen und -ausgingen. Fiir die hier betrachteten
Anwendungsfille ergibt sich jedoch die Schwierigkeit, dass die prizise Ermittlung der
thermisch induzierten Beanspruchungen eine genaue Abbildung des Temperaturfeldes an allen
Modellknoten erfordert. Demzufolge miissten die Ubertragungsfunktionen von allen Eingiingen
zu samtlichen Knoten ausgewertet werden, was fiir das Vollmodell einen nicht handhabbaren
numerischen Aufwand bedeutet. Anderenfalls gelingt hochstens eine stichprobenartige Uber-
priifung, wobei keine Aussagen zu den maximalen Fehlern moglich sind. Aus diesem Grund



3.7 Modellkorrelation 71

wird in der Mechanik eine modale Beschreibung des nicht reduzierten Systems verwendet,
welche die effektive Bestimmung der Ubertragungsfunktionen zulisst. Dariiber hinaus erfor-
dern alle matrixbezogenen Korrelationsverfahren die Kenntnis der Modalmatrix [Lein &
Beitelschmidt 2014].

In Kapitel 3.4 konnte gezeigt werden, dass die Identifizierung der relevanten Eigenformen des
thermischen Systems aufgrund des numerischen Aufwands fiir viele Modelle nicht moglich ist,
woraus resultierend die in der Mechanik genutzten Korrelationsverfahren nicht auf thermische
Systeme iibertragen werden konnen. Eine Uberpriifung der Modellgiite ist deshalb nur im Zeit-
bereich durch den Vergleich der aus transienten Simulationen des Vollmodells und des
reduzierten Modells resultierenden Temperaturfelder moglich, wie dies bereits in den
Kapiteln 3.5 und 3.6 erfolgte.

Basierend auf (3.3) ergibt sich der Approximationsfehler g aus dem Temperaturvektor des
Ausgangsmodells x = 6 und dem mit der Projektionsmatrix expandierten Zustandsvektor des
reduzierten Modells Xy, = Oexp mit

Xexp = Vg (3.55)
zu
ER = X — Xexp- (3.56)

Unter dem maximalen Fehler ist nachfolgend stets das betragsméBig groflte Elemente von €x
zu verstehen, was somit ||&g||, entspricht. Auch alle statistischen Auswertungen des Fehlers,
wie beispielsweise die Mittelwertbildung, nutzen den Fehlerbetrag. Diese Groflen haben gegen-
tiber der euklidischen Norm des Fehlervektors ||€g||, den Vorteil, dass die ErgebnisgroBen
direkt physikalisch interpretierbar sind. Dariiber hinaus kann die préizise Ermittlung der
thermisch induzierten Beanspruchungen nur gewihrleistet werden, wenn in keinem Bereich des
Modells hohe Fehler auftreten.

Da die transiente Simulation des Vollmodells mit hohen Rechenzeiten verbunden ist, muss sich
die Validitédtsanalyse allerdings auf ausgewihlte Lastfélle beschrinken und kann nur stichpro-
benartig erfolgen. Anderenfalls wiirden die angestrebten Rechenzeitvorteile egalisiert. Weiter-
fiihrende Analysen der Modellvaliditit insbesondere bei Parametervariation, wie in Homescu
et al., mit Hilfe statistischer Verfahren erscheinen nur sinnvoll, wenn die Anzahl der mit dem
reduzierten Modell durchzufithrenden Simulationen sehr hoch ausfillt, da eine Vielzahl von
Berechnungen des Vollmodells erforderlich ist [Homescu et al. 2007]. Aus diesem Grund

werden derartige Fehlerabschétzungen hier nicht weiter betrachtet.
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4 Reduktion der Systemeingiange und -ausginge

Im vorherigen Abschnitt wurden mit den Krylov-Unterraumverfahren und der Proper Orthogo-
nal Decomposition zwei Methoden vorgestellt, die sich zur Losung thermischer Feldprobleme
mit ordnungsreduzierten Modellen eignen, welche aber beide spezifische Vor- und Nachteile
aufweisen. So konnte in Kapitel 3.6.3 und 3.6.4 fiir die Proper Orthogonal Decomposition der
groBe Einfluss der Trainingsdaten auf die Reduktionsgiite aufgezeigt werden. Aufgrund des
hohen Rechenaufwandes in der Offline-Phase rentiert sich die Modellordnungsreduktion erst
fiir eine groe Anzahl durchzufiihrender Simulationen. Dariiber hinaus ist die Frage nach der
Auswahl der Beispielsimulationen fiir die Snapshoterzeugung schwierig zu beantworten. Als
wesentlicher Vorteil erweist sich hingegen, dass sich aus der Anzahl der Systemeingéinge und
-ausginge keinerlei Restriktionen fiir die reduzierte Dimension ergeben. Des Weiteren ldsst
sich die Wirmestrahlung ohne wesentliche Anpassungen im Berechnungsablauf integrieren.

Im Gegensatz dazu erfordern die Krylov-Unterraumverfahren keine Offline-Phase, weshalb
bereits fiir eine einzige transiente Simulation Rechenzeitvorteile entstanden. Fiir die Block-
Krylov-Verfahren mit einer Entwicklungsstelle stellt allerdings nach (3.34) die reduzierte
Dimension ein ganzzahliges Vielfaches der Eingangsanzahl dar. Da hier im Wesentlichen iiber
die gesamte Bauteiloberfliche verteilte Lasten betrachtet werden, verhindert dies eine
wirkungsvolle Verminderung des Freiheitsgrades. Deshalb erweist sich die Reduktion der
Systemeinginge und -ausgiinge als unumginglich. Einen Uberblick iiber den Stand der Technik
gibt Kapitel 4.1.

Wie in Kapitel 3.5.3 bereits angedeutet, besteht die Moglichkeit bei Einhaltung gewisser
Vorgaben, Einginge ohne Genauigkeitsverlust zusammenzufassen. Dies ist Gegenstand von
Kapitel 4.2, gelingt jedoch nicht fiir die aus der Wirmestrahlung resultierenden Lasten, welche
sich aufgrund der Abhéngigkeit vom Temperaturfeld an jedem Knoten separat andern.

Des Weiteren wurde in Kapitel 3.5.2 die tangentiale Interpolation im Zuge des IRKA-
Verfahrens vorgestellt, welche die Eingangsmatrix fiir jede Entwicklungsstelle auf einen Ein-
gangsvektor komprimiert und auf diese Weise das System mit mehreren Ein- und Ausgéngen
(Multiple Input Multiple Output — MIMO) in ein System mit nur einem Ein- und Ausgang
(Single Input Single Output — SISO) tiberfiihrt. Die Anwendbarkeit dieser Methodik fiir den
Fall O(e) = O(N) muss jedoch noch validiert werden, was ebenfalls in Kapitel 4.2 erfolgt.

Das fiir elektronische Systeme entwickelte und mittlerweile auch fiir mechanische Modelle
angewandte  Verfahren  der  Singular-Value-Decomposition-Model-Order-Reduction
(SVDMOR) wird in Kapitel 4.3 hinsichtlich seiner Ubertragbarkeit auf thermische Felder
untersucht. Es basiert auf einer Approximation der Momente der Ubertragungsfunktion mittels
Singulidrwertzerlegung.

In Kapitel 4.4 wird dann ein Verfahren entwickelt, welches die Vorteile der Krylov-Unterraum-
verfahren und der Proper Orthogonal Decomposition kombiniert. Snapshots des aus der
Wirmestrahlung resultierenden Lastvektors dienen der Reduktion der Eingangsmatrix wéhrend
fiir das Wirmeleitungsproblem inklusive der linearen Lasten die Krylov-Unterraummethoden
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Anwendung finden, welche unabhingig von den in der Offline-Phase ausgefiihrten Simulatio-
nen eine hohe Genauigkeit liefern. Auf diese Weise soll die Giiltigkeit des reduzierten Modells
bei deutlich verminderter Anzahl von Rechnungen des Ausgangsmodells auf einen breiten
Parameterbereich ausgeweitet werden. AbschlieBend zeigt Kapitel 4.5 eine Moglichkeit auf,

die Berechnungszeiten bei der Snapshoterstellung deutlich zu reduzieren.
4.1 Stand der Technik

Viele Methoden zur Reduktion von Systemen mit einer hohen Anzahl von Ein- und Ausgéngen
gehen auf die Simulation elektrischer Schaltungen bestehend aus Widerstinden, Spulen und
Kondensatoren (RLC-Netze) zuriick, wo héufig sehr viele elektrische Anschliisse und somit
Einginge vorliegen. Ein groBer Teil der genutzten Verfahren basiert auf der Eliminierung der
internen Knoten des Netzwerkes, wie beispielsweise die Pole Analysis via Congruence
Transformations (PACT) [Kerns & Yang 1997] und die Time Constant Equilibration Reduction
(TICER) [Sheehan 1999]. Beide Methoden gehen aber von einer Erhaltung des Systemverhal-
tens innerhalb eines relevanten Frequenzbereiches aus und sind deshalb angesichts der Erkennt-
nisse aus Kapitel 3.4 fiir thermische Systeme ungeeignet. Auch das Verfahren Sparse Implicit
Projection (SIP) [Ye et al. 2008] eliminiert die internen Systemknoten. Im Gegensatz zu den
projektionsbasierten Reduktionsverfahren bleiben die Matrizen des reduzierten Systems diinn
besetzt. Die reduzierte Dimension ist allerdings analog zum Block-Krylov-Verfahren weiterhin
ein Vielfaches der Eingangsanzahl und deshalb fiir die betrachtete Anwendung nicht zielfiih-
rend. Die Methode SparseRC [lonutiu ef al. 2011] vermag es in keinem der gezeigten Beispiele
die reduzierte Dimension deutlich unter die Eingangsanzahl zu senken, weshalb auch dieses
Verfahren im Falle sehr vieler Eingiinge wenig vorteilhaft erscheint.

Su et al. schlagen die Aggregating based Model Order Reduction (AMOR) vor, welche auf
einer Gruppierung der Eingiinge entsprechend der Hohe der angelegten elektrischen Spannung
basiert [Su et al. 2012]. Diese Zusammenfassung erfolgt anhand des Betrages der Werte in den
Eigenvektoren des Systems. Fiir die hier betrachtete Wirmestrahlung haben benachbarte
Knoten zwar dhnliche Temperaturen, aufgrund stark unterschiedlicher Elementgro3en konnen
die daraus resultierenden einzuleitenden Wirmestrome aber sehr unterschiedlich sein. Im
Gegensatz dazu verédndert sich die Temperaturdifferenz weit entfernter Knoten im Verlauf der
Simulation, sodass eine derartige Gruppierung hier nicht zielfiihrend erscheint.

Benner et al. empfehlen die separate Reduktion fiir jede Spalte der Eingangsmatrix und die
anschlieende Superposition der Systemantwort aller reduzierten Modelle [Benner, Feng et al.
2008]. Im Falle der hier untersuchten Beispiele mit O{e) = O(N) sind folglich 10.000 bis
100.000 reduzierte Systeme parallel zu simulieren und entsprechend zu iiberlagern, was trotz
der minimalen erreichbaren Dimension einen hohen numerischen Aufwand bedeutet.
Banagaaya et al. erweitern diese Superpositionsmethodik und die SIP auf gekoppelte
thermisch-elektrische Systeme [Banagaaya et al. 2016].
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Beim balancierten Abschneiden kann im Gegensatz zu den Krylov-Unterraumverfahren die
reduzierte Dimension unabhingig von der Eingangsanzahl gewdhlt werden [Nowakowski
2014]. Dennoch wird der Rechenaufwand bei der numerischen Losung der Lyapunov-Glei-
chungen, welche die Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit des Systems beschreiben, in hohem
MaBe durch die Spaltenanzahl der Eingangsmatrix bestimmt. So tritt diese beispielsweise im
Low Rank Alternating Direction Implicit (LRADI)-Algorithmus als rechte Seite im
Gleichungssystem auf [Saak 2009]. Bei dessen Losung entsteht folglich eine vollbesetzte
Matrix mit der gleichen Dimension, was fiir sehr groe Systeme leicht die Speicherkapazitiit
tibersteigt. Ein weiteres Losungsverfahren nutzt Krylov-Unterraumverfahren, was aber
aufgrund der bereits beschriebenen Probleme in Verbindung mit vielen Systemeingingen hier
ebenfalls nicht zielfithrend ist. Benner und Schneider schlagen deshalb ein Verfahren vor,
welches fiir Modelle anwendbar ist, die entweder viele Eingiinge oder viele Ausginge haben
[Benner & Schneider 2010a]. Entweder die Eingangs- oder die Ausgangsmatrix hat demzufolge
nur wenige Spalten, sodass die zugehorige Lyapunov-Gleichung mit den etablierten numeri-
schen Verfahren handhabbar ist, wihrend die Losung der zweiten durch entsprechende Umfor-
mungen vermieden wird. Die Autoren verallgemeinern diese Methode spiter fiir Systeme mit
beliebiger Systemmatrix E in (3.1) [Benner & Schneider 2013]. Die Anwendung dieses
Verfahrens wiirde folglich eine schiefe Projektion mit B # CT bedingen. Dariiber hinaus bleibt
der im Allgemeinen hohere numerische Aufwand des balancierten Abschneidens im Vergleich
zu den Krylov-Unterraumverfahren mit wenigen Eingédngen bestehen. Fiir Systeme mit
moderater Eingangsanzahl ist auch eine zweistufige Reduktion moglich [Nowakowski 2014].
Mit Hilfe einer Krylov-Methode wird das Modell zunichst auf eine mittlere Dimension
reduziert, welche aber zu grof fiir den spiteren Anwendungstfall ist. Im néchsten Schritt 1dsst
sich dann das balancierte Abschneiden nutzen, weil der numerische Aufwand nun deutlich
geringer ausfillt. Auf diese Weise kann der Vorteil ausgenutzt werden, dass die reduzierte
Dimension hierbei unabhéngig von der Eingangsanzahl wihlbar ist.

Die Singular-Value-Decomposition-Model-Order-Reduction (SVDMOR) [Feldmann 2004;
Feldmann & Liu 2004] reduziert im Gegensatz zu den vorstehend beschriebenen Methoden die
Anzahl der Ein- und Ausgiinge und ermdéglicht anschlieend die Anwendung etablierter Reduk-
tionsmethoden, wie beispielsweise der Krylov-Unterraumverfahren. Dieser Ansatz wird in
Kapitel 4.3 niher beschrieben. Nowakowski et al. tibertragen den urspriinglich fiir elektrische
Netzwerke entwickelte Ansatz auf mechanische Systeme mit verteilten Lasten [Nowakowski
etal 2011].

4.2 Synchrone Lasten

Die Krylov-Unterraummethoden approximieren die Ubertragungsfunktionsmatrix H(s) in
(3.27) durch die Reihenentwicklung (3.28), bilden also das Systemverhalten zwischen den
gewdhlten Ein- und Ausgédngen ab. Dabei fiihrt eine spezifische Last an einem Eingang
entsprechend des Ubertragungsverhaltens zu einer Temperaturinderung an den Ausgingen.
Durch Superposition der aus allen Eingangslasten resultierenden Systemantworten ergibt sich
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dann der Ausgangsvektor. Infolgedessen ist nur fiir Lastvektoren, die eine Linearkombination
der Spalten der Eingangsmatrix darstellen, eine hohe Approximationsgiite zu erwarten. Diesen
Umstand gilt es bei der Wahl der Systemeinginge zu beachten, weshalb die individuelle
Anpassbarkeit voneinander unabhéngiger Lastgrolen im Zuge der Eingangsreduktion erhalten
bleiben muss.

Die einfachste Variante, dies zu gewihrleisten, ist, jeden Knoten des Finite-Elemente-Modells,
an dem wihrend der Simulation Lasten aufgebracht werden sollen, als eigenen Eingang
aufzufassen. Die Eingangsmatrix B stellt somit eine boolesche Matrix mit nur einem Eintrag je
Spalte dar. Bereits fiir das vereinfachte Modell des Rotationsbehilters aus Kapitel 2.4.1
resultieren daraus im linearen Fall, wenn also analog zu Kapitel 3.5.3 nur Konvektions-,
Temperatur- und Wirmestromrandbedingungen Beriicksichtigung finden, e = 22.875
Einginge, deren Anzahl sich bei Einbeziehung der Warmestrahlung wie in Kapitel 3.6.4 auf
e = 44.242 erhoht. Damit ist keine sinnvolle Anwendung des Block-Krylov-Verfahrens mehr
moglich.

In vielen praktischen Anwendungen ist es aber nicht notwendig, jede Knotenlast separat
variieren zu konnen. Fiir den hier betrachteten Rotationsbehilter betrifft dies beispielsweise die
thermische Leistung der applizierten Heizfolien. Mittels der angelegten Spannung und Strom-
stiarke, also der elektrischen Leistung, ldsst sich die Warmeentwicklung eines Foliensegmentes
steuern und diese erfolgt dann gleichméiBig iiber der Fldche verteilt. Des Weiteren sind mehrere
Foliensegmente zum einen aufgrund der begrenzten Anzahl von Ubertragungskanilen in den
Drehiibertragern, welche der Leistungs- und Dateniibertragung ins rotierende System dienen,
und zum anderen zur Erhaltung der Symmetrie in Umfangsrichtung miteinander verbunden.
Daraus ergeben sich die in Abbildung 2.5 gezeigten drei unabhéngig voneinander ansteuerbaren
Bereiche des Behiltermantels, des Konus und der Kompensatoren. Innerhalb dieser erweist es
sich als nicht notwendig, die spezifische Wirmezufuhr separat fiir die einzelnen Knoten
anzupassen. Eine Verdopplung der angelegten elektrischen Leistung fiihrt auch zu einer
Verdopplung der Wirmeentwicklung, sodass sich alle zugehorigen Knotenlasten um den
gleichen Faktor erhohen. Sich derartig proportional verdndernde Lasten sollen nachfolgend als
synchron bezeichnet werden. Sie lassen sich zu einem Eingang zusammenfassen. Die Spalten
der Eingangsmatrix b; entsprechen dann den Lastvektoren r fiir eine aufgebrachte Einheitslast
Ty
|Tti |’

welche zusitzlich noch normiert werden.

b; = 4.1)

Das beschriebene Vorgehen ist in analoger Weise auf Konvektions- und Temperaturrandbedin-
gungen anwendbar. Im Falle einer fiir die gesamte Fliche einheitlichen Temperatur, was auf
die fiir den Rotationsbehilter betrachtete Lagertemperatur zutrifft, ergibt sich der zugehorige
Lastvektor proportional zu dieser Temperatur (vergleiche Anhang A.3). Aber auch komplexe
Temperaturverteilungen lassen sich abbilden, solange die geforderte Synchronizitit gewihr-
leistet bleibt. Wenn hingegen eine beliebige Temperaturverteilung um einen konstanten Offset
verschoben werden soll, ist die Aufteilung in zwei Eingangsvektoren notwendig, einen fiir die
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Verteilung und einen zweiten fiir den iiberlagerten Konstantwert. Generell ist eine exakte
Abbildung in der Eingangsmatrix moglich, solange sich eine entsprechende Zerlegung findet.
Unter diesem Gesichtspunkt lassen sich folglich auch Reihenentwicklungen nutzen.
Nowakowski verwendet diesen Ansatz fiir die Lagerlasten einer Kurbelwelle in der elastischen
Mehrkorpersimulation [Nowakowski 2014].

Im Falle der Konvektion stellt die Umgebungstemperatur 6,, in (2.47) den zu variierenden
Parameter dar, welcher fiir viele Anwendungen ortsunabhingig und konstant angenommen
wird, was ebenfalls die Zusammenfassung in einem Systemeingang ermoglicht. Deshalb setzt
sich die Eingangsmatrix fiir das lineare Modell ohne Wirmestrahlung aus fiinf Spalten zusam-
men

rt,Heizungl rt,HeizungZ rt,Heizung3 rt,Lager rt,Konvektion

_ 4.2
|rt,Heizung1| |rt,Heizung2| |rt,Heizung3| |rt,Lager| |rt,Konvektion| ' ( )

was einer erheblichen Verringerung von e = 22875 auf e =5 entspricht. Dies erlaubt die
Anwendung des Block-Krylov-Verfahrens fiir die nachgestellte Modellordnungsreduktion.

Allerdings ist die beschriebene Methode nicht fiir alle Lasten nutzbar. Die Wirmestrome
infolge der Warmestrahlung hiangen von 0% ab, sodass sie sich fiir jeden Knoten unabhingig
entwickeln und die geforderten synchronen Anderungen nicht gewihrleistet werden konnen.

Deshalb findet die Warmestrahlung analog zu den Kapiteln 3.5.3 und 3.6.3 im nachfolgenden
Beispiel keine Beriicksichtigung. Dieses vergleicht die vier Lastfille aus Tabelle 3.3 fiir die
Simulation des vereinfachten Behiltermodells und stellt dabei vier Berechnungsvarianten
gegeniiber. Die reduzierte Dimension betrégt fiir alle Modelle einheitlich n = 60, was sich in
den bisherigen Untersuchungen stets als hinreichend gro3 erwies, um genaue Ergebnisse zu
erzielen (vergleiche Abbildung 3.6). Variante 1 folgt der soeben beschriebenen Vorgehens-
weise, sodass sich e = 5 Eingiénge ergeben. Im Gegensatz dazu werden fiir Variante 2 die fiinf
Lastvektoren aus Lastfall a) addiert und nach Normierung als einzige Spalte der Eingangsmatrix
verwendet. Das zugehorige Modell hat somit nur einen Eingang (e = 1). In beiden Fillen
kommt das Block-Krylov-Verfahren mit einer einzigen Entwicklungsstelle s, = 0 zum Einsatz.

Bereits Gegenstand von Kapitel 3.5.2 war die tangentiale Interpolation, welche unter Beriick-
sichtigung der tangentialen Richtungen das Ausgangssystem in eines mit nur einem Ein- und
Ausgang iiberfiihrt. Sie lisst sich einerseits auf die Eingangsmatrix B € RV>*22875  welche
jeden Knoten, an dem Lasten appliziert werden, als eigenen Eingang betrachtet, anwenden
(Variante 3) und andererseits auf das entsprechend Variante 1 auf fiinf Eingénge reduzierte
System (Variante 4). Letzteres entspricht dem Vorgehen aus Kapitel 3.5.3.

Abbildung 4.1 zeigt den maximalen Fehler der reduzierten Modelle fiir die Lastfélle a) und d),
wihrend die Ergebnisse der Lastfélle b) und c) in Anhang E dargestellt sind. Es wird deutlich,
dass die direkte Anwendung der tangentialen Interpolation ohne vorherige Eingangsreduktion
(Variante 3) stets eine ungeniigende Reduktionsgiite liefert. Fiir Variante 2 dient der Lastvektor
aus Lastfall a) der Bildung der einzigen Spalte der Eingangsmatrix. Erwartungsgemif folgt fiir
genau diesen Lastfall ein sehr gutes Ergebnis, wobei die Abweichungen zum Ausgangsmodell
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aufgrund der hoheren Entwicklungsordnung geringer ausfallen als fiir die Vergleichsvarianten.
Je stérker sich der tatsdchliche Lastvektor jedoch von diesem Konditionierungslastfall unter-
scheidet, desto stirker wichst der Fehler und im Lastfall d) ergibt sich ein génzlich unbrauch-
bares reduziertes Modell. Dieses Verhalten ist dhnlich zur Proper Orthogonal Decomposition
in Abbildung 3.9, obgleich hier eine geringere Sensitivitit vorliegt.

Im Gegensatz dazu liefern die Varianten 1 und 4, abgesehen von den bereits in Kapitel 3.5.3
diskutierten geringen Abweichungen am Beginn des Erwidrmungsprozesses, sehr gute Ergeb-
nisse. Die Hohe des Fehlers zum Simulationsbeginn wird mafgeblich durch die Hohe der
aufgebrachten Lasten bestimmt, weshalb der Lastfall d) aufgrund der im Vergleich zu
Lastfall a) doppelt so hohen Heizleistung ¢, auch gro3ere Ungenauigkeiten bedingt. Die hohere
Reduktionsgiite des mit dem rationalen Krylov-Verfahren reduzierten Modells (Variante 4)
gegeniiber dem Block-Krylov-Verfahren (Variante 1) wurde schon in Kapitel 3.5.3 gezeigt.

=4 a) Variante 1
ks a) Variante 2
G a) Variante 3
f a) Variante 4
= — — —d) Variante 1
£ — — —d) Variante 2
5 d) Variante 3
= — — —d) Variante 4

0 2000 4000 6000 8000 10000
Zeit/s

Abbildung 4.1 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle im Vergleich zum Ausgangsmodell bei einer
reduzierten Dimension n = 60 fiir die Lastfille a) und d) nach Tabelle 3.3: Variante 1 — 5 Eingénge;
Variante 2 — 1 Eingang; Variante 3 — tangentiale Interpolation fiir 22.875 Fingéinge; Variante 4 —
tangentiale Interpolation fiir 5 Eingénge.

Unabhingig von der konkreten Krylov-Methode erweist sich die Eingangsreduktion als
notwendig, wohingegen eine zu starke Verringerung der Eingangsanzahl die Moglichkeiten der
Lastvariation erheblich einschridnkt. Bei geeigneter Gruppierung der getrennt voneinander zu
variierenden Lasten in den Spalten der Eingangsmatrix zeigt sich der Vorteil der Krylov-
Unterraummethoden gegeniiber der Proper Orthogonal Decompositon, da sich ohne Vorab-
simulationen fiir ein sehr breites Lastparameterspektrum giiltige reduzierte Systeme erzeugen
lassen. Die Einbeziehung der Wirmestrahlung bleibt allerdings ein weiterhin offener Aspekt.
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4.3 Singular-Value-Decomposition-Model-Order-Reduction

Obwohl es im vorherigen Abschnitt gelang, die Konvektions-, Warmestrom- und Temperatur-
randbedingungen durch Gruppierung zu wenigen Eingiingen zusammenzufassen, verfiigt die
Eingangsmatrix bei Beriicksichtigung der Wirmestrahlung noch iiber e = 32.823 Spalten fiir
das vereinfachte Rotationsbehiltermodell. Deshalb erweist sich eine weitere Reduktion als
unumgénglich, da auch die tangentiale Interpolation nicht fiir eine derart hohe Eingangsanzahl
geeignet ist.

4.3.1 Verfahrensgrundlagen

Den Ausgangspunkt fiir die Singular-Value-Decomposition-Model-Order-Reduction
(SVDMOR) [Feldmann 2004; Feldmann & Liu 2004] stellt das Moment nullter Ordnung der
Ubertragungsfunktionsmatrix in (3.28) mito = 1 und s, = 0

M° = —-cA'B (4.3)

dar. Im Gegensatz zu den Krylov-Unterraummethoden wird dieses Moment jedoch nicht exakt,
sondern nur ndherungsweise, im System mit reduzierter Ein- und Ausgangsanzahl abgebildet.
Dies geschieht iiber eine Singuldrwertzerlegung analog zur Snapshotmatrix bei der Proper
Orthogonal Decomposition in (3.41)

M} = —CA'B = U SU} ~ U 2T}, (4.4)

mit den Matrizen der Links- bzw. Rechtssingulirvektoren Uy, Ug € R°*¢ sowie
U, Ug € R*R wobei e und eg < e die urspriingliche und die reduzierte Eingangsanzahl
darstellen. Im Idealfall gilt eg << e. Wie in Kapitel 3.6.1 werden die kleinsten Singuldrwerte
und die zugehorigen Singuldrvektoren im Zuge der Approximation abgeschnitten.

Auf diese Weise lassen sich die reduzierte Eingangsmatrix B € R™ R und die reduzierte Aus-
gangsmatrix € € R®®*™ in der Form
B=8B(T})"
Cc=TUjc

schreiben. Hierin zeigt (...)" die Moore-Penrose-Inverse der entsprechenden Matrix an. Die

4.5)

Ubertragungsfunktionsmatrix H(s) aus (3.27)

H(s) = C(sE+ A)"'B (4.6)
kann unter Nutzung von (4.5) niherungsweise beschrieben werden durch

H(s) ~ U H(s)UY = U, U} C(sE + A)‘lB(ﬁE)+fl£. 4.7
Die reduzierte Ubertragungsfunktionsmatrix H(s) € ReR*¢r

H(s) = U} C(sE + A)'B(T})" (4.8)

lasst sich dann mit géngigen Verfahren, wie Krylov-Unterraummethoden oder balanciertem
Abschneiden, reduzieren.
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Eine Erweiterung, die Extended SVDMOR (ESVDMOR), beriicksichtigt auch Momente
hoherer Ordnung sowie mehrere Entwicklungsstellen in (4.4) und betrachtet dariiber hinaus die
Ein- und Ausginge getrennt [Liu ef al. 2008; Benner & Schneider 2010b]. Fiir die meisten
Anwendungsfille geniigt jedoch die Betrachtung des Momentes nullter Ordnung [Feldmann
2004; Feldmann & Liu 2004]. Lediglich bei stark abweichender Anzahl an Ein- und Ausgéngen
empfiehlt sich die Hinzunahme von weiteren Momenten, da anderenfalls grofle Fehler zu
erwarten sind [Liu ef al. 2008].

Aus numerischer Sicht ist die Anwendbarkeit der SVDMOR jedoch limitiert. Die Berechnung
des Momentes in (4.4) erfordert die Bildung von A™!B, also die Losung eines linearen Glei-
chungssystems mit e rechten Seiten. Wihrend die Eingangsmatrix B im Allgemeinen diinn
besetzt ist, resultiert nach dem Losen eine vollbesetzte Matrix der Dimension N X eg. Im Falle
eines sehr groen Systemfreiheitsgrades bei gleichzeitig sehr hoher Eingangsanzahl {ibersteigt
deren Speicherung schnell die Moglichkeiten gewohnlicher Arbeitsplatzcomputer. Nur auf
Hochleistungsrechnern lassen sich diese Operationen dann noch ausfiihren. Die Anwendung
der SVDMOR erfordert folglich entweder einen moderaten Systemfreiheitsgrad oder eine
verhdltnisméfBig geringe Anzahl an Eingingen e < N. Fiir die praktische Ausfithrung der
Singulirwertzerlegung kann die Aquivalenz zum Eigenwertproblem aus Kapitel 3.6.2 genutzt
werden.

Die Grundidee, welche mit der Singuldrwertzerlegung verfolgt wird, ist, dass bestimmte
Einginge zu sehr dhnlichen Antworten an den Ausgidngen fithren [Nowakowski 2014]. Dies
lasst sich in der Mechanik leicht am Beispiel eines balkenformigen Korpers, welcher mittels
Volumenelementen diskretisiert ist, nachvollziehen. Unabhédngig davon, an welchem Knoten
im Querschnitt die Last, beispielsweise eine Querkraft, eingeleitet wird, unterscheidet sich die
globale Durchbiegung nur unwesentlich. Liegen die untersuchten Ausginge in ausreichender
Entfernung von der Lasteinleitungsstelle, dhneln sich die Ubertragungsfunktionen fiir die
Verschiebungskomponenten in Lastrichtung stark. Unter diesem Aspekt lassen sich die entspre-
chenden Eingiinge zu einem virtuellen Eingang zusammenfassen, ohne dass das dominante
Systemverhalten stark abweicht. Bei Beriicksichtigung der Torsion des Querschnitts ist die
Lasteinleitungsposition hingegen von entscheidender Bedeutung. Derartige Effekte, die nur in
deutlich geringerem MaBle zur Gesamtverschiebung beitragen, konnen nach der Anwendung
der SVDMOR wahrscheinlich nicht mehr korrekt wiedergegeben werden. Deshalb soll in den
nachfolgenden zwei Anwendungsbeispielen untersucht werden, ob sich die Methode fiir
thermische Systeme, deren Ziel die Ermittlung der aus dem Temperaturfeld resultierenden
Beanspruchungen ist, eignet, schlieBlich miissen dabei auch die Temperaturen in unmittelbarer
Nihe der Lasteinleitungsknoten korrekt wiedergegeben werden.

4.3.2 Anwendungsbeispiel Quader

Als erster Beispiel wird hier angesichts des zu erwartenden hohen numerischen Aufwands bei
der Losung des Gleichungssystems in (4.4) zunidchst ein Quadermodell mit den Abmessungen
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100 mm x 10 mm x 10 mm verwendet, welches unter Verwendung quadratischer Ansatzfunk-
tionen mit einer Elementkantenlidnge von 2,5 mm vernetzt ist. Daraus resultiert ein Freiheits-
grad N = 3.665. Als einzige Last dient eine Wirmestromverteilung auf einer der quadratischen
AuBenfliachen, was e = 65 Eingédngen entspricht. Dabei werden nachfolgend zwei Lastfille
unterschieden. Wihrend der erste Lastfall von einer konstanten Wéirmestromdichte
q = 0,02 W/mm? fiir die entsprechenden Elementflichen ausgeht, werden die sich daraus
ergebenden Knotenwirmestrome im zweiten Lastfall einzeln mit einem gleichverteilten
Zufallsfaktor im Intervall O ... 2 variiert. Infolgedessen besitzt jeder Knoten der lastbeauf-
schlagten AuBenfliche einen individuellen Wiarmestrom. Die Gesamtsimulationsdauer betrigt
1000 s, im Verlauf derer eine maximale Erwidrmung um etwa 94 K auftritt.

Die Anwendung des Block-Krylov-Verfahrens mit einer Entwicklungsstelle (K = 1) und der
Entwicklungsordnung o = 8 fiihrt ohne die Eingangsreduktion nach (3.34) auf eine reduzierte
Dimension n =e-0-K =65-8 -1 =1520, womit zu geringe Rechenzeitvorteile gegeniiber
dem Ausgangsmodell zu erwarten sind. Deshalb wird mit Hilfe der SVDMOR die Eingangsan-
zahl auf eg reduziert. Der dabei resultierende Fehler fiir die zwei Lastfélle ist in Tabelle 4.1
dargestellt. Es ist ersichtlich, dass Lastfall 1 mit der konstanten Wirmestromdichte deutlich
besser abgebildet wird. Im Gegensatz dazu wird fiir den zweiten Lastfall erst ab eg = 25 die
Fehlergrenze von 1 K unterschritten. Erfolgt keine Eingangsreduktion (e = eg = 65) tritt nur
der Fehler der Krylov-Reduktion auf, welcher jedoch gegeniiber den Ungenauigkeiten aus der
Eingangsreduktion gering ausfillt.

Tabelle 4.1 Maximaler Fehler im Vergleich zum Ausgangsmodell fiir die zwei untersuchten Lastfille
in Abhéngigkeit von der reduzierten Eingangsanzahl.

Reduzierte Maximaler Fehler Maximaler Fehler
Eingangsanzahl eg Lastfall 1 Lastfall 2
5 0,9784 K 4,0965 K
10 0,9783 K 3,0528 K
15 0,9002 K 2,1616 K
20 0,6002 K 2,2994 K
25 0,3568 K 0,7519 K
35 0,3729 K 0,6850 K
45 0,2506 K 0,2913 K
55 0,0938 K 0,0968 K
65 0,0005 K 0,0108 K

Die rdaumliche Verteilung des Fehlers zeigt Abbildung 4.2 exemplarisch fiir den Endzeitpunkt
der Simulation und eine reduzierte Dimension n = 80 am Beispiel des Lastfalls 2. Auf der im
Vordergrund befindlichen Lasteinleitungsfliche ergeben sich die groften Fehler, welche zudem
starken Schwankungen zwischen den einzelnen Knoten ausgesetzt sind. Eine préazise Ermitt-
lung der daraus resultierenden Beanspruchungen erscheint nicht moglich. Im Gegensatz dazu
nimmt der Fehler entlang der Quaderldngsseite schnell ab und am gegeniiber liegendem Ende
betrdgt die maximale Abweichung weniger als 0,1 K. Daraus wird deutlich, dass die insgesamt
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eingetragene Wiarmemenge korrekt ist, eine Auswertung des Temperaturfeldes aber erst in
hinreichender Entfernung von den Lasteinleitungsstellen verldssliche Ergebnisse liefert.

3.1
= P
2H1
=

o —0,5
EH0.1
£ H-0,1
5L
)
=826

Abbildung 4.2 Fehler des mittels SVDMOR auf eg = 10 Eingénge und anschlieBend mit dem Block-
Krylov-Verfahren reduzierten Modells fiir den Lastfall 2 zum Zeitpunkt t = 1000 s.

4.3.3 Anwendungsbeispiel Vorwirmprozess

Das zweite Beispiel bildet die Vorwarmsimulation des vereinfachten Rotationsbehilters analog
zu Kapitel 3.6.4, wobei erneut die 100 Zufallsdatensitze erginzt um den Standardlastfall aus
Tabelle 2.7 zur Anwendung kommen. Die SVDMOR wird lediglich auf die Wéarmestrahlung
angewandt, wohingegen die Wirmestrom-, Konvektions- und Temperaturrandbedingungen als
synchrone Lasten entsprechend Kapitel 4.2 betrachtet werden, um fiir diese eine maximale
Prizision zu erzielen. Die Eingangsmatrix setzt sich nun aus den fiinf Spalten, welche aus (4.2)
resultieren, und den beriicksichtigten Singulédrvektoren der Wirmestrahlung zusammen, deren
Anzahl mit eg bezeichnet wird. Nach (3.34) betrigt die reduzierte Dimension n mit K = 1 und
o = 8 folglich

n=(05+egr) - 0-K=(05+eg): 8. 4.9)

Die grofiten aus der Singuldrwertzerlegung (4.4) resultierenden Singuldrwerte sind in
Abbildung 4.3 in normierter Form dargestellt. Hier ist nur ein sehr langsamer Abfall zu
beobachten, sodass der Abbruch der Approximation im Wesentlichen durch die Limitierung
der reduzierten Dimension bestimmt wird. Deshalb gibt Tabelle 4.2 den maximalen Fehler iiber
alle 101 untersuchten Parameterkombinationen in Abhingigkeit von selbiger an. Da sich die
Lasteinleitungsstellen aufgrund der an nahezu allen Oberflachen auftretenden Wirmestrahlung
auf das gesamte Bauteil verteilen, ergibt sich im Gegensatz zu Kapitel 4.3.2 keine rdumliche
Begrenzung der hochsten Abweichungen zum Ausgangsmodell auf ein kleines Gebiet.

Generell kann trotz deutlich anwachsender reduzierter Dimension nur eine langsame Vermin-
derung des maximalen Fehlers beobachtet werden, was mit der geringen Abnahme der
Singuldrwerte korreliert. Selbst bei einer Reduktion der Wéarmestrahlung auf 50 Eingénge
bleiben die Abweichungen deutlich oberhalb der angestrebten Fehlergrenze von 1 K.
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Abbildung 4.3 Abfall der normierten Singuldrwerte entsprechend (4.4).

In Abbildung 4.4 sind fiir den Fall n = 200 die maximalen Fehler fiir die verschiedenen Para-
metersdtze dargestellt. Die grofiten Unterschiede zum Ausgangsmodell sind zu beobachten,
wenn die mittels Warmestrahlung iibertragene Warmemenge sehr hoch ausfillt. Dies betrifft
insbesondere grofle Werte fiir g,, welches mallgeblich die Strahlung im zentralen Zylindervo-
lumen bestimmt. Des Weiteren kommt dem Emissionsgrad eine entscheidende Bedeutung zu.
Im Vergleich mit Abbildung 3.10 zeigt sich, dass im Falle @hnlicher Heizleistungen fiir € = 0,7
hohere Fehler auftreten als fiir € = 0,3. Eine gleichmiBige Verringerung der Wirmestrome
bewirkt auch eine Reduzierung der Abweichungen zum Ausgangsmodell, weil aufgrund der
insgesamt geringen Temperaturen die Wéarmestrahlung einen kleineren Einfluss hat.

Bereits in Kapitel 4.3.1 wurde darauf hingewiesen, dass die Losung des Gleichungssystems in
(4.4) einen sehr hohen numerischen Aufwand bedeutet. Dies duflert sich einerseits in der
Berechnungszeit, welche etwa 15 Simulationen des Ausgangsmodells entspricht, und anderer-
seits im erforderlichen Arbeitsspeicher. Trotz des verhéltnismiBig kleinen Freiheitsgrades
N = 83.711 benotigt der Standardgleichungsloser aus MATLAB bereits 60 GB. Dies begrenzt
das mogliche Einsatzspektrum hinsichtlich der ModellgroBe erheblich.

Tabelle 4.2 Maximaler Fehler des reduzierten Modells in Abhingigkeit von der reduzierten Dimension.

Reduzierte Einginge Maximaler

Dimension Wirmestrahlung Fehler
n =120 er =10 5,75 K
n =160 er =15 4,84 K
n =200 er =20 4,50 K
n =280 er =30 3,03K

n = 440 er = 50 2,96 K
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Abbildung 4.4 Maximaler Fehler des reduzierten Modells mit dem Freiheitsgrad n = 200 fiir die
untersuchten Parametersitze.

Zusammenfassend lédsst sich folglich feststellen, dass die SVDMOR fiir die hier untersuchte
Aufgabenstellung einer genauen Ermittlung der Temperaturen fiir das gesamte Bauteil, um im
Anschluss die thermisch induzierten Beanspruchungen zu ermitteln, wenig geeignet ist. Die
angestrebten Fehlertoleranzen werden nicht fiir eine hinreichend kleine reduzierte Dimension
erreicht. Dariiber hinaus erweisen sich die Berechnungszeiten fiir die Eingangsreduktion um
etwa den Faktor zwei hoher als die wihrend der Offline-Phase der Proper Orthogonal
Decomposition in Kapitel 3.6.4. Deshalb ist es erforderlich, einen alternativen Ansatz zur
Reduktion der Systemeingiinge zu entwickeln.

4.4 Singularwertzerlegung basierend auf Lastvektorsnapshots

Die SVDMOR versucht die Ubertragungsfunktionsmatrix fiir beliebige Lasten an den Eingiin-
gen zu approximieren, was insbesondere in unmittelbarer Nihe der Lasteinleitungsstellen zu
hohen Fehlern fiihrte. Betrachtet man jedoch den Erwirmungsvorgang des Rotationsbehilters,
beispielsweise fiir unterschiedliche Heizleistungen oder bei Variation des als unsicherer Para-
meter einzustufenden Emissionsgrades, unterscheiden sich die Temperaturverteilungen in der
Regel nicht grundlegend. Diesen Umstand nutzt zum Beispiel die Proper Orthogonal Decom-
position in Kapitel 3.6, die ausgehend von aus Beispielsimulationen gewonnenen Trainingsda-
ten das Systemverhalten approximiert. In Kapitel 3.6.3 fiihrten allerdings bereits geringe
Abweichungen der Wirmestrome zu stark anwachsenden Fehlern und in Kapitel 3.6.4 konnte
gezeigt werden, dass sehr viele derartige Vorabrechnungen des Ausgangsmodells notwendig
sind, um das Temperaturfeld iiber einen weiten Parameterbereich mit hoher Genauigkeit
abzubilden.
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Da die Krylov-Unterraummethoden direkt die Ubertragungsfunktionen zwischen den einzelnen
Ein- und Ausgingen annédhern, weisen die damit erzeugten Modelle keinen derart eingeschrink-
ten Giiltigkeitsbereich auf (vergleiche Kapitel 4.2). Die Beriicksichtigung der Warmestrahlung
fiihrt aber auf eine sehr hohe Anzahl an Systemeingéngen, was die angestrebten Rechenzeitge-
winne aufgrund des hohen Freiheitsgrades des reduzierten Systems erheblich vermindert oder
géanzlich aufhebt. Deshalb wird im Rahmen dieser Arbeit ein Verfahren vorgeschlagen, welches
eine Eingangsreduktion basierend auf der Tatsache ermdglicht, dass sich nicht nur die Tempe-
raturverteilungen sondern auch die daraus resultierenden Wirmestrome infolge Strahlung bei
Variation der Lastparameter in einem begrenzten Bereich nicht grundlegend veridndern.

4.4.1 Grundprinzip

Anstatt Temperatursnapshots, wie bei der Proper Orthogonal Decomposition in (3.40), werden
in transienten Analysen wihrend der Offline-Phase insgesamt { Snapshots des Wirmestrah-
lungsvektors 1g in (2.81)

Tis = Ty Aelemq (4.10)
erzeugt und in der Snapshotmatrix ¥ € RV*¢
Y — [rt51 Ttsi rtS(] (41 1)

mit i = 1 ...{ zusammengefasst [Rother & Beitelschmidt 2018]. Auf selbige wird im néchsten
Schritt die Singuldrwertzerlegung angewandt

Y =U_ZUE, (4.12)

wobei dafiir aufgrund des geringen numerischen Aufwands in der Regel das Eigenwertproblem
(3.50) genutzt wird. Die Singulidrwerte g; in der Hauptdiagonale von X fallen schnell ab, sodass
die Snapshotmatrix in guter Ndherung durch die grofiten Singulidrwerte und die zugehorigen
Matrizen der Links- und Rechtssingulirvektoren Uy bzw. Uy

Y ~ U 20U} (4.13)
mit U, Ug € RVX®R ¥ € R®RX®R und ep < { approximiert werden kann. Die Spalten der
reduzierten Eingangsmatrix B € RV*¢® entsprechen den Linkssingulirvektoren aus (4.13)

B=1U,. (4.14)
Wenn eg hinreichend klein gewihlt wird, ermoglicht dies die Anwendung des Block-Krylov-

Verfahrens bei geringem Freiheitsgrad des erzeugten reduzierten Systems.

Im Allgemeinen treten in thermischen Systemen sowohl Wirmestrom-, Temperatur- und
Konvektionsrandbedingungen als auch Warmestrahlung auf. Dann lassen sich die Eingangs-
matrix fiir synchrone Lasten By, aus (4.2) und die zur Wérmestrahlung gehdrende Bg = B
aus (4.14) zur Gesamteingangsmatrix B in (3.1) zusammenfassen

B = [Bgyn Bsl. 4.15)
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Von dem beschriebenen Verfahren sind gegeniiber der ausschlieBlich snapshotbasierten Proper
Orthogonal Decomposition mehrere Vorteile zu erwarten. Strebt der Emissionsgrad € gegen
null (¢ = 0) und tritt demzufolge keine Wirmestrahlung mehr auf, wird das Systemverhalten
unabhiéngig von den weiteren Lastparametern mit hoher Genauigkeit durch die Krylov-Unter-
raummethoden abgebildet. Die Approximation der Warmeleitung im Korper, der Wirmekapa-
zitdt, der Warmestrom-, Temperatur- und Konvektionsrandbedingungen erfolgt also nicht auf
Basis von geeignet zu wihlenden Beispielsimulationen. Lediglich fiir die Beriicksichtigung der
Wiirmestrahlung sind diese notwendig. Deshalb ldsst sich annehmen, dass einerseits weniger
Rechnungen wihrend der Offline-Phase notwendig sind und andererseits die auftretenden
Fehler gerade bei Extrapolation aus dem den Snapshots zugrunde liegenden Parameterraum
geringer ausfallen. Dies soll nun anhand zweier Beispiele tiberpriift werden.

4.4.2 Parameterstudie Vorwirmprozess

In Kapitel 3.6.4 wurde fiir die Proper Orthogonal Decomposition anhand des vereinfachten
Rotationsbehilters der Einfluss der Snapshotauswahl auf die Reduktionsgiite bei Variation der
Lastparameter Heizleistung und Emissionsgrad untersucht. Dieser Anwendungsfall soll jetzt
fiir die neu entwickelte und im vorherigen Abschnitt vorgestellte Methode basierend auf der
Singuldrwertzerlegung der Lastvektorsnapshots aufgegriffen werden. Erneut dienen die 100
erzeugten Zufallsdatensitze der Abdeckung des Parameterraums (Abbildung 3.10). Ergénzt
werden diese durch den Standardlastfall aus Tabelle 2.7, welcher gleichzeitig der Snapshotge-
nerierung im ersten Iterationsschritt dient. Zunéchst beschrédnken sich die Untersuchungen auf
das Block-Krylov-Verfahren, fiir welches die Entwicklungsordnung o = 8 und als einzige
Entwicklungsstelle s, = 0 gewihlt werden. Der Abfall der Singuldrwerte der Snapshotmatrix
fiir die Wirmestrahlungslasten ist in Abbildung 4.5 dargestellt. Die Eingangsmatrix setzt sich
analog zu (4.15) aus den fiinf Spalten, welche aus (4.2) resultieren, und den beriicksichtigten
Singuldrvektoren der Warmestrahlung zusammen, deren Anzahl mit eg bezeichnet wird. Die
reduzierte Dimension n betrdgt mit K = 1 folglich

n=05+eg) 0-K=(05+eg): 8. (4.16)

Nachfolgend werden die Varianten n = 120, n = 160 und n = 200, welche 10, 15 bzw. 20
Singulidrvektoren einbeziehen, untersucht.

Tabelle 4.3 stellt die drei reduzierten Modelle hinsichtlich ihrer Genauigkeit in den einzelnen
Iterationsschritten gegeniiber. Wihrend am Anfang nur eine Simulation des Ausgangsmodells
der Snapshoterzeugung dient, kommt in jeder Iteration der Parametersatz mit dem groften
Fehler hinzu, sodass sich der abgebildete Parameterraum sukzessive erweitert. Der Fehler wird
erst ab einer Simulationszeit von 500 s ausgewertet, da sich bereits in Kapitel 3.5.3 zum
Simulationsbeginn die grolten Abweichungen der mit dem Block-Krylov-Verfahren reduzier-
ten Modelle zeigten. Diese Ungenauigkeiten sind allerdings nicht auf die Eingangsreduktion
zuriickzufiihren, weil aufgrund der einheitlichen Anfangstemperatur zundchst kaum Wérme-
strahlung auftritt. Vielmehr handelt es hierbei um die ungenaue Wiedergabe der sehr schnellen
Erwirmung am Anfang nach dem Einschalten der Heizelemente. Das Modell mit dem
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Freiheitsgrad n = 200 zum Beispiel weist nach 100 s einen maximalen Fehler von 0,8 K auf,
welcher danach stark abnimmt. Die in Tabelle 4.3 angegebenen Hochstwerte sind hingegen in
der Regel am Ende der Simulationszeit vorzufinden.
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Abbildung 4.5 Abfall der normierten Singuldrwerte der Snapshotmatrix im ersten Iterationsschritt.

In der ersten Iteration treten fiir alle Varianten erheblich kleinere Abweichungen zum Vollmo-
dell als bei der Proper Orthogonal Decomposition in Abbildung 3.11 auf. Bereits die Beriick-
sichtigung von 15 Singulidrvektoren (n = 160) fiihrt direkt auf einen maximalen Fehler
unterhalb der festgelegten Toleranzgrenze von 1 K, wiéhrend fiir n = 200 ein Wert erreicht
wird, der mit dem Fehlerhochstwert nach sieben Iterationen in Abbildung 3.11 vergleichbar ist.
Lediglich das kleinste reduzierte Modell (n = 120) benétigt einen zweiten Iterationsschritt, um
die Fehlergrenze zu unterschreiten. Nach drei Iterationen werden fiir alle Varianten sehr gute
Ergebnisse erzielt. Die Anzahl an Simulationen wihrend der Offline-Phase der Reduktion
erweist sich folglich als erheblich geringer im Vergleich zu Kapitel 3.6.4 und die Giiltigkeit des
reduzierten Modells erstreckt sich iiber einen deutlich groeren Parameterbereich. In Anhang
F ist die Abnahme des maximalen Fehlers fiir die ersten drei Iterationsschritte anhand des
Systems mit dem Freiheitsgrad n = 120 demonstriert.

Tabelle 4.3 Maximaler Fehler der drei reduzierten Modelle fiir die einzelnen Iterationsschritte.

Reduzierte Dimension n =120 n =160 n =200
Anzahl Singulédrvektoren egr =10 egr =15 er =20
Maximaler Fehler Iteration 1 1,68 K 0,95 K 0,63 K
Maximaler Fehler Iteration 2 0,56 K 0,44 K 0,44 K

Maximaler Fehler Iteration 3 0,29 K 0,26 K 0,18 K




88 4 Reduktion der Systemeinginge und -ausginge

Eine weitere Erhohung der reduzierten Dimension und damit der beriicksichtigten Singulidrvek-
toren bewirkt insbesondere im ersten Iterationsschritt kaum noch Verbesserungen. So fillt der
maximale Fehler fur n = 280 auf 0,62 K und fiir n = 360 auf 0,57 K. Dies lasst sich auf die
gerade am Anfang kleine Snapshotbasis zuriickfithren, sodass durch die hinzugenommenen
Singulidrvektoren nur wenig zusitzliche Informationen hinzugefiigt werden, was durch die
niedrigen Singuldrwerte angezeigt wird. Erst wenn der untersuchte Parameterraum mehr Snap-
shots erfordert, kann ein groBerer Freiheitsgrad des reduzierten Modells Vorteile bringen.

Bei starker Verringerung der Heizleistung an einzelnen Segmenten gegeniiber dem Bezugslast-
fall treten die groBBten Fehler auf. Dies zeigt Abbildung 4.6 exemplarisch fiir den ersten Iterati-
onsschritt und die reduzierte Dimension n = 200. Gerade fiir g; = 0 und g, = 0 sind deutlich
hohere Abweichungen als beispielsweise bei gleichzeitiger Verringerung aller drei Heizleistun-
gen zu beobachten, was darin begriindet liegt, dass sich die globale Temperaturverteilung
erheblich dndert. Im ersten Fall (q; = 0) erhoht sich die Temperatur im Behéltermantel anfangs
kaum, wihrend sich die Einbauten rund um den Kompensator nahezu unverindert autheizen.
Dies fiihrt dazu, dass der Mantelbereich jetzt nicht mehr durch Strahlung Wirme abgibt,
sondern welche von den zentralen Inneneinbauten aufnimmt. Die Richtung der Wirmestrome
dreht sich also teilweise um. Gleiches gilt am Kompensator fiir g, = 0. Bei simultaner Reduk-
tion aller zugefithrten Wiarmestrome erwirmt sich hingegen der Behilter insgesamt langsamer,
aber die warmen und kalten Bereiche dndern ihre Position nicht, sodass die Richtung der
Wirmestrome infolge Strahlung unverindert bleibt, was deutlich besser durch die genutzten
Trainingsdaten abgebildet wird.
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Abbildung 4.6 Maximaler Fehler des reduzierten Modells mit dem Freiheitsgrad n = 200 im ersten
Iterationsschritt fiir die untersuchten Parametersitze; der fiir die Snapshoterstellung genutzte Datensatz
ist durch den vergrofierten Kreis gekennzeichnet.
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Der rationale Krylov-Algorithmus, welcher hier dem ersten Iterationsschritt des IRKA-
Verfahrens entspricht, lieferte fiir die Beispiele in Kapitel 3.5.3 und 4.2 insbesondere zu
Simulationsbeginn bessere Ergebnisse als das Block-Krylov-Verfahren. Des Weiteren bietet
sich aufgrund der tangentialen Interpolation die Moglichkeit, die Anzahl der beriicksichtigten
Singuldrvektoren fiir die Wiarmestrahlungsapproximation unabhingig von der reduzierten
Dimension zu wihlen. Der Freiheitsgrad des reduzierten Systems wird zu n = 200 gewihlt, da
hierfiir in Tabelle 4.3 bereits mit nur einer Offline-Simulation gute Ergebnisse erzielt wurden.
Die maximalen Fehler der reduzierten Modelle sind im Intervall eg = 15 ... 30 nahezu
identisch, weshalb Abbildung 4.7 nur die Werte fiir eg = 20 darstellt. Zwar zeigt sich erneut
die hohere Genauigkeit zu Simulationsbeginn im Vergleich zu den Block-Krylov-Verfahren,
so liegt der Fehlerhochstwert nach 100 s hier bei 0,08 K und somit um den Faktor 10 niedriger,
allerdings treten am Simulationsende bis zu doppelt so hohe Abweichungen auf, was als
deutlich kritischer zu bewerten ist. Hier dominiert der Fehler aus der Lastapproximation und
diesbeziiglich generiert das rationale Krylov-Verfahren keine Vorteile, vielmehr steigt die
Ungenauigkeit infolge der tangentialen Interpolation bei gleichzeitig hoherer Rechenzeit fiir die
Erzeugung der Projektionsmatrix an, weshalb in zukiinftigen Beispielen nur noch das Block-
Krylov-Verfahren Anwendung findet.
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Abbildung 4.7 Maximaler Fehler des Block-Krylov-Verfahrens und des rationalen Krylov-Verfahrens
fiir die 101 Parametersitze.

4.4.3 Variation des Emissionsgrades

Je mehr Freiheitsgrade das Ausgangsmodell aufweist, desto wichtiger ist es, die Anzahl der
Simulationen wihrend der Offline-Phase minimal zu halten. Deshalb wird jetzt fiir das
vollstindige Rotationsbehiltermodell aus Kapitel 2.4.2 eine Variation des Emissionsgrades im
gesamten moglichen Intervall € = 0 ... 1 untersucht. Zwar sind die in praktischen Anwendun-
gen auftretenden Unsicherheiten hinsichtlich der Lastparameter deutlich kleiner, jedoch dient
dieses Beispiel vorrangig dazu, den Giiltigkeitsbereich des reduzierten Modells zu untersuchen.
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Die Heizleistungen bleiben identisch zu den Werten in Tabelle 2.7 und fiir alle Lastfélle unver-
dndert. In Anhang G sind die Temperaturverteilungen am Ende des betrachteten Erwidrmungs-
vorgangs fiir € =0, € =0,5 sowie ¢ =1 dargestellt, aus welchen der starke Einfluss des
Emissionsgrades deutlich wird. Dies driickt sich nicht bloB in den unterschiedlichen Maximal-
temperaturen aus, auch die Erwidrmung der Inneneinbauten, wie beispielsweise der
Kompensatorstirnwand oder des AuBenringes der Zylinderstirnwand (Benennung analog zu
Abbildung 1.4), verindert sich erheblich. Die nachfolgenden Auswertungen beschrinken sich
stets auf die Stahlbauteile, da nur deren Temperaturen in die Beanspruchungsermittlung einge-
hen.

Fiir die Snapshoterstellung dienen Rechnungen des Ausgangsmodells fiir unterschiedliche
Emissionsgrade. Die sich daraus ergebenden fiinf Modellvarianten sind in Tabelle 4.4 zusam-
mengestellt. Bei den ersten zwei Modellen werden lediglich die Lastvektoren einer Vollmo-
dellsimulation fiir € = 0,5 bzw. € = 0,8 herangezogen, der numerische Aufwand in der Offline-
Phase ist hier folglich am geringsten. Im Gegensatz dazu erfordern die Varianten 3 und 4 bereits
zwel Vorabsimulationen und das fiinfte Modell deckt schlieBlich den gesamten untersuchten
Parameterbereich in dichter Staffelung ab.

Tabelle 4.4 Modellvarianten je nach genutzten Emissionsgraden wihrend der Berechnungen in der
Offline-Phase.

Modell Emissionsgrade Snapshots
1 e=0,5
2 e=0,8
3 e =10,2; 0,8]
4 e =10,3;0,9]
5 e =10,1;0,5; 0,9]

Die Reduktion erfolgt unter Nutzung des Block-Krylov-Verfahrens mit einer Entwicklungs-
stelle s, = 0 und der Entwicklungsordnung o = 8, wobei stets eg = 11 Singulédrvektoren zur
Beschreibung der Warmestrahlungseingénge herangezogen werden, sodass sich nach (4.16) der
Freiheitsgrad des reduzierten Modells zu n = 128 ergibt.

Abbildung 4.8 und Abbildung 4.9 veranschaulichen den maximalen Fehler der fiinf Modelle
fiir die Emissionsgrade € = 0,5 bzw. € = 1. Der Fehlerhochstwert liegt stets unterhalb der
angestrebten Toleranzgrenze von 1 K. Die Ungenauigkeiten zum Simulationsbeginn von
maximal 0,4 K lassen sich durch die Wahl einer hoheren Entwicklungsordnung o verringern.
Da die Wirmestrahlung aufgrund der einheitlichen Anfangstemperatur in diesem Zeitintervall
allerdings sehr geringen Einfluss hat, sind die anfinglichen Abweichungen von untergeordneter
Bedeutung fiir die Bewertung der Eingangsreduktion und werden im Folgenden nicht weiter
betrachtet. Als deutlich entscheidender erweist sich hingegen der maximale Fehler am Simula-

tionsende.
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Abbildung 4.8 Maximaler Fehler der unterschiedlichen Modelle aus Tabelle 4.4 fiir den Emissionsgrad
e=0,5.
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Abbildung 4.9 Maximaler Fehler der unterschiedlichen Modelle nach Tabelle 4.4 fiir den Emissions-
grad e = 1.

Der Lastfall € = 0,5 ist fiir die Modelle 1 und 5 bereits in den Trainingsdaten enthalten. Dies
erklart die duBerst geringen Fehler mit zunehmender Zeit in Abbildung 4.8. Im Gegensatz dazu
fillt die Abweichung fiir Modell 2 hier deutlich hoher aus, allerdings dndert sich dies fiir den
Fall € = 1. Angesichts der mit steigendem Emissionsgrad zunehmenden Bedeutung der Wir-
mestrahlung treten fiir € - 1 sowohl fiir Modell 1 als auch Modell 3 hohere Ungenauigkeiten
auf als fiir ¢ — 0. Deshalb empfiehlt sich eine unsymmetrische Auswahl innerhalb des Parame-
terraums fiir die Offline-Berechnungen. Dies veranschaulicht der Vergleich mit Modell 2 bzw.
Modell 4. Auf diese Weise ldsst sich die Modellgiite durch eine geeignete Snapshotselektion
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gezielt beeinflussen. Mit zwei Simulationen des Ausgangssystems wéhrend der Offline-Phase
liegt der maximale Fehler jedoch unabhiingig von der konkreten Festlegung fiir t > 400 s stets
unter 0,3 K, solange keine génzlich unsinnige Parameterwahl getroffen wird.

Bei Beriicksichtigung hinreichend vieler Offline-Simulationen (Modell 5) kann fiir das gesamte
Parameterspektrum eine hohe Reduktionsgiite erzielt werden, was Tabelle 4.5 fiir den Endzeit-
punkt der Simulation ebenfalls belegt. Damit verringert sich aber gleichzeitig die Rechenzei-
tersparnis gegeniiber der Proper Orthogonal Decomposition. Im Falle der Vernachlissigung der
Wirmestrahlung (¢ = 0) liefern alle Modelle ein sehr gutes Ergebnis, weil dann nur der Fehler
aus der Krylov-Reduktion relevant ist, was den Vorteil der entwickelten Methode unterstreicht.
Anhand der minimalen Fehler zeigt sich die Lage der Datensitze, welche fiir die Snapshotge-
nerierung dienten. Fiir die gewihlte Emissionsgradabstufung in den Offline-Simulationen in
Schritten von 0,1 stellen die Modelle 2 und 4 das Optimum fiir eine bzw. zwei Vorabberech-
nungen des Ausgangsmodells dar. Sie zeichnen sich durch eine anndhernd gleichmifige
Verteilung der maximalen Fehler bei Extrapolation und Interpolation des Emissionsgrades aus.

Tabelle 4.5 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle zum Endzeitpunkt der Simulation ¢ = 10.000 s
im Vergleich zum Ausgangsmodell. Die groften Fehler sind rot hinterlegt, wihrend ein griiner Hinter-
grund auf eine geringe Abweichung hindeutet.

Emissions- Maximaler Fehler

grad Modell 1 Modell 2 Modell 3 Modell 4 Modell 5

0 0,0004 K 0,0002 K 0,0002 K 0,0004 K 0,0004 K
0,05 0,1040 K 0,1191 K 0,0581 K 0,0617 K 0,0297 K
0,1 0,1591 K 0,2381 K 0,0518 K 0,0811 K 0,0020 K
0,15 0,1862 K 0,3492 K 0,0308 K 0,0752 K 0,0198 K
0,2 0,1991 K 0,4352 K 0,0005 K 0,0554 K 0,0304 K
0,25 0,1947 K 0,4959 K 0,0332 K 0,0288 K 0,0327 K
0,3 0,1764 K 0,5327 K 0,0647 K 0,0005 K 0,0296 K
0,35 0,1463 K 0,5478 K 0,0917 K 0,0276 K 0,0233 K
0,4 0,1058 K 0,5431 K 0,1124 K 0,0524 K 0,0154 K
0,45 0,0566 K 0,5207 K 0,1259 K 0,0728 K 0,0071 K
0,5 0,0005 K 0,4823 K 0,1317 K 0,0882 K 0,0010 K
0,55 0,0631 K 0,4296 K 0,1294 K 0,0980 K 0,0078 K
0,6 0,1314 K 0,3641 K 0,1190 K 0,1018 K 0,0132 K
0,65 0,2044 K 0,2872 K 0,1006 K 0,0995 K 0,0168 K
0,7 0,2814 K 0,2002 K 0,0745 K 0,0911 K 0,0184 K
0,75 0,3616 K 0,1041 K 0,0408 K 0,0767 K 0,0176 K
0,8 0,4446 K 0,0003 K 0,0007 K 0,0566 K 0,0144 K
0,85 0,5331 K 0,1109 K 0,0481 K 0,0309 K 0,0086 K
0,9 0,6345 K 0,2280 K 0,1026 K 0,0008 K 0,0022 K
0,95 0,7408 K 0,3503 K 0,1632 K 0,0369 K 0,0113 K

1 0,8516 K 0,4772 K 0,2296 K 0,0784 K 0,0256 K
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In vielen praktischen Anwendungen gelingt keine derart intuitive Selektierung der Datensétze
fiir die Offline-Simulationen, da héufig ein deutlich groBerer Parameterraum betrachtet wird.
Deshalb besteht weiterhin die Notwendigkeit den numerischen Aufwand der Vorabberechnun-
gen zu minimieren, womit sich der nédchste Abschnitt beschiftigt.

Abschliefend sollen noch die Berechnungszeiten betrachtet werden. Eine Simulation des
Ausgangsmodells dauert etwa 1h, was durch die Modellordnungsreduktion auf circa 90 s
verkiirzt wird und einer Beschleunigung um den Faktor 40 entspricht. In Tabelle 4.5 konnte
gezeigt werden, dass ein einziger Berechnungsdurchlauf wihrend der Offline-Phase zur
Einhaltung der angestrebten Fehlertoleranzen geniigt. Deshalb verkiirzt sich die Gesamtberech-
nungsdauer bei Analyse aller 21 Emissionsgrade inklusive der Modellordnungsreduktion auf
die Dauer von ungefihr zwei Simulationen des Ausgangsmodells. Der Rechenzeitvorteil steigt
mit der Anzahl untersuchter Varianten an. Eine ausfiihrliche Aufschliisselung der Berechnungs-
zeiten findet sich in Kapitel 5.5.

4.5 Reduktion des Rechenaufwandes in der Offline-Phase

Zwar konnte mit der in Kapitel 4.4 entwickelten Methode der Rechenaufwand in der Offline-
Phase gegeniiber der Proper Orthogonal Decomposition erheblich reduziert werden, dennoch
gestalten sich diese Simulationen des Ausgangsmodells weiterhin sehr zeitaufwendig. Wenn
sehr grofle Parameterbereiche abgedeckt werden sollen, sind unter Umstdnden sogar mehrere
transiente Rechnungen mit dem nicht reduzierten System auszufiihren. Dariiber hinaus besteht
in praktischen Anwendungen nicht die Moglichkeit, die Giiltigkeit des reduzierten Modells
durch einen umfangreichen Abgleich mit dem Ausgangssystem zu evaluieren, schlielich
sollen gerade diese Simulationen eingespart werden. Infolgedessen werden im Zweifelsfall
wahrscheinlich mehr Berechnungen zur Bildung der Snapshotbasis durchgefiihrt, sodass deren
effiziente Ermittlung essentiell ist.

4.5.1 Grundidee

Die Untersuchungen in Kapitel 4.4 haben gezeigt, dass die entwickelte Methode zur Eingangs-
reduktion basierend auf Lastvektorsnapshots in der Lage ist, reduzierte Modelle zu erzeugen,
die innerhalb eines weiten Parameterspektrums gute Ergebnisse liefern. Aufgrund dessen kann
geschlussfolgert werden, dass der exakten Abbildung der Temperaturvektoren in den Offline-
Simulationen eine im Vergleich zur Proper Orthogonal Decomposition deutlich geringere
Bedeutung zukommt. Dies heifit wiederum, dass auch trotz groBerer Ungenauigkeiten in den
Snapshots eine hohe Reduktionsgiite erzielbar ist. Dieser Umstand lésst sich gezielt zur Verrin-
gerung der Rechenzeiten bei der Erstellung der Trainingsdatensétze ausnutzen.

Viele Finite-Elemente-Praprozessoren, wie beispielsweise ANSYS Mechanical, verwenden
standardmiBig Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen bei der Vernetzung [ANSYS,
Inc. 2016]. Dies bietet bei Warmestrahlungsproblemen unter Nutzung von Oberflichenelemen-
ten, wie fiir die Lastvektormethode in Kapitel 2.3.5, einen wesentlichen Vorteil. Wéhrend die
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Wiirmetransportvorginge im Elementinneren aufgrund der linear verdnderlichen Wirmestrome
mit hoher Genauigkeit abgebildet werden konnen, bleibt die Anzahl der an der Warmestrahlung
beteiligten Oberflichenelemente iiberschaubar. Im Gegensatz dazu wiirde eine Halbierung der
Elementkantenlinge bei Verwendung linearer Ansatzfunktionen in etwa zu einer Vervierfa-
chung der Wirmestrahlungselemente fiihren, sodass die Anzahl der Eintrige in der Matrix der
Sichtfaktoren in (2.78) sogar um den Faktor 16 anwiichse. Dies kann leicht die zur Verfiigung
stehende Speicherkapazitit iibersteigen.

Bei hinreichender Erfahrung des Anwenders werden die Elementkantenlédngen so gewihlt, dass
bei einem Wechsel von quadratischen zu linearen Ansatzfunktionen unter Beibehaltung der
Position der Elementeckknoten die Ergebnisgiite nicht mehr ausreicht, was jedoch bei der Snap-
shoterstellung aufgrund der groen Toleranzen auch nicht notwendig ist. Deshalb wird hier der
Ansatz vorgeschlagen, fiir die Simulationen wéhrend der Offline-Phase lineare statt quadrati-
scher Elemente zu verwenden, indem die Seitenmittelknoten der Finiten Elemente eliminiert
und die Elementtypen angepasst werden. Somit entfillt auch eine Neuvernetzung des Modells,
welche einerseits eine in vielen Féllen nicht unerhebliche Arbeitszeit des Anwenders und
andererseits eine Interpolation zwischen den unterschiedlichen Netzen erfordern wiirde. Des
Weiteren bleiben die Oberflichenelemente fiir die Wirmestrahlung und damit die Sichtfaktor-
matrizen, deren Erzeugung den GroBteil der Rechenzeit beim Export des Modells aus dem
Finite-Elemente-Programm ausmacht, unverdndert. Lediglich die Systemmatrizen und die
Lastvektoren zur Abbildung der Konvektion und der Wirmestréme miissen neu erzeugt
werden. Dies kann jedoch leicht automatisiert werden und ist nur mit einem minimalen
Zeitaufwand verbunden. Die elementbezogenen Wirmestrome infolge Strahlung Agqjemq aus
(2.81) miissen lediglich iiber die Zuordnungsmatrix T, in die Knotenwidrmestrome des Finite-
Elemente-Netzes mit quadratischen Ansatzfunktionen umgerechnet werden. Der zusitzliche
numerische Aufwand im Anschluss an die Simulation des verkleinerten Ausgangssystems
beschrinkt sich folglich auf die Multiplikation der Elementlastvektoren mit einer diinnbesetzten
Matrix und gestaltet sich gegeniiber dem Rechenzeitvorteil durch den verminderten Freiheits-
grad als vernachléssigbar gering. Das nachfolgende Beispiel soll die Wirksamkeit der beschrie-
benen Methode demonstrieren.

4.5.2 Anwendungsbeispiel

Die Untersuchungen erfolgen analog zu Kapitel 4.4.3 fiir das vollstindige Rotationsbehilter-
modell unter Variation des Emissionsgrades € =0 ... 1. Durch den Wegfall der Seitenmittel-
knoten reduziert sich der Freiheitsgrad des Ausgangsmodells von N =368.793 auf
N = 76.124. Zunichst soll die Genauigkeit des derart verkleinerten Modells analysiert werden,
um auszuschlieBen, dass mit dieser Methodik erzeugte gute Berechnungsergebnisse darauf
beruhen, dass das Modell mit linearen Ansatzfunktionen das Temperaturfeld bereits hinrei-
chend genau approximiert. Diesbeziiglich stellt Tabelle 4.6 den maximalen Fehler, den Mittel-
wert des Fehlers iiber alle Knoten und dessen 0,9-Quantil fiir drei ausgewihlte Emissionsgrade
zum Endzeitpunkt der Simulation, fiir welchen die Abweichungen maximal werden, gegeniiber.
Je weniger Wiarme iiber Strahlung transportiert wird, desto grofer wird der Einfluss der
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Wiirmeleitung, deren Abbildungsgiite durch die Reduzierung der Ordnung der Ansatzfunktio-
nen sinkt. Dies erklért, dass die groBBten Unterschiede beim kleinsten Emissionsgrad auftreten.

Tabelle 4.6 Fehler zwischen den Modellvarianten mit linearen und quadratischen Ansatzfunktionen am
Simulationsende £ = 10.000 s.

Emissionsgrad =~ Maximaler Fehler Fehlermittelwert 0,9-Quantil
e=0,1 60,55 K 3,36 K 7,66 K
=05 45,75 K 3,03K 6,45 K
=09 3427K 2,81 K 557K

Bereits die Fehlermittelwerte verdeutlichen, dass das Modell mit dem geringen Freiheitsgrad
nicht in der Lage ist, die geforderte Berechnungsgenauigkeit zu erfiillen. Obgleich sich die
Fehlerhochstwerte auf einzelne Knoten in ausgewihlten Kontaktbereichen beschrinken, belegt
Abbildung 4.10, dass dennoch groBere Bauteilbereiche existieren, in denen die Ergebnisse mit
einer Abweichung von mehr als 10 K als fiir die Ermittlung der thermischen Beanspruchungen
unbrauchbar einzustufen sind. Dies betrifft vor allem den Wérmetransport durch den Behilter-
mantel im Zylinderbereich sowie die Wirmeleitung durch das Fluid zwischen den Au3enringen
der Stirnwand und dem Behiltermantel.

Temperaturfehler/K

Abbildung 4.10 Temperaturabweichung des Modells, welches Elemente mit linearen Ansatzfunktionen
nutzt, im Vergleich zur Referenzlosung fiir Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen beim Emis-
sionsgrad € = 0,1; Darstellung nur fiir die Stahlbauteile.

Die Berechnungszeit fiir eine Simulation des Ausgangsmodells verringert sich von ungefihr
1 h auf nur noch 205 s, also etwa um den Faktor 18. Aufgrund dessen lésst sich diese Methode
in zweierlel Hinsicht nutzen. Zum einen kann bei gleichbleibender Anzahl an Offline-Simula-
tionen die zugehorige Rechendauer verkiirzt werden und zum anderen erlaubt die Untersuchung
von deutlich mehr Parametervarianten bei unverdanderter Simulationsdauer die engmaschigere
Abdeckung des Parameterraums. Dies ist insbesondere in Fillen relevant, wo sich aufgrund
sehr vieler EinflussgroBen die Wahl geeigneter Datensétze fiir die Snapshoterzeugung als
schwierig erweist. Des Weiteren verringert sich der Arbeitsspeicherbedarf, sofern dieser nicht
durch die Wirmestrahlungsmatrizen dominiert wird, signifikant, was unter Umstédnden die
Parallelisierung der Vorabsimulationen des Ausgangsmodells ermdglicht. Die angestrebte
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Verringerung der Berechnungszeiten in der Offline-Phase wird also gewihrleistet, jedoch muss
dabei gleichzeitig die anvisierte Ergebnisgiite erhalten bleiben.

Tabelle 4.7 vergleicht dazu den maximalen Fehler der fiinf Modellvarianten aus Tabelle 4.4,
wobei jetzt die Snapshotgenerierung unter Nutzung des Modells mit linearen Ansatzfunktionen
erfolgt. Erneut werden fiir die Auswertung nur die Stahlbauteile herangezogen. Als Redukti-
onsverfahren dient die Block-Krylov-Methode unter Verwendung identischer Parameter wie in
Kapitel 4.4.3, sodass die reduzierte Dimension erneut n = 128 betrégt. Erst Modell 5 kann die
gesetzte Fehlergrenze von 1 K unterschreiten, welche durch die Modelle 2 bis 4 nur knapp
verfehlt wird.

Tabelle 4.7 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle zum Endzeitpunkt der Simulation ¢ = 10.000 s
im Vergleich zum Ausgangsmodell, welches Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen nutzt. Die
groBten Fehler sind rot hinterlegt, wihrend ein griiner Hintergrund auf eine geringe Abweichung
hindeutet.

Emissions- Maximaler Fehler

grad Modell 1 Modell 2 Modell 3 Modell 4 Modell 5

0 0,0003 K 0,0004 K 0,0004 K 0,0003 K 0,0005 K
0,05 0,1452 K 0,1363 K 0,1162 K 0,1161 K 0,0926 K
0,1 0,2400 K 0,2572 K 0,1701 K 0,1707 K 0,1730 K
0,15 0,2944 K 0,3844 K 0,2361 K 0,2402 K 0,2445 K
0,2 0,3194 K 0,4968 K 0,2963 K 0,3021 K 0,3084 K
0,25 0,3686 K 0,5933 K 0,3502 K 0,3574 K 0,3656 K
0,3 0,4274 K 0,6740 K 0,3987 K 0,4070 K 0,4169 K
0,35 0,4822 K 0,7396 K 0,4424 K 0,4515 K 0,4631 K
0,4 0,5570 K 0,7908 K 0,4820 K 0,4915 K 0,5042 K
0,45 0,6356 K 0,8285 K 0,5222 K 0,5271 K 0,5416 K
0,5 0,7168 K 0,8536 K 0,5728 K 0,5724 K 0,5765 K
0,55 0,7976 K 0,8668 K 0,6226 K 0,6201 K 0,6065 K
0,6 0,8778 K 0,8693 K 0,6714 K 0,6670 K 0,6343 K
0,65 0,9575 K 0,8629 K 0,7193 K 0,7132 K 0,6604 K
0,7 1,0363 K 0,8562 K 0,7661 K 0,7585 K 0,6894 K
0,75 1,1144 K 0,8469 K 0,8118 K 0,8031 K 0,7160 K
0,8 1,1917 K 0,8359 K 0,8577 K 0,8468 K 0,7398 K
0,85 1,2681 K 0,8796 K 0,9044 K 0,8898 K 0,7612 K
0,9 1,3438 K 0,9422 K 0,9506 K 0,9328 K 0,7801 K
0,95 1,4186 K 1,0045 K 0,9962 K 0,9772 K 0,7966 K

1 1,4928 K 1,0665 K 1,0414 K 1,0215 K 0,8107 K

Im Vergleich zu Tabelle 4.5 ist ein deutlich geringerer Einfluss der Parameterwahl fiir die
Offline-Simulationen zu beobachten. Lediglich die Varianten 1 und 2 weisen signifikante
Unterschiede auf, wobei sich analog zu Kapitel 4.4.3 die Modelle 2 und 4 fiir die jeweils
zugrunde liegende Anzahl an Vorabrechnungen beziiglich des Fehlermaximalwertes als
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optimal erweisen. Bei der Nutzung von zwei Offline-Simulationen besitzt die konkrete
Emissionsgradauswahl allerdings nur noch wenig Relevanz. Das Gleiche gilt im Falle von drei
oder mehr Berechnungsdurchldufen des verkleinerten Ausgangsmodells. Im Gegensatz zu
Kapitel 4.4.3 vermindert sich der maximale Fehler aufgrund der wihrend der Snapshoterzeu-
gung auftretenden Ungenauigkeit jedoch nicht weiter als fiir Modell 5, sondern stagniert
stattdessen auf diesem Niveau. Der maximale Fehler steigt im Wesentlichen mit dem Emissi-
onsgrad und somit dem Einfluss der Wirmestrahlung an. Die in den Trainingsdaten reprisen-
tierten Strahlungsparameter zeigen sich im Gegensatz zu Tabelle 4.5 hier nicht durch
Abweichungen von weniger als 0,01 K.

Das reduzierte System ist in der Lage, erheblich genauere Ergebnisse zu liefern als das fiir die
Offline-Simulationen genutzte Modell mit linearen Ansatzfunktionen. Dies verdeutlichen die
Daten in Tabelle 4.8 im Vergleich zu Tabelle 4.6. Nicht nur der maximale Fehler sinkt deutlich,
auch der Fehlermittelwert und das 0,9-Quantil verringern sich analog, wobei letzteres darauf
hindeutet, dass fiir die meisten Modellknoten eine hohe Genauigkeit erzielt wird. Am Beispiel
des Modells 5 zeigt dies Abbildung 4.11 fiir den Emissionsgrad € = 1. Gerade im Zylinderbe-
reich des Behiltermantels ist zu erkennen, dass trotz hoher Abweichungen des verkleinerten
Ausgangssystems nach der Modellordnungsreduktion geringe Fehler erreicht werden konnen.
Die Ungenauigkeiten im Bereich des Fehlerhochstwertes sind stark lokal begrenzt.

Tabelle 4.8 Fehler des reduzierten Systems am Simulationsende £ = 10.000 s fiir die Modellvariante 5.

Emissionsgrad ~ Maximaler Fehler Fehlermittelwert 0,9-Quantil
e=0,1 0,173 K 0,013 K 0,031 K
=05 0,576 K 0,051 K 0,116 K
=09 0,780 K 0,072 K 0,165 K

Temperaturfehler/K

Abbildung 4.11 Temperaturabweichung des reduzierten Modells (Modell 5) fiir den Emissionsgrad
€ = 1 im Vergleich zur Referenzlosung des Ausgangsmodells fiir Elemente mit quadratischen Ansatz-
funktionen.
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Die Nutzung des Modells mit linearen Ansatzfunktionen fiir die Snapshoterzeugung bedingt
eine hohere Anzahl an Offline-Simulationen im Vergleich zur Verwendung des Originalsys-
tems. Im hier untersuchten Anwendungsfall geniigen drei Vorabrechengiinge, um eine Genau-
igkeit zu erreichen, die vergleichbar mit dem Modell 1 aus Kapitel 4.4.3 ist, welchem ein
einziger Parametersatz zugrunde liegt. Dennoch verringert sich die Rechenzeit der Offline-
Phase erheblich, von etwa 1 h auf dreimal 205 s und somit fast um den Faktor sechs. Gerade
wenn es notwendig ist, durch eine Vielzahl an Simulationen die Giiltigkeit des reduzierten
Modells innerhalb eines weiten Parameterraums zu gewihrleisten, ergeben sich hierdurch
Vorteile.

Die Genauigkeit der entwickelten Methode geniigt fiir die Identifizierung grundlegender
Parameterabhingigkeiten und qualitativer Zusammenhinge. Fiir Anwendungen mit erhohten
Prizisionsanforderungen sind gegebenenfalls Anpassungen erforderlich. Dabei kann es sich
einerseits um eine Anpassung der Elementkantenldngen beider Modelle handeln, sodass die
gemeinsame Verwendung der Wirmestrahlungsmatrizen erhalten bleibt. Dies kann notwendig
sein, da eine zu grofle Differenz zwischen den beiden Elementtypen nahelegt, dass auch das
Modell mit quadratischen Ansatzfunktionen keine im Sinne der Netzverfeinerung konvergente
Losung liefert. Andererseits ist ebenfalls die alleinige Netzanpassung fiir das verkleinerte
Ausgangssystem unter Beibehaltung der Polynomordnung der Ansatzfunktionen des
Ursprungsmodells moglich. Dies erfordert eine Neuberechnung der Wirmestrahlungsmatrizen
sowie die Interpolation zwischen den beiden Finite-Elemente-Netzen, was in der Praxis auf
Temperaturebene erfolgen muss. Deshalb ist im Anschluss eine Neuberechnung der daraus
resultieren Lasten fiir das Ursprungsmodell notwendig. Dennoch konnen sich signifikante Zeit-
einsparungen ergeben, insbesondere wenn wie im hier gewihlten Anwendungsszenario die
Losung der Temperaturgleichung im Vergleich zur Wirmestrahlungsgleichung rechenzeit-
bestimmend ist.
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Bei der Variation des Emissionsgrades fiir den Rotationsbehilter in Kapitel 4.3.3 verringerte
sich im Zuge der Modellordnungsreduktion der Freiheitsgrad von N = 368.793 auf n = 128.
Dennoch sank die Berechnungszeit einer transienten Simulation lediglich um den Faktor 40, da
sowohl die Wirmestrahlung auf die Umgebung in (3.11) als auch die Strahlung zwischen den
Oberflichenelementen in (3.13) weiterhin basierend auf der urspriinglichen Dimension
(vergleiche Tabelle 2.8) ermittelt werden. Trotz der nur einmaligen LU-Zerlegung der Matrix
S5 in (2.81) limitiert dies den erzielbaren Rechenzeitvorteil, welcher mit zunehmender Anzahl
an Wirmestrahlungselementen sinkt.

Uber 99 % der Berechnungszeit resultieren fiir das reduzierte Modell des Rotationsbehilters
aus der Auswertung der nichtlinearen Last, wovon lediglich 0,5 % auf die Wirmestrahlung zur
Umgebung und etwa 1 % auf die Transformationen zwischen den Groflen auf Knoten- und
Elementebene (2.71) bzw. (2.73) entfallen. Die Losung des Gleichungssystems (2.79) benétigt
folglich den mit Abstand grofSten Zeitanteil.

Eine weitere Verminderung der Simulationszeiten gelingt somit nur durch die Reduktion der
Wirmestrahlung, wobei sich die Herausforderung aus der Behandlung der Nichtlinearitéit
ergibt. Hierzu dienen sogenannte Methoden der Hyperreduktion, welche die Auswertung des
nichtlinearen Lastterms auf einzelne Freiheitsgrade beschrinken. Kapitel 5.1 gibt einen Uber-
blick iiber diese Verfahren und Kapitel 5.2 geht niher auf die hier genutzte Discrete Empirical
Interpolation Method (DEIM) ein, welche anschlieBend auf das Wirmestrahlungsproblem
(Kapitel 5.3) adaptiert wird.

Anhand des Beispiels der Emissionsgradvariation aus Kapitel 4.4.3 erfolgt in Kapitel 5.4 ein
umfangreicher Vergleich der in dieser Arbeit genutzten Reduktionsverfahren. Dieser schlief3t
die Proper Orthogonal Decomposition, die Krylov-Unterraummethoden in Kombination mit
der Eingangsreduktion basierend auf den Lastvektorsnapshots sowie selbige bei Nutzung des
linearen Modells fiir die Offline-Simulation entsprechend Kapitel 4.5 jeweils mit und ohne
Anwendung der Discrete Empirical Interpolation Method ein. Neben der bislang vorrangig
betrachteten Genauigkeit des reduzierten Modells sind auch die Berechnungszeiten entschei-
dend fiir die Bewertung der Reduktionsverfahren. Deshalb widmet sich Kapitel 5.5 diesem
Aspekt und weist dabei neben den Simulationszeiten fiir die Integration im Zeitbereich auch
die weiteren Schritte der Prozesskette, wie beispielsweise den Export aus dem Finite-Elemente-
Programm oder die Reduktionszeiten, aus. Abschliefend greift Kapitel 5.6 noch einmal die
Parameterstudie zur Vorwédrmsimulation des vereinfachten Rotationsbehilters aus Kapitel 3.6.4
bzw. 4.4.2 auf und untersucht die Reduktion der Wirmestrahlung fiir dieses Beispiel.
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5.1 Grundgedanke

Nichtlinearititen treten sowohl in der Mechanik als auch in der Thermodynamik auf. Diese
konnen sich entweder auf die gesamten Systemmatrizen beziehen oder auf den Lastvektor
beschrinken. Zur ersten Kategorie zdhlen beispielsweise eine temperaturabhingige Wirmeka-
pazitit und Wirmeleitfihigkeit [Fritzen et al. 2018] oder die Betrachtung der Wirmestrahlung
mit der Matrixmethode entsprechend (2.84). Des Weiteren sind auch Materialmodelle mit
inneren Variablen, wie sie zum Beispiel fiir die Viskoelastizitit auftreten, hier einzuordnen
[Ryckelynck 2009]. Basierend auf (3.1) haben diese nach Anwendung der Modellordnungs-
reduktion, fiir welche hier in der Regel die Proper Orthogonal Decomposition zur Anwendung
kommt, mit xg = xg(t) die Form

VIE(Vig)Vig + VTA(Vxg)Vxg = VIf(t), (5.1)

wobei f(t)eine allgemeine thermische oder mechanische Last repriasentiert. Hierbei miissen die
Systemmatrizen in jedem Zeitschritt in Abhédngigkeit vom aktuellen Zustandsvektor neu assem-
bliert werden.

Hingt hingegen nur der Lastvektor nichtlinear vom Temperatur- bzw. Verschiebungsvektor ab,
erfordert das reduzierte Gleichungssystem

VIEVig + VTAVxR = VT f(VxR) (5.2)

nur die einmalige Berechnung der reduzierten Systemmatrizen im Vorfeld der transienten
Analysen. Hierzu zéhlt die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete Wirmestrahlung nach (2.81)
bzw. (2.82).

Die Auswertung der Nichtlinearitit bedingt fiir jeden Losungsschritt die Expansion des redu-
zierten Zustandsvektors und die Berechnung des nichtlinearen Terms in der urspriinglichen
Dimension, woraus resultierend die erzielbaren Rechenzeitvorteile der Modellordnungsreduk-
tion unter Umstidnden nur sehr gering ausfallen [Ryckelynck 2009; Rutzmoser & Rixen 2017].
Abhilfe schafft hier die Hyperreduktion, deren Ziel es ist, diese Berechnung auf ausgewihlte
Freiheitsgrade zu beschriinken. Einen Uberblick iiber dabei verwendete Verfahren geben
Fritzen et al. [Fritzen et al. 2018]. Diese erfordern alle entsprechende Trainingsdatensitze. Wie
fiir die Proper Orthogonal Decomposition und die Eingangsreduktion basierend auf Lastvek-
torsnapshots unterteilt sich der Simulationsprozess folglich in eine Offline-Phase zur
Gewinnung dieser Trainingsdaten und eine Online-Phase, innerhalb derer die eigentlichen
Berechnungen mit dem reduzierten Modell ausgefiihrt werden.

Einen ersten Ansatz zur Hyperreduktion liefert die Gappy-POD [Everson & Sirovich 1995],
welche auf die Rekonstruktion von Bilddaten aus wenigen Punkten basierend auf Trainings-
datensitzen abzielt. Weitere Methoden sind beispielsweise die Missing Point Estimation
[Astrid et al. 2008], die Compressive Tensor Approximation [Carlberg et al. 2011] sowie die
Best-Points Interpolation (BPI) [Nguyen et al. 2008].

Ein anderes in den letzten Jahren fiir vielféltige Feldprobleme genutztes Verfahren ist die
Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) [Chaturantabut 2008]. Erste Anwendungen
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beziehen sich auf die Simulation von Neuronen [Chaturantabut & Sorensen 2009] und Stro-
mungen in pordosen Medien [Chaturantabut & Sorensen 2011]. Mittlerweile existieren auch
Beispiele aus der Mechanik wie fiir die Modellierung nichtlinearer Elastizitit [Radermacher &
Reese 2016], der Magnetostatik [Sato et al. 2016] und der Akustik [Negri et al. 2015]. Brands
et al. bilden mit diesem Verfahren eine bewegte Wirmequelle ab [Brands ef al. 2016] und
Fritzen et al. nutzen es im Falle einer nichtlinearen Wirmeleitfihigkeit [Fritzen er al. 2018].
Die Grundlage bildet die Empirical Interpolation Method (EIM) [Barrault ef al. 2004], welche
zunéchst fiir kontinuierliche Systeme entwickelt wurde. Mit der DEIM erfolgte die Erweiterung
dieses Verfahrens auf Systeme, wie sie bei der Ortsdiskretisierung mit Finiten Volumen oder
Finiten Elementen auftreten.

Fiir den in (5.1) beschriebenen Fall zustandsabhéngiger Systemmatrizen wird die Beschriankung
der Auswertung der Nichtlinearitédt fiir wenige Freiheitsgrade dadurch erschwert, dass diese
nicht nur von der Zustandsgrof3e an einem Knoten abhiingt. Stattdessen miissen alle an diesen
Knoten angrenzenden Elemente betrachtet werden, schlieBlich erfolgt die numerische Integra-
tion auf Elementebene. Somit hingt die nichtlineare Steifigkeit oder Wirmeleitfihigkeit von
den Verschiebungen bzw. Temperaturen aller Knoten dieser Elemente ab. Dies steht der
angestrebten Begrenzung auf wenige Freiheitsgrade entgegen und verringert folglich den
erzielbaren Rechenzeitvorteil [Tiso & Rixen 2013]. Abhilfe schafft hierbei die Unassembled
DEIM (UDEIM), welche die Berechnungen im unassemblierten System ausfiihrt [Tiso & Rixen
2013]. Deshalb geniigt fiir jeden Auswertepunkt die Betrachtung eines einzelnen Elementes,
was den numerischen Aufwand deutlich reduziert.

Die Reduced Integration Domain (RID)-Methode begrenzt die numerische Integration auf
einen Teil der Elemente und im Anschluss wird die reduzierte Systemmatrix approximiert.
Erstmal fand dieses Verfahren fiir eine temperaturabhéngige Warmeleitfihigkeit Anwendung
und wurde spiter fiir Systeme mit inneren Zustandsvariablen erweitert [Ryckelynck 2005,
2009]. Die bisher beschriebenen Methoden versuchen geeignete Punkte im Modell auszuwih-
len, fiir die die Nichtlinearitidt ausgewertet wird, um im Anschluss eine Approximation fiir alle
Freiheitsgrade zu erreichen, welche dann mit der Projektionsmatrix wieder in den reduzierten
Raum iiberfiihrt wird [Rutzmoser & Rixen 2017].

Die Energy-Conserving Sampling and Weighting (ECSW)-Methode [Farhat et al. 2014, 2015]
verfolgt im Gegensatz dazu das Ziel, direkt die virtuelle Arbeit der reduzierten inneren Lasten
bestmoglich zu erhalten, indem durch Einfiihrung entsprechender Wichtungsfaktoren die
Berechnung auf wenige Elemente beschrinkt wird. Den Kern des Verfahrens bildet nun die
Bestimmung dieser Wichtungsfaktoren derart, dass moglichst viele identisch null sind und
demzufolge die zugehorigen Freiheitsgrade aus der Berechnung entfallen. Die Losung des sich
daraus ergebenden Optimierungsproblems ist jedoch numerisch aufwendig [Rutzmoser &
Rixen 2017]. Dariiber hinaus benétigt das Verfahren weiterhin entsprechende Trainingsdaten-
sidtze, deren Berechnung in der Regel sehr zeitaufwiéndig ist. Deshalb nutzen Rutzmoser und
Rixen anstatt von vollstdndigen transienten Simulationen stochastisch generierte Lasten und die
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Krylov-Reduktion, welche nicht auf den Zustandsvektor sondern auf den Lastvektor angewen-
det wird [Rutzmoser & Rixen 2017]. Durch Skalierung der Krylov-Basisvektoren mit Zufalls-
zahlen entsteht dann der Trainingsdatensatz, welcher durch das reduzierte Modell abgebildet
werden muss. Der dabei erzielte Rechenzeitgewinn bleibt allerdings hinter dem mit anderen
Verfahren der Hyperreduktion beobachteten zuriick, weshalb die simulationsfreie Bestimmung
der Reduktionsbasis Gegenstand aktueller Forschung ist [Meyer et al. 2017; Rutzmoser &
Rixen 2017]. In Verbindung mit der Proper Orthogonal Decomposition erweist sich die
Notwendigkeit von Vorabberechnungen jedoch als nachrangig, da ohnehin Offline-Simulatio-
nen zur Reduktion des Zustandsvektors bendtigt werden. Auch fiir das in Kapitel 4.4 entwi-
ckelte Verfahren zur Eingangsreduktionen stehen entsprechende Snapshots zur Verfiigung.

Die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete Warmestrahlung entsprechend (2.81) bzw. (2.82)
erfordert keine wiederkehrende Integration auf Elementebene. Deshalb sind Verfahren wie die
UDEIM oder die RID-Methode hier nicht notwendig. Aufgrund der vielfiltigen Anwendung
und der einfachen Implementierbarkeit soll fiir die Reduktion der Warmestrahlung nachfolgend
die Discrete Empirical Interpolation Method zur Anwendung kommen.

5.2 Discrete Empirical Interpolation Method

Betrachtet wird die allgemeine nichtlineare Last f(x) € R¥*! mit x = x(t) aus (5.2). Analog
zum Zustandsvektor in (3.3) soll diese nun durch Projektion in einen Unterraum approximiert
werden

f(x) = Vyre(x), (5.3)

wobei Vg € R¥N*™ die Projektionsmatrix der Hyperreduktion, c{x) € R™*! den zugehorigen
Koeffizientenvektor und m die reduzierte Dimension darstellt [Chaturantabut & Sorensen
2009]. Das Gleichungssystem (5.3) zur Bestimmung von c(x) ist tiberbestimmt, weshalb fiir
die Losung eine Beschrinkung auf m Zeilen erfolgt. An dieser Stelle wird die Auswertung der
Nichtlinearitdt somit auf ausgewéhlte Freiheitsgrade eingegrenzt. Dies geschieht durch Multi-

plikation mit der Zuordnungsmatrix P € RN*™

PTf(x) = PTVyrc(x). 5.4

Bei Auswahl des i-ten Freiheitsgrades entspricht die zugehorige Spalte dieser booleschen
Matrix der i-ten Spalte der Einheitsmatrix I € RY*N [Chaturantabut & Sorensen 2010]. Nach
Auflosen von (5.4) nach ¢(x) und Einsetzen in (5.3) folgt daraus

f{x) = Var(PTVyr) 7' PTf(x). (5.5)
Hierin sind bislang sowohl die Zuordnungsmatrix P als auch die Projektionsmatrix Vg unbe-
kannt. Letztere ergibt sich analog zur Proper Orthogonal Decomposition und setzt somit die
geeignete Bestimmung von { Lastvektorsnapshots f(x(t;)) mit i =1 ... voraus, welche
analog zu (3.40) eine Snapshotmatrix ¥ bilden

Y = [flx(t) .. fxE) .. (e (5.6)
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Nach Anwendung der Singulidrwertzerlegung sowie Abschneiden der kleinsten Singulidrwerte
und zugehorigen Singulidrvektoren

Y=UXU; ~UZUL (5.7)

mit Uy, Ug € RV, X € RS*S, Uy, Ug € RV*™ sowie £ € R™ ™ ergibt sich die Projektions-

matrix der Hyperreduktion zu
Vir = UL (5.8)

Die Discrete Empirical Interpolation Method, welche in Algorithmus 2 dargestellt ist, erlaubt
darauf aufbauend die Berechnung der Zuordnungsmatrix P. Die Indizierung in Algorithmus 2
erfolgt analog zu MATLAB, sodass P{i,j} = P;; gilt und Vyg{:, i} der i-ten Spalte der Matrix
VR entspricht.

Als erster Freiheitsgrad wird in Zeile 2 derjenige ausgewdihlt, welcher den betragsmiBig grof3-
ten Eintrag in der ersten Spalte der Projektionsmatrix besitzt. Dabei liefert die Funktion
index(max(...)) den zum Maximalwert gehorenden Zeilenindex. Auf diese Weise kann ein
Lastvektor, der exakt der ersten Spalte von Vg entspricht, in (5.5) mit m = 1 korrekt wieder-
gegeben werden. Im Gegensatz dazu ergibt sich ein Fehler, wenn die zweite Spalte von Vyg
auf der rechten Seite von (5.5) eingesetzt wird. Durch Losung des Gleichungssystems (5.4)
folgt dann der Koeffizientenvektor ¢ (Zeile 5) und durch Einsetzen in (5.5) ergibt sich in Zeile 6
das Residuum r aus dem Vergleich der Lastvektoren auf der rechten und linken Seite von (5.5).
Deshalb wird in der néchsten Iterationsschleife der Freiheitsgrad hinzugefiigt, fiir den dieses
Residuum maximal wird (Zeile 7) und die Zuordnungsmatrix entsprechend erginzt (Zeile 8).
Auf diese Weise werden insgesamt m Punkte ausgewihlt, welche die in den Snapshots enthal-
tenen Lastvektoren bestmoglich approximieren.

Algorithmus 2 Discrete Empirical Interpolation Method [Chaturantabut & Sorensen 2010] unter
Verwendung der Matrixindizierung analog zu MATLAB.

Eingang: Projektionsmatrix Hyperreduktion Vijg € RV*™

Ausginge: Vektor der diskreten Punkte p; Zuordnungsmatrix P

1 p=0€eR™Lp=0eRV™
2 p{1} = index(max(|Vyg{:,1}|))
3 P{p{1}1}=1

4 forl=2:m

5 c=(P{, 1 (L= DY Vur{, (U= DHTHPE L= DY Vig{s, 1)
6 r=Vur{:,} —Vur{:,1: ({1 — D}c

7 p{l} = index(max(|r|))

8 P{p{l},1} =1

9 end
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Nach Anwendung der Modellordnungsreduktion auf den Zustandsvektor ergibt sich der redu-
zierte Lastvektor fr(Vxg) mit xg = xg(t) aus (5.2) zu

frVxg) = VIf(Vag) = VIVr(PTVyR) ' PTf(VxR). (5.9)

Der Term VTVur(PTVhR) ™! € R™™, welcher nicht mehr von der Ausgangsdimension N
abhingt, ist konstant und kann deshalb im Vorfeld berechnet werden. Unter Beriicksichtigung
des fiir die Discrete Empirical Interpolation Method angenommenen skalaren Zusammenhangs
zwischen dem Zustandsvektor und dem Lastvektor im Sinne f; = f;(x;) vereinfacht sich der
zweite Term aus (5.9) zu

PTf(Vxg) = f((PTV)xR), (5.10)

womit sich die Expansion des reduzierten Zustandsvektors auf die m ausgewihlten Freiheits-
grade beschrinkt, sodass auch hier die Abhéngigkeit von der Ausgangsdimension nicht mehr
besteht [Tiso & Rixen 2013]. Infolgedessen verringert sich der numerische Aufwand bei der
Bestimmung des reduzierten Lastvektors in (5.9) erheblich.

5.3 Anwendung der DEIM auf die Wirmestrahlung

Lediglich Qian ef al. wendeten die Discrete Empirical Interpolation Method bisher auf Wirme-
strahlungsprobleme an, wobei hier die Wirmestrahlung auf die Umgebung und die
Wirmestrahlung zwischen Oberfldachenelementen des Bauteils mit der in (2.82) vorgestellten
Matrixmethode betrachtet wurden [Qian et al. 2015]. Letztere weist jedoch den Nachteil auf,
dass die ausschlieBliche Einleitung der Wérmestrome infolge von Strahlung in die Eckknoten
bei Verwendung von Elementen mit quadratischen Ansatzfunktionen zu einer ungleichméfigen
Oberflichentemperatur fiithrt. Ein Wechsel zu Elementen mit linearen Ansatzfunktionen ist
allerdings vielfach nicht moglich, da aufgrund der erforderlichen feineren Vernetzung zur
Auflosung der durch Wirmeleitung transportierten Wéarmestrome die Anzahl der Wirmestrah-
lungsfldchen stark ansteigen wiirde. Angesichts der im Allgemeinen nahezu vollbesetzten
Wiirmestrahlungsmatrizen iibersteigt dies leicht den zur Verfiigung stehenden Arbeitsspeicher.
Aufgrund dessen und in Anbetracht der besseren Kondition der Matrix §3 im Vergleich zu $;
stellt die Lastvektormethode aus (2.81) in der kommerziellen Finite-Elemente-Software
ANSYS das Standardverfahren dar [ANSYS, Inc. 2016]. Fiir diese findet sich bislang keine
Anwendung der Hyperreduktion in der Literatur.

5.3.1 Standardfall

Alle Formen der Wirmestrahlung, die hier betrachtet werden, lassen sich auf eine allgemeine
Schreibweise fiir den Lastvektor f(x) mit x = x(t)

f(x) = Ry(R,x)* (5.11)
zuriickfiihren. Dies betrifft sowohl die reine Wirmestrahlung auf die Umgebung als auch die

allgemeine Variante zwischen den einzelnen Bauteilflichen, sowohl nach der Matrixmethode
als auch der Lastvektormethode.
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Die konkreten Ausdriicke fiir die Warmestrahlungsmatrizen R; und R, sind in Tabelle 5.1
zusammengefasst. Im Falle mehrerer Strahlungsvolumina konnen die zugehorigen Lastvekto-
ren separat ermittelt und anschlieBend tiberlagert werden, weshalb sich die Ausfiihrungen hier
ohne Beschriankung der Allgemeinheit auf ein einzelnes Strahlungsvolumen beziehen. Auch
die Hyperreduktion erfolgt dann fiir die verschiedenen Bereiche getrennt. In der Regel tritt nicht
an allen N Freiheitsgraden des Systems Strahlung auf die Umgebung oder fiir die Matrixme-
thode zwischen den Bauteiloberflidchen auf. Dann sind mit &gpoten; = 0 die zugehdrigen
Spalten und Zeilen der Matrix R; nicht besetzt. Somit geniigt es, die Berechnungen auf die
relevanten Freiheitsgrade als Teilmenge der Knoten zu beschrinken. Davon unabhiéngig bleibt
die Dimension dennoch in einer Grofenordnung, die eine schnelle Berechnung in jedem
Lastschritt verhindert.

Tabelle 5.1 Wirmestrahlungsmatrizen des allgemeinen Lastvektors aus (5.11) fiir die unterschiedlichen
Strahlungsvarianten.

Strahlungsvariante R, R, Gleichung
Umgebung 0 &notenAxnoten € RV*N I € RVXN (2.87)
Matrixmethode AxnotenS1 1S, € RVXN I € RNV (2.82)
Lastvektormethode — TAq1emS4S3 0€e1em € RVM T, € RM*N (2.81)

Die Wirmestrahlung auf die Umgebung in (2.87) bzw. deren reduzierte Form (3.11) nach
Anwendung der Modellordnungsreduktion auf den Zustandsvektors setzt sich aus zwei Teilen
zusammen. Der zweite Summand darin, welcher die Strahlung von der Umgebung auf den
Korper aufgrund der festgelegten Umgebungstemperatur 8,, beschreibt, ist konstant und erfor-
dert somit keine Anwendung der Hyperreduktion, weshalb hier nur die Warmestrahlung vom
Korper zur Umgebung betrachtet wird.

Nach Anwendung der Discrete Empirical Interpolation Method und der Modellordnungsreduk-
tion nimmt (5.9) unter Beriicksichtigung von (5.11) die Form

[r{Vxg) = VTRlVHR(PTVHR)_IPT((RZV-XR)Z) (5.12)
an. Dies ist unabhiingig vom konkreten Verfahren, welches fiir die Reduktion des Zustandsvek-
tors genutzt wird. Wie bereits in Kapitel 5.2 kann der Term VIR, Vg (PTVhg) ™! € R™™ im
Vorfeld berechnet werden, schlieBlich lisst sich die Inverse von PTVyg € R™ ™ aufgrund der

geringen Dimension direkt bilden. Fiir die komponentenweise berechnete vierte Potenz des
Temperaturvektor gilt analog zu (5.10)

PT(R,Vxp)* = ((PTRZV)xR)z. (5.13)

Daraus resultiert dann der reduzierte Lastvektor

rsn(®) = VIR, Vin (P"Vi) ™ (PTRV)xz) (5.14)
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Mit VIR, Vyr(PTVyg)™t € R™™ und PTR,V € R™" sowie xg(t) € R™* hingt folglich
kein Term mehr vom urspriinglichen Freiheitsgrad N oder der Ausgangsdimension der
Wirmestrahlungsgleichung fiir die Oberflichenelemente M ab und wihrend der gesamten
Simulation des reduzierten Systems treten nur Gréen mit den reduzierten Dimensionen n und
m auf, was eine drastische Verringerung der Rechenzeiten erwarten ldsst. Bei mehreren
Wiirmestrahlungsvolumina oder dem gleichzeitigen Auftreten von Wirmestrahlung zwischen
Flachen und reiner Wirmestrahlung zur Umgebung im Modell ergibt sich der resultierende
reduzierte Lastvektor risgres aus der Superposition der einzelnen reduzierten Lastvektoren

TtsRres(t) = Z Tisg, (t). (5.15)
L

Die Genauigkeit des mittels DEIM reduzierten Modells 14sst sich zum einen durch die Auswahl
der Snapshots in (5.6) und zum anderen iiber die reduzierte Dimension m steuern. Bei Anwen-
dung der Proper Orthogonal Decomposition oder der snapshotbasierten Eingangsreduktion in
Kapitel 4.4 konnen die gleichen Trainingsdatensitze fiir die Hyperreduktion genutzt werden.
Fiir die numerische Ausfithrung der Singuldrwertzerlegung gelten die Aussagen aus Kapi-
tel 3.6.2. Da hiufig nur eine Teilmenge der Knoten an der Wirmestrahlung beteiligt ist, besitzt
die Snapshotmatrix nur in den zugehérigen Zeilen von null verschiedene Eintrdge. Wenn ledig-
lich die relevanten Freiheitsgrade betrachtet werden, reduziert sich die Dimension der Snap-
shotmatrix ¥ in (5.6) zum Teil erheblich. Deshalb kann hier vielfach mit vertretbarem numeri-
schem Aufwand die direkte Singulidrwertzerlegung (3.44) anstatt des Eigenwertproblems (3.50)
genutzt werden, da sich erstere durch eine bessere Kondition und héhere Genauigkeit auszeich-
net. Aufgrund dessen werden hier stets alle Singuldrwerte g; beriicksichtigt, welche groB3er als
die spezifische Rechengenauigkeit eps sind

0i

0_—1 > eps. (5.16)
Dennoch ergab sich in allen untersuchten Fillen m < 100, was als hinreichende Reduktion
betrachtet wird.

5.3.2 Emissionsgrad als Parameter

Wenn wie bei der Simulation des Vorwidrmprozesses fiir den Rotationsbehélters in Kapitel 3.6.4
und 4.4.2 der Emissionsgrad einen unsicheren Parameter darstellt, dessen Einfluss auf das
Ergebnis untersucht werden soll, muss die Wirmestrahlungsmatrix R; vor jeder Simulation
angepasst werden. Das gleiche gilt fiir die Variation des Emissionsgrades in Kapitel 4.4.3 und
4.5.2. Fiir die Warmestrahlung auf die Umgebung erweist sich der damit verbundene numeri-
sche Aufwand als gering, da sich die Auswertung des Terms VTR, Vyr(PTVygr)™! auf
Matrixmultiplikationen beschrankt. Im Gegensatz dazu hingen im Falle der Warmestrahlung
zwischen den Oberflichen die Matrizen §; = S;(€xnoten) Nach (2.68) bzw. S5 = S3(€ejem) aus
(2.78) vom Emissionsgrad ab.
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Infolgedessen miissen vor der Simulation stets die aus der Zusammenfithrung von Tabelle 5.1
und (5.14) resultierenden Gleichungssysteme

Slf = SZVHR (517)
beziehungsweise
S3X = 0€g1emVHR (5.18)

gelost werden, wobei X einen allgemeinen Losungsvektor darstellt. Am Beispiel der Lastvek-
tormethode in (5.18) soll dies nun niiher betrachtet werden. Eine Ubertragung auf die Matrixme-
thode ist aber in analoger Form moglich. Im Allgemeinen ist die Matrix der Sichtfaktoren und
damit auch §; dicht besetzt, sodass trotz des fiir den vollstindigen Rotationsbehilter auftreten-
den Dimensionsunterschiedes N ~ 26 - max(M;) die Losung des Gleichungssystems (5.18) die
Gesamtberechnungsdauer fiir einen Simulationsdurchlauf des hyperreduzierten Systems
dominiert. Die Zeitintegration benotigt mindestens zwei Groenordnungen weniger an Rechen-
zeit.

Eine weitere Beschleunigung des Simulationsprozesses gelingt folglich nur durch Anwendung
eines zusitzlichen Reduktionsschrittes auf (5.18). Zwar ist die Matrix S5 fiir einen festgelegten
Parametersatz konstant und dndert sich iiber der Zeit nicht, wenn weder zeit- noch temperatur-
abhéngige Emissionsgrade vorliegen, allerdings soll hier im Gegensatz zu den bisherigen
Szenarien die Berechnungszeit fiir das einmalige Losen des Gleichungssystems verringert
werden. Zwischen den einzelnen Simulationen dndert sich schlieflich der Emissionsgrad und
damit auch S3. Dies verhindert den Einsatz der klassischen Reduktionsverfahren wie Guyan-
Reduktion oder Krylov-Unterraummethoden, welche von konstanten Systemmatrizen ausge-
hen. Da die Discrete Empirical Interpolation Method ohnehin ein snapshotbasiertes Verfahren
ist und somit die Trainingsdatensétze vorliegen, soll jetzt die Proper Orthogonal Decomposition
auf (5.18) angewandt werden. Ein weiterer moglicher Ansatz wire die Verwendung einer
parametrischen Modellordnungsreduktion, welche fiir diskrete Werte die Reduktion ausfiihrt
und im Anschluss zwischen den erzeugten reduzierten Systemen interpoliert.

Im Verlauf der Offline-Simulationen werden insgesamt { Snapshots des Vektors X € RM*1
basierend auf (2.81)

X =S310800m(T10)* (5.19)
erstellt, welche analog zu (3.40) die Snapshotmatrix ¥ € RM x¢

Y=[x; .. X .. X(] (5.20)

bilden. Nach Anwendung der Singuldrwertzerlegung und Abbruch der Approximation nach m
Singulidrwerten entsprechend (3.44)

Y ~ U U} (5.21)

ergibt sich die Projektionsmatrix W = U;, € RM*™. Diese unterscheidet sich von der in Kapi-
tel 3.1 fiir die schiefe Projektion genutzten Matrix, welche dort, da stets von orthogonaler
Projektion € = BT ausgegangen wird, V entspricht.
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Mit dem Ansatz X ~ WXy aus (3.3), in dem Xg € R™*! den zu X gehorenden reduzierten
Vektor darstellt, und durch Linksmultiplikation mit WT reduziert sich die Dimension des
Systems in (5.18) von M auf m

WTS.Wxg = WloegemVur. (5.22)

Die zunichst durchgefiihrte Projektion in den Unterraum basierend auf Matrixmultiplikationen
und das anschlieBende Losen fiir die m Unbekannten in X ist aus numerischer Sicht mit einem
erheblich geringeren Aufwand verbunden als die einmalige Berechnung von X mit dem nicht
reduzierten Gleichungssystem. Mit der Anpassung

R, = VTTZAelemS4W(WT53W)_leo-gelem (5.23)

gegeniiber Tabelle 5.1 fiigt sich dieses System problemlos in den allgemeinen Ansatz der
Hyperreduktion in Kapitel 5.3.1 ein.

Prinzipiell ist an dieser Stelle auch die getrennte Reduktion der Temperaturgleichung und der
Wirmestrahlungsgleichung bei gleichzeitigem Verzicht auf die Nutzung der Discrete Empirical
Interpolation Method denkbar. Dann nimmt (3.13) die Form

Tesr(t) = VT, Agiemn SAW (WS W) T W o o (T, Vxg(t))? (5.24)

an. Bereits am Anfang von Kapitel 5 wurde festgestellt, dass der GroBteil der Berechnungszeit
(mehr als 98 %) bei der Auswertung der Wirmestrahlung fiir die Losung des Gleichungssys-
tems (2.79) benotigt wird, sodass auch ohne die Hyperreduktion eine deutliche Rechenzeitver-
kiirzung mit dem gewihlten Ansatz moglich ist. Der Term T, Vxg(t) € RM*! fiihrt jedoch
dazu, dass das reduzierte System nicht gédnzlich unabhingig von der Ausgangsdimension ist.
Dieses Vorgehen erscheint nur sinnvoll, wenn der Gesamtfehler durch die Ungenauigkeit der
Hyperreduktion bestimmt wird und somit ohne diese bei etwas hoherem numerischen Aufwand
eine Verbesserung der Reduktionsgiite gelingt. Diese Untersuchung wird unter anderem
Gegenstand des folgenden Beispiels sein.

5.4 Variation des Emissionsgrades

In den bisherigen Kapiteln wurden verschiedene Verfahren der Modellordnungsreduktion
vorgestellt und bereits auf mehrere Untersuchungsszenarien angewandt. An dieser Stelle soll
noch einmal auf die Variation des Emissionsgrades aus Kapitel 4.4.3 fiir das vollstindige
Rotationsbehiltermodell eingegangen werden. Mit der Proper Orthogonal Decomposition aus
Kapitel 3.6 und den Krylov-Unterraummethoden aus Kapitel 3.5 stehen zwei Verfahren zur
Reduktion der Temperaturgleichung aus (2.81) zur Verfiigung, wobei letztere stets mit der
Eingangsreduktion aus Kapitel 4.4 zu kombinieren sind, da anderenfalls keine ausreichende
Dimensionsverminderung fiir die hier betrachteten verteilten Lasten moglich ist. In Kapitel 4.5
wurde eine Moglichkeit aufgezeigt, den Rechenaufwand wiéhrend der erforderlichen Offline-
Simulationen erheblich zu senken, indem ein Ausgangsmodell geringer Ergebnisgiite zum
Einsatz kommt. Die Reduktion der Wirmestrahlungsgleichung erfolgte in Kapitel 5.3.1 unter
Nutzung der Discrete Empirical Interpolation Method. Dariiber hinaus wurde in Kapitel 5.3.2
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ein Ansatz vorgestellt, um durch die zusitzliche Anwendung der Proper Orthogonal Decompo-
siton auf die Warmestrahlung den Berechnungsaufwand infolge der Modifizierung des Emissi-
onsgrades zu minimieren. Alle diese Methoden sollen nun vergleichend gegeniibergestellt

werden.
5.4.1 Reduktion der Wirmestrahlung

Hierbei liegt der Fokus zunéchst auf der Reduktion der Wiarmestrahlungsgleichung. Aus diesem
Grund wird das Block-Krylov-Verfahren in Verbindung mit der Eingangsreduktion basierend
auf Lastvektorsnapshots analog zu Kapitel 4.4.3 auf die Temperaturgleichung angewandt,
schlieBlich lieferte dieses hierfiir bislang die besten Ergebnisse. Auf diese Weise lédsst sich die
aus der Wirmestrahlungsreduktion resultierende Ungenauigkeit am geeignetsten evaluieren.
Die vier untersuchten reduzierten Systeme sind in Tabelle 5.2 gegeniibergestellt. Bei Variante 1
wird auf die Reduktion der Wiarmestrahlung verzichtet, sodass diese fiir die anderen als Refe-
renz dient. Gegeniiber dem Ausgangsmodell verkiirzt sich die Simulationszeit bereits von etwa
1 h auf circa 90s. Die Erstellung der Wiarmestrahlungsmatrix inklusive der einmaligen
vollstandigen LU-Zerlegung nimmt ungeféhr weitere 42 s in Anspruch, sodass ein Berech-
nungsdurchlauf bei variierendem Emissionsgrad insgesamt etwa 132 s dauert.

Bei Anwendung der DEIM (Variante 2) verkiirzt sich die Berechnungsdauer fiir die Zeitintegra-
tion um ungefédhr den Faktor 450, was einer Beschleunigung gegeniiber dem Ausgangssystem
um den Faktor 18.000 entspricht. Wenn der Emissionsgrad als konstant betrachtet wird, sich
also zwischen den einzelnen Simulationsdurchldufen nicht dndert, kann die Berechnungszeit
von 45 s fiir das einmalige Losen von (5.18) zur Bereitstellung des temperaturunabhéingigen
Terms in (5.14) als unerheblich gelten, da eine Vielzahl von Varianten innerhalb kiirzester Zeit
untersucht werden kann. Stellt der Emissionsgrad hingegen einen Systemparameter dar, muss
die Wirmestrahlungsmatrix also vor jeder Simulation erneut bestimmt werden, verringert sich
der Rechenzeitvorteil drastisch und entspricht nur noch dem Faktor 3.

Tabelle 5.2 Modellvarianten fiir die Reduktion der Warmestrahlungsgleichung mit Angabe der Zeit fiir
die Berechnung der emissionsgradabhingigen Warmestrahlungsmatrix sowie der Simulationszeit fiir
die Zeitintegration.

Variante 1 Variante 2 Variante 3 Variante 4

Krylov-Reduktion v v v v
Eingangsreduktion v v v v
DEIM x v v x
POD Wirmestrahlung x x v v
Wiirmestrahlungsmatrix 42s 45s 3s 3s
Simulationszeit 90 s 0,2s 0,2s 3s

Deshalb wurde in Kapitel 5.3.2 zusitzlich die Proper Orthogonal Decomposition auf die
Wirmestrahlungsgleichung angewandt (Variante 3). Durch die Projektion von (5.18) in einen
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Unterraum und Losung in der verkleinerten Dimension kann die Rechenzeit fiir die Bereitstel-
lung der Wiarmestrahlungsmatrix gegeniiber der Variante 2 bei gleichbleibender Simulations-
zeit um 94 % vermindert werden. Variante 4 verzichtet auf die Hyperreduktion und verwendet
nur die Proper Orthogonal Decomposition zur Reduktion der Warmestrahlung. Aufgrund der
Expansion des reduzierten Temperaturvektors in jedem Rechenschritt verldngert sich somit
zwar die Rechenzeit fiir die transiente Simulation, im Vergleich zu Variante 2 wird dennoch
ein Rechenzeitvorteil von 87 % erzielt, wenn sich der Emissionsgrad fiir jeden Berechnungs-
gang dndert, da die Ermittlung der Wiarmestrahlungsmatrix erheblich beschleunigt wird.

Fir die Bewertung der Reduktionsgiite werden die Modellvarianten 1 (&sp,p = 0,5) und
3 (&snap = 0,2 & 0,8) sowie 5 (&pap = 0,1 & 0,5 & 0,9) aus Tabelle 4.4 mit den entspre-
chenden fiir die Offline-Simulationen verwendeten Emissionsgraden &gn,, herangezogen.
Tabelle 5.3 dokumentiert den Freiheitsgrad des Modells 3 sowohl in Bezug auf die Tempera-
turgleichung als auch fiir die einzelnen Wiarmestrahlungsvolumina. Trotz der gewihlten
Abbruchtoleranz fiir die Singuldarwerte sowohl bei der Discrete Empirical Interpolation Method
als auch der Proper Orthogonal Decompositon, welche der spezifischen Rechengenauigkeit eps
entspricht, werden sehr kleine reduzierte Dimensionen erreicht. Auch fiir die anderen Modelle
ergeben sich vergleichbare Werte mit einem leichten Anstieg bei anwachsender Snapshotsan-
zahl, wobei das Maximum bezogen auf die Wirmestrahlung m,,,, = 42 betrégt.

Tabelle 5.3 Vergleich der Freiheitsgrade des Ausgangsmodells und der reduzierten Systeme am Beispiel
des Modells 3 aus Tabelle 4.4.

Ausgangsmodell DEIM W'eirmlz(s)t?clhlung

Temperaturgleichung N =368.793 n =128 n =128
Strahlungsvolumen 1 M, = 3.047 my; = 33 m; = 31
Strahlungsvolumen 2 M, = 14.151 m, = 31 m, =31
Strahlungsvolumen 3 M3 =334 mz =26 mz = 26
Strahlungsvolumen 4 M, =1.216 my =27 my =27
Strahlungsvolumen 5 M5 =1.152 mg =23 ms = 26
Strahlung Umgebung M, = 16.469 m, =32 ---

Einen Vergleich der Reduktionsergebnisse in Form des maximalen Fehlers zeigen Abbildung
5.1 bis Abbildung 5.3 fiir die drei untersuchten Modelle. Erwartungsgemil3 zeichnet sich
Variante 1 aus Tabelle 5.2 stets durch die geringsten Abweichungen aus, da die Wérmestrah-
lungsgleichung in der Ausgangsdimension gelost wird. Hier unterschreitet bereits das Modell 1,
welchem nur eine Offline-Simulation zugrunde liegt, die anvisierte Fehlergrenze von 1 K. Zwar
verfehlt Variante 2, bei der die Wirmestrahlung mittels DEIM reduziert wird, diese Toleranz
fiir Modell 1 bei € > 0,8, dennoch wird mit Abstand die zweitbeste Reduktionsgiite erzielt.
Dariiber hinaus sind fiir Modell 5 teilweise kaum noch Unterschiede feststellbar. Bei
Verwendung von zwei Vorabberechnungen des Ausgangssystems werden innerhalb des gesam-
ten untersuchten Parameterspektrums sehr gute Ergebnisse erreicht.
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Im Gegensatz dazu liefern die Varianten 3 und 4, welche zur Reduktion der Wirmestrahlungs-
gleichung unter anderem beziehungsweise ausschlieBlich die POD nutzen, zunédchst unbrauch-
bare Ergebnisse (Abbildung 5.1). Aber auch hier wird mit zwei Offline-Simulationen die
angestrebte Genauigkeit erreicht (Abbildung 5.2). Dennoch bleiben die Abweichungen stets
groBer als fiir Variante 2. Untereinander unterscheiden sich die beiden Varianten hingegen nur
geringfiigig. Der Verzicht auf die Nutzung der DEIM (Variante 4) bewirkt verlidngerte Simula-
tionszeiten bei zumeist etwas hoheren Fehlern, sodass diese Vorgehensweise basierend auf den
durchgefiihrten Untersuchungen nicht zu empfehlen ist.
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Abbildung 5.1 Maximaler Fehler im Vergleich zum Ausgangssystem des Modells 1 (1 Trainingssimu-
lation) nach Tabelle 4.4 fiir die Varianten entsprechend Tabelle 5.2.
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Abbildung 5.2 Maximaler Fehler im Vergleich zum Ausgangssystem des Modells 3 (2 Trainingssimu-
lationen) nach Tabelle 4.4 fiir die Varianten entsprechend Tabelle 5.2.
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Fir Anwendungsfille, in denen bei minimaler Anzahl an Offline-Simulationen nur wenige
Parametervariationen berechnet werden sollen, eignet sich die Variante 1 aufgrund der hochsten
Genauigkeit bei kleinem Snapshotdatensatz am besten. Hier kann auf die Reduktion der
Wirmestrahlungsgleichung verzichtet werden. Fiir umfangreichere Parameterstudien ermog-
licht die DEIM demgegeniiber erhebliche Rechenzeitverringerungen, erfordert allerdings eine
bessere Auflosung des Parameterraums in den Vorabsimulationen. Im Falle eines unverdnder-
lichen Emissionsgrades sollte auf die Nutzung der POD fiir die Warmestrahlung verzichtet
werden, wohingegen ihr Einsatz bei einer erforderlichen Anpassung vor jedem Berechnungs-
durchlauf empfehlenswert ist. Der numerische Aufwand in der Offline-Phase zur Erzielung
eines vergleichbaren Reduktionsergebnisses ist hierbei am hochsten.
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Abbildung 5.3 Maximaler Fehler im Vergleich zum Ausgangssystem des Modells 5 (3 Trainingssimu-
lationen) nach Tabelle 4.4 fiir die Varianten entsprechend Tabelle 5.2.

5.4.2 Betrachtung Gesamtprozess

Nachdem im vorherigen Abschnitt der Schwerpunkt auf der Reduktion der Warmestrahlungs-
gleichung lag, soll nun der Gesamtprozess der Modellordnungsreduktion betrachtet werden,
welcher die Reduktion des Temperaturfeldes und die Hyperreduktion einschlieSt. Aufgrund der
vielfiltigen Anwendungsbeispiele der Proper Orthogonal Decomposition fiir nichtlineare
Modelle kann diese als Stand der Technik fiir derartige Systeme gelten. Auch Qian et al. nutzen
dieses Verfahren zur Reduktion des darin untersuchten Wérmestrahlungsproblems [Qian et al.
2015]. Deshalb soll es nun der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Methodik unter Verwen-
dung der Block-Krylov-Methode mit vorheriger Eingangsreduktion gegeniibergestellt werden.
Die Variation des Emissionsgrades erfolgt fiir € = 0; 0,05 ... 1 und fiir die Krylov-Reduktion
betrdgt die Dimension des reduzierten Temperaturvektors erneut n = 128, unabhingig davon,
ob fiir die Simulationen wihrend der Offline-Phase Elemente mit linearen oder quadratischen
Ansatzfunktionen zum Einsatz kommen.
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Mit der gewihlten Abbruchtoleranz o;/d; > 10° - eps fiir die Singulirwertzerlegung im
Rahmen der Proper Orthogonal Decomposition ergeben sich die in Tabelle 5.4 dokumentierten
Freiheitsgrade. Diese sind zwar deutlich geringer als fiir das Krylov-Verfahren, die Beriicksich-
tigung von mehr Singulédrvektoren in der Projektionsmatrix bewirkt allerdings nur eine gering-
fligige Verringerung des Fehlers um weniger als 10 % bei gleichzeitig zum Teil stark
ansteigender Rechenzeit. Aufgrund signifikant kleinerer Zeitschrittweiten verzehnfacht sich der
Berechnungsaufwand fiir einige reduzierte Modelle, sodass der Rechenzeitvorteil gegeniiber
dem Ausgangsmodell nahezu verschwindet. Deshalb wird auf eine Absenkung der Abbruchto-
leranz verzichtet. Generell sind im Vergleich zu den reduzierten Modellen unter Nutzung der
Krylov-Reduktion trotz des kleineren Freiheitsgrades dhnliche Berechnungsdauern zu beobach-

ten.

Tabelle 5.4 Reduzierte Dimension bei Anwendung der Proper Orthogonal Decomposition auf die
Temperaturgleichung.

Modell 1 Modell 2 Modell 3 Modell 4 Modell 5
Reduzierte Dimension n=23 n =26 n =40 n =41 n =50

Die Dimensionen der reduzierten Warmestrahlungsgleichung fiir die einzelnen Strahlungs-
volumina ergibt sich unabhingig vom Reduktionsverfahren fiir die Temperaturgleichung,
sodass die Werte aus Tabelle 5.3 weiterhin Giiltigkeit besitzen. Die Nutzung des Modells mit
linearen Ansatzfunktionen fiir die Erzeugung der Trainingsdatensitze fiihrt nur zu minimalen
Andemngen, welche keinen feststellbaren Einfluss auf die Rechenzeiten haben, weshalb auf

die Angabe der genauen Werte verzichtet wird.

Der Vergleich der Reduktionsergebnisse in Tabelle 5.5 zeigt gravierende Unterschiede
zwischen den reduzierten Systemen. Lediglich bei Verwendung der Krylov-Unterraummethode
mit Eingangsreduktion aber ohne Reduktion der Warmestrahlung geniigt eine einzige Offline-
Simulation, wenn die angestrebte Fehlergrenze von 1 K eingehalten werden soll. Bei Einsatz
der Hyperreduktion zur weiteren Verkiirzung der Berechnungszeiten ist hingegen die transiente
Berechnung mit dem Ausgangsmodell fiir mindestens zwei verschiedene Emissionsgrade

notwendig.

Die Snapshotgenerierung mit einem verkleinerten Modell unter Nutzung linearer Ansatzfunk-
tionen ist nicht mit der DEIM kombinierbar. Der dabei resultierende maximale Fehler liegt stets
oberhalb von 2 K. Auch das Hinzuziehen weiterer Offline-Simulationen bewirkt keine signifi-
kanten Verbesserungen mehr. Dies liegt darin begriindet, dass die auftretenden Abweichungen
in den Snapshots angesichts der reduzierten Ansatzordnung der Elemente zu hoch ausfallen,
um das Wirmestrahlungsproblem mit ausreichender Genauigkeit zu beschreiben. Das durch die
Singuldarwertzerlegung (5.7) approximierte Systemverhalten entspricht nicht dem realen
Verhalten des Ausgangsmodells mit quadratischen Ansatzfunktionen. Aufgrund dessen ist die
Anwendung dieser Methodik auf ein spezielles Einsatzspektrum beschrénkt, in welchem fiir



114 5 Reduktion der Wirmestrahlungsgleichung

eine liberschaubare Variantenvielfalt qualitative Tendenzen untersucht oder grobe Abschitzun-
gen der Temperaturverteilung getroffen werden. Der geringe numerische Aufwand fiir die
Offline-Berechnungen erlaubt die schnelle Erzeugung des reduzierten Modells.

Tabelle 5.5 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle zum Endzeitpunkt der Simulation t = 10.000 s
im Vergleich zum Ausgangsmodell in Abhédngigkeit vom Reduktionsverfahren fiir die Temperaturglei-
chung (Temp.) und die Warmestrahlungsgleichung (Strahlung). Die Krylov-Reduktion (KSM) schlief3t
die Eingangsreduktion auf Basis der Lastvektorsnapshots ein, wobei diese fiir KSM linear mit dem
Modell mit linearen Ansatzfunktionen berechnet werden. Die groBten Fehler sind rot hinterlegt,
wihrend ein griiner Hintergrund auf eine geringe Abweichung hindeutet.

Reduktionsverfahren Maximaler Fehler

Temp. Strahlung Modell1  Modell2  Modell3  Modell4  Modell 5
0,852 K 0,548 K 0,230 K 0,102 K 0,033 K

KSM DEIM 2,055 K 1,063 K 0,367 K 0,153 K 0,056 K

DEIM+POD = 9,791 K 10,424 K 0,643K 0,546 K 0,120 K
1,493 K 1,067 K 1,041 K 1,021 K 0,811 K

DEIM 4,170 K 4,683 K 2,978 K 2,768 K 3,079 K
DEIM+POD = 9,943 K 9,373 K 3,566 K 3,963 K 3,332 K
16239 K 16,776 K 2,897 K 3,513K 2,135K

POD DEIM 16239 K 16,776 K 2,897 K 3,513 K 2,135K
DEIM+POD | 18290 K 17,074 K 2,897 K 3,513K 2,135K
14,160 K 16,023 K 1,606 K 2,449 K 0,544 K

DEIM 14,155 K 16,101 K 1,606 K 2,449 K 0,545 K
DEIM+POD | 18,290 K 17,074 K 1,725 K 2,636 K 0,543 K

KSM
linear

POD
e+ 0

Als mogliches Anwendungsszenario kann eine Optimierung oder Variantenstudie in einem sehr
groen Parameterraum gesehen werden. Die Reprisentation des Systemverhaltens in den
erzeugten Trainingsdatensitzen erfordert sehr viele Simulationen des Ausgangsmodells, was
mit dem kleineren Modell erheblich beschleunigt wird. AnschlieBend ermoglicht die grobe
Abtastung des Parameterspektrums die Identifizierung der fiir eine detaillierte Untersuchung
relevanten Bereiche, wozu dann ein zweites reduziertes System mit hoherer Genauigkeit zum
Einsatz kommt. Die Anzahl der notwendigen Offline-Simulationen ist jedoch aufgrund des

eingegrenzten Parameterraums erheblich geringer.

Die Anwendung der Proper Orthogonal Decomposition auf die Temperaturgleichung erfordert
einen deutlich hoheren numerischen Aufwand fiir die Vorabsimulationen als die Krylov-Unter-
raummethoden. Keines der fiinf Modelle in Tabelle 5.5 hélt die Fehlerschranke von 1 K ein.
Erst mit vier Offline-Simulationen gelingt es diese zu unterschreiten, wobei auch dann der
Fehler im Vergleich zum Block-Krylov-Verfahren noch erheblich hoher ausfillt. Grotenteils
zeigen sich identische Ergebnisse fiir die Modellvarianten mit und ohne Hyperreduktion. Dies
liegt darin begriindet, dass der teilweise mit Abstand grofite Fehler fiir € = O auftritt, wo die
Wirmestrahlung keinen Einfluss hat. Aus diesem Grund sind in Tabelle 5.5 auch die maximalen
Abweichungen ohne Beriicksichtigung des Falls € = 0 angegeben. Dann geniigen die drei
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Modell 5 zugrunde liegenden Berechnungen des Ausgangsmodells zur Einhaltung der gesetzten
Fehlertoleranz. Aber auch hier liegt der Fehler noch deutlich oberhalb dessen der Krylov-
Unterraummethoden. Der Einfluss der Hyperreduktion ist im Vergleich zu den Ungenauigkei-
ten aus der Reduktion der Temperaturgleichung nahezu vernachlissigbar.

Insbesondere im Vergleich der Modelle 3 und 4 fillt auf, dass sich die optimale Auswahl der
fiir die Erzeugung der Trainingsdatensitze genutzten Parameter je nach verwendetem Redukti-
onsverfahren unterscheidet. Bei Anwendung der Krylov-Reduktion auf das Temperaturfeld
empfiehlt sich eine Verschiebung zu hoheren Emissionsgraden, da fiir diese der Einfluss der
Wirmestrahlung ansteigt. Im Gegensatz dazu erfordert die Proper Orthogonal Decomposition
eine eher gleichmiBige Verteilung im Parameterraum, um neben der Wirmestrahlungsglei-
chung auch die Temperaturgleichung mit hoher Genauigkeit zu approximieren. An dieser Stelle
wire die Einbeziehung des Falls € = 0 in die Snapshoterzeugung sinnvoll.

Insgesamt unterstreicht dieses Beispiel den Vorteil der entwickelten Methode zur Anwendung
der Krylov-Unterraumverfahren mit entsprechender Eingangsreduktion auf ein Warmestrah-
lungsproblem. Mit geringem Berechnungsaufwand wéhrend der Offline-Phase lassen sich
reduzierte Modelle hoherer Qualitit im Vergleich zur Proper Orthogonal Decomposition

erzeugen.
5.5 Berechnungszeiten

Neben der Ergebnisqualitit stellt die erzielbare Rechenzeiteinsparung einen zentralen Bewer-
tungspunkt beim Vergleich unterschiedlicher Reduktionsverfahren dar. Dies schlieBt jedoch
notwendigerweise die vollstandige Prozesskette ein, weshalb auf selbige hier in ihrer Gesamt-
heit eingegangen werden soll. Als Anwendungsbeispiel dient das vollstindige Rotationsbehil-

termodell, wie es in Kapitel 5.4 fiir die Variation des Emissionsgrades genutzt wurde.

Im ersten Schritt miissen die erforderlichen Daten bereitgestellt werden. Die Modellerstellung
sowie die Erzeugung der Wirmestrahlungsmatrizen sind unabhingig davon notwendig, ob die
Simulation direkt in der Finite-Elemente-Software oder in MATLAB erfolgt, sodass der
zugehorige Zeitaufwand kein Unterscheidungskriterium darstellt. Angesichts der im Modell
vorhandenen drei bzw. vier Symmetrieebenen der Wirmestrahlungsvolumina bendtigt die
Ermittlung der Sichtfaktoren sehr viel Zeit, da diese ohne Symmetrieberiicksichtigung erfolgt.
Infolgedessen entstehen nahezu vollbesetze Matrizen in der acht- bzw. sechzehnfachen Dimen-
sion im Vergleich zu Tabelle 2.8. Dies erklirt die etwa 9 h, welche fiir die Erstellung und den
Export der Wirmestrahlungsmatrizen benotigt werden sowie die etwa 20 min, welche fiir das
anschlieBende Einlesen in MATLAB und die Einarbeitung der Symmetriebedingungen
erforderlich sind (Tabelle 5.6). Ebenso wie diese Schritte erfolgt der Export der bendtigten
Systemmatrizen und Lastvektoren nur einmalig. Wenn die Trainingsdatensitze analog zu
Kapitel 4.5 mit einem verkleinerten Modell unter Nutzung von Elementen mit linearen Ansatz-
funktionen erzeugt werden, miissen zusétzlich die hierzu gehorenden Systemmatrizen bereitge-
stellt werden. Aufgrund der unterschiedlichen Rechenzeiten der nicht reduzierten Modelle
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ergeben sich trotz dieses Zusatzaufwandes aber bereits fiir eine Simulation wihrend der Offline-
Phase Rechenzeitvorteile. Auf die Berechnung des Ausgangssystems in der Finite-Elemente-
Software ANSYS wird an dieser Stelle verzichtet, schlieBlich wurden bereits fiir das verein-
fachte Rotationsbehéltermodell insbesondere in Verbindung mit strikten Genauigkeitsanforde-
rungen sehr hohe Rechenzeiten beobachtet (vergleiche Anhang A.S5).

Tabelle 5.6 Zeiten fiir Datenexport und -import sowie die Berechnung des Ausgangsmodells wéihrend
der Offline-Phase.

Elemente mit quadra- Elemente mit linearen
tischen Ansatzfunktionen Ansatzfunktionen
Erftellung und Export. der 32300s~9h
Wirmestrahlungsmatrizen
Konvertierung der
Wirmestrahlungsmatrizen 1230
Export der Systemmatrizen und 480 s 290 s
Lastvektoren
Einlesen der Daten in MATLAB 24 s 15s
Simulation Ausgangsmodell und
Bereitstellung Snapshotmatrizen 3600's 2055

Die Rechenzeiten in Tabelle 5.7 beziehen sich auf den Fall, dass nur die Temperaturgleichung,
nicht aber die Wirmestrahlungsgleichung, reduziert wird. Hierzu dienen einerseits die Proper
Orthogonal Decomposition und andererseits das Block-Krylov-Verfahren mit vorheriger
Eingangssreduktion basierend auf Lastvektorsnapshots, welche in Kapitel 5.4.2 bereits
hinsichtlich der erzielten Reduktionsgiite gegeniibergestellt wurden. Alle angegebenen Zeiten
basieren auf dem Modell 3 aus Tabelle 4.4, welchem zwei Offline-Simulationen zugrunde
liegen.

Der Rechenaufwand fiir die eigentliche Eingangsreduktion, also die Singuldrwertzerlegung
(4.13) entsprechend des Eigenwertproblems (3.50), ist mit 1 s duB3erst gering. Dies gilt ebenfalls
fiir die Erzeugung der Projektionsmatrix bei der POD. Dabei gilt es jedoch zu beachten, dass
sich in beiden Fillen der maBgebliche Rechenzeitanteil allerdings aus den Simulationszeiten
zur Erstellung der Snapshots ergibt. Dies bedeutet, dass die geringere Rechenzeit bei der
Erzeugung der Projektionsmatrix den Mehraufwand, wenn wie in den untersuchten Beispielen
mehr Trainingsdaten zur Erzielung der gewiinschten Reduktionsgiite notwendig sind, nicht
kompensieren kann. Dariiber hinaus steigt der numerische Aufwand der Singulidrwertzerlegung
mit der Anzahl der beriicksichtigten Snapshots. Die unterschiedlichen Zeiten fiir die Projektion
in den Unterraum entsprechend (3.7) ergeben sich aus den abweichenden Freiheitsgraden von
n = 128 fiir das Krylov-Verfahren und n = 40 fiir die POD. Die Anzahl der Entwicklungsstel-
len, welche hier jedoch stets zu K = 1 gewihlt wird, und die Entwicklungsordnung o gehen
etwa linear in die Reduktionszeit fiir das Block-Krylov-Verfahren ein. Im Gegensatz dazu
besitzt die Eingangsanzahl e nur einen geringen Einfluss, wenn direkte statt iterativer Verfahren
zur Losung der Gleichungssysteme in Zeile 4 und Zeile 8 von Algorithmus 1 zum Einsatz
kommen.
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Die Anpassung der Wirmestrahlungsmatrix ist unabhéingig vom Reduktionsverfahren und der
zugehorige Rechenaufwand wird durch die LU-Zerlegung von §5; in (3.13) bestimmt. Fiir die
Simulation des reduzierten Modells ergeben sich sehr dhnliche Rechenzeiten, obwohl sich die
reduzierte Dimension n deutlich unterscheidet, da die Berechnung der Warmestrome infolge
Strahlung den numerischen Aufwand dominiert.

Tabelle 5.7 Rechenzeiten bei reduzierter Temperaturgleichung und nicht reduzierter Warmestrahlungs-
gleichung basierend auf 202 Snapshots fiir das Modell 3 aus Tabelle 4.4.

Block-Krylov-Verfahren Proper Orthogonal
mit Eingangsreduktion Decomposition
Eingangsreduktion Is -
Erzeugung Projektionsmatrix 770 s 10s
Projektion in den Unterraum I1s 3s
Anpassung Strahlungsmatrix 42 s
Simulation reduziertes Modell 90 s 88s
Expansion der Losung 0,4 s 0,2s

In Anbetracht der Simulationszeiten ist der Zeitaufwand fiir die Expansion der reduzierten
Losung zur Bestimmung sdmtlicher Knotentemperaturen vernachlédssigbar. Dies gilt jedoch
nicht mehr, wenn wie in Tabelle 5.8 auch die Wirmestrahlungsgleichung reduziert wird. Dann
ist es sinnvoll, sowohl die Anzahl der Zeitpunkte, fiir die eine Auswertung erfolgt, als auch die
untersuchten Modellknoten auf ein Minimum zu beschréinken, wobei letzteres nur gelingt, wenn
nicht die Ermittlung der thermisch induzierten Beanspruchungen das Ziel ist. Tabelle 5.8
vergleicht die Varianten 2 und 3 aus Tabelle 5.2, wobei einmal nur die DEIM und im anderen
Fall die DEIM und die POD zur Reduktion der Wirmestrahlung zum Einsatz kommen. Die
Berechnungszeiten fiir die einmalig durchzufithrenden Reduktionsschritte sind erneut sehr
gering, wobei die angegebenen Zeiten bereits die Summe fiir alle Warmestrahlungsvolumina
und die Strahlung zur Umgebung darstellen. Analog zur POD in Tabelle 5.7 gilt jedoch, dass
die eigentliche Berechnungszeit erneut durch unter Umstinden notwendige zusitzliche Offline-
Simulationen bestimmt wird. Die unterschiedliche Dauer fiir die Anpassung der Warmestrah-
lungsmatrix wurde bereits in Kapitel 5.4.1 diskutiert.

Tabelle 5.8 Rechenzeiten bei reduzierter Temperaturgleichung und mit DEIM bzw. DEIM und POD
reduzierter Warmestrahlungsgleichung (Variante 2 und 3 aus Tabelle 5.2) basierend auf 202 Snapshots
fiir das Modell 3 aus Tabelle 4.4.

Variante 2: DEIM Variante 3: DEIM + POD
DEIM Wirmestrahlung Is
POD Wirmestrahlung - 04 s
Anpassung Strahlungsmatrix 45 s 2,5s

Simulation reduziertes Modell 0,2s
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Angesichts der fiir die betrachteten Beispiele um ein Mehrfaches geringeren Rechenzeiten bei
Nutzung des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten MATLAB-Programms im Vergleich zu
ANSYS rentiert sich die Simulation trotz der notwendigen Export- und Importzeiten schon fiir
einen einzelnen Berechnungsdurchlauf. Ohne Beriicksichtigung der Wirmestrahlung sind keine
Vorabberechnungen des Ausgangsmodells erforderlich. Da die Berechnungszeit zur Erstellung
der Projektionsmatrix deutlich unterhalb derer fiir eine transiente Simulation liegt, ergibt sich
auch hier stets ein Zeitvorteil. Die fiir die Eingangsreduktion erforderlichen Offline-Simulatio-
nen bei Einbeziehung der Strahlung fiithren dazu, dass sich aus praktischen Gesichtspunkten
eine Modellordnungsreduktion erst lohnt, wenn die Anzahl der durchzufiihrenden Berech-
nungsgénge die der Vorabsimulationen deutlich iibersteigt, gerade wenn ein weites Parameter-
spektrum abgedeckt werden soll und sich somit die Wahl der Parameterkombinationen fiir die
Simulationen des Ausgangssystems als schwierig erweist.

Anhand des Beispiels der Variation des Emissionsgrades konnte in Kapitel 5.4 bereits gezeigt
werden, dass die Reduktion der Wirmestrahlung aufgrund des zusétzlichen Approximations-
schrittes in der Regel mehr Trainingsdaten voraussetzt, um eine vergleichbare Ergebnisqualitit
des reduzierten Modells zu erhalten. Dies muss auf jeden Fall bei der Ermittlung der Berech-
nungsanzahl, ab welcher sich die Anwendung der Hyperreduktion rentiert, Beriicksichtigung
finden, sofern nicht aufgrund weiterer Restriktionen wie Echtzeitfdhigkeit die damit einherge-
hende Rechenzeitverkiirzung essentiell ist. Der Rechenzeitvorteil hingt vom Verhiltnis & der
Anzahl an Offline-Simulationen mit Hyperreduktion nyg und bei ausschlieBlicher Reduktion
der Temperaturgleichung npepmp, ab

NHR
£ = _ (5.25)
nTemp

Des Weiteren stellt die Anzahl der zusétzlich zu den Vorabsimulationen insgesamt durchzufiih-
renden Berechnungen ng;y, als Vielfaches von nre,, einen Einflussfaktor dar. Das Verhéltnis
der zugehorigen Rechenzeiten mit tyg und ohne tremp Reduktion der Wirmestrahlung gibt
Auskunft tiber den Rechenzeitvorteil, wobei hier auch die Berechnungsdauer samtlicher Simu-
lationen des Ausgangsmodells mit eingeht. Abbildung 5.4 veranschaulicht dies fiir die Varian-
te 2 aus Tabelle 5.2 unter der Annahme, dass der Emissionsgrad einen Parameter darstellt und
deshalb vor jeder transienten Simulation die Wiarmestrahlungsmatrix angepasst werden muss.
Die gezeigten Werte beziehen sich ausschlieBlich auf die Rechenzeiten fiir diese Anpassung
und die Simulation. Die Expansion des Losungsvektors findet keine Beriicksichtigung, da dies
stark von den Zeitpunkten und Knoten, fiir die eine Auswertung erfolgt, abhéngt.

Ein Beispiel soll dies nun veranschaulichen. Angenommen die notwendige Anzahl an Oflline-
Simulationen ohne Reduktion der Wiérmestrahlung betrigt nemp = 2 und bei Nutzung der
DEIM nyg = 4, woraus sich § = 2 ergibt. Fiir tremp/tyr = 1, wenn also die Rechenzeit mit
und ohne Anwendung der Hyperreduktion identisch ist, folgt aus Abbildung 5.4 ein Wert
Nsim/Mremp = 41,4. Somit ergibt sich erst ab ng;y, = 83 ein Rechenzeitvorteil, wenn also
mindestens 83 Simulationen mit dem reduzierten Modell durchgefiihrt werden. Mit der
Rechenzeit fiir eine transiente Simulation des Ausgangsmodells aus Tabelle 5.6 von 3600 s, der
Gesamtberechnungszeit fiir ein Modell von 132 s ohne und 45 s mit Anwendung der DEIM
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nach Tabelle 5.7 und Tabelle 5.8 folgt die Berechnungszeit der vollstindigen Analyse zu
3600 s - Npemp + 1328 - ngjm = 18.156 s bzw. 3600 s - nyg + 45 s - ngjym = 18.135 s. Daraus
wird deutlich, dass sich erst fiir sehr viele Simulationen signifikante Rechenzeitgewinne
ergeben, was im hohen numerischen Aufwand fiir die Anpassung der Wirmestrahlungsmatrix
begriindet liegt. Dariiber hinaus ist die maximale Rechenzeitverringerung fiir ng;,, — oo durch
den Faktor 132 s/45 s = 2,93 nach oben beschrinkt.
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Abbildung 5.4 Rechenzeitvorteil bei Anwendung der DEIM in Abhingigkeit vom Verhiltnis der
notwendigen Offline-Simulationen und der Gesamtberechnungsanzahl bei Annahme eines variablen
Emissionsgrades.

Aufgrund dessen wurde in Kapitel 5.3.2 zusétzlich die Proper Orthogonal Decomposition auf
die Wirmestrahlung angewandt, sodass entsprechend Tabelle 5.8 die Rechenzeit fiir jeden
Parametersatz auf ungefihr 3 s sinkt. Abbildung 5.5 zeigt die hierzu gehérenden Beschleuni-
gungen der Simulation, wobei insbesondere fiir viele Berechnungsvarianten erheblich hohere
Zeiteinsparungen moglich sind.

Abschlieend geht Abbildung 5.6 auf den Fall eines konstanten Emissionsgrades ein. Die
Wiirmestrahlungsmatrix bleibt demzufolge unverdndert und muss nur einmalig im Vorfeld
angepasst werden. Somit wird die Rechenzeit ausschlieBlich durch die transiente Simulation
bestimmt, sofern die Expansion der Losungsvektoren nicht signifikant zu dieser beitragt.
Dadurch ldsst sich die benotigte Gesamtzeit noch einmal deutlich senken. Aber auch hier wird
ersichtlich, dass sich die Verwendung der DEIM erst bei sehr vielen Varianten oder wenn keine
oder kaum zusitzliche Offline-Simulationen fiir die Snapshotgenerierung notwendig sind,
rentiert.
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Abbildung 5.5 Rechenzeitvorteil bei Kombination der DEIM und der POD fiir die Wéarmestrahlung in
Abhingigkeit vom Verhiltnis der notwendigen Offline-Simulationen und der Gesamtberechnungsan-
zahl bei Annahme eines variablen Emissionsgrades.
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Abbildung 5.6 Rechenzeitvorteil fiir einen konstanten Emissionsgrad bei Anwendung der DEIM in
Abhingigkeit vom Verhiltnis der notwendigen Offline-Simulationen und der Gesamtberechnungsan-

zahl.
5.6 Parameterstudie Vorwarmprozess
Als abschlieendes Beispiel wird noch einmal der Vorwédrmprozess des vereinfachten Rotati-

onsbehiltermodells analog zu Kapitel 3.6.4 und Kapitel 4.4.2 betrachtet, da dieser im Vergleich
zum vorherigen Abschnitt einen erheblich groeren Parameterraum bietet. Erneut werden die
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101 Datensitze aus Abbildung 3.10 bzw. Anhang C analysiert. Am Anfang dient als Trainings-
datensatz lediglich die Simulation fiir den Standardlastfall aus Tabelle 2.7 (¢; = 3 W/cm?,
q, =0,5 W/em?, qz = 2,5 W/cm?® und € = 0,5). Danach werden in jedem Iterationsschritt die
zur Parameterkombination, welche den maximalen Fehler liefert, gehorenden Last- bzw.
Zustandsvektoren den Snapshots hinzugefiigt, sodass die Anzahl der Offline-Simulationen

stetig wichst.

Wie im vorherigen Kapitel werden das Block-Krylov-Verfahren mit vorheriger Eingangsreduk-
tion (KSM) und unter Beriicksichtigung von egr = 20 Singuldrvektoren, sodass der Freiheits-
grad n = 200 betrigt, sowie die POD gegeniibergestellt. Die zugehorigen Ergebnisse stammen
bereits aus Kapitel 4.4.2 bzw. 3.6.4. Zusitzlich werden jetzt allerdings noch zwei Modelle
betrachtet, bei denen in Ergiinzung zum Block-Krylov-Verfahren fiir die Temperaturgleichung
eine Reduktion der Wirmestrahlung erfolgt, entweder nur mit der DEIM (KSM+DEIM) oder
durch Kombination von DEIM und POD (KSM+DEIM+POD). In Abbildung 5.7 ist der
maximale Fehler in Abhédngigkeit vom Iterationsschritt dargestellt.

Hierbei bestitigen sich die Tendenzen aus den vorherigen Kapiteln. Den mit Abstand grof3ten
Fehler liefert die POD, obwohl hier auf die Reduktion der Wéarmestrahlung verzichtet wird. Die
Rechenzeiten sind folglich deutlich hoher als fiir die Modelle unter Verwendung der Hyperre-
duktion (vergleiche Tabelle 5.9). Erst nach sechs Iterationen wird die angestrebte Fehlergrenze
von 1 K unterschritten, wihrend fiir die anderen Modelle fiinf (KSM+DEIM+POD) bzw.
vier (KSM+DEIM) geniigen. Das mit Abstand beste Ergebnis liefert das Krylov-Verfahren
ohne Wirmestrahlungsreduktion, wobei hier bereits ein Trainingsdatensatz zur Erzeugung
eines validen Modells fiir alle untersuchten Parameterkombinationen ausreicht. Nach neun

Iterationsschritten ist der Einfluss der Hyperreduktion vernachlédssigbar.
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Abbildung 5.7 Maximaler Fehler iiber alle Datensétze in Abhéangigkeit von der Iterationsanzahl.
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Der aus der Reduktion der Temperaturgleichung resultierende Rechenzeitvorteil fillt deutlich
geringer aus als fiir das groBere Rotationsbehiltermodell, was darin begriindet liegt, dass der
Zeitanteil fiir die Wirmestrahlungsberechnung angesichts des kleineren Systemfreiheitsgra-
des N hoher ist. Erst durch die Anwendung der DEIM verringert sich die Berechnungsdauer fiir
die transiente Simulation erheblich, sodass dann auch hier wieder die Anpassung der Wirme-
strahlungsmatrix rechenzeitbestimmend wird. Aufgrund der in diesem Beispiel nur sehr
geringen Genauigkeitsunterschiede zwischen den Varianten mit und ohne zusitzliche Strah-
lungsreduktion durch die POD bietet die Kombination aus Block-Krylov-Verfahren mit
Eingangsreduktion sowie DEIM und POD fiir die 101 hier zu untersuchenden Varianten die
geringste Gesamtrechenzeit. Dariiber hinaus steigt der Rechenzeitvorteil, wenn weitere
Parameterkombinationen hinzugenommen werden. Somit verdeutlicht auch dieses Anwen-
dungsbeispiel die Vorteile der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Methodik zur Reduktion
des thermischen Modells unter Beriicksichtigung der Warmestrahlung.

Tabelle 5.9 Rechenzeiten fiir die Anpassung der Wirmestrahlungsmatrix und die transiente Simulation
des Ausgangsmodells und der reduzierten Modelle.

Modell Anpassung Strahlungsmatrix Transiente Simulation
Ausgangsmodell 23s 114 s
KSM 2,3s 31s
KSM+DEIM 2,7s 0,11s
KSM+DEIM+POD 0,34 s 0,13 s

POD 2,3s 30s
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6 Zusammenfassung und Ausblick
6.1 Zusammenfassung

Der Wirmestrom infolge der Wiarmestrahlung, welcher von der vierten Potenz der Temperatur
abhingt, fiihrt auf ein nichtlineares Gleichungssystem zur Beschreibung des diskretisierten
thermischen Feldproblems. Aufgrund dessen steigen insbesondere fiir transiente Simulationen
die Rechenzeiten stark an, was im Rahmen von Optimierungsprozessen oder Parameterstudien
die Anwendung der Modellordnungsreduktion zur Verringerung des numerischen Aufwands
unumginglich macht. Hierbei erschwert die auftretende Nichtlinearitét allerdings die Nutzung
vieler Reduktionsverfahren, wie beispielsweise der Krylov-Unterraummethoden. Deshalb wird
im Rahmen dieser Arbeit die Wirmestrahlung als duBlere Last betrachtet. Auf diese Weise
unterteilt sich das Gesamtgleichungssystem in eines zur Ermittlung des Temperaturfeldes
infolge der aufgeprigten Lasten und ein zweites zur Bestimmung der aus der aktuellen Tempe-
raturverteilung resultierenden Wirmestrome durch Strahlung. Fiir ersteres ergeben sich unter
der Voraussetzung geometrischer und materieller Linearitit konstante Systemmatrizen, was die
Verwendung von fiir lineare Modelle entwickelten Reduktionsverfahren zulésst.

Thermische Lasten sind jedoch in der Regel fldchig verteilt, sodass ein erheblicher Anteil der
Systemfreiheitsgrade als Systemeingang fungiert. Dariiber hinaus erfordert die Berechnung der
thermisch induzierten Beanspruchungen die Kenntnis des gesamten Temperaturfeldes, sodass
sich sehr hohe Ein- und Ausgangsanzahlen ergeben. Fiir viele Reduktionsverfahren hingt aber
die minimal erreichbare Dimension oder zumindest der numerische Aufwand von diesen ab,
was eine Eingangsreduktion erforderlich macht. Hierbei werden zwei Arten von Lasten unter-
schieden. Synchron verdnderliche Lasten, bei denen das Verhiltnis der Knotenwéarmestrome
untereinander konstant bleibt, lassen sich zu einem Eingang gruppieren. Aufgrund der Tempe-
raturabhiingigkeit der Wirmestrahlung gelingt das in diesem Fall jedoch nicht, da sich an jedem
involvierten Freiheitsgrad ein individueller Wirmestrom ergibt. Aus diesem Grund wird hier
ein Verfahren entwickelt, welches die Proper Orthogonal Decomposition (POD) auf die
Eingangsreduktion adaptiert. Anstatt die Singuldrwertzerlegung auf diskrete Zustandsvektoren,
welche aus Trainingssimulationen des Systems resultieren, anzuwenden, werden fiir reprasen-
tative Parametersidtze erzeugte Momentaufnahmen des Lastvektors infolge Strahlung, die
sogenannten Snapshots, herangezogen. Die zu den groBten Singuldrwerten korrespondierenden
Singulirvektoren bilden dann die Spalten der Eingangsmatrix und erlauben eine erhebliche
Verringerung der Eingangsanzahl.

Dies ermoglicht erst die Anwendung von Krylov-Unterraummethoden zur Reduktion des
Temperaturvektors. Auf diese Weise ergibt sich ein wesentlicher Vorteil des gewiéhlten Ansat-
zes gegeniiber ausschlieBlich snapshotbasierten Verfahren wie der POD. Lediglich die Nichtli-
nearitidt wird anhand der empirischen Daten approximiert, wohingegen die Wirmekapazitiit,
der Warmetransport und die sonstigen Lastvektoren durch eine parameterunabhéingige Methode
reduziert werden. Daraus resultierend erstreckt sich die Giiltigkeit des reduzierten Modells auf
einen deutlich groferen Parameterraum. Neben dem Block-Krylov-Verfahren mit einer
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Entwicklungsstelle, welche identisch null gewihlt wird, findet auch ein iterativer rationaler
Krylov-Algorithmus (IRKA) Anwendung. Allerdings tritt fiir die betrachteten Anwendungs-
beispiele keine Konvergenz auf und die Kombination aus der tangentialen Interpolation und der
entwickelten Eingangsreduktion fiihrt auf hohere Fehler im Vergleich zur Block-Krylov-
Methode.

Als maligeblich fiir den Rechenaufwand zur Erzeugung des reduzierten Systems erweist sich
die Bereitstellung der Trainingsdaten aus transienten Analysen, welche das analysierte Parame-
terspektrum bestmoglich abdecken sollten. In Anbetracht dessen ist diese sogenannte Offline-
Phase hidufig mit sehr hohen Rechenzeiten verbunden. Die Untersuchungen in dieser Arbeit
haben gezeigt, dass im Gegensatz zur POD sogar groere Ungenauigkeiten in den Snapshots
nur zu geringfiigigen Fehlern im reduzierten System fiihren. Deshalb wird der Ansatz vorschla-
gen, die Trainingssimulationen mit einem kleineren Modell und folglich verkiirzten Rechenzei-
ten durchzufiihren. Da die Ermittlung der Matrizen der Sichtfaktoren fiir die Wérmestrahlung
den mit Abstand groten Zeitanteil bei der Modellvorbereitung ausmacht, empfiehlt es sich,
durch die Verringerung der Elementansatzordnung den Freiheitsgrad zu vermindern. Auf diese
Weise bleiben die Oberflichenelemente, zwischen denen Strahlung auftritt, unverédndert. Das
derart abgeleitete reduzierte Modell weist dann eine deutlich hohere Ergebnisqualitidt auf als
das fiir die Erzeugung der Trainingsdatensidtze zugrunde gelegte. Gerade wenn ein grof3er
Parameterraum viele Vorabsimulationen mit dem nicht reduzierten System erfordert, bietet
diese Methode wesentliche Vorteile.

In Anwendungsfillen, in denen entweder sehr viele Berechnungen des reduzierten Modells
durchgefiihrt werden oder die Dimension des Wirmestrahlungsproblems vergleichbar mit der
des Temperaturvektors ist, geniigt die Beschrinkung der Modellordnungsreduktion auf das
Temperaturfeld in der Regel nicht. Deshalb wird die Discrete Empirical Interpolation Method
(DEIM) genutzt, um die Auswertung der Wirmestrahlung auf wenige Freiheitsgrade zu
beschrinken und somit die Rechenzeiten der transienten Simulation erheblich zu verringern.
Dies gelingt allerdings nur im gewiinschten Malle, wenn der Emissionsgrad und folglich auch
die Wirmestrahlungsmatrix konstant sind. Anderenfalls wird die Gesamtberechnungsdauer
durch die vor jeder Simulation notwendige Berechnung dieser Matrix bestimmt. Aufgrund
dessen erfolgt bei variablem Emissionsgrad die zusitzliche Reduktion der Wirmestrahlungs-
gleichung mit Hilfe der POD. Beide Varianten basieren jedoch auf Trainingsdaten, welche im
Vorfeld bereitgestellt werden miissen.

Aus Sicht der Betriebsfestigkeit ist neben der Kenntnis des zeitlich verdnderlichen Tempera-
turfeldes auch die Ermittlung der quasistationiren thermisch induzierten Beanspruchungen von
Interesse. Dazu dient hier die Guyan-Reduktion, welche im statischen Fall ein exaktes Ergebnis
liefert. Diese setzt jedoch unverdnderliche Lasten an den zu eliminierenden Freiheitsgraden
voraus, was angesichts der zeitveridnderlichen Temperaturverteilung nicht gewéhrleistet ist.
Allerdings wird gezeigt, dass die Verschiebungen an den externen Freiheitsgraden auch fiir
nicht konstante Lasten ermittelt werden konnen. Durch die geeignete Wahl dieser Masterfrei-
heitsgrade gelingt sodann die Berechnung der Beanspruchungen an ausgewéhlten Positionen.
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Bei Kenntnis der kritischen Stellen ermoglicht dieser Ansatz die Uberwachung der Spannungen
mit sehr geringem Rechenaufwand.

Anhand des Vorwidrmprozesses eines Rotationsbehilters fiir geo- und astrophysikalische
Experimente werden die entwickelten Methoden validiert. Dabei zeigen sich wesentliche
Genauigkeitsvorteile der entwickelten Eingangsreduktion gegeniiber etablierten Methoden wie
der Singular-Value-Decomposition-Model-Order-Reduction (SVDMOR). Des Weiteren
geniigen erheblich weniger Trainingsdaten zur Einhaltung vorgegebener Toleranzschranken im
Vergleich zur POD, welche fiir derartige nichtlineare Systeme als Standardmethode angesehen
werden kann. Somit sind ebenfalls die bei unzureichender Abdeckung des Parameterraums in
den Snapshots zu erwartenden Ungenauigkeiten wesentlich geringer, was deutlich mehr Sicher-
heit bei der Anwendung verleiht. Fiir die beiden untersuchten Beispiele konnte bereits mit einer
einzigen Offline-Simulation das gesamte Parameterspektrum im reduzierten Modell mit der
angestrebten Genauigkeit von 1 K reprisentiert werden.

Die Reduktion der Wirmestrahlungsgleichung mit DEIM bzw. DEIM und POD erfordert zwar
mehr Trainingsdaten und verldngert somit die Offline-Phase, fiir die feiner diskretisierte
Variante des Rotationsbehéltermodells verkiirzt sich aber auf diese Weise die Rechenzeit von
etwa einer Stunde auf 3 s bei variablem Emissionsgrad und 0,2 s bei konstantem Emissions-
grad. Der Mehraufwand fiir die Bereitstellung der erforderlichen Snapshots rentiert sich aller-
dings erst, wenn die Anzahl der zu untersuchenden Varianten ein gewisses Mindestmal
tiberschreitet. Im Vergleich zur Anwendung der POD ausschlieBlich auf die Temperaturglei-
chung werden auf Basis identischer Vorabsimulationen des Ausgangsmodells mit diesem
mehrstufigen Reduktionsprozess hohere Ergebnisgiiten bei geringerer Berechnungsdauer
erzielt.

6.2 Ausblick

Im Zuge der Verfahrensvergleiche fiir die unterschiedlichen Reduktionsmethoden erfolgt bei
der Untersuchung des Vorwirmprozesses die Ermittlung der Trainingsdaten durch iterative
Erweiterung der zur Erzeugung der Trainingsdaten genutzten Parameterkombinationen. Diese
basiert hier auf der bekannten Losung des Ausgangsmodells. Da deren Berechnung in prakti-
schen Anwendungen jedoch vermieden werden soll, empfiehlt sich die Verwendung geeigneter
Fehlerschitzer zur Ermittlung der Modellgiite [Haasdonk 2013; Paul-Dubois-Taine &
Amsallem 2015]. Fiir die Parameterbereiche, in welchen sich grole Abweichungen ergeben,
sind dann weitere Offline-Simulationen vorzunehmen. Dariiber hinaus dient bislang eine
dquidistante Abtastung im Zeitbereich zur Snapshoterzeugung. In der Literatur konnte jedoch
gezeigt werden, dass eine problemangepasste Zeitschrittweite oder die Beriicksichtigung von
Zeitableitungen in den Trainingsdaten zur Verbesserung der Ergebnisgiite beitragen kénnen
[Kunisch & Volkwein 2010; Hoppe & Liu 2014; Kostova-Vassilevska & Oxberry 2018].
Infolgedessen erscheint eine derartige Optimierung der Snapshotauswahl auch hier zielfiihrend.
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Wenn ldngere Erwdrmungsprozesse analysiert werden, deren Endzustand sich nur noch gering-
fligig von der stationédren Temperaturverteilung unterscheidet, kann dies in zweierlei Hinsicht
genutzt werden. Zum einen lassen sich die stationdren Zustinde, deren Berechnung im
Vergleich zu den transienten Analysen mit einem deutlich geringeren numerischen Aufwand
verbunden ist, zur Ergdnzung der Trainingsdaten nutzen. Da der aus der Wirmestrahlung
resultierende Fehler in der Regel am Simulationsende seinen Maximalwert erreicht, konnen sie
zum anderen aber auch der Validierung dienen. Durch Vergleich der aus der Zeitbereichsin-
tegration des reduzierten Systems folgenden Temperaturverteilung mit dem stationdren
Temperaturvektor des Ausgangsmodells gelingt auf diese Weise bei verhdltnismifBig geringer
Rechenzeit die Uberpriifung der Reduktionsgiite fiir eine Vielzahl von Eingangsparametern.

Das entwickelte Verfahren der Eingangsreduktion erlaubt ohne notwendige Anpassungen die
Verkniipfung mit anderen Reduktionsverfahren, wie beispielsweise dem balancierten
Abschneiden. Des Weiteren ist die Kombination mit Methoden der parametrischen Modellord-
nungsreduktion basierend auf Interpolation analog zu Panzer et al. moglich [Panzer et al. 2010].
Diese beruhen auf der Reduktion fiir diskrete Parameterwerte und der anschlieBenden Interpo-
lation und verwenden héufig Krylov-Unterraummethoden. Somit lédsst sich die Abhingigkeit
des Modells von wenigen EinflussgroBen mit hoher Genauigkeit beriicksichtigen.

Diese Arbeit fokussierte sich auf geometrisch und materiell lineare Systeme mit daraus resul-
tierend konstanten Systemmatrizen. Bei Ausweitung des untersuchten Temperaturspektrums
kann diese Annahme im Allgemeinen nicht mehr erfiillt werden, was sich beispielsweise in
temperaturabhéngigen Materialparametern ausdriickt. Demzufolge miissen die Wirmekapazi-
tits- und Wirmetransportmatrix in jedem Lastschritt angepasst werden. Die Anwendung der
Krylov-Reduktion ist dann nicht mehr zielfithrend. Mit der Proper Orthogonal Decomposition
und der Discrete Empirical Interpolation Method werden aber im Rahmen dieser Arbeit zwei
Methoden vorgestellt, die sich auch fiir dieses Anwendungsszenario nutzen lassen.

In verallgemeinerter Form konnen der Temperaturvektor und der Wirmestrom infolge Strah-
lung als zwei getrennte Felder betrachtet werden, deren Gleichungssysteme jeweils iiber einen
Lastvektor gekoppelt sind, wobei die Elementtemperatur die Last des Warmestrahlungsprob-
lems bestimmt. Aus diesem Grund empfiehlt es sich, die entwickelte Eingangsreduktion auf
andere Feldkopplungen zu erweitern. Angesichts der in der Regel groBflachigen Wechselwir-
kung der verschiedenen Dominen resultieren daraus viele Systemeinginge und -ausginge,
sodass die Reduktion von deren Anzahl essentiell fiir den Erhalt kleiner und somit rechenzeit-
sparender reduzierter Modelle ist. Aufgrund der Kombinierbarkeit mit etablierten Verfahren
zur Reduktion des jeweiligen Zustandsvektors ergibt sich daraus ein breites Einsatzspektrum.

Dartiber hinaus lassen sich aber auch allgemeine flidchige Lasten, wie beispielsweise Druckver-
teilungen, mit der Eingangsreduktion approximieren. Des Weiteren wurde in (2.47) die
Konvektionsrandbedingung in zwei Terme aufgeteilt, einen zur Beschreibung des
Wirmestroms von der Umgebung zum Korper, welcher eine dulere Last darstellt, und einen
zweiten, welcher die Wirmeabgabe des Bauteils an die Umgebung beschreibt. Dieser wurde
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bislang stets in die Warmetransportmatrix integriert. Stellt der darin enthaltene Wérmeiiber-
gangskoeffizient allerdings einen variablen Systemparameter dar, resultiert daraus erneut die
Schwierigkeit verdanderlicher Systemmatrizen. In diesem Fall kann analog zur Warmestrahlung
vorgegangen werden, sodass der gesamte konvektive Wirmestrom als duere Last aufgefasst
wird. Die Reduktion der Eingangsanzahl erméglicht dann die Anwendung der Standardreduk-
tionsverfahren, um Parameterstudien oder Optimierungsrechnungen bei geringer Rechenzeit
durchzufiihren. Angesichts der linearen Abhéngigkeit des Wirmestroms von der Temperatur
kann auf die Hyperreduktion mit der DEIM verzichtet werden, wohingegen ein analoges
Vorgehen zur Nutzung der POD fiir die Wirmestrahlung eine schnelle Anpassung des Wirme-
tibergangskoeffizienten erlaubt.
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Anhang
Anhang A Berechnungsprogramm Temperaturfeldberechnung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Berechnungsprogramm zur Ermittlung der Temperaturfel-
der unter Beriicksichtigung der Wirmestrahlung basierend auf der Finite-Elemente-Methode in
MATLAB implementiert, welches nachfolgend kurz erldutert wird. Als Praprozessor fiir die
Vernetzung sowie zur Bestimmung der Systemmatrizen und der einzelnen Lastvektoren dient
die kommerzielle Finite-Elemente-Software ANSYS. Deshalb miissen im Vorfeld der Analyse
die relevanten Systeminformationen aus ANSYS extrahiert werden. Im Anschluss daran erfolgt
die Validierung anhand ausgewihlter Beispielsimulationen.

A.1 Extraktion der Matrizen und Vektoren aus ANSYS

Unabhéngig von der verwendeten Methode zur Beschreibung der Wirmestrahlung zwischen
Bauteiloberflichen lassen sich die Systemmatrizen sowie die weiteren Lastvektoren durch ge-
eignete Analysen in ANSYS generieren und sich anschlieBend in MATLAB einlesen (Tabelle
A.1), wobei der Index t zur Kennzeichnung des thermischen Systems aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit hier und im Folgenden weggelassen wird. Um ein Hochstmal3 an Flexibilitét bei
den Berechnungen zu gewihrleisten, kommen Einheitslasten oder zumindest feste Bezugswerte
zum Einsatz, sodass im Berechnungsprogramm spéter eine problemlose Anpassung an die kon-
krete Lastsituation moglich ist. GroBen, die im Nachgang unabhiingig voneinander adaptierbar
sein sollen, miissen hierbei separat betrachtet werden. Dies betrifft fiir den Rotationsbehilter
beispielsweise die drei frei wihlbaren Heizleistungen in Tabelle 2.7, gilt aber ebenso bei der
Definition mehrerer Umgebungstemperaturen oder einer individuellen Modifizierung der Wir-
meiibergangskoeffizienten fiir einzelne Oberfldchenbereiche. Dariiber hinaus miissen noch die
Matrizen zur Beschreibung der Wirmestrahlung bereitgestellt werden, was an dieser Stelle ge-
trennt fiir die Lastvektormethode und die Matrixmethode nach Kapitel 2.3.5 bzw. 2.3.6 erfolgt.

Bei der Lastvektormethode werden neben der Matrix der Sichtfaktoren F, die Zuordnungsmat-
rizen T; und T, in (2.71) bzw. (2.73) sowie die Fliacheninhalte der Oberflichenelemente
benotigt (Tabelle A.2). Eine besondere Herausforderung stellen dabei die verdnderlichen
Elementwirmestrome dar, sodass die Bestimmung der Lastvektoren nicht im assemblierten
System erfolgen kann, sondern auf Elementebene durchzufiihren ist. Die geometrische Ermitt-
lung der Sichtfaktoren beriicksichtigt die Achsensymmetrie nicht, weshalb diese im Nachgang
eingearbeitet werden muss. Dies geschieht durch Partitionierung der Matrix der Sichtfaktoren
Fi; Fy

F= [F21 Fzz]’ &1
wobei entsprechend der Symmetrie zueinander korrespondierende Elemente an der gleichen
Stelle in den Teilmatrizen positioniert sind. Die Matrix der Sichtfaktoren fiir das symmetrische
System Fgymm ergibt sich dann zu

Fsymm =Fy; +Fq5. (A.2)
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Tabelle A.1 Vorgehen zur Ermittlung der Systemmatrizen und Lastvektoren.
Matrix/Vektor Analyse Extraktion Anpassung
Wiirmeleitfihiekeits- ‘
arme elt. ahigkells Harmonische Analyse .
matrix K, . X Systemmatrix
. . mit Anregungskreis- .
Wirmekapazitits- 1 K ansys = Ky, +iwD
. frequenz w =15
matrix D
Wirmeiibergangs-
Statische Analyse mit koeffizient h
Konvektionsmatrix K Referenzwiirme- Systemmatrix Umgebungs-
: K {ibergangskoeffizient ~ Knsys = Kirer + K1, temperatur 6o,
Konvektionslast-
hper und Referenz- Lastvektor _
vektor ri Ky = -— Kyrer
umgebungstemperatur TANSYS = T'Kref hyef
O coref h6
Tk = 75 TKref
hrefgooref
ische Anal i Wirmestrom g
Wirmestromlast- Statische na‘yse it Lastvektor : 1
Referenzwirmestrom - _
vektor 1y ~ TANSYS = T'Wref Tw = ——Twref
Qref Qref
Lastvektor Wéirrpe— Emissionsgrad je
sgahlugg auf die Statische Anal ' Element &;
mgebung g tatische Analyse mit Lastvektor Umgebungs-

Lastvektor Wirme-
strahlung von der
Umgebung auf den
Korper rg,

Referenzwirmestrom
Gref = 1 W/em?

TANSYS = Tsref

temperatur 6,
— 4
Ts1, = €07 sref,0;
_ 4
sz, = —&i0Tsref, 0

Das beschriebene Vorgehen lésst sich bei Vorhandensein mehrerer Symmetrieebenen wieder-

holt hintereinander anwenden. Die Matrix F wird hier fiir jedes Strahlungsvolumen separat

berechnet, was den Vorteil bietet, dass eine unterschiedliche Anzahl von Symmetrieebenen

Beriicksichtigung finden kann. So sind dies fiir Strahlungsvolumen 1 in Abbildung 2.5 vier und

fiir die restlichen Volumina nur drei Symmetrieebenen, was den Rechenaufwand und den

Speicherplatz erheblich verringert.

Tabelle A.2 Ermittlung der Matrizen fiir die Wirmestrahlungsberechnung nach der Lastvektormethode.

Analyse

Extraktion

Elementflicheninhalte A;

Direkte Ausgabe

Zuordnungsmatrix T4
Matrix der Sichtfaktoren F

Oberfldachenvernetzung mit
Wirmestrahlungselementen
(SURF252)
Berechnung der Sichtfaktoren

Elementliste der Warmestrahlungs-
elemente mit Knotenzuordnung
Knotenliste mit Positionen fiir
Teilflichenberechnung in (2.70)
Matrix der Sichtfaktoren

Zuordnungsmatrix T,

Statische Analyse mit
Referenzwirmestrom
Gref = 1 W/em?

Knotenwérmestrom je Element
(aus EMAT-Datei)
Elementliste mit Knotenzuordnung
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Die Matrixmethode integriert die Wirmestrahlungsanteile direkt in die Systemmatrizen,
weshalb im Gegensatz zur Lastvektormethode lediglich die Matrix der Sichtfaktoren zu ermit-
teln ist. Die Wirmestrahlungsoberflichen werden dazu zunédchst mit thermischen Schalenele-
menten (SHELL131) vernetzt, nach Berechnung der Sichtfaktoren ergibt sich ein Superelement
(MATRIXS50), in dessen Wirmetransportmatrix die Wiarmestrahlungsanteile enthalten sind.
Mit dem Ziel den Rechenaufwand zu minimieren, werden die Volumenelemente dabei unter-
driickt. Wenn die Temperatur aller beteiligten Knoten einheitlich und der Emissionsgrad € = 1
gewihlt werden, kann nun aus der Wirmetransportmatrix mit Slij = §;; in (2.68) der Tempe-
raturanteil aus (2.83) eliminiert werden, sodass die Matrix der Sichtfaktoren aus (2.68) folgt.

A.2 Elementtypen und Kontaktformulierung

Es konnen alle in ANSYS vorhandenen homogenen thermischen Elemente verwendet werden,
sofern die in Kapitel 2 beschriebenen Voraussetzungen erfiillt sind, was sich insbesondere auf
die Vernachldssigung eines Wirmetransportes durch Stofftransport bezieht. Des Weiteren
werden sowohl die Materialparameter als auch die Geometrie als konstant angenommen. Fiir
die Volumenelemente mit quadratischen Ansatzfunktionen vom Elementtyp SOLID90 (Hexa-
eder) und SOLID87 (Tetraeder) sind sowohl die Verwendung einer konsistenten als auch einer
diagonalisierten Wirmekapazitdtsmatrix moglich, wobei die zweite Beschreibung den numeri-
schen Aufwand bei einem gewissen Genauigkeitsverlust reduziert. Auflerdem bietet diese
Variante den Vorteil, dass die Wirmekapazitdtsmatrix nicht singuldr werden kann, was bei
konsistenter Formulierung infolge Netzsymmetrien mdglich ist und damit das Portfolio der
verwendbaren Integratoren in MATLAB einschréinkt. Alle anderen Elementtypen verwenden
grundsitzlich die diagonalisierte Form [ANSYS, Inc. 2016].

Angesichts der geforderten konstanten Geometrie und der daraus resultierenden Unzulédssigkeit
von Kontaktformulierungen mit verdnderlichem Status konnen lediglich lineare Kontakte zum
Einsatz kommen, welche der Verbindung von Oberflichen unterschiedlicher Vernetzung
dienen. Fiir diese in ANSYS als Verbundkontakt bezeichnete Form konnen als Kontaktformu-
lierung die Penalty-Methode, welche die zugehorigen Fliachen durch diskrete Wirmeleitfihig-
keiten verbindet, oder die Multi-Point-Contraint-Methode (MPC-Methode) verwendet werden.
Letztere fiihrt eine direkte Eliminierung der Freiheitsgrade auf einer Kontaktseite durch, was
zu einer Verringerung der Dimension des zu 16senden Gleichungssystems fiihrt [Rust 2011;
ANSYS, Inc. 2016]. Der Warmeiibergangskoeffizient ist damit unendlich, was bei stoffschliis-
sigen Verbindungen erwiinscht ist. Aufgrund der Freiheitsgradeliminierung muss allerdings die
Bindungsmatrix in die Bestimmung der Zuordnungsmatrizen T, und T, einbezogen werden.
Im Gegensatz dazu bleibt bei der Penalty-Methode die Systemdimension unveridndert und die
Kontaktformulierung erlaubt die Festlegung endlicher Warmeiibergangskoeffizienten, wie dies
im untersuchten Anwendungsfall beispielsweise zwischen dem Stahlmantel und dem Argon im
Behilterinneren wiinschenswert ist. An Verbindungsstellen, wo ein moglichst groler Wirme-
ibergangskoeffizient angestrebt wird, konnen die daraus resultierenden hohen Werte in der
Wiirmetransportmatrix allerdings zu einer Verschlechterung der Matrixkondition fiihren.
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A.3 Temperaturrandbedingungen

Die Temperaturrandbedingungen werden erst in MATLAB durch Eliminierung der entspre-
chenden Freiheitsgrade in das Gleichungssystem eingearbeitet. Gerade bei Beriicksichtigung
der Wirmestrahlung treten allerdings aufgrund der Verwendung absoluter Temperaturen nur in
Sonderfillen Nullrandbedingungen auf, sodass die entsprechenden Lasten auf die restliche
Struktur beachtet werden miissen. Dazu wird der Vektor der Knotentemperaturen in (2.44)
aufgespalten in die unbekannten Knotentemperaturen 8, und die durch die Randbedingungen
vorgegebenen Temperaturen 0., sodass das Gleichungssystem die Form

D4y D12 [K11 K12] [01] _[m
D, Dzz K, Kj]|l6;] [rz] (A-3)
annimmt [Bathe 2002 Die erste Gleichung von (A.3) ergibt sich somit nach Uberfiihrung der
bekannten Groflen auf die rechte Seite zu
D1191 +K,0, =1, — D1292 — K,,0,. (A4)

Aus der zweiten Gleichung in (A.3) resultieren dann die Lagerreaktionen als Wirmestrome an
den Knoten mit Temperaturrandbedingungen.

A.4 Integratoren

Anhand des vereinfachten Behéltermodells aus Kapitel 2.4.1 sollen zunéchst die verschiedenen
in MATLAB vorhandenen Integratoren miteinander verglichen werden. Das zu untersuchende
Differentialgleichungssystem erweist sich dabei als steif entsprechend der Definition fiir die
Steifheit 8
B max(|Re()lj)|)
min(|Re(/1j)|)
mit j = 1...N fiir Werte > 1000 [Bérwolff 2016]. Hierin stellen die 4; die Eigenwerte der
Matrix D~K im Gleichungssystem

(AS)

0=D'K0+ D 'r (A.6)

dar, welches aus (2.44) hervorgeht. Im vorliegenden Fall betrigt die Steifheit somit
f = 5,82 - 10" und liegt mehrere GroBenordnungen iiber der definierten Grenze. Dies erklirt
auch, warum mit dem Integrator ode45 aufgrund extrem kleiner Zeitschrittweiten keine Losung
innerhalb eines vertretbaren Zeitrahmens erzielt wird (Tabelle A.3). Die Toleranzen sind dabei
stets identisch gewdhlt und als Referenz dient eine mit dem Integrator odelS5s und um den
Faktor 10 verringerten Toleranzen gewonnene Losung.

Die Integratoren odelS5s, ode23s und ode23tb, welche fiir steife Differentialgleichungssysteme
geeignet sind [The MathWorks, Inc. 2014], liefern gute Ergebnisse bei allerdings deutlich
unterschiedlichen Rechenzeiten. Dariiber hinaus wird noch der implizite Integrator odel5i
verwendet. Von den Standardverfahren bieten nur odel5s und odel5i eine hohe Genauigkeit
bei gleichzeitig geringen Rechenzeiten.
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Tabelle A.3 Vergleich der Rechenzeiten fiir die verschiedenen Integratoren in MATLAB.

Solver Rechenzeit Maximale Abweichung

odel5s 255's 33-10°K
ode23s 5714 s 23-10°K

ode23t 446 s 3,23 K
ode23tb 675 s 53-10°K

ode45 > 50.000 s ---

odel5i 270 s 48 -10*K
odel51 + PCG-Solver 524 s 48-10*K
odel5i + ANSYS-Solver 114 s 53-10*K

Allerdings erfolgt bei beiden Verfahren im Falle der Zeitschrittanpassung eine vollstindige LU-
Zerlegung einer Matrix, welche sich aus der Wirmetransport- und Wirmekapazititsmatrix
bildet. Fiir sehr groBe Systeme, wie das vollstindige Modell des Rotationsbehilters, zieht dies
einen enormen Arbeitsspeicherbedarf nach sich und ist unter Umsténden nicht ausfiihrbar. Eine
erste Alternative hierzu bietet ein Verzicht auf die LU-Zerlegung. Stattdessen wird in jedem
Zeitschritt das vollstiandige Gleichungssystem geldst, was zwar den benotigten Arbeitsspeicher
reduziert, jedoch kann nun nicht mehr davon profitiert werden, dass die Matrix im Gleichungs-
system bei unveridnderter Zeitschrittweite konstant bleibt, sodass die Rechenzeit zum Teil
deutlich ansteigt. Im Falle einer singuldren Wirmekapazitdatsmatrix, wie sie bei Verwendung
der konsistenten Formulierung auftreten kann, geht das gewohnliche Differentialgleichungs-
system in ein Differential-algebraisches Gleichungssystem (DAE-System) iiber, sodass fiir den
odel5s unsymmetrische Gleichungssysteme im Zuge der Zeitschrittintegration gelost werden
miissen, was den Speicherbedarf weiter erhoht. Im Falle des impliziten Integrators ode15i bleibt
die Systemmatrix L
1

L=K+-D (A7)
symmetrisch. Mit dem Ziel den bendtigten Arbeitsspeicher deutlich zu reduzieren und somit
auch sehr grofle Systeme berechnen zu konnen, wird im Rahmen des odel5i ein iterativer
Solver implementiert. Aufgrund der symmetrischen, positiv definiten Koeffizientenmatrix L
kommt die Methode der konjugierten Gradienten mit symmetrischer Vorkonditionierung
(Preconditioned Conjugate Gradient Method — PCG-Method) zum Einsatz. Die Vorkonditio-
nierung erfolgt dabei durch eine unvollstindige Cholesky-Zerlegung. Bei unverinderter
Genauigkeit ist in etwa eine Verdopplung der Rechenzeit zu beobachten, was einen erheblichen
Nachteil darstellt.

Deswegen wird abschlieBend die Verwendung eines externen Gleichungslosers untersucht.
Aufgrund des Ursprungs der Systemmatrizen aus einer Finite-Elemente-Diskretisierung bietet
es sich an, hierzu direkt auf ANSYS zuriickzugreifen, dessen Losungsalgorithmen auf die
vorzufindende Bandstruktur der Matrizen optimiert sind. Fiir den hier betrachteten Fall
konstanter Systemmatrizen erweist sich der Datentransfer zwischen MATLAB und ANSYS als
unproblematisch, weil in jedem Zeitschritt lediglich der neue Lastvektor an ANSYS iibergeben



160 Anhang

werden muss, welches dann den aktuellen Losungsvektor zuriickliefert. Dariiber hinaus liegen
die Systemmatrizen aufgrund des gewéihlten Vorgehens bei der Modellerstellung ohnehin als
ANSYS-Dateien vor. Auf diese Weise lassen sich mehrere Vorteile kombinieren, was sich in
sinkenden Berechnungszeiten (vgl. Tabelle A.3) bei gleichzeitig verringertem Arbeitsspeicher-
bedarf ausdriickt. Des Weiteren stehen fiir die Losung des Gleichungssystems sidmtliche
Funktionalititen der ANSYS-Bibliotheken zur Verfiigung. Deshalb kommt in allen Simulatio-
nen mit dem groBen Rotationsbehiltermodell (Kapitel 2.4.2) diese Berechnungsmethodik zum
Einsatz.

A.5 Validierung im Vergleich zu ANSYS

AbschlieBend soll das implementierte Berechnungsprogramm im Vergleich zur kommerziellen
Finite-Elemente-Software ANSYS fiir das vereinfachte Rotationsbehéltermodell nach Kapi-
tel 2.4.1 validiert werden. Hierbei wird zunichst die Lastvektormethode (Kapitel 2.3.5) zur
Beschreibung der Wirmestrahlung verwendet. In ANSYS stehen mit dem impliziten Eulerver-
fahren und dem Crank-Nicolson-Verfahren (Trapezmethode) ein Verfahren 1. Ordnung und
eines 2. Ordnung zur Verfiigung, welche im Gegensatz zu MATLAB allerdings keine direkte
Vorgabe der Integrationstoleranz zulassen, weshalb sich die vorzugebene maximale Zeitschritt-
weite als wesentliche EinflussgroBe zur Genauigkeitssteuerung erweist [Schwarz & Kockler
2009; ANSYS, Inc. 2016]. Tabelle A.4 dokumentiert die Benennung der einzelnen Varianten
und die zugehorigen Rechenzeiten.

Tabelle A.4 Vergleich der Rechenzeiten fiir die Simulationen in der Software ANSYS.

Benennung Verfahren Zeﬁgzﬁiﬁa\gf;te Rechenzeit
CN500 Crank-Nicolson 500 s 42h
CN100 Crank-Nicolson 100 s 11,4h

EI500 Euler implizit 500 s 4,0h
EI100 Euler implizit 100 s 95h
EI20 Euler implizit 20s 17,4 h

Abbildung A.1 zeigt, dass bei sinkender Zeitschrittweite die in ANSY'S ermittelten Losungen
gegen die in MATLAB mit dem Integrator ode15s gewonnene Referenzlosung streben, da sich
die Abweichung verringert. Neben der maximalen Abweichung, welche in den Kontaktberei-
chen zum Teil Unstetigkeiten aufweist, ist auch das 0,999-Quantil der Temperaturdifferenz
dargestellt, das heilt, dass 99,9 % der Knoten eine geringere Abweichung als den dargestellten
Wert aufweisen, was somit lediglich an 83 Knoten des Modells groere Unterschiede zulésst.
Die auftretenden Temperaturdifferenzen sind hinreichend klein, sodass von einer fehlerfreien

Implementierung des Berechnungsprogramms ausgegangen werden kann.
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Insbesondere bei Verwendung des impliziten Eulerverfahrens in ANSYS muss die zuldssige
Zeitschrittweite duBerst gering gewidhlt werden, was mit einem sehr hohen numerischen
Aufwand korrespondiert. Generell sind die mit ANSYS erzielten Rechenzeiten mindestens um
den Faktor 100 groBer als die schnellste Variante nach Tabelle A.3, was im Wesentlichen mit
der Einschrinkung der zuldssigen Nichtlinearitit auf die Wirmestrahlung zusammenhéngt.
Infolgedessen kann beispielsweise die Jakobimatrix in MATLAB explizit angegeben werden,
wohingegen in ANSYS allgemeinere Formen der Nichtlinearitit zuldssig sind.

Maximalwert 0,999-Quantil
10! : ; 10! - :
& 3
an an
g S .0
= <= 107 F :
2 2
(o] (o]
e =
= =
2 2
2 210
= =
o o
= =
2 -2

! . ! ! 10 ! ! | !
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
Zeit/s Zeit/s

— CN500 — CN100 EI500 EI100 EI20

Abbildung A.1 Temperaturabweichungen der ANSYS-Losungen im Vergleich zur in MATLAB
erzeugten Referenzlosung, Benennung siehe Tabelle A.4.

AbschlieBend erfolgt die Validierung unter Anwendung der Matrixmethode nach Kapitel 2.3.6.
In ANSYS wird mit dem Crank-Nicolson-Verfahren und einer maximalen Zeitschrittweite von
500 s eine Rechenzeit von 9,6 h erzielt, was gegeniiber der Lastvektormethode mehr als eine
Verdopplung darstellt (vgl. Tabelle A.4). Im Gegensatz dazu verringert sich die Integrationszeit
in MATLAB sogar geringfiigig, da sich die Auswertung der Warmestrahlung aufgrund der
Bestimmung des Terms $71S, aus (2.82) im Vorfeld der Analyse auf Vektor-Matrix-
Multiplikationen beschrinkt. In Abbildung A.2 ist die Abweichung gegeniiber der Berechnung
in MATLAB dargestellt, wobei sich bei einer maximalen Temperaturdifferenz von 0,51 K mit

Abbildung A.1 vergleichbare Werte ergeben. Damit wird auch die zweite Berechnungsmethode
als validiert bewertet.
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Maximale Abweichung
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Abbildung A.2 Maximale Abweichung zwischen der Berechnung in MATLAB und ANSYS unter
Verwendung der Matrixmethode.
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Anhang B Einfluss der Iterationsanzahl fiir IRKA

In Kapitel 3.5.3 wird der Einfluss der reduzierten Systemdimension und der Anzahl an Iterati-
onen wihrend des IRKA-Verfahrens auf die Reduktionsgiite untersucht (Abbildung A.3 bis
Abbildung A.5). Die Ergebnisse beziehen sich auf das vereinfachte Rotationsbehiltermodell
(Kapitel 2.4.1) unter Vernachlidssigung der Wirmestrahlung.

IRKA — Iterationsanzahl n = 90
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Abbildung A.3 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle im Vergleich zum Ausgangsmodell fiir eine
reduzierte Dimension n = 90 bei Verwendung von e = 5 Eingiingen in Abhéngigkeit von der Anzahl
an IRKA-Iterationen [.

IRKA — Iterationsanzahl n = 120
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Abbildung A.4 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle im Vergleich zum Ausgangsmodell fiir eine
reduzierte Dimension n = 120 bei Verwendung von e = 5 Eingéngen in Abhingigkeit von der Anzahl
an IRKA-Iterationen [.
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IRKA - reduzierte Systemdimension
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Abbildung A.5 Einfluss der reduzierten Systemdimension n auf den maximalen Fehler des reduzierten
Modells wihrend der transienten Simulation im Vergleich zum Ausgangsmodell bei Verwendung von
e = 5 Eingingen jeweils fiir das Block-Krylov-Verfahren (I = 0) und die erste IRKA-Iteration (I = 1).
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Anhang C Zufallsdatensatz fiir die Parametervariation

In Kapitel 3.6.4 und 4.4.2 sowie 5.6 wird der Einfluss der Anzahl an Berechnungen wihrend
der Offline-Phase der Modellordnungsreduktion fiir die Proper Orthogonal Decompositon bzw.
die Krylov-Unterraummethoden mit vorheriger Eingangsreduktion auf die Reduktionsgiite
untersucht. Dazu dienen die nachfolgenden 100 Datensitze in Tabelle A.5, denen der Standard-
lastfall aus Tabelle 2.7 vorangestellt ist. Die entsprechenden Intervalle sind in Tabelle 3.5
dokumentiert.

Tabelle A.5 Parameterdatensitze fiir die Erwidrmungssimulation.

Nummer Emissionsgrad & Heizleistung g;  Heizleistung g,  Heizleistung g3

in W/cm® in W/cm® in W/cm®

1 0,500 3,000 0,500 2,500
2 0,635 0,774 0,363 2,959
3 0,607 3,267 0,326 0,464
4 0,482 0,101 0,310 2,598
5 0,338 1,510 0,530 0,397
6 0,494 2,418 0,044 0,226
7 0,654 1,138 0,438 1,320
8 0,361 2,023 0,495 0,702
9 0,695 2,502 0,044 1,629
10 0,610 2,793 0,556 2,839
11 0,521 0,007 0,422 1,657
12 0,694 0,918 0,352 0,066
13 0,654 3,347 0,044 1,621
14 0,680 2,785 0,417 2,524
15 0,551 1,426 0,269 2,757
16 0,649 3,105 0,334 2,037
17 0,542 0,687 0,474 1,199
18 0,695 1,193 0,108 1,622
19 0,698 3,598 0,254 1,383
20 0,380 1,871 0,085 0,167
21 0,604 2,292 0,021 0,094
22 0,496 1,058 0,537 2,044
23 0,627 0,950 0,410 2,497
24 0,360 1,901 0,188 0,462
25 0,619 2,032 0,123 2,413
26 0,522 0,275 0,549 1,090
27 0,699 0,220 0,304 0,080
28 0,402 2,818 0,334 1,895
29 0,352 2,512 0,592 1,904
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Nummer Emissionsgrad e Heizleistung g;  Heizleistung g,  Heizleistung g3

in W/cm® in W/cm® in W/cm®
30 0,613 0,489 0,570 0,306
31 0,618 1,486 0,360 0,526
32 0,634 0,446 0,541 2,162
33 0,318 1,428 0,057 2,215
34 0,598 2,501 0,582 1,637
35 0,699 0,289 0,068 2,087
36 0,530 1,591 0,079 2,000
37 0,361 2,641 0,065 2,773
38 0,516 0,732 0,294 2,437
39 0,552 2,275 0,527 1,019
40 0,548 1,852 0,337 2,463
41 0,607 2,782 0,311 2,846
42 0,653 2,111 0,111 0,959
43 0,671 0,109 0,502 1,971
44 0,350 2,989 0,006 0,146
45 0,672 0,884 0,561 1,869
46 0,636 1,432 0,100 0,230
47 0,655 3,566 0,170 1,217
48 0,407 1,765 0,451 1,344
49 0,551 1,446 0,421 0,696
50 0,667 0,325 0,578 0,648
51 0,355 1,054 0,392 2,618
52 0,684 0,949 0,459 1,368
53 0,488 0,054 0,035 1,688
54 0,317 2,466 0,333 0,000
55 0,508 0,690 0,533 0,796
56 0,464 0,260 0,233 2,297
57 0,472 2,144 0,066 0,058
58 0,457 0,602 0,475 2,065
59 0,689 0,746 0,442 2,341
60 0,596 2,057 0,310 0,689
61 0,570 1,439 0,115 1,610
62 0,598 0,930 0,474 1,311
63 0,424 1,142 0,363 0,132
64 0,625 2,992 0,431 0,307
65 0,426 1,063 0,061 2,971
66 0,675 3,134 0,539 2,589
67 0,437 3,463 0,352 1,972
68 0,353 0,849 0,062 2,301

69 0,479 1,548 0,278 0,090
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Nummer Emissionsgrad e Heizleistung g;  Heizleistung g,  Heizleistung g3

in W/cm® in W/cm® in W/cm®
70 0,324 1,011 0,409 0,094
71 0,667 2,026 0,568 2,659
72 0,447 0,407 0,315 1,824
73 0,644 2,619 0,196 0,840
74 0,304 1,480 0,183 1,934
75 0,409 2,047 0,153 0,844
76 0,618 2,473 0,253 0,586
77 0,365 2,730 0,531 1,246
78 0,654 2,353 0,013 2,384
79 0,537 2,784 0,301 1,501
80 0,411 3,344 0,235 2,264
81 0,494 2,571 0,155 1,456
82 0,366 1,366 0,288 2,037
83 0,597 0,415 0,425 1,535
84 0,346 1,820 0,377 2,227
85 0,593 2,510 0,198 0,420
86 0,339 2,603 0,593 0,708
87 0,617 0,002 0,048 2,149
88 0,588 2,108 0,577 1,576
89 0,380 0,747 0,075 1,690
90 0,365 2,823 0,596 2,907
91 0,404 0,801 0,409 0,618
92 0,313 1,500 0,522 1,181
93 0,615 3,171 0,494 2,893
94 0,576 3,503 0,007 2,196
95 0,524 2,912 0,012 1,027
96 0,668 2,304 0,478 1,554
97 0,565 1,784 0,096 2,726
98 0,686 2,076 0,132 1,349
99 0,363 2,992 0,116 1,230
100 0,516 2,499 0,486 1,284

101 0,675 1,998 0,187 0,236
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Anhang D Snapshotanpassung fiir POD mit Wirmestrahlung

Kapitel 3.6.4 widmet sich anhand des vereinfachten Rotationsbehilters der iterativen Bestim-
mung der erforderlichen Anzahl an Offline-Simulationen fiir den Datensatz aus Anhang C.
Neben einem Absinken des gesamten Fehlerniveaus mit zunehmender Iterationsanzahl zeigt
sich besonders deutlich, wie in unmittelbarer Umgebung der ergiinzten Parametersitze die
Reduktionsgiite stark zunimmt (Abbildung A.6 bis Abbildung A.12).
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Abbildung A.6 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle in Iterationsschritt 1. Die bereits in den Snap-
shots beriicksichtigte Parameterkombination und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche im
nichsten Iterationsschritt hinzugenommen wird, sind durch vergroBerte Symbole gekennzeichnet.
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Iteration 2
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Abbildung A.7 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle in Iterationsschritt 2. Die bereits in den Snap-
shots berticksichtigten Parameterkombinationen und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche im
nichsten Iterationsschritt hinzugenommen wird, sind durch vergroflerte Symbole gekennzeichnet.
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Abbildung A.8 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle in Iterationsschritt 3. Die bereits in den Snap-
shots beriicksichtigten Parameterkombinationen und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche im
néchsten Iterationsschritt hinzugenommen wird, sind durch vergroerte Symbole gekennzeichnet.
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Iteration 4
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Abbildung A.9 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle in Iterationsschritt 4. Die bereits in den Snap-
shots berticksichtigten Parameterkombinationen und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche im
nichsten Iterationsschritt hinzugenommen wird, sind durch vergroBerte Symbole gekennzeichnet.

Iteration 5

=
(@)

Heizleistung g5 /(W/cm?)
o
(02e)

Maximaler Fehler/K

qO
™~

=
\S)

1,6
[ )
1,4
3\ . .
1,2
) « ° [ ° . ¢
2 ~. e € 11

0,2
Heizleistung ¢, /(W/cm?) 0
Heizleistung g, /(W/cm?)

Abbildung A.10 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle in Iterationsschritt 5. Die bereits in den
Snapshots berticksichtigten Parameterkombinationen und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche
im néchsten Iterationsschritt hinzugenommen wird, sind durch vergréf3erte Symbole gekennzeichnet.
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Abbildung A.11 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle in Iterationsschritt 6. Die bereits in den
Snapshots beriicksichtigten Parameterkombinationen und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche
im néchsten Iterationsschritt hinzugenommen wird, sind durch vergréerte Symbole gekennzeichnet.
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Abbildung A.12 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle in Iterationsschritt 7. Die bereits in den
Snapshots berlicksichtigten Parameterkombinationen und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche
im nichsten Iterationsschritt hinzugenommen wird, sind durch vergréBerte Symbole gekennzeichnet.
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Anhang E Eingangsreduktion fiir synchrone Lasten

Kapitel 4.2 stellt am Beispiel des vereinfachten Rotationsbehilters aus Kapitel 2.4.1 unter
Vernachlissigung der Warmestrahlung fiir die Lastfdlle aus Tabelle 3.3 Methoden zur Reduk-
tion der Anzahl von Systemeingingen und -ausgingen vor. Die zugehorigen Ergebnisse der
Lastfiélle b) und c) sind nachfolgend in Abbildung A.13 und Abbildung A.14 dargestellt.
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Abbildung A.13 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle im Vergleich zum Ausgangsmodell fiir eine
reduzierte Dimension n = 60 fiir den Lastfall b) nach Tabelle 3.3: Variante 1 — 5 Einginge;
Variante 2 — 1 Eingang; Variante 3 — tangentiale Interpolation fiir 22.875 Finginge; Variante 4 — tan-
gentiale Interpolation fiir 5 Eingéinge.
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Abbildung A.14 Maximaler Fehler der reduzierten Modelle im Vergleich zum Ausgangsmodell fiir eine
reduzierte Dimension n = 60 fiir den Lastfall ¢) nach Tabelle 3.3: Variante 1 — 5 Einginge;
Variante 2 — 1 Eingang; Variante 3 — tangentiale Interpolation fiir 22.875 Eingiinge; Variante 4 — tan-
gentiale Interpolation fiir 5 Eingéinge.






175

Anhang F Anpassung Lastvektorsnapshots

Die Untersuchung der Anzahl erforderlicher Offline-Simulationen fiir die entwickelte Methode
der Singuldrwertzerlegung basierend auf Lastvektorsnapshots ist Gegenstand von Kapitel 4.4.2.
Fiir das hier dargestellte reduzierte Modell unter Beriicksichtigung von eg = 10 Singulédrvek-
toren mit dem Freiheitsgrad n = 120 treten in der ersten Iteration noch Fehler iiber 1 K auf,
wihrend die gewihlte Fehlergrenze bereits in Iteration 2 unterschritten wird. Abbildung A.15
bis Abbildung A.17 zeigen den maximalen Fehler des reduzierten Systems fiir die verschiede-
nen Parametersitze nach Abbildung 3.10 bzw. Anhang C. Durch einen groferen Kreis sind die
den Snapshots zugrunde liegenden Datensitze (blau) und der im nichsten Iterationsschritt
aufgrund des grof3ten Fehlers hinzugefiigte (dunkelrot) gekennzeichnet.

Tteration 1

1,6
‘. °
‘ 1.4
§ o .~ ) 11,2 v
2 ¢ 5
< [ o () 2
2 .8 ® o, . 1 5
o0 o o e =
5 ° ¢ o ¢ 08 2
z ! °® % £
N ° e ®e 0.6 &
2 e ® - e s
0.l
0.6 ® 04
(
0,2
0,2
0
Heizleistung ¢, /(W/cm®) 0

Heizleistung g, /(W/cm?)

Abbildung A.15 Maximaler Fehler des reduzierten Modells mit dem Freiheitsgrad n = 120 im ersten
Iterationsschritt fiir die untersuchten Parametersidtze. Die bereits in den Snapshots beriicksichtigte
Parameterkombination und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche im nédchsten Iterationsschritt
hinzugenommen wird, sind durch vergroflerte Symbole gekennzeichnet.
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Abbildung A.16 Maximaler Fehler des reduzierten Modells mit dem Freiheitsgrad n = 120 im zweiten
Iterationsschritt fiir die untersuchten Parametersitze. Die bereits in den Snapshots beriicksichtigten
Parameterkombinationen und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche im néchsten Iterationsschritt
hinzugenommen wird, sind durch vergroflerte Symbole gekennzeichnet.
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Abbildung A.17 Maximaler Fehler des reduzierten Modells mit dem Freiheitsgrad n = 120 im dritten
Iterationsschritt fiir die untersuchten Parametersitze. Die bereits in den Snapshots beriicksichtigten
Parameterkombinationen und diejenige mit dem maximalen Fehler, welche im ndchsten Iterationsschritt
hinzugenommen wird, sind durch vergroflerte Symbole gekennzeichnet.
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Anhang G Temperaturfelder bei Emissionsgradvariation

In Kapitel 4.4.3 sowie Kapitel 5.4 wird die Reduktionsgiite in Abhdngigkeit vom Emissionsgrad

untersucht, welcher im Intervall € =0 ... 1 variiert wird. Abbildung A.18 bis Abbildung A.20
verdeutlichen den signifikanten Einfluss auf das Temperaturfeld.
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Abbildung A.18 Temperaturfeld ohne Warmestrahlung (¢ = 0) zum Zeitpunkt ¢ = 10.000 s mit einer
Maximaltemperatur von 261,4 °C.
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Abbildung A.19 Temperaturfeld fiir den Emissionsgrad € = 0,5 zum Zeitpunkt ¢ = 10.000 s mit einer
Maximaltemperatur von 210,6 °C.
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Abbildung A.20 Temperaturfeld fiir den Emissionsgrad € = 1 zum Zeitpunkt t = 10.000 s mit einer
Maximaltemperatur von 186,6 °C.
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