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Resumen

Este articulo presenta el desarrollo de un sistema cadtico de cuatro alas,
primeramente, es simulado en el software de Matlab, después se proceden a
calcular los parametros de los componentes analégicos que representaran al
sistema en un circuito electronico que es simulado en Multisim. Seran otros
componentes osciladores que generaran ondas sinusoidales para obtener la
representacion de elipses con distinta excentricidad. Posteriormente las sefiales son
sumadas para obtener una trayectoria eliptica con interferencia caédtica en donde
son aplicados 2 casos diferenciados del sistema. Finalmente, en este trabajo se

establecido una nueva metodologia para representar sistemas caoticos esféricos
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analégicamente, cuyas interacciones con sistemas orbitales permitira abrir un nuevo
campo en areas de telecomunicaciones y la encriptacion de la informacion.

Palabras Claves: Caos, esférico, interferencia, Matlab, Multisim.

Abstract

This article presents the development of a four-wings chaotic system. First of all
it is simulated in the Matlab software and the mathematical modeling is obtained,
after we proceed to calculate the parameters of the analog components that will
represent the system in a circuit modeled in Multisim. Other oscillator components
will generate sine waves obtaining the representation of ellipses with different
eccentricity. Later the signals will be mixed to obtain an elliptical trajectory with
chaotic interference where 2 differentiated cases of the system are applied. Finally,
in this work a new methodology was established to represent spherical chaotic
systems analogically, whose interaction with orbital systems will allow to open a new
field in areas of telecommunications and information encryption.

Keywords: Chaos, interference, Matlab, Multisim, spherical.

1. Introduccioén

En épocas actuales se ha llegado a un momento en donde las aplicaciones y
avances en los sistemas cadticos son cada vez mas productivas. Desde la década
de los sesentas cuando Edward Lorenz hizo un descubrimiento en los modelos que
él utilizaba para predecir el clima, concluyendo que existia en el sistema un
fendbmeno que se mostraba al aplicar ciertos parametros y que era muy sensible a
la variacion de las condiciones inicialmente utilizadas. En un principio esto se tomé
como un verdadero problema ya que una ligera variacion en las condiciones de
inicio generaba un comportamiento totalmente diferenciado del esperado a la larga.
Por otro lado, este comportamiento fue analizado detalladamente y se concluyé que
este tipo de sistemas podrian ser utilizados para crear trayectorias unicas partiendo
de sus condiciones de inicio para posteriores aplicaciones en las areas de
ingenieria, informatica, probabilidad entre muchas otras mas [Qi, 2009].
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Las investigaciones actuales han demostrado que estos sistemas podrian explicar
el comportamiento de ciertos fenbmenos presentes cotidianamente en todo el
mundo, tales como cambios meteoroldgicos, ataques de epilepsia, entre otros.

La motivacion de esta investigacion radica en la tendencia en las areas de
investigacion relacionadas con el caos y a la fiabilidad de estos modelos para
obtener trayectorias totalmente diferenciadas a lo largo del tiempo [Bulut, 2018]. Un
sistema cadtico en ciertos parametros muestra configuraciones muy peculiares las
cuales a pesar de aparentar periodicidad en sus trayectorias carecen de esta, por
el contrario, se muestran zonas de atraccion dentro del modelo en donde tienden a
concentrarse los puntos de iteracion y a pesar de estar muy juntos estos no se tocan

en ningun punto [Sampath 2018].

2. Métodos
Las ecuaciones 1 a 3 modelan el sistema caético esférico a utilizar, representan

una geomeétrica caodtica de cuatro alas [Qi, 2015].

x=aly—x)+eyz (1)
y=cx—xz+dy (2)
Z=xy—bz 3)

Siendo a, b, d, e € R*y ¢ € R parametros del sistema con valor constante. Cabe
resaltar que cada una de las ecuaciones del sistema contiene todas las variables
independientes del mismo, por lo que las condiciones iniciales no deben ser [0,0,0],
ya que esto provocaria que al retroalimentar los resultados de salida estos no
cambiarian su valor evitando que el sistema presente los enrollamientos.

El sistema presenta cinco puntos de equilibrio, cuatro de estos se encuentran en los
centros de cada una de las cuatro alas mientras que el quinto est4 en el centro del

atractor caotico.

Problema de los Dos Cuerpos
Este problema implica dos objetos que interactian entre si mediante la fuerza

gravitacional ejercida en un espacio donde no existen perturbaciones por fuerzas
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externas. De esta forma, el cuerpo de menor masa (cuerpo secundario) orbita
alrededor del centro de masa generado por ambos cuerpos en una Orbita eliptica,
de modo que el cuerpo secundario realiza revoluciones desplazandose por la
trayectoria eliptica alrededor del cuerpo central. En la figura 1 se muestra el

diagrama para el sistema de los dos cuerpos.

Figura 1 Diagrama del problema de los dos cuerpos.

Donde m: corresponde al cuerpo central, m> es el cuerpo secundario, h define la
normal del plano donde se encuentra la orbita eliptica, r es la distancia entre el
cuerpo central y el cuerpo secundario, i es el componente radial de velocidad.

Mediante las ecuaciones correspondientes a posicion y velocidad se describe la
cinematica que experimenta un cuerpo de menor masa al orbitar alrededor de un
cuerpo de mayor masa. Las ecuaciones 4, son las que describen la posicion en tres

dimensiones del cuerpo secundario.

X, a(cosE —e)
Yr| = Rxq|ay1 —e?sinE (4)
Zy 0

Donde [x, yr, z/]" representa las coordenadas de posicion del cuerpo secundario en
tres dimensiones. El vector que representa la velocidad del cuerpo secundario a lo

largo de su orbita tridimensional esta dado por ecuacion 5.

nasink
Xy " 1—ecosE
}:’r = qu nam cos E 5)
Zr 1—ecosE
0

Pistas Educativas Vol. 41 - ISSN: 2448-847X
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas
~169~



Pistas Educativas, No. 134, noviembre 2019, México, Tecnoldgico Nacional de México en Celaya

Donde n es la frecuencia orbital, a representa la longitud del semieje mayor de la
oOrbita, e corresponde a la excentricidad de la 6Orbita eliptica (el radio de la distancia
desde el centro de la elipse al semieje mayor de la elipse) y E es la anomalia
excéntrica, que se define como el angulo medido desde el centro de la elipse
mediante la posicién del cuerpo secundario. La orientacion de la orbita eliptica se

maneja mediante la matriz de rotacion Ry4 en funcion de tres angulos Q, iy w. La

representacion de los tres angulos se muestra en la figura 2.

Figura 2 Definicion de los dngulos de Euler.

Es posible crear una fusion entre el atractor cadtico y el movimiento del cuerpo
secundario si se ajustan las ecuaciones del atractor cadtico de cuatro alas para
albergar como parametros la posicion y velocidad del cuerpo secundario a traves
de una orbita eliptica, teniendo finalmente un sistema gobernado por ecuaciones 6,
7y 8.

X — J.Cr' = a[(y - yr) - (x - xr)] + e_[(y - yr)(Z - Zr)] (6)
Y=y =Cclx—x) +dy —y) = [(x — x)(z — 2] (7)
Z—Zy = _E(Z —z) +[(x —x)(y — y)] )

Partiendo de las definiciones enunciadas en las ecuaciones 1 a 3 y estableciendo
los valores del sistema como a=14, b=43, c=1, d =16, e = 4[Qi, 2009] [Q],
2019], se crea un programa en Matlab que incluya las funciones del sistema como

ecuaciones andnimas y establezca un tiempo de simulacién determinado por una
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cantidad de pasos. A partir de la cantidad de pasos se recurre a una rutina que
aplique el método Runge-Kutta de cuarto orden a las ecuaciones del sistema, siendo
inicializado con sus respectivas condiciones iniciales para cada eje. Al final de la
rutina se guarda el promedio de las cuatro aproximaciones de las salidas en la
siguiente posicion para (X, y, z) segun corresponda. Con los pasos anteriores se
consigue un enrollamiento cuya forma en el espacio de estados se puede observar
en las figuras 3 a 6, en la cual se muestra el sistema caotico de cuatro alas, desde
sus diferentes perspectivas en azul, y una cuarta de color rojo para mostrar su
configuracion en el espacio. Posteriormente al modelado de un sistema que
presente las configuraciones ideales para el investigador es necesario hacer una
transformacién entre el modelo matematico implementado en Matlab y uno que se
pueda interpretar experimentalmente, para ello se utilizara el software de Multisim y
una serie de ecuaciones las cuales permitiran encontrar los coeficientes requeridos

para cada componente electronico.

Figura 4 Sistema cadtico de cuatro alas, plano Z-Y.
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Figura 5 Sistema cadtico de cuatro alas, plano X-Y-Z.

Para apreciar la sensibilidad del sistema se realizé una comparacion del sistema
con condiciones iniciales cercanas, al sobreponer las imagenes se aprecia una
diferencia significativa en cada uno de los canales siendo inclusive totalmente
distintas del anterior comprobando de este modo su fiabilidad para obtener datos
impredescibles [Zhang, 2018]. La matriz de rotacion Ryq esta gobernada por

ecuacion 9.
cosQcosw —sinQcosisinw —cosQsinw —sinQlcosicosw sinQsini
Ryq = |sinQcosw + cosQcosisinw —sinQsinw+ cosQcosicosw —cosQsini|(9)

sinisinw sinicos w cosi

Estableciendo los angulos de entrada de la funcion de la matriz de rotacién como Q
:E rad = 45°,i = Erad =45°y @ = grad = 22.5° [Qi, 2009] aunque cabe mencionar
gue dichos valores podrian ser modificados al gusto del programador ya que solo

cambiarian la excentricidad, inclinacion orbital, entre otros parametros de
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posicionamiento, usando la ecuacion 9 se obtienen los valores para la Ry, motrados

en ecuacion 10.

0.4619 —-0.7325 0.5
Ry =(0.8446  0.1913 -0.5 (10)
0.2706 0.6533 0.7071

Es necesario contar con todos los parametros para determinar las caracteristicas
de la Oorbita eliptica por la que se desarrollard el comportamiento cadtico.
Manipulando la anomalia excéntrica E de la elipse como un conjunto de puntos que
va de 0 a 21 rad (0 a 360°) por la circunferencia de la elipse en una cantidad de
unidades L (que representa la extension total de la elipse) y mediante la variacion
del parametro ¢ del oscilador esférico se pueden analizar dos casos:
e Caso 1: El centro de masa del cuerpo secundario se desplaza continuamente
por la elipse mientras presenta el movimiento caotico (ver figura 7).
e Caso 2: Alterando el parametro ¢ se realiza un desplazamiento continuo
endonde el centro de masa del cuerpo secundario se desplaza
continuamente de manera estable obteniendo una trayectoria “estable”

visualmente pero manteniendo su propiedad caotica (figura 8).

il Trigges
R s [t
@

-‘q' fn

v [oe . . Soge || Hormal | et || were [ A3 | En

Figura 6 Caso 1, trayectoria caotica a lo largo de la orbita mostrando la
inestabilidad del sistema de cuatro alas.
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Figura 7 Caso 2, trayectoria caotica a lo largo de la orbita mostrando una
configuracion estable del sistema de cuatro alas.

Para la simulacion en multisim primeramente se propone el valor de las
capacitancias (preferentemente un valor comercialmente viable), estos
componentes corresponderan a las ecuaciones en un escenario fisico (ademas es
necesario agregar al sistema fuentes de voltaje directo). Para realizar el calculo de
los componentes necesarios para crear el circuito se utilizard la siguiente

simplificacion en las ecuaciones 11 a 13.

X =—ax+ay+eyz (11)
y=cx—xz+dy (12)
Z=xy—bz (13)

Sustituyendo los coeficientes por su equivalente en base a las leyes de Kirchhoff,

dentro del circuito se obtienen las ecuaciones 14 a 16.

U U
C.R, . T CR,Y T 10C,R,

% = yz (14)

1 1 N
TR, 10C,Rs C T C,R,

y y (15)

1 1
T 10CsR, Y T CiRe”

z (16)
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Se propone una capacitancia de C; = C, = C3 = 10nF debido a su valor comercial,
aungue podria asumirse algun otro para calcular el resto de valores, con el valor de
la capacitancia se obtienen los valores de las resistencias a las cuales se les a
agregado una ganancia de 100 para adaptar los valores de las resistencias a
pardmetros mas comerciales, al igualar dichos parametros se obtienen las

ecuaciones 17 a 24.

= 1400 17
C.R, 17)
= 1400 (18)
Cl 2
1
= 400 19
10C, R, (19)
1
=100 (20)
CZR4
1
=100 (21)
10C,Rs
1
= 1600 22
R, (22)
1
=100 23
10C5R, (23)
= 4300 24
R (24)

Al resolver se obtienen los valores correspondientes de las resistencias a utilizar:
R, =71.428kQ, R, =71.428kQ, Ry =25kQ, R, =1000kQ, R: = 100 kQ, R, =
62.5 kQ, R; = 100 kQ, Rg = 23.255 kQ. La principal configuracion utilizada para la
construccion del circuito es mostrada en la figura 9 [Lin, 2016]. Este esquema
electrénico representado principalmente por el componente TLO82CD contenido en
las librerias de NI Multisim es un amplificador operacional el cual, para este caso,
esta siendo utilizado como inversor. Es decir, si a la entrada pasan +3 V a la salida

habra -3 V (sin tomar en cuenta las perdidas), por lo que es necesario colocar otro
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arreglo similar a continuacion de este para nuevamente hacer un cambio de signo

en caso de que se necesite en la “programacion”.

R1

c1
—AAA _“__

L vz
Tl
U2A >
TLO82CD
: W. E

I

Figura 8 Principal arreglo utilizado para el sistema cadtico de 4 alas, a este sistema
se le agregan componentes para obtener las diversas combinaciones.

Los valores de las resistencias y capacitores deben de adecuarse dependiendo de
los coeficientes que se requiera que estén presentes en el arreglo [Bulut, 2018],

para ello se utilizaron las ecuaciones 17 a 24 tal como se muestra en la figura 10.

3 x
g 2 : ¢
Y R 3 RS
 JOP v ¢t Ve
71.428K0 ? 100k
Il
i 10nF VeE.
—AM 25V
71.428k0 b =
25V
Y
——R1 . ;A\\
z - R1 Rd g9
—= )\>——w4— A~ LF347D
25k0 - LF347D 100k0 '
07 [0
| vee
vee 25V

25V

Figura 9 Esquema del circuito correspondiente a la ecuacion (11).
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En la seccion 1 de la figura 10 se presentan 3 resistencias que representan los
coeficientes de la ecuacion 11 con su respectivo valor obtenido al resolver las
ecuaciones 17 a 19. En la seccion 2 se presenta el circuito del amplificador
operacional con retroalimentacion [Rui, 2015], a su salida existen valores inversos,
para volver a realizar el cambio de signo en el resultado. La seccion 3 se encarga
de invertir el plano de referencia en el resultado. En las figuras 11 y 12 se puede

observar la implementacion de las ecuaciones 12 y 13, respectivamente.

1000ka
'.._“_'
] RT

L N

100k

YCC

25V

AVIV OV

R14

23.25k0

Figura 11 Diagrama esquematico de la expresion para la ecuacién 13.

Al tener basicamente la misma configuracion que en el circuito de la figura 10, la
diferencia es la seccién A, la cual representa al bloque Multiplicador contenido en
las librerias de NI Multisim, y su funcionalidad es basicamente la de multiplicar dos

sefnales indicadas conectandolas mediante lineas de union.
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A la salida del amplificador operacional se conectaran tantas resistencias como
elementos dentro de la ecuacion [Sampath, 2018], previamente deben de calcularse
las resistencias como se realizé en las ecuaciones (17) — (24).

En la figura 13 se muestra el circuito completo junto con las descripciones de su
funcionamiento.

o -
2 .
oY R3O D P :
S 71428K0 f: -
| .
SR L LR I NPT = =D I I
VEE
= 25V
SR X R
TR
-~ LF3470 -

*

AV ey

Figura 12 Circuito completo del sistema caético de 4 alas para modelar el sistema.

Pistas Educativas Vol. 41 - ISSN: 2448-847X
Reserva de derechos al uso exclusivo No. 04-2016-120613261600-203

http://itcelaya.edu.mx/ojs/index.php/pistas
~178~



Pistas Educativas, No. 134, noviembre 2019, México, Tecnoldgico Nacional de México en Celaya

3. Resultados
En la figura 14 son mostrados los resultados de simulacion obtenidos en Multisim
usando diferentes configuraciones de los tres ejes, tal como se simulé en Matlab y

lo mostraron las figuras 3 a 6.

3 3 3 ¥
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T2 =i b = 12 S
T GND TN A
Trenan e W T s chent 8 —
e = O | g, == OO R [0 ] sz - [
S S ol e |o Iv Tt T veeeimi 1| PP et [o [+
| LT wc| (o] o] - B e Homes || duto [Mone (& =] = | ] s wc| v Be] - - ==y e e eyl
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Figura 13 Modelo cadtico del sistema en NI Multisim.

En la figura 15 seccion 1 se muestra el circuito utilizado para generar dos sefales
sinusoidales desfasadas una determinada cantidad de grados con la intencién de
crear una elipse de cierta excentricidad [Jia, 2017]. En la seccidon 2 de manera
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analoga se realiza una sumatoria utilizando amplificadores operacionales, cabe
mencionar que los nombres asignados a las entradas de los amplificadores no

tienen relacion con las identidades trigopnométricas, son solo de referencia.

Cos R

IR |.14]

‘LM]E'MI} .

Figura 14 Circuito en NI Multisim para generar elipses.

En la figura 16 es mostrado el resultado de graficar “SEN” vs “COS” utilizando el
circuito de la figura 15. Para ello se mezclaron varias trayectorias, en la figura 16a
se mezclaron las trayectorias generadas por los circuitos 1y 2 de la figura 15, que
como resultado se muestra una elipse, en la figura 16b se agregaron los circuitos
de las figuras 10 y 11 las cuales corresponden al sistema caotico de cuatro alas en
sus ejes Xy Y respectivamente, en la figura 16c se agregaron a la Orbita los circuitos
de las figuras 11 y 12 las cuales corresponden al sistema caotico de cuatro alas en
sus ejes Y y Z respectivamente y por ultimo en la figura 16d se agregaron a la orbita
los circuitos de las figuras 10 y 12 las cuales corresponden al sistema caotico de

cuatro alas en sus ejes X y Z respectivamente.
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Figura 15 Trayectoria eliptica simulada en NI Multisim, Trayectoria con caos
correspondiente al CASO #1, plano XY, plano YZ y plano XZ.

Para conseguir un segundo caso basto con modificar los parametros del sistema

guedando de la siguiente manera: a = 14, b =43, c =5, d = 16, e = 4, siendo “c”

el Unico parametro modificado que se obtuvo a partir de calcular su valor

correspondiente utilizando la ecuacion 20, entonces se obtiene la configuracion de

la figura 17 en la cual el sistema presenta una configuracion en particular que

destaca de otras combinaciones debido a la estabilidad en sus trayectorias

aparentando enrollamientos simples sobre una trayectoria eliptica [Qi, 2009].
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Figura 16 Trayectoria con caos correspondiente al CASO #2.

4. Discusion

Como se pudo apreciar en los dos casos usando una combinacion de dos
metodologias distintas, una referente a la creacion de elipses con variabilidad en su
excentricidad y la otra de un caso especifico de interferencia cadtica, la variacion en
las posiciones del sistema estd4 estrechamente relacionada a las condiciones
iniciales. En los diversos casos se presentan comportamientos caéticos enrollados
de manera variable para cada uno a lo largo de la trayectoria eliptica, estas
configuraciones a su vez podrian ser aplicadas a diversos campos de la informatica
y telecomunicaciones. Esta investigacion es el principio de un trabajo
multidisciplinario que pretende abrir un nuevo campo en las areas de la tecnologia,

gue es en los sistemas de encriptacion de la informacion ya que, en este caso, sera
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mezclado un sistema natural con otro de interferencia cadtica, con lo cual se
conseguira un cifrado muy potente que resguardara mejor informacion sensible que

se almacene o sea enviada a través de los medios de comunicacion.

5. Conclusiones

Los datos de las trayectorias obtenidas por medio de las simulaciones presentan
variaciones muy notables con respecto a los parametros de entrada, tanto en los
“brincos iterativos” como en su posicidn inicial. En este trabajo de investigacion se
consiguiéo generar una nueva metodologia para representar sistemas caoticos
analégicamente, cuyas interferencias permitirdn abrir un nuevo campo en areas de
telecomunicaciones. Si bien el desarrollo de nuevos sistemas es complejo, existen
también nuevas formas de aplicar los casos ya existentes para darle mayor fiabilidad
en cuanto al caos presentado, para este desarrollo se implement6 un sistema de
cuatro alas, representado a lo largo de trayectorias elipticas diferenciando 2 casos
particulares. unas mas cadticas que otras. Los sistemas caéticos han proporcionado
a los investigadores mucha area de investigacion y a su vez estos temas permitiran
futuras aplicaciones potenciales en diversas areas del conocimiento, la viabilidad de
este tipo de sistemas es extremadamente alta, dado que sus condiciones de
ejecucion requieren de cautela si es que se requiere replicar el sistema, como es en
el caso de las comunicaciones y cifrado de la informacion, areas en las cuales los
sistemas serian indtiles si no se cuenta con un proceso inverso que revele la

informacion.
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