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ABSTRACT
|
We evaluate the approach which usually justifies how much has to be subtracted for every incorrect answer in a
multiple choice test. We have developed a calculation which takes into account the possibility to blank answer some
questions, which is not possible with the usual approach. We show that when the number of questions tends to
infinity, both approaches are asymptotically equivalent.

KEYWORDS: multiple choice tests, central limit theorem.

RESUMEN

Se trata de evaluar la aproximacion del enfoque que habitualmente se utiliza para justificar cudnto ha de restar cada
respuesta incorrecta en la calificacién de un examen tipo test multi-respuesta. Se ha desarrollado un cdlculo que tiene
en cuenta la posibilidad de contestar preguntas en blanco, lo cual no es posible con el enfoque habitual. Se comprueba
que cuando el nimero de preguntas tiende a infinito, ambos enfoques son asintdticamente equivalentes.

PALABRAS CLAVE: test de eleccion miltiple, teorema del limite central.

INTRODUCCION sQué valor ha de tener o para eliminar la sobrenota que se puede
obtener respondiendo al azar? Si el alumno respondiera al azar todas las
Es bien conocido que para calificar un examen tipo test no sélo deben  preguntas, la calificacién esperable deberfa ser un cero. Si consideramos
contabilizarse las preguntas acertadas, sino también las falladas. Si no ¢, como una variable aleatoria discreta, con espacio muestral £ = {1,
se descontara algo de puntuacién por pregunta fallada, tendrfa sentido ~ —1/a, deberfa tener la siguiente funcién de probabilidad,
contestar al azar las preguntas cuya respuesta se desconoce, pues ello
no supondrfa empeorar la nota, y en consecuencia, el alumno podria l/n si e =1
obtener una sobrenota que se deberfa al azar y no a sus conocimientos. P (Ci ): { i )
En este trabajo se pretenden analizar las probabilidades de las distintas 1- 1/ nosio¢= —1/ o.
calificaciones que se pueden obtener en un examen tipo test multi-

respuesta, en el supuesto de que se contesten las preguntas al azar. Entonces, el valor esperado de la calificacién en una pregunta seria,
MODELO SIMPLIFICADO E(c,)= 1.1+;1(1 _lj _ 1(1 _n- lj, @
noo n) n o

Esperanza y varianza en un examen aleatorio sin preguntas en
blanco La calificacién C para un examen serfa la suma de las calificaciones

obtenidas en todas las preguntas, proporcionada a la puntuacién
Supongamos que tenemos un examen tipo test con /N preguntas, ~Maxima del examen, que llamaremos €. Es decir,
y n opciones de respuesta por pregunta (z = 1). Sea ¢, la calificacién

de la i-ésima pregunta, siendo i € {1,2,..., N} . Supongamos que cada C= Cru ﬁ:c 3)
pregunta acertada contabiliza 1 punto y cada pregunta fallada —1/a N S "
puntos. Es decir,
1 si acierta. A partir de (3), el valor esperado para la calificacién de un examen
G = —l/OL si falla. serfa entonces,
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C N
E(CO)=—= > E(c)=
©) N§<c,>

:&(l_n—l}
n o (4)

Como la calificacién esperable para un examen respondido al azar
debe ser 0,

E(C)=0, (5
de (4) y (5) se deduce que,
a=n-1. (6)

Sustituyendo la relacién (6) en (2) se obtiene,

E(c[):%(l— no]

n_J:o. @)

La relacién (7) tiene sentido pues hemos supuesto 7 # 1.

La varianza de la variable aleatoria ¢, vendrd dada por la siguiente
relacién,

Var(c,.)—[l—E(c,.)]zjl+[—olt—E(c,.):r(l—rllj. ®)

Teniendo en cuenta lo obtenido en (6) y (7) se obtiene,

Var(c,)= % )
n—

Parece razonable asumir la hipétesis de independencia de las variables
¢, ya que se supone que las respuestas son al azar, por lo que,

c? c?
max V X = max .
T STy

Cl
Var(C):ﬁZVar(ci): (10)
i=1

Intervalos de confianza asintéticos

Debido a que la variable aleatoria C es la suma de N variables
independientes, todas con peso 1, por el teorema central del limite
(W. Feller, 1996), al hacer que N — o0, la funcién de densidad de C
serd una normal de media pt y desviacién tipica ©. Es decir,

N—oo

C— 2
limf(C)—G\/lEexp[ ( 20};) } (11)

Ademds, segtin (5) y (10),

De (12) se deduce que,

limo =0.

N—o

Por otro lado, la normal se comporta asintéticamente como delta de

Dirac (J. Spanier, K. B. Oldam, 1987), por lo que,

CN;OS (C) (13)

Segtn (11), la calificacién C'sigue asintdticamente una distribucién
normal. De este modo, para que en el % de las ocasiones la calificacién
caiga en el intervalo (L — ko, W + 40), la probabilidad asintética ha de
ser (N. N. Lebedev, 1972),

Py ([C-p|<ko)= erf[%j =q, (14

Al despejar £, se obtiene,

k=2erf'(q) (15

Critica al enfoque simplificado

Hasta el momento no se ha considerado la posibilidad de que el
examinado deje preguntas en blanco, lo que resulta razonable si
se desconoce la respuesta. Para poder analizar el problema bajo la
posibilidad de dejar preguntas en blanco, serfa necesario conocer p(c,
= 0), lo cual depende de los conocimientos que tenga el alumno. Para
sortear esta dificultad, debemos plantear el problema de otra manera.

MODELO EXACTO

Exdmenes con preguntas acertadas, falladas y en blanco

Supongamos un examen tipo test, con /N preguntas y 7z opciones
por pregunta. Supongamos que en el examen se producen # aciertos, ¢
fallos y & respuestas en blanco. Entonces,

N=m+t+b (16)

Segtin (16), la calificacién de un examen sélo depende de m y £

puesto que N es conocido y fijo. En consecuencia se tendrd,

Cmax

C(mr)==2 [m—éj a>0. (17)

El ndmero de respuestas posibles para cada pregunta es 7 + 1, puesto
que, ademds de las 7 posibles respuestas para cada pregunta, tenemos
la respuesta en blanco. En consecuencia, el nimero de exdmenes que
pueden producirse al responder aleatoriamente a todas las preguntas
serd,
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N,=VR) =(n+1)" () (18)

" VR! representa las variaciones con repeticiéon de 7 elementos for-
mando grupos de 7.

Si NV, es el nimero de exdmenes con & preguntas en blanco, N,
el nimero de exdmenes con m preguntas acertadas y & en blanco, y
N, el nimero de exdmenes con # preguntas incorrectas, entonces el
ndimero de exdmenes con 7 aciertos, ¢ fallos y & respuestas en blanco,
que llamamos &, i sera,

NYN-b .
Nb,m,t:Nb~Nm~N,:(bj[ m J(n—l). (19)

Como b estd determinada por IV, m y £ segtn (16), tendremos,

N,,, = [N][N . mJ(n -1y, (o)

m

en donde el paso de (19) a (20) se realiza de la siguiente forma, teniendo
en cuenta (16),

NY(N-b) N (N =b)!
b )\ m ) bUN=B)!m(N—-b-m)!

N (N —m)!

~ YN —m)! mI(N —b—m)!

N (N =m)!

Cm(N-m)! b V(N-b—m)!
N! 7(ziv-m)!

m!(N —m)! t (N —m—1)!
(NYN-m
m t ’
Por tanto, de (20) se deduce que dado un examen con N preguntas y

n opciones de respuesta, debido a la relacién (16), tenemos dos grados
de libertad, uno en 7 y otro en =

Nuamero de exdimenes hasta cierta nota

Sea N, el nimero de exdmenes con una calificacién inferior a Ci.
Nétese que hay muchos exdmenes con distinto nimero de aciertos 7,
fallos ¢y preguntas en blanco 4, que tienen una calificacién inferior
a C,. Hemos de sumar todos estos posibles exdmenes, entre ciertos

limites de 7 y ¢, para obtener N, .

Ne, =

3 z (ZJ[N t_ m](n -1y, @

m=mpy,

Ademds, el nimero minimo de respuestas correctas, para cualquier
nota C, ha de ser 0,

m_=0. (22)

min
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Por otro lado, dado un valor de 7 (ntimero de respuestas correctas),
el nimero médximo de respuestas incorrectas es,

t =N-m.
ax

m:

(23)

Para obtener el niimero minimo de respuestas incorrectas, . , que
tiene un examen con una clasificacién inferior a Cp

Cim, t) < C

0

podemos usar (17),

que despejando se obtiene,

NC,
t>o | m— .
Cmax
Luego 7, ha de ser,

o= {oc (m - ]C\fc" ]J +1, ¢, 20. (24)

Por otro lado, tanto . como #__dependen del niimero de respuestas
acertadas 7. Podemos usar este hecho para determinar el nimero
méximo de respuestas acertadas 7, pues se ha de cumplir que,

max

bia (1

Y=t (m

max

)

‘max ‘max’

es decir,

‘fx [mmax - gco ]J +1=N-m_, . (25

Como Ny m__ son nimeros enteros, la relacién (25) se puede
escribir de la siguiente forma,

[oc[mm—]gc"JH—Nerme:O,

0< (ot +1)m,, —[ZCU +1JN+1<1.

max

es decir,

Despejando,

N (oG, 1 N [aC,
— +1 |- <mg, <— +1|.
o +1{ Cp o+l a+l1\C

max

Como o > 0, entonces (a0 + 1) < 1, y por tanto resulta que,

M = L (XCO +1 _L > mmaxzoa
a+1{ C,.. o+1

(26)
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donde el ntimero 7 de respuestas acertadas tiene que ser también un
ndmero entero no negativo. Finalmente, usando las relaciones (22),
(23), (24) y (26), podemos escribir como,

zf( sz( ;’"j(n_l)’. 27)

Célculo de probabilidades

Suponiendo que todas las respuestas posibles a un cierto examen
tipo test sean equiprobables, entonces, de acuerdo con (18) y (27),
la probabilidad de obtener un examen con una calificacién inferior a

Co es,

p(c<c)=ta__1 mZ(N]Z(N mj( 1), (@28

N, ( 1) m=0

Como es habitual, si F es la funcién de distribucién de la variable
aleatoria C, entonces,

F(C,)=P(C<C,).

De este modo, tendremos que,

P(C,<C<C)=P(C<C)-P(C<C,)

= F(Cl )_ F(Co ) .

Como C es una variable discreta, la diferencia minima entre dos
calificaciones ¢ viene dada por,

£ = C(m.t)-C(ma+1)= o = (30)

Por tanto, podremos determinar la probabilidad de obtener
exactamente una determinada nota,

P(C=C,)=P(C,<C<C,+¢)

1
=P(C<C,+¢)-P(C<C,). b

Funcién de distribucién asintética

En esta seccién vamos a ver el comportamiento asintético cuando
el nimero de preguntas tiende a infinito, NV — oo, de la funcién
de distribucién de probabilidad, a partir de la relacién que da la
probabilidad exacta (28).

Comportamiento asintético de la funcién de distribucién en C # 0

Cuando C; < 0, teniendo en cuenta (24) y (20), se tiene que,

limm_, =0,
Noow

lim¢ , =co.
N>

Por tanto,

N"“’(n+l) m=0\ M
=0.

Por otro lado, cuando C, > 0, a partir de (24) y (20) resulta que,

limm,_, =oo,
Now

lims , =0.

N—o

Por tanto,

fim P(C<0)= lim - ! Ni(N]NZE:(N;’”J(n—l)’. (33)

Desarrollando el sumatorio interno mediante el binomio de Newton,
se obtiene,

lim P(C<0)— lim
Now Naoc( +1

NZ( ] L (34)

Obsérvese que como el inverso del factorial de un nimero negativo
es 0, la serie dada en (34) se corta en m = NN,

lim P(C<0)= lim —

_ lm(n+1)
N"”(n+1)

(35

donde se ha aplicado de nuevo el binomio de Newton.

A partir de (32) y (35), podemos concluir que asintdticamente
la funcién de distribucién F(C) se comporta como una funcién de
Heaviside H(C), (J. Spanier, K. B. Oldam, 1987),

F(C) ~ H(C). (0)

Por tanto, la funcién de densidad fC) de la variable aleatoria C serd
una delta de Dirac (J. Spanier, K. B. Oldam, 1987),

F(©)=F(C)~ 3(C)

que es un resultado coherente con el obtenido en (13) del modelo
simplificado.

La probabilidad asintética en C = 0

Tomando C, = 0 en (31) y teniendo en cuenta (30), resulta que,

Cmax _
P(C_o)_P(C<mj P(C<0). (37)
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Tomando limites en (37) cuando N — o, y teniendo en cuenta (32),

lim P(C=0)=lim P(C < Lj (38)
N—x© N—x N(x
La relacién (38) indica que,

C, = lim == =,

N-xo No

Por tanto, segtin (24) y (26),

}/1230 tmin = LamJ > (39)

Al sustituir (39) y (40) en la relacién (28), entonces (38) se convierte
en,

lim P(C =0)= lim P(N,a),

en donde se ha definido,
[N +]J
a+l N-m N —m .
P(N,oc)— - z LZJ (n-1y. 41
t=|om
|
PN, a)
057l
|I —a— n=12
0.56 —Il
I|
e || —_— =5
|
CER )
10
053k gy | - n=10
:\\3\
oszf [ My
| | S
B Ty
oatt | e e e g et ore
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Figura 1. Representacién de P(N,o), con o = 7 — 1, para valores
den=3,4,5.

Enlafigura 1 se ha representado graficamente P (N ,0 ) con respecto
a [V, tomado a = 7 — 1, que es el valor de o que segin el enfoque
simplificado equilibra la puntuacién del valor del test, (véase (6)). A la
vista de la figura 1, se puede conjeturar que,

lim P(C 0)——

N—o

(42)

NEREIS 3 [Marzo 2011], 53-59, ISSN: 1888-8550

lo que resulta aceptable, ya que para toda distribucién simétrica
respecto a C = 0, se cumple que,

Fin(C= 0)—*

Como la distribucién de Fes normal (asintéticamente), es simétrica,
y por tanto,

. 1
klﬂF(C=0)=5.

FiC)
- N=100 1.0} " —a—a——§
=
¥ -
S /!‘"
—a— N=300 _I.-’ s
ki
}
« N=1000 {{
,i”
-f i
_,-r" oy
- ry
s o pomw L o
-1.0 -0.3 0.5 1.0

Figura 2. Funcién de distribucién de #(C), para N = 100, 500,
1000, =4y o =n—1.

Como segun (36),

}/121 P(C < 0) 0,
podemos concluir (42). En la figura 2, se muestra el comportamiento
de la funcién distribucién F(C) con IV en un entorno de C = 0. Se
puede observar cémo, cuando /V va creciendo, F(C) se va asemejando
a una funcién de Heaviside.

PYES

it ra———

050F
045 F \b‘."'\.\ + =2
I o T —

Tetg,
g
L ' L Rabots . " ¥ N
200 400 600 2300 1000

Figura 3. Representacién gréﬁca de P(N ,(x),
para a = 2,9, 3, 3,1, tomando 7 = 4.

En la figura 3, se muestra 'P(N ,OL), para distintos valores de o.
Se puede observar que una pequefa variacién del pardmetro o con
respecto al valor de 7 — 1 hace que la probabilidad asintéticaen C =

b



58

J. L. Gonzdlez et al.

0 diverja del valor 1/2. Esto quiere decir que el pardmetro o que hace
que la distribucién F sea asintéticamente simétrica, es el que elimina la
sobrenota por acierto al azar.

Evaluacién del modelo exacto

En esta seccién se evala en qué medida la aproximaciéon a
la normal es una buena aproximacién cuando N toma valores
grandes. En la figura 4 se ha obtenido el ajuste de la distribucion
de probabilidad de la variable C a una curva gaussiana, tomando
N =100, n = 4, C. =10y a=n— 1. Nétese que la calificaciéon
minima en un examen consiste en tener todas las respuestas incorrectas,
es decir,

Cmin == Cmﬂx = 79
3 3

En esta misma figura 4 se observa que el ajuste es mucho mejor para
calificaciones positivas que negativas, existiendo una cierta asimetria en
la distribucién de los puntos del cdlculo exacto.

logl f1CN)
L C
2 essesretiteteen,, 2 4 ] H 10
e u,q“‘“‘
~ e,
.,
"\Q‘Q’
e,
-0l o
e,
\3\
A
Mo
-0t Y
e
%
%
S
,
AN
.\
-
_1s0 ) N

Figura 4. Ajuste de log[AC)] a una pardbola ax* + b.

Considerando que la gaussiana de ajuste viene dada por la funcion,

1 c’
(C)= ex =exp(aC*+b), (43)
10| g ootec o)

fi
tenemos que,

a=—1,46959,

~—5,72123.

Para cuantificar la bondad del ajuste, el coeficiente de determinacién
R es,

R ~0,988722.

que puede ser considerado como un valor excelente.

La desviacién tipica o, segiin (10), es,

2
o =— S 057735,

NETCE)

y segun el ajuste seria realizado a los datos del cdlculo exacto,

6, =—— ~0.583294,

b
N2a
que otra vez debe ser considerado como muy bueno.

Tomando un nivel de confianza ¢ = 95%, segtin (15), el pardmetro
k resulta ser,

k=~/2erf ™ (0.95)~1.95996.
Por tanto, el intervalo de confianza al 95% vendria dado por,

(= ko, ko) = (= 1,13159, 1,13159).  (44)

Segtin el cdlculo exacto (29), la probabilidad de que la calificacién
C esté en el intervalo de confianza (44) resulta ser ligeramente mayor

que 0,95,

P(~kot < C < ko)~ 0.96982 > 0.95.

Para evaluar en qué medida el intervalo de confianza asintdtico se
ajusta al real, podemos definir la siguiente tasa 7, entre la probabilidad
asintdtica que ofrece el teorema central del limite (14), y la probabilidad
exacta en dicho intervalo (29),

_ Pu(Cfsha) q
" P(Cka<C<ka) P(—ka<C<kat)

En la figura 5 se ha representado la gréfica de la tasa 7 en funcién de
g, tomando N = 100. Se puede observar que como 7 < 1, el intervalo
(—ko., ko), determinado con el enfoque aproximado, estd ligeramente
sobrestimado.

r
1.000 |

e g
ey
0.005 A
A /" A
s
VY
0880 A/
s’
NV
A/
peesl y /”[//
s i
’_r l’/
Fa r/.llf-;’
0.280 | /l e
r rd
y
/
¥ 1 1 1 1 1 1 P I 1 P I 1 q
0.95 0.97 0.9% 0.9% 1.00

Figura 5. Grfica de la tasa 7 en funcién del nivel de confianza g,
tomando V=100, z=4yo =7n- 1.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se ha abordado el problema de la puntuacién en un
examen tipo test multi-respuesta, de tal modo que se elimine la posible
sobrenota por el acierto al azar en las respuestas. Con un modelo
simplificado se concluye que si cada pregunta correcta vale 1 punto
hay que descontar 1/(n — 1) puntos por cada pregunta incorrecta (7,
ntmero de opciones por pregunta), para compensar el posible intento
de responder al azar las preguntas que no se saben. Este enfoque
simplificado no permite plantear el problema con la posibilidad de
dejar preguntas en blanco.

Se aborda también el cdlculo exacto de la probabilidad de sacar una
determinada calificacién en un test, suponiendo que todas las maneras
de contestarlo son equiprobables. Se ha comprobado que este cdlculo
exacto coincide con lo predicho por el teorema central del limite, cuando
N — oo, siendo N el nimero de preguntas del examen. Ademds, lo que
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descuenta cada pregunta incorrecta, segiin el enfoque simplificado, es
lo que permite que la distribucién exacta de la calificacién obtenida
al azar sea simétrica cuando N — 0. Por tltimo, se comprueba que
los intervalos de confianza en torno a la calificacién mds probable,
rellenando el examen al azar, estdn ligeramente sobreestimados, cuando
se usa para su obtencién el teorema central del limite.
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