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Hvorfor OLS er den bedste estimator

- Gauss-Markov-teoremet og forudsetninger for OLS

Benjamin FEgerod

22 februar 2016

Indledning — Antagelser er til for at blive brudt

“Alle statistiske modeller er forkerte — men nogle er brugbare” er en almindelige talemade blandt folk, der arbejder
med statistik'. Vi har igennem nogle uger arbejdet med OLS-estimatoren, som netop antager, at man kan beskrive
virkeligheden med en meget simpel statistisk model. For at OLS skal kunne fungere, skal man derfor veere villig til

at ggre sig fem antagelser om, hvordan virkeligheden ser ud:

1
2

) Data kommer fra en tilfeeldigt udvalgt stikpreve.
)

3) Der er ingen perfekt korrelation mellem ens uatheengig variable.
)
)

Sammenhaengen, man vil undersgge, er lineser.

4
)

De uafhaengige variable er eksogene.

Fejlledet er homoskedastisk.

Antagelserne vil — som talemaden siger — aldrig veere opfyldt perfekt. Alligevel vil resultater fra OLS i langt
de fleste tilfzelde stadig forteelle os noget om virkeligheden, der ggr os klogere substantielt set. At OLS er den
mest udbredte teknik til at estimere sammenhangen mellem variable pa skyldes langt hen ad vejen nogle utroligt
brugbare egenskaber ved disse fem antagelser. For det fgrste er antagelserne ofte ikke specielt urealistiske — og i
situationer, hvor de ikke holder, kan man typisk handtere det. For det andet har det vist sig, at hvis antagelserne
tilneermelsesvist er opfyldt, vil det vaere umuligt at finde pa en bedre estimator. Det er netop, hvad det sakaldte

Gauss-Markov-teorem siger — og emnet for det her undervisningsnotat.

I et senere afsnit vil jeg behandle antagelserne og herunder komme med en mere uddybende beskrivelse af, hvad
de betyder. Det er vigtigt, at bemserke, at det ikke er preecis de samme antagelser, som vi er blevet praesenteret
for i Agresti & Finlay (2014)?. Gauss-Markov-teoremet er dog den klassiske made at introducere OLS pa. P&
den made skal dette notat ses som et supplement til Agresti & Finlay (2014). Formaélet er ikke bare at leere at
diagnosticere brud pa antagelserne bag OLS, men ogsa at ssette dem ind i en bredere forstaelsesmaessig ramme.
Desuden giver notatet et statistisk framework, hvori vi kan forankre en lang raekke af de koncepter, som vi mgder i
kursuslitteraturen pa Metode 2 — f.eks. eksogenitet og kausalitet (King, Keohane & Verba 1994; Dunning 2008) og
ngdvendigheden af variation pa de uafhaengige variable (Gerring 2004).

Hvad det betyder, at OLS er ‘bedst’, er indtil videre rimelig uklart. Derfor vil jeg i naeste afsnit kort skitsere
Gauss-Markov-teoremet og relatere det til, hvordan vi bedgmmer estimatorer i forhold til hinanden. Jeg bruger lidt

tid pa at diskutere kriterierne for at udpege den mest optimale estimator i en given situation. Dernsest behandler

IDet kommer fra et citat af den Dbritiske statistiker George Box og har sin helt egen Wikipediaside:
https://en.wikipedia.org/wiki/All__models_are_wrong, som indeholder nogle precise og letfordgjelige Box-udsagn
2De udelader antagelse 3 og 4 og tilfgjer en antagelse om normalfordelte residualer, som vi kommer ind pa siden hen



jeg Gauss-Markov-antagelserne hver for sig. Jeg vil seerligt fokusere pa, hvilke konsekvenser brud pa den enkelte
antagelse har. Jeg vil lgbende relatere det til nogle koncepter, vi har leert pa Metode 1. I konklusionen papeger jeg
vigtigheden af at kombinere evnerne til at stille en praktisk diagnose med substantiel forstaelse for ens data og den

teoretiske baggrund for OLS.

Udover at veere et supplement til kursuslitteraturen skal noten ogsa spille sammen med forelaesningerne. Bl.a. for
at gore laesebyrden sa lille som muligt vil illustrationerne i det her notat veere rimelig abstrakte. Jeg vil komme

med mere virkelighedsnaere eksempler pa forelsesningerne.

Gauss-Markov-satningen

P& Metode 1 brugte vi bl.a. meget tid pa at vurdere, hvilken statistisk estimator, der var den korrekte, til at besvare
et givent sporgsmal. Tenk bare pa alle de overvejelser, der var i spil, ndr man vurderede, om man skulle bruge
en t-test, pearsons r eller sagar en gamma. Og listen stopper ikke ved de estimatorer, vi leerte pa Metode 1 — der
findes bogstaveligt talt tusindvis af teknikker til at estimere sammenhzenge mellem variable. Her pa kurset bruger
vi OLS i langt de fleste tilfeelde. Og det er et generelt mgnster — uagtet hvilket felt man bedriver sin forskning pa,
er OLS klart den mest anvendte estimator, nar man laver multivariate statistiske analyse. Men nar der findes sa
mange udmeerkede estimatorer, hvordan er det sa sket, at OLS har faet en sa fremherskende position, som den har?

Det er ikke ren vane, og her kommer Gauss-Markov-teoremet® ind i billedet.

Teoremet siger i korte traek, at sa leenge de fem sakaldte Gauss-Markov-antagelser er opfyldt, sa vil OLS veaere den
Bedste Linezere Unbiased Estimator (vi siger, at den er BLUE). Det betyder, at ud af alle de mader, som vi kunne
udregne en sammenhaeng mellem to eller flere variable pé, s er OLS mindst lige sa god som den naestbedste — hvis
de fem antagelser er opfyldt. Det er et utroligt steerkt resultat. Det betyder, at vi i langt de fleste tilfzelde kan
tage OLS som vores udgangspunkt, undersgge om antagelserne i rimelig grad er opfyldt og finde mader at handtere
eventuelle brud pa. Nogle gange vil man bruge andre estimatorer, men pa Metode 2 fokuserer vi typisk pa, hvordan
vi kan ‘rette op’ pa brudene pa antagelserne (undtagelsen er ved bingere afheengige variable, som vi behandler senere

pa kurset).

Bias og efficiens

Nar man veelger, hvilken estimator man skal bruge, ggr man det typisk ud fra begreberne bias og efficiens. Begge
dele er koncepter, som vi (mere eller mindre indirekte) er stedt pa i lgbet af Metode 1. Bias er ofte det veesentligste
kriterie, vi arbejder ud fra. Hvis man siger, at en estimator er unbiased, s& betyder det, at gennemsnittet af
dens stikprgvemalsfordeling er lig med gennemsnittet i populationen. P& Metode 1 sa vi f.eks. at vores bud pa
andelen af folk, der stemmer pa Dansk Folkeparti, pa tveers af mange stikprgver ikke vil ramme den faktiske andel
i populationen, hvis serlige typer af DF-vaelgere systematisk fravaelger at deltage i meningsmalinger — vi vil opleve

bias.

I figuren neden for giver jeg eksempler péa, hvordan en biased og en unbiased estimator kan se ud — forestil jer, at
vi bruger OLS-estimatoren. I venstreside er OLS unbiased — dens bud péd sammenhangen mellem to variable har
normalfordelt sig stort set preecist omkring populationens sande veerdi, som er illustreret ved den rgde linje. I hgjre

side er OLS biased — dens stikprgvemalsfordeling har et gennemsnit, der er mere negativt end det sande (som igen

3Det kreever lidt matematik at bevise Gauss-Markov-teoremet, og behandlingen her vil i vidt omfang bruge intuition i stedet for.
Matematikken er dog ikke vanvittigt kompliceret, s hvis det har interesse, kan jeg anbefale at kigge i f.eks. Wooldridge (2013)



er den rgde linje). Som vi senere skal se, vil OLS veere biased, hvis de fire forste Gauss-Markov-antagelser ikke er

opfyldt.

En unbiased estimator En biased estimator
1
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Det er ofte oplagt at bruge unbiasedness som sit fgrste kriterie, nar man skal veelge, hvilken estimator, der er den
mest passende. Det giver mening at have som grundleeggende betingelse, at estimatoren i hvert fald i gennemsnit
skal ramme rigtigt. Men det er ikke nok — for hver problemstilling vil der eksistere en lang raekke estimatorer, der
er unbiased. Derfor bruger vi efficiens, som det andet kriterium. Det drejer sig om estimatorens praecision — jo mere
spredning, der er i stikprgvemaélsfordelingen omkring dets gennemsnit, desto mindre efficient vil den veere (og desto
storre vil standardfejlen veere). Det er derfor ikke nok at man i gennemsnit rammer rigtigt — for at en estimator
skal vaere ‘den bedste’ skal man kunne forvente, at den over gentagne malinger vil give resultater, der ligger stabilt
og teet samlet omkring dette gennemsnit. Det er preecis hvad Gauss-Markov-teoremet siger, at OLS vil ggre — hvis
antagelserne er opfyldt — den vil bade ramme rigtigt i gennemsnit og veere mindst lige s& praecis som enhver taenkelig

alternativ estimator.

I grafen neden for har jeg illustreret dette med to stikprgvemalsfordelinger over simuleret data — den rgde fordeling
er gamma-koefficienten (som vi mgdte pd Metode 1), mens den sorte er OLS. Her antager vi, at Gauss-Markov-
antagelserne er opfyldt. Som det fremgér, rammer begge estimatorer i gennemsnit den sande vaerdi og er derfor
unbiased. Men OLS’ stikprgvemalsfordeling er langt mere koncentreret omkring gennemsnittet, og man kan derfor

forvente langt mere praecise resultater. OLS er siledes i dette tilfeelde en bedre estimator end gamma.
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Forudsaetninger for OLS regression

Indtil nu har jeg kun behandlet antagelserne, der ligger til grund for OLS, overfladisk. I dette afsnit vil jeg uddybe,
hvad antagelserne betyder, og hvilke konsekvenser brud pa dem har for vores resultater. Som neevnt tidligere er der
fem vaesentlige antagelser — 1. tilfzeldig udveelgelse, 2. linearitet, 3. ingen perfekt kollinearitet, 4. eksogenitet og 5.
homoskedasticitet. Dertil kommer antagelsen om normalfordelte fejlled. Den bliver ofte anset som mindre vigtig,
idet den ikke er ngdvendig, nar man har tilstraekkeligt mange observationer. Antagelserne har forskellig betydning

for OLS’ bias og efficiens, som jeg nu vil gennemga.

Tilfeldig udvaelgelse

Er en antagelse, som vi ogsa har gjort os med alle de estimatorer, vi mgdte pa Metode 1. Nar man arbejder
med stikprgvedata er den ngdvendig at ggre sig’: hvis man arbejder med en udveelgelsesmetode, der ikke er
sandsynlighedsbaseret, vil man ikke kunne opna repraesentativ data, og ens estimater vil i gennemsnit ramme en
forkert veerdi. Konsekvensen er derved, at OLS-estimatoren bliver biased. Det er vigtigt, at man husker pa, at
frafald i ens undersggelse vil vaere et brud pa denne antagelse, hvis det ikke sker tilfzeldigt — hvis man f.eks. arbejder
med veelgeradfeerd og en seerlig type DF-veelgere falder fra, eller hvis man i et landestudie systematisk mangler data

fra fattige lande, vil det give bias i ens resultater.

4Antagelsen indtager en noget anderledes betydning, ndr man har data pa hele populationen, som kan vere tilfaeldet, nar man
arbejder med registerdata, se f.eks. Thomsen (1997)



Linearitet

Linearitetsforudseetningen drejer sig specifikt om den form, som sammenhengen mellem den afhsengige variabel og
de uafhaengige antager. En lineser sammenhang er en, hvor den afhaengige variabel vil sendre sig med den samme
konstante veerdi, nar vi szendrer den uafhaengige variabel. Det sker uanset, hvilken veerdi variablene oprindeligt
havde®. Et klassisk eksempel pa en ikke-lineser sammenhaeng er den, man finder mellem individers indkomst og
alder — i takt med at man bliver sldre, vil man typisk opleve en gget indkomst. Dette geelder, indtil man forlader
arbejdsmarkedet og gar pa pension, hvorefter ens indkomst vil falde. I figuren neden for har jeg illustreret en sadan
kurvelineser ssmmenhaeng, der skifter fortegn. Se Agresti & Finlay (2014) for yderligere behandling af ikke-linearitet

— bl.a. af eksponentielle sammenhaenge, transformation af variable og tolkning.

Eksempel pa en ikke-lineaer sammenhaeng
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Det er vigtigt at holde sig for gje, at et brud pa denne antagelse vil medfgre bias — vores estimater vil ikke i
gennemsnit ramme den sande sammenhseng. Men det er ogsa relevant at papege, at resultaterne ikke vil veere lige
darlige for alle veerdier af variablene — som det fremgar vil regressionslinjen ramme tendensen i data relativt godt
for veerdierne teet pd gennemsnittet af den afheengige og uatheengige variabel (i punktet (Z, %), som er vist med de
rode linjer). Omvendt giver regressionslinjen et meget darligt bud pa tendensen i data, ndr man bevaeger sig vack

fra gennemsnittene af de to variable.

5Man kalder det ofte antagelsen om linearitet i parametrene netop, fordi det drejer sig om sammenhzengen mellem to variable og
ikke variablene selv.



Ingen perfekt kollinearitet

Antagelsen omhandler forholdet mellem vores uathsengige variable. Neermere bestemt betyder antagelsen, at ingen
uafthaengig variabel ma veere perfekt korreleret med de andre uatheengige variable. Hvis en uafthesengig variabel kan
forudsiges perfekt af en anden eller en kombination af andre uafhaengige variable, sa kan modellen simpelthen ikke
estimeres. Hvis dette sker, kan det nemt genkendes — Stata undlader at estimere koefficient og standardfejl for en
eller flere variable. Stgder man ind i det problem, bgr man omspecificere sin model ved at fjerne variable. Det
er vigtigt at veere opmeaerksom pé, at man ikke risikerer spurigsitet, nar man fjerner en variabel, der er perfekt
forudsagt af andre variable — al variation, som den ville kunne forklare i vores afhsengige variabel, bliver allerede
forklaret af de andre variable. Man oplever en szerlig form for perfekt kollinearitet, hvis man ikke har noget variation
i sin uafheengige variabel — det vil ogsa medfgre, at modellen ikke kan estimeres. Igen oplever vi, at variation i

vores uafhaengige variabel — Gerring (2004) papeger — er ngdvendig, hvis vi skal have nogen resultater.

Der er en subtil forskel mellem perfekt kollinearitet og multikollinearitet, hvor det sidste er det Agresti & Finlay
(2014) behandler. Multikollinearitet er situationer, hvor ens uaftheengige variable er korrelerede uden at veere det
fuldsteendig. Multikollinearitet ggr standardfejlene stgrre, og OLS bliver derved mindre efficient, end den ellers
ville have vaeret. Det er dog vigtigt at holde sig for gje, at fraveer af multikollinearitet ikke er en af Gauss-Markov-
antagelserne, og OLS vil stadig veere BLUE, selvom vores uafhsengige variable er korrelerede. Det er ogsa vigtigt,
at man er bevidst om, at multikollinearitet ikke som sddan er et statistisk problem — OLS’ standardfejl er ikke
forkerte, nar de uatheengige variable er korrelerede. Det er ogsé, hvad der ggr multikollinearitet til et feenomen, der
ofte kan veere ret sveert at handtere: det ggr vores estimater mere upraecise, men sa leenge variablen ogsa korrelerer
med den atheengige variabel, vil det give bias i parameterestimatet at fjerne den (se nseste afsnit), og det er saledes

en ngdvendig mangel pa praecision.

Eksogenitet

Som vi tidligere har veeret inde pa, kan man skrive en OLS-model pa fglgende made:

Yi = Bo + Prx1 + Boxa + ... + BrTr + €

Hvor x1 til zy er et antal uafheengige variable, og 3, til B er korrelationen mellem hver af vores uafheengige variable
og y. By er konstanten og € er et fejlled. Husk pa, at fejlledet repraesenterer alle teenkelige variable, der pavirker
vores afhsengige variabel, men som vi ikke har taget med i regressionsmodellen. Det betyder ogsa, at fejlledet er
fundamentalt uobserverbart — hver del, som vi gnsker at observere af €, skal operationaliseres som en variabel, der
kan inddrages i vores analyse, og derved er det ikke leengere en del af fejlledet. Desuden er der sd mange faktorer,
som pavirker enhver given afheengig variabel, og s& meget tilfeeldighed, at det aldrig vil veere muligt for os at

indfange alt det, der vil veere en del af fejlledet.

Antagelsen om eksogenitet er overtradt, nar mindst én uafheengig variabel er korreleret med noget, der er i vores

fejlled. Det siger man typisk kan ske pa tre mader:

(relevante) udeladte variable

Alle variable, som er korrelerede med den afhsengige, men ikke indgar i regressionsmodellen, vil vaere en del af
fejlledet. Hvis de udeladte variable er korrelerede med de uafhaengige variable, som vi har i vores regressionsmodel,
vil det medfgre endogenitetsbias. Udeladte variable kan undertiden medfgre spurigsitet — at korrelationen mellem

to variable forsvinder, nar man tager hgjde for en tredje variabel, som hidtil ikke har veeret inkluderet. Det er heller



ikke unormalt, at man finder undertrykte sammenhange, hvor to variable, der oprindeligt ikke var korrelerede, blev

det efter, at man tog hgjde for en tredje variabel. Det er noget, som vi har beskeaeftiget os med tidligere.

Hvis man synes, at det er rimeligt at antage, at en udeladt variabel kun er korreleret med én af de uafhsengige
variable, som allerede er specificeret, kan man forudsige, hvilken retning bias vil have. I tabellen neden for er x;
den allerede specificerede uafhengige variabel, mens x5 er den udeladte variabel. (35 er korrelationen mellem den

udeladte variabel og den afhaengige variabel.

Table 1: Bias ved udeladte variable (Wooldridge, 2013: 86).

corr(xy,x2)>0  corr(zy,x2)<0

B2 >0 Bias opad Bias nedad
B2 < 0 Bias nedad Bias opad

Som det fremgdar, vil bias vaere opad (OLS-koefficienten vil veere stgrre end den virkelige sammenheeng), hvis
den udeladte variabel er positivt korreleret med den afhsengige variabel (83 > 0) samtidig med, at den er positivt
korreleret med den uathaengige variabel, som allerede er specificeret (corr(xy, z2)>0). Omvendt vil OLS-koefficienten
veere under den sande sammenhang, hvis den udeladte variabel er negativt korreleret med den atheengige og positivt
korreleret med den uafthaengige variabel. Bias vil ogsa vaere negativ, hvis den udeladte variabel er positivt korreleret
med den afhaengige og negativt korreleret med den uafhaengige variabel. Sidst vil bias i OLS-koeflicienten veere

opad, hvis den udeladte variabel er negativt korreleret med bade den afhsengige og den uathesengige variabel.

Det betyder, at vi helt overordnet kan sige, at OLS-estimatet vil vaere lavere end den sande sammenhaeng, hvis
korrelationerne mellem 1) den udeladte og afthsengige variabel og 2) den udeladte og den uafhaengige variabel har
modsat fortegn. Bias vil derimod vzere opad, hvis de har samme fortegn. Stgrrelsen pa bias athsenger af, hvor

steerkt korreleret den udeladte variabel er med bade den afhsengige og den uafhaengige variabel.

Det er vigtigt at veere opmeerksom pa, at en udeladt variabel kun medfgrer bias, hvis den bade korrelerer med den
afhezengige og den uathzengige variabel. Det er, hvad der menes med, at den udeladte variabel skal veere relevant,
fgr det giver bias. Hvis det udeladte kun korrelerer med de uafhsengige variable, vil det medfgre en ungdvendig
multikollinearitet. Hvis det omvendt kun korrelerer med den afhsengige variabel, kan det derimod give mening at
inddrage, selvom en udeladelse ikke ville give bias, fordi det vil mindske det uforklarede element i vores afhsengige

variabel og derved give mindre standardfejl.

Er den udeladte variabel korreleret med flere af de uafhsengige variable, bliver det hurtigt meget svaert at forudsige,
hvordan bias vil se ud. Men det er stadig vigtigt, at man ggr sig overvejelser om, hvordan bias ville se ud under

forskellige antagelser — det er trods alt ofte de bedste bud, vi har.

Omvendt kausalitet

Hvis den afhaengige variabel har en selvsteendig pavirkning pa en eller flere af de uafhesengige variable, vil det ogsa
medfgre bias. Den omvendte kausalitet vil betyde, at vi ikke kun opfanger effekten, af den uafhesengige variabel —
som faktisk er den, som vi forsgger at estimere. Vores OLS-estimater vil ogsé indeholde den athesengige variabels
feedbackeffekt. I nogle metodetekster kalder man omvendt kausalitet for endogenitet. Det er dog standarden i dag,
at brud pa de tre kriterier, som gennemgas her (dvs. udeladte variable, omvendt kausalitet og maélefejl), alle vil
medfgre endogenitet. Omvendt kausalitet (eller simultanitet som det ofte kaldes) er saledes kun én af mange kilder

til endogenitetsbias.



Malefejl

Den sidste ting, som man normalt siger kan medfgre endogenitet, er mélefejl. Man skelner mellem systematiske
og tilfeeldige fejl. Afheengig af, hvilken type fejl man har at ggre med, og om maélefejlen er i den afhsengige
eller uafhaengige variabel, vil det have forskellige konsekvenser, hvad angar bias og inefficiens i OLS, som bliver
behandlet langt mere udtgmmende i King, Keohane & Verba (1994)°. Sondringen mellem de to typer af malefejl

er neert beslaegtet med malingsvaliditet og reliabilitet, som vi tidligere har diskuteret.

Det er meget vigtigt, at man holder sig for gje, at antagelsen om eksogenitet ikke kan testes. Derimod bgr man
gore sig konkrete teoretiske overvejelser om, 1) hvilke relevante variable, man udelader, 2) om der kan veere tale om

omvendt kausalitet, og 3) om man kan risikere, at malingen af ens variable er beheeftet med fejl.

Homoskedasticitet

Den sidste af Gauss-Markov-antagelserne handler om ens varians (homoskedasticitet) — uanset den uafheengige
variabels veerdi, skal OLS-estimaterne have samme preecision. Er det ikke tilfeeldet, er der uens varians (het-
eroskedasticitet), hvilket medfgrer inefficiens. Derfor er OLS ikke leengere den bedste estimator, som vi kan finde

pé, hvis der er heteroskedasticitet. Desuden vil standardfejlene blive forkert estimerede.

Normalt bruger man residualerne til at diagnosticere heteroskedasticitet. Ligger de lige langt fra regressionslinjen
uanset den uafhaengige variabels veerdi, tyder det pa ens varians. Er der omvendt tydelige forskelle pa, hvordan
residualerne falder athsengig af veerdien pa de uathaengige variable, tyder det pa, at antagelsen er overtradt. Agresti
& Finlay (2014) kommer naermere ind pa, hvordan man tester det. Figuren neden for viser, hvordan ens og uens

varians kunne se ud.

Pa Metode 2 plejer vi normalt at handtere heteroskedasticitet ved at bruge Whites robuste standardfejl, som
korrigerer de konventionelle OLS-standardfejl saledes, at de kan forventes at estimere den sande standardfejl, selvom

antagelsen om homoskedasticitet ikke er opfyldt.

SGenerelt giver de en enormt god behandling af alle tre kilder til endogenitet og mulige lgsninger pa problemerne
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Alle grafer i figuren oven for er standardeksempler pa heteroskedasticitet. I grafen gverst til venstre starter resid-
ualet med at ligge langt fra linjen, hvorefter det begynder at ligge naermere linjen i takt med at x stiger. Pa et
tidspunkt vender mgnstret igen, og for de hgje veerdier af den uathaengige variabel, ligger residualerne igen langt fra
regressionslinjen. I grafen gverst til hgjre ligger residualerne derimod teet pé regressionslinjen for de lave vaerdier af
den uafheengige variabel. I takt med at x stiger, begynder residualet at ligge fjernere fra regressionslinjen igen. Men
til sidst vender mgnsteret igen, og for de hgjeste veerdier af x, ligger residualerne igen taet pa linjen. I den nederste
graf ligger residualerne meget taet pa linjen til at begynde med, men i takt med, at den uafhsengige variabel stiger

i veerdi, sd begynder residualerne at falde laengere og laengere fra regressionslinjen.

Graferne viser en central pointe: uens varians betyder, at vores model har forskellige grader af praecision athaengig
af veerdien pa x. I det nederste plot er vores model f.eks. utroligt preecis for de lave veerdier af x. Tilgengzeld
begynder mange andre ting at f& betydning for vores afhsengige variabel, nar x stiger. Vores uafhsengige variabel
tilbyder med andre ord ikke en neer sa steerk forklaring pa den athsengige variabel, nar den indtager store veerdier.
Derfor er heteroskedasticitet ogsa et interessant aspekt ved vores data, og ikke et irritationsmoment, som bare skal

overkomines.

Konsekvensen, som heteroskedasticitet har for vores standardfejl, vil atheenge af ens data. Som tommelfingerregel
kan man dog sige, at de almindelige OLS-standardfejl overvurderer usikkerheden, hvis residualerne ligger taet pa
regressionslinjen, nar man har at ggre med x- vaerdier, der ligger langt fra x’s gennemsnit. I dette tilfselde er OLS’
standardfejl stgrre end de robuste, og det bliver svaerere at fa statistisk signifikante resultater, selvom der faktisk
er en sammenhaeng mellem de variable, vi undersgger. Det er tilfzeldet i grafen gverst til hgjre. Residualerne falder
meget teet pa regressionslinjen for henholdvis hgje og lave veerdier af x — netop de veerdier, der ligger langt fra

variablens gennemsnit (den rgde stiplede linje).

Omvendt undervurderer OLS den faktiske usikkerhed, nar residualet ligger teet pa regressionslinjen, nar vi befinder
os omkring den uafhsengige variabels gennemsnit. Dvs. at OLS-standardfejlen i dette tilfselde er mindre end de
robuste standardfejl, og vi vil have lettere ved at fa statistisk signifikante resultater, selvom der faktisk ikke er en
sammenhaeng mellem vores variable. Det er tilfeeldet i den forste graf — som det fremgar, er spredningen i residualet

her meget lav ved den rgde stiplede linje, der er x’s gennemsnit.

I den nederste graf er det sveert at forudsige heteroskedasticitetens betydning for OLS-standardfejlene — for hgje
veerdier af x, er der hgj varians og omvendt for de lave veerdier af x. Et godt rad i sddan en situation er at

sammenligne de konventionelle og robuste standardfejl.

Som naevnt bruger vi typisk robuste standardfejl som lgsning pa heteroskedasticitetsproblemer. Der er dog to
vaesentlige ting at bemaerke omkring dem. For det fgrste skal der en vis maengde af data til, fgr robuste standardfejl
i gennemsnit giver det rigtige bud pa usikkerheden i vores resultater. Dvs. at ved smé stikprgver, kan de robuste
standardfejl vaere mindst lige s& forkerte som OLS’ konventionelle standardfejl. Det er sveert at give en praecis
tommelfingerregel for, hvorndr man har data nok til at bruge Whites robuste standardfejl, men det har vist sig,
at de allerede fra N ~ 50 klarer sig godt ved lav til middel heteroskedasticitet — dog kraever det mindst 100-150

observationer, hvis heteroskedasticiteten er meget steerk (Cribari-Neto, 2004).

Typisk er det en god ide at sammenligne robuste og konventionelle standardfejl. Hvis forskellige standardfejl sendrer
ens resultater markant, kan det indikere, at der er andre af forudssetningerne for OLS, der er brudt (typisk vil det

handle om ikke-linearitet eller udeladte variable”). For det andet medfgrer robuste standardfejl kun, at vi kan fa

"Bl.a. derfor er det blevet foreslaet at bruge en sammenligning af konventionelle og robuste standardfejl som en generel test for brud
pd OLS-forudseetninger (King & Roberts, 2015). Bemaerk dog, at dette ikke er Metode 2-pensum.
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korrigeret problemerne med vores standardfejl — de ggr ikke, at OLS er BLUE. Derfor vil der eksistere mere efficiente

estimatorer, nar antagelsen om homoskedasticitet er brudt uanset, hvordan vi udregner standardfejlen.

Normalfordelte fejlled

Udover de fem Gauss-Markov-antagelser er det nogle gange ngdvendigt at supplere med en yderligere antagelse — om
at residualerne fglger en normalfordeling. Hvis residualerne er normalfordelte vil det medfgre, at OLS’ stikprgvemals-
fordeling ogsé vil veere det, og vi vil derfor kunne bruge t-statistikken og almindelige konfidensintervaller, nar vi skal
inferere resultaterne fra vores OLS-analyse. Figuren neden for illustrerer antagelsen. De rgde linjer viser tyngden og
spredningen pa data omkring regressionslinjen. Som vi kan se, er residualerne nogenlunde normalfordelte omkring
regressionslinjen i grafen til venstre. De er koncentrerede inde omkring selve linjen og tynder ud i takt med, at vi
bevaeger os vaek. De falder sdledes, at kurven er nogenlunde klokkeformet. I grafen til hgjre er der tale om en sakalt

uniform fordeling. Den er flad, og koncentrationen af residualer er den samme uanset, hvor langt man kommer fra

regressionslinjen.
En regression af y pa x En regression af y pa x
— med tilneermelsesvist normalfordelte residualer — med uniformt fordelte residualer

Det er dog vigtigt at holde sig for gje, at den sakaldt udvidede centrale grzenseveerdissetning geelder for OLS.
Det betyder, at hvis man har nok observationer i sit datasset vil OLS’ stikprgvemélsfordeling normalfordele sig
uanset residualernes fordeling. Ligesom det var tilfeeldet for de estimatorer, som vi mgdte pa Metode 1, er ‘nok’
observationer et vidt begreb. Afheengig af hvor meget residualernes fordeling adskiller sig fra normalfordelingen kan
N ~ 30 veere nok, men hvis afvigelsen er szerligt steerk, kan det kraeve veesentligt flere observationer, ligesom man kan
klare sig med feerre, hvis afvigelsen ikke er voldsom. Hvis residualerne er normalfordelte, siger man, at inferens ved

hjeelp af OLS er eksakt. Nar vi er ngdt til at forlade os pa at have nok observationer til, at stikprgvemalsfordelingen
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bliver normalfordelt, bedriver vi asymptotisk® inferens.

Selvom man har meget data, kan det dog stadig veere relevant at skele til residualernes fordeling. Hvis de er
normalfordelte, far OLS en endnu steerkere efficiensegenskab — den vil nu ikke bare veere den mest praecise af alle
linezere estimatorer, men ogsa blandt dem, som ikke antager, at sammenhaengen mellem vores variable er lineser
(Wooldridge 2013, 111). Man skal dog huske pa, at OLS stadig vil vaere biased, hvis vi overser substantielle

ikke-lineariteter.

Det er ikke sjezeldent, at folk forveksler antagelsen om residualernes fordeling med den om, residualerne har ens
varians uanset veerdierne pa vores uafhsengige variable — antagelsen om homoskedasticitet. Den vigtige forskel
pa de to antagelser er, at den empiriske regel vil galde, hvis man opfylder antagelsen om, at residualerne er
normalfordelte. Dvs. at 68 % af residualerne vil ligge inden for en standardafvigelse af regressionslinjen, mens 95
% vil ligge inden for 2 standardafvigelser og 99,7 % vil ligge inden for tre standardafvigelser. Det siger antagelsen
om homoskedasticitet ingenting om — den siger derimod, at der vil veere den samme standardafvigelse i residualerne
uanset den uafhesengige variabels veerdi. Figuren neden for illustrerer situationen, hvor residualerne er steerkt
heteroskedastiske, men samtidig folger en normalfordeling. Som det fremgar, er residualerne koncentrerede omkring
regressionslinjen for lave x-veerdier, men langt mere spredt ud i den hgje ende af skalaen. I begge tilfzelde er

residualerne dog ogsé rimelig normalfordelte omkring regressionslinjen.

Heteroskedastiske og rimelig normalfordelte residualer

10 -

X

8Né&r man snakker om, at noget er asymptotisk, betegner det en situation, hvor antallet af observationer gar mod uendeligt. P& den
made arbejdede vi ogsd med asymptotisk inferens pa Metode 1, hvor vi laerte, at stikprgvemaélsfordelingerne for de fleste af vores tests
normalfordelte sig, ndr N gik mod uendeligt.
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Andre spgrgsmal omkring OLS

Den afthaengige variabels maleniveau og tilstedeveerelsen af indflydelsesrige observationer samt outliers er yderligere
forhold, som er vaessentlige at forholde sig til, ndr man gennemfgrer analyser med OLS. Det er dog vigtigt at holde sig
for gje, at selvom begge dele kan indikere brud pa Gauss-Markov-antagelserne, sa er de ikke som sadan ngdvendige

for at etablere OLS som BLUE. Herunder behandler jeg begge spgrgsmalene kort.

Hvad med maleniveau?

Pa Metode 1 brugte vi meget tid pa at finde den rette estimator givet variablenes maleniveau. Et centralt resultat fra
Gauss-Markov-teoremet er dog, at OLS vil veere unbiased, si leenge man bare kan rangordne sin afheengige variabel”
— dvs. at sa leenge ens afhsengige variable ikke er nominelt skallerede, vil vi i gennemsnit fa gode resultater med
OLS. Dette betyder dog ikke, at den atheengige variabels maleniveau er irrelevant. Hvis den atheengige variabel er
binger, vil der altid opsta heteroskedasticitet i OLS, hvorfor vi typisk bruger logistisk regression — som vi behandler
senere i forlgbet — i disse tilfselde. Hvis den afheengige variabel er ordinal, kan det under tiden medfgre ikke-
normalfordelte fejlled og heteroskedasticitet. Det har dog vist sig, at det yderst sjeeldent vil veere tilfeeldet, hvis der
er mindst fire-fem kategorier i den athaengige variabel. Det er ogsa arsagen til, at vi paA Metode 1 blev introduceret
til tommelfingerreglen om, at en ordinalt skalleret variabel kan behandles som intervalskalleret, ndr den har mindst

fem kategorier.

Selvom OLS ikke ggr nogle direkte antagelser om variablenes maleniveau, kan det derfor alligevel have konsekvenser,
fordi variablenes skallering har indflydelse pa to af OLS-antagelserne. Men vi kan teste for, hvor voldsomme
bruddene pa antagelserne er og udbedre dem, hvis de er grelle. Dette gor OLS ekstremt fleksibel og betyder, at
estimatoren kan anvendes i mange tilfezelde, hvor den ikke i sneever forstand er korrekt at bruge (f.eks. nér vi har

binzere afhaengige variable).

Hvad med indflydelsesrige observationer?

Fordi OLS baserer sig pa at minimere de kvadrerede residualer i stedet for f.eks. de absolutte residualer, kan
outliers og sakaldt indflydelsesrige observationer fa indflydelse pa resultaterne. Overordnet set kan outliers defineres
som enkelte observationer, der ligger langt fra regressionslinjen — og derved har et stort residual. Indflydelsesrige
observationer er — som navnet antyder — observationer, der har stor selvstaendig indflydelse pa regressionslinjen —
det kan diagnosticeres ved at kigge pa residual, leverage og de siakaldte deletion diagnostics (se Agresti & Finlay,
2014: 452-453). Indflydelsesrige observationer er dem, man bgr bekymre sig mest om, eftersom det er dem, der
kan eendrer vores resultater markant. Outliers derimod skal neermere forstas som overraskende observationer, som

normalt ikke vil forandre vores resultater meget, medmindre de ogsa er indflydelsesrige.

Betydningen af en indflydelsesrig observation for OLS-resultaterne afhaenger i hgj grad af, hvorfor den givne obser-
vation adskiller sig sa markant fra den generelle tendens — og typisk kan man leere meget om sit data ved at inspicere
dem. En vigtig sondring i den forbindelse er mellem, hvad observationen betyder for henholdsvis stikprgven og OLS’
stikprgvemalsfordeling. Hvis der ikke er nogen seerlig arsag til, at den indflydelsesrige observation adskiller sig fra
resten af observationerne i ens datasaet udover, at det er en ussedvanelig observation, som er anderledes af ren og

skeer tilfzeldighed, vil det i udgangspunktet kun betyde noget for selve stikprgven. Den indflydelsesrige observation

9Faktisk er independent sample t-test, two sample test of proportion, ANOVA og Pearsons r alle sammen szrtilfselde af OLS
regression.
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vil i det tilfzelde ggre stikprgven mindre repraesentativ og medfere, at OLS-estimatet fra den pageeldende stikprgve
vil give et darligere bud pa den sande veerdi i populationen. Derved vil estimatet fra den enkelte stikprgve falde leen-
gere fra den sande veaerdi, end det ellers ville have veeret tilfaeldet — men gennemsnittet af stikprgvemalsfordelingen

vil veere usendret.

Seerligt hvis der er tale om mange indflydelsesrige observationer, kan det dog veere en indikation pa, at man har
udeladt en vaesentlig variabel eller, at sammenhzengen ikke er lineser. I det tilfzelde, vil OLS blive biased — ikke som
sddan fordi der er indflydelsesrige observationer, men fordi de er til stede pga. brud pa Gauss-Markov-antagelserne.
Efter man har identificeret sine indflydelsesrige observationer, er det derfor altid en god ide at overveje, om der
er noget sarligt ved dem. Har de noget til feelles, som kan indikere en udeladt variabel? Nar man inspicerer dem
grafisk, falder de sé i et mgnster, der kunne indikere, at en ikke-lineser transformation ville veere mere passende? Til
forelzesningen vil jeg komme med eksempler pa dette. Som generelt rad er det en god ide at kgre sine regressioner
bade med og uden indflydelsesrige observationer for pa den méde at se, hvad de betyder for ens resultater. Hvis

det ikke sendrer pa noget nsevneveaerdigt — eller maske endda forsteerker ens resultater — er det et godt tegn.

Konklusion

I dette undervisningsnotat har jeg redegjort for Gauss-Markov-teoremet og antagelserne bag det. Jeg har forklaret,
at hvis antagelserne er opfyldt, vil OLS vzere den blandt alle unbiased estimatorer, der har den laveste varians, og i
gennemsnit vil OLS derfor vaere den mest praecise. Vi har desuden set pa, hvilke konsekvenser for OLS-estimaterne

brud pa antagelserne vil have.

Forelaesningen og den resterende litteratur til undervisningen om OLS-forudssetninger vil behandle nzermere, hvor-
dan vi diagnosticerer brud pa de her antagelser. Det kan vaere kompliceret at stille den rigtige diagnose — men det
er normalt et spendende stykke arbejde, der ggr én vaesentligt klogere pa sin data. I lgbet af arbejdet med ens
diagnose vil det vaere ngdvendigt at komme med gode substantielle forklaringer pa, hvorfor ens data ser ud som det
gor — hvorfor er residualet hgjere i den ene ende af skalaen? Hvorfor har fa specifikke observationer stor indflydelse
pa ens resultater? I den forbindelse er det centralt, at man har en god og dyb forstaelse for, hvad antagelserne

betyder — og det er, hvad jeg forsgger at bidrage med i notatet.

14



Litteratur

Agresti, Alan & Barbara Finlay (2014): Statistical Methods for the Social Sciences, 4'" ed. London: Pearson

Education.

Cribari-Neto, Francisco (2004): “Asymptotic inference under heteroskedasticity of unknown form”. I: Computational
Statistics and Data Analysis, 45, s. 215-233.

Dunning, Thad (2008): “Improving Quasal Inference: Strengths and Limitations of Natural Experiments”. I:
Political Research Quarterly, vol. 61 (2), s. 282-293.

Gerring, John (2004): “What Is a Case Study and What Is It Good for?”. I: American Political Science Review,
vol. 98(2), s. 341-354.

King, Gary; Robert Keohane & Sidney Verba (1994): Designing Social Inquiry — Scientific Inference in Qualitative

Research. Princeton: Princeton University Press.

King, Gary & Margaret Roberts (2015): “How Robust Standard Errors Expose Methodological Problems They Do
Not Fix, and What to Do About It”. I: Political Analysis, 23, s. 159-179.

Thomsen, Sgren Risbjerg (1997): Om anvendelse af signifikanstest i ikke-stikprove situationer, Undervisningsotat
fra Institut for Statskundskab ved Aarhus Universitet.

Wooldridge, Jeffrey (2013): Introductory Econometrics — A Modern Approach. 5" ed. Delhi: Cengage Learning.

15



	Indledning – Antagelser er til for at blive brudt
	Gauss-Markov-sætningen
	Bias og efficiens

	Forudsætninger for OLS regression
	Tilfældig udvælgelse
	Linearitet
	Ingen perfekt kollinearitet
	Eksogenitet
	Homoskedasticitet
	Normalfordelte fejlled

	Andre spørgsmål omkring OLS
	Hvad med måleniveau?
	Hvad med indflydelsesrige observationer?

	Konklusion
	Litteratur

