FORMALIZACION DE FUNDACIONES DE LA MATEMATICA Y
COMPILADORES CORRECTOS POR CONSTRUCCION

EMMANUEL GUNTHER
DIRECTOR: DR. MIGUEL M. PAGANO

En cumplimiento de los requisitos para adquirir el grado
de Doctor en Ciencias de la Computaciéon

Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica y Computacién
Universidad Nacional de Cérdoba



Formalizacién de Fundaciones de la Matematica y Compiladores
Correctos por Construccion por Emmanuel Gunther se distribuye ba-
jo una Licencia Creative Commons Atribucién-NoComercial-Compartirlgual
4.0 Internacional


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

All human activity is prompted by desire. There is a wholly
fallacious theory advanced by some earnest moralists to the effect
that it is possible to resist desire in the interests of duty and
moral principle. (Bertrand Russell)






RESUMEN

El desarrollo de las teorfas fundacionales de la Matematica apare-
cidas en el siglo XX ha dado lugar a numerosos avances cientificos
en logica y en ciencias de la computacion. La teoria de conjuntos pro-
puesta inicialmente por Georg Cantor a finales del siglo XIX y luego
axiomatizada por Zermelo y Fraenkel para evitar paradojas constitu-
ye una de las teorias fundacionales més estudiadas y aceptadas por
la comunidad cientifica. Paralelamente a ésta se desarrolld la teoria
de tipos a partir de las primeras propuestas realizadas por Bertrand
Russell, luego con el calculo lambda simplemente tipado de Alonzo
Church y mds adelante con Per Martin-Lof, entre otros. La teoria de
tipos abri6 el camino a una prolifica drea de estudio en ciencias de
la computacién: por un lado los lenguajes de programaciéon pueden
expresar propiedades de correccién en el tipado de los programas, y
por otro permiten escribir formalmente resultados matematicos que
pueden chequearse automéaticamente, lo que se conoce como formali-
zacion de matemitica.

En el transcurso de este doctorado hemos estudiado la teoria de
tipos y su aplicacién para desarrollar programas correctos por cons-
truccién, en particular compiladores. Mediante el uso de tipos depen-
dientes se puede especificar en el tipo de un compilador la propiedad
de correccién con respecto a las semdnticas de los lenguajes; presen-
tamos en la tesis una metodologia que muestra los alcances y limites
de esta propuesta. La teoria subyacente surge de considerar a los
lenguajes como &lgebras de términos de una signatura, lo cual nos
llevé a estudiar algebras heterogéneas y traducciones entre algebras
de distintas signaturas. El siguiente aporte de nuestro trabajo es la
formalizacién en el lenguaje Agda de una libreria con los principales
conceptos de dlgebra universal, incluyendo un sistema deductivo pa-
ra la légica de cuasi identidades y las nociones de morfismos entre
signaturas y algebras reducto asociadas a dichos morfismos.

Finalmente hemos estudiado uno de los problemas méas famosos en
teoria de conjuntos: la independencia de la hipétesis del continuo. La
misma afirma que con la axiomatizaciéon de Zermelo y Fraenkel (ZF)
no se puede probar ni refutar que existan conjuntos con cardinalidad
mayor estricta a la de los ntimeros naturales y menor estricta a la de
los ntiimeros reales. Este resultado fue obtenido gracias a los aportes
de Kurt Godel en 1940 (quien prob6 que la hipétesis del continuo
es consistente con ZF) y luego completado por Paul Cohen veinte
afios mds tarde, quien introdujo la técnica de forcing para probar que
la negacién de la hipétesis del continuo también es consistente con
ZF. El desarrollo matematico implicado en estos resultados conlleva



un interés particular para realizarlo formalmente en un asistente de
pruebas, y no existe hasta el momento una formalizacién completa.
Lawrence Paulson realiz6 una importante contribucién en el asistente
de pruebas Isabelle hasta obtener una prueba formal del resultado
de Godel. En la tltima parte de esta tesis, presentamos los primeros
pasos hacia una formalizacién de forcing tomando como punto de
partida el trabajo de Paulson. En particular, definimos la extension
genérica de modelos transitivos contables y probamos la validez de
algunos de los axiomas de ZF en ella.
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INTRODUCCION

1.1 FUNDACIONES DE LA MATEMATICA

La Matematica se ha estudiado a lo largo de la historia desde tiem-
pos remotos. Cientos de teorias han sido desarrolladas rigurosamente
con sus propias definiciones, postulados y teoremas, y han encon-
trado campos de aplicacion diversos. Entre finales del siglo XIX y
comienzos del siglo XX algunos matemadticos, 16gicos y filésofos se
embarcaron en una ambiciosa tarea: desarrollar una teoria comuin a
toda la matematica, es decir, tomar como objeto de estudio a La Ma-
temdtica misma y probar resultados acerca de ella. Siendo el conjunto
de resultados desarrollados a lo largo de la historia tan diverso, ;pue-
den convivir las distintas teorias existentes en un mismo marco de
estudio? jcudles son los conceptos primitivos a partir de los cuales
se pueden desarrollar todas ellas? shabra contradicciones entre los
resultados de las distintas teorfas? Una abstracciéon adecuada deberia
poder responder estos cuestionamientos. Se conoce como fundaciones
de la matemdtica a estos estudios filoséficos y l6gicos sobre las bases
de la matemética. Esta breve introduccién, basada en [4, 19, 26, 44,
78], pretende dar un contexto histérico mencionando los principales
hitos en el desarrollo de los fundamentos que dan origen al estudio
moderno de la matemaética y en particular a las Ciencias de la Compu-
tacion.

Los estudios de Georg Cantor sobre conjuntos infinitos sentaron los
primeros pasos hacia un estudio fundacional. El concepto primitivo a
partir del cual puede obtenerse cualquier concepto matematico es el
de conjunto [15, p.85]:

“Un conjunto es una coleccién de objetos distinguibles y
definidos en nuestra intuicién o intelecto, que pueden ser
concebidos como un todo.”*

Los objetos que conforman un conjunto son llamados elementos (o
miembros), y el conjunto contiene sus elementos, mientras que estos tl-
timos pertenecen al conjunto. A partir de esta definicién y con algunos
principios de base que se asumen vélidos, se desarrolla la teoria en
la cual se pueden representar los principales conceptos matematicos
como los pares ordenados (representando el par (x,y) con el conjun-
to {{x}, {x, y}}), los niimeros naturales (mediante la representaciéon de
Von Neumann, 0 = @; y n+ 1 = nU{n}), el producto cartesiano, las

1 Traduccién del autor.



INTRODUCCION

funciones; y a partir de ellos otras construcciones como los nimeros
racionales, los reales, etcétera.

Ademas de representar la “matematica conocida”, la teorfa de con-
juntos desarrollé conceptos nuevos relacionados a la infinitud. A par-
tir de la simple definicién de Cantor es posible concebir conjuntos con
una cantidad infinita de elementos y es interesante estudiar propieda-
des sobre éstos. La cardinalidad es una de ellas: jcudl es el tamaiio de
los conjuntos? Para los finitos es sencillo, pues podemos dar un nime-
ro natural que lo defina; ;pero qué sucede con los infinitos? Decimos
que dos conjuntos son equipotentes si hay una funcion biyectiva entre
ellos. De ese modo es posible analizar el tamafio de conjuntos infini-
tos y se introducen los niimeros cardinales. En 1873 Cantor prueba que
los ntimeros reales, conjunto conocido como el continuo, no son biyec-
tivos con los ntimeros naturales, sino que su cardinalidad es mayor.
Este descubrimiento fue tan importante que algunos lo consideran el
hecho que dio nacimiento a la teoria de conjuntos.

Esta nueva teoria, que permitia dar un marco comun de estudio
a toda la matematica y a su vez estudiar conceptos de infinitud que
habian sido inabordables hasta el momento, se desarrollaba desper-
tando cada vez mads interés y por consiguiente cientificos que la estu-
diaron en profundidad. Sin embargo hacia el 1900 se descubren varias
paradojas légicas que pusieron en jaque a toda el drea. Cantor mismo
fue uno de los que encontré una de ellas relacionada a los cardinales,
Burali-Forti descubri6 otra sobre los ntimeros ordinales, y la més fa-
mosa debido a su simplicidad es la de Russell, ya que evidencia que la
definicién misma de conjunto admite construir contradicciones: uno
de los principios de la teoria de conjuntos de Cantor, el conocido prin-
cipio de comprehensién, permite construir a partir de una propiedad
¢ el conjunto de exactamente todos los elementos que la satisfacen

xlex)},

Paradoja de Russell Sea ¢(x) la siguiente propiedad:
x es un conjunto y no pertenece a s mismo, es decir x € x (1)

luego podemos construir el conjunto R = {x|x ¢ x}. La paradoja
aparece al preguntarnos si R pertenece a R. Si asi fuera, luego R no
satisface ¢ y entonces R ¢ R. Por otro lado, si R no pertenece a si
mismo, luego R € R. Es decir llegamos a la contradiccién R € R sii
R ¢ R.

A partir de estas paradojas la comunidad cientifica se embarcé en
una vertiginosa carrera por encontrar soluciones. La teorfa de Cantor,
si bien estaba desarrollada a partir de algunos principios y los resul-
tados se iban obteniendo mediante deducciones légicas, no tenia la
rigurosidad formal con el que se estudia la matematica actualmente,
y por ello se le llama Teoria Informal de Conjuntos (Naive Set Theory,
en inglés). Eran necesarias teorfas més rigurosas para solucionar las
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paradojas, y asi es que durante los primeros afios del siglo XX tres
corrientes emergieron: el logicismo, el intuicionismo y el formalismo. Ca-
da una de ellas propuso un marco filoséfico distinto para encarar el
estudio de los fundamentos matematicos, y algunos de sus promoto-
res defendieron fuertemente sus ideas llegando a darse importantes
disputas, en particular en el afio 20 los acalorados debates entre Hil-
bert y Brouwer escalaron tan alto que se dio en llamar la Crisis Funda-
cional a esta etapa. Un andlisis detenido sobre la importancia de esta
época para la matematica y la filosofia puede encontarse en [24].

Logicismo La corriente logicista considera a la matematica como
una extension de la l6gica. Entre los precursores se encuentran a Boo-
le, Frege y Peano, quienes introdujeron rigurosidad en el estudio de
la 16gica junto con un lenguaje preciso a partir de un alfabeto de sim-
bolos y reglas de construccién sintdctica. A Boole se le atribuye la
introduccién del Calculo Proposicional® y Frege la Logica de Primer
Orden. Este dltimo y Peano estudiaron la aritmética a partir de prin-
cipios l6gicos, y la notacién introducida por Peano es utilizada hasta
el dia de hoy. Russell sigui6 esta linea con el ambicioso objetivo de
poder deducir toda la matematica a partir de la l6gica. En camino a
solucionar las paradojas de la teoria de conjuntos introdujo la Teoria
de Tipos [80] en la cual los objetos matematicos son clasificados en ti-
pos para los cuales existe una jerarquia comenzando con los individuos,
luego las clases de individuos, luego clases de clases, etc. Junto con
Whitehead escribi6 tres libros conocidos con el nombre de Principia
Mathematica [95] en donde desarrollan a partir de la l6gica y algunos
axiomas adicionales la teorfa de conjuntos, los cardinales, ordinales,
ntmeros reales, evitando las paradojas conocidas. Si bien no fueron
recibidos por la comunidad metemaética como los autores esperaban y
recibieron criticas por la inclusién de axiomas que no son puramente
l6gicos, Principia Mathematica constituyen un hito en las fundacio-
nes: popularizaron el tratamiento moderno de la l6gica matemaética
mediante el uso de un lenguaje preciso como ya habia sido introduci-
do por Frege y Peano; y mostraron el poder deductivo de los nuevos
sistemas formales abriendo el camino a la metaldgica.

Intuicionismo La corriente mads revolucionaria fue la intuicionista,
introducida por Luitzen Brouwer, quien rechazaba algunos principios
béasicos de la matematica cldsica. Filos6ficamente, el intuicionismo
concibe a los objetos matematicos como producto de la mente huma-
na, a diferencia del enfoque platénico en el cual la existencia de éstos
es independiente y el ser humano los descubre. Para un intuicionista
un objeto existe si puede ser construido mentalmente, y ésto contrasta
con muchos resultados de la matemaética cldsica donde la prueba de
la existencia de un objeto e que satisfaga alguna propiedad P se rea-

2 Aunque no como la conocemos actualmente.
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liza asumiendo que para todo x no vale P(x) y luego llegando a una
contradicciéon. Dicha prueba no muestra como se obtiene e y no es
aceptada por los intuicionistas. En particular lo que el intuicionismo
rechaza es la Ley del Tercero Excluido, en la cual una proposicién p es
o bien verdadera, o bien falsa, y por lo tanto para probar la validez
de p alcanza con llegar a un absurdo a partir de la hip6tesis —p. En
contrapartida, una prueba intuicionista de una disjuncién p \V q debe
ser una prueba de p o una prueba de q. La consecuencia inmediata
de las bases de esta corriente es que gran parte de la matematica de-
bia ser reinventada, puesto que muchisimas pruebas clasicas utilizan
el tercero excluido. Brouwer hizo un gran avance definiendo gran
cantidad de conceptos intuicionisticamente, pero la mayoria de sus
contempordneos rechazaban la propuesta.

Formalismo  El formalismo no aceptaba la propuesta radical del in-
tuicionismo y por consiguiente la matemadtica cldsica no debia ser
descartada. Tiene su origen en el Programa de Hilbert, quien estipuld
los siguientes pasos para estudiar con rigurosidad los conceptos ma-
temaéticos, presentados de la siguiente manera por Ferreirds en [24]:

(i) encontrar axiomas y conceptos de una teoria matema-
tica T, como por ejemplo la de los ntiimeros reales; (ii) en-
contrar axiomas y reglas de inferencia de la l6gica clésica,
que a partir de proposiciones permita obtener nuevas si-
guiendo un procedimiento puramente sintactico; (iii) for-
malizar T a partir del calculo 16gico formal, definiendo las
proposiciones con un lenguaje preciso, y obteniendo prue-
bas como una secuencia de palabras de dicho lenguaje
siguiendo las reglas de inferencia; y (iv) realizar un estu-
dio finitario de las pruebas formalizadas de T que muestre
que es imposible que la tltima linea de una prueba sea
una contradiccion.

La corriente formalista fue finalmente la que prosperé y dio lugar
a los sistemas axiomadticos formales, en particular el de Zermelo y
Fraenkel (ZF) para la teoria de conjuntos, constituyendo la teorfa fun-
dacional mds aceptada hasta la actualidad.

Si bien la corriente intuicionista quedarfa derrotada frente al pro-
grama de Hilbert, con el desarrollo de las ciencias de la computacién
vuelve a tener relevancia. La légica intuicionista interpreta a los co-
nectivos 16gicos de la siguiente manera3:

= V (disjuncién). Para probar p \VV q se debe dar una prueba de p
o una de ¢, indicando cuél de las dos es.

= /\ (conjuncién). Para probar p /\ q se debe dar una prueba de p
y una prueba de q.

3 BHG-interpretation, en honor a Brouwer, Heyting y Kolmogorov.
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— (implicacién). Una prueba de p — q es un algoritmo que
convierte cualquier prueba de p en una prueba de q.

— (negacién). Una prueba de —p es un algoritmo que transfor-
ma toda prueba de p en una prueba de 0 = 1.

3 (existencial). Para probar 3x.P(x) se debe construir un objeto
x y probar que vale P(x).

V (universal). Una prueba de Vx.P(x) es un algoritmo que, apli-
cado a cualquier objeto x obtiene una prueba de P(x).

y para esta concepcion de la légica, una prueba no es otra cosa que
un algoritmo que puede ejecutarse en una computadora.

Erret Bishop en su trabajo Foundations of Constructive Analysis [10]
del afio 1967 desarrolla constructivamente gran parte del analisis ma-
temdtico con un tratamiento de facil acceso para los matemdticos clé-
sicos, a diferencia del desarrollo de Brouwer. De manera casi simul-
tdnea* Per Martin-Lof escribe Notes on Constructive Mathematics [53] y
luego desarrolla su teoria de tipos intuicionista [54, 55] en la cual la
matemadtica constructiva de Bishop puede ser fundamentada.

Cerramos este breve repaso por las teorias fundacionales mencio-
nando la reciente aparicién de la Homotopy Type Theory [91], la cual
atrajo a los principales cientificos y constituye el estado del arte. Un
interesante andlisis del estado actual de las fundaciones junto con un
repaso histérico se encuentra en [23].

1.2 TEORIA DE TIPOS INTUICIONISTA

Asi como la teorfa de conjuntos ZF constituye el fundamento para
la matematica clésica, la teoria de tipos intuicionista de Martin-Lof
hace lo propio para la matemadtica constructivista. Estd basada en el
principio propositions-as-types, también conocido como la correspon-
dencia de Curry-Howard, en el cual toda proposicién légica equivale
a un tipo. Un tipo puede representar un conjunto de elementos, como
también una proposicion légica: la expresion x : T afirma que x es ele-
mento del tipo T, o que la proposicién representada por T vale, y x es
una prueba de ello; a su vez todo tipo T representa una proposicion,
y la misma es valida si el tipo estd habitado por algtin elemento.

La primera teoria de tipos fue introducida por Russell como una
solucion a la paradoja que lleva su nombre, creando la nocién de
tipos para diferenciar objetos, proposiciones, propiedades sobre obje-
tos, etcétera. Posteriormente Alonzo Church desarrolla su teoria de
tipos simple [18] sobre el cdlculo lambda, donde existe el tipo de las
funciones de A en B, para todo tipo A y B. La teoria de Martin-Lof
extiende estas funciones con la introduccién de los tipos dependientes,

4 Aunque su publicacién se produce un par de afios después.
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es decir, tipos que dependen de elementos: para cada elemento x de
tipo A se obtiene otro tipo B(x), también llamado familia de tipos.

A continuacién daremos una breve introduccion a la teoria expli-
cando las bases del sistema formal y las nociones primitivas que per-
miten definir tipos. Tomamos como referencia la introduccién de [91],
y para una precisa descripcion formal recomendamos el apéndice del
mismo libro.

Sistema deductivo

En las teorias basadas en el formalismo de Hilbert, como la teoria
de conjuntos ZF, tenemos dos “niveles” diferenciados: por un lado
el sistema deductivo de la l6gica de primer orden, y dentro de éste
la formulacién de axiomas que hablan sobre los conjuntos. La teoria
de tipos difiere en este aspecto: es su propio sistema deductivo, es
decir, no necesita de una estructura superior como la légica de primer
orden, no existen las nociones separadas de proposicién y conjunto,
sino so6lo los tipos.

Un sistema deductivo consiste de una serie de reglas sintdcticas
mediante las cuales se derivan juicios. En la 16gica de primer orden,
los tinicos juicios que existen son de la forma “la proposicién P tiene
una prueba”, y las reglas permiten inferir pruebas de proposiciones
mas complejas como por ejemplo “a partir de una prueba de A y
una de B se infiere que A /A B tiene una prueba”. De esta manera una
prueba es una secuencia de instancias de reglas de inferencia donde la
ultima linea de la misma serd el juicio que asegura que determinada
proposicion vale.

En la teoria de tipos tenemos un juicio bdsico a : A (que se lee
como “a tiene tipo A” , o a es elemento de A), llamado juicio de
tipado, que podré interpretarse de manera similar a la pertenencia de
un elemento en un conjunto, o también que la proposiciéon A vale
y su prueba es a. Tenemos ademads otra forma de juicio a = b : A,
llamado la igualdad definicional o igqualdad de juicio, que informalmente
expresa que dos elementos de un tipo son iguales por definicién (y
también que dos tipos son iguales, como quedaré claro més adelante).
A partir de la correspondencia entre proposiciones y tipos, podemos
entender esta igualdad como equivalencia l6gica, y en consecuencia
podremos deducir a : B a partir de a : Ay A = B; es decir, si A
es logicamente igual a B y a es una prueba de A, luego a también
es prueba de B. Esta nocioén de igualdad no es andloga a la de los
conjuntos, donde podemos dar una prueba de la validez o negacién
de A = B. Dicha expresién es una proposicién que puede probarse
y por lo tanto habra un tipo que la representa, siendo sus habitantes
testigos de la validez. A esta tltima nocién de igualdad se la conoce
como igualdad proposicional.
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Universos En la teorfa de tipos un objeto no puede existir si no es
como habitante de algtn tipo, por lo tanto los tipos mismos deben
también habitar uno, al que llamamos universo. Para evitar paradojas
se introduce una jerarquia:

Up:Uq:Uy:...

donde cada universo U; es un elemento de U;; 1, y mas atinsi A : Uj,
luego también A : U; 1. Sino es necesario conocer a qué nivel de uni-
verso explicitamente pertenece un tipo, se lo suele omitir anotando
simplemente A : U.

Definicion de tipos

La teoria queda completamente definida mediante la introduccién
de tipos. Para cada uno se definirdn reglas de inferencia que expresen
lo siguiente:

= Regla de formacién. Un juicio de tipado que introduce un nue-
vo tipo especificando las condiciones necesarias para su forma-
cion.

= Constructores o Reglas de Introduccién. Juicios de tipado que
especifican los elementos canénicos que habitan el tipo.

= Eliminadores. Juicios de tipado que definen cémo se descom-
pone el tipo definido en otros tipos.

= Reglas de computacién. Juicios de igualdad definicional descri-
biendo la accién de un eliminador sobre los constructores.

Ademads puede definirse un principio de unicidad opcional para algu-
nos tipos, estableciendo reglas de igualdad entre formas de construir
elementos. En este texto no las mencionaremos ya que no son rele-
vantes en nuestro desarrollo.

En la definicion formal del sistema deductivo los juicios de tipado
tienen la forma I' = x : T, donde T" es un contexto de asignacién de
tipos a variables (que en teoria de tipos se corresponden con las hip6-
tesis logicas asumidas), x es algtin elemento y T un tipo; y los juicios
de igualdad tendran la formal'-a =b : T. A continuacién presenta-
mos los principales tipos de la teoria mostrando sélo algunas reglas
de inferencia formalmente, el lector interesado puede encontrar el
resto en el apéndice de [91].

Funciones

A diferencia de la teoria de conjuntos, donde las funciones son
representadas como conjuntos de pares, en la teoria de tipos las fun-
ciones son primitivas. En el calculo lambda simplemente tipado de
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Church se introduce el tipo A — B a partir de dos tipos A y B; los
habitantes de A — B se corresponden con las funciones de A en B
(donde A : Uy B : U). En la teoria de tipos de Martin-L6f podemos
definir funciones que dado un elemento a : A devuelvan un B : U,
a las que llamamos familias de tipos o tipos dependientes. Luego pode-
mos definir funciones que, dado un elemento a : A devuelvan un
elemento en el tipo B a, a las que llamamos funciones dependientes. A
continuacién mostraremos las reglas para el tipo de las funciones:

Regla de formacién A partir de un tipo A y un tipo B (que puede
depender de un elemento de A) se construye el tipo de las funciones
n(x:A) B

I'FA:U; TIx:AEB:U;
FFH(X:A)B . Ui

(TT-Form)

Si B devuelve constantemente el mismo tipo para todo x : A (es decir,
en B no ocurre libremente la variable x), la regla anterior define las
funciones no dependientes, cuyo tipo se escribe A — B. La expresion
Tx:a) B liga las ocurrencias libres de x en B.

Constructor El constructor de las funciones es la abstraccion lamb-
da

''x:AFDb:B
F=A(x:A)b : Tl.a) B

(M-INTRO)

La expresion lambda liga las variables libres de x en b. Habitualmente
se omite la anotacion de tipo.

Eliminador El eliminador para las funciones es la aplicacién. Si f
es una funcién con tipo TT(y.o) B y a : A, entonces la aplicacion fa
tendra tipo Bla/x], es decir, B donde se reemplazan las ocurrencias
libres de x por a.

FEf:MyaB THa: A
I'-fa: Bla/x]

(TT-EL1IM)

Regla de computacion La regla de computacién define la accién
de aplicacién: se reemplaza en el cuerpo de la funcién las ocurrencias
libres de la variable por el término al cual se esta aplicando.

''x:AFb:B Tha:A
' (Ax.b) a =bla/x] : Bla/x]

(TT-Comp)

Esta regla es conocida como la regla Beta.
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Producto

En la teoria de tipos simple, los habitantes del producto son pa-
res donde cada elemento puede ser de un tipo distinto. Con tipos
dependientes, el segundo componente del par puede depender del
primero.

Regla de formacién A partir de un tipo A y una familia de tipos B
indexada en A, se construye el tipo de los pares dependientes £ .5 B

FFA: Uy Tx:AFB: U
FI—Z(X:A)B : ui

(X-Form)

Si B devuelve un tipo de manera constante para todo elemento x :
A (es decir, si en B no ocurre libremente la variable x), tenemos el
producto no dependiente, cuya notacién habitual es A x B.

Constructor A partir de un elemento a: Ay un b : Bla/x] podemos
construir el elemento (a,b) : £(,.4) B.

N'x:AFB:U; TFa:A TEDb: Bla/x]
F!—(a,b) : Z(X:A)B

(Z-INTRO)

Eliminadores y regla de computacién Para computar un elemento
de un tipo C a partir de un par dependiente (a, b) : 4.5 B necesita-
mos una funcién de IT(y.q) B en C (que también puede depender de a
y b). Las proyecciones son un caso particular de las reglas de elimina-
cién y computacién, donde C = A para la primera, y C = Ax : A.Bx
en el segundo:

pTrY Z(x:a) B— A
pri(a,b) = a

pr2: ”(PIZ(X:A] B) B

pr2(a,b) =Db

Coproducto

El coproducto se corresponde con la unién disjunta en teoria de
conjuntos. Dados dos tipos A y B se define A + B y tiene dos cons-
tructores: uno que obtiene un elemento a partir de un a : A y otro
que lo obtiene a partir de un b : B.
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Regla de formacién

''cA:UW TEB:UW

FEATB: U (TORM)
Constructores
'FA:U; THFA: U TrFa: A
Ninla: A+B (rinmxon)
FMEA U THA: U rl_b:B(—i—-INTROZ)

'Hinrb: A+B

Eliminadores y regla de computacién Para descomponer un ele-
mento del coproducto en un elemento de algtn tipo C necesitamos
dos funciones: una de un a : A en C (que puede depender de a), y
otra de un b : B en C (que puede depender de b). Para computar a
partir de un z : A + B se aplica una de las dos funciones, dependiendo
siz=inla paraalgin a: A, osiz =inrb paraalgtinb : B.

Tipos Vacio y Unitario

Por dltimo, presentamos dos tipos que tienen un rol importante en
la representacién de proposiciones como tipos:

El tipo vacio o no tiene constructores, y la regla de eliminacién per-
mite deducir que existe un elemento de cualquier tipo asumiendo que
hay un elemento de o. Sin embargo no tiene regla de computacion, ya
que ésta indica la accion del eliminador aplicado a un término cané-
nico pero o no tiene tales términos.

El tipo unitario 1 tiene un sélo elemento * : 1. La eliminacién del
tipo unitario en otro tipo C dependera de una funcién que para ca-
da elemento de 1 elija uno de C. Para descomponer 1 en otro tipo
cualquiera C debe proveerse un elemento de C.

Proposiciones como tipos

Para cada conectivo de la l6gica proposicional podemos establecer
una correspondencia entre sus reglas de introduccién y eliminacién,
y las reglas de los tipos que presentamos previamente.

= False «~ 0. La proposicion atémica False establece la nocién
de que algo no es vélido, que no puede probarse; y asumir False
permite deducir cualquier proposicion P. El tipo vacio o no tiene
habitantes; y asumir que existe un a : o permite deducir que hay
un habitante para cualquier tipo.

» True «~~ 1. La proposicién atémica True establece la nocién de
que algo vale. Asumir True no permite deducir nada nuevo. El
tipo unitario 1 tiene un constructor constante, es decir, puede
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construirse un elemento * : 1 sin asumir nada. La regla de eli-
minacién exige que para obtener un a : A a partir de 1, debe
proveerse el elemento a.

= P= Q «~ A — B. Para probar P = Q debe darse una prueba
de Q asumiendo que vale P. Por su parte, la regla de introduc-
cién de A — B establece que para cada posible a : A se obtiene
un término con tipo B.

= PAQ «~ A x B. Para dar una prueba de la conjuncién de dos
proposiciones, debe darse una prueba de cada una de ellas. Si
vale la conjuncién, luego puede deducirse que vale cada una de
las proposiciones. Equivalentemente, para construir un elemen-
to del producto A x B, debe proveerseun a: Ayunb:B,ya
partir del par (a,b) podemos obtener cada elemento mediante
las proyecciones.

= PV Q «» A+ B. Para probar una disjunciéon se debe dar una
prueba de alguna de las dos proposiciones. Si se asume que
vale PV Q, para concluir que vale una proposiciéon R se debe
proveer una prueba de P = R y una de Q = R. El coproducto
A + B tiene reglas equivalentes: para construirlo debemos dar o
bien un elemento de A o bien uno de B, y para descomponerlo
en un tipo C necesitamos funciones de cada tipo en C.

» V(x € A).P(x) &~ Tl(x.a)B. Para probar un “para todo” debe
darse una prueba del predicado P(x) para cada elemento posi-
ble en A. En teoria de tipos un predicado es representado por
una familia de tipos B : A — U. Una funcién en Tl(,.o) B de-
termina una regla para obtener un elemento de B a para cada
posible a : A.

» J(x € A).P(x) &~ Z(x.a) B. Para probar un existencial debe dar-
se un x € A que cumpla el predicado P. Equivalentemente, para
construir un elemento del tipo de pares dependiente X .5 B se
debe proveer una:Ayunb:Ba.

A esta correspondencia se la conoce como el isomorfismo de Curry-
Howard, y da lugar a lenguajes de programacion en los cuales se
pueden escribir programas que en su tipado establezcan condiciones
l6gicas que deben satisfacerse, y las mismas son chequeadas antes de
ejecutarse.

1.3 FORMALIZACION DE MATEMATICA

El estudio de las teorias fundacionales desde sus inicios en la teo-
ria informal de conjuntos de Cantor hasta finalizada la llamada crisis
fundacional, obtuvo como resultado un consenso general sobre cémo
estudiar rigurosamente la matemadtica. A partir del desarrollo de la
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l6gica formal con la introduccién de un lenguaje preciso gracias a
los trabajos de Boole, Frege y Peano, luego con los avances de Whi-
tehead y Russell en Principia Mathematica y finalmente con el progra-
ma de Hilbert, se establecen las reglas de juego mediante las cuales
se desarrollan formalmente las teorias. Un sistema deductivo formal
permite disponer de un sencillo y poderoso mecanismo para probar
teoremas: habiendo definido algunos axiomas, todo el trabajo consis-
te en la transformacién sintactica de expresiones siguiendo reglas de
inferencia. Por su lado, el desarrollo de la matemadtica constructiva
con la teoria de tipos como fundamento, establece también un pre-
ciso lenguaje formal en el cual toda demostraciéon puede chequearse
mediante mecanismos sintdcticos.

El avance de las Ciencias de la Computacién en la segunda mitad
del siglo XX introduce nuevas posibilidades en el estudio de la ma-
temadtica. Por un lado las computadoras permiten realizar célculos a
gran escala, aliviando el trabajo tedioso de realizar a mano numerosas
cuentas que en algunos casos vuelve imposible su realizacién. Ejem-
plos de este uso de la computacién para demostrar teoremas son las
pruebas del teorema de los 4 colores [2] y de la conjetura de Kepler
[37]. Pero ademads de realizar célculos, la computadora es una perfec-
ta herramienta para realizar transformaciones mecdanicas siguiendo
reglas previamente establecidas. Es posible entonces definir un siste-
ma deductivo formal y verificar autométicamente la validez de una
prueba. Asi se da origen a un drea conocida como mecanizacion de
matemdtica o también formalizacién de matemdtica.

Disponer de un sistema informatico que chequee demostraciones
tiene un primer beneficio inmediato: la confianza sobre las pruebas es
mayor. Verificando a mano un ntcleo sobre el cual se construye la he-
rramienta (que idealmente deberia ser pequefio), luego toda prueba
aceptada por ésta serd correcta. Un segundo beneficio recae no sélo
en la posibilidad de comprobar resultados alcanzados previamente,
sino también en el proceso mismo de obtencién de éstos: la herra-
mienta puede asistir al matemadtico en la construccién de la prueba y
por ello se le da el nombre de asistente de prueba.

Una gran cantidad de asistentes de prueba se han desarrollado, con
distintas bases fundacionales. El més antiguo, Automath [13], fue pre-
sentado en el afio 1968 por Nicolaas de Bruijn y estd basado en una
variante del isomorfismo de Curry-Howard. Automath reviste de es-
pecial importancia siendo precursor del desarrollo de la teoria de
tipos de Martin-Lof y del Céalculo de Construcciones [20] de Thierry
Coquand. Basados en alguna variante de la teoria de tipos y en el
isomorfismo de Curry-Howard se encuentran varios lenguajes o asis-
tentes de prueba como NuPRL [45], Coq [99], Twelf [84] y Agda [11].
En otro grupo de lenguajes encontramos a los influenciados por la
légica de funciones computables, LCF [62], desarrollado por Robin Mil-
ner basado en el formalismo de Dana Scott [85] que consiste en una
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teoria de tipos simple. La lista de lenguajes influenciados por LCF
encuentra a HOL Light [39] e Isabelle [93] como los mds destacados.
Otro desarrollo que merece mencioén es el proyecto Mizar [56], lleva-
do a cabo por un equipo de matematicos, lingtiistas y cientificos de
la computacién polacos cuyo objetivo era analizar textos de matemé-
tica y encontrar una contraparte formal legible y facil de comprender:
comenzado en la década del 70, se han desarrollado lenguajes, asis-
tentes de prueba, se han verificado una gran cantidad de articulos
y la cantidad de autores que han trabajado en el proyecto ronda los
250. Actualmente cuenta con una librerfa de 1200 articulos formales
escritos y verificados.

Un repaso minucioso por la historia de los asistentes de prueba
desde sus origenes hasta nuestros dias puede encontrarse en [40]. Al
momento de elegir en qué sistema formalizar matemética uno pue-
de encontrar un amplio abanico de opciones, pero basicamente todas
ellas se enmarcan en alguna de estas fundaciones: la légica de alto
orden o teorfa de tipos simples, la teoria de tipos dependientes y la
teoria de conjuntos. En su reciente articulo [75], Lawrence Paulson
analiza las ventajas de los asistentes basados en la teoria de tipos
simples, que si bien es menos expresiva que las otras dos, al tener
una base l6gica simple es mas sencillo verificar la correccién de las
implementaciones. Por otro lado la posibilidad de automatizar méto-
dos de prueba es una gran ventaja de estos sistemas comparados con
los basados en formalismos mds complejos como la teoria de tipos
dependientes.

Mas alld del fundamento que se elija como base, los sistemas compu-
tacionales dedicados a la elaboracion y verificaciéon de resultados ma-
tematicos pueden constituir una poderosa forma de hacer matemati-
ca. Idealmente estos sistemas deberian tener un formalismo de base
que pueda verificarse con un esfuerzo razonablemente pequefio; su
sintaxis deberia ser amigable y de facil abordaje, similar a la que se
utiliza en pruebas en ldpiz y papel; y pequefios pasos de prueba tedio-
sos y repetitivos deberian poder automatizarse. Si toda la matematica
conocida se desarrolla en tales sistemas, podria conformarse una en-
ciclopedia unificada donde todos los resultados estén formalmente
chequeados, la bisqueda de teoremas sea sencilla como en cualquier
base de datos digital y puedan establecerse relaciones entre los traba-
jos, entre muchas otras ventajas.

Este escenario ideal que permitirfa la formalizacion de matematica
en evolucionados asistentes de prueba ha sido propuesto en diferen-
tes proyectos. Ya en el proyecto de de Bruijn estaba la idea presente
(una enciclopedia abierta donde los articulos son correctos gracias al
chequeo automatico). En el afio 1994 un texto anénimo en forma de
manifiesto propuso el desarrollo de un proyecto en el cual toda la
matemadtica sea formalizada y describié detalladamente cuédles serian
los objetivos, problemas posibles y pasos a seguir. El nombre tenta-
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tivo que los autores anénimos le dieron a esta idea es QED [90] y
en sus motivaciones enumeran las ventajas de tener un sistema en el
cual desarrollar matemadtica certificada, tal como mencionamos pre-
viamente, beneficiar al desarrollo de nuevas tecnologias donde para
asegurar su correccion es fundamental involucrar pruebas matemati-
cas, y otros siete items entre los que mencionan también beneficios
culturales y educativos. Mds recientemente, surgieron otros proyec-
tos (Formal Abstracts [38] y Alexandria [74]) con objetivos parecidos,
quizds menos ambiciosos.

Si bien podria parecer que los asistentes de prueba constituyen Ia
forma de desarrollar matematica por estos dias, la realidad muestra
que adn falta camino por recorrer. Freej Wiedijk analiza en [96] el
avance logrado hacia un proyecto como QED una década después de
la apariciéon del manifiesto, y veinte afios después de la misma, en un
workshop en honor a dicho aniversario, vuelve a repasar> el estado
de la formalizacién de matemaética revisando los objetivos trazados
en QED vy lo que falta por alcanzar [41]. Por su parte Jeremy Avigad
dedica unas palabras, en la conclusién de [3], a la dificultad de que
las formalizaciones en sistemas computacionales sean algo habitual
en la actividad del mateméatico moderno. Estos anélisis coinciden en
que los asistentes de pruebas, atin por estos dias, siguen siendo com-
plicados de utilizar. Si realizar una demostracién en estos sistemas
requiere de un esfuerzo mucho mayor al que los matemaéticos reali-
zan en sus tareas habituales, serd muy dificil que la aceptacion sea
generalizada. El desafio sigue abierto y las comunidades de algunos
asistentes de prueba han crecido considerablemente en los tltimos
afos (como es el caso de Coq e Isabelle, y en menor escala Agda)
mientras que conferencias y revistas dedicadas exclusivamente a la
formalizacion de matemaética ayudan a que la atencién dedicada a
estas tecnologias vaya en aumento. Si bien llegar al ideal de un siste-
ma unificado, como propone QED, puede parecer utépico, el hecho
de que mas cientificos, sobre todo en las nuevas generaciones, se for-
men en el estudio de la matematica formal permite vislumbrar un
panorama mas optimista.

1.4 CONTRIBUCIONES DE LA TESIS

El rumbo del doctorado que finaliza con esta tesis fue modificAndo-
se durante la marcha, comenzando por la exploracién de las posibili-
dades de los lenguajes con tipos dependientes para definir compila-
dores correctos por construccién y derivando luego en la utilizacién
de asistentes de prueba para formalizar matematica: la teoria de Al-
gebra Universal, fundamento teérico para el enfoque algebraico de
definiciéon de compiladores; y la teorfa de conjuntos, en particular

5 junto a John Harrison y Josef Urban
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la técnica de forcing para extender modelos de ZF. En esta seccion
damos un vistazo general sobre la estructura de la tesis.

Gran parte de los trabajos realizados fueron implementados en el
lenguaje Agda. En el capitulo 2 presentamos una introduccién al len-
guaje en forma de pequefio tutorial orientado a un programador fun-
cional.

En el capitulo 3 presentamos un enfoque para compiladores correc-
tos por construccién mediante el uso de tipos dependientes utilizan-
do Agda, trabajo publicado en [66]. En el mismo exploramos cémo
podemos utilizar tipos indexados para definir las semanticas de los
lenguajes, y asi poder asegurar la preservacion de éstas estaticamen-
te. Si bien las ideas presentadas pueden encontrarse en la teoria de
Ornaments [58], la presentacién de nuestro trabajo provee un enfo-
que metodolégico de facil abordaje concentrado especificamente en
el problema de la compilacion.

El fundamento tedrico de la metodologia presentada en el capitulo
3 consiste en considerar a los lenguajes como algebras de términos de
signaturas multi-sort, lo que nos llevé al estudio del Algebra Univer-
sal y a su posterior formalizacién en Agda, siendo la primera en este
lenguaje y una de las pocas existentes en teoria de tipos. En el capi-
tulo 4 desarrollamos este trabajo, donde ademads de los conceptos y
resultados basicos, implementamos un célculo ecuacional y las nocio-
nes de morfismos entre signaturas y algebras reducto. Dicho aporte
fue publicado en [34].

El capitulo 5 contiene el dltimo aporte de esta tesis: la formalizaciéon
en el asistente de pruebas Isabelle de gran parte de la maquinaria de
forcing, herramienta matemdtica que permite extender modelos tran-
sitivos contables de ZF, con miras a una completa formalizaciéon de
la independencia de la hipétesis del continuo. Los preliminares de
dicho trabajo fueron publicados en [36] y los Gltimos avances realiza-
dos incluyen la prueba de validez del esquema de separacién en la
extension genérica [35].

Concluimos esta tesis con algunas palabras finales en el capitulo 6.
El cédigo fuente de cada desarrollo presentado aqui se encuentra dis-

ponible en la url http://www. famaf.unc.edu.ar/~gunther/phd-thesis.
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AGDA: LENGUAJE DE PROGRAMACION Y
ASISTENTE DE PRUEBAS

Agda es un lenguaje de programacion con tipos dependientes que
implementa la teorfa de tipos intuicionista de Martin-Lof. Gracias al
isomorfismo de Curry-Howard un programa puede expresar en su
tipo proposiciones logicas, de manera de asegurar estdticamente pro-
piedades que se quieren satisfacer. Toda funcién definida en el len-
guaje puede ser vista como una prueba de que la proposicién que
se corresponde con su tipo vale, y por ello Agda, junto al entorno
interactivo del editor Emacs [83], puede considerarse un asistente de
pruebas. En los aportes que presentamos en esta tesis tenemos dos
desarrollos implementados en este lenguaje. En uno de ellos defini-
mos un compilador certificado y en el otro formalizamos la teoria de
algebras universales, por lo que explotamos las dos facetas de Agda:
lenguaje de programacién y asistente de pruebas.

En este breve tutorial daremos una mirada general sobre las prin-
cipales caracteristicas de Agda, brindando ejemplos sencillos para lo
cual asumimos que el lector tiene experiencia en algtn lenguaje de
programacion funcional como Haskell.

2.1 INTRODUCCION

En lenguajes de programacién funcionales con un sistema de tipos
como Haskell existe una divisién entre los tipos (Int, Bool, String,
etc) y los valores (0, True, "Famaf", etc). En cambio en un lenguaje
con tipos dependientes tal separacién es menos clara.

Consideremos como ejemplo un tipo para representar vectores de
longitud fija. En Haskell podemos representar las listas de manera
sencilla con un tipo inductivo, y podemos definir la funcién head
que dada una lista obtiene el primer elemento. Podemos entonces
tener en un programa la expresiéon head [], cuyo tipado es correcto,
pero que al ejecutarse dard un error: no puede obtenerse el primer
elemento de una lista vacia. ;Podriamos definir un tipo de datos més
especifico que el de las listas, expresando la cantidad de elementos
que debe tener? En Haskell hariamos algo asi:

data Zero

data Suc n
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data Vec a n where
Empty :: Vec a Zero
Cons :: a -> Vec a n -> Vec a (Suc n)

Lo que necesitamos es tener alguna manera de introducir etiquetas
que nos permitan expresar en el tipo Vec cudntos elementos conten-
dré la coleccion. Para ello definimos Zero y Suc n como tipos sin cons-
tructores (utilizando polimorfismo para expresar que Suc es un cons-
tructor de tipo, para cada tipo n), y luego el tipo polimérfico Vec a n
representard colecciones de elementos de tipo a con longitud n (que
también es cualquier tipo). El truco esta en que mirando los construc-
tores de Vec, la tinica manera de construir elementos es instanciando
n con Zero o alguna cadena Suc (Suc (...(Zero)...)), representan-
do asi los nimeros naturales que indicardn cudntos elementos debe
tener un vector.

Con el tipo Vec definido, podemos dar una funcién total que toma
el primer elemento de un vector:

head :: Vec a (Suc n) -> a
head (Cons e _) = e

El tipo de head ahora es una funcién que toma un vector cuyo tipo
tiene la etiqueta Suc n, y sélo Cons permite construir un elemento
con ese tipo. Hemos eliminado la posibilidad de que se ejecute un
programa con la expresién head Empty.

Si bien este artilugio nos permite chequear estaticamente el error
provocado por pedir el primer elemento de una coleccién vacia, la
manera de conseguirlo no es tan clara y no hay una manera obvia
de definir otras funciones como por ejemplo la concatenacién de dos
vectores con tamafios n y m respectivamente: ;jcudl deberia ser la
etiqueta que represente el tamafio del vector resultante? Un andlisis
detallado de las dificultades para realizar este tipo mecanismos en
Haskell puede encontrarse en [52]. Un lenguaje con tipos dependien-
tes, en cambio, permite resolver esta clase de problemas de manera
sencilla gracias al poder de expresividad del sistema de tipos.

2.2 TIPOS DE DATOS Y PATTERN MATCHING

En Agda, Set corresponde con los universos de tipos, en donde hay
una jerarquia Setp : Setq : Sety : ... (tal cual explicamos en la seccién
1.2). Set es equivalente a Setp. En el texto de esta tesis ingoraremos
especificar el nivel de los universos, atin cuando fuera necesario, por
cuestiones de simplicidad. En el c6digo fuente de las implementacio-
nes podra encontrarse el desarrollo completo.

La manera de introducir tipos inductivos en Agda es mediante la
declaracién de un datatype, especificando sus constructores:
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data Nat : Set where
zero : Nat
suc : Nat > Nat

Nat tiene tipo Set y sus constructores son la constante zero y la funcién
suc, que dado un elemento de tipo Nat construye otro.

Las funciones se definen de la misma manera que en Haskell, utili-
zando pattern matching, con la tnica salvedad de que en Agda éstas
deben ser totales: los patrones deben cubrir todos los posibles ele-
mentos del tipo. Esto se debe a que, como en los lenguajes con tipos
dependientes los valores pueden ocurrir en los tipos, el type-checker
debe normalizarlos y entonces toda funcién debe estar definida para
cualquier caso y mds atin, debe terminar.

Como ejemplo de funcién, definimos la suma de dos naturales. Ag-
da tiene una sintaxis muy flexible, permitiendo utilizar cualquier se-
cuencia de simbolos sin espacios como nombre de funcién, incluyen-
do caracteres unicode; y también permite declarar funciones como
operadores infijos o sufijos:

_+_: Nat > Nat > Nat

Zero+m=m
sucm + m =suc (n + m)

En lenguajes como Haskell podemos definir tipos de datos poli-
morficos especificando mediante una variable de tipo el pardmetro, que
luego podra instanciarse con algin tipo. En Agda podemos declarar
un datatype con pardmetros que pueden ser de cualquier tipo. En el
caso de las listas el pardmetro tendra tipo Set:

data List (A : Set) : Set where
[ :ListA
i A lListAslListA

Dado que en Agda todas las funciones deben ser totales, no podre-
mos directamente dar una funcién head como en Haskell, donde no
definiamos regla para el constructor de la lista vacia.

Tanto el tipo List como los ntimeros naturales IN son tipos definidos
en la librerfa estindar de Agda. Para el caso de los naturales tenemos
definidas constantes numéricas 0, 1, 2, ... obteniendo una sintaxis mas
facil de utilizar.

2.3 FAMILIAS DE TIPOS DE DATOS

Para solucionar el problema de la funcién head aplicada a la lista
vacfa vimos previamente que se necesitaba tener un tipo mds espe-
cifico, en el cual de alguna manera pueda etiquetarse la cantidad de
elementos que tiene la colecciéon. En Haskell pudimos hacer esto in-
troduciendo tipos sin constructores que representan a los ntimeros
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naturales, y luego definiendo un tipo polimérfico con una variable
que seria instanciada por estos tipos introducidos. En Agda podemos
definir tipos indexados, es decir, una familia que para cada elemento
de algtn tipo, obtiene otro tipo. Los vectores son un ejemplo de éstos:

data Vec (A : Set) : IN - Set where
empty : Vec A zero
cons: (m:IN) > A - VecAn- VecA (suc n)

El tipo Vec estd parametrizado en A e indexado por el tipo N, lo que
significa que dado un tipo A, Vec A es una funcién que devuelve un
tipo para cada elemento en IN. Los constructores empty Yy cons son las
tnicas maneras de obtener elementos de estos tipos obtenidos por Vec
A, y asi empty construye un elemento de tipo Vec A zero, mientras que
cons permite obtener vectores indexados en naturales mayores a cero.
Un detalle que tiene la definicién anterior es que para el caso del
constructor recursivo, debemos proveer un niimero natural que per-
mita expresar la longitud del vector al que se le agrega el elemento.
Esto no es deseable: quisiéramos poder utilizar los vectores de la mis-
ma manera que las listas, donde para el constructor no vacio, se debe
proveer el elemento que se quiere agregar y la lista correspondiente.
Pero, ;como hacemos en el caso de Vec donde necesitamos el valor
con el que se indexa el vector? Podemos observar que, dado un vec-
tor, podemos calcular su longitud y entonces el ntimero natural con el
cual se debe indexar el tipo puede inferirse. Para estos casos podemos
declarar que el argumento es implicito, poniéndolo entre llaves {}:

data Vec (A : Set) : IN - Set where
empty : Vec A zero
cons:{n:IN} > A > Vec A n- VecA (suc n)

y para definir un elemento, no es necesario especificar el argumento
implicito:

vec_ex : Vec N 2
vec_ex = cons O (cons 1 empty)

2.4 FUNCIONES Y PARES DEPENDIENTES
Funciones

Los tipos indexados, o familias de tipos, dan lugar a la definicién
de funciones que dependen de valores. En la seccién 1.2 describimos
el tipo TT(.a) B de las funciones dependientes, donde A es un tipo y
B otro donde puede ocurrir libremente la variable x. La funcién head
de los vectores es una funcién dependiente:
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head : {A : Set} {n : N} > Vec A (sucn) - A
head (cons x ) =x

esta funcién toma como argumentos un tipo A y un natural n, ob-
teniendo como resultado una funcién de vectores de elementos de A
con longitud (suc n), en A. Como ambos argumentos pueden inferirse,
pueden colocarse como implicitos.

Como en Agda toda funcién es total, una funcién dependiente ob-
tiene un valor del tipo resultado para cada elemento del dominio.

Producto

Agda tiene una construccién primitiva de registro o record para
definir tipos, conformados por una coleccién de campos (fields), cada
uno posiblemente de un tipo distinto, que puede depender de los
definidos previamente. El tipo de los pares dependientes se define
utilizando records, de esta manera:

record X (A : Set) (B : A > Set) : Set where
constructor _,_
field
fst: A
snd : B fst

Un elemento de X A B serd un par (a, b) donde a tiene tipo A y b tiene
tipo (B a). El par no dependiente se define a partir del tipo X, donde
B es constante:

_x_:(A:Set) > (B: Set) > Set
AxB=SAM_>B)

2.5 TIPOS PROPOSICIONALES

El isomorfismo de Curry-Howard establece una correspondencia
entre los tipos y las proposiciones légicas. Una proposicién represen-
tada con un tipo A es vélida si el mismo es habitado, es decir, hay un
a:A.

Las proposiciones atémicas False y True se representan, respecti-
vamente, con un tipo que no tenga elementos y con uno que tenga
exactamente uno.

data L : Set where

el tipo L no tiene ningtin constructor, por lo tanto es imposible obte-
ner un elemento. Y si uno asume que tiene un elemento de L, luego
puede asumir que tiene un elemento de cualquier tipo, equivalente a
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la proposicion False — P. Esto se implementa en Agda mediante el
uso del pattern absurdo: cuando se define una funcién donde un argu-
mento no tiene constructores, entonces no se puede dar una regla de
computacion.

1 -elim : {Whatever : Set} > 1 » Whatever
1-elim ()

El tipo unitario se define dando un tinico constructor constante:

data T : Set where
tt: T

como siempre podemos construir el elemento tt, el tipo T se corres-
ponde con la proposiciéon True, que siempre es vélida.

El resto de conectivos 16gicos se corresponde con tipos de la manera
que presentamos en 1.2: la conjuncién con el producto no dependien-
te, la disjuncién con el coproducto, la implicacién con las funciones
no dependientes, el cuantificador universal con las funciones depen-
dientes y el existencial con el producto dependiente.

Un tipo interesante de definir es el de las funciones de algtn tipo en
1, que se corresponde con la implicacién P — False y es l6gicamente
equivalente a —P

-_: Set > Set
—|P=P%J_

y luego podemos definir un tipo que expresa que una proposicion es
decidible: dada P, se puede probar que es verdadera o que es falsa.
El tipo Dec estd parametrizado en un conjunto P y tiene dos construc-
tores: uno que pide un elemento de tipo P, y otro con un argumento
de tipo - P:

data Dec (P : Set) : Set where
yes : P > Dec P
no:- P > DecP

2.6 PRUEBAS

Veamos ahora un ejemplo de un tipo representando un predicado
sobre los ntimeros naturales: la paridad. Podemos pensar la defini-
cion de este predicado de manera recursiva, teniendo que 0O es par, y
luego dado un ntimero par n, el sucesor del sucesor de n, suc (sucn),
también es par. En Agda definimos este predicado mediante un tipo
inductivo indexado en los naturales con dos constructores que expre-
san las reglas que acabamos de describir:

data Even : IN - Set where
pz : Even zero
psuc : {n : IN} > Even n - Even (suc (suc n))
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Dado n : IN, si podemos construir un elemento con tipo Even n habre-
mos demostrado que n es par. Por ejemplo 0, 2 y 4 son pares:

zeroEven : Even O
zeroEven = pz

twoEven : Even 2
twoEven = psuc pz

fourEven : Even 4
fourEven = psuc twoEven

Para la primera prueba tenemos un regla que lo asegura: cero es par;
y para probar que un nimero n distinto de 0 es par, debemos dar una
prueba de que n — 2 es par. Podriamos ver que 3 no es par: si lo fuera
deberiamos poder probar que 1 es par, pero como 1 es distinto de
0 y no puede construirse mediante la aplicacién del constructor suc
aplicado a otro natural construido con suc, resulta que es imposible.
Esta descripcién de prueba se traduce a Agda de esta manera:

threeNotEven : - (Even 3)
threeNotEven (psuc ()

El tipo - (Even 3) es igual por definicién a (Even 3) » L, es decir una
funcién que tome una prueba de que 3 es par y obtenga un elemento
del tipo vacio. Para ello intentariamos hacer pattern matching en Even
3 mediante el constructor psuc que necesita un argumento con tipo
Even 1. Pero un elemento de dicho tipo es imposible de construir y
por ello utilizamos el pattern absurdo.

Para realizar pruebas en Agda disponemos del entorno interactivo
para el editor Emacs, que asiste al usuario para realizar pruebas. Si
en una definicién de funcién uno escribe ? luego del = (se dice que
uno deja un hueco), dispondré de distintas opciones como averiguar
el tipo del elemento que debe definirse, realizar automaticamente pat-
tern matching sobre algtin argumento de la funcién, intentar obtener
automdticamente el término, entre muchos otros®.

Teniendo definido el tipo Even hemos construido pruebas de que
algunos valores naturales son pares y también mostramos una prue-
ba de que un elemento no es par, utilizando el tipo de la negacién.
Podemos definir una funcién que para todo natural obtenga o bien
una prueba de que éste es par, o bien una prueba de que no lo es.
Para hacerlo en Agda debemos dar una funcién que tome un (n : IN)
y obtenga una prueba en (Even n):

isEven : (n : IN) » Dec (Even n)

Una guia de los comandos para utilizar Agda como un asistente de pruebas puede
encontrarse en https://agda.readthedocs.io/en/v2.5.2/tools/emacs-mode.html.
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Podemos hacer pattern matching diferenciando los casos 0, 1y (psuc

(psuc (n))):

isEven O =7
isEven (suc 0) =7
isEven (suc (suc n)) = ?

Para cada hueco debemos dar un elemento en Dec utilizando el cons-
tructor yes o el no. Los dos primeros se completan de manera sencilla:
La prueba de que 0 es par es directa por definicién, como vimos an-
tes, y la prueba de que 1 no es par es una funcién definida con un
pattern absurdo, ya que es imposible construir un elemento de Even 1:

isEven O yes pz
isEven (suc 0) no (A ()
isEven (suc (suc n)) = ?

Para el caso recursivo debemos analizar si 7 es 0 no es par, y para ca-
da caso decidir si (suc (suc n)) lo es. En Agda podemos hacer pattern
matching sobre expresiones, de la misma manera que la case expres-
sion de Haskell, utilizando una expresién with:

iskven O yes pz

isEven (suc 0) no (A ()

isEven (suc (suc n)) with (isEven n)
isEven (suc (suc n)) [ yes nEven =7
isEven (suc (suc 1)) | no nNotEven =?

Si isEven n vale entonces tenemos un elemento (nEven : Even 1), en caso
contrario tenemos un elemento (nNotEven : - Even n), es decir, una
funcién de Even n en L. Para el primer caso, como 7 es par, podemos
probar que (suc(suc(n))) lo es utilizando el constructor psuc. Para el
segundo caso tendremos que asumir (Even 1) y luego aplicamos la
funcién nNotEven para obtener L, completando la definicién:

isEven : (n : IN) - Dec (Even n)
isEven zero = yes pz
isEven (suc 0) =no (A ()
isEven (suc (suc n)) with (isEven n)
isEven (suc (suc n)) | yes nEven = yes (psuc nEven)
isEven (suc (suc n)) [ no nNotEven = no n+2NotEven
where n+2NotEven : = Even (suc (suc n))
n+2NotEven (psuc nEven) = nNotEven nEven

Asi hemos probado que para todo ntimero natural podemos decidir si
es par o sino lo es, dando una prueba para cada caso, y concluimos la
introduccién al lenguaje. Un tutorial més extenso puede encontrarse
en [64].



UN ENFOQUE PARA COMPILADORES CORRECTOS
POR CONSTRUCCION

Un compilador es una herramienta fundamental relacionada a cual-
quier lenguaje de programacion: Es el programa que traduce el c6-
digo fuente escrito en un lenguaje de alto nivel (como un lenguaje
imperativo simple) a un lenguaje de bajo nivel relacionado a la arqui-
tectura de una mdquina (como el c6digo assembly). La correccién de
un compilador reviste una importancia crucial: un error en el compila-
dor puede invalidar propiedades probadas sobre el programa. Existe
abundante literatura sobre cémo probar un compilador correcto, em-
pezando por McCarthy y Painter [59] en 1967 hasta el desarrollo de
un compilador certificado completamente para un subconjunto del
lenguaje C [51]. En general, el mecanismo para asegurar la correcciéon
es el mismo: Primero se define el compilador como una funcién que
traduce programas bien formados escritos en el lenguaje de alto nivel
(ésto podria implicar un primer chequeo de tipos) al lenguaje de bajo
nivel, y luego se demuestra que la semdntica de cada término en el
alto nivel se corresponde con la semdntica del término traducido en
el bajo nivel. De esta manera entonces, si se comete un error en la
definicién de la traduccién de los términos, sélo podria detectarse en
el proceso de verificacién al intentar realizar la prueba.

Un enfoque alternativo consiste en aprovechar las ventajas de los
lenguajes con tipos dependientes de manera de especificar a nivel de
los tipos la informacién semdntica de cada lenguaje y de esta manera
el tipo del compilador capturard la correcciéon. En la conferencia ICFP
de 2012, Conor McBride introdujo un ejemplo en el cual implementa
un compilador, definiendo el lenguaje de bajo nivel con un sistema
de tipos de manera tal que el tipo de una instruccién es decorado
con su semdntica operacional [57]. Realizando el mismo trabajo con
la seméntica del lenguaje de alto nivel y teniendo una relacion entre
ambas semadnticas, el compilador puede expresar a nivel de tipos su
correccién, de manera que solo estard bien tipado si es correcto.

En este capitulo estudiaremos en detalle esa propuesta con miras
a obtener una metodologia para definir compiladores correctos por
construccion explotando las ventajas de los tipos dependientes. Para
ello presentaremos el enfoque aplicado a un compilador de un len-
guaje de expresiones aritméticas a un lenguaje de maquina basada en
stack y luego extenderemos los lenguajes definiendo un compilador
correcto por construcciéon de un lenguaje imperativo simple a un len-
guaje intermedio con primitiva de loop. Finalmente definiremos un
compilador de este lenguaje intermedio a un cédigo de maquina si-

27



28 UN ENFOQUE PARA COMPILADORES CORRECTOS POR CONSTRUCCION

Fe;:nat Fe:nat Fej:nat F ey :nat

Fn:nat Feyder:nat Fe; = ey :bool
Figura 1: Sistema de tipos del lenguaje fuente

milar al assembly analizando hasta qué punto nuestro enfoque puede
aplicarse a ejemplos maés realistas.

3.1 EL ENFOQUE APLICADO A UN LENGUAJE DE EXPRESIONES

Veamos con un pequefio ejemplo como podemos construir un com-
pilador correcto por construccién. Primero lo definiremos en la mane-
ra habitual, junto con una prueba de correccion.

Los lenguajes

Consideremos un lenguaje de expresiones aritméticas con constan-
tes numéricas, un operador de suma y un operador de igualdad™:

ex=n|e Per | e1=e

En Agda lo implementamos de esta manera:

data Expr : Set where
L] :IN > Expr
_P_:(ey : Expr) > (e2 : Expr) > Expr
= _:(e7 : Expr) > (e2 : Expr) > Expr

Esta gramatica nos permite construir expresiones que no estan bien
tipadas, como por ejemplo (0 = 1) @ 2. Para evitar esas situaciones
anémalas definimos entonces un sistema de tipos en la figura 1, que
puede ser implementado directamente en Agda:

data Type : Set where
nat : Type
bool : Type

data _:_ : Expr > Type » Set where
tnat :V{n}>F|n|:nat
tplus : V{e1 e} > Fej:nat>key:nat>F ey @ ey :nat
teq :V{e1eal>Fej:nat>key:natst ey = ey : bool

1 Si bien el operador de igualdad no tendrfa mucha utilidad aqui, lo introducimos
para mostrar un ejemplo con mas de un tipo de datos.
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Las expresiones pueden tener tipo nat o bool y un elemento del
datatype I e : t es una prueba de que la expresion e tiene tipo t.

Para poder hablar de correcciéon de un compilador necesitamos te-
ner una nocién de semdntica para los lenguajes involucrados. Para
este lenguaje de expresiones es natural dar una semdntica funcional,
para lo cual primero damos una interpretacion para los tipos:

ST : Type > Set
STnat =IN
ST bool = Bool

La ventaja de contar con un sistema de tipos es que alcanza con dar
semantica s6lo a aquellas expresiones que estén bien tipadas:

E[L]:V{>(:Expr)>te:t-> (STt

E[[n|] tnat=n

E[er @ ez ] (tplus p1 p2) = (E[e1 [ p1) + (E[e2 | p2)
Eler =ex ] (teqpr p2) =(E[er ] p1)==(E[e2]p2)

Pasemos ahora a describir una médquina basada en pila que usare-
mos para compilar el lenguaje de alto nivel. El lenguaje de la méquina
consiste de un conjunto de instrucciones cuya ejecucién manipula la
pila. Podemos describirlo ast:

cx= pushv | add | eq | c1,c2

La médquina es capaz de poner un valor v en el tope, sumar o che-
quear la igualdad de los dos valores que se encuentren en el tope de
la pila. Por dltimo dos instrucciones pueden ser sucedidas en forma
de secuencia, y contamos con un constructor binario para ello, a dife-
rencia de los lenguajes de ensamblador donde tenemos instrucciones
simples agrupadas en una lista. Definimos este lenguaje en Agda de
esta manera:

data Code : Set where
push : IN » Code
add : Code
eq :Code
: Code » Code » Code

—

Al igual que en el lenguaje de alto nivel, podemos definir aqui un
sistema de tipos. Si, por ejemplo al momento de ejecutar la instruc-
cién add la pila no cuenta con dos elementos de tipo nat en el tope,
la ejecucion no puede realizarse. El sistema de tipos de la figura 2 evi-
tard que se produzcan estas situaciones de stack-underflow. Los juicios
de tipado son de la forma st + ¢ ~» st’, donde st, st” son stack-types :
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st F [push|n ~~ [nat| :: st [nat| : nat| = st F ladd| ~ nat| : st

sty ~ st/ st ¢y~ st”

Inat| : [nat| :: st - [eq| ~> |[bool| :: st -
stkcq,co ~> st

Figura 2: Sistema de tipos para el lenguaje target

([push|n,s) yyene>s (ladd,n>m>s) §p (M+m)>s

(c1,s) b s”  (c2,8") Yo s”
(leg,n>mp>s) lyy (mM=m)>s (c1,c2,8) b s”

Figura 3: Semdntica operacional del lenguaje target

listas con los tipos de los elementos que contiene la pila en el orden
que aparecen; st representa los tipos de la pila antes de ejecutar la
instruccién c, y st’ los tipos de la pila resultante luego de la ejecu-
cién. Lo implementamos en Agda mediante un tipo indexado en dos
stack-types y un programa:

StackType : Set
StackType = List Type

data __~~_: StackType » Code » StackType - Set where
tpush : V {st} {n : N} > st F push n ~~ (nat : st)
tadd :V {st} > (nat: nat:st) - add ~ (nat : st)
teq :V {st} > (nat:nat:st) - eq ~ (bool : st)
tseq :V {st st st”}{c1 c2}~
stbcy ~st'sst’' ey~ st sstEcr, o~ st”

En la figura 3 definimos la seméntica operacional para el lenguaje
de bajo nivel. Escribimos

<CI S> ‘UM S/

para referir que la evaluacién de c en la pila inicial s termina en la pila
s’. Notar que la pila puede contener valores naturales o booleanos,
por lo tanto las reglas para las instrucciones add y eq sélo tendran
sentido si en en el tope de la pila hay dos valores naturales. Podemos
definir en Agda esta semantica s6lo para configuraciones con los tipos
adecuados donde representamos las pilas como listas heterogéneas,
mediante un tipo indexado en los stack-type:



3.1 EL ENFOQUE APLICADO A UN LENGUAJE DE EXPRESIONES

data Stack : (st : StackType) > Set where
€ : Stack []
>V {t} {st} > (ST ) > Stack st > Stack (f : st)

data (_,_)_=_:V {stst’} > (c: Code) » st ¢~ st’' >
Stack st - Stack st’ - Set where
pushR : V {n st} {s : Stack st} >
( (push n) , tpush ) s = (n > 9)
addR : V {m n st} {s : Stack st} »
(add, tadd ) (m> (n >s)) = ((m +n) > s)
eqR :V {mn st} {s: Stack st} »
(eq,teq) (m>m>s) = (m==n)>s)
seqR : V' {c1 ¢z st st’ st” p1 pa}
{s : Stack st} {s” : Stack st’} {s” : Stack st”} »
(c1,p1)s=s>(ca,p2)s =s">
((c1.c2), (tseqpy p2) ) s ="

El compilador y la prueba de correccion

Dados los lenguajes fuente y target, con sus sistemas de tipos y se-
manticas, procedemos a definir el compilador junto con su prueba de
correccion. Definiremos la compilacion sélo para expresiones que es-
tén bien tipadas, por lo tanto para obtener un programa en el lenguaje
de bajo nivel debemos tener una prueba de tipado de la expresion:

compile : V {t} (e : Expr) > Fe:t > Code

compile | n | tnat = push n

compile (e1 @ e2) (tplus pq p2) = compile e p1 , compile ez p, , add
compile (e1 = e2) (teq p1 p2) = compile e; p1 , compile ez p2 , eq

La definicién del compilador es simple: una constante natural se
compila a la instruccién que consiste en poner esa constante en el
tope de la pila; la suma de dos expresiones se compila a la secuen-
cia consistente de la compilaciéon del primer sumando, seguido del
segundo, seguido de la instrucciéon add y de igual manera con la
igualdad. Una propiedad deseada y que este compilador satisface es
la de preservacioén de tipado, cuya prueba omitimos ya que no aporta
nada interesante:

typepres : V {t} {st} {e : Expr} > (tp : - e : t) > st = compile e tp ~~ (¢ : st)

De aqui obtenemos dos hechos: (i) la compilacién de la expresion e
de tipo t resulta en un programa el cual puede tiparse con cualquier
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stack-type inicial st; y (ii) la ejecucion de éste deja en el tope de la
pila un valor de tipo t.

La correcciéon del compilador expresa que el resultado de ejecutar
el programa obtenido de compilar una expresién bien tipada e co-
menzando en la pila s es la misma pila consistente del valor v en el
tope seguido de s, donde v es el valor semantico de e. Esta prueba
puede realizarse por induccién en e sin ninguna dificultad y por ello
solo mostramos su enunciado:

correct : V {t} {st} {e : Expr} {tp : - e : t} {s : Stack st} »
( (compile e tp) , (typepres tp) ) s = ((E[ e ] tp) > 9)

Asi hemos completado la definicién del compilador, junto con su
prueba de correccion.

Nos concentremos en la metodologia que seguimos para desarro-
llar este compilador correcto: hemos definido la sintaxis de los len-
guajes, las relaciones de tipado, la semantica de cada lenguaje solo
para expresiones bien tipadas y la funcién de compilacién, de mane-
ra separada. Las propiedades de preservacién de tipado y correcciéon
fueron formuladas como predicados externos que relacionan la fun-
cién de compilacion con los sistemas de tipado y con las relaciones
semanticas de los lenguajes, respectivamente. Ambas propiedades no
estdn aseguradas por construccion, sino que deben ser chequeadas in-
dependientemente de la definicién del compilador. A este enfoque se
lo suele llamar externalista. Como alternativa, a continuacién presenta-
mos un enfoque internalista en el cual las propiedades son aseguradas
por construccion, para ello internalizaremos primero las relaciones de
tipado, y luego las seménticas.

Internalizacion del tipado

Tomando provecho de los tipos dependientes, vamos a ornamentar
los datatypes que definen la sintaxis de los lenguajes de manera que
las relaciones de tipado estén definidas junto con las correspondientes
gramaticas.

Definimos primero las expresiones bien tipadas, como un datatype
indexado en los tipos nat y bool:

data Expry : Type > Set where
|| :IN > Exprg nat
_@®_: (e1 : Expr¢ nat) > (e2 : Expry nat) > Expr¢ nat
=_:(e7 : Expry nat) > (ez : Exprg nat) > Expry bool

Un elemento e del tipo Expry t en Agda corresponde al juicio de
tipado F e : t. Decimos que Expr; es una version ornamentada del ti-
po Expr. Debido a que la relacién de tipado para las expresiones es
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dirigida por sintaxis, la definicién de Expr; es inmediata: cada cons-
tructor de las expresiones se corresponde con una regla de tipado.
Esta caracteristica es fundamental en el enfoque internalista.

La relacion entre una expresién en Expr y su version internalizada
la evidenciamos con una funcién de lifting:

MV {t}>(e:Expr) > et Expre t

| x| ¢ tnat =|x]

(e1 @ e2) ¢ (tplus p1 p2) = (€1 ¢ p1) @ (e2 *¢ p2)
(e1 = e2) r¢ (teq p1 p2) = (e1 r¢ p1) = (2 ¢ p2)

Gracias a que solo definimos expresiones bien tipadas, no hay in-
convenientes para definir la seméantica:

fnat: IN - IN
fnatn =n

fplus: N> IN > IN
fplus ny ny =ny + ny

feq: IN > IN - Bool
feq ny np =myp ==ny

E¢[L]:V{f > Expry £ > (ST #)
Ec[[n]] =fnatn

Et[[e1 D ez ﬂ = fplus Et[[€1 ﬂ Et[[ez]]
Ecfer =ex]=feq Ecfer | Ecfez]

Maés adelante quedara clara la razén por la cual definimos la seman-
tica modularizando de esta manera.

Es inmediato ver que las definiciones semdanticas que dimos para
el lenguaje de expresiones tanto para el enfoque externalista como la
versién con el tipado internalizado coinciden:

semequivExpr : V {f} {e : Exprifp :Fe:t} s E[e]p=Efere p ]

Podemos repetir el mismo trabajo para el lenguaje de bajo nivel:
definimos una versién ornamentada con el sistema de tipado y damos
la relacién seméntica sobre este nuevo datatype, que serd equivalente
a la definida en la versién externalista.

El sistema de tipado para el lenguaje target relaciona cada instruc-
cién con dos stack-type, correspondientes a los tipos de los elementos
que estdn en la pila antes y después de la ejecucion del programa:

data Codey : StackType - StackType - Set where
push : V {st} > IN > Codey st (nat : st)
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add :V {st} > Codet (nat: nat : st) (nat: st)
eq :V {st} > Codet (nat: nat: st) (bool : st)
.V {stst'st”} > Codey st st’ » Codey st” st” > Codey st st”

Al igual que en el caso de las expresiones, definir la versién orna-
mentada de esta manera es posible gracias a que la relacién de tipado
es dirigida por sintaxis. La funcién de lifting entre ambas versiones
del tipo Code queda definida asi:

_acy_: V{stst'}» (c: Code) »sthF ¢~ st’ > Codey st st’

(push n) +cy tpush = push n
add 1¢¢ tadd = add
eq 1ct teq =eq

(c1 ., ¢2) rce (tseq py p2) = (€1 rcy p1), (€2 My p2)

La relacién semantica ahora puede definirse directamente sobre el
datatype internalizado:

data (_)¢_=_:V {st st't > Codey st st’ ->
Stack st -> Stack st’ -> Set where
pushRT : V {st n} {s : Stack st} -
(pushm )y s = (nrs)
addRT :V {m n st} {s : Stack st} »
(add )¢ (m> (m>s) = ((m+n)>s)
eqRT :V {m n st} {s : Stack st} >
(eq )y m>m>s) = (m==n)>Ss)
seqRT :V {st st’ st” ¢ c3}
{s : Stack st} {s” : Stack st'} {s” : Stack st”} »
(c1)es=5>(c2)es =5">((c1,¢c2) )t5s=5"

la cual esta relacionada con la version externalista mediante esta pro-
piedad:

semequivCode : V {c st st” tp} {s : Stack st} {s" : Stack st’} >
(c,tpys=s">(crcetp)rs=s

Una vez que definimos las versiones internalizadas con el sistema
de tipado de cada lenguaje, podemos dar el compilador en el cual la
propiedad de preservacién de tipado es asegurada por construccion:

compile : V {t} {st} -> Expr¢ t > Codey st (f : st)
compiley | 7 | = push n

compilet (e &b e2) = (compilet e7) , (compilet e3) , add
compilet (67 = e3) = (compiley e7) , (compileg €2) , eq

El tipo de la funcién compile; expresa la propiedad de preserva-
ciéon de tipado: Si se compila una expresion con tipo t se obtiene un
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programa que ejecutdndose en una pila con stack-type st, termina
produciendo un satck con tipo (f : st), es decir que s6lo agrega un
valor de tipo t al tope.

Internalizando las relaciones de tipado en los lenguajes pudimos
obtener por construccién la propiedad deseada, sin embargo si que-
remos obtener un compilador correcto por construccién ésto no es
suficiente: el valor de tipo t que queda en el tope podria ser erréneo.
Podriamos por ejemplo definir la compilacién de la suma de esta ma-
nera:

compilet (e1 @ ep) = compilet ey , compilet e2 , add , push 1, add

y la propiedad de preservacion de tipado sigue cumpliéndose.
Tenemos nuevamente el problema de que el predicado de correc-
cién es externo a la funcién de compilacion:

correcty : V {t} {st} {e : Expry £} {s : Stack st} >
( (compiley €) )¢ s = (Ec[e] > s))

Avancemos entonces un paso mds en nuestra metodologia interna-
lizando la seméntica de manera de poder capturar la propiedad de
correccion en el tipado de la funciéon de compilacién en Agda.

Internalizacion de la semdntica

De la misma manera que hicimos con la internalizacién de tipado,
procedemos de manera sistemdtica para incorporar la semantica de
cada lenguaje en la definicién del correspondiente datatype.

Para el caso de las expresiones tenfamos definida una funcién se-
mantica, cuyo dominio es la interpretacién del tipo nat o bool, de
acuerdo a si la expresion es una constante natural o una suma, o si es
una igualdad de dos expresiones naturales, respectivamente. Como
esta funcion es dirigida por sintaxis, tenemos una correspondencia
uno a uno entre los constructores de las expresiones y su semantica;
podriamos verlo también como que la seméntica forma un &lgebra
(enfoque que profundizaremos en el capitulo siguiente). Definimos
entonces un datatype indexado en la interpretacién del tipo de la
expresion:

data Exprg : V {t} > (ST t) > Set where
|| :(m:IN)> Exprg (fnat n)
BV {ny nal - (eq : Exprs n1) > (e2 : Exprg na) >
Exprs (fplus ny ny)
_é_ vV {ny na} - (ey : Exprs TZ]) > (e : EXpt’S 1’12) >
Exprs (feq 11 n3)

y nuevamente una funcién de lifting que asocia la versiéon ornamen-
tada solo con el tipado, al datatype ornamentado con la seméntica:
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_ts: V{t} > (e: Expre £) > Exprs (E¢[ e ])
| x| rs = x|

(e1 @ ex) rs = (61 1s) D (€2 1)

(e1 = e2) 15 = (1 1) = (€2 )

Continuamos ahora con la internalizaciéon de la seméntica para el
lenguaje de bajo nivel. Indexamos el datatype con un par correspon-
diente a la pila inicial y final de la ejecucién de la instruccién:

data Codeg : V {sf st’} - Stack st > Stack st > Set where
push : V {st} {s : Stack st} > (n : IN) > Codeg s (n > s)
add :V {st m n} {s : Stack st} > Codes (m 1> n > s)) (m + n) > s)
eq :V{st mmn}{s: Stack st} > Codeg (m 1> (n 1> 5)) ((m ==n) > s)
YV {st st” st”} {s : Stack st} {s” : Stack st} {s” : Stack st”} »
Codeg s s” > Codeg s” s” » Codeg s 8"

—

y definimos la funcién de lifting:

_ncg_ - V {st st’} {s : Stack st} {s” : Stack st} »
(c:Codey st st’) > (c )t s=s"»Codesss’
(push 1) +cg pushRT = push n
add +cg addRT = add
eq s eqRT =eq
(€1, ¢2) 1cs (seqRT py p2) = (€1 r¢cs p1, €2 1Cs P2)

Con este segundo paso de internalizacion hemos obtenido dataty-
pes que reflejan la seméntica de cada constructor a nivel de tipos de
Agda. Podemos entonces ahora definir un compilador del lenguaje de
expresiones al lenguaje de bajo nivel, cuyo tipo asegura la correccién:

compileg : V {t} {st} {v: (ST 1)} {s : Stack st} >
(e : Exprs v) > Codes s (v 1> S)
compileg | # | = push n
compileg (e7 & ez) = compileg e2 , compileg ey , add
compiles (67 = e2) = compileg e> , compiles e1 , eq

Siguiendo esta metodologia hemos obtenido un compilador de ex-
presiones donde su correccion esta asegurada estdticamente: si la de-
finicién pasa el type-checker de Agda entonces es correcta.

Definir la seméntica a nivel del tipo del compilador constituye un
enfoque metodolégico en el cual la correccién es tenida en cuenta en
el momento de la construccion del compilador. De esta manera pue-
den detectarse errores en una etapa temprana y de manera estética.

En la figura 4 podemos ver la relacién entre las distintas versiones
de los lenguajes: En la linea inferior encontramos el enfoque externa-
lista para el cual necesitamos realizar las pruebas de preservacién de
tipado (typepres) y de correccién (correct). En la linea superior tenemos
el enfoque internalista donde hemos especificado a nivel de tipos las
propiedades deseadas pasando por un nivel intermedio donde sé6lo
internalizamos el tipado.
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compileg

Expr, [e]: Codes s s’
Ts TS
compile
e: Expr t +Correc: Y (c: Codey stst’)({c)s = s’)
Tt Tt

S (e:Expr) (Fe:t) —=™" , 5 (¢ Code) (st F ¢~ st')

“+typepres-correct

Figura 4: El enfoque internalista

3.2 EL ENFOQUE APLICADO A UN LENGUAJE IMPERATIVO SIM-
PLE

En esta seccién aplicaremos la metodologia para construir un com-
pilador correcto de un lenguaje imperativo simple a una maquina
basada en stack. Tendremos que lidiar con problemas como la no
terminacién y con algunas limitaciones que aparecen cuando la se-
maéntica de los lenguajes es mas compleja.

Lenguaje de alto nivel

El lenguaje de expresiones aritméticas es idéntico al de la secciéon
anterior, al cual le agregamos variables que pueden implementarse
con cualquier tipo que tenga una nocién de igualdad decidible:

data Expr : Set where
L] :IN - Expr
_P_:(ey : Expr) > (e2 : Expr) > Expr
= :(e7 : Expr) > (e2 : Expr) > Expr
var : Var > Expr

Para las variables podriamos tomar Var = IN, o Var = String.

Las sentencias del lenguaje son la asignacién, la secuencia y un
constructor while para ciclos. Puesto que el condicional puede defi-
nirse en términos del while, preferimos evitar su inclusion.

data Stmt : Set where
_:=_ :Var > Expr > Stmt
while : Expr > Stmt - Stmt
: Stmt > Stmt > Stmt

—
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Tipado en el lenguaje de alto nivel

Extendemos el sistema de tipos presentado en la seccién anterior a
las nuevas construcciones del lenguaje. Por cuestiones de simplicidad
las variables serdn solo de tipo nat.

data _:_ : Expr » Type > Set where
tnat :V{n}->F|n|:nat
tplus: V {e1 e2} > Fej :nat> ey i nat-
Fep @ ez :nat
teq :Vi{erex}>Fej:nat>key:nat-
Fep = ey : bool
tvar :V {x} > F var x: nat

Para las sentencias, necesitamos que la expresién asignada a varia-
bles sea de tipo nat y que la condicién del while sea de tipo bool:

data _ : Stmt - Set where
tassgn: V{x} {e} > Fe:nat>F (x :=¢)
twhile : V {e} {stmt} > F e : bool -  stmt >
F (while e do stmt)
tseq :V {stmty stmt,} > b stmty > stmty >
F (stmty , stmty)

Como en la seccién anterior, procedemos con el primer paso en la
metodologia: internalizar la relaciéon de tipado en la definicién del
lenguaje de expresiones y sentencias.

data Expry : Type > Set where
|_| : IN > Exprg nat
_@®_: (e1 : Expr¢ nat) > (e2 : Expry nat) » Expr¢ nat
_= :(e7 : Expry nat) > (ez : Exprg nat) > Expry bool
var : (x:Var) > Expry nat

data Stmty : Set where
_:=_ :Var > Expr¢ nat > Stmty
while : Expry bool - Stmty - Stmty
. Stmty > Stmty > Stmty

Dado que no tenemos distintos tipos para las sentencias, no es nece-
sario indizar el tipo Stmt; (en contraste con Expry).
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Una vez que definimos el datatype ornamentado, el siguiente paso
en la metodologia es definir la funcién de lifting que relaciona la
version externalista con la recién definida:

e V{t}>(e:Expr)>Fe:t- Expret

| x| t¢ tnat =| x|

(e1 @ e2) ¢ tplus py p2 = (€1 ¢ p1) D (e2 ¢ p2)
(e1 = e2) ¢ teqpy p2 = (€1 ¢ p1) = (2 ¢ p2)
var X ™M tvar =var x

_astmt_: (stmt : Stmt) > F stmt > Stmty
_arstmty_ (x := e) (tassgn enat) = x := (e *¢ enat)
_tstmty_ (while e stmt) (twhile ebool p)
= while (e t¢ ebool) (stmt rstmty p)
_rstmty_ (stmty , stmty) (tseq p1 p2)
= (stmty rstmty p1) , (stmitz rstmte p2)

Semdntica del lenguaje de alto nivel

En el lenguaje tenemos variables, por lo tanto la seméntica debe-
ré incluir la nocién de estado. Lo implementamos como una funcién
que va del conjunto de variables a los naturales. Y definimos un ope-
rador de modificacién de estado, que serd ttil para dar semantica a
la asignacion:

State : Set
State = Var - IN

_[_——_1: State > Var > IN > State
o[lx—nl=Ay-ify==sxthennelse oy

Para dar seméntica a las expresiones, necesitamos definir un domi-
nio semdntico. En el ejemplo de la seccién anterior éste era el conjunto
de los naturales o los booleanos de acuerdo al tipo de la expresion,
pero ahora tenemos que considerar el estado de las variables. Por lo
tanto la semdantica de una expresién serd una funcién de estados en
la seméntica del tipo correspondiente:

DomE; : Type - Set
DomEg t = (0 : State) > (ST t)

y la semantica de cada expresion estara definida por una funcién:

fcnat : IN - DomEg nat
fcnat n = const n
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fplus : DomEg nat » DomEg nat -~ DomEg nat
fplusfi p=Ao->fio+fro

f==: DomEg nat > DomEg nat » DomEg bool

==f1f2=7\6%f1 0'==f20‘

fvar : Var > DomEg nat
fvarx=Ao->o0x

[_] : ¥ {# > Expr¢ t > DomEg ¢
[In|] =fcnatn
[[61 Qez]]=fplus[[e1 ]] [[62]]
[er=ex]=f=[er][ez]
[varx] =fvarx

Podemos entonces definir el datatype de las expresiones ornamen-
tado con la semantica. Notemos que el indice ahora serd una funcién
de estados en naturales o booleanos:

data Exprg : V {t} > DomEg t > Set where
|| :(m:IN) > Exprs (fcnat n)
_D_:V {f] fz} > (eq : Exprg f]) > (ep : Exprg fz) >
Exprs (fplus f1 f2)
_=_:Y{f1 f2} > (e1 : Exprs f1) > (e2 : Exprs f2) »
Exprs (f==f1 f2)

var : (x:Var) > Exprg (fvar x)

La semantica de las sentencias usualmente se da como una relacién
entre estados: la ejecucion de una sentencia transformard un estado
modificando posiblemente sus variables. En la seccién anterior dimos
una semadntica operacional big-step para el lenguaje de bajo nivel y
luego definimos el datatype ornamentado que capturaba esta rela-
cion.

Intentemos hacer lo mismo para el lenguaje de sentencias. Como
dijimos previamente todo nuestro enfoque requiere que la propiedad
que se quiere internalizar sea dirigida por sintaxis. Como es habitual,
la semantica operacional del constructor while distingue dos casos de
acuerdo a la validez de la guarda. Para poder definirla y no perder la
direccién por sintaxis, tendremos una relacién auxiliar que refleja la
semdntica del while:
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data {_,_)=_: (s: Stmty) > State > State > Set where
assgn:Vi{xeol>(x=e,0)= (0c[x—[e] ol
seq :V{s1s200 0"}>(s1,0)=0" >
(s2,0 )y=0">
((51,82),0)=>0"
while : Vi{es oo’} (! [[e]]c,e)s,cf):>w0’e
{(whilees, 0)= o’

data (', ), y=w_: Bool » Expr¢ bool » Stmty »
State - State » Set where
wFSem :Vies ol > ( false ,e) s, oc)=wo
wiSem:V{soo c”e}->(s,0)=0 -
(( [e] o ,els, o )y=wo’ >
(Ctrue ,e)s, o0 )=wo”

Ahora intentemos definir el datatype ornamentado con dos indices
correspondientes a los estados previo y posterior a la ejecucion. ;C6-
mo deberiamos indexar el cuerpo del while? Cada vez que se ejecute
probablemente partird y terminard en estados distintos por lo cual no
podriamos fijarlos.

data Stmtg : State -> State -> Set where
= :V{o}{f: DomEg nat} > (x : Var) > (e : Exprs f) »
Stmts 0 (0 [x — (fo) 1)
:V{oo 0"~
Stmts 0 0" > Stmts 0" 0" > Stmts 0 0"
whileg : V {o 0’} {f : DomEg bool} >
(e: Exprs f) » 22> Stmtg 0 0’

—

Deberiamos completar el hueco marcado con ?? con el tipo que
deberia tener el cuerpo del ciclo, de manera tal que refleje la semén-
tica operacional que dimos previamente. Una alternativa podria ser
utilizar la seméntica operacional directamente en la sintaxis del ti-
po ornamentado, pero esto nos desviaria de nuestra metodologia, en
la cual queremos tener los mismos constructores para las diferentes
versiones refinadas de cada tipo de dato.

Todo indica entonces que ornamentar el tipo de las sentencias se-
gun su semdntica operacional no es viable. Sin embargo podriamos
definir una semantica funcional, como en [65] y ornamentar las sen-
tencias utilizando como indice esta funcién. El tinico inconveniente a
sortear es que la semédntica es parcial ya que tenemos programas que
no terminan.

Podemos definir una aproximacién al menor punto fijo mediante
un nimero natural (un clock), que lleve la cuenta de cudntos ciclos se
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han realizado.? Si el indice es cero, entonces la seméntica serd inde-
finida. S6lo estard definida si se alcanza el menor punto fijo con el
clock atin no nulo.

Para representar la posible indefiniciéon utilizamos el tipo Maybe.
Podemos definir el dominio semdantico como una funcién que va de
un clock y un estado inicial a un (posible) estado final:

DomS; : Set
DomS; = (clock : IN) » (o : State) > Maybe State

Definamos entonces una semdntica denotacional para las senten-
cias bien tipadas, de acuerdo a la siguiente 4lgebra:

fassgn : Var > DomEg nat > DomSg
fassgn x fe = A clock o - just (o0 [x — fe 0 ])

La asignacién actualiza el estado modificando el valor de la variable
x con la seméntica de la expresion e, y siempre estd definida, por lo
tanto utilizamos el constructor just.

fseq : DomSg » DomSg > DomSg
fseq f1 f2 = A clock o > f1 clock o »= f5 clock

La seméntica de la secuencia consiste en una secuencia monddica en
el tipo Maybe. Si la aplicaciéon de f1 sobre el clock y el estado estd
definida entonces el estado resultante es pasado como argumento de
f2 con el mismo clock. Si alguna de las dos aplicaciones es indefinida,
entonces la semantica de la secuencia lo sera.

fwhile : DomEg bool - DomSg - DomSg

fwhile fb fc zero o = nothing

fwhile fb fc (suc clock) o = if fb o then fc (suc clock) o »=
fwhile fb fc clock

else just o

fseq : DomSg > DomSg > DomSg
fseq f1 f2 = A clock o > f1 clock o »= f> clock

La definicién de la seméntica del while es recursiva, y consiste en
ejecutar el cuerpo mientras la condicién sea verdadera y el clock ma-
yor que cero. Si este tltimo se hace nulo, entonces el resultado seré
indefinido. Si la guarda es falsa, se devuelve el estado sin modificar.

Finalmente podemos definir la semdantica denotacional para las sen-
tencias bien tipadas de este modo:

2 Alternativamente podriamos usar la Delay Monad para dar seméantica del while utili-
zando el operador de punto fijo como lo hace Benton et al.[7].
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[_]S : Stmty > DomSs

[x=e]S =fassgnx[e]

[ while bc ]S =fwhile[b] [c]S
[s1.s2]s =fseq[si]S[s2]s

El siguiente paso es internalizar esta semantica definiendo un da-
tatype indexado por el dominio seméntico DomS;.

data Stmtg : DomSg » Set where

= V{ft > (x: Var) > Exprg f > Stmt (fassgn x f)

. Y{f1 f2} > Stmtg f1 > Stmt f2 > Stmtg (fseq f1 f2)
while : V {fb} {f} > Exprs fb > Stmtg f - Stmtg (fwhile fb f)

Las funciones de lifting no aportan ninguna novedad, por ello mos-
tramos tnicamente sus signaturas:

_ts YV {t}> (e: Expre £) > Exprs [ e ]
_astmtg : (stmt : Stmty) > Stmtg [ stmt ]S

La funcion de lifting desde el datatype original hasta la versiéon
ornamentada con la semantica es la composicién de las funciones ya
definidas:

sV {t}>(e:Exp) > (p:te:t)>Exprs (Jerep])
ertsp=(erep) s

_tstmtys_: (stmt - Stmt) > (p : = stmt) > Stmtg [ stmt rstmte p [|S
stmt rstmtys p = (stmt rstmty p) rstmtg

Lenguaje de bajo nivel

La mdquina consiste de una pila, una memoria y la instruccién que
estd siendo ejecutada. El lenguaje para esta mdquina es similar al de
la seccién anterior, al que le debemos agregar instrucciones que per-
mitan manipular el estado y un operador para poder realizar ciclos.

c:= pushv| add | equ | cy,c2 |
load x | store x | looplcy,c2]

Este lenguaje también manipula variables mediante las instruccio-
nes load y store, que obtienen el valor de una variable desde la me-
moria y lo ubican en el tope de la pila, o actualizan la memoria en
el lugar de la variable con el valor que esta en el tope de la pila, res-
pectivamente. También consta de una instruccién loop[cy,c2] cuya
semantica consiste en ejecutar la instruccion cq la cual debe dejar un
valor booleano en el tope de la pila, si éste es verdadero se ejecuta
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c2 y vuelve a repetirse la instruccién, hasta que la ejecucién de c;
obtenga un valor falso.

data LCode : Set where

push : (n : IN) > LCode

add : LCode

eq : LCode

load : (x : Var) > LCode

store : (x : Var) » LCode

loop : (c7 : LCode) - (c2 : LCode) » LCode
: (¢ : LCode) » (c2 : LCode) » LCode

Es interesante notar que en el lenguaje de bajo nivel no tenemos dis-
tincion entre lo que corresponde a expresiones o a sentencias. El com-
pilador traducird ambas categorias sintdcicas de alto nivel al mismo
lenguaje de bajo nivel.

Stack-safety del bajo nivel

La primera propiedad que queremos asegurar en el cédigo compi-
lado es que sea stack-safe. La maquina que ejecuta el cédigo de bajo
nivel tiene instrucciones que exigen requisitos sobre la pila. Por ejem-
plo, la instruccién add requiere que haya dos naturales en el tope
para poder ejecutarse. De manera similar, otras instrucciones tienen
requisitos y queremos que el cédigo compilado siempre pueda ejecu-
tarse, por lo tanto debe ser stack-safe.

Podemos definir la relaciéon que caracteriza esta propiedad con el
siguiente tipo de datos en Agda:

data _F_~-_ : StackType > LCode » StackType > Set
where

rpush : V {st} {n : IN} > st - push n ~» (nat : st)

radd :V {st} > (nat : nat: st) - add ~» (nat : st)

req :V {st} > (nat: nat:st) - eq ~~ (bool : st)

rload :V {st} {x : Var} > st I load x ~» (nat : st)

rstore : V {st} {x : Var} - (nat : st)  store x ~» st

rloop : V {st} {c1 c2} > st cqy ~ (bool : st) > st cy ~» st >

st F loop ¢1 ¢y ~ st

rseq :V {stst st”}{c1 cal>sthcy ~ st st ey~ st o

stkcy,cp ~st”

por ejemplo la regla req establece que la instrucciéon eq puede ejecu-
tarse si en la pila hay dos naturales en el tope, reemplazdndolos por
un booleano.

Procedemos entonces a ornamentar la sintaxis del lenguaje de bajo
nivel con este sistema de tipos. Definimos un datatype con dos indices
de tipo StackType.
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data LCodey : StackType - StackType - Set where
push : V {st} > (n : IN) > LCodey st (nat : st)
add :V {st} > LCode; (nat : nat : st) (nat : st)
eq :V{st} > LCodey (nat: nat: st) (bool : st)
load :V {st} > (x: Var) > LCode; st (nat : sf)
store : V {st} » (x : Var) > LCode; (nat : st) st
loop :V {st} > (cy : LCodey st (bool : st)) > (c2 : LCodey st st) -
LCodey st st
:V {st st’ st”} > (c7 : LCodey st st’) > (c2 : LCodey st’ st”) »
LCodey st st”

y la funcién de lifting que relaciona el tipo ornamentado con su ver-
sion externalista. Omitimos su definiciéon ya que no presenta ninguna
novedad.

_acy_: V{stst’} > (c: LCode) » st - ¢ ~» st’ > LCodey st st’

Semdntica del cédigo de bajo nivel

La configuracién de la maquina abstracta en la seccién anterior
consistia s6lo de la pila. Como ahora tenemos que lidiar con variables,
debemos agregar a esta configuracién un estado de valores para las
mismas.

Conf : (st : StackType) - Set
Conf st = Stack st x State

Para dar semantica al lenguaje de instrucciones de bajo nivel, al
tener la primitiva loop, no podemos dar una relacién que fije la con-
figuracion antes y después de la ejecucion que sea dirigida por sinta-
xis, caracteristica fundamental para nuestro enfoque. Procederemos
de la misma manera que con el lenguaje de alto nivel: Definimos una
semantica denotacional y para lidiar con la no terminacién, utilizare-
mos un nimero natural que contard la cantidad de unfoldings para
aproximarse al punto fijo, en caso de que exista. El domininio semén-
tico serdn funciones que toman un natural (el reloj), una configura-
ciéon de la mdquina, y obtienen otra configuraciéon en caso de que se
alcance la terminacién del programa. Representamos la parcialidad
de la funcién con el tipo Maybe.

DomCg : (st : StackType) » (st” : StackType) - Set
DomC; st st” = (clock : IN) - (so : Conf st) > Maybe (Conf st)

La semantica constituye un dlgebra para la signatura de las instruc-
ciones de bajo nivel. En las instrucciones push, add, y eq la definicién
serd similar a la de la seccioén anterior, el reloj sera ignorado (ya que
estos programas terminan en un solo paso) y el resultado es siempre
definido, por eso usamos el constructor just.
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fpush : V {st} > (n : IN) > DomCs st (nat : st)
fpush n = A {clock (s, 0) - just (n 1> s) , 0)}

fadd : V {st} > DomC; (nat : nat : st) (nat : st)
fadd = A {clock (n > (m 1> s)) , 0) > just ((n + m) > s) , 0)}

feq : V {st} > DomCg (nat : nat : st) (bool : st)
feq = A {clock (n > (m > s)), 0) > just (n ==m) >s) , 0)}

Las instrucciones load y store ponen el valor de una variable en el
tope de la pila y actualizan el valor de una variable de acuerdo al
valor que esté en el tope de la pila respectivamente.

fload : V {st} » (x : Var) > DomCg st (nat : st)
fload x = A {clock (s, 0) = just (0 x> 8) , 0)}

fstore : V {st} > (x : Var) > DomCg (nat : st) st
fstore x = A {clock (n>s), o) >just (s, o [x — n])}

La seméntica de la secuencia es similar a la del alto nivel, donde en
vez de la composicién de funciones, utilizamos el operador de bind
de la ménada Maybe.

fseqc : V {st st” st”} > DomCg st st’ > DomCg st’ st” »
DomCg st st”
fseqc f1 f2 = A clock so - f1 clock so »= f; clock

La semdntica de la instruccién loop es definida recursivamente. Cuan-
do el reloj es mayor que cero, el cédigo de la condicién es ejecutado.
Si éste deja el valor true en el tope de la pila, luego el cuerpo es ejecu-
tado y se aplica recursivamente la funcién con el reloj decrementado
en uno. Si el reloj llega a cero, entonces el resultado es indefinido, y
cuando la condicién deja false en el tope, la ejecucién termina.

floop : V {st} > DomCs st (bool : st) > DomCg st st > DomCg st st
floop fb fc zero so = nothing
floop fb fc (suc clock) so = fb (suc clock) so »=
A{(brs), o)~
if b
then fc (suc clock) (s”, 0”) »=
floop fb fc clock
else just (s, o)}

Teniendo definida el dlgebra de la seméntica del cédigo de bajo
nivel podemos definir el datatype ornamentado. Ademads de los cons-
tructores correspondientes a cada construcciéon del lenguaje, vamos
a agregar uno extra para lidiar con una complicacién que en el pe-
quefio ejemplo de la seccion anterior no aparecié. En nuestro enfoque
la correccion del compilador es chequeada estdticamente mediante el
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type-checker de Agda. Este comprobaré que el tipo del término que
definimos para la compilacién es exactamente el que estd declarado,
pero hay veces que dos tipos no son sintacticamente iguales (judg-
mental equality) pero que puede probarse que son proposicionalmente
iguales (propositional equality). Para esos casos existe la funcién subst
de Agda, que permite cambiar el tipo de un término por otro propo-
sicionalmente igual.

En nuestro ejemplo tenemos que ornamentar el datatype con una
funcién en DomCg, y como veremos un poco mds adelante en la de-
finicién del compilador, podemos tener un término con su tipo indi-
zado por una funcién que es extensionalmente igual al esperado. En
este caso no podemos usar la funcion subst de Agda ya que la igual-
dad extensional no es la proposicional. Para reparar esta situaciéon
definiremos un constructor més en el datatype ornamentado que nos
permite reemplazar un indice por otro extensionalmente igual.

EqSem : V {st st'} > DomCg st st” > DomCg st st” > Set _
EqSem f g =V clock so > f clock so = g clock so

data LCodeg : V {st st'} > DomCg st st’ - Set where
push : V {st} > (n : IN) > LCodeg (fpush {st} n)
add :V {st} > LCodes (fadd {st})
eq :V{st} > LCodey (feq {st})
load :V {st} > (x : Var) > LCodeg (fload {st} x)
store : V {st} - (x : Var) > LCode; (fstore {st} x)
loop : V {st} {f1 f2} » (c1 : LCodes f1) > (c2 : LCodes f2) -
LCodes (floop {st} f1 f2)
. =V {stst'st”} {f1 f2} > (c1 : LCodes f1) >
(c2 : LCodeg f2) - LCodes (fseqc {st} {st'} {st”} f1 f2)

substCs @ V {st st’} {f ¢} > LCodes {st} {st’} f > EqSem f g > LCodes g

el constructor substCs permite convertir una instruccién tipada con la
funcién f en una tipada con la funcién g, si f y ¢ son extensionalmente
iguales.

El compilador correcto

Teniendo los tipos de datos ornamentados con la semdntica pode-
mos definir el compilador correcto por construccién. Para el caso de
las expresiones, tenemos como indice a una funcién de estados en
valores. El compilador expresara en su tipo que si compilamos una
expresion anotada con el indice f, el c6digo resultante tendra como
indice la funcién que deja en el tope de la pila a f aplicado al estado.
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compe : V {t} {f} {st} > Exprs {t} f >
LCodes {st} (A {clock (s, 0) > just (fo>s),0)})
compe | 1| = push n
compe (e & e2) = compe €3 , (compe €7 , add)
compe (e7 = e2) = compe €2 , (compe €7 , €q)
compe (varx) = load x

Para el caso de las sentencias la relacién entre el indice del lenguaje
de alto nivel y el de bajo nivel la damos con la siguiente definicién:

compiledSem : V {st} > DomSs > DomCjg st st
compiledSem f clock (s , o) = f clock o »= (A 0" > just (s, 0"))

Si f es el indice de la sentencia, entonces la compilacién deberd tener
como indice a la funcién que consiste de aplicar f al clock y al estado,
y si el resultado es definido obtiene la pila sin modificar junto al
estado modificado por f.

Podemos entonces definir un compilador de sentencias de alto ni-
vel a instrucciones del bajo nivel que exprese en su tipo la propiedad
de correccion:

comps : V {f} {st} > Stmtg f > LCodes (compiledSem {st} f)

La compilacién de la asignacién x := e es la secuencia de compilar
la expresion e (que dejara en el tope de la pila su valor semantico) y
guardar en la variable x el valor que queda en el tope de la pila

comps (x :=e) = compe €, store X

y la correccién de esta definicion es asegurada por el type-checker de
Agda, que la acepta sin dar error.

Para el caso de la secuencia y el while tenemos en el bajo nivel
instrucciones que corresponden a estas dos sentencias por lo que la
definicién aparenta ser obvia. Sin embargo nos encontramos en am-
bos casos con que el indice que infiere el type-checker de Agda para
el término del bajo nivel que damos no es exactamente el mismo que
estd declarado en el tipo del compilador (no es definicionalmente
igual). Aqui es donde usamos el constructor de substitucion que ex-
plicamos previamente ya que ambos tipos (el inferido y el esperado)
tienen indices extensionalmente iguales:

comps (,_ {f1} {f2} stmty stmt,) = (comps stmty c compg stmty) *
where _*: LCodes - _
¢ * = substCs ¢ (egseq f1 f2)
comps (while {fb} {f} eb stmt) = (loop (compe eb) (comps stmt)) *
where _*: LCodes » _
¢ * = substCs ¢ (eqloop fb f)

eqseq y eqloop son las pruebas de igualdad extensional mencionadas
que no conllevan ninguna dificultad. Mostramos solo su declaracién:
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eqseq : V {st} f1 f2 > EqSem {st} {st}
(fseqc (compiledSem f1) (compiledSem f5))
(compiledSem (A clock o > f1 clock o »= f, clock))

eqloop : V {st} fb f > EqSem {st} {st}
(floop (A { clock (s , 0) > just ((fb o> 5), 0) })
(compiledSem f))
(compiledSem (fwhile fb f))

Con esto completamos la definicién del compilador correcto por
construccion. El enfoque internalista permite expresar a nivel del tipa-
do del lenguaje host (en nuestro caso Agda) la correccién del compi-
lador, de manera que la tinica definicién aceptada por el type-checker
es la correcta. Si bien tenemos algunas limitaciones del sistema de ti-
pos de Agda (al usar indices donde la nocién de igualdad no es la
proposicional), podemos sortearlas de manera elegante utilizando un
constructor de substitucién en el lenguaje target del compilador.

Los lenguajes de alto nivel y bajo nivel del compilador que acaba-
mos de definir presentan diferencias (el dltimo maneja una pila de
ejecucion), pero todavia estamos un poco lejos de un compilador a
un lenguaje més cercano a la maquina (similar a un Assembly). En la
siguiente seccién presentamos un lenguaje de bajo nivel mads realista
y estudiamos si la metodologia puede extenderse a estos casos.

3.3 HACIA UN COMPILADOR REALISTA

El lenguaje al que compilamos en la seccién anterior dista bastante
de los lenguajes de bajo nivel como Assembly o LLVM. En particular
porque ninguno de estos tltimos cuenta con primitivas para realizar
ciclos, sino que los mismos son posibles mediante saltos condiciona-
les en el c6digo, ni tampoco primitiva de secuencia. En esta seccion
presentamos un lenguaje sencillo con estas caracteristicas con el obje-
tivo de realizar nuestra metodologia en un contexto mds realista.

El lenguaje de bajo nivel con saltos

El lenguaje consiste de una lista de instrucciones bésicas entre las
que se encuentra una instruccién para realizar saltos condicionales.
Los saltos estan indicados con etiquetas relativas a la posicién en la
que se encuentra la instruccién.

data Shift : Set where
left : IN > Shift
right : IN > Shift
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data Instr : Set where

nop : Instr
add : Instr
eq : Instr

push : IN > Instr

jmp : (I : Shift) > Instr
jz  : (I : Shift) > Instr
load : (x: Var) > Instr
store : (x : Var) > Instr

Assm : Set
Assm = List Instr

De manera similar al lenguaje de la seccion anterior, tenemos ins-
trucciones para poner un valor en la pila, para sumar, chequear igual-
dad, poner el valor de una variable en el tope de la pila y actualizar
el valor de una variable. Ademads tenemos la instruccién para realizar
saltos y una instruccién que no realiza nada. Si bien atin este lengua-
je presenta una abstraccién de la memoria en su manejo de variables,
es bastante cercano a las arquitecturas reales. La dificultad principal
para poder realizar la metodologia internalista con este lenguaje es
que no tenemos una manera sencilla de dar semdntica dirigida por
sintaxis. Lo que podemos hacer es combinar los abordajes internalis-
ta y externalista componiendo el compilador que dimos en la seccién
anterior con uno que tendra una prueba de correccion para pasar de
LCodeg a Assm.

Semdntica del lenguaje con saltos

Para dar semdntica del lenguaje definimos una maquina abstracta
cuya configuracién consiste de un contador de programa (el program
counter, que serd un ntimero natural), un estado de valores para las
variables y una pila de ntimeros naturales (a los booleanos los repre-
sentamos con naturales).

Machine : Set
Machine = IN x State x List IN

pc : Machine > IN
pc,_, =1

Para los lenguajes de maquina es habitual dar semantica small-step
a partir de la transicién que produce cada instruccién individualmen-
te.

fimp : Shift > Machine » Machine
fimp (lefti) k,o,s)=k—i,0,s
fimp (righti) k,0,s)=k+i,0,s
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data (_)_~»i_: Instr > Machine > Machine » Set where
nop:Vikost>(nop)k,o,s)~ik+1,0,s)
push:Vi{kosn}>(pushn)k,o,s)~ik+1,0,n:5)
add :Vi{k osny nal-
(add ) (k,0,n1:m2:8) ~y (k+1,0,n71+n3:58)
eq :Vikosnynyl-
(eq)k,o,ny:n2:8 ~i(k+1,0,n7 ==4 12 :59)
jmp : YV {cf sh} > (jmp sh ) cf ~»; (imp sh cf)
jz0 :Vikosshl~
(jzsh)(k,o0,0:8) ~i fimpsh (k, 0,59))
jzs Vikosshn}-
(jzsh)(k,o,n+1:8) ~;i (k+1,0,9)
load :Vikosal~
(loadx)(k,o0,s) ~ik+1,0,0x:89)
store:Vikosxmn}-
(storex)k,o,n:8) ~ik+,0[x—mnl,s)

Las instrucciones basicas actualizan el estado o la pila (si ésta tiene la
forma adecuada) y aumentan en uno el contador. Las instrucciones
de salto cambian el contador por el que se indique, y en el caso del
condicional sélo si en el tope de la pila se encuentra un 0. Los saltos
son relativos a la posicién en que se encuentra la instruccién.

Ejecutar un paso de ejecucion en una lista de instrucciones podra
realizarse si el program counter es una posicién vélida en ésta. Expre-
samos esta condicion mediante una funcién de indexacién en listas
definida con el tipo Maybe:

1 :{A:Set} > List A>IN > Maybe A
0" _=nothing

(@:1ls) ! zero =justa

(@:Is)" (sucn)=Is!"n

Si al indexar la lista de instrucciones obtenemos la instruccién i, el
resultado de un paso de ejecucién serd el que se obtiene al ejecutar i
en la configuracién de la maquina, en caso contrario la maquina no
puede avanzar.

data (_)_~_ (c : Assm) : Machine » Machine > Set where
step: V{icfcf} - (c! (pccf) =justi) »
(i)cf~icf > (c)cf~cf

Y podemos definir la clausura transitiva sobre esta relacion:

data Tr{A : Set} (R: A-> A > Set) : A > A > Set where
~s:V{abt>Rab->TrRab
st :V{abcd>Rab->TrRbec->TrRac

(_)_~"_: (is : Assm) > Machine > Machine > Set

(is)cf~*cf =Tr ((is )~ cfcf
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LCode f

Ts

comps

¢ : LCode; st st’
+prfy

Tt

T (c: LCode) (st ¢ ~ st’) ﬁmj’ T (is : Assm) (is I cf ~ cf’)
sj

Figura 5: Compilador al lenguaje con saltos

Una propiedad interesante que podriamos querer representar y
que el compilador debe cumplir, es que los saltos en el cédigo com-
pilado siempre deben ser véalidos. Es un buen ejemplo de propiedad
para internalizar en la sintaxis del lenguaje, pero en este trabajo no lo
hemos realizado.

El compilador

A continuacién definimos un compilador del lenguaje LCodes cuya
semdntica se encuentra en el tipo, hacia el lenguaje Assm. La corre-
cién de este compilador estard dada por una prueba de adecuacién
computacional entre la semdntica denotacional del primero y la se-
mantica small-step del segundo.

En la figura 5 vemos la tltima etapa de compilacién en la cual com-
binamos el desarrollo internalista realizado para ir desde el lenguaje
de sentencias de alto nivel al intermedio LCodeg, con la definicién de
un compilador junto con su prueba de correccién para obtener codigo
de bajo nivel.

El compilador traduce términos del lenguaje intermedio a una lista
de instrucciones. Recordemos que al utilizar la metodologia externa-
lista, podriamos cometer errores que seran recién detectados al mo-
mento de la verificaciéon de correccién, situacion que en la seccion
anterior no podria suceder dado que esta prueba se encuentra codifi-
cada en el tipado, y por tanto los errores son detectados estdticamente
por el type-checker de Agda.

compl : V {st st'} {f : DomCjs st st’} > LCodeg f > Assm

compl (push n) = [ push n ]
compl add =[add]
compl eq =[eq]
compl (load x) =[load x ]
compl (store x) = [ store x ]

complL (co ,c c1) = (complL cg) ++ (complL c7)
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compL (loop b ¢) = loopAssm (compL b) (complL c)
compl (substCs ¢ _) = compL ¢

Los primeros cinco casos son triviales, pues cada sentencia del len-
guaje intermedio se corresponde con una instruccién en el lenguaje
de bajo nivel. La secuencia se compila a la concatenacién de la com-
pilacién de cada subtérmino y el caso del constructor de substitucion
simplemente compila el término ignorando la prueba de igualdad
extensional. Para el caso del loop definimos la funcién loopAssm que
dadas dos listas de instrucciones, una para el c6digo correspondiente
a la guarda del ciclo y otra para el cédigo correspondiente al cuerpo,
construye el cédigo de bajo nivel realizando los saltos necesarios.

loopAssm : Assm > Assm > Assm
loopAssm isB isC = isB ++ [jz le ] ++ isC ++ [ jmp li ]
where le = right (2 + length isC)
li =left (1 + length isB + length isC)

El lector puede convencerse de que la definicién anterior efectiva-
mente corresponde a la compilacién de un ciclo while, sin embargo
la tinica manera de asegurar la correccién es dando una prueba.

Para dar la prueba de adecuacién entre la seméntica denotacional
de LCodes y la semdntica small-step de Assm definimos cuando un
elmento de este ultimo realiza una funcién semantica:

realizes : V {st st} > DomCg st st’ > Assm - Set
realizes fis=V{clss’ oo} >fcl(s, o) =just (s, o) >
(is) (0, o, untys) ~~* (length is, 0’ , unty s")

El programa de bajo nivel is realiza la funcién f si existe una traza
desde la primera hasta la tltima instruccion de is (inclusive), cam-
biando la configuracién (s,(0)) por (s’,(0”)) cada vez que la aplicacion
fcl(s,(0)) esté definida y cuyo resultado sea (s,(0”)).

Es sencillo enunciar la correccién del compilador utilizando la no-
cién de realizacion recién definida:

prfs; : V {st st’} {f : DomCs st st} > (Ic : LCodes f) »
realizes f (compL Ic)

Rapidamente se descubre que este enunciado es muy particular
como para poder ser ttil: la nocién de realizacién de una funcién
implica que el cédigo compilado se ejecute siempre desde la primera
instruccién y esto nos impedirfa dar la prueba para los subtérminos,
en otras palabras, no podemos aplicar la hipétesis inductiva en el
contexto necesario. Para resolverlo necesitamos generalizar la nocién
de realizaciéon teniendo en cuenta el contexto donde se ejecuta un
codigo:
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ctx-realizes : V {st st'} > DomC; st st’ > Assm > Set
ctx-realizes fis =V cl s {s'} 0 {o"} {y v’} »
fcl(s,0) =just (s, o) »
(v ++is++vy" ) (lengthy, o, unty s) ~*
(length (y ++is) , 0, unty s")

Esta definicién permite que la lista is sea parte de una lista de instruc-
ciones mas grande ddndonos la generalidad necesaria para la prueba
de correccion.

Podemos entonces dar la prueba inductiva de adecuacién entre la
semantica denotacional del lenguaje intermedio y la semdntica small-
step del lenguaje de bajo nivel. Mostramos solo su declaracién ya que
la misma es demasiado tediosa debido principalmente a la dificultad
del lenguaje Agda para probar equivalencias de operadores asociati-
vos y conmutativos como la concatenacion de listas.

ctx-prfsj : V {st st’} {f : DomCs st st'} > (Ic : LCodes f) »
ctx-realizes f (compl Ic)

Obviamente la versién original de la prueba es obtenida tomando
como prefijo y sufijo del cédigo compilado a la lista vacia.

Completando esta prueba podemos dar un compilador de punta a
punta desde el lenguaje imperativo simple de la seccién anterior has-
ta el lenguaje de instrucciones con saltos componiendo el compilador
definido con el enfoque internalista, cuya prueba es asegurada estati-
camente, con el compilador compl junto con su prueba de correccién.

3.4 RESUMEN DEL ENFOQUE Y TRABAJOS RELACIONADOS

Hemos presentado una metodologia para construir compiladores
correctos por construccién para lenguajes cuya semdntica es dirigi-
da por sintaxis. Partiendo de un caso sencillo como el lenguaje de
expresiones aritméticas lo extendimos con construcciones més com-
plejas, teniendo que lidiar con problemas como la no terminacién. Si
bien el enfoque no pudo ser aplicado a un compilador que traduzca a
instrucciones de bajo nivel, mostramos que podemos componer el en-
foque internalista compilando hacia un lenguaje intermedio y luego
hacia el lenguaje target definiendo una prueba externalista aprove-
chando que una parte de la correccién del compilador punta a punta
es asegurada estaticamente.

Trabajos relacionados. La teoria de Ornaments fue propuesta por
McBride en [58] como una manera de trabajar con tipos de datos
decorados con diferentes propiedades. Como mostré McBride en su
articulo (siguiendo un ejemplo de McKinna [60]), se puede utilizar
ornaments para definir un compilador correcto por construccién. Ba-
sados en esta teoria, Ko y Gibbons [48] caracterizaron el enfoque de
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McBride como internalista, contrastando con el més usual externalista,
que es mds cercano a la verificaciéon de programas. En este dltimo
caso, las propiedades son definidas como predicados separados de la
definicién, mientras que en el primer caso se utilizan familias inde-
xadas embebiendo la propiedad en el tipo como un indice para cada
constructor. El isomorfismo entre el tipo de dato externalista (junto
con el predicado) y su correspondiente versién internalista es llama-
do refinamiento.

Ko y Gibbons propusieron una metodologia para obtener automa-
ticamente ambas versiones del tipo de datos, en lugar de definirlos
independientemente. En lugar de definir los tipos de datos inducti-
vamente, uno describe los tipos y sus ornamentaciones mediante un
universo de descripciones, siguiendo la linea de Martin-Lof para de-
finir universos a la Tarski [55]. A partir de estas descripciones uno
obtiene el tipo de datos, el predicado expresando la propiedad (por
ejemplo, listas ordenadas), y también el isomorfismo entre las ver-
siones internalista y externalista. Dagand y McBride [21] mostraron
que las funciones definidas sobre los tipos de datos sin ornamentos
pueden ser lifteadas a las versiones ornamentadas.

Trabajar con descripciones de tipos de datos y ornamentos como
es presentado en los trabajos que citamos es sumamente tedioso y
complicado, como lo hemos comprobado realizando el ejercicio de
implementar el compilador para el lenguaje de expresiones de la sec-
cién 3.1 bajo el framework de ornaments. Nuestra metodologia aplica
estas ideas mostrando los pasos a seguir para decorar los tipos de da-
tos con las propiedades deseadas y definiendo las funciones de lifting
para pasar de la version externalista a la internalista de una manera
mas realizable en la practica. Existen trabajos [97, 98] donde se busca
que las ideas de ornaments sean soportadas desde el lenguaje host,
en particular para el lenguaje ML.
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A lo largo de la historia se han estudiado distintas estructuras alge-
braicas en Matematica tales como Anillos o Grupos, en las cuales se
tienen conjuntos con alguna estructura definida y se estudian propie-
dades. Estas teorias se fueron desarrollando de manera mds o menos
independiente sin tener un marco comun de estudio para conceptos
que son comunes a todas. Birkhoff en el afio 35 [8] presenta un trabajo
sobre “algebras abstractas” estudiando de una manera general dife-
rentes tipos de estructuras algebraicas y mostrando resultados comu-
nes a todas ellas, como asi también construcciones que se encuentran
en cada una de las algebras concretas (como productos, subélgebras,
congruencias). A partir de ese momento se abrié un drea de estudio
importante en matemadtica y légica que sigue estando vigente y revis-
te de importancia en estos dias. También en Ciencias de la Compu-
tacién el Algebra Universal ha tenido un rol importante desde épocas
tempranas, en particular el paper de Birkhoff [9] estudia lenguajes
regulares como un buen ejemplo de aplicacién; poco tiempo antes
Burstall [14] mostré propiedades de programas usando induccién es-
tructural, que estd basada en concebir al lenguaje como un algebra
inicial. El grupo ADJ (Goguen, Thatcher, Wagner y Wright) impulsé
el estudio de las dlgebras multi-sort como una herramienta teérica
clave para especificar tipos abstractos de datos [31], seméntica [32]
y compiladores [89]. Se pueden encontrar conexiones mads recientes
entre Algebra Universal y ciencias de la computacién en la teorfa de
Instituciones [29] como fundamento de metodologias y frameworks
para especificar y desarrollar software [82].

Si bien existe mucho material sobre la teoria de adlgebras heterogé-
neas (la mayoria heredado del estudio del caso homogéneo o mono-
sort, pero no todo [88]), hay muy pocas publicaciones disponibles
sobre formalizaciones en teoria de tipos, como analizaremos al final
de esta seccién. Esto contrasta con la cantidad de avances en la meca-
nizacién de resultados para dlgebras particulares, como por ejemplo
la prueba del teorema de Feit-Thompson en Coq desarrollada por
Gonthier y su equipo [33].

En este capitulo presentamos una libreria para el lenguaje Agda de
algebras multi-sort, la primera existente al momento, incluyendo con-
ceptos avanzados como los morfismos entre signaturas y las dlgebras
reducto. Presentamos una novedosa representacion de signaturas he-
terogéneas, modelando las operaciones como familias indexadas en
las aridades y para ello desarrollamos una libreria independiente de
vectores heterogéneos. Formalizamos la prueba de que el dlgebra de
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términos es inicial y los tres teoremas de isomorfismo. Definimos tam-
bién un sistema deductivo para la l6gica ecuacional condicional pro-
bando su correccién y completitud, y mostrando que la traduccion
de teorfas a partir de un morfismo entre signaturas induce un fun-
tor contra-variante entre los modelos de ellas. Mostraremos en este
texto solo algunas definiciones sin entrar en demasiados detalles de
la implementacién, en el cédigo fuente incluimos algunos ejemplos
de uso del sistema ecuacional y de la preservacién de modelos via
morfismos de signaturas.

Presentaremos en la primera seccién los conceptos basicos del Al-
gebra Universal: signatura, dlgebras y homomorfismos, congruencias,
cocientes y subdlgebras, las pruebas de los tres teoremas de isomor-
fismo, y la inicialidad del 4lgebra de términos. En la seccién 2 defini-
mos el célculo ecuacional, introduciendo los conceptos de ecuacién,
teoria, satisfaccién y deduccion, finalizando con la prueba de Birkhoff
de correcciéon y completitud. En la seccién 3 introducimos una nue-
va representacion de morfismos entre signaturas y algebra reducto, y
exploramos la traduccién de teorias.

4.1 ALGEBRA UNIVERSAL

Presentaremos la formalizacién en Agda de los principales concep-
tos de algebras heterogéneas, tomando como referencia el handbook
de Meinke y Tucker [61].

Signatura, dlgebra y homomorfismo

Signatura

Una signatura es un par de conjuntos (S, F), llamados sorts y opera-
ciones (o simbolos de funcién) respectivamente; cada operaciéon es una
tripla (f,[s1,...,snl,s) consistente de un nombre, su aridad y el sort
target (usaremos también la notacién f: [sq, ..., sn] = s).

Definimos el tipo Signature como un record-type con dos campos:
los sorts y las operaciones. A estas tltimas las representamos como
una familia indexada por la aridad (que sera una lista de sorts) y el
sort target:

record Signature : Set where
field
sorts : Set
ops : List sorts x sorts - Set

Si queremos definir una signatura concreta, primero debemos de-
clarar un set correspondiente a los sorts y otro para las operaciones.
Consideremos como ejemplo la signatura de monoides que tiene un
tnico sort por lo cual podemos usar, para representar a los sorts, el
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tipo unit T con su tnico constructor tt. Las operaciones las definimos
con una familia indexada en List T x T correspondientes al tipo de las
aridades y los target sorts. Los constructores de esta familia indexada
corresponden a la constante e y a la operacién binaria del monoide:

data monoid-op : List T x T > Set where
e : monoid-op ([] , tt)
® : monoid-op (tt: [tt], tt)
monoid-sig : Signature
monoid-sig = record { sorts = T ; ops = monoid-op }

Un ejemplo de signatura heterogénea es el de las acciones de mo-
noide la cual tiene dos sorts, uno para el monoide y otro para el
conjunto donde el monoide actta.

data actMong : Set where
mon : actMong
set : actMong
data actMony, : List actMong x actMong ~ Set where
e :actMong, ([] , mon)
® :actMong (mon : [ mon ], mon)
:actMony (mon : [ set], set)
actMon-sig : Signature
actMon-sig = record { sorts = actMong ; ops = actMon,, }

Definir las operaciones con una familia indexada trae ventajas en el
uso de la libreria: como se ve en los ejemplos, los nombres de las ope-
raciones son constructores de un tipo indexado por lo cual se puede
realizar pattern matching en ellos, también permite expresar a nivel
de tipos del lenguaje Agda los simbolos de funcién de determinada
aridad lo cual es muy beneficioso al momento de definir construc-
ciones mas complejas que veremos mds adelante. También es posible
definir signaturas con un namero infinito de operaciones.

Algebra

Un dlgebra A para la signatura Z consiste de una familia de tipos
indexada en los sorts de X y una familia de funciones indexada en
las operaciones de X. Utilizaremos A para referirnos a la interpreta-
cién (o el carrier) del sort s. Dada una operacién f: [sy,...,sn] = s,
la interpretacion de f es una funcién total f: Ag, x ... x As, — As.
Formalizamos el producto Ag, x ... X A, con vectores heterogéneos. El
tipo de vectores heterogéneos esta parametrizado sobre un tipo I y
una familia indexada por I; y es indexado con una lista de I

data HVec {I : Set} (A : I > Set) : List I > Set where
() :HVec ATl
> V{iis}>Ai>HVecAis~>HVecA (i:is)



60

FORMALIZACION DE ALGEBRA UNIVERSAL

Necesitamos un ingrediente mas para poder dar la definicién de
algebra en nuestra formalizacién: la nocién matematica de carriers (o
interpretacion de sorts) asume una nocién de igualdad en el conjunto.
En teoria de tipos es adecuado representar los carriers con setoides (un
par consistente de un tipo de datos y una relacién de equivalencia
definida en el mismo), y el lector interesado podra encontrar detalles
en el trabajo de Barthe et al. [6]. Los setoides estan definidos en la
libreria estandar de Agda como un record con tres campos.

record Setoid : Set where

field
Carrier : Set
_~_ :Carrier » Carrier > Set

isEquivalence : IsEquivalence _~~_

La relacién de igualdad del setoide estd definida como una familia
indexada en dos elementos del conjunto (al cual también se lo llama
carrier), luego dos elementos a y b de tipo Carrier estan relacionados
si el tipo a ~ b estd habitado. El tipo IsEquivalence _~_ es también
un record cuyos campos corresponden a las pruebas de reflexividad,
transitividad y simetrfa de la relacién de igualdad.

Cualquier tipo de datos puede ser convertido en un setoide donde
la relacion de equivalencia es la igualdad proposicional (donde cada
término es igual s6lo a si mismo) mediante la funcién setoid : Set -
Setoid de la libreria estdndar. Por otro lado definimos una abreviatura
||_|| para obtener el tipo subyacente en un setoide.

Como los sorts serdn interpretados por setoides, es necesario que
la interpretaciéon de operaciones respete esa estructura. Los morfis-
mos entre setoides son funciones que preservan la igualdad y estdn
definidos en la librerfa estdndar con un record parametrizado en dos
setoides:

record _—_ (A B : Setoid) : Set where
field
S AN-[B]
cong:Viaat> _~ Aaa > _~_ B(($)_a) (($)_a)

El campo cong corresponde a la prueba de preservacién de igualdad
de la funcién.

La interpretacion de una operacién en un algebra serd un morfismo
del setoide vector correspondiente a su aridad, al setoide del sort de
llegada. El tipo Algebra se define mediante un record con dos campos:
la interpretacioén de los sorts y la interpretacién de las operaciones:
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record Algebra (X : Signature) : Set where
field
_[_Jls : sorts X > Setoid
o :Viarst>opsZ @ar,s)~> _[ s xar — [ |ss

El operador _x_ construye el setoide de los vectores heterogéneos,
donde cada elemento corresponde con la interpretacién de acuerdo
a la aridad. Ejemplos de élgebras pueden encontrarse en el cédigo
fuente de la libreria, y en este texto mas adelante mostraremos algu-
nos.

Homomorfismo

Sea X una signatura y sean A y B Z-dlgebras. Un homomorfismo h
de A a B es una familia de funciones indexada por los sorts hy :
As — B, que respeta la interpretacion de las operaciones, es decir,
para cada operacién f : [s1, ..., sn] = s se satisface lo siguiente:

hs(fﬂ(a1/ ceey aTL)) = fB (hS1 ay, ..., hsn an) (2)

Para formalizar homomorfismos definimos una notacién mas c6-
moda para referirnos a familias de morfismos entre setoides indexa-
das por los sorts:

_~_: YV {Z} > Algebra X > Algebra ¥ > Set
o~ _{X}AB=(s:sortsL)>A[s]s — B[s]s

La condicién (2) la formalizamos como un predicado sobre familias
de morfismos entre setoides:

homCond : V {¥} {A B} > A ~ B > Set

homCond {A = A} {B} h =
V{ars} (f:ops X (ar,s)) > @s:A[ar]s") >
(hs($) (Alflo ($)as) ~s B[flo ($) (maph as))

donde _~;_ es la relacién de equivalencia del setoide B | s | y map
h es la extensién del morfismo h sobre vectores. El operador _[_[s*
extiende la interpretacién de sorts a vectores. Un homomorfismo se
define como un record parametrizado por las dlgebras conteniendo
un campo para el morfismo y otro para la condicién:

record Homo {X} (A B : Algebra X) : Set where
field

AN

cond : homCond ’_/

Una vez definido el tipo para los homomorfismos, podemos defi-
nir la identidad Idy, A :Homo A A y la composicién G oy F : Homo
A C de los homomorfismos F : Homo A By G: Homo B C. Tam-
bién es esperable que componer con la identidad resulte en el mismo
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homomorfismo. Para ello debemos dar una nocién de igualdad en-
tre homomorfismos, que implicard tener igualdad entre morfismos
de setoides, y como vimos en el capitulo anterior, en Agda no tene-
mos igualdad definicional para las funciones por lo cual definimos la
igualdad extensional:

_Rext_:(fg: A—B) > Set
fRextg=V@:[|Al)>(F($)a)~BEg () a

donde A y B son setoides, y ~B es la relacién de equivalencia de B.
Comparamos homomorfismos usando esa nocién de igualdad:

~nh_ V{Z}{AB}> (HG : Homo A B) > Set _
H=~yp G=(s:sorts ) > ( H' 8) mext (G 9)

Definida la nocién de igualdad, es directo probar la asociatividad
de la composicion entre homomorfismos y que Idy, es la identidad.

Cocientes y subdlgebras

Para probar los principales resultados del Algebra Universal nece-
sitamos formalizar algunas construcciones bésicas: subélgebras, con-
gruencias y cocientes.

Subdlgebra

Una X-édlgebra B es subdlgebra de la X-dlgebra A si se satisface
Bs C A para cada sort s, y para cada operaciéon f : [s1,...,sn] = 5,
vale la siguiente ecuacién:

(a1,...,an) € Bs, x--- x Bg, implica fgq(aj,...,an) € Bs (3)

Para formalizar esta construcciéon necesitamos definir la nocién de
subconjunto. Como muestran Salvesen y Smith en [81], extender una
teoria de tipos intensional con subconjuntos genera que se pierdan
propiedades deseables. Por lo tanto tenemos que formalizarlo de otra
manera: si consideramos que un subconjunto B estd dado por un
predicado P sobre los elementos de A, podemos pensar que a : A
pertenece al subconjunto B si podemos dar una prueba p : P a. Un
elemento del sobconjunto, entonces, serd un par dependiente X[ a &
A]1Pdonde P: A > Sety A: Set. Observemos que si tenemos p : P
ayp’: P a, entonces habrd dos elementos en el subconjunto que en
realidad representan al mismo: son dos pruebas de que a satisface el
predicado.

En nuestra formalizacién de &lgebras los conjuntos que interpre-
tan a los sorts de la signatura estan implementados con setoides, por
lo tanto necesitamos dotar a nuestra representacién de subconjuntos
con la estructura de un setoide, y podremos resolver el problema de
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tener mas de un representante por cada a que satisface el predicado,
mediante la relacién de equivalencia, obteniendo lo que se conoce
como proof-irrelevance. Si A es un setoide y P : || A || > Set un predica-
do sobre su carrier, el subsetoide tendrd como carrier a los pares de
elementos en Z[a € || A || ] Py su relacién de equivalencia estard de-
finida por (a,p) ~ (a’.9) siy solo sia =~ a’. Para que esto tenga sentido,
el predicado P deberia ser consistente con la relacién de equivalencia
del setoide. Decimos que P esta bien definido si cada vez que a ~ a’ y
se satisface P a, entonces se satisface P a”:

WellDef : (A : Setoid) > (P : || A || > Set) > Set _
WellDef AP=V{aa }>a~a->Pa->Pa’

El tnico ingrediente que nos falta para poder formalizar subdlge-
bras es que el conjunto sea cerrado bajo las operaciones, Ec. (3). Sea
Y una signatura y A una X-algebra:

OpClosed : (P : (s:sorts Z) » || A [s]s || » Set) > Set
OpClosed P =V {ar s} (f: ops £ (ar ,5)) > P (5) Ps) (A [ f]o ($))

(Q () R) f puede interpretarse “la precondicién Q implica la post-
condicién R luego de aplicar la funcién f”, a su vez con la notacién _x
nos referimos a la extension de un predicado sobre vectores, por lo
tanto OpClosed P f expresa que si un vector as* satisface el predicado P,
luego la aplicacién de la interpretacion A | f ||, al vector as* también
satisface P, de acuerdo con la ecuacion (3).

Resumiendo, para poder definir una subdlgebra de una Z-algebra
A necesitamos una familia P de predicados indexada en los sorts de
z, tal que P s esté bien definido para cada sort s y P es cerrado por
las operaciones de X:

SubAlgebra : V {X} A P - ((s : sorts L) > WellDef (P s)) >
OpClosed P > Algebra X

no mostramos esta definicién ya que abunda en detalles de notacién.
La familia de predicados determinara la interpretaciéon de los sorts
mediante el setoide que representa cada subconjunto (por lo tanto su
carrier seran pares de elementos y pruebas de satisfaccion del predi-
cado), y para las operaciones, la aplicacién ($) devolvera la interpre-
tacion de A en el primer elemento del par, junto con una prueba de
satisfacciéon de P que se obtiene gracias a OpClosed; por otro lado, la
preservacion de la equivalencia cong se hereda directamente de A, ya
que tenemos proof-irrelevance.

Congruencias y cocientes

Una congruencia en una Z-algebra A es una familia Q de relaciones
de equivalencia indexada por los sorts de Z tal que cada una es cerra-
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da por las operaciones: Sean (aj,...,an), (by,...,bn) € A, x ... X
A

Sn

(a1,b1) € Qgy, ..., (an, bn) € Qs implica

(falar, ..., an) falby, ..., bn)) € Qs @

para toda operacién f.

Para formalizar esta condicién definimos la extensién punto a pun-
to _* (point-wise extension en inglés) de una familia de relaciones sobre
vectores. Como vimos antes para subdlgebras, puesto que la interpre-
tacién de sorts es formalizada con setoides una relaciéon definida so-
bre el carrier de un setoide debe estar bien definida, es decir, debe
preservar la igualdad subyacente. Una congruencia de un algebra A
serd entonces una familia Q de relaciones de equivalencia bien defi-
nidas. La condicién (4) es capturada por el operador _=[ ]=_ de la
libreria estdndar, donde si P es una relacién binaria en algin tipo A,
Q es una relacién binaria en algtn tipo By f: A » B, luego P =[fl= Q
expresa quesia:A,a’ : A, Paa’ entonces Q (fa) (fa’).

record Congruence (A : Algebra X) : Set where
field
rel :(s:sortsZ) > ||A[s]s|[>||As]s | > Set
welldef : (s : sorts £) > WellDefRel (A [ s [s) (rel s)
cequiv : (s : sorts X) » IsEquivalence (rel s)
csubst 0 V {ar s} (f: ops  (ar, 8)) »rel “=[A [ f]o ($)_1=rels

Dada una congruencia Q sobre el adlgebra A, se puede definir el
dlgebra cociente, interpretando cada sort s en el conjunto de clases de
equivalencia As/Q y cada operacién f : [sy,...,sn] = s como la fun-
cién que mapea el vector ([aq],...,[an]) de clases de equivalencia en
la clase [f4(ai,..., an)], que estd bien definida gracias a la condicién
(4). Para formalizar el 4lgebra cociente en Agda, tomamos los mis-
mos setoides que interpretan a los sorts en el dlgebra original A y
utilizamos Q s como la relacién de equivalencia sobre || A [ s [ ||; las
operaciones son interpretadas de la misma manera que en A, donde
la prueba de congruencia estd dada por csubst Q.

_|_: (A : Algebra ) > (C : Congruence A) > Algebra ¥

Los teoremas de isomorfismo

Las construcciones de subdlgebras, cocientes y homomorfismos sur-
yectivos estdn relacionadas por los tres teoremas de isomorfismo. A
pesar de que las definiciones de subdlgebra y cociente en la forma-
lizacién en Agda agregan un poco burocracia en el tratamiento de
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subconjuntos por el uso de setoides, las pruebas formalizadas no dis-
tan de las que se realizan en la matematica tradicional y que se en-
cuentran en la bibliografia sobre Algebra Universal. Para probar estos
resultados hemos definido también la nocién de kernel y la imagen
homomérfica de homomorfismos, como también la nocién de isomor-
fismo.

Teorema 1. Si h: A — B es un epimorfismo, luego A/kerh ~ B.

Teorema 2. Si @, son congruencias sobre A, tal que \p C ¢, luego

(A/@) =~ (A/)/(@/)).

Teorema 3. Sea B una subdlgebra de A, y @ una congruencia sobre A. Sea
[B]? ={K e A/o:KNB # @}y @g la restriccion de ¢ a B, luego

(i) @B es una congruencia sobre B;
(ii) [B]® es una subdlgebra de A;

(iii) [B]® ~ B/@g.
Algebra de términos

Una Z-algebra A es inicial si para toda Z-algebra B existe exacta-
mente un homomorfismo de A a B. Definimos primero el predicado
de que un setoide tiene un tinico elemento:

Unique {A=A} ~ =AxWVaa >a=a)

A tiene un dnico elemento con respecto a _~_ si podemos dar un
elemento y probar que todo par de elementos estd relacionado por
_~_. Gracias a esta definicién, podemos formalizar inmediatamente
la nocién de algebra inicial:

Initial : V {£} > (A : Algebra X) - Set
Initial {£} A = (B : Algebra X) - Unique (_~n_ A B)

Dada una signatura X definimos el dlgebra de términos T, cuyos ca-
rriers son conjuntos de palabras bien tipadas que pueden construirse
a partir de las operaciones. Se suele llamar a este universo con el
nombre de Herbrand Universe y se define inductivamente:

t1eTs, - theTs,

f:ls1,.., 8] = s
f(t1, . tn) € Ts 181/ 8n]

y lo definimos directamente en Agda con un tipo inductivo:

data HU {X : Signature} : (s : sorts X) > Set where
term : V {ar s} > (f: ops X (ar , s)) > (HVec HU ar) > HU s

Podemos convertir este tipo en un setoide utilizando como relacién
de equivalencia la igualdad proposicional mediante la funcién setoid
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de la libreria estandar. La interpretacién de una operacién f: [sq,...,sn] =
s serd la funcién que lleva un vector de términos (t1,...tn,) : HVec HU
[51,...5n] al término term f (t;,...tn,); omitimos la prueba de congruen-

cia, la cual es larga y tediosa para ser mostrada en este texto.
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IT| : V £ > Algebra X
IT| = record { _[[_]s = setoid o HU
;_[[_ﬂo = |_|o
}
where | f |o = record { _($)_=term f
;cong =}

Un término puede interpretarse en cualquier dlgebra A dando lu-
gar a un homomorfismo ha: T — A

hA(f(t1/ oo /tﬂ)) = f.A (hA t, /hA tTl.) .
y su definicién en Agda es la siguiente:

lh| : ¥ {£} > (A : Algebra £) > {s: sorts £} > HUs > || A [ s s ||
Ih| A (term fts) = A [ f]o ($) |h[* A ts

donde |h|* es la extension a vectores de la funcién |h|, definida me-
diante una definicion mutuamente recursiva.

Es sencillo probar que |h| preserva la igualdad y que satisface la
condicién de homomorfismo. Finalmente probamos que el dlgebra de
términos [T| Z es inicial por recursion en la estructura de los términos
mostrando que si F y G son homomorfismos de [T| £ a otra dlgebra A
entonces son extensionalmente iguales:

terminit : V {£} > (A : Algebra £) > (F G : Homo (|T| £) A) > F ~, G

en la prueba se utiliza la condicién de homomorfismo de Hy G, y la
propiedad de congruencia de la interpretacién de las operaciones.

4.2 LOGICA ECUACIONAL

En esta seccién introducimos la nocién de teorias ecuacionales con-
dicionales y la correspondiente nocion de satisfactibilidad de teorias
en algebras. Formalizamos la 16gica ecuacional condicional como es-
t4 presentada por Goguen y Lin en [30] y probamos que el sistema
deductivo es correcto y completo.

Algebra libre con variables

El élgebra de términos que definimos previamente contiene sola-
mente términos sin variables (ground terms). Dada una signatura X y
una familia X : sorts £ » Set de variables, definimos una nueva signa-
tura extendiendo X con X, tomando las variables como nuevas cons-
tantes (es decir, operaciones con aridad []).

_() : (¥ : Signature) » (X : Vars L) > Signature
X (X ) = record { sorts = sorts L ; ops = ops’ }
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where ops’ : _
ops (,8)=opsX(],s) W Xs
ops’ (ar ,s) =ops L (ar, s)

es interesante notar que gracias a que definimos las operaciones como
familias indexadas en la aridad, es muy fécil extender una signatura
con operaciones de alguna aridad especifica, como en este caso las
constantes.

A partir de la signatura extendida Z( X |) puede obtenerse el dlgebra
de términos correspondiente [T| (X( X )), que puede ser vista como
una X-dlgebra simplemente ignorando las nuevas constantes:

T_(_) : (X : Signature) > (X : Vars ) > Algebra X
TZ(X)=record{_[Js=As>|TIE(X)) [s]s;_[]o=iops}?
where iops : _

iops {1} f =T (X)) [inj1 fo
iops {so zart f= (T (X( X)) [ f]o

para interpretar las constantes, tomamos la interpretaciéon en el alge-
bra de términos donde con inj; distinguimos las constantes originales
de X de las variables.

Si queremos definir una funcién de [T| (X( X )) en un algebra cual-
quiera necesitamos dar un valor a las variables. Los entornos fijan la
interpretacién de las variables: Env X A =V {s} > X s> || A[s]s |. El
algebra TZ (X)) tiene la propiedad conocida como freeness: Dada una
Y-algebra A y un entorno 0 : Env X A, existe un tinico homomorfismo
[_]6 : Homo (TZ (X)) A tal que [ x |6 = 6 x, para cada variable x de
cada sort s*.

Cuasi identidades, satisfaccion y pruebas

Cuasi identidades

En el contexto de dlgebras monosort u homogéneas, una ecuacién
es un par de términos donde todas las variables se asumen cuantifica-
das universalmente y una teoria es un conjunto (finito) de ecuaciones.
En el caso multisort ambos lados de una ecuacioén deben ser términos
del mismo sort, naturalmente. Definiremos cuasi-identidades que es-
cribiremos como ecuaciones condicionales:

t=t'ifty =t],...,th =t .

Sea X una signatura y X : sorts £ » Set una familia de variables para
Y, definimos una identidad e : Eq X s como un par de términos con

Aqui hacemos un abuso de notacién para referirnos al término correspondiente a la
variable x en el dlgebra TZ (X).



4.2 LOGICA ECUACIONAL

variables de sort s, y utilizaremos la notacién /\_~_. Una cuasi iden-
tidad o ecuacion condicional serd modelada con un record contenien-
do la identidad y las condiciones mediante un vector heterogéneo de
identidades:

record Equation (X : Signature) (X : Vars X) (s : sorts X) : Set where
constructor _if
field
eq :EqQXXs
cond : X[ ar € List (sorts X) ] (HVec (Eq X X) ar)

una cuasi-identidad t = t" if t; =1t],...,tn = t;, puede ser modelada
en la formalizacién mediante /\ t~t’if (ar, eqs), donde egs es un vector
de identidades con aridad ar.

Una teoria sobre una signatura X es un vector de cuasi-identidades:

Theory : V £ » (X : sorts £ > Set) > (ar : List (sorts X)) > Set
Theory ¥ X ar = HVec (Equation £ X) ar

notar que en nuestra formalizacién todas las ecuaciones de una teorfa
comparten el mismo conjunto de variables, contrastando con el calcu-
lo de Goguen y Lin, donde cada ecuacién tiene su propio conjunto
de variables cuantificadas.

Satisfaccién

Sea X una signatura y A una Z-algebra. Decimos que la ecuacion
condicional t =t if t; =t],...,tn =t], se satisface en A si para todo
entorno 0 : X — A, se cumple [t]0 = [t']0, siempre que [t;]0 = [t/]6,
con 1 < i < n. Para formalizar esta nocién definimos primero cudndo
un entorno modela una identidad:

Fe V{ZXA}>©O:EnvXA) >V {s}>EqX Xs- Set
e 0fst (ANt=t)=[t]O=A[t]0O

donde _~A_es la igualdad del setoide correspondiente a la interpreta-
cién del sort s en el dlgebra A. La satisfaccion de una cuasi-identidad
la obtenemos directamente de la definicién anterior, utilizando la ex-
tension de _f=._ al vector de ecuaciones que conforman la condicién:

_E V{ZX}>(A:Algebra X) >V {s} > Equation £ X s > Set
= _Aleqgif(, eqs) =V0- (0 Fe) “egs) > 0 e eq
Decimos que un algebra A es un modelo de una teoria E si satisface

cada ecuacion en E. Una ecuacién es una consecuencia logica de una
teoria si todo modelo de ésta la satisface.

Fm_:V{ZXar}> (A:Algebra L) > (E : Theory £ X ar) - Set
AEmE=ARE)D"E

Y V{ZXarst> (E:Theory Z X ar) ~> (e : Equation £ X s) > Set
Y {I1Ee=(A:Algebra)sAEnLE->AEe
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EFVX, to =14
EFVX, t=t EFVX, t; =19
EFVX, to =t EFVX, t1 =1,
EFVX, to =12
VY, t=t'ift; =t],...,.th =t, €E E VX, o(ti) = o(t]) oY 5 T (X)
EF VX, o(t) = o(t/)

EFWX b=t o EEWXti=t .
:[s1,...,8 s
EFVX, f(t,... tn) =f(t],... t) T TR

Figura 6: Sistema deductivo

Sistema deductivo

Como muestran Huet y Oppen [43], la definicién de un sistema de-
ductivo para el caso multisort de la l6gica ecuacional es un poco mas
complicado que para el caso homogéneo. Formalizamos el sistema
presentado en [30] que mostramos en la figura 6. Las tres primeras
reglas corresponden a reflexividad, simetria y transitividad; la cuarta
regla, habitualmente llamada sustitucion, permite instanciar un axio-
ma con una substitucién o, si se provee una prueba por cada con-
dicién del axioma; finalmente la quinta regla internaliza la regla de
Leibniz reemplazando iguales por iguales en subtérminos. Es impor-
tante notar que el sistema deductivo s6lo permite probar identidades
y no ecuaciones condicionales.

Definimos un tipo inductivo para representar las pruebas de iden-
tidades, el cual estd parametrizado en la teoria E e indexado por la
conclusién de la prueba.

data __{X X ar} (E: Theory £ X ar) : V {s} > Eq £ X s > Set where
prefl V{}>EF (At~
psym V{t}>EF(ANt=t)>EF (At =1
ptrans : V {to t1 2} > EF (N to~t1) > EF (A t1 = t2) > EF (A to = t2)
psubst : V {t t" ar’} {eqs : HVec (Eq £ X) ar’} »
(AN t=t)if (ar", eqs)) € E > (o : Subst) »
(AM_e>EFe) ¥ egs>EF(Not~ot)
prepl :Viar'ststst > (Asiti i’ > EF (At = 1) *) tsts’ >
(f:ops (X (X)) (ar”,s) > Et (/\ term fts ~ term f ts")

No mostramos en este texto varias definiciones que se utilizan en
_F_ como Subst, correspondiente a substituciones de variables por
términos. Para la regla de sustitucién, formalizada con el constructor
psubst, utilizamos la funcién de pertenencia a vectores heterogéneos
refiriendo de esa manera a un axioma de la teoria, y la extension
de las pruebas a vectores de ecuaciones. En el caso de la regla de
reemplazo (o Leibniz), formalizada con el constructor prepl, tomamos
dos vectores correspondientes a los subtérminos antes y después del
reemplazo. Tanto en psubst como en prepl utilizamos la extensiéon de
predicados y relaciones a vectores.
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Sea E una teoria sobre la signatura X y el conjunto de variables X,
es simple definir un setoide sobre el tipo de los términos, donde la
relacién de igualdad es t ~ t"si E - )\ t = t’, que es una congruencia
sobre el dlgebra de términos. Gracias a las facilidades sintacticas del
moédulo de razonamiento ecuacional de la libreria estindar de Ag-
da, podemos escribir pruebas en nuestro sistema deductivo de una
manera muy limpia, como veremos en un ejemplo méas adelante.

Sobre este célculo ecuacional hemos probado correccién y comple-
titud, por induccién en las reglas de pruebas para el primer caso; y
en el segundo caso gracias a que el cociente del dlgebra de términos
por la congruencia de la relacién de pruebas es un modelo.

Teorema 4 (Correccion y Completitud). EFt~t'sii E s ta t

Dadas dos teorfas E y E’ sobre una signatura £ y un conjunto de
variables X, decimos que E es muds fuerte que E’ si cada axioma e € E’
puede probarse en el sistema deductivo con E como teoria, y lo escri-
bimos E T E’. Como consecuencia de esta definicién y por correccién,
si E es mas fuerte que E’, luego cada ecuacion que puede deducirse
de E’ también se deduce de E y cualquier modelo de E es modelo de
E"

Ejemplo: Una teoria para dlgebras booleanas

Como un ejemplo del cédlculo ecuacional mostramos un fragmento?
de la formalizacién de una teorfa booleana que se menciona en [79].
La signatura tiene un tinico sort, por lo cual utilizamos el tipo Unit.

data bool-ops : List T x T > Set where
t : bool-ops ([, tt)
f : bool-ops ([, tt)
neg : bool-ops ([ tt], tt)
and : bool-ops ((tt: [tt]), tt)
or : bool-ops ((tt: [tt]), tt)

bool-sig : Signature
bool-sig = record { sorts = T ; ops = bool-ops }

tenemos dos operaciones con aridad vacia representando las constan-
tes true y false, una operacion unaria para representar la negacion, y
dos binarias representando los conectivos de conjuncion y disjuncién.

Como variables utilizaremos el tipo de los nimeros naturales, y
definimos smart-constructors para facilitar la escritura de las férmulas:

V : Vars bool-sig Form : Set
Vs=N Form = HU (bool-sig ( V)) tt

2 el cédigo completo puede verse en “Examples/EqBool.agda” de la URL citada
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true : Form p : Form

true = term (inj; t) () p = term (inj2 0) ()
false : Form q : Form

false = term (inj; f) () q =term (inj2 1) ()
_/\_: Form » Form » Form r: Form

e ANPp=termand (@, ) r=term (inj2 2) ()
_\V_: Form » Form » Form - : Form » Form
eVi=termor (@, ) -@=termneg { @)

las funciones p, q y r son férmulas correspondientes a tres variables
distinguibles entre si, necesarias para la escritura de axiomas y teore-
mas. Gracias a las facilidades de la sintaxis de Agda, mediante estos
smart-constructors podemos escribir férmulas de manera muy simi-
lar al papel, como por ejemplo p A (true \V 1), en vez de utilizar los
constructores para los términos del dlgebra correspondiente.

De los doce axiomas que tiene la teoria mostramos solo dos:

commAnd : Equation bool-sig V tt
commAnd = (A p/Aq=~(@Ap)if{, ()

falseDef : Equation bool-sig V tt
falseDef = (/\ p /\ (- p) ~ false) if ([, ())

Tbool : Theory bool-sig V (repeat tt 12)
Tbool = commAnd > falseDef > ... > ()

una prueba p en la teoria Thool sera un término de Agda con tipo Tbool
F p. A continuacién mostramos una prueba en donde se utilizan los
dos axiomas de Tbhool que mostramos previamente. La regla que nos
permite aplicar axiomas donde se sustituyen posiblemente variables
por términos es psubst, que requiere mostrar que el axioma utilizado
pertenece a la teorfa. Para ello utilizamos la facilidad de Agda de
patterns-synonyms definiendo los patrones commAnd_ax y falseDef_ax
como abreviaturas para las pruebas de commAnd € Tbool y falseDef €
Tbool, respectivamente.

p1 : Tbool F (A - p /\ p ~ false)
p1 = begin
-p/Ap
~( psubst commAndax o () )
p/A-p
~( psubst falseDefax idSubst () )
false
O
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la prueba consta de dos pasos. El primero es la aplicacién del axioma
“conmutatividad de la conjuncién”, donde se substituye la variable
p por el término - p, y la variable q por el término p (la definicién
de la substituciéon o, que no mostramos en este texto, coincide con
lo que acabamos de mencionar). El segundo paso es la aplicacién del
axioma “definicién de false”, en donde la substituciéon utilizada es la
identidad, ya que el término en la prueba coincide exactamente con
el del axioma. El médulo de la libreria estdindar de Agda para razo-
namiento ecuacional permite que podamos escribir pruebas como la
que mostramos, de una manera muy sencilla, gracias a que la defini-
cién que dimos para las pruebas ecuacionales forman un setoide.

4.3 MORFISMOS ENTRE SIGNATURAS

El célculo proposicional de Dijkstra y Scholten [22] es una teoria
booleana alternativa a la que mostramos recién, donde las tinicas ope-
raciones no constantes son la equivalencia y la disjuncién. Podemos
definir la signatura en nuestra libreria de este modo:

data bool-ops’ : List T x T > Set where
f : bool-ops’ (], tt)
t' : bool-ops’ (], tt)
equiv’ : bool-ops’ (tt: [tt], tt)
or’ : bool-ops’ (tt: [tt], tt)

bool-sig’ : Signature
bool-sig’ = record { sorts = T ; ops = bool-ops’ }

Es claro que podriamos definir recursivamente una traduccién de tér-
minos de la signatura bool-sig en términos de bool-sig’ de manera que
se preserve la seméntica correspondiente: la férmula —p puede tradu-
cirse a p = false, y p /A q puede traducirse a (p = q) = (p V q). Una
alternativa mds general a definir una funcién que lleve términos en
términos, es especificar como se puede representar cada operacién de
la signatura bool-sig con operaciones de bool-sig’. De esta manera, cual-
quier bool-sig-dlgebra A’ puede ser vista como una bool-sig-dlgebra: la
interpretacién de una bool-sig-operacién f es la que A’ define para la
traduccién de f. En particular la traduccién de términos, que uno
podria definir ad-hoc, se obtiene del homomorfismo inicial entre [T|
bool-sig y |T| bool-sig’, vista como &lgebra de bool-sig. En esta seccién
presentamos nuestra formalizacion para los conceptos de morfismos
entre signaturas (en la literatura derived signature morphisms) y dlgebras
reducto como estan presentados por ejemplo por Sanella et al. [82].
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PR]
[S1,...,5n] IFHi:s; (eR7)
fils1, ., snl =s sarlFty sy -+ arl¥ty : sn

ar Bf (ty, .., tn) s

(op)

Figura 7: Sistema de tipos para los términos formales

Morfismos entre signaturas

Un morfismo entre dos signaturas puede pensarse como una espe-
cificacién que indique como representar cada operacién de la signa-
tura de origen combinando operaciones de la signatura destino. Para
las operaciones constantes t y f, y para la operacién binaria or es obvio
como podemos dar esta especificacion, ya que se corresponden uno a
uno con las operaciones t, f' y or’ de la signatura bool-sig’. Sin embar-
go para las operaciones neg y and no tenemos estas correspondencias
uno a uno.

Introducimos la nocién de términos formales los cuales serdan una
composicion formal de proyecciones y operaciones. Podemos pensar-
los como meta términos de una signatura. El sistema de tipos de la
figura 7 asegura que estos términos estan bien formados: los contex-
tos son aridades (i.e. listas de sorts), y los identificadores son punte-
ros (como los indices de Bruijn). Podemos formalizarlo con un tipo
parametrizado por las aridades e indexado en los sorts:

data _|F_ (ar”: List (sorts X)) : (sorts X) » Set where
# : (n : Fin (length ar”) > ar’ Ik (ar’ ! n)
sl :V{ars} s ops X (ar,s) > HVec (ar’ IF) ar > ar’ I s

Un término formal especifica como interpretar una operacién de la
signatura origen en la signatura destino. La aridad ar’ corresponde a
los sorts de cada argumento de la operacién original. Para referirse
a uno de los argumentos de la operacién se utiliza el constructor #
con el indice correspondente al argumento referido. El otro construc-
tor _|$|_ permite combinar operaciones mediante la aplicacién de una
operacién a un vector de términos formales. Notemos que gracias a
que tenemos las operaciones indexadas en las aridades, s6lo pode-
mos construir términos formales bien formados. En nuestro ejemplo
las dos signaturas comparten el mismo tipo para los sorts, sin em-
bargo en el caso general uno debe considerar mapear los sorts de la
signatura origen en los de la de destino.

Un morfismo entre las signaturas Ls y L consiste de una funcion de
los sorts de L en los sorts de Z; y una funcién de las operaciones de
2, a términos formales de X;:

record _~»_ (Xg Xt : Signature) : Set where
field
~g 1 SOrts Lg > sorts i
~so oV {ar sy > ops Lg (ar, s) > (map ~»g ar) IF ~»4 s
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En nuestro ejemplo, ambas signaturas tienen un tnico sort, por lo
cual tenemos la identidad como funcién entre sorts. Para completar
el morfismo tenemos que dar un término formal de bool-sig’ por cada
operacion de bool-sig:

ops~» : V {ar s} > (f : bool-ops (ar , s)) > (map id ar) I+ s

Para las operaciones constantes t y f definimos la aplicacién formal
de las operaciones t' y f” al vector vacio:

ops~ t=1t"[$] ()
ops~ =13 ()

Para la operacién de disjuncién or, tenemos que dar el término formal
correspondiente a aplicar or’ a los dos argumentos cuyos indices serdn
0 y T implementados en el tipo Fin3:

ops~ or=or |$| (#0,#1)

Para la operacion de negacién neg, el término formal serd la apli-
cacion de la operacion de equivalencia al primer argumento y a la
constante false:

ops~- neg = equiv’

sl (#0,F13 () )
Y por dltimo la traduccién de la operacion de conjuncién and:

ops~ and = equiv’ [$| { equiv’ |$| (# 0, #1)
,or || (#0,#1))

Algebras reducto

Un morfismo entre signaturas m: s — X induce un funtor contra-
variante de X(-algebras a X;-algebras. Dada una Z-algebra A, deno-
tamos con (A) la correspondiente X;-algebra, conocida como dlgebra
reducto con respecto al morfismo m. Describamos la construccién de es-
te funtor entre algebras: la interpretaciéon de un Zs-sort s estd dado
por (A)s = A(ms), ¥ la interpretacion de una Zs-operacion f serd la
interpretacion del término formal mf que definimos recursivamente
asf:

[ :Viarstsarl-s>A[ar]s*> || A[s]s |
[#n]l- as=astn
[[fm ts ]]IF as = A [[f]]o <$> [[tS ﬂlk"" as

A los identificadores los interpretamos como proyecciones y la aplica-
cién de una operacién f a un vector de términos formales ts se define

3 En este texto los mostramos como ntimeros naturales.
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recursivamente como como la interpretacion de f en el dlgebra aplica-
da a la interpetacién de cada uno de los elementos de fs.

Mediante la interpretacién de términos formales podemos dar la
formalizacion de algebra reducto.

)V {Zg Xy} > (m: g ~ Zy) > Algebra Xy > Algebra g

su definicion tiene algunos detalles técnicos como el reindizado de
vectores de los sorts de una signatura a la otra, por lo cual no la
mostramos en este texto.

Y luego es directa la definicién de la accién del funtor en homo-
morfismos:

A~~~ V{Zs Lt} {A A" : Algebra X4} >
m:Xg~~Xy)>th:HomoAA) -
Homo (m (~ A ~)) (m (~ A" ~))
m{~h~y=record{’" "="h'o~.m
;cond = ...

}

para dar la condicién de homomorfismo también debemos lidiar con
algunas sutilezas técnicas que no aportan nada a este texto.

Traduccion de teorias

A partir de un morfismo m : Zs ~» £ podemos obtener una funcién
que traduce términos de X5 en términos de X mediante el homomor-
fismo inicial de (|T| £s) a (m (~ |T| £¢ ~)). Con una extensién apropiada
para las variables, esta traduccién puede aplicarse a una teorfa Es de
la signatura ¥ obteniendo una teoria Es~ de X;. Es esperable que si
un dlgebra A¢ es modelo de Es~, entonces el reducto (m (~ A ~)) sea
modelo de Es. Méds atn, si E; es més fuerte que la teoria traducida
Es~y At es modelo de Ey, entonces también el algebra reducto debe-
ria ser modelo de E. En Agda podriamos enunciar este resultado de
la siguiente manera:

ETw :VA{Et Es > At Em Et > E¢ FT (" Eg) s m(~ Ay ~) =m Es

La dificultad para poder formalizar esta preservacién de modelos
via morfismos entre signaturas es que hay que lidiar con las variables
de cada teorfa. Con un morfismo m : Ls ~» L; se puede definir la
traduccién de términos con variables de |T| (Zs( Xs ) a [T (Z¢( Xt )
si también tenemos un renombre de variables ~»v : {s : sorts L} » X s
> Xt (m ~»s s). Sin embargo no podremos probar la propiedad de satis-
faccion: si una X(-algebra satisface la traduccién de una Zg-ecuacion,
luego su reducto satisface la Zs-ecuacion original. La dificultad téc-
nica es la imposibilidad de definir un X¢-entorno a partir de un Zs-
entorno. La solucién que podemos encontrar a este inconveniente es
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restringir el conjunto de variables de la signatura destino tomando
Xt = Uses, t=m<ss Xs (es decir, tomamos como conjunto de varia-
bles de destinto a las mismas que en el origen, para aquellos sorts
que sean imagen del morfismo). Bajo esta restriccién, hemos proba-
do la propiedad de satisfaccién y la definiciéon para =T~+, y puede
encontrarse el desarrollo completo en el repositorio.

4.4 CORRECCION DE UN COMPILADOR VIA ALGEBRA UNIVER-
SAL

El interés por formalizar dlgebra universal en teorfa de tipos (y
en particular en Agda) surgié a partir del estudio sobre cémo de-
finir compiladores correctos relacionado al trabajo presentado en el
capitulo 3. Un primer trabajo sobre compiladores utilizando algebras
heterogéneas fue propuesto por Morris [63], que luego fue expandido
a partir de los resultados sobre initial algebra semantics del grupo ADJ
[32] con el trabajo [89]. Mds recientemente, en el afio 1998 Janssen [46]
propuso un marco general para la traduccién de lenguajes, donde la
compilacién es un caso particular.

La idea de este enfoque algebraico es considerar a los lenguajes
fuente y destino de un compilador como las dlgebras de términos
de dos signaturas. Las semanticas de los lenguajes quedaran determi-
nadas por los homomorfismos iniciales de las respectivas signaturas
a las algebras que se obtienen de interpretar las operaciones corres-
pondientes. El compilador quedara definido por un morfismo entre
las signaturas, y junto con un homomorfismo entre las semanticas
de ambos lenguajes, la correccién estd asegurada por la unicidad del
homomorfismo inicial. En el diagrama de la figura 8 vemos de mane-
ra grafica los componentes que intervienen en el enfoque algebraico:
Ts y T; son las dlgebras de términos de los lenguajes; Sems y Semy
sus respectivas semadnticas vistas como algebras; los homomorfismos
iniciales hsemg y hsem; definen las funciones seménticas; enc y dec
son dos posibles homomorfismos que relacionan las semdnticas entre
los lenguajes, necesarios para especificar la nocién de correcciéon del
compilador. Denotamos con ( _ ) las dlgebras y homomorfismos re-
ductos, y comp es el homomorfismo inicial desde el dlgebra de tefmi-
nos fuente al reducto del dlgebra de términos destino. La correccién
del compilador queda determinada por la conmutacion del diagrama,
que es a su vez asegurada por la inicialidad del dlgebra de términos.

A continuacion ilustramos el enfoque algebraico aplicandolo al ejem-
plo del compilador para expresiones aritméticas (cf. Sec. 3.1); para
esto usaremos la libreria de Algebra Universal presentada en las sec-
ciones precedentes.
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comp
s (Te)
hsem; l l ( hsemy )
enc
Sems ———" (Semy)
dec

Figura 8: Esquema algebraico para la traduccion de lenguajes

Los lenguajes

El lenguaje de alto nivel consta de tres construcciones: Constantes
numéricas, suma e igualdad.

ex=n|e Per | e1=e

En la signatura X. tenemos dos sorts: uno para las expresiones na-
turales y otro para las booleanas. Una ventaja de permitir signaturas
infinitarias es que podemos representar convenientemente las cons-
tantes naturales.

data Sorts, : Set where
N : Sortse
B : Sorts.

data Ops, : List Sortse x Sortse - Set where
val : (n:IN) > Opse (1, N)
plus: Opse (N:[N],N)
eq :0pse (N:[N]1,B)

X . : Signature
X =record { sorts = Sorts, ; ops = Opse }

La sintaxis del lenguaje de expresiones estd definida por el algebra
de términos de X.:

Expr : (sorts Z¢) - Set
Expr S= || (TI Ze) [ S s |

Por ejemplo el término correspondiente a la expresiéon de sumar las
constantes 3 y 4 tiene tipo Expr N, y es term plus ( term (val 3) () ,
term (val 4) () ). Para facilitar la escritura de expresiones definimos
smart-constructors, obteniendo una sintaxis sencilla:

||: IN > Expr N
| n| =term (val n) ()

_@_: Expr N » Expr N > Expr N
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e1 @ ey =termplus ((e1,e2))

_:=_: Expr N > Expr N > Expr B
e1:=ey=termeq ({(ey,e2))

de este modo la expresién anterior se escribe [3 | & | 4 |.

El destino del compilador es un lenguaje para una méquina basada
en stack, como vimos en 3.1.

c:= pushv | add | eq | c1,c2

La signatura Z,, describe la sintaxis de este lenguaje con un tnico
sort. También tendremos infinita cantidad de operaciones para repre-
sentar la operacién push, una por cada niimero natural.

data Sorts,, : Set where C : Sorts;,

data Opsqy, : List Sorts,, x Sorts;, - Set where
push;, : m : IN) > Ops ([0, C)
add;, :Opsy (0,0
equm Opsm ([] ) C)
seqm :O0psm (C:[C1,0

X : Signature
> m = record { sorts = Sorts;, ; ops = Ops, }

De la misma manera que en el lenguaje de alto nivel, la sintaxis esta
definida por el dlgebra de términos y podemos dar smart-constructors
para facilitar la notacion.

Code : Set
Code = || (T Zm) [C s |

push : IN » Code
push n = term (push,, n) ()

add : Code
add = term add,, ()

equ : Code
equ = term equy, ()

_(®_: Code » Code - Code
c1 ®cy =termseqm ((c1,¢2))

el término correspondiente a poner en la pila los valores 3 y 4, y
sumarlos, es push 3 ® push 4 ® add.

79



8o FORMALIZACION DE ALGEBRA UNIVERSAL

Semdntica

Las seménticas de los lenguajes quedardn determinadas por alge-
bras de las respectivas signaturas junto con el homomorfismo inicial.
Para definir un 4lgebra debemos dar la interpretacion de los sorts y
de las operaciones.

En el lenguaje de alto nivel tenemos un sort para las expresiones
naturales y otro para las booleanas. Las interpretaciones de cada uno
serdn el setoide trivial (donde la relaciéon de igualdad es la proposi-
cional) de los ntimeros naturales y el de los valores booleanos.

[_]e : sorts £ > Setoid
[ N ]e = setoid IN
[ B ]e = setoid Bool

Para interpretar las operaciones debemos dar las funciones entre los
setoides correspondientes segiin la aridad. Esto implica también la
prueba de congruencia, que no mostraremos aqui:

iopse : V{ar sy > (f:ops Ze (ar, 9) > || [_]e xar ||> || [s]e |
iopse (valn) () =n

iopse plus ({(ny ,n2)) =ny +ny

iopse eq ((ny, np ) =ny ==ny

iconge : V{ar svsvs’} » (f: ops L (ar,s) ) »vs vous -
(iopse f vs) ~ (iopse f vs’)

ie :V{arst>ops e @r,s) > [Je xar — [ s]e
ie f=record { _($)_=iopse f; cong = iconge f}

Con la interpretacién de los sorts y las operaciones, tenemos la defi-
nicién del dlgebra semantica para el lenguaje de expresiones, y junto
con ésta el homomorfismo inicial correspondiente:

Sem, : Algebra X,
Seme =record {_[_]s =[Je; _[_]o =ie}
hsem : Homo (|T| £¢) Seme
hsem = |h| Seme
a partir del homomorfismo podemos extraer la funcién semantica:

[]:V{St>ExprS~>|[S]ell
[L]{Ste="hsem 'S () e

y entonces podemos calcular por ejemplo [ |3 | @ | 4[] que serd igual
al natural 7.



4.4 CORRECCION DE UN COMPILADOR VIA ALGEBRA UNIVERSAL

Para definir la seméantica del lenguaje de maquina, representamos
la pila con una lista donde cada elemento puede ser un ntimero na-
tural o un booleano, y la interpretacion del tinico sort de la signatura
I m corresponde al setoide compuesto por funciones que toman una
pila y devuelven otra o un error en caso que la configuracién no sea
la esperada por la operacién a ejecutar. La relaciéon de igualdad de
este setoide es la extensional.

Stack : Set
Stack = List (IN & Bool)

[_]m : sorts £y > Setoid
[ C ] = Stack »>-setoid Maybe Stack

La interpretacion de las operaciones definen el dlgebra para la se-
mantica del lenguaje de mdquina: por cada operacién se define una
funcién que toma una pila y obtiene otra en caso que no haya error.
Como antes, no mostramos la prueba de congruencia:

iopsy : V {ar s} > ops Ty @r,8) > || [Jm *ar || = || [s]Jm ||

iopsm (pushym 1) () = A's > just (inj 1 :s)

iopsm addy, () = A {(inj; ny zinjy n2 :8) > just (injy (17 +np) : s)
; _ > nothing }

iopsm equm () = A {(inj; ny zinjy ng :s) > just (inj2 (g ==ny) :s)
; _ > nothing }

i0pSm seqm <<f1 2 ))=As >fis»=fo

El algebra Exec describe la seméntica del lenguaje de méquina, y te-
nemos el homomorfismo inicial a partir del cual podemos extraer la
funcién seméntica:

im :V{arst>ops L, @r,s) > [Jm*xar — [ s]m

im f=record { _($)_=iopsm f; cong = icongm f}

Exec : Algebra £,
Exec = record {_[_Js = [_]m ; _[_]o = im}

hexec : Homo (|T| £,,) Exec
hexec = |h| Exec

(I_I) : Code - Stack » Maybe Stack
(Icl)y="hexec’C($)c

la aplicacién ({| push 3 ® push 4 ® add [) [1) obtendrd como resultado
just (inj1 7 = [).
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Traduccién

Mediante la definicién de signaturas, algebras y con la obtencién
de los homomorfismos iniciales tenemos la sintaxis de los lenguajes
con sus respectivas semanticas. Para obtener un compilador debemos
dar un morfismo entre las signaturas, mediante el cual podremos ver
a las dlgebras del lenguaje de maquina como élgebras de la signatura
Ze.

Recordemos que un morfismo entre signaturas consta de una tra-
duccion de los sorts y una funcién que asigna a cada operacién de
la signatura de origen un término formal de la signatura destino. En
nuestro caso ambos sorts de X, serdn traducidos al tinico sort de X,
y la traduccién de operaciones describe el compilador: las constantes
naturales se traducirdn a la instruccién que pone ese valor en el tope
de la pila; la suma y la igualdad a la secuencia de poner en la pila los
valores de los operandos junto con la instruccién respectiva.

S~ @ osorts Le > sorts X
s~ = C

op~ : V {ar s} » ops X, (ar , s) » Ilmap s~ ar |- s~ s

op~ (val n) = (pushy, n) [$] ()

op~ plus = seqm [$| ((#1) ,seqm [$| (( # 0, addm [$| () )) ))
op~ eq = seqm [$| ((#1) ,seqm [$| (( # O, equm [$] () )) ))

€~~>m : Ze ~ Zm
e~m = record { ~»s = S~ ; ~ug = Op~ )

A partir del morfismo e~~m podemos transformar cualquier X ,,-algebra
en una X.-dlgebra, como el dlgebra de términos del lenguaje de méa-
quina y el dlgebra seméntica del mismo. A su vez también transfor-
mamos los X,,-homomorfismos en X.-homomorfismos:

Tme : Algebra X,
Tme = e~>m (~ (|T| Zn)~)

Exece : Algebra X,
Exece = e~>m (~ Exec ~)

hexece : Homo Tm, Exece
hexece = e~~m (~ hexec ~),

y el homomorfismo que determina el compilador se obtiene por ini-
cialidad del algebra de términos de X, hacia Tme, a partir del cual
podemos extraer la funcién de compilacién de expresiones a instruc-
ciones:
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hcomp : Homo (|T| Z) Tme
hcomp = |h| Tme

compe : V {S} > Expr S » Code
comp, {Ste="hcomp’ S ($) e

la aplicacion compe (| 3 | @ | 4 |) obtendrd como resultado el término
push 3 ® push 4 © add.

Correccion

El dnico ingrediente que falta para completar el diagrama de la fi-
gura 8 es un homomorfismo entre las seménticas de ambos lenguajes.
Este codificara la nocion de correccién del compilador: si tenemos un
valor natural o booleano v correspondiente a la semantica de una ex-
presion, la funcién correspondiente en la semdntica del lenguaje de
maquina serd la que dada una pila s le agrega en el tope el valor v.
Lo definimos en Agda, para lo cual debemos dar las correspondien-
tes pruebas de congruencia y condicién de homomorfismo, que no
mostramos aqui:

enc : Sem. ~~» Exece
enc N = record { _($)_=Ans>just(inj; n:s);cong=..}
enc B =record { _($)_=Abs>just(inj b:s);cong="..1}

encH : Homo Sem. Exece
encH =record {/ ' =enc; cond = ... }

La conmutacion del diagrama estd asegurada por la igualdad de
los homomorfismos (hexece o, hcomp) y (encH o, hsem) que es valida
porque el homomorfismo entre el dlgebra de términos y cualquier
otra élgebra es tnico.

eqH : (hexece o, hcomp) ~y, (encH oy hsem)
eqH = terminit Exec. (hexece o, hcomp) (encH o}, hsem)

La igualdad de dos homomorfismos asegura que si aplicamos cada
uno al mismo elemento se obtendrad el mismo resultado y a partir
de eqH extraemos exactamente este predicado, que es la nocién de
correccion que deseamos al definir el compilador:

correctN : (e : Expr N) > (s : Stack) »
(| compe e[} s =just (inj; [e] :9)
correctN = eqH N

correctB : (e : Expr B) » (s : Stack) »
(| compe e ) s =just(injz [e]:9)
correctB = eqH B
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De esta manera hemos definido un compilador correcto siguiendo
el esquema propuesto por Morris, luego extendido por Thatcher y
generalizado por Jannsen, utilizando nuestra libreria de algebra uni-
versal, como un ejemplo de aplicacién de los conceptos formalizados.

4.5 RESUMEN Y TRABAJOS RELACIONADOS

En este capitulo hemos desarrollado una libreria en Agda con los
principales conceptos del Algebra Universal heterogénea, incluyendo
la prueba de los tres teoremas del isomorfismo y la inicialidad del
algebra de términos. Para definir las operaciones de una signatura
hemos utilizado familias indexadas en los sorts, y junto con la imple-
mentacion de una librerfa para vectores heterogéneos, dan muchas
ventajas al definir una cantidad de conceptos como ecuaciones, el
conjunto de axiomas de una teorfa ecuacional o los términos forma-
les en la traduccién de signaturas. Formalizamos también un sistema
deductivo para la légica de cuasi-identidades (ecuaciones con condi-
ciones), probando su correccién y completitud. Sobre el final del tra-
bajo, presentamos una novedosa representacién para morfismos entre
signaturas y sus asociadas algebras reducto, mostrando que bajo al-
gunas restricciones el funtor que convierte adlgebras de la signatura
destino en la signatura fuente, preserva modelos de una teorfa. He-
mos ilustrado los conceptos con algunos ejemplos de uso, mostrando
de qué manera uno puede utilizar esta libreria, en particular desa-
rrollamos el compilador de expresiones aritméticas presentado en la
primera seccién del capitulo anterior, dentro de un marco algebraico,
como fue presentado por distintos investigadores.

Trabajos relacionados. Existen muy pocos trabajos disponibles sobre
formalizacién de Algebra Universal Heterogénea en teoria de tipos.
Seguin el sondeo que realizamos en nuestra investigacion, a partir del
trabajo de Capretta [16] quien formalizé Algebra Universal Heterogé-
nea en Coq y la extension a légica ecuacional en su tesis, los trabajos
cercanos més actuales son el de Kahl [47] formalizando alegorias y el
desarrollo de jerarquias algebraicas por Spitters [87]. En el caso de Ca-
pretta, solo se consideran signaturas finitas y su trabajo no incluye la
formalizacién de morfismos entre signaturas, mientras que Spitters y
sus colegas solo desarrollaron definiciones preliminares del Algebra
Universal, necesarios para los objetivos que persiguen en su trabajo.



HACIA UNA FORMALIZACION DE LA
INDEPENDENCIA DE LA HIPOTESIS DEL
CONTINUO

A fines del siglo XIX Georg Cantor introdujo la teoria de conjuntos
como fundamento tedrico para razonar sobre el concepto de infinitud
en matemadtica. El infinito habia sido hasta el momento motivo de
controversia y en los desarrollos matemdticos se podia concebir que
algtin elemento pueda crecer indefinidamente, o que una medida se
acerque a otra tanto como uno desee, pero no que un objeto sea en
si mismo infinito. La teoria de Cantor propone el concepto primitivo
de conjunto, mediante el cual cualquier objeto matematico puede ser
representado.

Para razonar sobre el tamafio de los conjuntos infinitos se introdu-
cen los niimeros cardinales. Dos conjuntos tienen el mismo cardinal si
puede darse una biyeccién entre ellos (llamandolos equipotentes), y a
los conjuntos biyectivos con los naturales se les llama contables. Bajo
estas definiciones puede verse que el conjunto de los enteros es conta-
ble, como asi también el de los racionales. Sin embargo no sucede lo
mismo con el conjunto de los ntiimeros reales, también conocido co-
mo el continuo: no existe biyecciéon entre IN y R. Dado este hallazgo
surge la pregunta de si algtn otro conjunto tendra cardinal mayor al
de los naturales y menor al de los reales. Cantor responde que no a
dicha pregunta enunciando la siguiente conjetura:

Hipétesis del Continuo (CH). Todo subconjunto inconta-
ble de IR es equipotente a IR.

Decidir la validez de esta hipétesis se convirtié6 en uno de los pro-
blemas mds importantes a comienzos del siglo XX, siendo incluso el
primero de la lista de 23 problemas de Hilbert [42].

Dentro de una teorfa formal como la axiomatizacion de ZF una
sentencia légica puede ser vélida (se puede demostrar a partir de los
axiomas), invélida (su negacién puede ser probada a partir de los
axiomas) o independiente (no existe una prueba de su validez ni de
su negacién). El primer gran avance sobre la hipétesis del continuo
lo dio Kurt Godel en el afio 1940 [27]: no puede refutarse CH a par-
tir de los axiomas de ZF. Esto dio lugar a pensar que estaria pronto
a resolverse el problema: la hipétesis del continuo podria ser vélida.
Sin embargo, 23 afios después, Paul Cohen demuestra que su validez
tampoco puede ser probada, concluyendo que la hipétesis del conti-
nuo es independiente de la axiomatizacién de Zermelo y Fraenkel.
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Si bien la independencia de CH es uno de los avances matemaéticos
mads importantes en la teoria de conjuntos, no existe hasta el momen-
to una formalizacién completa en un asistente de pruebas. En este
capitulo presentamos el dltimo trabajo que emprendimos dentro de
este doctorado: los primeros pasos hacia una formalizacién de CH,
llegando a definir la extension genérica de un modelo y probando la
satisfacciéon de todos los axiomas de ZF en ella, menos el esquema
de reemplazo. La primera tarea consisti6é en realizar un sondeo en
las mecanizaciones existentes sobre teoria de conjuntos, llegando a
la conclusién de que el trabajo realizado por Lawrence Paulson es el
mejor punto de partida. Paulson implementé en Isabelle [68] desde
los conceptos bésicos en teoria de conjuntos [67] hasta el desarrollo
necesario para probar la consistencia relativa de CH respecto de ZF
[71].

En la primera seccién daremos una breve introduccién a Isabelle
y la teoria de conjuntos ZF. En la segunda secciéon presentamos la
nocién de consistencia relativa de modelos en ZF y los conceptos ne-
cesarios para desarrollar la técnica de forcing, a la vez que sefialamos
cémo aprovechar definiciones y resultados del trabajo de Paulson pa-
ra formalizarlos. En la tercera seccién mostramos el disefio general
de nuestra formalizacién de forcing junto con las definiciones y resul-
tados preliminares. A continuacién de esto presentamos la definicién
de extensién genérica y la prueba de validez de los axiomas de ZF
menos el esquema de reemplazo. Finalmente comentamos el trabajo
restante necesario para alcanzar nuestro objetivo final y los trabajos
relacionados que se desprenden de ello.

5.1 ISABELLE/ZF

Isabelle[93] es un asistente de pruebas genérico en el cual se pue-
den implementar distintos formalismos como la légica de alto orden
(HOL por sus siglas en inglés), la 16gica de primer orden (FOL) y la
teoria de conjuntos (ZF). Consiste de un meta lenguaje basado en una
teoria de tipos simple sobre el cual se definen teorfas axiomaéticas. Su
flexibilidad y generalidad lo convierten en una poderosa herramienta
capaz de soportar en simultdneo una gran cantidad de légicas, per-
mitiendo extender una teoria sobre otra, como es el caso de la teoria
ZF construida sobre FOL.

El ntcleo de Isabelle define una meta-logica (un fragmento de la
légica de alto orden intuicionista), donde las reglas de inferencia son
de la forma:

[e1;...;0n] = o. (5)

cada ¢; es una férmula o proposicién. En cada légica objeto se de-
finen las férmulas atémicas, los axiomas y reglas de inferencia que
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permiten construir derivaciones para justificar nuevas proposiciones.
Ademas del conectivo de implicacién, la meta-légica define un cuan-
tificador universal /\ y un operador de igualdad definicional =. Los
términos del meta-lenguaje son los del calculo lambda tipado, donde
tenemos identificadores, abstraccién y aplicacion.

En el desarrollo de una prueba en Isabelle hay un estado de prueba,
o proof state, que consiste de una regla de la forma de (5) donde @ es el
objetivo final, y cada uno de los ¢; los sub-objetivos. Las tdcticas son
funciones que transforman proof states. La tactica méas simple consis-
te en la aplicacién de una regla de inferencia, donde la conclusién
unifica con el sub-objetivo actual de la prueba, para lo cual Isabelle
realiza unificacion de alto orden. También se pueden desarrollar es-
trategias de prueba en las cuales se combinan tacticas para obtener
resultados de manera automatica. El simplificador es una de ellas, el
cual aplica reglas de reescritura para operadores reflexivo/transiti-
vos; otras estrategias mas complejas son los métodos auto o blast. El
modo procedural para realizar pruebas, descripto previamente, pue-
de resultar anti-intuitivo ya que uno debe ir aplicando reglas desde el
objetivo final descomponiéndolo en otros, y asi sucesivamente, obser-
vando el proof state en cada paso. En general las demostraciones en
papel y lapiz se realizan probando primero resultados parciales que
luego justifican el objetivo mayor y todo el proceso queda explicitado
en el mismo texto. Isabelle cuenta con una herramienta para escri-
bir pruebas de esta manera declarativa, llamada Isar [94] y constituye
el estandar actual, en parte gracias a la legibilidad del proof-script
que se genera. Cada paso es justificado mediante axiomas o teoremas
probados previamente, y las partes mas burocraticas son realizadas
mediante herramientas automaticas.

La teoria ZF

Isabelle/ZF implementa la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel
como una extension de la teoria FOL (l6gica de primer orden). Dare-
mos un breve repaso sobre las principales caracteristicas de la imple-
mentacion, una descripciéon detallada puede encontrarse en [73].

La teoria FOL estd definida sobre la l6gica de primer orden intui-
cionista (IFOL) agregando el axioma de doble negacién:

(P=P)=P

El resto de los axiomas estan incluidos en IFOL, como por ejemplo la
introduccién de la conjuncién y del para todo:

[P;Q] = PAQ
(Ax.P(x)) = ("x.P(x))

“"_ 7

El tipo de las férmulas de primer orden es “0” y los términos so-
bre los cuales predican estas férmulas pueden ser de cualquier ti-
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po, gracias al polimorfismo. Asi, por ejemplo la igualdad tiene tipo
eq = "['a,al = o". En Isabelle/ZF los tipos de datos estan defini-
dos axiomaticamente, describiendo las constantes y operaciones que
construyen los elementos que lo componen, y luego axiomas que los
relacionan. Esto contrasta con las habituales definiciones de tipos in-
ductivos que tenemos en otros lenguajes, y por ello por ejemplo no
podemos dar funciones recursivas sobre el tipo o.

Los dos principales sistemas axiomadticos para la teoria de conjun-
tos son Bernays-Godel (BG) y Zermelo-Fraenkel, que difieren en el
tratamiento de las clases: colecciones demasiado grandes para ser con-
juntos. El sistema BG tiene una cantidad finita de axiomas y por ello
es preferido para implementar en asistentes de prueba [12, 77] a pe-
sar de que ZF es el mds estudiado por la comunidad de teorfa de
conjuntos. En Isabelle no hay inconvenientes para definir esquemas
de axiomas y entonces es posible desarrollar el sistema axiomatico de
Zermelo-Fraenkel.

Isabelle/ZF formaliza una gran cantidad de conceptos y resultados,
desde las nociones bésicas hasta desarrollos mas complejos como las
pruebas de cardinales [76] o la consistencia relativa del axioma de
eleccion [72].

El lenguaje de ZF no contiene ninguna constante ni operacién, sélo
dos relaciones: la igualdad y la pertenencia, por lo que los tnicos
términos que pueden construirse son las variables. Asi por ejemplo
si se expresa una propiedad ¢(x) aplicada al conjunto vacio @, no
tenemos un término que nos permita escribir simplemente ¢ (&), sino
que debe expresarse:

Fv(—Fu(u e v) A @(v)).

Soélo con este lenguaje primitivo alcanza para desarrollar toda la teo-
ria de conjuntos. En la préctica, sin embargo, se vuelve insostenible
tener que escribir en este nivel sintdctico, y como es usual en mate-
matica, se utiliza aztcar sintdctico que permite referir de manera mds
sencilla a las expresiones mds usadas. Por ello Isabelle/ZF declara
constantes para los conjuntos primitivos como el vacio, facilitando
la escritura e implementando precisamente la teoria de Zermelo y
Fraenkel.

Los términos en Isabelle/ZF tienen tipo i, mientras que las férmu-
las tienen tipo o. Asi por ejemplo 0 ¢ Inf son términos constantes
de tipo i que refieren al conjunto vacio e infinito respectivamente, y
Pair es una funcién con tipo [i,i] = i que construye pares ordenados.
Las facilidades sintdcticas de Isabelle permiten escribir de una mane-
ra muy similar a la matematica informal, por ejemplo A U B refiere
a la unién de conjuntos, (a, b) al par ordenado y puede definirse un
conjunto por extensién como {0, 1,2, 3}.
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Axiomas de ZF

Los axiomas de Zermelo y Fraenkel forman una lista infinita de sen-
tencias de primer orden. Una introduccién detallada explicando los
fundamentos que hay detrds de cada uno puede encontrarse en [86].
A continuacién presentamos la lista de axiomas de ZF como estédn pre-
sentados en https://www.dropbox.com/s/sqn88rgwbax44vm/apunte_
st.pdf?d1l=1. La parte finita de la axiomatizaciéon estd compuesta por
los siguientes:

» Extension (dos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos
elementos).

Vx,ylx =y < Vz(z e x &> z € y)).

» Fundacién (la relacion € es bien fundada en el universo de conjun-
tos).
Vx(x #@ > Jyex:Vzex(z¢y)).

» Pares (dados x e y, existe un conjunto que contiene a ambos como
elementos).
Vx,ydc(x € c Ay € c).

» Unién (dado un conjunto x, hay un conjunto que incluye a la unién
de todos los conjuntos que pertenecen a x).
VxJu: Yy € xVz € y(z € u).

= Partes (También llamado potencia: dado un conjunto x, existe un con-
junto que contiene a todos los subconjuntos de x).

VxIpWy(Vz € y(z € x) =y € p).

= Infinito (existe un conjunto inductivo).

Ix(@ e xA\Wyly € x > yU{y} € x)).
y su parte infinita estd definida por dos esquemas de axiomas:

= Separacion (también llamado Comprension: para cada conjunto x y
cada propiedad, existe el conjunto que sélo contiene a los elementos de
x que la satisfacen). Para cada ¢(x) una férmula de primer orden
con una variable libre,

VxJyVala ey < a e xNAel(a)).
» Reemplazo (para cada funcion, la imagen de un conjunto por dicha

funcién estd incluida en un conjunto). Para cada P (x,y) férmula
de primer orden con dos variables libres,

Vx(Vy € x3lz:P(y,z)) = Yy € xIz(P(y,z) Nz € 7).
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En algunas presentaciones de ZF no se incluye el esquema de separa-
cién ya que puede obtenerse a partir del esquema de reemplazo, es
decir no es independiente de la lista de axiomas.

Como mencionamos previamente, Isabelle/ZF define algunas cons-
trucciones primitivas para facilitar el desarrollo de la teorfa. La unién,
partes y el conjunto infinito son definidos de esta manera, como asi
también un constructor primitivo de términos para definir conjuntos
de acuerdo al esquema de reemplazo.

Pow :: "1 = 1"

Inf :: "i"

Union :: "i = 1"

PrimReplace :: "[i, [1, i] = o] = i"

A partir de un conjunto y una relacién binaria (implementada como
una funcién de dos elementos de tipo i en uno de tipo o), la primiti-
va de reemplazo construye un conjunto. Otras definiciones incluyen a
Replace(A,P), similar a PrimReplace pero P debe ser una relacién fun-
cional, y puede escribirse con la sintaxis {y. x€A, Q} == Replace(A,
Ax y. Q). Con Collect(A,P) se construye un conjunto utilizando el
principio de separacién, que se obtiene a partir de reemplazo me-
diante Collect(A,P) == {y . x€A, x=y /\P(x)}, y puede escribirse
también con la sintaxis {x€A.P}.

Utilizando éstas y otras definiciones, la axiomatizaciéon de Isabe-
lle/ZF esta dada de la siguiente manera:

axiomatization

where
extension: "A=B<+—ACBABCA" and
Union_iff: "A € |J(C) «+— (3BeC. AeB)" and
Pow_iff: "A € Pow(B) «— A C B" and
infinity: "0 € Inf /\ (Vy€Inf. succ(y) € Inf)" and

foundation: "A =0 V (3Ix€A. Vyex. ydA)" and
replacement: "(Vx€A. Vy z. P(x,y) N\ P(x,z) — y = z)
= b € PrimReplace(A,P) +— (3x€A. P(x,b))"

5.2 MODELOS DE ZF Y LA TECNICA DE FORCING

Daremos un breve repaso de algunos de los conceptos més impor-
tantes involucrados en las pruebas de consistencia relativa de mode-
los de ZF y de la maquinaria necesaria para extender modelos me-
diante la técnica de forcing. Una excelente introduccién sin detenerse
demasiado en los detalles te¢nicos puede encontrarse en [92] o en
[17]. Para mayor rigurosidad en el desarrollo de las pruebas recomen-
damos el libro de Teoria de Conjuntos de Kunen [49].
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Consistencia relativa

En légica, una teorfa es consistente si a partir de los axiomas no pue-
de probarse una contradicciéon (0 = 1). Un modelo de una teoria es un
objeto matemaético en el cual los términos del lenguaje son interpre-
tados y los axiomas resultan validos, escribimos M k= ¢ para indicar
que M satisface la sentencia ¢, es decir que M es modelo de ¢*. Una
teoria es consistente si y solo si existe un modelo.

Considerando la teorfa ZF como fundamento de toda la matemati-
ca surge la pregunta de cémo construir un modelo, es decir un objeto
matemadtico en el cual se interprete la relaciéon de pertenencia y los
axiomas valgan dentro del mismo. Godel probé con su Segundo Teo-
rema de Incompletitud que no puede probarse la existencia de un
modelo de ZF. Mas formalmente, si asumimos que las pruebas mate-
maticas pueden ser codificadas como teoremas en ZF y que ésta no
tiene contradicciones, luego no podemos probar que exista un con-
junto M y una relacién binaria E tal que (M, E) satisface los axiomas
de ZF. Por lo tanto es imposible determinar si la teorfa de conjuntos
es consistente.

Lo que si podemos obtener es, dado un axioma A, una prueba de
consistencia relativa, que consiste en asumir que existe un modelo de
ZF, digamos (M, E), y construir otro modelo (M’,E’) para ZF + A.
Nos concentraremos en una clase especial de modelos:

1. Un conjunto M (de conjuntos) es transitivo si para todo x €
M ey € x, tenemos que y € M (i.e., todo elemento de M es
subconjunto de M).

2. (M, E) es un modelo transitivo si M es transitivo y E es la relacién
de pertenencia € restringida a M. Es contable si M es equipoten-
te a un subconjunto de los naturales; diremos que el modelo
M es un ctm (por las siglas de Modelo Transitivo Contable en
inglés).

Usualmente se refiere al modelo transitivo solo nombrando el conjun-
to M, ya que la relacion es fija.

Las pruebas de satisfaccion relativas a un modelo constituyen una
herramienta fundamental en el desarrollo de la independencia de
la hipétesis del continuo. Si consideramos un modelo M y un sub-
modelo N C M, es posible que un axioma valga en N y no en
M. Lo ilustremos con un ejemplo: sean M := {a,b,c,{a, b}, {a,b,c}},
N:={a,b,{a,b,cl}y

ox,y,z):=Vw.(wezew=xVw=y).

para el caso de férmulas con variables libres {x, ..., xn} la nocién de satisfaccién re-
quiere de un entorno para asignar valores {ay, ..., an } a las mismas, y lo escribiremos
M, [ao, - anl £ @(x0, - Xn).
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Tenemos
M K ¢(a,b,{a,b,c}) pero Nk ¢(ab,{a,b,c}).

Para decidir la validez relativa de una férmula en un conjunto s6-
lo importan los elementos que pertenecen al mismo. En el ejemplo,
como c¢ no pertenece a N, luego los tinicos elementos de N que per-
tencen a {a,b,c} son a y b, por lo que el axioma de pares se satisface;
no sucede lo mismo en M. Diremos que ¢ vale para a,b,{a, b, c} rela-
tivo a N. Podemos definir formalmente qué significa que la férmula
¢ valga relativamente a un conjunto de esta manera simplemente
restringiendo la cuantificacién a elementos en N:

(pN(x,y,z) =Yw.weN->wezeow=xVw=y)

o™ es la relativizacion de ¢ a N. Podemos luego generalizar esta de-
finicién a la clase de todos los conjuntos que satisfacen un predicado
C:

eC(x,y,z) =vw. C(w) > (wezew=xVw=y)

Es facil ver que si M y N son transitivos, oM si y solo si oN, para

x,Y,z € N. Decimos entonces que ¢ es absoluta con respecto a N
y M. Los conceptos de relativizacion y absolutez son fundamentales
en la tarea de decidir la validez de los axiomas en un submodelo de
ZF a partir de su validez en el modelo correspondiente. Un resultado
importante es que una gran cantidad de férmulas de primer orden
son absolutas en modelos transitivos contables, es decir que si son
vélidas dentro del modelo también lo son para todo el universo de
conjuntos. En general, si una propiedad 1 habla solamente de los
elementos de algiin x que pertenece a un ctm M, \ es absoluta ya que
por transitividad todos los elementos de x deben pertenecer también
a M.

En la prueba de Godel para mostrar la consistencia relativa del
axioma de eleccién y de la hipétesis del continuo con ZF se construye
un submodelo siguiendo este lineamiento: Asumiendo que M es un
ctm de ZF, se muestra que M contiene un submodelo minimal M
que satisface ZF + CH. Los conjuntos en LM son llamados construibles
y existe una férmula de primer orden L tal que LM ={x e M: M |=
L(x)}. Luego prueba LM = ZF + CH a partir de la hipétesis M |= ZF.

Para formalizar los resultados de Godel en Isabelle, Paulson realizé
un gran trabajo dando las definiciones necesarias para poder expresar
la validez relativa de férmulas en un modelo, siendo de mucha utili-
dad para la formalizacién de la consistencia relativa de la negacién
de CH, objetivo de nuestro trabajo. Por ejemplo el axioma de pares
relativo a una clase es implementado de esta manera:
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definition
upair :: "[i=>0,1,1,i] => 0" where
"upair(M,a,b,z) ==a € z & b € z & (Vx[M]. x€z —
X=a | x=>b)"
definition
upair_ax :: "(i=>o0) => 0" where
“upair_ax(M) == Vx[M]. VYy[M]. 3z[M]. upair(M,x,y,z)"

donde Vx[C].@ es la cuantificacién universal relativa al predicado
C. Muchos resultados de absolutez para modelos transitivos también
fueron implementados en el trabajo de Paulson, asi para el caso del
axioma de pares tenemos:

lemma (in M_trivial) upair_abs [simp]:
"M(z) ==> upair(M,a,b,z) <— z={a,b}"
apply (simp add: upair_def)
apply (blast intro: transM)
done
y otra gran cantidad de férmulas estan probadas absolutas en su desa-
rrollo.

Forcing

Para probar la consistencia relativa de la negacion de la hipotesis
del continuo con respecto a ZF, Paul Cohen desarroll6 la técnica cono-
cida como forcing que permite extender modelos transitivos contables
preservando la satisfaccion de los axiomas. Dado un ctm M de ZF
y un conjunto G, se construye un nuevo ctm MI[G] que incluye a M
y contiene a G, probando que bajo algunas hipédtesis M[G] satisface
ZF. Este ctm es llamado la extension genérica de M, y para construirlo
necesitamos algunas definiciones preliminares:

Definicion 5. Una nocion de forcing (IP,<,1) es un preorden con ele-
mento maximo.

Definicién 6. Un subconjunto G C IP es creciente si para todo x € G,
si x < p entonces p € G.

Definicién 7. Dos elementos p,q € G son compatibles en G si tienen
cota inferior en G.

Definicién 8. Un subconjunto D C P es denso si todo elemento en IP
tiene cota inferior en D.

Definicién 9. Un subconjunto F C IP es un filtro si es creciente y todo
par de elementos es compatible en F.

93



94

FORMALIZACION DE LA INDEPENDENCIA DE CH

Definicién 10. Dada una secuencia D de subconjuntos densos en PP,
un filtro G es D-genérico si intersecta todos los conjuntos densos de la
secuencia.

El lema de Rasiowa-Sikorski (RSL) asegura que para todo preorden
P y una familia contable {D,, : n € IN} de subconjuntos densos en P,
existe un filtro D-genérico. La extensién genérica M[G] se construye
a partir de un ctm M que contendra una nocién de forcing (P, <, 1) y
como es M es contable podemos obtener filtros M-genéricos por RSL.

Estamos entonces en condiciones de dar la definicién de la exten-
sion genérica de un modelo de ZF. Dados un ctm M de ZF, una no-
cién de forcing en M y un filtro M-genérico G, la extension genérica
de M estd dada por:

MIG] :={val(G,T) : T € M}

donde la funcién val estd definida recursivamente con la siguiente
ecuacion:

val(G, ) :={val(G,0) : Ip € P. ({(0,p) € TA\p € G)}. (6)

Esta definicién recursiva tiene sentido gracias al principio de recur-
sion en relaciones bien fundadas [49, p. 48]. Una funcién recursiva
F: A — A se define eligiendo una relacién R C A x A bien fundada y
un funcional H: A x (A — A) — A, luego existe F tal que para toda
a €A, Fla) =H(a,F[ (R "(a))). Para la funcién val puede utilizarse
la siguiente relacién:

xedy <= 3Ip.(x,p) €Y.

De la definicion de M[G] vemos que cada elemento a € MI[G] se
define a partir de un elemento en M, al que llamaremos su nombre.
Para que MI[G] sea efectivamente una extensién de M, debe darse que
M C M[G] y esto sucede gracias a que para cada x € M, check(x) € M
y val(G, check(x)) = x, donde

check(x) := {(check(y), 1) : y € x} (7)

El primer hito importante en el desarrollo de Cohen es mostrar que
MI[G] es modelo de ZF. En general el trabajo necesario para probar la
validez de un axioma en M[G] consiste en encontrar un nombre ade-
cuado en M. Los axiomas basicos de la teorfa pueden probarse sin
mayores dificultades a partir de las definiciones, pero los esquemas
de separacién y reemplazo, junto con el axioma de potencia requie-
ren de los Teoremas de Forcing, que relacionan la satisfaccion de una
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formula ¢ en M[G] con la satisfaccién de otra férmula forces(¢) en
M. La definicién de forces es recursiva en férmulas de primer orden,
por lo cual para poder implementarla en Isabelle/ZF es necesario
contar con una internalizacién de las férmulas dentro de la teoria ZF.
Paulson realiz6 este trabajo definiendo el conjunto formula de tipo i,
utilizando indices de Bruijn para las variables, y dando solo un par de
conectivos basicos pudiendo luego definir el resto como combinacién
de éstos:

consts formula :: 1
datatype
"formula" = Member ("x € nat", "y € nat")
| Equal ("x € nat", "y € nat")
| Nand ("p € formula", "q € formula")
| Forall ("p € formula")

Esta simple y bonita definicién esconde el trabajo necesario para
poder definir conjuntos inductivos, que gracias a un paquete para Isa-
belle/ZF realizado por Paulson [69, 70] permite obtener el principio
de induccién y la posibilidad de definir funciones recursivas a partir
de una declaracién como la de formula. La funcién de satisfaccion
expresa cudndo una férmula de primer orden vale en un conjunto,
para lo cual es necesario contar con un entorno que asigne valores a
las variables libres:

consts satisfies :: "[1i,i]=>1i"

primrec

abbreviation
sats :: "[i,1,i] => 0" where
"sats(A,p,env) == satisfies(A,p)‘env = 1"

La funcién satisfies (cuya definicién obviamos mostrar) obtiene a
partir de un conjunto y una férmula, una funcién de entornos en for-
mulas; la abreviacion sats devuelve True en el tipo o si la férmula
se satisface, y constituye el predicado que necesitamos para expresar
la satisfaccion de férmulas en conjuntos. Es importante notar la di-
ficultad de trabajar en un contexto no tipado como es la teorfa ZF.
La declaracién de tipos de satisfies nos indica que la funcién toma
dos conjuntos y devuelve otro, y cuando el segundo de esos conjuntos
es un elemento de formula, devuelve una funcién de entornos (que
son implementados como listas, otro conjunto definido mediante el
paquete de datatypes) en el conjunto 2 o bool. Cuando uno define
funciones recursivas en Isabelle/ZF en general es esperable definir
un lema de tipado, que gracias a los métodos automdticos se prueba
de manera inmediata:
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lemma "p € formula ==> satisfies(A,p) € list(A) -> bool"
by (induct set: formula) simp_all

Como es esperable, la satisfaccion de una férmula internalizada se
corresponde con la validez de la correspondiente en el tipo o, para
ello en Isabelle/ZF se prueban los lemas que atestiguan esta corres-
pondencia:

lemma sats_Forall_iff [simp]:

"env € list(A)

==> sats(A, Forall(p), env) +— (Vx€A. sats(A, p, Cons(x,env)))"
by simp

y de la misma manera con el resto de los conectivos. Cargar este tipo
de lemas en el simplificador hace que en las pruebas la equivalencia
entre la satisfaccion de una férmula y su semdntica en el tipo o sea
transparente.

Con férmulas internalizadas podemos entonces definir la funcién
forces que relaciona satisfaccién en la extensién genérica con satis-
faccién en el ctm correspondiente. La notacion que utiliza Kunen [49,
50] para forces(¢) es

P ”‘ffv,g,n ©(x0, -+, Xn)-

donde P, <, 1 es la nocién de forcing y p es un elemento de IP. En
nuestra notacion sera

M/ I:[[)I <, ]l/p/ ag,..., an] ': fOFCES((p(XO, .. '/XTL))'
Los siguientes lemas caracterizan la relacién de forcing:

Lema 11 (Definiciéon de Forcing). Sea M un ctm de ZF, (IP,<,1) una
nocién de forcingen M, p € P, y @(xo, ..., Xn) una férmula en el lenguaje
de la teoria de conjuntos con variables libres {xo, ..., Xxn}. Son equivalentes,
para todo To, ..., Tn € M:

1. M,[P,<,1,p,70,...,Tn] = forces(@(x4,...,Xnt4)).

2. Para todo filtro M-genérico G tal quep € G,
M[G]/ [UQZ(G, TO)/ .. .,Uﬂl(G, TTL)] ‘: (P(XO/ .. '/XTL)'

Lema 12 (Truth Lemma). Asumiendo las mismas hipétesis del Lema 11.
Son equivalentes, para todo g, ..., Tn € M, y G filtro M-genérico:

1. M[G], [val(G,Tp),...,val(G, )] E ©(x0,...,Xn).

2. Existep € G talque M, [P, <, 1,p,To,...,Tnl = forces(@(x4,...,Xn+4)).
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5.3 DISENO DE LA FORMALIZACION Y DEFINICIONES PRELIMI-
NARES

Habiendo hecho un repaso por las principales caracteristicas del
asistente de pruebas en el que realizaremos nuestra formalizacién y
de los principales conceptos involucrados en forcing, mostraremos
en esta seccién una vista general del disefio que elegimos para la
implementacién y de algunas definiciones y resultados bésicos.

En los textos matemaéticos es usual fijar un contexto donde se de-
finen parametros y se asumen propiedades necesarias para desarro-
llar los teoremas y resultados. Isabelle permite definir estos contextos
mediante locales [5]. Un locale puede extenderse agregando nuevas
definiciones e hipétesis para formar uno nuevo, como también pue-
de incluirse dentro de uno ya definido probando que sus hipétesis

Nat_Miscelanea I IFormuIa | | F(elativel | PoinledeCI | Recursion_Thms
Renaming Wellorderings | | Forcing_Notions

| WFrec | | Forcing_Data

WF_absolute

Datatype_absolute

Internalizations

Interface

Extensionality_Axiom I | Forcing_Theorems I | Foundation_Axiom I | Pairing_Axiom I | Union_Axiom

| Separation_Axiom I | Infinity_Axiom I

Powerset_Axiom

Figura 9: Grafico de dependencias
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valen en el nuevo contexto (y se dice que es un sublocale del definido
previamente). En nuestro desarrollo utilizamos locales para organizar
la formalizacién asumiendo los pardmetros e hip6tesis necesarias, y
también utilizaremos la definicién de sublocales para poder utilizar
una gran cantidad de resultados realizados por Paulson que también
estan organizados de esta manera.

En el grafico 9 mostramos las dependencias de nuestra formaliza-
cion. Los recuadros en blanco son los médulos (que en Isabelle toman
el nombre de teorfas®) que hemos desarrollado en nuestro trabajo,
mientras que los demads forman parte de las librerias de Isabelle desa-
rrolladas por Paulson, mostrando con fondo gris aquellos en los que
realizamos modificaciones.

El primer objetivo en la formalizacién de forcing es la definicién de
extension genérica. Como vimos en la seccién anterior, este concep-
to involucra las nociones de forcing, la definicién de un modelo M
de ZF, la definicién de filtros genéricos y de nombres en M. Las teo-
rias (0 médulos) Forcing_Notions, Forcing_Data y Names contienen
las definiciones de estos conceptos, y las describiremos en detalle en
las siguientes subsecciones. Las teorfas Renaming y Recursion_Thms
contienen mejoras sobre el desarrollo de algunos conceptos imple-
mentados en Isabelle/ZF: el primero permite realizar renombre de
variables en las férmulas internalizadas y el segundo contiene una
bateria de teoremas sobre recursiéon bien fundada. Nat_Miscellanea
contiene pequefios resultados sobre ntimeros naturales que son de
utilidad para el desarrollo de renombres, y Pointed_DC la prueba de
una version del principio de Eleccién Dependiente, necesario para la
prueba del lema de Rasiowa-Sikorski. Una caracteristica importante
de nuestro desarrollo es el aprovechamiento del gran trabajo reali-
zado por Paulson para la prueba de independencia del axioma de
eleccién, donde implement6 resultados de absolutez. Para ello defi-
nimos en Interface las pruebas necesarias para relacionar el con-
texto de nuestro trabajo con los locales de su desarrollo y tener ac-
ceso a los resultados. Por ultimo en las teorias Extension_Axiom, ...,
Powerset_Axiom formalizamos las pruebas de validez de cada axioma
en la extension genérica, revistiendo particular importancia el esque-
ma de separacion incluido en Separation_Axiom donde es necesario
utilizar la maquinaria de forcing, y que en palabras de Kunen cons-
tituye el resultado maés dificil para probar que M[G] es modelo de
ZF: «[...] in verifying that M[G] is a model for set theory, the hardest
axiom to verify is [Separation].» [49] .

No hay que confundir una teoria como Isabelle/ZF que corresponde al concepto
matematico en el sentido de un conjunto de axiomas y reglas para desarrollar resul-
tados, con los archivos de Isabelle que se nombran como teorias, concepto similar al
de médulos en otros lenguajes.
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Forcing notions

En la teoria Forcing_Notions definimos las nociones de forcing,
filtros genéricos y resultados sobre los conceptos involucrados finali-
zando con el lema de Rasiowa-Sikorski que asegura la existencia de
filtros genéricos.

El siguiente locale caracteriza una nocién de forcing;:

locale forcing_notion =
fixes P leq one

assumes one_in_P: "one € P"
and leq_preord: "preorder_on(P, leq)"
and one_max: "VpeP. (p,one)cleq"”

expresando que (P,leq) es un preorden con elemento maximo one.
Las definiciones 6,7,8 y 9 son implementadas de manera sencilla:

definition
increasing :: "i=0" where
"increasing(F) == Vx€F. VpeP. (x,p)Eleq — pEF"

definition compat_in :: "i=i=i=i=0" where
"compat_in(A,r,p,q) == 3d€A . (d,p)er /\ (d,q)er"

definition
dense :: "i=0" where
"dense(D) == VpeP. 3deD . (d,p)eleq"

definition
filter :: "i=0" where
“filter(G) == GCP /\ increasing(G)
N (VpeG. YqeG. compat_in(G,leq,p,q))"

Y para definir filtro genérico necesitamos contar con una familia de
subconjuntos densos en la nocién de forcing. En el locale countable_generic

especificamos el contexto necesario:

locale countable_generic = forcing_notion +

fixes D
assumes countable_subs_of_P: "D € nat—Pow(P)"
and seqg_of_denses: "Vn € nat. dense(D‘n)"

y luego podemos expresar que un filtro que interseca a cada subcon-
junto es genérico:
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definition
D_generic :: "i=0" where
"D_generic(G) == filter(G) /\ (Vné€nat.(D'n)NG#06)"

El lema mds importante incluido en Forcing_Notions es Rasiowa-
Sikorski enunciado de esta manera:

theorem rasiowa_sikorski:
"peP — 4G. peG /N D_generic(G)"

El argumento para su prueba es sencillo: Fijando un elemento py =
p € P, se puede elegir p,, 11 tal que pn = pny1 € Dn, ya que Dy, es
denso en IP. Luego el filtro generado por {pn : n € w} interseca cada
conjunto en la secuencia Dy,.

Forcing data

Definir la extension genérica de un modelo requiere de la caracteri-
zacion de ctms de ZF. Para ello utilizamos las definiciones de los axio-
mas relativos a una clase, que se encuentran en la teoria Relative del
desarrollo de Paulson. Para el caso de los esquemas debemos expre-
sar que para toda férmula de primer orden, se satisface la instancia
correspondiente de separacion y reemplazo. Como explicamos ante-
riormente, en nuestro desarrollo utilizamos féormulas internalizadas,
por lo que la safisfacciéon estard definida mediante la funcién sats.
Permitiremos a lo sumo una o dos variables libres para la férmu-
la que se instancia en cada esquema respectivamente, pudiendo ex-
presar luego cualquier cantidad de pardmetros mediante una n-upla
construida gracias al axioma de pares.

En la librerfa de Paulson los axiomas relativos estdn definidos en el
contexto de clases, por lo cual utilizamos el operador ## que a partir
de un conjunto A obtiene el predicado Ax.x € A. El siguiente locale
define el contexto de un conjunto M que satisface todos los axiomas
de ZF:

locale M_ZF =
fixes M
assumes
upair_ax: "upair_ax (##M)"

and Union_ax: “Union_ax(##M)"
and power_ax: "power_ax(##M)"
and extensionality: "“extensionality (##M)"
and foundation_ax: “foundation_ax(##M)"
and infinity_ax: "infinity_ax(##M)"

and separation_ax:
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" @ € formula ; arity(@)=1 V arity(@)=2] —
(Va€eM. separation(##M,Ax. sats(M,o,[x,al)))"
and replacement_ax:
"l ¢ € formula ; arity(@)=2 arity(@)=succ(2) | =
(VaeM. strong_replacement (##M,A\x y. sats(M,o,[x,y,al)))"

Las condiciones sobre la aridad de la férmula ¢ en los esquemas
de separacién y reemplazo expresan que ¢ podré tener uno o ningtn
pardmetro. Si necesitamos instanciar una férmula con mayor cantidad
de pardmetros se pueden utilizar lemas de tupling definidos en el
modulo Interface cuyas pruebas utilizan el axioma de pares.

En el locale forcing_data definimos que M es un ctm de ZF y
contiene una nocién de forcing:

locale forcing data = forcing_notion + M_ZF +

fixes enum

assumes M_countable: "enumebij(nat,M)"
and P_in_M: "P e M"
and leqg_in_M: "leg € M"
and trans_M: “Transset(M)"

Dentro de este locale podemos dar la definicién de filtro M-genérico
y la prueba de que existe: al ser M contable, tenemos una biyeccién
con los naturales a partir de la cual podemos construir una secuencia
D, de subconjuntos densos en P: dado un natural n, si al aplicar la
biyeccién obtenemos un subconjunto denso de P, luego D aplicado a
N serd ese subconjunto, en caso contrario serd todo P, que es denso
por definicién. Utilizando el lema de Rasiowa-Sikorski se completa la
prueba de la existencia de un filtro M-genérico.

lemma generic_filter_existence:
"pEP — dG. peG /N M_generic(G)"

5.4 SATISFACCION DE ZF EN LA EXTENSION GENERICA

Antes de entrar en los detalles de las definiciones de nombres y
extension genérica, mostramos brevemente la interfaz entre el con-
texto de nuestra formalizacién y el del desarrollo de Paulson que
se encuentra en la sesién de Isabelle ZF-constructible. En la teoria
Relative se encuentra una gran cantidad de resultados de absolutez
de férmulas de primer orden para conjuntos transitivos. La organi-
zacion de dicha implementacién esta realizada mediante dos locales:
M_trivial y M_basic (que extiende al primero). En estos locales se
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asume una clase M transitiva y una cantidad de hipétesis sobre la
validez de algunos axiomas en M, en particular instancias de sepa-
racion y todo el esquema de reemplazo para cualquier predicado en
P::"i=o0". Todas estas asunciones pueden probarse en el contexto
del locale forcing_data (utilizando la funcién ##_ para liftear un con-
junto en una clase) menos esta version de reemplazo para clases, ya
que hay mas elementos de tipo "i=-0" que los predicados definibles
como férmulas. Para resolverlo, modificamos levemente los archivos
originales en ZF-constructible eliminando algunos resultados que
dependen de dicha hipétesis ya que no son necesarios en nuestra
formalizacion.

En la teorfa Interface probamos que forcing_data es sublocale de
M_trivial y M_basic.

sublocale forcing_data C M_trivial "##M"
sublocale forcing_data C M_basic "##M"

La mayor parte del trabajo consiste en probar instancias de separa-
cién para predicados en "i=-0" a partir de la hipétesis

separation_ax: "l @ € formula ; arity(@)=1 \V arity(@)=2 ]
= (VYa€eM. separation(##M,Ax. sats(M, ¢, [x,a])))"

en la que asumimos el esquema de separacion utilizando la internali-
zacion de férmulas. Por ejemplo, una de las instancias que se encuen-
tran en M_basic es la que define el productor cartesiano entre dos
conjuntos.

lemma (in forcing_data) cartprod_sep_intf :

assumes
"AeM"
and
"BeM"
shows

"separation(##M,Az. dxeM. x€A /N (JyeM. yeB
/\ pair(##M,x,y,z)))"

Estas pruebas son bastante burocraticas y requieren de la internali-
zacion en formula de cada predicado, que en el caso del producto
cartesiano es:

definition
cartprod_sep_fm :: "i" where
"cartprod_sep_fm ==
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Exists(And(Member(0,2),
Exists(And(Member(0,2),pair_fm(1,0,4)))))"

Otro detalle técnico que tenemos que sortear para poder expresar
cualquier instancia de los esquemas es el uso de n-uplas para definir
férmulas con cualquier cantidad de parametros mediante una que tie-
ne uno solo. El truco consiste en utilizar el axioma de pares y expresar
que ese Unico pardmetro contiene a todos los demads. En el caso del
producto cartesiano tenemos dos y debemos probar:

lemma (in forcing_data) tupling_sep_2p :
"(YVEM. separation(##M,Ax. (VYAEM. YBEM. pair(##M,A,B,v)
— Q(x,A,B))))
—
(VAEM. VBEM. separation(##M,Ax. Q(x,A,B)))"

Nombres y la extension genérica

En la teoria Names hemos implementado las nociones y resultados
involucrados en la extensiéon genérica, siempre dentro del contexto
forcing_data. La definicién de M[G] requiere de la implementacién
de la funcién recursiva val (ver 6), y en Isabelle/ZF tenemos disponi-
ble el principio de recursién sobre relaciones bien fundadas a través
del operador wfrec [69]. Definimos el funcional Hv que implementa
la funcién val de la siguiente manera:

definition

Hv :: "i=i=i=i" where

"Hv(G,x,f) == { f‘y .. y€ domain(x), dpeP. <y,p> € x N\ p €
G }II

La relacién bien fundada a partir de la cual realizamos el principio
de recursioén es ed y la definimos relativa a un conjunto. Luego pode-
mos definir val restringiendo la relacién a la clausura transitiva del
pardmetro sobre el cual se esta calculando la funcién:

definition
edrel :: "I = 1" where
"edrel(A) == {<x,y> € AxA . x € domain(y)}"

definition
val :: "i=i=1i" where
"val(G,t) == wfrec(edrel(eclose({t})), T ,Hv(G))"
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Esta definicién satisface la ecuacion 6 y para probarlo necesitamos
agregar a las herramientas sobre recursién disponibles en Isabelle /ZF
una propiedad que permite calcular una funcién recursiva sobre un
elemento a restringiendo la relacién a cualquier conjunto que inclu-
ya a a 'y a todos sus predecesores; la misma estd implementada en
Recursion_Thms:

lemma wfrec_restr :
assumes "relation(r)" "wf(r)"
shows "acA = (r™+)-‘‘{a} C A =
wfrec(r,a,H) = wfrec(rnNAxA,a,H)"

Luego podemos probar el lema de definicién de val, y como conse-
cuencia inmediata que la misma es monétona:

lemma def_val:
"val(G,x) = {val(G,t) .. t&domain(x) ,
dpeP. <t,p>ex N peG "

lemma val_mono: "xCy — val(G,x) C val(G,y)"

Teniendo definido val, podemos dar la definicién de extensién ge-
nérica

definition
GenExt :: "i=1i" ("M[_]")
where "GenExt(G)== {val(G,T). T € M}"

Para probar que efectivamente M[G] es extensiéon de M necesita-
mos dar nombres para los elementos que alli se encuentran. Esto lo
hacemos mediante la funcién check (en la literatura usualmente deno-
tado por X) y luego probamos que val(G, check(x)) = x. Para definirla
utilizamos recursién bien fundada sobre la relacién € y probamos
que satisface la ecuacioén 7.

definition
Hcheck :: "[i,i] = i" where
"Hcheck(z,f) == { <f'y,one> . y € z}"
definition
check :: "i = i" where

"check(x) == transrec(x , Hcheck)"
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lemma def_check : "check(y) = { <check(w),one> . w € y}"

Una prueba inductiva asegura que check nombra a los elementos
de M, asumiendo que el maximo de IP esta en G:

lemma valcheck : "one € G — val(G,check(y)) = y"

Para poder concluir que M C M[G] es necesario probar check(x) €
M para todo x € M. Dicha prueba requiere de la internalizacién de
la funcién recursiva como elemento de formula para lo cual Paul-
son realizé un gran trabajo en el locale M_eclose. Parte de nuestro
préoximo trabajo es realizar la interfaz entre el contexto de nuestra
formalizacién y dicho locale; y hasta tenerlo realizado asumimos esta
hipétesis, junto con una instancia de reemplazo necesaria para probar
G € M[G] en el locale M_extra_assms:

locale M_extra_assms = forcing_data +
assumes
check_in_M : "Ax. x € M = check(x) € M"
and repl_check_pair :
"strong_replacement (##M,\p y. y =<check(p),p>)"

MIG] es modelo de ZF

Probar que la extension genérica es modelo de Zermelo-Fraenkel
constituye una parte importante en el desarrollo de forcing. En el pre-
sente trabajo hemos concluido la prueba de todos los axiomas basi-
cos, incluido el de potencia, més el esquema de separaciéon; quedando
pendiente la satisfaccién del esquema de reemplazo.

Extensionalidad, Fundacién, Pares, Unién e Infinito pueden probar-
se de manera directa y no requieren de los teoremas de forcing:

lemma extensionality_in_MG : “"extensionality(##(M[G]))"
lemma foundation_in_MG : "foundation_ax(##(M[G]))"
lemma pairing_in_MG :

assumes "M_generic(G)"

shows "upair_ax(##M[G])"

lemma union_in_MG : assumes "filter(G)"
shows "Union_ax(##M[G])"

lemma infinty_in_MG : "infinity_ax(##M[G])"
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Para probar el axioma de infinito es necesario asumir las hipétesis
extra del locale M_extra_assms y que G es genérico.

El resto de los axiomas requiere de la maquinaria de forcing. Gra-
cias al uso de locales, podemos enunciar y asumir los teoremas de
forcing sin dar por el momento las pruebas ni la definicién de forces.
En el locale forcing_thms tendremos el contexto necesario para po-
der usar forcing:

locale forcing_thms = forcing_data +
fixes forces :: "i = i"
assumes definition_of_forces: "peP —> @cformula = envelist(M)
— sats(M, forces(@), [P, leq,one,p] @ env) +—
(VG. (M_generic(G)/\ peG)—ssats(M[G], @,map(val(G),env)))"
and truth_lemma: "@&formula = envelist(M) = M_generic(G)
= (dp€EG. (sats(M, forces(@), [P,leq,one,p] @ env))) +—
sats(M[G], ¢, map(val(G),env))"

implementando con precision los enunciados de los lemas 11 y 12.

Dentro de este locale probamos la validez del axioma de partes
y del esquema de separacién en la extension genérica. Los detalles
técnicos estdn explicados con precisién en [35].

theorem power_in_MG :
"power_ax(##(M[G]))"

theorem separation_in_MG:
assumes
"peformula" and "arity(¢@) =1 V arity(e@)=2"
shows
"(Vac(M[G]). separation(##M[G],Ax. sats(M[G],o,[x,a])))"

5.5 RESUMEN Y TRABAJO RESTANTE

El objetivo final del trabajo presentado en este capitulo es una com-
pleta formalizacién de forcing y la prueba de consistencia relativa de
—CH en ZF. Pretendemos también que la formalizacién de los con-
ceptos involucrados puedan servir para mecanizar otros resultados
en los cuales la técnica de forcing es utilizada.

El mayor logro de lo realizado hasta el momento es haber podido
definir las nociones de extension genérica y nombres, junto con las
pruebas de validez de los axiomas de ZF. Fue fundamental para es-
ta implementacion la utilizacién de locales para asumir hipétesis y
prototipar la funcién forces; consideramos un acierto organizar asi
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nuestro disefio, pues incluso nos da la libertad de variar la imple-
mentacion actual siempre y cuando respetemos la interfaz especifica-
da. Esta modularizacién nos permitié basar nuestro desarrollo en el
trabajo de Paulson. En ese sentido, todavia queda mucho trabajo por
realizar, instanciando otros locales dentro de los cuales Paulson imple-
mento los resultados necesarios para internalizar en el tipo formula
funciones definidas recursivamente. Realizado eso, podremos probar
que la funcién check es cerrada para M.

En el texto presentado aqui nos hemos concentrado en el contexto
general de la formalizacién, y no en los detalles técnicos. El lector in-
teresado puede encontar mas informacién en los articulos que hemos
publicado, como asi también en el cédigo fuente de la implementa-
cion.
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SOBRE EL TRABAJO REALIZADO

Hemos comenzado esta tesis haciendo un pequefio recorrido histé-
rico por los desarrollos que han dado origen a la matemética moder-
na y por consiguiente a las ciencias de la computacién. El interés por
encontrar bases sélidas, que justifiquen acabadamente la matematica
hasta ese momento, ha tenido consecuencias de magnitudes impen-
sadas. El desarrollo de la teorfa de conjuntos, la apariciéon de las para-
dojas y la crisis fundacional, las corrientes filoséficas que emergieron
y la consolidaciéon de un sistema formal preciso permitieron avances
cientificos que van mucho mads alld de las ideas originarias. Con el
avance de las ciencias de la computacion, el estudio formal de la ma-
tematica encuentra nuevos horizontes: los programas pueden asistir
en el desarrollo de las teorias y chequear la correccién de los resulta-
dos, dando origen a la mecanizacién o formalizacién de matematica.
A su vez, la posibilidad de expresar y comprobar resultados matema-
ticos mediante programas, permite describir propiedades deseadas a
través de especificaciones y asegurar su preservacion en desarrollos
tecnolégicos.

Los lenguajes de programacién basados en la teoria de tipos depen-
dientes, mediante el principio de proposiciones como tipos, posibili-
tan escribir programas en los cuales se pueden chequear estaticamen-
te propiedades especificadas en el tipado. De esta manera es posible
tener programas correctos por construccion, es decir, en vez de verifi-
car a posteriori la satisfaccion de las propiedades, éstas se aseguran
a través del sistema de tipos: si el programa escrito pasa el chequeo
de tipos, entonces es correcto. El primer aporte de esta tesis fue el es-
tudio de una metodologia para desarrollar compiladores, utilizando
como metalenguaje uno con tipos dependientes, que consiste en defi-
nir la sintaxis de los lenguajes fuente y destino mediante una familia
de tipos indexada en la seméantica. De esta manera el compilador po-
dra expresar en su tipado que el término que se obtiene en el lenguaje
destinto tiene una semdntica que se adectia a la del término de origen.
Referimos como enfoque internalista a este método, siguiendo la termi-
nologia que proponen Ko y Gibbons en [48], en contraposicién con el
externalista, en el cual debe realizarse una prueba de correccién luego
de definir el compilador. Esta idea aplicada a un ejemplo sencillo co-
mo un lenguaje de expresiones aritméticas ya habia sido presentada
por Connor McBride a partir de un ejemplo de James McKinna [60].
Sin embargo su motivacion era presentar la teorfa de Ornaments [58]
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que da un marco formal para programar, definiendo propiedades en
los indices del tipado. En nuestro trabajo concentramos el esfuerzo
en investigar hasta qué punto puede ser factible definir compiladores
asi, y para ello aplicamos el método a un compilador de un lenguaje
imperativo simple a un lenguaje intermedio que manipula una pila,
logrando la correcciéon por construccion. El siguiente paso fue estu-
diar la posibilidad de compilar hasta un lenguaje de maquina con
saltos condicionales al estilo Assembly, y concluimos que es necesa-
rio que las semadnticas de los lenguajes sean dirigidas por sintaxis
para poder aplicar la metodologia; sin embargo, se puede aplicar un
enfoque mixto, logrando tener un compilador correcto por construc-
ciéon desde el lenguaje fuente a uno intermedio, y luego definir de
manera externalista la etapa de compilacion al lenguaje de maquina.

El grupo ADJ [28] estudi6 la aplicacion de la teoria de &lgebras
universales heterogéneas como herramienta formal en la definicién
de lenguajes de programacién. La sintaxis de un lenguaje queda de-
terminada por una signatura, y la seméntica por un algebra de ésta,
denotada por el homomorfismo inicial. Dadas dos signaturas, pue-
de definirse un morfismo entre ellas, que consiste en asignar para cada
operacién de la signatura fuente una regla para construir términos en
la segunda, para lo cual también se debe definir una funcién entre los
sorts. A partir de este morfismo entre signaturas, toda algebra de la
signatura destino puede verse como un élgebra de la signatura fuen-
te, que se llamara dlgebra reducto. Si los lenguajes de programacion
quedan definidos a partir de signaturas y sus semdnticas median-
te las dlgebras de éstas, un morfismo entre signaturas determina un
compilador. Jansen [46] presenta un esquema general para traducir
lenguajes mediante esta mirada algebraica. Estudiar estas herramien-
tas tedricas para definir compiladores nos llevé a la implementacién
en Agda de una libreria de algebras universales heterogéneas. En un
andlisis sobre las publicaciones disponibles, vimos que hay muy poco
sobre formalizaciones de 4lgebra universal en teoria de tipos. Nues-
tra formalizacién incluye la definicién de las principales nociones co-
mo signatura, dlgebra, homomorfismos, subdlgebras, congruencias,
etc; también las pruebas de los teoremas de isomorfismo y la incia-
lidad del élgebra de términos. Ademas implementamos un sistema
deductivo para la l6gica de cuasi-identidades (ecuaciones condiciona-
les) probando su correccién y completitud; y presentamos la tnica
formalizacién hasta el momento de los conceptos de morfismos entre
signaturas (en inglés derived signature morphism) y algebras reducto.
Utilizar familias indexadas en los sorts como implementacién de las
operaciones de una signatura es un punto clave en nuestro trabajo,
permitiendo grandes ventajas en el aprovechamiento del type-checker
de Agda en muchas definiciones.

El dltimo aporte de nuestra tesis esta relacionada al estudio de las
teorfas fundacionales. La independencia de la hipétesis del continuo
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es uno de los resultados mateméticos mas importantes obtenidos en
el siglo XX: en el formalismo de la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel no puede probarse ni refutarse la CH; es decir, puede asu-
mirse o no asumirse sin afectar la consistencia de la teoria. Godel pro-
b6 la consistencia de CH con ZF; luego Paul Cohen probé que ~CH
también es consistente con ZF introduciendo la técnica de forcing, tini-
ca manera conocida de extender modelos transitivos contables de ZF.
La técnica de forcing no solo se aplica a la independencia de CH, sino
que encuentra utilidad en otras dreas de la matematica, revistiendo
de especial importancia. El abordaje de estos conceptos requiere un
nivel de detalle formal muy preciso, por lo que la implementacién
en un asistente de pruebas es particularmente interesante. Lawrence
Paulson implement6 en Isabelle una gran cantidad de conceptos y
resultados de la teoria de conjuntos, en particular la consistencia re-
lativa del axioma de eleccién y de CH. A partir de su trabajo hemos
formalizado parte de la maquinaria de forcing, incluyendo la nocién
de extensioén genérica de un modelo y la prueba de validez relativa
en ella de todos los axiomas de ZF menos el esquema de reemplazo.
Habiendo alcanzado estos objetivos hemos dado los primeros pasos
hacia la primera mecanizacién completa de la independencia de CH.

SOBRE EL TRABAJO POR HACER

De los objetivos alcanzados en esta tesis se desprenden varios tra-
bajos posibles.

= La utilizacién de ornamentos para decorar tipos de datos que
aseguren propiedades por construcciéon puede aplicarse a otros
contextos més alla de los compiladores. Parte del trabajo futuro
es explorar en qué otros problemas puede ser beneficioso inter-
nalizar propiedades en el tipado, como por ejemplo aplicar el
enfoque en algoritmos de matching para expresiones regulares.

= La libreria que hemos implementado en Agda sobre algebras
universales puede ser de utilidad para formalizar més resulta-
dos del drea como el teorema de variedades de Birkhoff [1] .
Otro paso natural del trabajo es extender la librerfa para con-
templar algebras de segundo orden como propone [25]. Los
morfismos entre sighaturas pueden generalizarse en la teoria
de instituciones, y otro posible trabajo es continuar con su for-
malizaciéon. También consideramos la formalizacion de sistemas
de reescritura.

» En cuanto a la formalizacién de forcing, ain queda mucho tra-
bajo por realizar. Luego de completar la prueba de que la ex-
tension genérica es modelo de ZF, debemos formalizar las prue-
bas de los teoremas fundamentales de forcing, y para ello dar
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la definicién de la funcién forces. Debemos definir el poset
Add(w, k) y probar que cumple la condicién de cadenas conta-
bles (se dice que es ccc). Luego probar que si un preorden con
top es ccc entonces preserva cardinales. Y por dltimo, si G es
M-genérico para Add(w,N;), entonces M[G] = ZFC +—CH.

CONCLUSION DE LA CONCLUSION

El camino realizado en el doctorado que finaliza con esta tesis po-
dria considerarse algo sinuoso ya que ha encontrado el rumbo du-
rante su desarrollo. Comenzando con el estudio de la teorfa de ti-
pos y en particular de lenguajes con tipos dependientes para escribir
programas con buenas propiedades aseguradas por construccién, ha
devenido en la utilizacién de asistentes de prueba para mecanizar ma-
tematica. El desarrollo del formalismo en la matematica ha permitido
grandes avances cientificos permitiendo disponer de un lenguaje co-
mun para comunicar y chequear los resultados por la comunidad. La
utilizacién de sistemas computacionales asistiendo el desarrollo ma-
temético y comprobando su validez promete grandes posibilidades.
Un escenario como el planteado en el proyecto QED, en el cual toda
la matematica esté formalizada en un mismo sistema con un peque-
fio nicleo probado correcto, que sea facil de abordar mediante una
sintaxis simple, que disponga de una base de datos global en la cual
buscar teoremas y realizar conexiones entre distintas teorfas sea sen-
cillo, entre otras, suena a utépico y esté lejos de lograrse. Atin hoy los
asistentes de prueba no son faciles de utilizar y por consiguiente el
grueso de la comunidad matematica es ajeno a ellos. La formacién de
cientificos de la computacién en los fundamentos de la matematica y
en las bases tedricas de los asistentes de prueba puede contribuir a
mejorar la perspectiva, para lo cual es fundamental la articulaciéon con
cientificos de la matemaética. En ese sentido, la dltima parte de este
doctorado fue muy fructifera, conformando equipos de trabajo no so-
lo en areas especificas de computacion sino también con matemaéticos
experimentados.
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