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R E S U M E N

Definir un lenguaje de programación implica definir su sintaxis (abstrac-
ta y alguna concreta), junto con una interpretación de las expresiones (en
el caso de lenguajes declarativos) o sentencias (para lenguajes imperativos).
Hoy en día la mayor parte de los lenguajes de programación definen esa
interpretación o bien de manera informal, con prosa en lenguaje natural, o
bien de forma implícita mediante un compilador o intérprete del lengua-
je. La carencia de una definición formal de la semántica dificulta en gran
medida el uso de métodos formales para razonar acerca del lenguaje, por
ejemplo para probar que una determinada expresión computa una cierta
función matemática. Los dos enfoques comunes para definir formalmente
la semántica de un lenguaje de programación son la semántica denotacio-
nal iniciada por Dana Scott y Christopher Strachey, y la semántica operacio-
nal popularizada por Gordon Plotkin. La semántica denotacional permite
justificar más fácilmente que una cierta expresión es la implementación de
una función matemática mientras que la semántica operacional resulta más
apropiada para definir máquinas abstractas.

La programación es realizada por lo general en un lenguaje de alto nivel
el cual es conveniente ya que dispone de abstracciones que facilitan el razo-
namiento, luego un compilador traduce ese programa fuente a un lenguaje
de bajo nivel (por ejemplo, de una máquina abstracta) y se asume que el
programa objeto resultante se comporta como el programa original. La úni-
ca manera de tener certeza es probando la corrección del compilador; es
decir, que la semántica del programa fuente es preservada por el proceso
de compilación.

Los primeros esfuerzos en el área de certificación de compiladores co-
mienzan en 1967 con la corrección de un compilador para expresiones
aritméticas de John McCarthy y James Painter, desde entonces el área a
estado en constante crecimiento, en particular en el año 2009 se realiza pro-
bablemente uno de los trabajos más importantes en el área al certificar un
compilador para un fragmento del lenguaje C a un lenguaje ensamblador,
desarrollado por el proyecto CompCert. Respecto a la corrección de com-
piladores de lenguajes funcionales, en 2007 Adam Chlipala presenta la cer-
tificación de un compilador del cálculo lambda simplemente tipado hacia
código ensamblador, recientemente en 2016 Yong Kiam Tan et al. desarro-
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llaron un compilador certificado para el lenguaje CakeML con respecto a
diferentes arquitecturas. La corrección de compiladores para lenguajes con
evaluación lazy parece un área menos explorada; los trabajos más relacio-
nados involucran la prueba de adecuación entre una semántica denotacio-
nal y operacional desarrollado en 1993 por John Launchbury y su reciente
mecanización llevada a cabo por Joachim Breitner en Isabelle.

Durante el doctorado hemos estudiado en profundidad los métodos de
biortogonalidad y step-indexing para probar tanto adecuación computacio-
nal como corrección de compiladores. Un primer aporte es la prueba de
corrección de una semántica denotacional con respecto a una operacional
para un lenguaje lazy definido por John Launchbury; la prueba original
propuesta contiene ciertas irregularidades que corregimos dando nuevas
definiciones que nos permiten dar una prueba exhaustiva. Otro aporte es
la prueba de adecuación computacional de una semántica operacional con
respecto a una denotacional para un lenguaje funcional con un sistema
de tipos simple extendido con subtipado y estrategia de evaluación call-
by-value. Para este mismo lenguaje probamos la coincidencia entre una
semántica denotacional extrínseca y una intrínseca. Este aporte incluye la
mecanización completa en Coq de todos los resultados; hasta donde sabe-
mos realizamos la primera mecanización del teorema de bracketing enun-
ciado por John Reynolds. Finalmente damos una prueba de corrección de
un compilador para un lenguaje lazy con recursión generando código para
una máquina abstracta, este aporte extiende significativamente un trabajo
previo desarrollado por Leonardo Rodríguez. Incluimos también la meca-
nización completa en Coq.
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1
I N T R O D U C C I Ó N

La tarea comúnmente asociada a un programador puede pensarse como
transformar “ideas” en programas (alguna secuencia de letras y símbolos)
escritos en algún lenguaje de programación, que luego son ejecutados por
una computadora. Siendo más precisos, un programador escribe un deter-
minado programa (que llamaremos fuente) en algún lenguaje de progra-
mación que caracterizamos como de alto nivel, ya que dispone de construc-
ciones que permiten un nivel alto de abstracción. Luego, este programa es
compilado1 en un nuevo programa (objeto) escrito en un lenguaje de bajo ni-
vel, que es el ejecutado por una computadora. Evidentemente el programa
ejecutado por la computadora nunca es el mismo que escribió el progra-
mador, dado que los programas fuente y objeto son distintos en términos
de las secuencias de letras y símbolos; sin embargo confiamos que su se-
mántica, o comportamiento, “coincida”, es decir confiar que el resultado de
ejecutar el programa objeto que es fruto de compilar el programa fuente
es el esperado. Incluso si el lenguaje fuera interpretado, es decir no compila-
mos el programa fuente a un nuevo programa objeto que es el finalmente
ejecutado, sino que ejecutamos el programa original, rara vez el intérpre-
te considera solo el programa y por lo general utiliza información extra
obtenida de un análisis estático previo a la ejecución del programa.

Tener fe que el comportamiento de los programas fuente y objeto coin-
cide, no solo parece un poco ingenuo, sino además negligente si conside-
ramos programas críticos que forman parte de computadoras embebidas
en vehículos, sistemas biométricos para la seguridad social o sistemas mé-
dicos complejos con componentes programados. El comportamiento entre
el programa fuente y el objeto no siempre coincide debido a los errores
que aparecen en la etapa de compilación como demostraron por ejemplo
Yang et al. [51] y Eide et al. [15]. Esta situación puede ser mejorada median-
te la certificación de compiladores o intérpretes, es decir probando que el
programa objeto se comporta como el programa fuente.

1 con la aparición de los asistentes de prueba es curioso remarcar que tal vez uno escriba
programas cuya finalidad no es la de ser ejecutados, si no meramente compilados.
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10 introducción

Hoy en día cualquier lenguaje de programación popular no cuenta con
una certificación de su compilador o intérprete; más aún la definición de
su semántica suele estar dada simplemente de manera informal. La caren-
cia de una definición formal de la semántica dificulta en gran medida el
uso de métodos formales para razonar acerca del lenguaje y por lo tanto
para determinar cuando un compilador es correcto, o la semántica de dos
programas coincide.

En este trabajo, utilizamos técnicas conocidas para probar la corrección
de compiladores en dos direcciones novedosas: por un lado para probar la
corrección de un compilador para un lenguaje funcional lazy, y por otro,
para demostrar la coincidencia de dos semánticas para un lenguaje eager.

1.1 definiendo un lenguaje

Una parte relevante de definir un lenguaje de programación es definir la
gramática concreta para distinguir entre programas bien y mal escritos. En
la gramática concreta nos debemos preocupar por nociones tales como la
precedencia de operadores, la distinción entre variables y constantes, có-
mo identificar bloques en el caso de lenguajes imperativos, cuáles de los
operadores son infijos, etc. Sin embargo para la definición y el estudio teó-
rico de un lenguaje no es necesario tanto nivel de detalle, basta con definir
una gramática abstracta, digamos L, cuyas construcciones sean independien-
tes de cualquier representación posterior. Es importante notar que utilizar
una gramática abstracta nos permite concentrarnos plenamente en los as-
pectos que deseamos para el lenguaje, así por ejemplo si deseamos tener
funciones nos concentramos en los aspectos esenciales de la construcción,
el nombre de la función, los argumentos y su cuerpo; fun f x1 . . . xn b. Luego
esta construcción abstracta nos permite representar, a priori, una función
en lenguajes bien distintos como pueden ser C y Haskell.

Podemos enriquecer la definición de nuestro lenguaje con un sistema de
tipos el cual nos permite detectar errores en etapas tempranas antes de que
ocurran en alguna ejecución particular del programa; notar que para un
programa lo suficientemente extenso es posible que distintas ejecuciones
particulares utilicen diferentes partes del programa, luego algunas ejecu-
ciones podrían fallar y otras no, incluso el error tal vez quede “escondido”
en un fragmento de programa que rara vez es ejecutado. Disponer de un
sistema de tipos nos permite realizar un análisis estático y exhaustivo del
programa antes de ser ejecutado. Los sistemas de tipos populares son con-
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siderados un método formal liviano dado que no son demandantes para
el programador, sin embargo mientras más complejo es el sistema de tipos
esta liviandad va en decremento pero en contraparte más interesantes son
las propiedades que se pueden imponer.

Para dar la semántica completa del lenguaje debemos definir el signifi-
cado de cada construcción de la sintaxis abstracta. A continuación explora-
mos los dos enfoques más comunes para dar semántica y repasamos uno
de los posibles enunciados para demostrar la “coincidencia” entre los dife-
rentes enfoques.

Semántica Operacional

Una posibilidad es dar una semántica operacional, o semántica de transicio-
nes. Este enfoque fue introducido por Plotkin [37] y la idea es pensar a
la ejecución de un programa como la secuencia (posiblemente infinita) de
configuraciones que describe la traza de ejecución del programa. El mode-
lo matemático que necesitamos es realmente simple si lo contrastamos con
los modelos denotacionales que veremos más adelante.

Una configuración (p,C) es básicamente algún programa p ∈ L a eje-
cutar junto con algún contexto C que contiene información sobre la eje-
cución, luego una transición será la transformación de una configuración
en otra que determinan como realizar un paso de evaluación; escribimos
(p,C) 7−→ (p ′,C ′), cuando en un paso de ejecución pasamos de la confi-
guración (p,C) a la configuración (p ′,C ′). Formalmente, la relación entre
configuraciones esta dada por el conjunto de reglas de transición que nos
especifica como evaluar un programa utilizando repetidamente las reglas
hasta que, eventualmente, alcanzamos un valor. La aplicación sucesiva de
la relación 7−→ da lugar a la clausura transitiva: en general diremos que
(p,C) 7−→∗ (p ′,C ′) si pasamos de la configuración (p,C) a la configuración
(p ′,C ′) en alguna cantidad finita de pasos. Muchas veces nos centraremos
en las ejecuciones que llegan a una configuración terminal, es decir aquella
en la cual no podemos aplicar ninguna transición. Sin embargo, también
será importante razonar sobre configuraciones que nunca llegan a una con-
figuración terminal, es decir configuración divergentes; usaremos la nota-
ción (p,C) 7−→∗ ∞ para señalar que la configuración (p,C) puede realizar
una cantidad arbitraria de pasos.
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Semántica Denotacional

La semántica denotacional introducida por Scott y Strachey [44] tiene
una naturaleza más abstracta: uno elije un modelo matemático, digamos D,
y el significado de cada construcción de la sintaxis abstracta es un elemento
de ese modelo; por lo general podemos pensar que es necesario definir una
función de L en D. Si nuestro lenguaje tiene variables es necesario contar
con un entorno que indique su valor denotacional; podemos pensar que
el contexto juega este rol en la semántica operacional. Sea Env el conjunto
de todos lo entornos, entonces podemos pensar la semántica denotacional
como una función J_K : L→ Env→ D.

Es interesante remarcar que si bien no hay restricciones en como definir
la función semántica J_K, nos son de particular interés aquellas que asegu-
ran que para cada construcción del lenguaje tenemos un único significado
y se cumple la propiedad de composicionalidad: el significado de cada expre-
sión solo depende del significado de sus sub-expresiones. Esta propiedad
es muy importante porque nos permite reemplazar, en una expresión, cual-
quier sub-expresión por otra siempre y cuando su significado sea el mismo
y no cambiar el significado de la expresión completa. Para asegurar estas
características exigimos que el conjunto de ecuaciones semánticas que definen
la función semántica sea dirigido por sintaxis, esto significa que el conjunto
cumple con las siguientes condiciones:

Existe una sola ecuación para cada construcción de la gramática abs-
tracta.

Cada ecuación que define el significado de una expresión, lo hace pu-
ramente en función del significado de las sub-expresiones inmediatas.

En presencia de un lenguaje con sistema de tipos tenemos dos formas
diferentes de dar semántica a los programas, la versión intrínseca en la cual
solo los programas bien tipados tienen asociado un significado; en lugar de
dar semántica a un programa damos semántica a la derivación (prueba) de
que el programa está bien tipado. La otra posibilidad es la extrínseca donde
la definición de las ecuaciones semánticas es independiente del sistema de
tipos pero para el caso de los programas bien tipados podemos asegurar
que cumplen ciertas propiedades.
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Adecuación computacional

Muchas veces es conveniente disponer de las definiciones de semántica
operacional y denotacional, y probar que ambas coinciden. La semántica
operacional brinda información precisa sobre como se realizó la ejecución
de un programa, por esta razón resulta apropiada para definir máquinas
abstractas. En cambio la semántica denotacional mapea programas a ele-
mentos en un modelo matemático; es importante notar que un mismo
modelo puede ser utilizado para dos estrategias de evaluación distintas
(por ejemplo, call-by-name y call-by-need). Sin embargo, la ventaja de es-
te enfoque más abstracto es que nos permite decidir la equivalencia entre
programas de manera directa, como así también probar que determinado
programa implementa a una función matemática, en el caso de la semántica
operacional probar estos conceptos es más complejo.

Diremos que la semántica operacional es adecuada con respecto a la se-
mántica denotacional cuando la ejecución operacional de un programa se
corresponde con su denotación. El enunciado general de la prueba de ade-
cuación consta de dos aspectos: dado un programa p ∈ L bien tipado, (i) si
la semántica denotacional del programa p es denotada por algún elemento
v ∈ D del modelo matemático, entonces la evaluación de p termina y eva-
lúa a v que es la representación abstracta del valor denotacional v; (ii) si
la denotación del programa p es el elemento del modelo matemático que
se corresponde con la no-terminación (es decir, ⊥ ∈ D), entonces la eva-
luación de p puede dar alguna cantidad arbitraria de pasos; en resumen,
diremos que 7−→∗ es adecuada si:

si JpK = v implica p 7−→∗ v

si JpK = ⊥ implica p 7−→∗ ∞
1.2 compilador

Un compilador, a priori, no es otra cosa que un programa y por lo tanto
está expuesto a errores de implementación como cualquier otro programa.
Luego la única manera de evitar errores durante el proceso de compilación
es probando su corrección.

El proceso de compilación consiste básicamente en la traducción de un
programa escrito en un lenguaje de alto nivel, digamos H, en otro progra-
ma escrito en un lenguaje de bajo nivel, digamos L; un compilador será
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entonces una función L _ M : H → L. En el contexto de este trabajo ade-
más ocurrirá que el lenguaje fuente H tiene descrita su semántica de forma
denotacional y el lenguaje objeto L de manera operacional.

Corrección de un compilador

Es probable que en sistemas críticos uno realice análisis estáticos en el
programa escrito en el lenguaje de alto nivel y espera que estas propieda-
des se mantengan en el programa objeto resultado de la compilación. Esto
se puede conseguir probando que el compilador preserva la semántica; es
decir, teniendo una prueba de que el programa objeto se comporta como el
programa fuente. Definida la semántica denotacional para H queremos pro-
bar que el programa de bajo nivel generado por el compilador implementa
el objeto matemático que se corresponde con la denotación del programa
de alto nivel compilado. Enunciando esto de forma un poco más precisa
tenemos que: dado un programa p ∈ L bien tipado, (i) si la semántica deno-
tacional del programa p es denotada por algún elemento v ∈ D del modelo
matemático, entonces la compilación de p evalúa a v; (ii) si la denotación
del programa p es el elemento del modelo matemático que se correspon-
de con la no-terminación (es decir, ⊥ ∈ D), entonces la compilación de p
puede dar alguna cantidad arbitraria de pasos; en resumen, diremos que el
compilador es correcto si:

si JpK = v implica L p M 7−→∗ v

si JpK = ⊥ implica L p M 7−→∗ ∞
1.3 trabajos relacionados

Los primeros esfuerzos en el área de certificación de compiladores co-
mienzan con los trabajos de McCarthy et al. [29], Morris [30, 31] y Milner
et al. [40], desde entonces el área ha estado en constante crecimiento (cf.
Linden [28], Necula et al. [20] y Dave [12]). Actualmente el proyecto Comp-
Cert [27] es probablemente uno de los trabajos más importantes, en el que
se certifica un compilador de un fragmento del lenguaje C a un lenguaje
ensamblador.

Existen diferentes trabajos para probar la corrección de compiladores de
lenguaje funcionales: Chlipala [8] presenta la certificación de una compi-
lador del cálculo lambda simplemente tipado hacía código ensamblador
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utilizando relaciones lógicas como estrategia de prueba; Benton et al. [1]
prueban la corrección para una variante de la máquina SECD con respec-
to a un lenguaje call-by-value sumando al esquema de relaciones lógicas
el uso de la técnica de biortogonalidad. Jaber y Tabareau [22] han aplicado
la misma técnica a un lenguaje con tipos polimórficos, al igual que Rodrí-
guez [41, Capítulo 5] para probar la corrección de un compilador para un
lenguaje call-by-name. Rodríguez además prueba utilizando bisimulación la
corrección de un compilador para un calculo lambda extendido con estado
y operadores estrictos con estrategia de evaluación call-by-name. Recien-
temente Tan et al. [48] desarrolló un compilador certificado para CakeML
con respecto a diferentes arquitecturas.

La corrección de compiladores para lenguajes con evaluación lazy parece
un área menos explorada; los trabajos más relacionados involucran la prue-
ba de adecuación entre una semántica denotacional y operacional desarro-
llado por Launchbury[25] utilizando inducción estructural, luego Sestoft[46]
deriva una máquina abstracta y prueba la corrección con respecto a la se-
mántica operacional de Launchbury. Mountjoy[32] modifica la semántica
natural propuesta por Launchbury y deriva una máquina abstracta seme-
jante a la máquina STG; posteriormente Encina y Peña-Marí [16] probaron
la corrección de una implementación imperativa de la máquina STG con
respecto a la semántica de Sestoft. Piróg y Biernacki [33] formalizaron en
Coq la derivación de la máquina STG. Recientemente, Breitner[6, 7] meca-
nizó en Isabelle el desarrollo llevado a cabo por Launchbury. Además de
los avances preliminares realizador por Rodríguez en su tesis doctoral[41,
Capítulo 7] donde extiende la técnica de biortogonalidad para este tipo de
lenguajes sin considerar recursión.

1.4 contribuciones del trabajo

Durante el doctorado hemos estudiado en profundidad los métodos de
biortogonalidad [35] y step-indexing [36] para probar tanto adecuación
computacional [18, 19] como corrección de compiladores [10], estos trabajos
incluyen además la mecanización completa en Coq de todos los resultados.
Para ello, este trabajo está organizado como describimos a continuación.
En el capítulo 2 hacemos un resumen de los conceptos matemáticos que
utilizamos en el desarrollo.

El primer aporte de este trabajo se realiza en el capitulo 3, el desarrollo
de esta tesis comenzó con el estudio del artículo de “A Natural Semantics
for Lazy Evaluation” de Launchbury[25] donde se define un lenguaje con
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estrategia de evaluación lazy dando semánticas denotacional y operacional,
y se prueba su corrección y adecuación. Durante el estudio encontramos
ciertas irregularidades que originaron un contra-ejemplo de la prueba de
corrección; esto motivó la re-definición de ciertos conceptos y el desarrollo
de una prueba corregida y exhaustiva del resultado de corrección.

En el capitulo 4 presentamos dos aportes, el primero es la mecanización
en Coq de la prueba de coincidencia entre las semánticas denotacionales
intrínseca y extrínseca para un lenguaje con un sistema de tipos enrique-
cido con subtipado siguiendo la propuesta de Reynolds[38, 39], utilizando
una estrategia de prueba mediante relaciones lógicas para un lenguaje call-
by-name, nosotros adaptamos la estrategia para un lenguaje call-by-value y
realizamos hasta donde sabemos la primera mecanización del teorema de
bracketing. El segundo aporte es la mecanización en Coq de la prueba de
adecuación computacional de una semántica denotacional extrínseca con
respecto a una operacional para el mismo lenguaje con un sistema de tipos
enriquecido con subtipado; utilizando como estrategia de prueba biortogo-
nalidad junto con semántica extrínseca, donde el desarrollo de Berger[4]
parece ser el único trabajo relacionado. La prueba de coincidencia entre las
semánticas denotacionales nos permitió además transferir los resultados
de adecuación con respecto a una semántica en base a otra. El desarrollo
de este capítulo se realizó en dos etapas: en la primera definimos un len-
guaje muy simple para el cual probamos los resultados antes mencionados,
luego en la segunda etapa, utilizando la modularidad de las técnicas ma-
temáticas involucradas extendimos el lenguaje enriqueciendo el sistema de
tipos con nuevas construcciones y subtipado: ejemplificando que la exten-
sión solo extiende las pruebas sin interferir con las pruebas originales para
el lenguaje simple.

La ultima contribución se presenta en el capítulo 5 donde extendemos
significativamente los trabajos [10, 41], mecanizando en Coq la corrección
de un compilador para un lenguaje lazy con recursión generando código
para una máquina abstracta, extendiendo por lo tanto la técnica de bior-
togonalidad para este tipo de lenguajes. Hasta donde sabemos este es el
primer desarrollo que utiliza esta técnica para un lenguaje con estrategia
de evaluación lazy.

Finalmente, en el capitulo 6 presentamos las conclusiones y los posibles
trabajos futuros. Las mecanizaciones completas de los capítulos 4 y 5 se
pueden descargar en http://www.famaf.unc.edu.ar/~gadea/phd-thesis/,
donde también se encuentra la documentación sobre la mecanización y una
versión preliminar de este manuscrito.

http://www.famaf.unc.edu.ar/~gadea/phd-thesis/


2
T E O R Í A D E D O M I N I O S Y B I O RT O G O N A L I D A D

En este capítulo presentamos un resumen de los modelos y conceptos
matemáticos que utilizaremos a lo largo de la tesis, la finalidad es presentar
las definiciones y enunciados que aparecen a lo largo del trabajo, y de esta
manera hacer la lectura de la tesis auto-contenida; por lo tanto este capítulo
no presenta ninguna novedad.

2.1 teoría de dominios

En 1970 Dana Scott [42] presenta la solución a la ecuación de dominios

D ∼= [D→ D]

y de esta manera da el primer modelo matemático para el cálculo lambda
sin tipos. El principal problema para encontrar un modelo no trivial (que
ocurrió aproximadamente treinta años después de que Church [9] introdu-
jera por primera vez el lenguaje) radicaba en encontrar una estructura ma-
temática D tal que la interpretación de las expresiones del cálculo lambda
sean elementos de D y además la aplicación del lenguaje se correspondiera
con la noción de aplicación matemática: consideremos la expresión x x su
interpretación debería ser un elemento de D y como la aplicación es inter-
pretada como la aplicación matemática, la primera ocurrencia de x debería
corresponderse con una función de D en D, mientras que la segunda ocu-
rrencia debería ser un elemento de D. Notar que esto implica que tenemos
que poder ver a una función de D en D como un elemento en el mismo D,
luego cada función tiene que tener un punto fijo. Bajo estas restricciones
es difícil encontrar un conjunto D, ya que cualquier conjunto con al me-
nos dos elementos contiene funciones para las que no existe un punto fijo.
Scott demostró que existen soluciones no triviales para la ecuación recursi-
va de dominio trabajando con reticulados completos y funciones continuas.
Smyth y Plotkin Smyth y Plotkin [47] propusieron una generalización de la
solución propuesta por Scott aplicable a diferentes categorías; en particular
no es necesario considerar reticulados completos sino dominios. En resu-
men, la ecuación recursiva de dominios se puede generalizar definiendo
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un endo-functor F X = X → X en la categoría de dominios y resolviendo
D ∼= FD. Esta generalización es interesante ya que variando el functor
asociado uno puede interpretar distintas características de los lenguajes.

Un dominio será un tipo particular de conjunto parcialmente ordenado
(poset por sus siglas en ingles) donde interpretaremos a la relación de orden
v entre elementos del poset como una relación de extensión en términos
de información; d v d ′ cuando d ′ ofrece igual o mayor información que d.

Una cadena será una secuencia numerable de elementos pi de un poset
P, ordenados totalmente con respecto a vP. A este tipo de cadenas las
llamaremos ω-cadena.

Un predominio, o cpo (por “complete partial order”), será un poset tal que
cada ω-cadena tiene supremo; es decir dada p0 v p1 v p2 v p3 · · · luego

existe una menor cota superior que denotamos como
∞⊔
i=0
pi. Notar que el

conjunto de los naturales (N) con el orden usual no es un predominio. Si
en cambio utilizamos el orden discreto, es decir definimos p vN p ′ como
p = p ′ entonces obtenemos trivialmente un predominio, ya que cualquier
ω-cadena tiene una cantidad finita de elementos y por lo tanto supremo.
Esta definición nos permite ver a cualquier conjunto como un predominio,
asumiendo el orden discreto.

Dados dos predominios P y P ′ diremos que una función f : P → P ′

es continua cuando preserva los supremos de las ω-cadenas. Además de-
finimos al predominio P → P ′ como el conjunto de funciones continuas
con el orden punto a punto; f vP→P ′ f ′ si y solo si para todo p ∈ P vale
f p vP ′ f ′ p.

Un dominio, o cppo (por “pointed cpo”), será un predominio con menor
elemento; dado un dominio D denotaremos a este menor elemento como
⊥D. La promoción (o lifting) de un predominio cualquiera P será el dominio
P⊥ = P ] {⊥}, donde ⊥ será el menor elemento. Si D es un dominio y
f : D → D una función continua entonces f tiene un menor punto fijo y
esta dado por

YD : (D→ D)→ D

YD f =

∞⊔
i=0

(fi⊥D)

este resultado es importante porque nos permitirá definir la semántica de
cualquier operador recursivo.
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ejemplo El siguiente ejemplo pretende ayudarnos a ganar intuición so-
bre el orden y las ω-cadenas que nos interesan. Supongamos la familia de
funciones continuas fi entre el predominio N y el dominio N⊥ (notar que
estamos tomando el orden discreto)

fi : N→N⊥

fi n =


1 n = 0

n ∗ fi(n− 1) n ∈ {1, . . . , i}

⊥N n /∈ {0, 1, . . . , i}

Notar que una vez fijado el parámetro i para cualquier natural n 6 i te-
nemos que fi n = factorial(n) y para cualquier otro n > i, fi n = ⊥N.
Claramente fi 6 fi+1, ya que para todo n 6 i, fi n = factorial(n) = fi+1 n,
además cuando n = i+ 1 entonces ⊥N = fi n v fi+1 n = factorial(n). Esto
nos induce la cadena

⊥N→N⊥ v f0 v f1 v f2 v f3 v · · · v
∞⊔
i=0

fi = factorial(_)

donde el primer elemento ⊥N→N⊥ se corresponde con la función que para
cualquier n devuelve ⊥N, luego a medida que ascendemos vamos “mejo-
rando” la definición. Notar que el supremo es de hecho el factorial puesto
que para cualquier n podemos encontrar un i lo suficientemente grande
para que fi n es definida, es decir no sea ⊥.

Mecanización

Para la mecanización en Coq de los resultados expuestos en los siguien-
tes capítulos utilizamos la formalización constructiva de teoría de dominios
desarrollada por Benton, Kennedy y Varming [2]. El hecho que la librería
se base en principios constructivos introduce sutilezas que se soslayan en
usos habituales de dominios; en particular la construcción de la promoción
es sutil y conlleva la imposibilidad de decidir la igualdad de un elemento
x ∈ P⊥ respecto de ⊥.

Los predominios (cpos) son cerrados bajo productos finitos (el orden
se determina componente a componente), suma (solo los elementos del
mismo conjunto son comparables) y espacio de funciones (comparando
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punto a punto). Las mecanizaciones de estas construcciones en la librería
son comparables con las definiciones usuales, algo que no ocurre en el
caso de la promoción de un predominio; en la construcción clásica promover
un predominio P es simplemente el dominio P⊥ = P ] {⊥}, donde ⊥ será
el menor elemento. En la librería, la promoción de un predominio P esta
construida utilizando listas infinitas (Streams): un elemento de P⊥ será un
valor Valp con p ∈ P o Eps s para algún s ∈ P⊥. Es decir, P⊥ se define
co-inductivamente.

Para definir el orden primero necesitamos introducir la siguiente función
que remueve alguna cantidad de Eps de una lista infinita:

_ � _ : P⊥ →N→ P⊥

s � 0 = s

Valp � n+ 1 = Valp
Eps s � n+ 1 = s � n

Intuitivamente, Valp 6 Eps s si s � n = Valp ′ y p 6 p ′, para algún n y
p ′; por otro lado si s 6 s ′, entonces Eps s 6 Eps s ′. El menor elemento de
P⊥ será el stream tal que tiene una cantidad infinita de Eps cuya definición
co-inductiva es ⊥ = Eps⊥.

Es importante notar que una de las consecuencias de esta definición co-
inductiva es que no podemos decidir si un elemento de P⊥ es ⊥ o Valp.
Por lo tanto, no podemos dar la definición clásica de la promoción estricta
de f : P → P⊥

f⊥⊥ : P⊥ → P⊥

f⊥⊥ ⊥ = ⊥
f⊥⊥ Valp = f p

Afortunadamente la definición nos induce una mónada donde la unidad
es Val y el bind (utilizando terminología de Haskell) satisface

_>>= _ : P⊥ → (P → P ′⊥)→ P ′⊥
Valp>>=f = f p
Eps s>>=f = Eps(s>>=f)

luego podemos probar que para cualquier f : P → P⊥ vale ⊥>>=f = ⊥,
recuperando de esta manera la promoción estricta de f.
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Clausura de Scott

Un tema recurrente en la tesis es el uso de predicados sobre dominios
(semánticos); a priori esos predicados pueden no contener ni el menor ele-
mento ni ser cerrados por supremos de ω-cadenas. Dado un predicado S
sobre un predominio P, la Clausura de Scott de S es la menor extensión de
S que cumple con ambos requisitos. A continuación damos la definición
formal.

Dado S ⊆ P (visto como un predicado) sobre un predominio P podemos
definir cuando es

(i) cerrado por supremo de cadenas: si para cada cadena di ∈ P tal que para

todo i ∈N, di ∈ S, entonces
∞⊔
i=0
di ∈ S.

(ii) decreciente: si para todo d y d ′, tal que d ′ ∈ S y d v d ′, entonces d ∈ S.

Cuando el predicado cumpla con estas dos propiedades diremos que es
cerrado. Además, diremos que el predicado S ⊆ D sobre el dominio D es
estricto si ⊥D ∈ S. Además, en el caso de ser S cerrado por supremos de
cadenas diremos que es admisible.

Estas definiciones pueden ser generalizadas sobre una familias de pre-
dominios Pi con i = 1 . . . n tal que una relación R ⊆ (P1 × P2 × . . .× Pn)
cumple con las definiciones si lo hace componente a componente; de igual
manera sobre una familia de dominios.

Dado P ′ ⊆ P (visto como un predicado) la clausura de Scott, o clausura
ideal, denotada por IC(P ′) esta definida como el menor predominio cerrado
que contiene a P ′.

IC(P ′) =
⋂

{P ′′ ⊆ P | P ′′ ⊆ P ′ y P ′′ es cerrado }

Directo de esta definición tenemos que para cualquier predominio P: (i) IC(P)
es cerrado (ii) P ⊆ IC(P).

Enunciamos de manera general un resultado importante que será de uso
frecuente en los siguientes capítulos; consideremos los predicados sobre
los predominios S ⊆ P y S ′ ⊆ P ′ tal que S ′ es cerrado, y sea f una función
continua de P en P ′ tal que f S ⊆ S ′ entonces fIC(S) ⊆ S ′. Intuitivamente
esto vale ya que la clausuras de Scott a lo sumo agrega los supremos “que
faltaban” en S, luego por la continuidad de la función y S ′ cerrado, tenemos
que el supremo resultado de aplicar la función a otro supremo está en S ′.
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Lema 1. Sean S ⊆ P y S ′ ⊆ P ′ tal que S ′ es cerrado y f : P → P ′ una función
continua, luego si vale que para todo s ∈ S implica f s ∈ S ′ entonces

para todo s ∈ IC(S) implica f s ∈ S ′.

Por el lema anterior si la imagen de una función f sobre un subconjunto
S de P esta contenida en S ′, entonces la imagen de f sobre la clausura de S
estará contenida en la clausura de S ′. Esto es directo de recordar que para
cualquier predominio P vale P ⊆ IC(P).

Lema 2. Sean S ⊆ P, S ′ ⊆ P ′ y f : P → P ′ una función continua, luego si vale
que para todo s ∈ S implica f s ∈ S ′ entonces

para todo s ∈ IC(S) implica f s ∈ IC(S ′).

Estos lemas se pueden generalizar para cualquier función continua con
dominio (P1×P2× . . .×Pn) sobre familia de predominios Pi con i = 1 . . . n,
tomando la clausura componente a componente. Otro lema que será de
mucha utilidad es el que nos asegura que al tomar la clausura de Scott
para cualquier dominio con orden llano obtenemos el dominio original.

Lema 3. Sea D un dominio con orden llano, luego D = IC(D)

Dado cualquier predominio P → P ′ de funciones continuas podemos
construirnos uno nuevo resultado de “aplicarle” el predominio P.

Definición 1. Sean F ⊆ P → P ′ y S ⊆ P predominios, construimos un nuevo
predominio F S ⊆ P ′ definido como

F S = {d | existen f y d tal que f ∈ F, s ∈ S y f s = d}

Esta generalización de la aplicación es interesante por el siguiente lema que
caracteriza su clausura:

Lema 4. Sean F ⊆ P → P ′ y S ⊆ P predominios,

IC(F) IC(S) ⊆ IC(F S)
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2.2 biortogonalidad

En esta sección presentamos las definiciones y explicamos el uso de rea-
lizabilidad y biortogonalidad para probar la corrección de un compilador.

La noción básica en el uso de realizabilidad para probar la corrección de
un compilador es que una porción de código (generalmente escrito en un
lenguaje de bajo nivel) es un realizador de un tipo de alto nivel si al ejecutar
el código, este termina en un valor del mismo tipo de alto nivel. Por ejem-
plo, a una porción de código que computa a un numeral se la puede pensar
como un realizador de tipo int; utilizando tipos refinados [21], se puede ob-
tener realizadores más informativos y decidir además si un código de bajo
nivel computa a un numeral particular. En la realizabilidad de Krivine uno
además tiene en cuenta el contexto en el que el código de bajo nivel es
ejecutado (es decir, no solo la porción de código si no también la pila de
ejecución, variables globales, etc); ahora un código será un realizador de
cierto tipo si al ejecutarlo junto con cualquier contexto apropiado termina
en un valor del mismo tipo de alto nivel: en ese sentido, al contexto se lo
considera un test y el realizador debe satisfacer todos los tests. En nuestro
caso, un realizador satisface un test si la configuración que se obtiene al
combinarlos computa el valor de una expresión de alto nivel.

En lugar de empezar con los tests, Benton y Hur [1] identifican lo que
ellos llaman realizadores primitivos y definen los tests y realizadores a través
de los operadores ortogonales asociados con cualquier relación binaria [5,
p. 122]. Además, los realizadores primitivos que definen no son realizado-
res de algún tipo, si no que son realizadores de valores denotacionales. Lo
interesante es que las nociones de realizadores primitivos, tests y realiza-
dores se define inductivamente sobre los tipos.

Como mencionamos antes, la combinación de un realizador (código) con
un test (contexto de ejecución) da lugar a un configuración completa del en-
torno de ejecución de bajo nivel. Para probar la corrección del compilador
elegimos una observación, que será un subconjunto de configuraciones parti-
culares (por ejemplo, la configuración computa a determinado valor). Lue-
go la noción de satisfactibilidad está definida mediante una relación entre
realizadores y tests; _ |= _ ⊆ R× T , la cual esta principalmente determinada
por una observación á, donde los elementos de este conjunto están caracte-
rizados por alguna combinación de realizadores y tests. Esta relación nos
induce los operadores ortogonales _⊥ : P(R)→ P(T) y _> : P(T)→ P(R).
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Definición 2. Sea á ⊆ Conf una observación, que nos determina la relación
_ |= _.

_⊥ : P(R)→ P(T)

X⊥ = { t | para todo r ∈ X, r |= t }

_> : P(T)→ P(R)

Y> = { r | para todo t ∈ Y, r |= t } .

En general podemos probar que X ⊆ Y> si y solo si Y ⊆ X⊥; es decir,
que existe una conexión de Galois antítona entre los posets P(R) y P(T), los
cuales inducen un operador de clausura _⊥> : P(R) → P(R) . Dado X ⊆ R,
decimos que X⊥> es su biortogonal.

2.3 relaciones indexadas

La estrategia de biortogonalidad nos sirve para probar la corrección de
un compilador, o la adecuación computacional, cuando los programas ter-
minan. Step-Indexing [36] complementa biortogonalidad para lidiar con los
programas divergentes.

Un conjunto indexado A ′ ⊆ N × A es decreciente (o cerrado por abajo) si
lo es cada conjunto A ′i para cada i ∈N:

(i,a) ∈ A ′ y j 6 i entonces (j,a) ∈ A ′

Una familia de predicados (indexada por los naturales) R = {Rn |n ∈ N }

sobre un conjunto A es step-indexed si satisface

A = R0 ⊇ R1 ⊇ R2 ⊇ . . .

A partir de ahora nos tomaremos la licencia de hablar de relación inde-
xada para referirnos a una familia de relaciones step-indexed. Dada una
relación indexada sobre A × B nos será conveniente pensarla como una
relación sobre conjuntos indexados.

Definición 3. Dada una relación Rn ⊆ (A× B), podemos construirnos una rela-
ción R̂ ⊆ (N × A)× (N × B) definida como

((i,a), (j,b)) ∈ R̂ si y solo si (a,b) ∈ Rmin(i, j)

La motivación para la definición anterior es poder aplicar biortogonali-
dad a partir de una relación indexada; ahora tenemos operadores ortogo-
nales asociados a N×A y N× B. Para decidir si un elemento (j,b) es un
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tests en A⊥ equivale a probar (luego de desplegar la definición) que pa-
ra todo elemento (i,a) ∈ A vale (a,b) ∈ Rmin(i, j). Como lo demuestra el
siguiente lema, si el conjunto A es cerrado por abajo alcanza con probar
(a,b) ∈ Rmin(i, j) sólo para los (i,a) tales que i <= j. Obviamente como las
nociones de tests y realizadores son duales, tenemos un resultado análogo
para realizadores.

Lema 5. Sea A ′ ⊆ N × A, R̂ ⊆ (N × A)× (N × B). Si A ′ es cerrado por
abajo, entonces

A ′⊥ = { (j, b) | para todo (i, a) ∈ A ′, si i 6 j entonces (a,b) ∈ Ri }

Demostración. Demostramos la doble inclusión.

(⊆) supongamos (j,b) ∈ A ′⊥, luego queremos probar que si tomamos un
(i, a) ∈ A ′ tal que i 6 j entonces (a,b) ∈ Ri. Por la definición de _⊥

tenemos que ((i,a), (j,b)) ∈ R̂, además es directo que min(i, j) = i

luego (a,b) ∈ Ri.

(⊇) supongamos (i, a) ∈ A ′ y queremos demostrar que (a,b) ∈ Rmin(i, j),
procedemos por casos:

Si min(i, j) = i, entonces es porque i 6 j luego la prueba es
directa.

Si min(i, j) = j, entonces tenemos que probar (a,b) ∈ Rj. Como
(i, a) ∈ A ′ y además A ′ es cerrado por abajo entonces (j, a) ∈ A ′,
luego podemos completar la prueba haciendo uso de nuestra
hipótesis principal.

�

Lema 6. Sea B ′ ⊆N × B, R̂ ⊆ (N × A)× (N × B). Si B ′ es cerrado por abajo,
entonces

B ′> = { (i, a) | para todo (j, b) ∈ B ′, si i 6 j entonces (a,b) ∈ Ri }





3
C O R R E C C I Ó N O P E R A C I O N A L PA R A U N L E N G UA J E
L A Z Y

En este capítulo probaremos la corrección de una semántica operacional
con respecto a una semántica denotacional. El siguiente desarrollo surgió
durante la etapa inicial de estudio del doctorado, en la cual se estudió el
artículo “A Natural Semantics for Lazy Evaluation” de John Launchbury
[25] con la finalidad principal de adentrarse en la definición de un lenguaje
lazy, las diferentes formas de darle semántica y las pruebas de corrección
y adecuación computacional que corroboren que estas semánticas “coin-
ciden”. En particular, el artículo mencionado define semánticas operacio-
nal y denotacional, y presenta una prueba de corrección de la semántica
operacional con respecto de la semántica denotacional. En un punto del
estudio descubrimos que la semántica de una de las categorías sintácticas
del lenguaje tenía un ligero error. En este capítulo presentamos una prue-
ba “corregida” de la corrección entre las semánticas, para esto realizamos
dos cambios principales en las definiciones de Launchbury; re-definimos
la semántica denotacional de heaps y utilizamos la definición de semánti-
ca operacional presentada por Sestoft [46]. Joachim Breitner [7] realiza un
desarrollo semejante en el segundo capítulo de su tesis doctoral.

3.1 lenguaje

El lenguaje presentado por Launchbury es un calculo lambda extendido
con la construcción let recursiva al cual le impone dos restricciones: todas
las variables ligadas de una expresión son distintas y la aplicación es res-
tringida en el sentido de que el operando es siempre una variable.

Para modelar el lazyness en la semántica operacional se utiliza un heap
que mantiene una referencia a cada expresión introducida por el let; cuan-
do se requiere computar la expresión se desreferencia el puntero y luego,
si la evaluación converge a un valor, se actualiza el puntero con el valor
obtenido de tal computación. Notar que sin realizar la actualización del
puntero capturamos la estrategia de evaluación call-by-name. Un heap en-
tonces serán mapas finitos y estará representado por el heap vacío [] o el
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heap Γ [ p 7→ e ] cuyo puntero p referencia a la expresión e y cualquier otro
puntero q (distinto de p) referencia a Γ q. Además, dado un heap Γ , de-
notamos el conjunto de punteros referenciadores de Γ como dom(Γ) y el
conjunto de expresiones referenciadas por punteros de Γ como img(Γ).

La decisión de tener una aplicación restringida se debe principalmente
a esta estrategia de evaluación operacional en la cual se utiliza el heap
para suspender computaciones. Si consideramos la computación de una
aplicación no restringida, computar e e ′ debería ser equivalente a compu-
tar e donde en el heap almacenamos un puntero fresco referenciando a e ′,
para simplificar esto podemos utilizar la expresión let que introduce en el
heap punteros referenciando a expresiones, delegando de esta manera la
creación de punteros a una sola regla operacional.

Por lo tanto la decisión de dar semántica a una aplicación restringida
no nos recorta expresividad ya que usamos la expresión let para traducir
una aplicación no restringida en una que si lo está. Decimos que V es un
conjunto numerable de variables (x, y, z, . . .) y punteros (p, q, r, . . .).

Definición 4 (Expresiones).

e, e ′ ∈ Exp ::= x | λx. e | e x | let xi=ei in e

Definición 5 (Heaps).

Γ , ∆, Θ ∈ Heap ::= [] | Γ [ p 7→ e ]

3.2 semántica operacional

La semántica operacional esta definida en términos de configuraciones,
que son pares Γ : e, compuesta por un heap y una expresión, Launchbury
define una semántica operacional como una relación entre configuraciones,
denotada como Γ : e ⇓ ∆ : e ′; la configuración Γ : e computa a ∆ : e ′.

Definición 6 (Semántica operacional de Launchbury).

Lam

Γ : λx. e ⇓ Γ : λx. e
Γ : e ⇓ ∆ : z

Var

Γ [ x 7→ e ] : x ⇓ ∆[ x 7→ z ] : ẑ

Γ : e ⇓ Θ : λy. e ′ Θ : (e ′/[x/y]) ⇓ ∆ : z
App

Γ : e x ⇓ ∆ : z

Γ [ xi 7→ ei ] : e ⇓ ∆ : z
Let

Γ : let xi=ei in e ⇓ ∆ : z
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Particularmente para la prueba de corrección, pero también en general,
queremos que toda configuración involucrada en una evaluación cumpla
con la propiedad que Launchbury define como distintivamente nombrada;
una configuración Γ : e es distintivamente nombrada cuando cada ligador de
variable tanto en Γ como en e liga nombres de variable distintos. Luego
enuncia su Teorema 1: Si Γ : e es distintivamente nombrada y tenemos que
Γ : e ⇓ ∆ : e ′ entonces toda configuración que ocurre en la derivación es
distintivamente nombrada. La prueba de este resultado tiene como caso in-
teresante al de la regla Var en el cual Launchbury asegura que al renombrar
la expresión z (es decir, ẑ), resultado de la evaluación Γ : e ⇓ ∆ : z, basta
para asegurar la propiedad sobre la nueva configuración ∆[ x 7→ z ] : ẑ.

En su articulo Sestoft deriva una máquina abstracta tomando como ba-
se la semántica operacional definida por Launchbury. Sestoft nota que la
estrategia de renombre utilizada en la regla Var no asegura que la confi-
guración ∆[ x 7→ z ] : ẑ sea distintivamente nombrada; tomar una variable
fresca con respecto a toda la derivación es imposible desde la localidad
de la regla. Este análisis proporciona un contra-ejemplo para el teorema 1

de Launchbury. El otro aspecto que considera es que renombrar todas las
variables ligadas resulta poco económico desde el punto de vista de una
implementación.

Por lo tanto, Sestoft redefine la semántica operacional como una relación
entre configuraciones indexada por un conjunto de variables, este conjunto
contendrá los punteros que están siendo evaluados en un estado particular
de la evaluación; por lo tanto, en el contexto de lazyness este conjunto
contiene a los punteros a actualizar. Notar que entre la configuración y el
conjunto tenemos todas las variables involucradas hasta el momento en
la derivación, por lo tanto es seguro tomar una variable (verdaderamente)
fresca en cualquier paso de la evaluación. Esta nueva definición además
desplaza el renombre de variables de la regla Var a la regla Let; en la
máquina abstracta derivada por Sestoft, este es el único punto en el que se
“crean” nuevos punteros.

A partir de este punto la semántica operacional que utilizamos será la
redefinición de Sestoft.
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Definición 7 (Semántica operacional de Sestoft).

Lam

Γ : λx. e ⇓A Γ : λx. e
Γ : e ⇓A∪{p} ∆ : z

Var

Γ [ p 7→ e ] : p ⇓A ∆[ p 7→ z ] : z

Γ : e ⇓A Θ : λy. e ′ Θ : (e ′/[p/y]) ⇓A ∆ : z
App

Γ : e p ⇓A ∆ : z

Γ [ pi 7→ ẽi ] : ẽ ⇓A ∆ : z
Let

Γ : let xi=ei in e ⇓A ∆ : z

con pi que no ocurren en A, Γ y let xi=ei in e y donde ẽ = e/[xi : pi].

La regla operacional Lam define que las expresiones canónicas serán las
abstracciones. En el caso de la regla Var, evaluamos la expresión referencia-
da por el puntero p, quitando la referencia del heap y agregando el puntero
al conjunto A, luego con el resultado de tal evaluación actualizamos el pun-
tero en el nuevo heap. Si la configuración es de la forma Γ : e p entonces
la regla App evalúa a una configuración ∆ : z siempre que la expresión e
evalúa a una abstracción de la cual luego el cuerpo e ′ evalúa a z donde
substituimos la variable ligadora y de la abstracción por el puntero p. No-
tar que en esta ultima regla substituimos un puntero p por una variable y,
lo cual induce que punteros (p, q, r, . . .) y variables (x, y, z, . . .) pertenecen al
conjunto numerable V. La diferenciación entonces entre punteros y varia-
bles está dada por su utilización, dada una configuración cualquiera, las
variables serán aquellas que actúen como variables ligadoras o ligadas en
la expresión. Los punteros por otro lado serán las variables libres para la
expresión, las cuales fueron introducidas siempre por la regla Let.

Teniendo en cuenta esta diferencia entre variables y punteros, Sestoft
introduce cuando una configuración es A-good para algún conjunto A de
punteros. Esta propiedad captura varias de las nociones mencionadas ante-
riormente; todas las variables libres (punteros) de Γ : e deben estar conteni-
das en el conjunto de punteros por actualizar A o referenciando a alguna
expresión en Γ , además cada variable ligadora o ligada de la configuración
no debe encontrarse en A unión el dominio de Γ . Finalmente todo puntero
que será actualizado (es decir pertenece a A) no puede estar referenciando
a una expresión en Γ . Definimos al conjunto de variables libres y ligadas
para configuraciones como

FV(Γ : e) = FV(e)∪ {FV(e) | e ∈ img(Γ)}
BV(Γ : e) = BV(e)∪ {BV(e) | e ∈ img(Γ)}
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respectivamente, utilizando las definiciones de conjunto de variables libres
y ligadas de expresiones.

Definición 8 (Conjuntos de variables libres y ligadas).

Conjunto de variables libres
FV(x) = {x}

FV(λx. e) = FV(e) − {x}
FV(e x) = FV(e)∪ {x}

FV(let xi=ei in e) = FV(e)∪ FV(ei) − {xi}

Conjunto de variables ligadas
BV(x) = ∅

BV(λx. e) = BV(b)∪ {x}
BV(e x) = BV(e)

BV(let xi=ei in e) = BV(e)∪BV(ei)∪ {xi}

Definición 9 (Definición de A-good).
Sea A un conjunto de punteros, diremos que Γ : e es A-good si:

A∩ dom(Γ) = ∅

FV(Γ : e) ⊆ A∪ dom(Γ)

BV(Γ : e)∩ (A∪ dom(Γ)) = ∅

Sestoft enuncia y da la estrategia de prueba para un lema similar al que
presentamos a continuación y para el cual completamos la prueba.

Lema 7. Si Γ : e es A-good y tenemos una derivación Γ : e ⇓A ∆ : z, entonces
∆ : z es A-good y dom(Γ) ⊆ dom(∆).

Demostración. La prueba procede por inducción estructural en las reglas
operacionales.

caso abs : Directo.

caso var : Dada la siguiente derivación
Γ : e ⇓A∪{p} ∆ : z

Var

Γ [ p 7→ e ] : p ⇓A ∆[ p 7→ z ] : z



32 corrección operacional para un lenguaje lazy

Suponemos Γ [ p 7→ e ] : p es A-good y queremos probar que ∆[ p 7→
z ] : z es A-good. La prueba de que Γ : e es (A∪ {p})-good es directa de
notar que A∪ {p}∪ dom(Γ) = A∪ dom(Γ [ p 7→ e ]) y utilizar que tene-
mos como hipótesis Γ [ p 7→ e ] : p es A-good. Luego podemos utilizar
la hipótesis inductiva y concluir que ∆ : z es (A ∪ {p})-good. Por lo
tanto, probar que ∆[ p 7→ z ] es A-good es directo. Finalmente por mo-
notonía de la unión e hipótesis inductiva tenemos que (dom(Γ)∪ {p})
⊆ (dom(∆)∪ {p}).

caso app : En el caso de la aplicación tenemos la siguiente derivación

Γ : e ⇓A Θ : λy. e ′ Θ : (e ′/[p/y]) ⇓A ∆ : z
App

Γ : e, p ⇓A ∆ : z
Notar que si Γ : e, p es A-good entonces Γ : e es A-good, luego uti-
lizando una de nuestras hipótesis inductivas tenemos que Θ : λy. e ′

es A-good. Luego queremos probar Θ : (e ′/[p/y]) es A-good, pro-
bar A ∩ dom(Θ) = ∅ es directo. Para probar FV(Θ : (e ′/[p/y])) ⊆
A ∪ dom(Θ) notemos que el puntero p es el único que no tienen en
común los conjuntos FV(Θ : λy. e ′) y FV(Θ : (e ′/[p/y])). Por lo tanto
restaría probar p ∈ (A ∪ dom(Θ)), pero por hipótesis tenemos que
p ∈ (A ∪ dom(Γ)) y además dom(Γ) ⊆ dom(Θ). Finalmente, pro-
bar BV(Θ : (e ′/[p/y])) ∩ (A ∪ dom(Θ)) = ∅ es directo de notar que
BV(Θ : (e ′/[p/y])) ⊆ BV(Θ : λy. e ′).

Por último probar dom(Γ) ⊆ dom(∆) es directo de las hipótesis in-
ductivas y utilizando la transitividad de ⊆.

caso let : En el caso de la regla Let, tenemos la derivación

Γ [ pi 7→ ẽi ] : ẽ ⇓A ∆ : z
Let

Γ : let xi=ei in e ⇓A ∆ : z

Probemos que Γ [ pi 7→ ẽi ] : ẽ es A-good. Probar que A y dom(Γ)∪ {pi}
no tienen punteros en común es directo de notar que por hipótesis
tenemos que A ∩ dom(Γ) = ∅ y además los pi son seleccionados de
manera tal que no ocurran en A. Para probar que todas las variables
libres de la configuración Γ [ pi 7→ ẽi ] : ẽ están contenidas en A ∪
dom(Γ) ∪ {pi}, por hipótesis tenemos que (FV(Γ : e) ∪ FV(ei)) − {xi}
⊆ A∪dom(Γ) tenemos además que FV(Γ [ pi 7→ ẽi ] : ẽ) = ((FV(Γ : e)∪
FV(ei)) − {xi}) ∪ {pi} y por lo tanto este último conjunto de variables
está contenido en A∪ dom(Γ)∪ {pi}. Por último, probamos que todas
las variables ligadoras y ligadas de la configuración Γ [ pi 7→ ẽi ] : ẽ
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no se encuentran en el conjunto de punteros A∪dom(Γ), pero esto es
directo de notar que el conjunto de variables BV(Γ , pi 7→ ẽi : ẽ) tendrá
las mismas variables que BV(Γ : let xi=ei in e) salvo probablemente
por las {xi}, luego por hipótesis es directo. Resta probar dom(Γ) ⊆
dom(∆), notar que por hipótesis inductiva tenemos (dom(Γ)∪ {pi}) ⊆
dom(∆), luego claramente podemos concluir lo que buscamos probar.

�

Utilizando el lema anterior podemos probar que si tenemos una deriva-
ción cuya configuración inicial es A-good entonces para toda configuración
que aparece en la derivación existe un conjunto A ′ tal que esta es A ′-good.
El siguiente lema también se desprende directamente del lema anterior.

Lema 8. Si Γ : e es A-good y tenemos una derivación Γ : e ⇓A ∆ : z, entonces

p ∈ A⇒ p /∈ dom(∆)

Demostración. Tomemos una configuración Γ : e tal que es A-good y la
derivación Γ : e ⇓A ∆ : z, luego por lema 7 podemos concluir que ∆ : z es A-
good. Por lo tanto, para cualquier variable p ∈ A tenemos que p /∈ dom(∆),
ya que A∩ dom(∆) = ∅. �

3.3 semántica denotacional

Launchbury propone una semántica denotacional utilizando como mo-
delo matemático la solución a la ecuación recursiva de dominio Value ∼=
(Value → Value)⊥, de la cual podemos caracterizar dos valores posible;
⊥ como la computación que diverge, o una función continua de Value
en Value. Además, denota a las proyecciones e inyecciones relacionadas
con la ecuación de dominio como (_) ↓Fn: Value → (Value → Value) y
Fn(_) : (Value → Value) → Value respectivamente. Un entorno estará
definido como una función entre el conjunto de variables V y el dominio
Value, al conjunto de entornos lo denotamos como Env.

Dado un entorno ρ ∈ Env y un heap Γ podemos definir una función de
actualización del entorno ρ con respecto al heap Γ ; para cualquier asignación
x 7→ e ∈ Γ , la semántica de la variable x en el entorno actualizado debe ser
igual a la semántica de la expresión e también en este entorno actualizado.
Es importante notar que la semántica de las expresiones contenidas en
img(Γ) debe ser calculada con respecto al entorno actualizado ya que nos



34 corrección operacional para un lenguaje lazy

interesa cubrir la posibilidad de recursión mutua, debido a que la expresión
let permite definiciones mutuamente recursivas. Launchbury define esta
función semántica como:

{|_|} : Heap→ Env→ Env

{|[]|}ρ = ρ

{|Γ [ p 7→ e ]|}ρ = µρ ′. {|Γ |}ρ ′ t (p 7→ JeKρ ′)t ρ

donde la función J_K : Exp → Env → Value define la semántica de las
expresiones. En los casos de la variable, abstracción y aplicación no hay no-
vedad, utilizamos el entorno, la inyección y la proyección respectivamente
para dar las respectivas definiciones. La denotación de la expresión let será
la denotación de su cuerpo evaluada en el entorno actualizado con respecto
al heap formado por las variables y expresiones introducidas por el let.

Definición 10 (Semántica denotacional).

J_K : Exp→ Env→ Value

JpKρ = ρ p
Jλx. eKρ = Fn(λd. JeK([ρ | x : d]))

Je pKρ = (JeKρ) ↓Fn (JpKρ)
Jlet xi=ei in eKρ = JeK({|xi 7→ ei|}ρ)

contra-ejemplo de corrección Launchbury define una relación
entre los entornos, de manera que ρ 6 ρ ′ cuando para todo x, si ρ x 6= ⊥
entonces ρx = ρ ′x. Luego enuncia el teorema de corrección: dada una de-
rivación Γ : e ⇓ ∆ : z entonces para cualquier entorno ρ vale JeK({|Γ |}ρ)
= JzK({|∆|}ρ) y {|Γ |}ρ 6 {|∆|}ρ. El problema que se presenta durante la
prueba de este enunciado está dado por la definición semántica de los
heaps, en particular la prueba del teorema falla para el caso de la varia-
ble y puntualmente el error está en asegurar que vale {|∆[ x 7→ z ]|}ρ(x) =
JzK({|∆[ x 7→ z ]|}ρ). Notar que si tomamos ∆ = [] y z = λx. let y=y in y enton-
ces sin importar que entorno ρ tomemos JzK({|∆[ x 7→ z ]|}ρ) = Fn(λd.⊥).
Por otro lado, utilizando las definiciones tenemos:

{|∆[ x 7→ z ]|}ρ(x) = (µρ ′. (x 7→ JzKρ ′)t ρ)(x)
= ((x 7→ Fn(λd.⊥))t ρ)(x)
= Fn(λd.⊥)t ρ(x)
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notar que el resultado dependerá de qué entorno ρ consideremos, si toma-
mos un entorno tal que ρ(x) = Fn(λd. Fn(λd ′.⊥)) entonces hemos cons-
truido un contra-ejemplo de que la propiedad no es válida.

A continuación presentamos una definición corregida para la semántica
de los heaps que captura exactamente la noción original pretendida. Nues-
tra definición es diferente a la propuesta por Breitner [7], sin embargo se
puede notar su equivalencia mediante el lema 4 del capítulo 2 de su tesis.

La definición corregida toma el punto fijo de una función auxiliar cuya
“tarea” será redefinir explícitamente el valor de los punteros contenidos en
el heap.

Definición 11 (Semántica de heaps corregida).

L_M : Heap→ Env→ Env→ Env

Lxi 7→ eiMρ ρ
′x =


ρ x x 6= xi

JeiKρ ′ x = xi

{|_|} : Heap→ Env→ Env

{|xi 7→ ei|}ρ = µρ ′. Lxi 7→ eiMρ ρ
′

Esta definición nos permite enunciar y probar la propiedad que anterior-
mente falló y que invalidaba la prueba del teorema de corrección. A partir
de este punto muchas de las pruebas asumen la continuidad de varias de
las funciones definidas.
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Lema 9.

({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ)p = JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ)

Demostración.

({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ)p = (µρ ′. LΓ [ p 7→ e ]Mρρ
′)p

= (

∞⊔
n=0

LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)p

=

∞⊔
n=0

(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Envp)

=

∞⊔
n=1


ρ p p /∈ (dom(Γ)∪ p)

JeKLΓ [ p 7→ e ]Mn−1ρ ⊥Env p = p

JΓqKLΓ [ p 7→ e ]Mn−1ρ ⊥Env p ∈ dom(Γ)

=

∞⊔
n=1

(JeKLΓ [ p 7→ e ]Mn−1ρ ⊥Env)

= JeK(
∞⊔
n=1

LΓ [ p 7→ e ]Mn−1ρ ⊥Env)

= JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ)

�

Un resultado interesante que probamos es el enunciado de Coincidencia el
cual refleja que la parte interesante de un entorno es su definición para las
variables libres de la expresión. Más allá del interés general, en particular
utilizamos Coincidencia a lo largo de algunas pruebas. Este resultado no
aparece mencionado por Launchbury aunque es importante mencionar que
tampoco le es necesario.

Lema 10 (Coincidencia).

Si para todo x ∈ FV(e) vale ρ x = ρ ′ x, entonces JeKρ = JeKρ ′

Demostración. La prueba procede por inducción estructural sobre e, donde
el caso interesante es el de la expresión let.

caso var : Directo por la hipótesis del lema.
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caso abs : Supongamos que para toda v tal que v ∈ FV(λx. e), ρv = ρ ′v
luego

Jλx. eKρ = Fn(λd. JeK[ ρ | x : d ])

= Fn(λd. JeK[ ρ ′ | x : d ])

= Jλx. eKρ ′

donde el segundo paso de igualdad se justifica utilizando la hipótesis
inductiva, para lo cual probamos que para toda v ∈ FV(e) vale [ ρ | x :

d ](v) = [ ρ ′ | x : d ](v) utilizando la hipótesis del lema.

caso app : Suponemos para toda v ∈ FV(e p) = FV(e) ∪ {p} vale ρv = ρ ′v,
de lo cual se desprende inmediatamente que JpKρ = JpKρ ′. El resto de
la prueba es directa utilizando la hipótesis inductiva.

Je pKρ = (JeKρ) ↓Fn (JpKρ)
= (JeKρ ′) ↓Fn (JpKρ ′)
= Je pKρ ′

caso let Suponemos para toda v ∈ (FV(e)∪ FV(ei)) − {xi} vale ρv = ρ ′v y
queremos probar

Jlet xi=ei in eKρ = Jlet xi=ei in eKρ ′

para lo cual, usando la definición, alcanza con probar

JeK({|xi 7→ ei|}ρ) = JeK({|xi 7→ ei|}ρ ′)

Si probamos que para toda variable v libre en e vale {|xi 7→ ei|}ρ(v) =
{|xi 7→ ei|}ρ ′(v) entonces podemos utilizar la hipótesis inductiva y
completar la prueba. Para probar esto probaremos que las cadenas
asociadas a estos dos supremos son iguales. Probaremos que para
todo n ∈ N e v ∈ FV(ei) vale

(Lxi 7→ eiM
n
ρ⊥Env)(v) = (Lxi 7→ eiM

n
ρ ′⊥Env)(v)

Procedemos por inducción en n, donde el caso de n = 0 es directo.
Nos resta probar que (Lxi 7→ eiM

n+1
ρ ⊥Env)(v) = (Lxi 7→ eiM

n+1
ρ ′ ⊥Env)(v).

Si v /∈ {xi} entonces es directo ya que por hipótesis ρv = ρ ′v. Si v = xi
para algún i, entonces necesitamos probar que

JeiK(Lxi 7→ eiM
n
ρ⊥Env) = JeiK(Lxi 7→ eiM

n
ρ ′⊥Env)
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luego podemos completar la prueba utilizando la hipótesis inductiva
sobre los ei donde por hipótesis inductiva sobre n tenemos que vale
Lxi 7→ eiM

n
ρ⊥Env(v) = Lxi 7→ eiM

n
ρ ′⊥Env(v).

Hemos probado que {|xi 7→ ei|}ρ(v) = {|xi 7→ ei|}ρ ′(v) para todo v ∈
FV(ei), pero el resultado que necesitamos para completar la prueba
debe ser para cualquier v ∈ FV(e). Pero esto es directo de notar que si
v /∈ {xi} ocurre como antes que vale por hipótesis ρv = ρ ′v y si v = xi
para algún i entonces por el lema 9

{|xi 7→ ei|}ρ(v) = JeiK({|xi 7→ ei|}ρ)

{|xi 7→ ei|}ρ ′(v) = JeiK({|xi 7→ ei|}ρ ′)
luego utilizando este ultimo resultado y la hipótesis inductiva sobre
ei hemos completado la prueba.

�

Los siguientes lemas nos muestran la equivalencia entre distintas formas
de actualizar un entorno con respecto a un heap. Dado un entorno ρ y un
heap Γ [ p 7→ e ] probaremos que el entorno actualizado {|Γ , p 7→ e|}ρ cumple

• {|Γ , p 7→ e|}ρ = {|Γ |}(µρ ′. [ ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′) ])
• {|Γ , p 7→ e|}ρ = {|Γ |}([ ρ | p : JeK({|Γ , p 7→ e|}ρ) ])

las dos igualdades nos exponen que podemos actualizar un entorno consi-
derando de a una asignación del heap por vez. La estrategia general en la
demostración de estos resultados será utilizar que el supremo es la menor
de las cotas superiores; de esa manera lo que probaremos será que determi-
nado supremo es cota superior de alguna cadena y por lo tanto es mayor o
igual que el supremos de tal cadena.

Lema 11. Si para todo v /∈ dom(Γ) vale ρ(v) v {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v), entonces
{|Γ |}ρ v {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ

Demostración. Supongamos que para toda variable v /∈ dom(Γ) vale ρ(v) v
{|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v) y probemos por inducción en n ∈N

LΓMnρ⊥Env v {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ

el caso de n = 0 es directo. Luego probemos que LΓMn+1ρ ⊥Env v {|Γ [ p 7→
e ]|}ρ. Tomemos una variable v cualquiera y probemos

(LΓMn+1ρ ⊥Env)(v) v ({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ)(v)
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Si v /∈ dom(Γ), entonces por definición e hipótesi respectivamente vale
LΓMn+1ρ ⊥Env(v) = ρ(v) v {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v).

Si v ∈ dom(Γ), entonces utilizando la definición semántica de heaps tene-
mos,

(LΓMn+1ρ ⊥Env)(v) = LΓMρ(LΓM
n
ρ⊥Env)(v) = JΓvK(LΓMnρ⊥Env)

Por lo tanto utilizando la hipótesis inductiva y la continuidad de la
función JΓvK : Env→ Value obtenemos

(LΓMn+1ρ ⊥Env)(v) = JΓvK(LΓMnρ⊥Env)
v JΓvK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) = ({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ)(v)

donde la última igualdad se justifica utilizando el lema 9.

�

Lema 12. Para todo n ∈ N, si ∀v /∈ dom(Γ), LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env(v) v ρ(v)
entonces LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥ v {|Γ |}ρ

Demostración. Procedemos por inducción en n ∈ N. El caso de n = 0 es
directo. Para probar el caso inductivo suponemos para toda variable v /∈
dom(Γ) vale (LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env)(v) v ρ(v) y probemos

LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env v {|Γ |}ρ

Notar que LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env v LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env y por lo tanto vale que
para toda v /∈ dom(Γ), (LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)(v) v ρ(v). Además utilizando la
hipótesis inductiva podemos concluir LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env v {|Γ |}ρ.

Probemos ahora (LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env)(v) v ({|Γ |}ρ)(v), tomemos un va-
riable v cualquiera

Si v /∈ dom(Γ), nuestra hipótesis que nos asegura (LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env)(v)
v ρ(v) y utilizando la definición de la semántica de heaps podemos
obtener que ρ(y) = {|Γ |}ρ(y).

Si v ∈ dom(Γ), entonces

(LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env)(v) = LΓ [ p 7→ e ]Mρ(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)(v)
= JΓ [ p 7→ e ] vK(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)
= JΓvK(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)
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Además utilizando el lema 9 tenemos ({|Γ |}ρ)(v) = JΓvK({|Γ |}ρ). Por
lo tanto utilizando que anteriormente probamos LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env v
{|Γ |}ρ y la continuidad de la función semántica JΓvK podemos concluir

(LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env)(v) = JΓvK(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)
v JΓvK({|Γ |}ρ) = ({|Γ |}ρ)(v)

�

El siguiente lema prueba la primera igualdad que enunciamos y para la
demostración utilizamos los lemas anteriores.

Lema 13.

{|Γ , p 7→ e|}ρ = {|Γ |}(µρ ′. [ ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′) ])

Demostración. La estrategia de prueba será probar que valen las siguientes
desigualdades que claramente nos permiten concluir el resultado original.

1. {|Γ |}(µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)]) v {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ

2. {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ v {|Γ |}(µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)])

Para probar la primera desigualdad utilizamos el lema 11, por lo tanto
nos resta con probar que si v /∈ dom(Γ), entonces (µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)])(v)
v {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v). Luego resta probar que {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v) es cota su-
perior de la cadena asociada al supremo del lado izquierdo de la ultima
desigualdad. Por lo tanto, probemos por inducción en n ∈N que

(λρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)]))n⊥Env(v) v {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v)

El caso de n = 0 es directo. En el caso inductivo separamos en dos casos,
cuando v = p y v 6= p, recordando que v /∈ dom(Γ).

Si v = p, por definición el lado izquierdo lo podemos reescribir como

(λρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)]))n+1(v)
= JeK({|Γ |})((λρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)])n⊥Env)

además, utilizando el lema 9 tenemos que

JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) = {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v)
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Luego podemos utilizar la hipótesis inductiva sobre n en conjunto
con el lema 11 y obtener

({|Γ |})((λρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)])n⊥Env) v {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ

Por lo tanto, utilizando la continuidad de la función JeK podemos
completar la prueba.

Si v 6= p, además v /∈ dom(Γ) luego por definición

(λρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)]))n+1(v) = ρ(v) = ({|Γ , p 7→ e|}ρ)(v)

La estrategia de prueba para la segunda desigualdad será probar que ca-
da elemento de la cadena asociada al supremo {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ es acotado
superiormente por {|Γ |}(µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)]); para todo n ∈ N

LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env v {|Γ |}(µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)])

Luego utilizando el lema 12 solo nos resta probar que para todo n ∈ N y
toda variable v /∈ dom(Γ) vale

LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env(v) v (µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)])(v)

Procedemos por inducción en n ∈ N, donde el caso base es directo. El caso
inductivo lo separamos en dos casos, v = p y v 6= p. Probaremos entonces
que para todo v /∈ dom(Γ) vale

LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env(v) v (µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)])(v)

Si v = p, por definición LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env(v) = JeK(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥). Ade-
más utilizando la hipótesis inductiva sobre n y el lema 12 tenemos
que vale

LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env v {|Γ |}(µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)])

usando la continuidad de JeK y definiciones tenemos

LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env(v) =JeK(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)
vJeK({|Γ |}(µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)]))
=({|Γ |}(µρ ′. [ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′)]))(v)

Si v 6= p, luego LΓ , p 7→ eMk+1ρ ⊥(v) = ρ(v) = ({|Γ , p 7→ e|}ρ)(v)
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Finalmente, probamos que {|Γ |}(µρ ′. [ ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′) ]) es cubierto por
{|Γ , p 7→ e|}ρ y viceversa, por lo tanto hemos probado que son iguales. �

Lema 14.

{|Γ , p 7→ e|}ρ = {|Γ |}([ ρ | p : JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) ])

Demostración. La prueba es análoga a la prueba del lema anterior, probando
que

1. {|Γ , p 7→ e|}ρ v {|Γ |}([ ρ | p : JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) ])

2. {|Γ |}([ ρ | p : JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) ]) v {|Γ , p 7→ e|}ρ

�

3.4 corrección

El enunciado de Corrección que probaremos en esta sección es un enun-
ciado comparable al propuesto por Launchbury; más allá de la definición
de semántica operacional utilizada (nuestra prueba usa la versión revisada
de Sestoft), definimos una nueva relación entre heaps que reemplazará en
el enunciado original la relación entre entornos.

Recordemos, dados ρ y ρ ′ diremos que ρ 6 ρ ′ cuando para cualquier
variable x, si ρ(x) 6= ⊥ entonces ρ(x) = ρ ′(x). Notar esto implica que un
entorno estará más definido que otro cuando coincidiendo en el valor de-
finido de todas las variables de este ultimo, además define el valor deno-
tacional de nuevas variables; si ρ 6 ρ ′ y para alguna variable x, ρ(x) = ⊥
entonces tal vez ρ ′(x) 6= ⊥. Nuestra definición que reemplazará a esta re-
lación contempla explícitamente cuales son las nuevas variables definidas
ya que la relación es sobre los heaps que realizan las actualizaciones sobre
un determinado entorno. Notar que claramente esta relación es reflexiva y
transitiva.

Definición 12 (Relación de orden entre heaps). Diremos que ∆ agrega nuevas
referencias a Γ con respecto al entorno ρ cuando:

dom(Γ) ⊆ dom(∆) y para toda x ∈ dom(Γ), {|Γ |}ρ(x) = {|∆|}ρ(x)

Denotamos a esta relación como Γ �ρ ∆.

Lema 15. La relación �ρ es reflexiva y transitiva.
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El siguiente lema demuestra que efectivamente el entorno ρ actualiza-
do con respecto al heap Γ [ p 7→ e ] está más definido al actualizarlo con
respecto a Γ .

Lema 16. Dados Γ y ρ, tal que p no ocurre en Γ entonces

Γ �ρ Γ [ p 7→ e ]

Demostración. Por definición tenemos que probar que para toda variable
v ∈ dom(Γ) vale

{|Γ |}ρ(v) = {|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v)

lo que probaremos es que las cadenas asociadas a estos supremos son
iguales punto a punto; recordemos que semántica de los heaps esta defi-
nida tomando el supremo de las siguientes cadenas. Para todo n ∈ N y
v ∈ ({FV(e) | e ∈ img(Γ)}∪ dom(Γ))

(LΓMnρ⊥Env)(v) = (LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)(v)

Procedemos por inducción en n ∈N, donde el caso base es directo. Luego
probamos que para toda v ∈ ({FV(e) | e ∈ img(Γ)}∪ dom(Γ))

(LΓMn+1ρ ⊥Env)(v) = (LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env)(v)

Si v /∈ dom(Γ), entonces la prueba es directa de notar que ambos lados
de la igualdad son iguales por definición a ρ(v). En cambio si v ∈ dom(Γ)

entonces

LΓMn+1ρ ⊥Env(v) =JΓvK(LΓMnρ⊥Env)

LΓ [ p 7→ e ]Mn+1ρ ⊥Env(v) =JΓ [ p 7→ e ]vK(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)
=JΓvK(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)

notar que v 6= p ya que p se tomo fresco con respecto a Γ . Por hipótesis
inductiva tenemos que para toda variable w ∈ ({FV(e) | e ∈ img(Γ)} ∪
dom(Γ) entonces (LΓMnρ⊥Env)(w) = (LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)(w). Luego tenemos
que para toda variable w ∈ FV(Γv) vale esta ultima igualdad. Por lo tanto
utilizando el lema 10 (de Coincidencia) completamos la prueba, ya que del
lema obtenemos

JΓvK(LΓMnρ⊥Env) = JΓvK(LΓ [ p 7→ e ]Mnρ⊥Env)

�
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El siguiente resultado se desprende del último lema y la propiedad tran-
sitiva de la relación entre heaps.

Lema 17. Dados Γ y ρ, tal que pi no ocurre en Γ entonces

Γ �ρ Γ [p1 7→ e1] . . . [pn 7→ en]

Dados dos heaps podemos construir un nuevo heap que será el resultado
de unir todas las referencias de uno y otro, esto solo será valido si los
dominios de ambos heaps son disjuntos.

Definición 13 (Unión de Heaps). Sean Γ y ∆ tal que dom(Γ) ∩ dom(∆) = ∅
entonces (Γ ∪∆) denotará la unión tal que

(Γ ∪∆) x =


Γx x ∈ dom(Γ)

∆x x ∈ dom(∆)

En el caso particular tengamos dos heaps cuyos dominios sean totalmen-
te disjuntos, la actualización de un entorno con respecto a estos heaps se
puede realizar mediante dos actualizaciones o una actualización en la cual
unimos los heaps. Notar que en el siguiente lema, nada prohíbe que expre-
siones contenidas en la img(Γ) contengan como variables libres punteros
de dom(∆); sin embargo sí prohíbe que expresiones en img(∆) tengan va-
riables libres contenidas en dom(Γ).

Lema 18. Dados Γ , ∆ heaps y un entorno ρ tal que dom(Γ) ∩ dom(∆) = ∅ y
dom(Γ)∩ {FV(e) | e ∈ img(∆)} = ∅ entonces

{|Γ |}({|∆|}ρ) = {| (Γ ∪∆) |}ρ

Demostración. Sea ρ∆ = {|∆|}ρ. La prueba estará separada en dos casos:

1. Para todo n ∈ N, LΓMnρ∆⊥Env v {| (Γ ∪∆) |}ρ

2. Para todo n ∈ N, L(Γ ∪∆)Mnρ⊥Env v {|Γ |}ρ∆

Luego podemos concluir {|Γ |}ρ∆ v {| (Γ ∪∆) |}ρ y {| (Γ ∪∆) |}ρ v {|Γ |}ρ∆ res-
pectivamente para completar la prueba por antisimetría.

Ambas pruebas procederán por inducción en los naturales donde el caso
base es directo. Probamos entonces ambos casos inductivos en conjunto, es
decir probamos que para toda variable v,
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1. (LΓMn+1ρ∆
⊥Env)(v) v ({| (Γ ∪∆) |}ρ)(v)

2. (L(Γ ∪∆)Mn+1ρ ⊥Env)(v) v ({|Γ |}ρ∆)(v)

Si v /∈ (dom(Γ)∪ dom(∆)), entonces es directo por definición que

1. (LΓMn+1ρ∆
⊥Env)(v) = ({|∆|}ρ)(v)

= ρ(v)

= ({| (Γ ∪∆) |}ρ)(v)

2. (L(Γ ∪∆)Mn+1ρ ⊥Env)(v) = ρ(v)
= ({|∆|}ρ)(v)
= ({|Γ |}ρ∆)(v)

Si v ∈ dom(∆), luego utilizando el lema 9 y el lema 10 de coinciden-
cia; para el cual para el primer punto tenemos que probar que para toda
variable w ∈ FV(∆v) vale {|∆|}ρ(w) = {| (Γ ∪∆) |}ρ(w) y para el segundo
punto probamos que para toda variable w ∈ FV(∆v) vale ({|Γ |}ρ∆)(w) =

({|∆|}ρ)(w). Ambas son resultado directo de notar que por hipótesis vale
(dom(Γ)∩ FV(∆w)) = ∅,

1. (LΓMn+1ρ∆
⊥Env)(v) = ({|∆|}ρ)(v) (Def. 11)

= J∆vK({|∆|}ρ) (Lema 9)
= J∆vK({| (Γ ∪∆) |}ρ) (Lema 10)
= J(Γ ∪∆) vK({| (Γ ∪∆) |}ρ)
= ({| (Γ ∪∆) |}ρ)(v) (Lema 9)

2. (L(Γ ∪∆)Mn+1ρ ⊥Env)(v) = (L(Γ ∪∆)Mρ(L(Γ ∪∆)M
n
ρ⊥Env))(v) (Def.)

= J∆ K(L(Γ ∪∆)Mnρ⊥Env) (Def. 11)

v J∆vK({|Γ |}ρ∆) (HI)
= J∆vK({|∆|}ρ) (Lema 10)
= ({|∆|}ρ)(v) (Lema 9)
= ({|Γ |}ρ∆)(v) (Def. 11)

Si v ∈ dom(Γ), utilizando el lema 9 y la hipótesis inductiva sobre n en
conjunto con la continuidad de la función semántica JΓvK tenemos que vale
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1. (LΓMn+1ρ∆
⊥Env)(v) = (LΓMρ∆(LΓM

n
ρ∆
⊥Env))(v) (Def.)

= JΓvK(LΓMnρ∆⊥Env) (Def. 11)

v JΓvK({| (Γ ∪∆) |}ρ) (HI)
= J(Γ ∪∆) vK({| (Γ ∪∆) |}ρ)
= ({| (Γ ∪∆) |}ρ)(v) (Lema 9)

2. (L(Γ ∪∆)Mn+1ρ ⊥Env)(v) = (L(Γ ∪∆)Mρ(L(Γ ∪∆)M
n
ρ⊥Env))(v) (Def.)

= JΓ vK(L(Γ ∪∆)Mnρ⊥Env) (Def. 11)

v JΓ vK({|Γ |}ρ∆) (HI)
= ({|Γ |}ρ∆)(v) (Lema 9)

�

Notar que la restricción dom(Γ) ∩ dom(∆) = ∅ del lema previo es un
requerimiento con el fin de poder unir los heaps. Por otro lado la restric-
ción dom(Γ) ∩ {FV(e) | e ∈ img(∆)} = ∅ se debe a que si ocurriera que
en ∆ se referencia a alguna expresión cuya variable libre, digamos x, pue-
de ser referenciada por Γ entonces notar {|Γ |}({|∆|}ρ)(p) = {|∆|}ρ(p) donde
no interviene Γ a diferencia de {| (Γ ∪∆) |}ρ(p) donde si lo hace; conside-
remos el siguiente ejemplo, tomemos ρ tal que ρ(x) = ⊥, ∆ = {p 7→ x} y
Γ = {x 7→ λy. let w=w in w}. Claramente aplicando las definiciones obtene-
mos diferente significado para el puntero p.

{|Γ |}({|∆|}ρ)(p) = {|∆|}ρ(p) {| (Γ ∪∆) |}ρ(p) = JxK({| (Γ ∪∆) |}ρ)
= JxK({|∆|}ρ) = ({| (Γ ∪∆) |}ρ)(x)
= {|∆|}ρ(x) = JΓxK({| (Γ ∪∆) |}ρ)
= ρ(x) = Fn(λd.⊥)
= ⊥

Un resultado tan importante como el lema de Coincidencia es el lema de
Substitución. Launchbury utiliza substitución en su prueba de corrección,
pero nunca presenta un enunciado ni prueba. Nosotros probamos un enun-
ciado no tan general de Substitución que solo considera la substitución de
variables por variables; este es el único tipo de substitución que realizamos
en la semántica operacional y permite aplicar las hipótesis inductivas co-
rrespondientes en la prueba de corrección para los casos de la aplicación y
el let.
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Lema 19 (Substitución). Si ρ(δv) = ρ ′v para v ∈ FV(e) donde δ : V → V,
entonces Je/δKρ = JeKρ ′

Demostración. Procedemos por inducción estructural en la expresión e.

caso var : Directo de aplicar la hipótesis.

caso abs : Probemos que J(λx. e)/δKρ = Jλx. eKρ ′ suponiendo que para
toda variable v ∈ (FV(e) − {x}) se cumple ρ(δv) = ρ ′v. Comenzamos
probando que para toda v ∈ FV(e) vale

[ρ | y : d]([δ | x : y]v) = [ρ ′ | x : d]v

esta prueba es directa considerando los casos v = x y v 6= x, notando
que la variable y es fresca. Por lo tanto, por hipótesis inductiva vale

Je/[δ | x : y]K[ρ | y : d] = JeK[ρ ′ | x : d] (HI’)

luego podemos completar la prueba

J(λx. e)/δKρ = Jλy. e/[δ | x : y]Kρ (Def. Subst.)
= Fn(λd. Je/[δ | x : y]K[ρ | y : d]) (Def. 10)
= Fn(λd. JeK[ρ ′ | x : d]) (HI’)
= Jλx. eKρ ′ (Def. 10)

caso app : Supongamos para toda variable v ∈ (FV(e) ∪ {p}) vale ρ(δv) =
ρ ′v y probemos J(e p)/δKρ = Je pKρ ′. Utilizando la hipótesis inductiva
es directo obtener Je/δKρ = JeKρ ′ y Jp/δKρ = JpKρ ′, por lo tanto

J(e p)/δKρ = Je/δ p/δKρ (Def. Subst.)
= (Je/δKρ) ↓Fn (Jp/δKρ) (Def. 10)
= (JeKρ ′) ↓Fn (JpKρ ′) (HI)
= Je pKρ ′ (Def. 10)

caso let : Este es el caso interesante y más complejo, suponemos para
toda variable v ∈ ((FV(e)∪ FV(ei))− {xi}) vale ρ(δv) = ρ ′v y probemos

J(let xi=ei in e)/δKρ = Jlet yi=ei/δ ′ in e/δ ′Kρ (Def. Subst.)
= Je/δ ′K({|yi 7→ ei/δ ′|}ρ) (Def. 10)
= JeK({|xi 7→ ei|}ρ ′) (HI’)
= Jlet xi=ei in eKρ ′ (Def. 10)
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donde δ ′ = [δ | xi : yi], por lo tanto el paso relevante que nos resta
probar es

Je/δ ′K({|yi 7→ ei/δ ′|}ρ) = JeK({|xi 7→ ei|}ρ ′) (HI’)

Para utilizar la hipótesis inductiva con respecto a e debemos pro-
bar que para toda variable libre v ∈ FV(e) vale ({|yi 7→ ei/δ ′|}ρ)(δ ′v)
= ({|xi 7→ ei|}ρ ′)(v). Probaremos entonces que las cadenas de estos
supremos son iguales punto a punto; para todo n ∈N y v ∈ (FV(e)∪
FV(ei)) vale

(Lyi 7→ ei/δ ′M
n
ρ⊥Env)(δ

′v) = (Lxi 7→ eiM
n
ρ ′⊥Env)(v)

el caso n = 0 es directo, probemos el caso inductivo separando en los
casos v 6= xi y v = xi.

Si v /∈ {xi}, luego por definición de la semántica de heaps y la hipótesis
principal de substitución

(Lyi 7→ ei/δ ′M
n+1
ρ ⊥Env)(δ ′v) = ρ(δ ′v) (Def. 11)

= ρ(δv) (v 6= xi)
= ρ ′v (Hip.)

= (Lxi 7→ eiM
n+1
ρ ′ ⊥Env)(v) (Def. 11)

Si v = xi para algún i, utilizamos la hipótesis inductiva sobre n en
conjunto con la hipótesis inductiva respecto de ei

(Lyi 7→ ei/δ ′M
n+1
ρ ⊥Env)(δ ′v) = (Lyi 7→ ei/δ ′M

n+1
ρ ⊥Env)(yi) (v = xi)

= Jei/δ ′K(Lyi 7→ ei/δ ′M
n
ρ⊥Env) (Def. 11)

= JeiK(Lxi 7→ eiM
n
ρ ′⊥Env) (HI)

= (Lxi 7→ eiM
n+1
ρ ′ ⊥Env)(v) (Def. 11)

Por lo tanto, probamos que toda variable libre v ∈ FV(e) vale

({|yi 7→ ei/δ ′|}ρ)(δ ′v) = ({|xi 7→ ei|}ρ ′)(v)

y podemos completar la prueba utilizando la hipótesis inductiva res-
pecto de e.

�
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Finalmente ya tenemos todas las definiciones y lemas necesarios para
enunciar y probar nuestra versión del teorema de Corrección. Este enuncia-
do es equivalente mediante definiciones al enunciado de Corrección Gene-
ralizada probado por Breitner [7].

Teorema 1 (Corrección). Si Γ : e ⇓A ∆ : z entonces para todo entorno ρ,

JeK{|Γ |}ρ = JzK{|∆|}ρ y Γ �ρ ∆

Demostración. Procedemos por inducción estructural sobre la derivación.

caso abs : Directo.

caso app : En el caso que la última regla aplicada fuera App

Γ : e ⇓A Θ : λx. e ′ Θ : e ′/[x : p] ⇓A ∆ : z
App

Γ : e p ⇓A ∆ : z
Probar Γ �ρ ∆ es directo por transitividad en las hipótesis inductivas
Γ �ρ Θ y Θ �ρ ∆. Tenemos las hipótesis inductivas

1. JeK{|Γ |}ρ = Jλx. e ′K{|Θ|}ρ = Fn(λd. Je ′K[{|Θ|}ρ | x : d])

2. Je ′/[x : p]K{|Θ|}ρ = JzK{|∆|}ρ

probaremos Je pK{|Γ |}ρ = JzK{|∆|}ρ. Es fácil probar que JpK({|Γ |}ρ) =

JpK({|Θ|}ρ); si p ∈ dom(Γ) entonces es directo ya que Γ �ρ Θ, si
p /∈ dom(Γ) como Γ : e ′ es A-good luego p ∈ A entonces utilizando el
lema 8 tenemos p /∈ dom(Θ). Por lo tanto JpK({|Γ |}ρ) = ρ(y) JpK({|Θ|}ρ).
Aplicando definiciones y la hipótesis inductiva con respecto a e ′ tene-
mos

Je pK{|Γ |}ρ = (JeK{|Γ |}ρ) ↓Fn (JpK{|Γ |}ρ) (Def. 10)
= (Fn(λd. Je ′K[{|Θ|}ρ | x : d])) ↓Fn (JpK{|Γ |}ρ) (HI 1)
= Je ′K[{|Θ|}ρ | x : (JpK{|Γ |}ρ)]
= Je ′K[{|Θ|}ρ | x : (JpK{|Θ|}ρ)]
= Je ′/[x : p]K{|Θ|}ρ (Lema 19: Substitución)
= JzK{|∆|}ρ (HI 2)

Para completar la prueba utilizamos el lema 19 (de Substitución) con
la substitución [x : p], para esto notar que es directo probar que
para toda variable v ∈ FV(e ′) vale ({|Θ|}ρ)([x : p] v) = ([{|Θ|}ρ | x :

(JpK{|Θ|}ρ)])(v).
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caso var : En el caso de la regla Var

Γ : e ⇓A∪{p} ∆ : z
Var

Γ [ p 7→ e ] : p ⇓A ∆[ p 7→ z ] : z
Las hipótesis inductivas serán: para cualquier entorno ρ vale Γ �ρ ∆
y JeK({|Γ |}ρ) = JzK({|∆|}ρ), luego probaremos utilizando los lemas 9, 13

y dos veces la hipótesis inductiva

JpK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) = ({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ)(p) (Def. 10)
= JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) (Lema 9)
= JeK({|Γ |}(µρ ′. [ ρ | p : JeK({|Γ |}ρ ′) ])) (Lema 13)
= JeK({|Γ |}(µρ ′. [ ρ | p : JzK({|∆|}ρ ′) ])) (HI)
= JzK({|∆|}(µρ ′. [ ρ | p : JzK({|∆|}ρ ′) ])) (HI)
= JzK({|∆[ p 7→ z ]|}ρ) (Lema 9)

Notar que un resultado que se desprende que utilizaremos a con-
tinuación es JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) = JzK({|∆[ p 7→ z ]|}ρ). Resta probar
Γ [ p 7→ e ] �ρ ∆[ p 7→ z ]; para toda variable v ∈ (dom(Γ) ∪ {p}) vale
{|Γ [ p 7→ e ]|}ρ(v) = {|∆[ p 7→ z ]|}ρ(v). Para probar esto transforma-
mos las actualizaciones utilizando el lema 14 y luego completamos la
prueba usando lo previamente probado e hipótesis inductiva

({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) (v) = ({|Γ |}([ ρ | p : JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) ])) (v) (Lema 14)
= ({|∆|}([ ρ | p : JeK({|Γ [ p 7→ e ]|}ρ) ])) (v) (HI)
= ({|∆|}([ ρ | p : JzK({|∆[ p 7→ z ]|}ρ) ])) (v)
= ({|∆[ p 7→ z ]|}ρ) (v) (Lema 14)

caso let : En el ultimo caso de prueba tenemos la regla Let

Γ [ pi 7→ ẽi ] : ẽ ⇓A ∆ : z
Let

Γ : let xi=ei in e ⇓A ∆ : z
Lo primero que probamos será Γ �ρ ∆, lo cual se desprende rápida-
mente de utilizar el lema 17 que nos permite obtener Γ �ρ Γ [ pi 7→ ẽi ]
ya que los punteros pi son frescos con respecto a Γ , A y let xi=ei in e.
Además nuestra hipótesis inductiva nos asegura Γ [ pi 7→ ẽi ] �ρ ∆,
por lo tanto por transitividad completamos la prueba.

La hipótesis inductiva además nos garantiza que para todo entorno ρ
vale JẽK({|Γ [ pi 7→ ẽi ]|}ρ) = JzK({|∆|}ρ). Luego solo nos resta probar

Jlet xi=ei in eK({|Γ |}ρ) = JzK({|∆|}ρ)
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Por definición Jlet xi=ei in eK({|Γ |}ρ) = JeK({|xi 7→ ei|}({|Γ |}ρ)). Notar
que Γ [ pi 7→ ẽi ] es equivalente a la unión ((pi 7→ ẽi)∪ Γ), luego pode-
mos reescribir la hipótesis inductiva utilizando el lema 18

JzK({|∆|}ρ) = JẽK({|Γ [ pi 7→ ẽi ]|}ρ) (HI)
= JẽK({| ((pi 7→ ẽi)∪ Γ) |}ρ)
= JẽK({|pi 7→ ẽi|}({|Γ |}ρ)) (Lema 18)

es fácil ver que las condiciones de este lema se cumplen: es decir
{pi}∩dom(Γ) = ∅ y {pi}∩ {FV(e) | e ∈ img(Γ)} = ∅, ya que los punteros
pi se toman frescos con respecto a todas las variables involucradas en
la derivación.

Si probamos JeK({|xi 7→ ei|}({|Γ |}ρ)) = JẽK({|pi 7→ ẽi|}({|Γ |}ρ)) enton-
ces hemos completado la prueba, recordemos que ẽ = e/[xi : pi] y
ẽi = ei/[xi : pi]. Utilizaremos el lema 19 (de Substitución), donde la
substitución será [xi : pi] y la condición del lema que probaremos es
que para toda variable v ∈ FV(e) vale

({|xi 7→ ei|}({|Γ |}ρ))(v) = ({|pi 7→ ẽi|}({|Γ |}ρ))([xi : pi]v)

Probaremos entonces que las cadenas asociadas a estos supremos son
iguales punto a punto y por lo tanto el supremo es el mismo. Deno-
tamos con ρΓ al entorno actualizado {|Γ |}ρ luego probamos por induc-
ción sobre n ∈ N que para toda variable v ∈ (FV(e)∪ FV(ei)) vale

(Lxi 7→ eiM
n
ρΓ
⊥Env)(v) = (Lpi 7→ ẽiM

n
ρΓ
⊥Env)([xi : pi]v)

El caso base cuando n = 0 es directo, luego solo nos resta probar el
caso inductivo

(Lxi 7→ eiM
n+1
ρΓ
⊥Env)(v) = (Lpi 7→ ẽiM

n+1
ρΓ
⊥Env)([xi : pi]v)

Si v /∈ {xi}, entonces la prueba es directa por definición

(Lxi 7→ eiM
n+1
ρΓ
⊥Env)(v) = ρΓ (v)

= (Lpi 7→ ẽiM
n+1
ρΓ
⊥Env)(v)

= (Lpi 7→ ẽiM
n+1
ρΓ
⊥Env)([xi : pi]v)

Si v = xi para algún i, por definición de la semántica de heaps quere-
mos probar que los siguientes lados derechos son iguales

(Lxi 7→ eiM
n+1
ρΓ
⊥Env)(v) = JeiK(Lxi 7→ eiM

n
ρΓ
⊥Env)

(Lpi 7→ ẽiM
n+1
ρΓ
⊥Env)([xi : pi]v) = JẽiK(Lpi 7→ ẽiM

n
ρΓ
⊥Env)
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pero esto es directo de utilizar el lema 19 (de Substitución) con subs-
titución [xi : pi] y la hipótesis inductiva sobre n.

Por lo tanto, probamos que para toda variable v ∈ FV(e) vale

({|xi 7→ ei|}({|Γ |}ρ))(v) = ({|pi 7→ ẽi|}({|Γ |}ρ))([xi : pi]v) .

Luego utilizando el lema de Substitución probamos

JeK({|xi 7→ ei|}({|Γ |}ρ)) = JẽK({|pi 7→ ẽi|}({|Γ |}ρ))

y por lo tanto completamos la prueba.

�



4
C O H E R E N C I A Y S U B T I PA D O

Como mencionamos en la introducción los dos enfoques más utilizados
para especificar la semántica de un lenguaje de programación son el ope-
racional y el denotacional, el primero describe mejor la estrategia de eva-
luación y el segundo es mucho más abstracto. Si un lenguaje de programa-
ción tiene definida su semántica tanto operacionalmente como denotacio-
nalmente entonces uno espera que la semántica operacional sea adecuada
con respecto a la semántica denotacional; esto nos asegura que si la se-
mántica de un programa es algún objeto matemático entonces el programa
computa a la representación de ese objeto. Además, existen dos estilos de
semántica denotacional para lenguajes tipados: la extrínseca que asigna sig-
nificado para toda expresión (incluso mal tipada) y la intrínseca que solo
da semántica a expresiones bien tipadas. El modelo necesario para la se-
mántica intrínseca es relativamente simple (no hay necesidad de resolver
ecuaciones recursivas de dominio), sin embargo uno necesita probar la cohe-
rencia de la semántica, esto es que diferentes pruebas del mismo juicio de
tipado de una expresión tengan el mismo significado. Por otro lado, la se-
mántica extrínseca necesita resolver ecuaciones recursivas de dominio [47].
Reynolds demostró que se puede obtener una prueba de la coherencia de
la semántica intrínseca a través de la semántica extrínseca utilizando rela-
ciones lógicas.

El capítulo está dividido en dos etapas, comenzamos definiendo un len-
guaje call-by-value con un sistema de tipos simple y especificamos su se-
mántica operacional y semánticas denotacionales extrínseca e intrínseca.
Probamos que las semánticas denotacionales son equivalentes; esto es in-
teresante porque nos conduce a una prueba directa de la coherencia de la
semántica intrínseca. Además, probamos la adecuación de la semántica
operacional con respecto a la denotacional utilizando la técnica de biorto-
gonalidad [35]; esta estrategia modular nos permite probar adecuación para
programas convergentes y utilizando step-indexing [36] complementamos
biortogonalidad para probar la adecuación de programas divergentes. Una
vez exploradas las técnicas para obtener la coherencia y adecuación para el
lenguaje simple, lo extendemos de manera que el sistema de tipos soporte
subtipado y extendemos la prueba de coherencia y adecuación.
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La novedad principal de este capítulo consiste en el uso de biortogo-
nalidad con una semántica extrínseca, lo que según nuestro conocimiento
no ha sido suficientemente explorado (solo hemos encontrado el trabajo
de Berger [4]). Por otro lado, también constituye una novedad importante
la mecanización del teorema de teorema de bracketing enunciado por John
Reynolds, como parte de la formalización de todo el capítulo.

4.1 lenguaje

En esta sección introducimos el lenguaje simple dando su sintaxis, siste-
ma de tipos y las semánticas operacional y denotacional. El lenguaje es una
extensión del utilizado por Pitts en su tutorial [36].

sintaxis La definición de nuestro lenguaje está dada en términos de
ANF (por applicative normal form) y por lo tanto distinguimos entre va-
lores V y expresiones Λ; la conversión a una sintaxis menos restringida se
puede realizar mediante un pre-procesamiento y la expresión let como ocu-
rría en el capítulo anterior; supongamos tenemos la aplicación e e ′, luego
la estrategia general es utilizar la expresión let para introducir dos varia-
bles, digamos x y x ′, referenciando a cada sub-expresión y en el cuerpo
colocar la expresión x x ′. Asumimos las siguientes convenciones, sea V un
conjunto numerable de variables, x y f serán las meta-variables sobre V y
n pertenecerá a N; ⊕ es cualquier operador aritmético.

Definición 14 (Sintaxis).

Valores
v ∈ V ::= x | bnc | fun f x = e

Expresiones
e ∈ Λ ::= v | v v ′ | e⊕ e ′ | let x=e in e ′ | if e then e ′ else e ′′

En la declaración de la función fun f x = e tanto f como x están ligados
en e, mientras que en let x=e in e ′ sólo está ligada en e ′; es decir, la decla-
ración let no es recursiva. Para X ⊆ V, definimos V(X) y Λ(X), respectiva-
mente, como el conjunto de valores y expresiones tales que sus variables
libres pertenecen a X. En la formalización, utilizamos valores y expresiones
“well-scoped” (en el sentido que no existen términos sino términos bajo
un cierto contexto) semejantes a la filosofía de representación de términos
fuertemente tipada de Benton et al. [3].
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semántica operacional Dar una semántica operacional implica de-
finir un conjunto de reglas de reducción que especifican como evaluar una
expresión aplicando repetidamente las reglas hasta que alcanzamos un va-
lor. En contraste con Pitts (que define una semántica big-step que permite
construir pruebas de que la evaluación de una expresión termina) la se-
mántica operacional que definimos consiste en una relación de reducción
entre configuraciones, que son pares compuestos de un frame stack y una
expresión. Diremos que la evaluación ha concluido cuando la expresión
que forma parte de la configuración es un valor y el stack esta vacío; si el
stack no esta vacío, el elemento superior del stack servirá como un contexto
(“zippers” para expresiones, como menciona Danvy [11]) para combinarlo
con el valor y producir una nueva expresión que es utilizada para conti-
nuar con la evaluación. Si la expresión de la configuración no es un valor,
entonces colocamos en el tope del stack un nuevo contexto y evaluamos
alguna sub-expresión.

Definición 15 (Frame Stack).

E ∈ Λ? ::= Id |E ◦ (x 7→ e) |E ◦ (�⊕ e)
|E ◦ (e⊕�) |E ◦ (if� (e, e ′))

En E◦ (x 7→ e), x funciona como variable ligadora en e; tal como para valores
y expresiones, definimos a Λ?(X) como el conjunto de frame stacks tales
que sus variables libres se encuentran en X.

La relación de reducción está definida inductivamente por el siguiente
conjunto de reglas de reescritura de la forma (E, e) 7−→ (E ′, e ′). Como es
usual e[x/v] denota la substitución (que evita la captura de variables) de v
por las ocurrencias libres de x en e.

Definición 16 (Reglas Operacionales).

E, let x=e in e ′ 7−→ E ◦ (x 7→ e ′), e (let)
E ◦ (x 7→ e), v 7−→ E, e[x/v] (subst)
E, (fun f x = e) v 7−→ E, e[x/v, f/fun f x = e] (ap)
E, e⊕ e ′ 7−→ E ◦ (�⊕ e ′), e (op)
E ◦ (�⊕ e ′), bnc 7−→ E ◦ (bnc⊕�), e ′ (op-l)
E ◦ (bnc⊕�), bmc 7−→ E, bn⊕mc (op-r)
E, if e then e ′ else e ′′ 7−→ E ◦ (if� (e ′, e ′′)), e (if)
E ◦ (if� (e, e ′)), b0c 7−→ E, e (ifz)
E ◦ (if� (e, e ′)), bn+ 1c 7−→ E, e ′ (ifs)
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Notar que la regla (ap) expone explícitamente que las funciones son poten-
cialmente recursivas: si f no ocurre en e entonces fun f x = e se comporta
como la abstracción λx. e. Notar además que la estrategia de evaluación call-
by-value es implementada primero evaluando las expresiones introducidas
por el let.

La evaluación se define tomando la clausura reflexiva y transitiva de
las reglas de reducción; diremos que una expresión cerrada e evalúa a v
si Id, e 7−→∗ Id, v. Además, diremos que e diverge con el frame stack E,
denotado (E, e) 7−→∗ ∞, si la secuencia de reescritura (E, e) 7−→ (E1, e1)
7−→ (E2, e2) 7−→ . . . es infinita.

semántica denotacional extrínseca En la semántica denotacio-
nal extrínseca uno da significado a las expresiones y valores independiente-
mente si están o no bien tipadas, lo cual resulta en una situación similar a la
del calculo lambda sin tipos donde uno necesita modelar la auto-aplicación
como mencionamos en la sección 2.1 del capítulo 2; recordemos que la
ecuación recursiva de dominios se puede generalizar definiendo un endo-
functor. En esta sección vamos a elegir D = V⊥, donde ⊥ es la denotación
de las expresiones divergentes y V es el predominio para interpretar los
valores. El predominio de valores se obtiene resolviendo la ecuación recur-
siva de dominios que involucra la interpretación de los valores numéricos
y funcionales. Interpretamos las constantes numéricas como elementos del
predominio discreto N. Bajo la estrategia de evaluación call-by-value, las
funciones son aplicadas a valores y no a expresiones posiblemente diver-
gentes, por lo tanto los valores funcionales deben ser interpretados como
funciones continuas en V → V⊥. En resumen, diremos que V es la menor
solución para X ∼= FX con F X = N⊕ (X → X⊥). Asumimos que el isomor-

fismo esta dado por V
ϕ-�
ψ

N⊕ (V → V⊥) e introducimos las siguientes

funciones:

ιnat(_) : N→ V ιfun(_) : (V→ V⊥)→ V

ιnat(_) = ψ ◦ ι0 ιfun(_) = ψ ◦ ι1

Escribimos ι↑(v) para el valor promovido Val v. Notar que el elemento
⊥ ∈ V⊥ es utilizado para representar tanto la no terminación como los
errores que son resultados de expresiones mal tipadas, como por ejemplo
en (fun f x = x)⊕b42c. Este ejemplo muestra que la interpretación de la ope-
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ración binaria ⊕ : N×N → N tiene que ser promovida a una operación
binaria ⊕nat : V×V→ V⊥ que esta definida como

v⊕natv
′ =

ι↑(ιnat(m⊕n)) si v = ιnat(m) y v ′ = ιnat(n)

⊥ si v = ιfun(f) o v ′ = ιfun(g)

Además, como permitimos expresiones como operandos, usamos la exten-
sión doblemente estricta de ⊕nat, denotada como ⊕nat⊥ : V⊥ ×V⊥ → V⊥.

La semántica del lenguaje se define con dos funciones mutuamente re-
cursivas dando significado a los valores y expresiones; para X ⊆ V, los
entornos son funciones en EnvX = X → V dando semántica a las variables.
La interpretación de cada valor y expresión debe ser una función conti-
nua, en la mecanización la definición es mucho más abstracta combinando
morfismos en la categoría de dominios, de esta manera nos ahorramos las
pruebas de continuidad para cada definición.

Definición 17 (Semántica Extrínseca).

J_Kev : V(X)→ EnvX → V J_KeΛ : Λ(X)→ EnvX → V⊥

JxKevη = η(x) JvKeΛ η = ι↑(JvK
evη)

JbncKevη = ιnat(n) Jvv ′KeΛ
η = (λf. f(Jv ′Kev

η))fun(JvK
evη)

Jfun f x = eKevη = ιfun(YV→V⊥F) Je⊕ e ′KeΛ
η = (JeKeΛη)⊕nat⊥(Je

′KeΛ
η)

donde
F : (V→ V⊥)→ V→ V⊥
F g v = JeKeΛ[η | f : ιfun(g) | x : v]

Jlet x=e in e ′KeΛ
η = (λv. Je ′KeΛ

[ η | x : v ])⊥(JeK
eΛη)

Jif e then e ′ else e ′′KeΛ
η =


Je ′KeΛ

η if JeKeΛη = ι↑(ιnat(0))

Je ′′KeΛ
η if JeKeΛη = ι↑(ιnat(n+ 1))

⊥ if JeKeΛη = ⊥

semántica denotacional intrínseca Se puede argumentar que
utilizar al modelo del cálculo lambda sin tipos es demasiado complicado
si existe un sistema de tipos que fuerza que solo las expresiones bien tipa-
das son las evaluadas. A continuación, introducimos un sistema de tipos
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para el lenguaje y definimos una semántica solo para expresiones bien ti-
padas. Este tipo de semántica denotacional es llamado semántica intrínseca
por Reynolds y evita tener que resolver ecuaciones recursivas de dominio.

Por simplicidad consideremos un solo tipo atómico (nat) y tipos funcio-
nales (más adelante, en la sección 4.4 veremos una extensión interesante
de este sistema de tipos). Los contextos, como es usual, asignan tipos a
variables libres.

Definición 18 (Tipos y Contextos).

θ ∈ Type ::= nat | θ→ θ ′ π ∈ Ctx ::= ∅ | π, x : θ

Un juicio de tipado π `Λe : θ dice que la expresión e tiene tipo θ bajo el
contexto π (analogamente para valores v). Un juicio es válido si uno puede
construir una prueba usando las siguiente reglas de tipado.

Definición 19 (Reglas de tipado).

x : θ ∈ π
π `Vx : θ π `Vbnc : nat

π `Λe : natπ `Λe ′ : nat
π `Λe⊕ e ′ : nat

π `Λe : θ ′π, x : θ ′ `Λe ′ : θ
π `Λlet x=e in e ′ : θ

π, x : θ ′, f : θ ′ → θ `Λe : θ
π `V fun f x = e : θ ′ → θ

π `Vv : θ ′ → θ π `Vv ′ : θ ′

π `Λvv ′ : θ

π `Λe : nat π `Λe ′ : θ π `Λe ′′ : θ
π `Λif e then e ′ else e ′′ : θ

Es importante remarcar que a priori uno puede tener más de una deriva-
ción, o prueba, para el mismo juicio de tipado π `Λe : θ.

Recursivamente definimos la semántica de los tipos, que determina la
semántica de los contextos, definidos como el producto indexado de la
semántica de los tipos sobre el dominio del contexto.

Definición 20 (Semántica intrínseca de tipos y contextos).

JnatKi = N Jθ ′ → θKi = Jθ ′Ki → JθKi
⊥

JπK =
∏

x∈dom(π)

JπxKi
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La semántica intrínseca interpreta solamente las expresiones y valores bien
tipados, por lo tanto el significado se asigna a los juicios recursión en su
prueba. Escribimos Jπ `Λe : θKiΛ haciendo abuso de notación para JDKiΛ

donde D es la derivación cuya conclusión es π `Λe : θ. En consecuencia, un
enunciado más preciso de coherencia es: JDKiΛ = JD ′KiΛ para cualesquiera
D y D ′ tales que son pruebas del mismo juicio de tipado π `Λe : θ.

Definición 21 (Semántica Intrínseca).

Jπ `Vv : θK
iv
: JπK→ JθKi

Jπ `Vx : θK
iv
ξ = ξ(x)

Jπ `Vbnc : natK
iv
ξ = n

Jπ `V fun f x = e : θ ′ → θK
iv
ξ = YJθ ′K→JθK⊥F donde

F : (Jθ ′K→ JθK⊥)→ Jθ ′K→ JθK⊥
F g v = Jπ `Λe : θK

iΛ
[ξ | f : g | x : v]

Jπ `Λe : θK
iΛ

: JπK→ JθKi
⊥

Jπ `Λv : θK
iΛ
ξ = ι↑(Jπ `Vv : θK

iv
ξ)

Jπ `Λvv ′ : θK
iΛ
ξ = (Jπ `Vv : θ ′ → θK

iv
ξ)(Jπ `Vv ′ : θ ′K

iv
ξ)

Jπ `Λe⊕ e ′ : natK
iΛ
ξ = (Jπ `Λe : natK

iΛ
ξ)⊕⊥(Jπ `Λe ′ : natK

iΛ
ξ)

Jπ `Λlet x=e in e ′ : θK
iΛ
ξ = (λv. Jπ, x : θ ′ `Λe ′ : θK

iΛ
[ ξ | x : v ])⊥

(Jπ `Λe : θ ′K
iΛ
ξ)

Jπ `Λif e then e ′ else e ′′ : θK
iΛ
ξ =


Jπ `Λe ′ : θKiΛ

ξ si Jπ `Λe : natKiΛ
ξ = ι↑(0)

Jπ `Λe ′′ : θKiΛ
ξ si Jπ `Λe : natKiΛ

ξ = ι↑(n+ 1)

⊥ si Jπ `Λe : natKiΛ
ξ = ⊥

4.2 el significado de los tipos

Es razonable esperar que ambas semánticas denotacionales coincidan de
alguna manera; además, uno bien puede cuestionar la utilidad de tener
ambas semánticas. En esta sección aplicamos la técnica de Reynolds para
probar la equivalencia de ambas semánticas; un corolario del método de
prueba es el resultado de coherencia para la semántica intrínseca. Creemos



60 coherencia y subtipado

que esto da motivo suficiente para definir la semántica extrínseca de un
lenguaje para el cual ya existe una semántica intrínseca.

Podemos construir un modelo del sistema de tipos encima de la semán-
tica extrínseca definiendo subconjuntos de V y V⊥ para cada tipo y probar
que la denotación de valores y expresiones bien tipadas pertenecen a estos
subconjuntos. Esta idea está ya presente en el trabajo de Scott [43], donde
la denotación de los tipos son retracciones del dominio V⊥. Definimos por
inducción en los tipos los subconjuntos JθKe:

JnatKe = {v ∈ V | v = ιnat(n) para algún n}
Jθ ′ → θKe = {v ∈ V | v = ιfun(f) para alguna f,

tal que para toda w ∈ Jθ ′Ke vale fw ∈ JθKe
⊥}

Uno puede extender esta definición para contextos y probar por inducción
en la derivación del juicio de tipado la corrección del sistema de tipos: si
π `Λe : θ y η ∈ JπKe, entonces JeKeΛη ∈ JθKe

⊥.
Reynolds [38, 39] definió “embedding-projection pairs” entre la semán-

tica intrínseca de los tipos y el dominio universal V por recursión en los
tipos.

Definición 22 (Embedding-projections pairs). Definimos simultáneamente las
funciones continuas ↓θ: JθKi → V y ↑θ: V→ JθKi

⊥.

↓nat n = ιnat(n)

↓θ→θ ′ f = ιfun((↓θ ′)⊥ ◦ f⊥◦ ↑θ)
↑nat= [ι↑, f 7→ ⊥]
↑θ→θ ′= [n 7→ ⊥,g 7→ (↑θ ′)⊥ ◦ g ◦ ↓θ]

Definimos a las proyecciones de V a JθKi
⊥ con el único morfismo media-

dor definido por co-productos. Notar que la proyección retorna ⊥ en el
caso de un “error” de tipos.

En lugar de probar directamente que estas funciones definen un “ep-
pair”, utilizamos la propuesta de Reynolds y obtenemos este resultado a
partir de la definición de las relaciones lógicas entre la semántica intrínseca
y la extrínseca. Es interesante remarcar que la corrección del sistema de
tipos con respecto a la semántica extrínseca es también un corolario de
estas relaciones.

extensión estricta de las relaciones Reynolds desarrolla su téc-
nica considerando un lenguaje call-by-name y utilizando lógica clásica pa-
ra razonar acerca de la promoción de dominios. Cuando consideramos la
estrategia de evaluación call-by-value necesitamos promover una relación
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R ⊆ P× P ′ entre predominios a la de los predominios promovidos, es decir
R⊥ ⊆ P⊥ × P ′⊥ sea la menor relación bi-estricta que contiene a R; clásica-
mente es simple definir tal extensión:

⊥R⊥⊥ y ι↑(v)R⊥ ι↑(v
′) sii v R v ′

Esta definición no puede ser formalizada; recordemos que la promoción
de un predominio en la librería está construida utilizando listas infinitas,
luego es imposible decidir si un elemento es⊥ o no. Sin embargo, es posible
dar una definición co-inductiva para R⊥ y probar luego que captura la
noción de extensión estricta de R; utilizamos doble línea guionada para
indicar que las reglas son co-inductivas.

dR⊥d
′

Eps dR⊥Eps d
′
∃ n, m d � n = Val v d ′ � m = Val v ′ vRv ′

dR⊥d
′

Los siguientes lemas prueban que R⊥ es, efectivamente, la menor exten-
sión bi-estricta de R.

Lema 20.

1. ⊥R⊥⊥

2. Si vRv ′, entonces (Val v)R⊥ (Val v ′).

La primera parte de este lema es equivalente a probar (Eps ⊥)R⊥ (Eps ⊥),
lo cual es directo por co-inducción, la segunda parte es directa también
utilizando la definición �. Además, enunciamos y probamos un lema de
inversión para los elementos relacionados bajo la extensión estricta de R.

Lema 21 (Lema de Inversión para R⊥).

1. Si (Val v)R⊥d
′, entonces existe v ′, tal que d ′ = Val v ′ y vRv ′.

2. Si dR⊥ (Val v ′), entonces existe v, tal que d = Val v y vRv ′.

3. Si dR⊥⊥, entonces d = ⊥

4. Si ⊥R⊥d ′, entonces d ′ = ⊥

Un corolario inmediato de este lema es que no existen pares de la forma
(⊥,Val v ′) o (Val v,⊥) en R⊥. En particular si R = P×Q, entonces R⊥ es
el producto aplastado de los predominios promovidos: R⊥ = P⊥⊗Q⊥; esta
ultima afirmación depende de demostrar que la extensión estricta de R es
cerrada por supremo de cadenas para cualquier R que también lo sea.
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Lema 22.

1. R⊥ es estricta.

2. Si R es cerrada por cadenas, entonces R⊥ es también cerrada por supremos
de cadenas.

Teorema de Bracketing

Las relaciones lógicas están definidas por inducción en los tipos y per-
miten probar propiedades de las expresiones bien tipadas por inducción
en la derivación del juicio de tipado, obteniendo de esta manera una hipó-
tesis más fuerte que si solo procediéramos por inducción en la estructura
de las expresiones. La relación lógica para valores, δ[θ] ⊆ JθKi × V captura
la noción de que elementos del dominio V pertenecen a la retracción co-
rrespondiente del dominio; en el caso del tipo funcional, la función corres-
pondiente preserva esta relación. La relación lógica para las expresiones
ρ[θ] ⊆ JθKi

⊥ × V⊥, se define como la extensión estricta de δ[θ]; ρ[θ] = δ[θ]⊥.
Siendo más precisos, probaremos que los significados dados a una expre-
sión bien tipada por cada semántica están lógicamente relacionados.

Definición 23 (Relación Lógica entre la semántica intrínseca y extrínseca).

(n, ιnat(n)) ∈ δ[nat]
(f x,g y) ∈ ρ[θ], para todo (x,y) ∈ δ[θ ′]

(f, ιfun(g)) ∈ δ[θ ′ → θ]

Probamos simultáneamente por inducción en θ y utilizando el lema 22

que δ[θ] y ρ[θ] son cerradas por supremos de cadenas.

Lema 23. Para todo θ ∈ Type, δ[θ] y ρ[θ] son cerradas por supremos de cadenas.

El siguiente teorema relaciona los “embedding-projection pairs” con las
relaciones lógicas y expone dos resultados importantes: (i) cualquier va-
lor denotacional intrínseco está relacionado con uno extrínseco que es el
resultado del “embedding”; y (ii) cualquier valor denotacional extrínseco
está relacionado con uno intrínseco que se encuentra en la imagen de la
proyección.
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Teorema 2 (Bracketing).

1. Si v ∈ JθKi, entonces (v, ↓θ v) ∈ δ[θ].

2. Si (v, v ′) ∈ δ[θ], entonces ι↑(v) =↑θ v ′.

3. Si d ∈ JθKi
⊥, entonces (d, (ι↑◦ ↓θ)⊥d) ∈ ρ[θ].

4. Si (d,d ′) ∈ ρ[θ], entonces d = (↑θ)⊥d ′.

Un corolario inmediato de esto es que ↑ y ↓ satisfacen la condición de
“embedding-projection”.

Corolario 1 (Embedding-projection pairs). ↑θ ◦ ↓θ = ι↑.

Demostración. Supongamos v ∈ JθKi, queremos probar que ↑θ (↓θ v) = ι↑(v).
Utilizando la primera parte de bracketing 2 tenemos que (v, ↓θ v) ∈ δ[θ],
entonces por la segunda parte de bracketing 2 podemos concluir ↑θ (↓θ
v) = ι↑(v). �

La otra mitad de la condición de ep-pairs es (ι↑ ◦ ↓θ)⊥◦ ↑θ 6 ι↑ que la
probamos por inducción sobre θ. Para expresar la propiedad fundamental
de las relaciones lógicas, que expresa que el significado de expresiones bien
tipadas está relacionado, necesitamos extender las relaciones lógicas para
entornos tipados y no tipados; luego introducimos la relación lógica para
valores y expresiones no cerradas.

Definición 24 (Relaciones lógicas para entornos y relaciones lógicas abier-
tas). Sea π un contexto tal que dom(π) = X. Definimos γ[π] ⊆ JπK× EnvX,
∆[π, θ] ⊆ (JπK → JθKi)× (EnvX → V), y P[π, θ] ⊆ (JπK → JθKi

⊥)× (EnvX →
V⊥).

1. (ξ,η) ∈ γ[π] sii (ξ x,η x) ∈ δ[πx],∀x ∈ dom(π).

2. (f,g) ∈ ∆[π, θ] sii (f ξ,g η) ∈ δ[θ], ∀(ξ,η) ∈ γ[π].

3. (f,g) ∈ P[π, θ] sii (f ξ,g η) ∈ ρ[θ], ∀(ξ,η) ∈ γ[π].

Finalmente podemos enunciar el teorema fundamental de las relaciones
lógicas que relaciona el significado intrínseca y extrínseco de valores y ex-
presiones bien tipadas. La prueba procede por inducción mutua en la deri-
vación del juicio de tipado para valores y expresiones.
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Teorema 3 (Propiedad Fundamental de las Relaciones Lógicas).

1. Si π `Vv : θ, entonces (Jπ `Vv : θKiv, JvKev) ∈ ∆[π, θ]

2. Si π `Λe : θ, entonces (Jπ `Λe : θKiΛ, JeKeΛ) ∈ P[π, θ]

Claramente podemos extender los embedding y las proyecciones punto
a punto. Definimos ↓ como el embedding de entornos tipados en entornos
no tipados. Es directo extender el teorema 2 para entornos.

Corolario 2. Si ξ ∈ JπK, entonces (ξ, ↓π ξ) ∈ γ[π].

Finalmente, podemos combinar todos los resultados previos y probar
que la semántica denotacional intrínseca coincide con la semántica denota-
cional extrínseca.

Teorema 4. Jπ `Λe : θKiΛ
= ↑θ⊥ ◦ JeKeΛ◦ ↓π.

Demostración. Supongamos ξ ∈ JπK, entonces tenemos (ξ, (↓π ξ)) ∈ γ[π],
por el corolario 2 y el teorema 3 deducimos

(Jπ `Λe : θK
iΛ
ξ, JeKeΛ(↓π ξ)) ∈ ρ[θ]

luego concluimos, utilizando el ultimo punto del teorema 2,

Jπ `Λe : θK
iΛ
ξ = (↑θ)⊥(JeKeΛ(↓π ξ)) �

El teorema previo nos conduce a una prueba directa de la coherencia de
la semántica denotacional intrínseca.

Corolario 3 (Coherencia). Sean D y D ′ diferentes derivaciones del juicio de
tipado π `Λe : θ, entonces JDKiΛ = JD ′KiΛ.

4.3 adecuación

En esta sección probamos la adecuación de la semántica operacional con
respecto a la semántica denotacional extrínseca, que hasta donde sabemos
no ha sido considerado antes. Como mencionamos en la introducción, ade-
cuación esta compuesta de dos partes: (i) si la semántica denotacional de
una expresión bien tipada e es igual a algún valor numérico n, entonces
e evalúa a bnc – recordemos que esto significa (Id, e) 7−→∗ (Id, bnc); ade-
más (ii) si la semántica denotacional de e es ⊥, entonces la reducción que
comienza con (Id, e) diverge – (Id, e) 7−→∗ ∞.
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Uno podría ingenuamente pensar que la prueba de adecuación puede
proceder por inducción en la estructura de las expresiones, pero el caso de
la aplicación demuestra lo contrario. Utilizando relaciones lógicas podemos
obtener hipótesis inductivas lo suficientemente fuertes para probar por in-
ducción en la derivación del juicio de tipado un resultado más general del
cual obtenemos adecuación como un corolario.

Adecuación para expresiones divergentes

Formalmente probaremos que, dada una expresión cerrada e ∈ Λ tal que
para el contexto vacío existe una derivación del juicio de tipado `Λe : θ, si
JeKeΛ() = ⊥, entonces (Id, e) 7−→∗ ∞. La estrategia de prueba consiste en
definir dos relaciones lógicas indexadas, que cumplan con la propiedad de
step-indexed, de manera que relacionen valores y expresiones sintácticas
con elementos de los modelos semánticos V y V⊥, respectivamente. Esta
última captura la noción de que una expresión sintáctica puede realizar
alguna cantidad de transiciones para ser una mejor aproximación de un
elemento semántico; probamos que si e aproxima a ⊥ para cualquier índice,
entonces (Id, e) 7−→∗ ∞. La propiedad fundamental de las relaciones lógicas
dirá que cada expresión bien tipada aproxima a su semántica para todo
índice.

Como mencionamos en la sección 2.2, la prueba de adecuación para ex-
presiones divergentes utiliza una familia indexada de relaciones; en nues-
tro caso esa familia surgirá de una familia de observaciones ái. De hecho,
exigiremos una condición más sobre el conjunto ái para considerarla una
observación: debe ser cerrada por anti-ejecución:

(E, e) ∈ ái y (E ′, e ′) 7−→ (E, e) implica (E ′, e ′) ∈ ái+1

Concretamente nosotros definiremos la relación ái ⊆ Λ? ×Λ si y solo si
la configuración puede realizar al menos i pasos de reducción y probamos
que si la expresión bien tipada e aproxima a su semántica, entonces (Id, e) ∈
7−→n para cualquier n. Es fácil ver que ái satisface esta condición.

Dada una observación definimos una relación step-indexed sobre los con-
juntos indexados de valores, expresiones y frame stacks utilizando la defi-
nición 3 del capítulo 2; denotados iV = N×V , iΛ = N×Λ e iΛ? = N×Λ?,
respectivamente. Luego cualquier observación ái nos induce una relación
step-indexed á̂ ⊆ iΛ? × iΛ

((i, E), (j, e)) ∈ á̂ sii (E, e) ∈ ámin(j,i)
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Como vimos en la sección 2.2, podemos usar biortogonalidad sobre esta
observación á̂ sobre configuraciones indexadas; los operadores ortogonales
asociados, que nos inducen el operador de clausura _⊥> : P(iV) → P(iΛ),
están dados por:

Definición 25.

_⊥ : P(iV)→ P(iΛ?)

X⊥ = { (j, E) | para todo (i, v) ∈ X, (j, E)R̂(i, v)}

_> : P(iΛ?)→ P(iΛ)

Y> = { (j, e) | para todo (i, E) ∈ X, (j, E)R̂(i, e)} .

Para definir las relaciones lógicas �θi y �θi que relacionen valores y ex-
presiones con elementos de V y V⊥ respectivamente, donde esta ultima se
define en términos de la primera introducimos la extensión mediante la
promoción de cualquier relación ./⊆ V × V. Denotamos a esta extensión
como Ω./ ⊆ V ×V⊥.

Definición 26 (Extensión mediante promover).

v Ω./ d si existe v ∈ V tal que d = ι↑(v) y v ./ v

La relación lógica para expresiones se obtiene como resultado de utilizar
el operador relacional sobre una familia indexada de relaciones sobre los
tipos.

Definición 27 (Aproximación Operacional). Sea �θi ⊆ V ×V, definimos �θi ⊆
Λ×V⊥ como

e �θ0 ⊥ y e �θn d sii (n, e) ∈ (Ω�θnd)⊥>

Ahora definimos la relación lógica �θi ⊆ V × V por inducción en los ti-
pos. Para el tipo básico nat cada constante bmc aproxima al natural m para
cualquier índice; en el caso del tipo funcional está definida inductivamente,
esperando que la aplicación de argumentos relacionados (en un índice me-
nor) preserva la relación en el tipo de llegada (esta es la hipótesis inductiva
más fuerte que mencionábamos antes):

Definición 28 (Aproximación Operacional para valores).

bmc�nat
n ιnat(m)

e[x/v, f/(fun f x = e)]�θm fv, para todo m < n y v �θ
′
m v

fun f x = e �θ
′→θ
n ιfun(f)
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Estas relaciones lógicas _ �θi _ y _ �θi _ son step-indexed.

Lema 24 (Aproximaciones operacionales son Step-Indexed).

1. Si v �θi v y j 6 i, entonces v �θj v

2. Si e �θi d y j 6 i, entonces e �θj d

Al igual que en la sección anterior, extendemos esta relación punto a
punto para obtener una relación entre substituciones y entornos no tipados,
la cual claramente es step-indexed.

Definición 29 (Aproximación opercional para contextos).

σ�πi η sii ∀x ∈ dom(π), σ x �πxi η x

Utilizando esta relación definimos la versión no cerrada de las relaciones
lógicas previas:

Definición 30 (Aproximación para expresiones no cerradas).

π ` v �θ v sii vσ�θi v η, para todo σ�πi η

π ` e �θ d sii eσ�θi dη, para todo σ�πi η

La propiedad fundamental de las relaciones lógicas expresa que cual-
quier expresión bien tipada está relacionada con su semántica extrínseca.
Este resultado lo probamos por inducción en la derivación del juicio de
tipado; es interesante remarcar que el caso problemático de la aplicación se
prueba directamente gracias a la hipótesis inductiva más fuerte dada por
las relaciones lógicas.

Teorema 5 (Propiedad Fundamental de las Relaciones Lógicas).

1. Si π `Vv : θ, entonces π ` v �θ JvKev

2. Si π `Λe : θ, entonces π ` e �θ JeKeΛ

Para completar la prueba de adecuación para expresiones divergentes
notemos que cualquier frame stack indexado (n, E) es un test del conjun-
to vacío de valores que aproxima a ⊥; además, si cualquier expresión e
aproxima a ⊥ en cualquier índice, entonces (Id, e) diverge.
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Lema 25.

1. (n, E) ∈ (Ω�θn(⊥))⊥,

2. Si e �θn ⊥ para todo n, entonces (Id, e) 7−→∗ ∞.

Obtenemos adecuación como un corolario de la propiedad fundamental
y del lema previo.

Teorema 6 (Adecuación para expresiones divergentes). Si `Λe : θ y JeKeΛ() =

⊥, entonces (Id, e) 7−→∗ ∞.

Demostración. Tenemos JeKeΛ() = ⊥, y trivialmente [] �∅n () para todo n.
Luego por el teorema 5 tenemos que e �θn JeKeΛ(), es decir e �θn ⊥. Por lo
tanto, podemos concluir que (Id, e) 7−→∗ ∞, utilizando el lema 25. �

Adecuación para expresiones convergentes

En esta parte probaremos que para aquellas expresiones cuya denotación
intrínseca es un número natural, entonces evaluamos operacionalmente a
la representación de ese natural. Además, utilizando los resultados de la
sección 4.2 obtenemos la prueba de adecuación con respecto a la semántica
extrínseca. Notar que este resultado solo es valido para expresiones cuyo
tipo atómico sea nat, ya que solo podemos observar el comportamiento de
valores de alto-orden aplicándolos. En contraste con la parte divergente, no
hay necesidad de utilizar step-indexing.

Asumimos que nuestro conjunto de observaciones, es decir un subconjun-
to de configuraciones, es cerrado por anti-ejecución:

si (E, e) ∈ á y (E ′, e ′) 7−→∗ (E, e) entonces (E ′, e ′) ∈ á .

los operadores quedan definidos como:

Definición 31.

_⊥ : P(V)→ P(Λ?)

X⊥ = {E | para todo v ∈ X, (E, v) ∈ á}
_> : P(Λ?)→ P(Λ)

Y> = { e | para todo E ∈ X, (E, v) ∈ á} .
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La definición de las relaciones lógicas está parametrizada en el conjunto
de observaciones. Como antes, utilizamos biortogonalidad para extender
la relación entre valores sintácticos y denotacionales, _ �θ _ ⊆ V × JθKi, a
una relación _ �θ _ ⊆ Λ× JθKi

⊥.

Definición 32 (Aproximación denotacional).

e �θ d sii e ∈ (�θv)⊥>, para todo v ∈ JθKi tal que d = ι↑(v) .

La relación lógica para valores _ �θ _ ⊆ V × JθKi se define por inducción en
los tipos.

Definición 33 (Aproximación denotacional para valores).

bmc�nat m

e[x/v, f/(fun f x = e)]�θ fv, para todo v �θ
′
v

fun f x = e �θ
′→θ f

Definimos a _ �π _ como la extensión análoga para el caso de la aproxi-
mación operacional, donde relacionamos substituciones con entornos, esta
vez, tipados. La definición de las relaciones lógicas no-cerradas se obtiene
cerrando las expresiones utilizando la substitución.

Definición 34 (Relaciones lógicas no-cerradas).

π ` v �θ v sii vσ�θ v ξ, para todo σ�π ξ

π ` e �θ d sii eσ�θ dξ, para todo σ�π ξ

La propiedad fundamental de las relaciones lógicas dirá que la denota-
ción intrínseca de un valor aproxima a su valor sintáctico. Si nos enfocamos
en el caso del valor funcional, fun f x = e, tendremos que probar que ese
valor es aproximado por el supremo de alguna cadena; sin embargo, las
relaciones lógicas (v �θ _) y (e �θ _) que hemos definido no son necesaria-
mente cerradas por supremos de cadenas. La solución es tomar la clausura
de Scott para estas relaciones. Utilizamos esta nuevas relaciones para ex-
presar la propiedad fundamental.
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Definición 35 (Aproximación denotacional clausurada).

π ` v�θv sii v ∈ IC(π ` v �θ _)

π ` e�θd sii e ∈ IC(π ` e �θ _)

Teorema 7 (Propiedad Fundamental de las Relaciones Lógicas).

1. Si π `Vv : θ, entonces π ` v�θJπ `Vv : θKiv.

2. Si π `Λv : θ, entonces π ` e�θJπ `Λe : θKiΛ .

Notar que podemos probar de manera directa que la substitución vacía
es aproximada por el entorno vacío.

Lema 26. []�∅ ()

Para deducir el resultado final de adecuación necesitamos fijar una obser-
vación considerando un n ∈ N; definimos el conjunto de configuraciones
que evalúan a la configuración con frame stack vacío y valor bnc, á =

{(E, e) | (E, e) 7−→∗ (Id, bnc)} y probamos, fácilmente, que es cerrado por anti-
ejecución. Luego cualquier expresión e que es aproximada por n, evalúa a
bnc. Notar que no tenemos una observación que nos permita demostrar el
resultado final de adecuación para cualquier n, sino que para cada n de-
finimos una observación distinta y obtenemos el resultado de adecuación
correspondiente.

Lema 27. Si e �θ ι↑(n), entonces (Id, e) 7−→∗ (Id, bnc)

La prueba de este lema es inmediatamente ya que Id es un test para
{bnc} y por la definición del conjunto de observaciones tenemos que las
configuraciones convergen exactamente a (Id, bnc).

Teorema 8 (Adecuación para expresiones convergentes).
Si J`Λe : intKiΛ

[] = ι↑(n), entonces (Id, e) 7−→∗ (Id, bnc).

Demostración. Sea J`Λe : intKiΛ
[] = ι↑(n), luego por el teorema 7 tenemos

[] ` e�intι↑(n); esto significa que ι↑(n) ∈ IC(e �int _). Ahora como N⊥ es
un dominio con orden discreto podemos obtener e �int ι↑(n). Por lo tanto,
concluimos (Id, e) 7−→∗ (Id, bnc), utilizando el lema 27. �

Además, podemos obtener el resultado de adecuación con respecto a la
semántica extrínseca.
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Teorema 9 (Adecuación Extrínseca).
Si `Λe : int y JeKeΛ() = ιnat(n), entonces (Id, e) 7−→∗ (Id, bnc).

Demostración. Si `Λe : int y JeKeΛ() = ιnat(n), entonces por el teorema. 4

obtenemos que J`Λe : intKiΛ
[] = n; y podemos concluir utilizando el teore-

ma 8. �

La adecuación para tipos de alto-orden se reduce a la adecuación para tipos
básicos: una expresión representa adecuadamente una función si cuando
aplicamos todos sus argumentos computamos el valor de la función en
esos argumentos; es decir la aplicación captura la noción de aproximación
para el tipo funcional.

4.4 coherencia para subtipos

En la sección anterior explicamos las metodologías involucradas en las
pruebas de coherencia y adecuación para un lenguaje con un sistema de
tipos simples. En esta sección introducimos una versión extendida del len-
guaje que agrega booleanos, pares y subtipado. En este lenguaje extendido
coherencia es más demandante ya que las reglas de tipado dejan de ser di-
rigidas por sintaxis. Es importante remarcar que las pruebas de bracketing
y adecuación son modulares, lo cual nos permite reusar de forma directa
todo lo realizado para el lenguaje simple y por lo tanto solo necesitamos
completar las pruebas para las nuevas construcciones. Para evitar repeti-
ción omitimos las construcciones comunes entre los lenguajes.

Definición 36 (Sintaxis).

Valores

v ∈ V ::= . . . | dbe | (v, v ′)

Expresiones

e ∈ Λ ::= . . . | e < e ′ | e ? e ′ | fst v | snd v

Aun distinguimos entre valores V y expresiones Λ. Los nuevos valores
son booleanos, con b sobre el conjunto de booleanos B, y pares escritos en
ANF; es decir, solo tenemos pares de valores y por lo tanto cuando una
expresión computa a un par sus dos componentes están también compu-
tadas; también agregamos a las expresiones las proyecciones para operar
sobre los pares. Además, tenemos operadores relacionales para números y
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operaciones sobre booleanos; gracias a la introducción de booleanos la ex-
presión condicional ahora usará una guarda booleana en lugar de chequear
por cero.

Semántica Operacional

Recordemos que la evaluación se basa en definir una relación small-step
que depende de los frame stacks. Las proyecciones son similares a la apli-
cación y por lo tanto no hay necesidad de agregar nuevas construcciones
a los frame stacks. Por otro lado, claramente sí necesitamos nuevos frame
stacks para las nuevas operaciones, ya que los dos operandos tiene que
ser computados antes de computar la operación. Utilizamos � como una
meta-variable común sobre operaciones booleanos y relacionales.

Definición 37 (Frame Stack). E ∈ Λ? ::= . . . | E ◦ (�� e) | E ◦ (e��)

Introducimos nuevas reglas de reescritura para manipular la evaluación
de estas nuevas construcciones. Como ya mencionamos, la expresión condi-
cional if ahora tiene una guarda booleana y actualizar su regla es directo; si
en el tope del frame stack se encuentra (if� (e, e ′)) y el valor es dtruee en-
tonces evaluamos la expresión e, en caso contrario que el valor sea dfalsee
evaluamos e ′, resaltamos que la regla original (if) no cambia, simplemente
extendemos el frame stack para computar la guarda. Notar que si la guar-
da no computa a un valor booleano entonces la evaluación se detiene (lo
mismo ocurre si una proyección no es aplicada a un par).

Definición 38 (Reglas Operacionales).

E ◦ (if� (e, e ′)), dtruee 7−→ E, e (ift)
E ◦ (if� (e, e ′)), dfalsee 7−→ E, e ′ (iff)
E, e < e ′ 7−→ E ◦ (�< e ′), e (oop)
E ◦ (�< e ′), bnc 7−→ E ◦ (bnc<�), e ′ (oop-l)
E ◦ (bnc<�), bmc 7−→ E, dn<me (oop-r)
E, e ? e ′ 7−→ E ◦ (�? e ′), e (bop)
E ◦ (�? e ′), dbe 7−→ E ◦ (dbe?�), e ′ (bop-l)
E ◦ (dbe?�), db ′e 7−→ E, db?b ′e (bop-r)
E, fst (v, v ′) 7−→ E, v (fst-op)
E, snd (v, v ′) 7−→ E, v ′ (snd-op)
E, dbe 7−→ E, bbc (cast)
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Las operaciones binarias no introducen ninguna novedad, excepto por
el hecho de que tenemos que tener cuidado de chequear que tengamos va-
lores booleanos cuando computamos operaciones booleanas. Sin embargo,
en el caso de las operaciones sobre naturales, tal vez aceptemos boolea-
nos, ya que pretendemos agregar la relación de subtipado bool 6 nat. Por
lo tanto, agregamos una nueva transición para castear booleanos a natu-
rales, mapeando btruec a b1c y bfalsec a b0c. Por ejemplo la expresión
dtruee⊕dfalsee evalúa a b1c.

Frame Stack Expresión Regla
1 Id dtruee⊕dfalsee op

2 Id ◦ (�⊕dfalsee) dtruee cast

3 Id ◦ (�⊕dfalsee) btruec op-l
4 Id ◦ (btruec⊕�) dfalsee cast

5 Id ◦ (btruec⊕�) bfalsec op-r
6 Id b1c

Semántica Denotacional Extrínseca

La semántica extrínseca que dimos para el lenguaje simple utilizaba la
menor solución V para la ecuación F X = N⊕X→ X para dar significado a
valores y V⊥ para expresiones. Claramente, necesitamos añadir productos,
aunque decidimos no añadir booleanos. Por lo tanto, ahora V será la menor
solución de X ∼= FX con F X = N⊕ (X → X⊥)⊕ (X× X). Asumimos que
este isomorfismo nos induce

V
ϕ-�
ψ

N⊕ (V→ V⊥)⊕ (V×V)

e introducimos las inyecciones:

Definición 39.

ιnat(_) : N→ V ιnat(_) = ψ ◦ ι0 ◦ ι0
ιfun(_) : (V→ V⊥)→ V ιfun(_) = ψ ◦ ι0 ◦ ι1
ιpair(_) : (V×V⊥)→ V ιpair(_) = ψ ◦ ι1

La ausencia de booleanos en el dominio semántico se debe a que vamos a
interpretar a los valores booleanos con su correspondiente número natural
resultado de su coerción.
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− : N→ B⊥ − : B→N

x =


ι↑ false if x = 0

ι↑ true if x = 1

⊥ if x > 1

b =

0 if ¬b

1 if b

Tal como hicimos con la operación binaria sobre naturales, promovemos
y coercionamos las otras operaciones binarias. La relación binaria < : N×
N → B tiene que ser promovida y casteada a <nat : V× V → V⊥ donde su
definición es

v<natv
′ =

ι↑(ιnat(m<n)) if v = ιnat(m) and v ′ = ιnat(n)

⊥ caso contrario

El operador booleano ? : B × B → B, requiere un poco más de trabajo,
ya que estamos codificando los booleanos como naturales. Definimos la
promoción ?bool : V×V→ V⊥ validando si los operandos son resultado de
castear a booleano.

v?boolv
′ =

ι↑(ιnat(b?b ′)) if v = ιnat(b) and v ′ = ιnat(b
′)

⊥ caso contrario

Ya que los operadores aceptan expresiones en su construcción sintáctica,
tenemos que lidiar con no-terminación (y con expresiones mal tipadas); en
consecuencia utilizamos la extensión bi-estricta de <nat y ?bool, denotadas
respectivamente <nat⊥ : V⊥ ×V⊥ → V⊥ y ?bool⊥ : V⊥ ×V⊥ → V⊥.

En la siguiente definición, como ocurría cuando presentamos la sintaxis,
omitimos las ecuaciones para valores y expresiones que ya están presentes
en el lenguaje simple; notar que las ecuaciones de la definición 17 son
válidas en este contexto cuando interpretamos ιnat(−) y ιfun(−) utilizando
la definición 39.
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Definición 40 (Semántica Extrínseca).

J_Kev : V(X)→ EnvX → V J_KeΛ : Λ(X)→ EnvX → V⊥

JdbeKevη = ιnat(b) Je < e ′KeΛ
η = (JeKeΛη)<nat⊥(Je

′KeΛ
η)

J(v, v ′)Kev
η = ιpair((JvK

evη, Jv ′Kev
η)) Je ? e ′KeΛ

η = (JeKeΛη)?bool⊥(Je
′KeΛ

η)

Jfst vKeΛ η = (ι↑ ◦ π1)pair(JvK
evη)

Jsnd vKeΛ η = (ι↑ ◦ π2)pair(JvK
evη)

Jif e then e ′ else e ′′KeΛ
η =


Je ′KeΛ

η si JeKeΛη = ι↑(ιnat(1))

Je ′′KeΛ
η si JeKeΛη = ι↑(ιnat(0))

⊥ caso contrario

Semántica Denotacional Intrínseca

La actualización en el sistema de tipos es significante ya que añadir subti-
pos transforma a coherencia en una pregunta más interesante. Agregamos
dos nuevas construcciones de tipos para los booleanos y los pares.

Definición 41 (Tipos).

θ ∈ Type ::= bool | nat | θ→ θ ′| θ× θ ′

Añadimos además un nueva forma de juicio de tipado θ 6 θ ′, el cual se
lee como θ es un subtipo de θ ′. Conceptualmente, esto significa que en
cualquier contexto donde esperamos una expresión de tipo θ ′ podemos
utilizar una expresión de tipo θ.

Definición 42 (Reglas de Subtipado).

bool 6 nat θ 6 θ
θ 6 θ ′ θ ′ 6 θ ′′

θ 6 θ ′′

θ ′0 6 θ0 θ1 6 θ ′1
θ0 → θ1 6 θ ′0 → θ ′1

θ0 6 θ ′0 θ1 6 θ ′1
θ0 × θ1 6 θ ′0 × θ ′1

Los únicos axiomas son la coerción de booleanos a naturales y la reflexi-
vidad del subtipado. Las otras tres reglas son las usuales: transitividad,
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congruencia de pares y la regla contra-variante del subtipado para el tipo
funcional.

Respecto de las reglas de tipado que expresan el tipo que tienen las
expresiones y valores, agregamos las reglas para las nuevas construcciones
y la regla de subsunción que nos permite cambiar el tipo de una expresión
por un super-tipo; es decir, si tenemos que π ` e : θ y θ 6 θ ′ entonces
podemos deducir π ` e : θ ′.

Definición 43 (Reglas de Tipado).

π `Vdbe : bool
π `Λe : nat π `Λe ′ : nat

π `Λe⊕ e ′ : nat

π `Λe : nat π `Λe ′ : nat
π `Λe < e ′ : bool

π `Λe : bool π `Λe ′ : bool
π `Λe ? e ′ : bool

π `Vv : θ π `Vv ′ : θ ′

π `V(v, v ′) : θ× θ ′
π `Vv : θ× θ ′
π `Λfst v : θ

π `Vv : θ× θ ′
π `Λsnd v : θ ′

π `Vv : θ θ 6 θ ′

π `Vv : θ ′
π `Λe : θ θ 6 θ ′

π `Λe : θ ′

π `Λe : bool π `Λe ′ : θ π `Λe ′′ : θ
π `Λif e then e ′ else e ′′ : θ

La semántica intrínseca considerando los nuevos tipos (booleanos y pro-
ducto) es directa; notar que intrínsecamente denotamos a los booleanos
con el conjunto B, en contraste con lo que ocurría extrínsecamente.

Definición 44 (Semántica Intrínseca de Tipos).

JboolKi = B Jθ× θ ′Ki = JθKi × Jθ ′Ki

Antes de extender la semántica de los nuevos juicios de tipado tenemos
que dar semántica a los juicios de subtipado θ 6 θ ′; definida por recursión
en las derivaciones.
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Definición 45 (Semántica Intrínseca para las Reglas de Subtipado).

Jθ 6 θ ′Kis : JθKi → Jθ ′Ki

Jbool 6 natKis = b 7→ b

Jθ 6 θKis = id

Jθ 6 θ ′′Kis = Jθ ′ 6 θ ′′Kis ◦ Jθ 6 θ ′Kis

Jθ0 × θ1 6 θ ′0 × θ ′1Kis = Jθ0 6 θ ′0K
is × Jθ1 6 θ ′1K

is

Jθ0 → θ1 6 θ
′
0 → θ ′1K

is = f 7→ (ι↑ ◦ Jθ1 6 θ ′1K
is)⊥ ◦ f ◦ Jθ ′0 6 θ0K

is

En el caso base de bool 6 nat necesitamos definir una función continua
de B en N, es decir, convertir un booleano en un número natural, para
esto utilizamos la función ya definida −. El caso de la reflexividad y tran-
sitividad son directos; es importante recordar que estamos haciendo abuso
de notación, por lo tanto en el caso de la transitividad lo que realmente
estamos expresando es JDKis = JD ′′Kis ◦ JD ′Kis donde:

...
D ′ :

θ 6 θ ′

...
D ′′ :

θ ′ 6 θ ′′
D :

θ 6 θ ′′

El significado de subtipado de pares esta dado por el producto de las fun-
ciones de subtipado para cada componente del par. Finalmente, consideran-
do la derivación cuya conclusión es θ0 → θ1 6 θ ′0 → θ ′1, su semántica estará
definida utilizando las sub-derivaciones para tener funciones Jθ ′0 6 θ0K

is :

Jθ ′0K
i → Jθ0Ki y Jθ1 6 θ ′1K

is : Jθ1Ki → Jθ ′1K
i. Luego, tenemos que construir

una función continua de Jθ0Ki → Jθ1Ki
⊥ a Jθ ′0K

i → Jθ ′1K
i
⊥; primero podemos

pre-componer el argumento, digamos f, para obtener f ◦ Jθ ′0 6 θ0K
is : Jθ ′0K

i

→ Jθ1Ki
⊥; ahora, para poder post-componer esta función con la función

Jθ1 6 θ ′1K
is tenemos que promoverla.

La semántica de las nuevas construcciones es directa; notar que la re-
gla de subsunción es interpretada como la composición en la categoría
apropiada. Además, para definir la semántica de la expresión condicional
utilizamos la construcción condicional del meta-lenguaje definida como:

if cond thena elseb =


a si cond = dtruee

b si cond = dfalsee

⊥ si cond = ⊥
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Definición 46 (Semántica Intrínseca).

Jπ `Vv : θK
iv
: JπK→ JθKi

Jπ `Vdbe : boolK
iv
ξ = b

Jπ `V(v, v ′) : θ× θ ′Kiv
ξ = (Jπ `Vv : θK

iv
ξ , Jπ `Vv ′ : θ ′K

iv
ξ)

Jπ `Vv : θ ′K
iv
ξ = Jθ 6 θ ′Kis (Jπ `Vv : θK

iv
ξ)

Jπ `Λe : θK
iΛ
: JπK→ JθKi

⊥

Jπ `Λfst v : θK
iΛ
ξ = (ι↑ ◦ π1) (Jπ `Vv : θ× θ ′Kiv

ξ)

Jπ `Λsnd v : θ ′K
iΛ
ξ = (ι↑ ◦ π2) (Jπ `Vv : θ× θ ′Kiv

ξ)

Jπ `Λe < e ′ : boolK
iΛ
ξ = (Jπ `Λe : natK

iΛ
ξ)<⊥(Jπ `Λe ′ : natK

iΛ
ξ)

Jπ `Λe ? e ′ : boolK
iΛ
ξ = (Jπ `Λe : boolK

iΛ
ξ)?⊥(Jπ `Λe ′ : boolK

iΛ
ξ)

Jπ `Λif e then e ′ else e ′′ : θK
iΛ
ξ = if Jπ `Λe : boolK

iΛ
ξ

then Jπ `Λe ′ : θK
iΛ
ξ

else Jπ `Λe ′′ : θK
iΛ
ξ

Jπ `Λe : θ ′K
iΛ
ξ = (ι↑ ◦ Jθ 6 θ ′Kis)⊥ (Jπ `Λe : θK

iΛ
ξ)

El Significado de los (Sub)Tipos

En el lenguaje extendido coherencia es mucho más interesante porque
existen diferentes derivaciones de un mismo juicio de tipado. Un pequeño
ejemplo puede ser el de la suma de booleanos dtruee⊕dfalsee, que se tra-
duce a una expresión del lenguaje como:

let oplus = (fun _ x = (fun _ y = x⊕ y)) in
let true_oplus = oplus dtruee in true_oplus dfalsee

Es evidente que oplus puede tener el tipo nat → nat → nat; además po-
demos dar otra derivación que prueba que tiene tipo bool → bool → nat.
Evitemos oscurecer la derivación con demasiado detalle y concedámosnos
la libertad de no tipar la variable correspondiente con el argumento funcio-
nal.
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x : nat ∈ {x : nat, y : nat}
x : nat, y : nat ` x : nat

y : nat ∈ {x : nat, y : nat}
x : nat, y : nat ` y : nat

x : nat, y : nat ` x⊕ y : nat
x : nat ` fun _ y = x⊕ y : nat→ nat

` fun _ x = (fun _ y = x⊕ y) : nat→ nat→ nat

A partir de esta derivación podemos utilizar subsunción para deducir
que oplus tiene tipo bool → bool → nat; otra posibilidad, es utilizar sub-
sunción en cada argumento. Sea π el contexto x : bool, y : bool.

x : bool ∈ π
π ` x : bool bool 6 nat

π ` x : nat

y : bool ∈ π
π ` y : bool bool 6 nat

π ` y : nat
π ` x⊕ y : nat

x : bool ` fun _ y = x⊕ y : bool→ nat
` fun _ x = (fun _ y = x⊕ y) : bool→ bool→ nat

Es fácil completar las dos derivaciones para tipar la expresión completa
con los operadores aplicados; en el primer caso tenemos que coercionar
ambos valores booleanos a naturales. Las derivaciones completas, junto
con la aplicación de coherencia a este ejemplo, puede encontrarse en la
formalización.

Recordemos que la prueba de coherencia de Reynolds define una rela-
ción lógica entre las semánticas intrínseca y extrínseca. En algún sentido,
esta relación lógica describe las coerciones ↓θ y ↑θ entre la interpretación
intrínseca de los tipos y el dominio utilizado en la semántica extrínseca.
Actualizamos la definición de los embedding-projection pairs entre la se-
mántica intrínseca de los tipos y el dominio V por recursión en los tipos.

Definición 47 (Embedding-projections pairs). Definimos simultáneamente las
funciones continuas ↓θ: JθKi → V y ↑θ: V→ JθKi

⊥.

Embeddings

↓bool b = ιnat(b)

↓nat n = ιnat(n)

↓θ×θ ′ (p1,p2) = ιpair((↓θ p1, ↓θ ′ p2))
↓θ→θ ′ f = ιfun((↓θ ′)⊥ ◦ f⊥◦ ↑θ)
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Projections

↑bool =[n 7→ n, f 7→ ⊥,p 7→ ⊥]
↑nat =[ι↑, f 7→ ⊥,p 7→ ⊥]
↑θ×θ ′ =[n 7→ ⊥, f 7→ ⊥, ↑θ ⊗ ↑θ ′]
↑θ→θ ′ =[n 7→ ⊥,g 7→ (↑θ ′)⊥ ◦ g ◦ ↓θ,p 7→ ⊥]

Las proyecciones de V a JθKi
⊥ están definidas utilizando el morfismo me-

diador del co-producto y el isomorfismo entre V y el co-producto N⊕ (V→
V⊥)⊕ (V×V). Notar que como resultado de interpretar los booleanos como
naturales, los coercionamos cuando vamos de la interpretación intrínseca
de los tipos a la versión extrínseca; en el otro sentido, solo mapeamos 0
y 1 como booleanos. Al igual que antes, utilizamos ⊥ para representar un
error de tipos.

Teorema de Bracketing

El contenido conceptual de una relación lógica está dado por la propie-
dad fundamental la cual expresa que las semánticas de una expresión en
los dos modelos involucrados en la relación efectivamente están relaciona-
das. En nuestro caso, la propiedad fundamental expresa que la semántica
intrínseca de una expresión bien tipada está relacionada con su semántica
extrínseca bajo la familia de relaciones ρ[θ] ⊆ JθKi

⊥ × V⊥, la cual es resulta-
do de la extensión estricta de la relación para valores δ[θ] ⊆ JθKi ×V.

La definición para los tipos natural y funcional no cambia; en el caso de
los booleanos y los pares es directa: un booleano “intrínseco” está relaciona-
do con un natural “extrínseco” si este último es el resultado de coercionar
el primero. Además, los pares están relacionados si sus correspondientes
componentes lo están.

Definición 48 (Relación Lógica entre las semánticas intrínseca y extrínseca).

(b, ιnat(b)) ∈ δ[bool] (n, ιnat(n)) ∈ δ[nat]

(p1,q1) ∈ δ[θ] (p2,q2) ∈ δ[θ ′]
((p1,p2), ιpair((q1,q2))) ∈ δ[θ× θ ′]

(f x,g y) ∈ ρ[θ], for all (x,y) ∈ δ[θ ′]
(f, ιfun(g)) ∈ δ[θ ′ → θ]

Utilizando la misma estrategia que en la sección 4.2 probamos el siguien-
te lema, que nos asegura que las relaciones son cerradas por supremos de
cadenas; este resultado es importante para probar el teorema de bracketing.
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Lema 28. Para todo θ ∈ Type, δ[θ] y ρ[θ] son cerradas por supremos de cadenas.
Más aun, ρ[θ] es estricta.

Es importante notar que las pruebas realizadas para el lenguaje simple
para el tipo de los naturales y funcionales son las mismas. En este pun-
to podemos apreciar la modularidad del método de prueba, esto se debe
principalmente a que la prueba procede por inducción en los tipos.

Teorema 10 (Bracketing).

1. Si v ∈ JθKi, entonces (v, ↓θ v) ∈ δ[θ].

2. Si (v, v ′) ∈ δ[θ], entonces ι↑(v) =↑θ v ′.

3. Si d ∈ JθKi
⊥, entonces (d, (ι↑◦ ↓θ)⊥d) ∈ ρ[θ].

4. Si (d,d ′) ∈ ρ[θ], entonces d = (↑θ)⊥d ′.

Corolario 4 (Embedding-projection pairs). ↑θ ◦ ↓θ= ι↑.

Omitimos las definiciones de las relaciones lógicas no-cerradas (es decir,
las relaciones lógicas para términos con variables libres), ya que son exac-
tamente iguales a las de la definición 24. El siguiente lema demuestra que
el subtipado conserva las relaciones lógicas; notar que la coerción por el
subtipado solo se realiza en la parte intrínseca.

Lema 29. Sea θ 6 θ ′.

1. Si (f,g) ∈ ∆[π, θ], entonces (Jθ 6 θ ′Kis ◦ f,g) ∈ ∆[π, θ ′]

2. Si (h,k) ∈ P[π, θ], entonces ((ι↑ ◦ Jθ 6 θ ′Kis)⊥ ◦ h,k) ∈ P[π, θ ′]

La estrategia de prueba de la propiedad fundamental es la misma, es decir
procedemos por inducción mutua en la derivación del juicio de tipado para
valores y expresiones; el caso de subsunción se desprende directamente
gracias a este lema.

Teorema 11 (Propiedad Fundamental de las Relaciones Lógicas).

1. Si π `Vv : θ, entonces (Jπ `Vv : θKiv, JvKev) ∈ ∆[π, θ]

2. Si π `Λe : θ, entonces (Jπ `Λe : θKiΛ, JeKeΛ) ∈ P[π, θ]

Utilizando el resultado previo obtenemos una caracterización de la semán-
tica intrínseca de las expresiones (y valores) en términos de la semántica
extrínseca.
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Teorema 12. Jπ `Λe : θKiΛ
= ↑θ⊥ ◦ JeKeΛ◦ ↓π.

Finalmente, obtenemos el resultado de coherencia como un corolario direc-
to de esta caracterización.

Corolario 5 (Coherencia). Sean D y D ′ diferentes derivaciones del juicio de
tipado π `Λe : θ, entonces JDKiΛ = JD ′KiΛ.

4.5 adecuación para subtipos

En esta sección extendemos las relaciones lógicas entre los valores sin-
tácticos y sus denotaciones, las cuales utilizaremos para probar la adecua-
ción operacional con respecto a la denotacional para el lenguaje extendido.
Recordemos que la prueba de adecuación involucra probar dos aspectos
por separado; considerando expresiones divergentes y convergentes. La
adecuación para programas divergentes la probamos con respecto a la se-
mántica extrínseca, mientras que utilizamos la semántica intrínseca para la
prueba con respecto a los programas convergentes.

Adecuación para expresiones divergentes

Dada una expresión bien tipada ` e : θ, queremos probar que JeKeΛ() = ⊥
implica que la evaluación de e diverge. Siguiendo la misma estrategia que
utilizamos en la sección 4.3 para el lenguaje simple, definimos dos relacio-
nes lógicas con la propiedad de step-indexed tal que relacionen valores y
expresiones sintácticas con dominios semánticos V y V⊥, respectivamente.
Haciendo uso de la modularidad de biortogonalidad solamente necesita-
mos agregar a las relaciones lógicas las nuevas definiciones con respecto a
los nuevos tipos y probar los mismos lemas y teoremas. Primero definimos
la relación para valores sobre tipos básicos y luego la relación sobre ex-
presiones queda definida utilizando el operador biortogonal y la extensión
dada por la definición 26.

Definición 49 (Aproximación Operacional). Sea �θi ⊆ V ×V, definimos �θi ⊆
Λ×V⊥ como

e �θ0 ⊥ y e �θn d sii (n, e) ∈ (Ω�θnd)⊥>
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Definición 50 (Aproximación Operacional para Valores).

dbe�bool
n ιnat(b) dbe�nat

n ιnat(b) bmc�nat
n ιnat(m)

∀m < n, v �θm p1 y v ′ �θ
′
m p2

(v, v ′)�θ×θ
′

n ιpair((p1,p2))

∀m < n y v �θ
′
m v, e[x/v, f/(fun f x = e)]�θm fv

fun f x = e �θ
′→θ
n ιfun(f)

La definición de la relación para valores para el caso del producto es di-
recta: un par sintáctico aproxima a un par denotacional si cada componen-
te sintáctico aproxima a su contra-parte denotacional en un índice menor.
Notar que cualquier booleano sintáctico aproxima a su denotación tanto
booleana como natural. Es directo probar que estas relaciones son cerradas
bajo subtipado.

Lema 30 (Cerradas bajo Subtipado). Sea θ 6 θ ′,

1. Para todo n, _ �θn _ ⊆ _ �θ
′
n _ .

2. Para todo n, _ �θn _ ⊆ _ �θ
′
n _ .

Estas relaciones son step-indexed (cf. Lema. 24). La extensión de estas re-
laciones para términos no-cerrados la realizamos como en la definición 30

utilizando la misma aproximación de substituciones y entornos (cf. Defini-
ción. 29). La prueba de la propiedad fundamental de las relaciones lógicas
(cf. Teorema. 5) es directa: el caso de subsunción lo probamos utilizando el
lema 30. Finalmente, completamos la prueba de adecuación para expresio-
nes divergentes notando que si una expresión aproxima a ⊥ para cualquier
natural, entonces la configuración (Id, e) puede realizar alguna cantidad
arbitraria de transiciones.

Adecuación para Expresiones Convergentes

La pieza que resta probar para tener adecuación completa es demostrar
que si la denotación de una expresión para cualquier tipo básico es una
constante, entonces la evaluación operacional evalúa a ese valor. Recorde-
mos que una observación, en este contexto, será un subconjunto de confi-
guraciones cerrado por anti-ejecución; esta observación la utilizamos para
definir las relaciones lógicas para expresiones utilizando biortogonalidad y
la relación lógica correspondiente a los valores.
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Definición 51 (Aproximación Denotacional).

e �θ d sii e ∈ (�θv)⊥>, para todo v ∈ JθKi tal que d = ι↑(v) .

Definición 52 (Aproximación Denotacional para Valores).

dbe�bool b dbe�nat b bmc�int m

v �θ v v ′ �θ
′
v ′

(v, v ′)�θ×θ
′
(v, v ′)

e[x/v, f/(fun f x = e)]�θ fv, para todo v �θ
′
v

fun f x = e �θ
′→θ f

Similar a lo que ocurre con la aproximación operacional, los valores sin-
tácticos booleanos son aproximados por su representación tanto natural
como booleana. Notar que estas aproximaciones tiene una relación cercana
con la regla operacional de cast; es decir, podemos probar utilizando esta
regla que la expresión dtruee evalúa a b1c.

Estas aproximaciones denotacionales son cerradas por subtipado, aun-
que como estamos en presencia de un modelo intrínseco tenemos que uti-
lizar las funciones de coerción dadas por la interpretación de los juicios de
subtipado.

Lema 31. Sea θ 6 θ ′.

1. Si v �θ v, entonces v �θ
′
Jθ 6 θ ′Kis ◦ v.

2. Si e �θ e, entonces e �θ
′
(ι↑ ◦ Jθ 6 θ ′Kis)⊥ ◦ e.

Al igual que para el lenguaje simple (cf. Teorema. 7) expresamos la pro-
piedad fundamental de las relaciones lógicas en términos de las relacio-
nes Scott clausuradas. Para obtener la adecuación para cualquier expresión
bien tipada con tipo nat, fijamos la observación como el conjunto de confi-
guraciones {(E, e) | (E, e) 7−→∗ (Id, bnc)}.

Corolario 6 (Adecuación para Expresiones Convergentes).
Si J`Λe : intKiΛ

[] = ι↑(n), entonces (Id, e) 7−→∗ (Id, bnc).

Además, podemos utilizar este corolario y obtener la adecuación con res-
pecto a la semántica extrínseca.

Corolario 7. Si `Λe : int y JeKeΛ() = ιnat(n), entonces (Id, e) 7−→∗ (Id, bnc).

Finalmente, es interesante remarcar que los resultados, Corolario 6 y Teo-
rema 7 también son validos para booleanos; cambiando la observación por
el conjunto de configuraciones {(E, e) | (E, e) 7−→∗ (Id, dbe)}.
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B I O RT O G O N A L I D A D PA R A U N L E N G UA J E L A Z Y

En este capítulo extendemos el uso de biortogonalidad para probar la
corrección de un compilador para un lenguaje lazy básico con recursión
hacia una variante de la máquina abstracta descripta por Sestoft [46]. Par-
ticularmente queremos probar la corrección del compilador con respecto
a una semántica denotacional, es decir queremos probar que un código o
programa de bajo nivel generado por el compilador “implementa” el objeto
matemático que es la denotación de la expresión de alto nivel que se com-
piló. El desarrollo toma como base los estudios preliminares realizador por
Rodríguez [41], que explora biortogonalidad para un lenguaje lazy simple
sin recursión.

En capítulos pasados vimos que la utilización de biortogonalidad trae
asociada alguna noción de observación sobre las configuración de la ma-
quina abstracta. En lenguaje con estrategia de evaluación call-by-value (por
ejemplo [1, 21, 22]) las configuraciones pueden separarse en el realizador y
el test; esta clara separación entre realizadores y tests también ocurre para
el caso de lenguajes con estrategia de evaluación call-by-name [26]. Una
de las dificultades técnicas que aparece en el caso de evaluación lazy (call-
by-need) es la imposibilidad de una separación clara entre los realizadores
y los tests; uno de los avances preliminares de Rodríguez [41] es resolver
parcialmente este problema para un lenguaje simple sin recursión el cual
nosotros extendemos con recursión.

5.1 lenguaje de alto nivel

Nuestro lenguaje fuente es un cálculo lambda extendido con constantes,
operadores binarios, productos y expresión condicional (chequeando por
cero). Este lenguaje está inspirado principalmente en los lenguajes presen-
tados en Launchbury [25] y Sestoft [46], en nuestro caso hacemos uso de
índices de De Bruijn para las variables y la expresión let recursiva solamen-
te permite introducir una variable. Para referirnos a la variable n utilizamos
n y a la constantem la denotaremos como bmc. Si bien el lenguaje restringe
la aplicación; el operando es siempre una variable, esto no es mayor proble-
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ma ya que es fácil transformar una aplicación no restringida usando una
definición: t t ′ puede ser escrito como let t ′ in t 0.

Definición 53 (Expresiones).

t, t ′ ∈ Expr ::= n | λ t | t n | � | let t in t ′

| (t, t ′) | fst n | snd n
| bnc | t� t ′ | ifz t then t ′ else t ′′

Es importante mencionar que la restricción en la expresión let la cual
solo permite introducir una variable, no es una limitación sobre el poder
expresivo; por ejemplo podemos definir la función que determina si el valor
de la variable n es par (e impar cambiando fst por snd en el cuerpo del
ultimo let) donde interpretamos a la constante 0 como verdadero y 1 como
falso en el valor final devuelto.

1 let λ λ (ifz 0 then 0
2 else let 1 − 1 in
3 (snd 2) 0
4 ) in
5 let λ λ (ifz 0 then 1
6 else let 1 − 1 in
7 (fst 2) 0
8 ) in
9 let λ

10 (let 2 1 in
11 ((fst 1) 0, (snd 1) 0)
12 ) in
13 let n in
14 let (4, 3) in
15 let (31)
16 in (fst 0) 2

Usando índices De Bruijn

1 let even = λeo. λm. (ifz m then 0
2 else let m ′ = m − 1 in
3 (snd eo)m ′

4 ) in
5 let odd = λeo. λm. (ifz m then 1
6 else let m ′ = m − 1 in
7 (fst eo)m ′

8 ) in
9 let eoRec = λeo.

10 (let eor = eoRec eo in
11

((fst eo) eor, (snd eo) eor)
12 ) in
13 let n = n in
14 let eo = (even,odd) in
15 let evenodd = evenoddRec eo

16 in (fst evenodd)n

Usando variables con nombre

A diferencia de Launchbury y Sestoft quienes definen un lenguaje sin
tipos, nosotros consideramos solo expresiones bien tipadas.

Definición 54 (Tipos).

θ, θ ′ ∈ Type ::= unit | int | θ→ θ ′ | θ× θ ′
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El tipo de las variables se define mediante los contextos, los cuales son
listas de tipos ya que utilizamos índices de De Bruijn. Para agregar un tipo
nuevo al contexto utilizamos _ :: _, los contextos siempre crecen a izquierda,
de esta manera podemos mantener una conexión entre cualquier índice y
la posición de su tipo en el contexto.

Definición 55 (Contextos).

π ∈ Ctx ::= [] | θ ::π

Para definir las reglas de tipado definimos la función de búsqueda sobre
cualquier contexto dada una posición, denotada por _ . _, la cual devuelve
el conjunto vacío si el índice no esta definido y un singleton cuando lo esta.
Un juicio de tipado π ` t : θ denotará que t tiene tipo θ bajo el contexto
π. Un juicio es válido si uno puede construir una derivación utilizando las
siguientes reglas.

Definición 56 (Reglas de tipado).

θ ::π ` t : θ ′Abs

π ` λ t : θ→ θ ′
π ` t : θ→ θ ′App π . n = { θ }
π ` t n : θ ′

Var π . n = { θ }
π ` n : θ

Unit

π ` � : unit

θ ::π ` t : θ θ ::π ` t ′ : θ ′Let

π ` let t in t ′ : θ ′

π ` t : θ π ` t ′ : θ ′Pair

π ` (t, t ′) : θ× θ ′

π ` n : θ× θ ′
Fst

π ` fst n : θ
π ` n : θ× θ ′

Snd

π ` snd n : θ ′

Int

π ` bmc : int
π ` t : int π ` t ′ : intBinOp

π ` t� t ′ : int

π ` t : int π ` t ′ : θ π ` t ′′ : θIfz

π ` ifz t then t ′ else t ′′ : θ
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Semántica denotacional

Nuestro lenguaje posee recursión por lo tanto el modelo matemático de-
berá ser lo suficientemente rico como para poder abordar esta característi-
ca, por lo tanto utilizaremos los dominios que introdujimos en el capítulo
2; recordemos que los dominios son conjuntos parcialmente ordenados que
nos garantizan la existencia de un menor punto fijo para funciones conti-
nuas, exactamente esta característica es la que nos permitirá dar semántica
a nuestra expresión let recursiva. La semántica de cada tipo estará dada
por un dominio; notar que alcanza con fijar la denotación de enteros y unit,
pues los otros tipos obtienen su semántica utilizando la estructura cartesia-
na de la categoría. Además caracterizaremos como tipos básicos a aquellos
cuya semántica esté determinada por un dominio con orden discreto.

Definición 57 (Semántica de tipos).

J unit Kv= { � } J θ→ θ ′ Kv= J θ K → J θ ′ K

J int Kv=Z J θ× θ ′ Kv= J θ K× J θ ′ K

J θ K= J θ Kv⊥

La semántica de los contextos está dada por productos; decimos que la
tupla ρ ∈ Jπ K es un entorno.

Definición 58 (Semántica de contextos).

J [] K = { � } J θ ::π K = J θ K× Jπ K

Damos significado solamente a expresiones bien tipadas, lo que se cono-
ce según Reynolds [39] como semántica intrínseca. Por recursión en las deri-
vaciones asignamos a cada derivación de un juicio de tipado con conclusión
π ` t : θ una función continua de Jπ K a J θ K. En la formalización utili-
zamos una definición puramente categórica de las ecuaciones semánticas
que nos asegura la continuidad de manera directa; usamos combinadores
categóricos como la composición en la categoría base, productos, exponen-
ciales, etc. Además, hacemos uso de la categoría de Kleisli asociada a la
mónada de promoción; los objetos son los mismos que los de la categoría
base, pero HomK(A,B) = Hom(A, FB) donde el functor F es en este caso la
promoción, luego la identidad idA : A→ A⊥ es exactamente ι↑ y la compo-
sición se define como g ◦k f = g⊥⊥ ◦ f. Sin embargo, en este contexto si bien
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preferimos una definición más categórica que la de los capítulos anteriores,
nos permitimos explicitar los argumentos a fines de mejorar la legibilidad.
Por lo tanto, para la definición de cada ecuación semántica utilizamos al-
gunas de las funciones continuas asociadas a la estructura cartesiana de la
categoría y definimos nuevas funciones continuas: sean A, B y C predomi-
nios,

Respecto al producto tenemos las proyecciones π1 : A× B → A, π2 :

A× B → B y el producto de funciones continuas 〈 f , g 〉 : A → B×C
con f : A→ B y g : A→ C.

Como ya mencionamos, dadas dos funciones continuas f : A → B

y g : B → C, denotamos a la composición como g ◦ f : A → C y
además si tenemos f : A → B⊥ y g : B → C⊥ podemos utilizar la
promoción de funciones para definir la composición g ◦k f : A → C⊥
como g ◦k f = g⊥⊥ ◦ f.

Para dar significado a la abstracción definimos la siguiente función
para cualquier f : A×B→ C,

〈f〉 : B→ (A→ C)⊥

〈f〉 b = ι↑(a 7→ f (a,b)) .

Para el caso de la aplicación definimos una función continua con al-
guna similitud a la composición para cualquieras funciones continuas
f : A→ B y g : A→ (B→ C⊥)⊥,

g ◦app f : A→ C⊥

g ◦app f a = (h 7→ h ◦ (f a)) ◦k (ga) .

Dada una operación binaria � : Z → Z → Z y dos funciones conti-
nuas f : A→ Z⊥ y g : A→ Z⊥ definimos

f ◦� g : A→ Z⊥

f ◦� g a = (i 7→ (i ′ 7→ ι↑(i� i ′))⊥⊥(f a))⊥⊥(ga) .

Dadas funciones continuas f : A → Z⊥, g : A → B⊥ y h : A → B⊥
podemos definir además un operador condicional ifz (f) (g) (h) : A→
B⊥ tal que

(ifz (f) (g) (h))a =


ga si f a = ι↑0

ha si f a 6= ι↑0

⊥ si f a = ⊥

.
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Definir la función continua para dar semántica a la expresión let impli-
ca tomar un punto fijo y aplicarlo, para esto definimos dos funciones
continuas. La primera es el operador de punto fijo de manera que
dada una función continua f : A⊥ × B → A⊥ donde denotamos a
〈f〉n : B→ A⊥ como el n-ésimo elemento de la cadena formada por f,

Fix(f) : B→ A⊥ 〈f〉0 b = ⊥

Fix(f) =
∞⊔
n=0

〈f〉n 〈f〉n+1 b = f (〈f〉nb , b) .

La segunda definición toma dos funciones continuas f : B → A⊥ y
g : A⊥ ×B→ C⊥ y define

let (f) (g) : B→ C⊥

let (f) (g) b = g (f b,b) .

Finalmente, dado algún elemento c denotaremos a la función cons-
tante como _ 7→ c.

Por conveniencia omitimos la derivación y escribimos el contexto y el
tipo como sub-índices. Además, extendemos las tuplas hacia la izquierda
asumiendo que (d, ρ) es igual que su versión “aplastada” y escribimos
ρ ↙ n para denotar la n-ésima proyección desde la tupla ρ; asumiendo
que n < |ρ|.

Definición 59 (Semántica de Expresiones).

J � Kπ, unit = _ 7→ ι↑�
J bmc Kπ, int = _ 7→ ι↑m

J λ t Kπ, θ→ θ ′ = 〈J t Kθ ::π, θ ′〉
Jn Kπ, θ = ρ 7→ ρ ↙ n

J t n Kπ, θ ′ = J t Kπ, θ→ θ ′ ◦app Jn Kπ, θ

J (t, t ′) Kπ, θ×θ ′ = ι↑ ◦ 〈 J t Kπ, θ , J t ′ Kπ, θ ′ 〉
J fst n Kπ, θ = π1 ◦k Jn Kπ, θ×θ ′

J snd n Kπ, θ ′ = π2 ◦k Jn Kπ, θ×θ ′

J let t in t ′ Kπ, θ ′ = let (Fix(J t Kθ ::π, θ)) (J t ′ Kθ ::π, θ ′)

J t� t ′ Kπ, int = J t Kπ, int ◦� J t ′ Kπ, int

J ifz t then t ′ else t ′′ Kπ, θ = ifz (J t Kπ, int) (J t ′ Kπ, θ) (J t ′′ Kπ, θ)
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5.2 lenguaje de bajo nivel

En esta sección presentamos el lenguaje objeto en el cual estarán repre-
sentados los programas resultantes de compilar los programas escritos en
el lenguaje de alto nivel. La representación del lenguaje la realizamos me-
diante la introducción de una máquina abstracta; tomamos la máquina bá-
sica definida por Sestoft [46] y presentada por Rodríguez [41, Capítulo 7]
en su tesis doctoral y la extendemos con productos, operadores binarios
aritméticos y operador de recursión. La máquina abstracta original defini-
da por Sestoft es producto de la derivación de la semántica operacional
descripta por Launchbury [25] (presentada en el capítulo 3, definición 6)
y resulta ser una variante de la máquina abstracta de Krivine 1; la cual
implementa la estrategia de evaluación call-by-name.

Una configuración en la máquina de Sestoft es una cuádrupla (Γ , i, η, s)
compuesta por el heap Γ , la instrucción i, el entorno η, y el stack s; una confi-
guración en la semántica operacional de Launchbury está compuesta por el
heap y la expresión, con la finalidad de transformar el estilo arbóreo de eva-
luación en una secuencia de ejecución “paso a paso”, agregamos el stack s.
Además, para capturar de forma operacional la substitución realizada du-
rante la aplicación introducimos el entorno η. En relación con la máquina
de Krivine2 los entornos y stacks en la máquina abstracta definida por Ses-
toft serán listas de punteros, además el stack podrá contener marcadores que
permiten realizar transiciones particulares una vez que computamos a un
valor. Un heap será un mapa de punteros a pares de instrucción y entorno
que llamaremos clausuras.

1 descripta en una publicación por [24] más de veinticinco años después de su definición.
2 donde una configuración es una terna compuesta por una instrucción, un entorno y un

stack que contienen pares de instrucción y entorno



92 biortogonalidad para un lenguaje lazy

Definición 60 (Componentes).

iv ∈ Val ::= Grab ▹ i | Unit | Pair (i, i ′) | n

i, i ′ ∈ Code ::= iv | Access n | BOp� i i
′

| Push n ▹ i | Let i ▹ i ′

| Snd n | Fst n | IfZ i i ′ i ′′

p, q ∈ Pointer
m ∈Marker ::= ]p | ]1p | ]2p | ?p | �p
k ∈ Cont ::= IfZ� (i, i ′) | BOp�� i | BOp� n�

α ∈MClos ::= (i, η)
η ∈MEnv ::= [] | p ::η

s ∈ Stack ::= [] | p :: s | m :: s | π1 :: s | π2 :: s

Γ , ∆ ∈ Heap ::= [] | (p,α) :: Γ | (p, (k, η)) :: Γ
w ∈ Conf ::= (Γ , i, η, s)

Usaremos de manera indistinta el isomorfismo entre funciones con do-
minios finitos y mapas finitos pensados como lista de tuplas, por ejemplo
denotaremos el heap (p,α) ::[] como {p 7→ α }. Un puntero p estará en un
entorno η si existe una posición n tal que η . n = p. Los punteros de una
clausura son aquellos que están en el entorno y los del heap serán los que
se encuentran en su dominio sumados a los incluidos en la clausura que
aparezca en su imagen.

Definición 61 (Punteros).

ptr(η) =
⋃
n∈N η . n ptr(s) =

⋃
n∈N s . n

ptr((i, η))=ptr(η) ptr((k, η))=ptr(η)

ptr(Γ) = dom(Γ) ∪
⋃
p∈dom(Γ) ptr(Γ p)

Denotaremos la actualización del puntero p con γ en el heap Γ como Γ [p 7→
γ ], donde γ puede ser una clausura o un par (k, η):

Γ [p 7→ γ ]q =

γ if p = q

Γ q otherwise

Las reglas de transición que describen la semántica de la máquina están
dadas por los siguientes cuadros: (i) en 5.1 presentamos las reglas tomadas
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directamente de la máquina de Sestoft y nuestra regla de recursión, (ii) en
5.2 describimos las reglas de actualización del heap, (iii) las reglas para
evaluar operaciones binarias se describen en 5.3, (iv) en 5.4 damos las re-
glas sobre la ejecución de la instrucción condicional, (v) finalmente en 5.5
describimos las reglas respecto de los pares y las proyecciones. Claramente
es posible agregar reglas de transición extra que nos permitan optimizar el
heap.

Las primeras cuatro reglas presentadas en 5.1 están tomadas directamen-
te de la máquina de Sestoft. Una instrucción Grab ▹ i es ejecutada movien-
do el puntero desde el stack hacía el entorno y continuando la ejecución
con i. El stack acumula los punteros hacía las instrucciones que forman
los argumentos, luego pasar un puntero del stack hacía el entorno signi-
fica que el cuerpo de la abstracción puede acceder a sus argumentos. La
instrucción Access n desreferencia el puntero η . n y actualiza la clausura
actual por la desreferenciada; además la regla agrega un marcador al stack
para forzar la actualización del heap una vez que se alcance un valor, es
decir si alcanzamos una configuración donde la instrucción de la clausura
es un Val.

La instrucción Push n ▹ i agrega al stack el n-ésimo puntero del entorno.
Ese puntero fue creado y agregado al entorno por la instrucción Let i ▹

i ′, la cual extiende el heap agregando un nuevo puntero p y asociándolo
con la clausura (i, η), donde η es el entorno actual. La garantía de que el
puntero p es fresco está dada por la condición p 6∈ ptr(Γ) ∪ ptr(η) ∪ ptr(s);
para evitar el no-determinismo en la creación del nuevo puntero podemos
definir al conjunto de punteros como Pointer = N y la función de creación
elige el menor natural no utilizado aun.

La ultima regla de transición es la relacionada con la recursión, en cada
paso de recursión creamos un puntero fresco al que vamos a asociarle la
clausura original, además colocamos para evaluar la clausura compuesta
por la instrucción relacionada con la recursión y el entorno al que agre-
gamos el nuevo puntero. Notar que por cada paso recursivo que dé la
máquina durante la evaluación vamos a estar creando un nuevo puntero
fresco, más aun cada vez que creemos este nuevo puntero, el puntero que
nos condujo al nuevo paso recursivo queda inalcanzable.

Las reglas de 5.2 describen la actualización del heap. La primera regla
se corresponde con la actualización del heap porque alcanzamos un valor
y en el tope del stack tenemos un marcador que nos indica que puntero
actualizar. Notar que podemos tener cuatro tipos distintos de valores, los
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(Γ , Grab ▹ i, η, p :: s) 7−→ (Γ , i, p ::η, s) (grab)

(Γ , Access n, η, s) 7−→ (Γ , i ′, η ′, ]p :: s)

cuando n < |η |, p = η . n y

(i ′, η ′) = Γ p (acc)

(Γ , Push n ▹ i, η, s) 7−→ (Γ , i, η, p :: s)

cuando p = η . n (push)

(Γ , Let i ▹ i ′, η, s) 7−→ (Γ [p 7→ (i, p ::η) ], i ′, p ::η, s)

cuando p 6∈ ptr(Γ) ∪ ptr(η) ∪ ptr(s) (let)

(Γ , Rec i, η, s) 7−→ (Γ [p 7→ (Rec i, η) ], i, p ::η, s)

cuando p 6∈ ptr(Γ) ∪ ptr(η) ∪ ptr(s) (rec)

Cuadro 5.1: Transiciones de Sestoft + Recursión.

básicos Unit y n junto con Pair (i, i ′) y Grab ▹ i. Las dos reglas siguientes
son similares y actualizan una componente del par.

(Γ , iv, η, ]p :: s) 7−→ (Γ [p 7→ (iv, η) ], iv, η, s) (upd)

(Γ , iv, η, ]1p :: s) 7−→ (Γ [p 7→ (Pair (iv, i ′), η ′) ], iv, η, s)

cuando (Pair (i, i ′), η ′) = Γ p (upd-1)

(Γ , iv, η, ]2p :: s) 7−→ (Γ [p 7→ (Pair (i, iv), η ′) ], iv, η, s)

cuando (Pair (i, i ′), η ′) = Γ p (upd-2)

Cuadro 5.2: Transiciones de actualización.

Las reglas de transición introducidas en 5.3 y 5.4 se corresponden con
la evaluación del operador binario (estricto) y la instrucción condicional,
respectivamente. Las primeras transiciones de cada cuadro crean punteros,
como en el caso de la instrucción let, pero son asociados a otra clase de
clausura. La computación de un operador binario crea un frame (similar a
la propuesta de Selinger [45]) que acumula los valores ya computados y
señala con � el lugar del operando que esta siendo computado. La ejecu-
ción de la instrucción condicional asocia el nuevo puntero con el par de
instrucciones que continuarán con la ejecución dependiendo de la evalua-



5.2 lenguaje de bajo nivel 95

ción de la condición. Los marcadores �p y ?p apuntan a la continuación
que contiene las instrucciones para continuar la evaluación.

(Γ , BOp� i i
′, η, s) 7−→ (Γ [p 7→ (BOp�� i

′, η) ], i, η, �p :: s)
cuando p 6∈ ptr(Γ) ∪ ptr(η) ∪ ptr(s) (bop)

(Γ , n, η ′, �p :: s) 7−→ (Γ [p 7→ (BOp� n�, η) ], i ′, η, �p :: s)
cuando Γp = (BOp�� i

′, η) (bop-l)

(Γ , m, η ′, �p :: s) 7−→ (Γ , n�m, η, s)

cuando Γp = (BOp� n�, η) (bop-r)

Cuadro 5.3: Transiciones de la operación aritmética.

(Γ , IfZ i i ′ i ′′, η, s) 7−→ (Γ [p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) ], i, η, ?p :: s)

cuando p 6∈ ptr(Γ) ∪ ptr(η) ∪ ptr(s) (ifz)

(Γ , 0, η, ?p :: s) 7−→ (Γ , i ′, η ′, s)

cuando Γp = (IfZ� (i ′, i ′′), η ′) (ifz-z)

(Γ , n+ 1, η, ?p :: s) 7−→ (Γ , i ′′, η ′, s)

cuando Γp = (IfZ� (i ′, i ′′), η ′) (ifz-nz)

Cuadro 5.4: Transiciones del condicional.

Las ultimas cuatro transiciones del cuadro5.5 involucran la ejecución de
las proyecciones: para proyectar una componente, por ejemplo la que tiene
como instrucción a Fst n, primero tenemos que evaluar el código asociado
con el puntero dado por η . n; además agregamos al stack los marcadores
para actualizar el puntero, proyectar la primera componente (en el caso de
que el código compute a un par) y finalmente actualizar la primera compo-
nente del par. Las transiciones que efectivamente realizan la proyección de
la componente son aquellas que tiene el marcador πi.

Denotamos a la clausura reflexiva y transitiva de las reglas de transición
de la máquina como 7−→∗; escribimos (Γ , i, η, s) 7−→∗ (Γ ′, i ′, η ′, s ′) para
describir que la máquina va de la configuración (Γ , i, η, s) a la configura-
ción (Γ ′, i ′, η ′, s ′) en alguna cantidad finita de pasos. Además denotamos
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(Γ , Fst n, η, s) 7−→ (Γ , i, η ′, ]p ::π1 :: ]1p :: s)

cuando p = η . n, Γ p = (i,η ′) (fst)

(Γ , Snd n, η, s) 7−→ (Γ , i, η ′, ]p ::π2 :: ]2p :: s)

cuando p = η . n, Γ p = (i,η ′) (snd)

(Γ , Pair (i, i ′), η, π1 :: s) 7−→ (Γ , i, η, s) (pair-1)

(Γ , Pair (i, i ′), η, π2 :: s) 7−→ (Γ , i ′, η, s) (pair-2)

Cuadro 5.5: Transiciones del producto.

a la computación que puede dar una cantidad arbitraria de pasos como
(Γ , i, η, s) 7−→∞.

compilación En contraste con la semántica denotacional, para la com-
pilación no usamos ninguna información sobre el tipo de la expresión, por
lo tanto podemos compilar cualquier expresión. Sin embargo la prueba de
corrección solo será para expresiones bien tipadas y la prueba está basada
en las reglas de derivación de los juicios de tipado.

Definición 62 (Compilador).

L λ t M = Grab ▹ L t M Ln M = Access n

L t n M = Push n ▹ L t M L � M = Unit

L let t in t ′ M= Let (Rec L t M) ▹ L t ′ M L bmc M =m

L (t, t ′) M = Pair (L t M, L t ′ M) L fst n M = Fst n

L t� t ′ M = BOp� L t M L t ′ M L snd n M= Snd n

L ifz t then t ′ else t ′′ M = IfZ L t M L t ′ M L t ′′ M

ejemplo Consideremos el siguiente ejemplo con el fin de analizar el
comportamiento de la máquina abstracta enfocándonos especialmente en
el “sharing”. La expresión (a) está construida utilizando la sintaxis abstrac-
ta que presentamos, es decir utilizando índices de De Bruijn, la (b) es la
representación utilizando nombres de variables y el código (c) es el resul-
tado de la compilación de (a). Notar que estamos eligiendo �, la operación
binaria, como +.
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1 let b1c+ b2c
2 in 0+ 0

(a) De Bruijn

1 let x = b1c+ b2c
2 in x+ x

(b) Nombres

1 Let (Rec (BOp+ 1 2))
2 ▹ (BOp+ (Access 0) (Access 0))

(c) Compilado

La ejecución del ejemplo comienza en el paso 1 con el heap, entorno y
stack, todos vacíos y finaliza en el paso 13 cuando llegamos a la configu-
ración donde el código de la clausura es un valor y el stack esta vacío. En
particular para el ejemplo escribimos Γp para denotar al heap que contiene
a p referenciando a alguna clausura, además cada vez que actualicemos
un puntero ya existente lo escribimos como p̂. Las transiciones de 1 a 3

(let y bop) generan los primeros punteros p y q, donde p será el puntero
en el cual observaremos el “sharing” y q mantendrá el frame para evaluar
la operación binaria (en este caso el +); lo mismo ocurre con r durante la
transición de 5 a 6 (bop). Entre las transiciones 1 y 6 extendemos el heap
vacío progresivamente de la siguiente manera

Γp = {p 7→ (Rec (BOp+ 1 2), [])}
Γp,q = {p 7→ (Rec (BOp+ 1 2), [])

,q 7→ (BOp+ � (Access 0), [p])}
Γp,q,r = {p 7→ (Rec (BOp+ 1 2), [])

,q 7→ (BOp+ � (Access 0), [p])
, r 7→ (BOp+ � 2, [])}

Por simplicidad en la transición de 4 a 5 (rec) obviamos la creación del
puntero referido a la recursión; notar que deberíamos crear un puntero
nuevo y asociarle la clausura del paso 4 para luego en el paso 5 extender
el entorno con ese puntero. Claramente para computar en este ejemplo el
código BOp+ 1 2 nos es irrelevante el entorno. Entre las transiciones 6 a 8

(bop-l y bop-r) se computa el valor de la operación binaria, en consecuencia
actualizamos las componentes del frame referenciado por r

Γp,q,r̂ = {p 7→ (Rec (BOp+ 1 2), [])
,q 7→ (BOp+ � (Access 0), [p])
, r 7→ (BOp+ 1 �, [])}
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En la transición de 8 a 9 (upd) podemos notar que la configuración tiene
un valor como código y un marcador de actualización en el tope del stack,
por lo tanto en esta transición se realiza la actualización del puntero

Γp̂,q,r̂ = {p 7→ (3, [])
,q 7→ (BOp+ � (Access 0), [p])
, r 7→ (BOp+ 1 �, [])}

A partir del paso 9 y hasta el 12 se da la evaluación del segundo operando
del operador binario ubicado en el cuerpo del Let, en particular podemos
notar que en la transición de 10 a 11 (acc) al hacer el access obtenemos el
valor actualizado en lugar de BOp+ 1 2. Además la ultima actualización del
heap se realiza en la transición de 9 a 10

Γp̂,q̂,r̂ = {p 7→ (3, [])
,q 7→ (BOp+ 3 �, [p])
, r 7→ (BOp+ 1 �, [])}

Finalmente en la ultima transición de 12 a 13 (bop-r) combinamos los dos
valores, uno el valor ubicado en la clausura de la configuración y el segun-
do desde el puntero q; ya que en el tope del stack tenemos el marcador +q
que nos especifica donde ir a buscar el frame que completa la evaluación
de la operación binaria.

5.3 corrección del compilador

En esta sección vamos a probar la corrección del compilador con respecto
a una semántica denotacional. Dado que nuestro lenguaje posee recursión
la corrección del compilador involucra dos aspectos. Por un lado la com-
pilación de una expresión divergente debe producir un código tal que la
máquina abstracta “se cuelgue”, es decir la computación pueda dar una
cantidad arbitraria de pasos. Por otro lado, si la interpretación denotacio-
nal de una expresión es una constante de algún tipo básico entonces el
código generado por el compilador debe ser tal que la máquina termina y
además la configuración final contiene a la representación de la constante
como instrucción.
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Heap Code MEnv Stack Regla

1 { } Let(Rec (BOp+ 1 2)) [] []

▹ BOp+ (Access 0) (Access 0) let

2 Γp BOp+ (Access 0) (Access 0) [p] [] bop

3 Γp,q Access 0 [p] [+q] acc

4 Γp,q Rec (BOp+ 1 2) [] []p,+q] rec

5 Γp,q BOp+ 1 2 [] []p,+q] bop

6 Γp,q,r 1 [] [+r, ]p,+q] bop-l

7 Γp,q,r̂ 2 [] [+r, ]p,+q] bop-r

8 Γp,q,r̂ 3 [] []p,+q] upd

9 Γp̂,q,r̂ 3 [] [+q] bop-l

10 Γp̂,q̂,r̂ Access 0 [p] [+q] acc

11 Γp̂,q̂,r̂ 3 [] []p,+q] upd

12 Γp̂,q̂,r̂ 3 [] [+q] bop-r

13 Γp̂,q̂,r̂ 6 [] []

Figura 5.1: Ejemplo de evaluación

Definición 63. Un compilador, L _ M : Expr → Code, es correcto si para todo
t ∈ Expr tal que [] ` t : θ con θ cualquier tipo básico:

1. Si J t K[], θ � = ι↑(c) entonces (Γ , L t M, [], []) 7−→∗ (∆, c, η, [])

2. Si J t K[], θ � = ⊥ entonces (Γ , L t M, [], []) 7−→∞
Observaciones

La idea para probar la corrección de nuestro compilador es utilizar bior-
togonalidad como ya aplicamos en el capítulo anterior, para esto necesita-
mos introducir algunas nociones que nos sean de utilidad para definir las
relaciones de satisfactibilidad que induzca los operadores ortogonales para
cada caso de corrección del compilador.

Diremos que un heap esta bien formado cuando toda posible desreferen-
ciación en una clausura esta definida en el mismo heap; es decir, todos los
punteros que ocurren en cualquier clausura dentro de heap están incluidos
en su dominio. Por ejemplo, uno puede chequear fácilmente que el heap
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Γ = {p 7→ (Unit, [q ]) } no cumple con la propiedad de buena formación ya
que q 6∈ dom(Γ). El predicado wf (Γ) establece que Γ esta bien formado y se
extiende a (Γ , α) ∈ (Heap × MClos) y (Γ , s) ∈ (Heap × Stack).

Definición 64 (Heap bien formado).

wf (Γ) si y solo si ptr(Γ) = dom(Γ)

wf (Γ , α) si y solo si wf (Γ) y ptr(α) ⊆ dom(Γ) ,
wf (Γ , s) si y solo si wf (Γ) y ptr(s) ⊆ dom(Γ) .

El siguiente lema es de suma utilidad y su validez se desprende directa-
mente de la definición.

Lema 32.

1. Si wf (Γ), entonces para todo p ∈ dom(Γ) vale wf (Γ , Γ p).

2. Si wf (Γ) y ptr(α) ⊆ dom(Γ), entonces wf (Γ [p 7→ α ]).

En el capítulo anterior ocurría que existía una clara separación entre
los realizadores (las expresiones) y los tests (los frame-stacks) y esto nos
permitía determinar una relación de satisfactibilidad de manera directa;
combinábamos la expresión y el frame-stack para formar una configuración
que debía pertenecer al conjunto de observaciones. En esa misma linea,
incluso si consideráramos la máquina abstracta de Krivine con evaluación
call-by-name, donde una configuración de la máquina será una clausura
junto con un stack, también ocurre que existe esta separación directa entre
realizadores (las clausuras) y tests (los stacks) que nos permite definir la
relación de satisfactibilidad con una estrategia similar.

Una configuración de la máquina abstracta que estamos considerando
es una cuádrupla que consiste de un heap, una clausura (instrucción y
entorno) y un stack. El problema ahora es que no surge una clara sepa-
ración entre realizadores y tests ya que tanto la clausura como el stack
necesitan del heap para estar bien formados. Por esta razón la noción de
satisfactibilidad será más complicada; un realizador será un elemento en
Heap × MClos (un heap junto con una clausura) y un tests será un elemen-
to en Heap × Stack (un heap junto con un stack).

Ahora, uno podría ingenuamente pensar que una estrategia similar a
la utilizada en el capítulo previo podría ser adecuada; dado un conjunto
de observaciones (por ejemplo el de configuraciones que evalúan a una
constante) la relación de satisfactibilidad estará definida de manera que
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la combinación del realizador (un heap junto con una clausura) y el test
(un heap junto a un stack) formen una configuración que deba pertenecer
al conjunto de observaciones, donde la configuración final resultado de la
combinación tenga como heap a la unión de los heaps involucrados en el
realizador y el test. Claramente este enfoque conlleva problemas como el
que ocurre cuando existe un mismo puntero asociando distintas clausuras
en cada heap. Por lo tanto, tenemos que restringir que uniones de heaps
serán validas para luego determinar si una configuración pertenece o no
a un determinado conjunto de observaciones; diremos entonces que dos
heaps Γ y ∆ son compatibles si coinciden en todos sus punteros en común.

Definición 65. Los heaps Γ y ∆ son compatibles, denotado como Γ ./ ∆, si
Γ p = ∆p, para todo p ∈ dom(Γ) ∩ dom(∆).

La siguiente definición nos asegura que la unión de heaps esta bien defini-
da cuando estos son compatibles.

Definición 66. Si Γ ./ ∆, la unión Γ ∪ ∆ con dominio dom(Γ) ∪ dom(∆) se
define como

(Γ ∪ ∆)p =

Γ p si p ∈ dom(Γ)

∆p si p ∈ dom(∆)

A continuación enunciamos algunas propiedades básicas acerca de la
relación ./ y la unión de heaps.

Lema 33. La relación ./ es reflexiva y simétrica. Además, asumiendo ∆ ./ ∆ ′,
entonces Γ ./ ∆ y Γ ./ ∆ ′ si y solo si Γ ./ (∆ ∪ ∆ ′).

La unión de heaps compatibles es asociativa y conmutativa; la propiedad
de estar bien formado se preserva bajo unión.

Lema 34. Si wf (Γ), wf (∆), y Γ ./ ∆, entonces wf (Γ ∪ ∆).

Una observación á, en el esquema de realizabilidad de Krivine es un con-
junto de configuraciones cerrado por anti-ejecución, es decir si w ′ ∈ á y
w 7−→ w ′, entonces w ∈ á. En nuestro caso vamos a pedir restricciones
adicionales.
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Definición 67. Un conjunto á ⊆ Conf es una observación si es cerrado por
anti-ejecución y además satisface las siguientes propiedades:

O1
(Γ , i, η, s) ∈ á

(Γ ∪ ∆, i, η, s) ∈ á
wf (Γ , s), wf (Γ , (i, η)), Γ ./ ∆

O2
(Γ , i, η, s) ∈ á

(Γ , i, η, ]p :: s) ∈ á
Γ p = (i, η)

OP1
(Γ , i, η, π1 :: s) ∈ á

(Γ , i, η, ]p ::π1 :: ]1p :: s) ∈ á
Γ p = (i, η)

OP2
(Γ , i, η, π2 :: s) ∈ á

(Γ , i, η, ]p ::π2 :: ]2p :: s) ∈ á
Γ p = (i, η)

La primera regla O1 asegura que el heap de una configuración per-
teneciente al conjunto de observaciones puede ser extendido con punte-
ros que son “irrelevantes” para la ejecución. Decimos que estos punteros
son irrelevantes ya que de las condiciones de la regla se desprende que
ptr(η) ∪ ptr(s) ⊆ dom(Γ) y wf (Γ); todo puntero que se encuentra en la
configuración (Γ , i, η, s) pertenece al dominio de Γ , por lo tanto cualquier
puntero perteneciente a dom(∆)−dom(Γ) no desreferencia a ninguna clau-
sura durante la ejecución, a pesar de estar en el heap Γ ∪ ∆. Notar que la
restricción wf (Γ) es importante para evitar que la ejecución cambie al ex-
tender con un nuevo heap; supongamos el conjunto de configuraciones
terminantes, digamos á, además sea Γ = {p 7→ (Access 0, [q ]) }, el cual no
está bien formado ya que q 6∈ dom(Γ) y queremos extenderlo con el heap
∆ = {q 7→ (Access 0, [q ]) }. Claramente la ejecución de la configuración
(Γ , Access 0, [p], s) se detiene y por lo tanto pertenece a á, luego ocurre
que (Γ ∪ ∆, Access 0, [p], s) 6∈ á; ya que la introducción de q origina que
la ejecución puede ahora dar una cantidad arbitraria de pasos.

Las otras tres reglas permiten añadir marcadores al stack para actualizar
alguna componente del heap. Todas estas reglas implican que el mecanis-
mo de “sharing” (que nos evita repetir la evaluación de mismos argumen-
tos) es una optimización que no debería afectar la observación.

Corrección para Expresiones Convergentes

Lo primero que probamos es la corrección del compilador para expresio-
nes convergentes, esto es probar que dada una derivación para el juicio de
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tipado [] ` t : θ con θ un tipo básico, que establece que t tiene tipo θ bajo
el contexto vacío, si J t K[], θ � = ι↑(c) entonces ([], L t M, [], []) 7−→∗ (∆, c, η, []).

Definir la relación de satisfactibilidad que nos induce los operadores or-
togonales no es directo como ya mencionamos; el heap juega un papel clave
tanto en los realizadores como en los tests, luego tenemos que ser cuidado-
sos en como los combinamos para formar una configuración. Por lo tanto
utilizamos las definiciones de heap bien formado y la compatibilidad entre
heaps para definir que un realizador estará relacionado con un test cuando
ambos sean bien formados y además compatibles.

Definición 68 (Satisfactibilidad). Sea á ⊆ Conf una observación, luego
|= ⊆ (Heap × MClos) × (Heap × Stack) es la relación más chica que satisface

wf (Γ , α), wf (∆, s), Γ ./ ∆ implica (Γ ∪ ∆, α, s) ∈ á
(Γ , α) |= (∆, s)

Definida esta relación de satisfactibilidad podemos explicitar los operado-
res ortogonales asociados.

Definición 69. Sea á ⊆ Conf una observación, que nos determina la relación
_ |= _.

_⊥ : P(Heap×MClos)→ P(Heap× Stack)
X⊥ = { (∆, s) | para todo (Γ , α) ∈ X, (Γ , α) |= (∆, s) }

_> : P(Heap× Stack)→ P(Heap×MClos)
Y> = { (Γ , α) | para todo (∆, s) ∈ Y, (Γ , α) |= (∆, s) }

Recordemos que estos operadores ortogonales definen una conexión de
Galois antítona entre los posets P(Heap×MClos) y P(Heap× Stack), de ma-
nera que esto nos induce el operador de clausura

_⊥> : P(Heap×MClos)→ P(Heap×MClos)

Una interpretación para los realizadores que vamos a definir en esta
etapa de la prueba de corrección es que estos son aproximaciones deno-
tacionales, por lo tanto los realizadores primitivos serán aproximaciones
directas; por ejemplo la clausura (m, η) junto con cualquier heap constitu-
ye un realizador primitivo del valor denotacional m ∈ Z.
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Definición 70 (Realizadores primitivos y Realizadores). Sea á ⊆ Conf una
observación. La relación RθP(_) ⊆ J θ Kv× (Heap×MClos) se define por inducción
sobre θ.

ptr(η) ⊆ dom(Γ)

(Γ , Unit, η) ∈ Runit
P (�)

ptr(η) ⊆ dom(Γ)

(Γ , m, η) ∈ Rint
P (m)

Para todo Γ ′, α y d tal que
ptr(η) ⊆ dom(Γ) wf (Γ ′, α)
Γ ./ Γ ′ (Γ ∪ Γ ′) ./ {p 7→ α }

(Γ ′, α) ∈ Rθ(d) (Γ ∪ Γ ′ ∪ {p 7→ α }, i, p ::η) ∈ Rθ
′
(f d)

(Γ , Grab ▹ i, η) ∈ Rθ→ θ
′

P (f)

ptr(η) ⊆ dom(Γ) (Γ , i, η) ∈ Rθ(d0) (Γ , i ′, η) ∈ Rθ
′
(d1)

(Γ , Pair (i, i ′), η) ∈ Rθ×θ
′

P ((d0,d1))

(Γ , α) ∈ Rθ(d) sii ∀d ′, si d = ι↑(d
′) entonces (Γ , α) ∈ RθP(d)

⊥>

El conjunto de tests dado un valor denotacional d ∈ J θ Kv esta dado por
el ortogonal de su realizador primitivo, Tθ(d) = RθP(d)

⊥.

Definición 71 (Aproximación denotacional). Let á ⊆ Conf .

(Γ , α)�θ d esta definida como (Γ , α) ∈ Rθ(d)

Claramente para cualquier tipo básico θ, (Γ , (c, η)) �θ ι↑(c) siempre y
cuando ptr(η) ⊆ dom(Γ), ya qué el operador biortogonal es extensivo
(en este caso sobre los realizadores primitivos). Para probar que una fun-
ción, digamos f, aproxima a (Γ , (Grab ▹ i, η)) bajo el tipo θ→ θ ′ (es decir,
(Γ , (Grab ▹ i, η)) �θ→ θ

′
ι↑(f)) tenemos que mostrar que el valor denota-

cional resultado de aplicar la función a cualquier argumento aproxima al
realizador que es fruto de extender el entorno de la clausura, cuya ins-
trucción es el cuerpo del grab, con el puntero que referencia, en un heap
extendido, al realizador aproximado por el argumento denotacional; tene-
mos que demostrar que (Γ ∪ Γ ′ ∪ {p 7→ α }, (i, p ::η))�θ

′
f d, suponiendo

que (Γ ′, α)�θ d donde los heaps y clausuras involucradas cumplen con la
buena formación y compatibilidad.

Finalmente, notar que de la definición se desprende que ⊥ aproxima a
todos los realizadores; (Γ , α)�θ ⊥.
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Por otro lado, una estrategia general para concluir que algún valor deno-
tacional ι↑(d) aproxima al realizador (Γ , α), es decir (Γ , α) ∈ Rθ(ι↑(d)) =

Tθ(d)>, es probar que (Γ , α) |= (∆, s) para cualquier (∆, s) ∈ Tθ(d). Lue-
go de expandir la definición de satisfactibilidad, la estrategia se reduce a
probar que (Γ ∪ ∆, α, s) ∈ á, asumiendo wf (Γ , α), wf (∆, s) y Γ ./ ∆.

Las restricciones adicionales que impusimos al conjunto de observacio-
nes nos permiten probar algunos lemas útiles, como es el caso de la regla
O1, que nos permite extender el heap de un realizador uniéndolo con otro
heap.

Lema 35. Si wf (Γ , α), Γ ./ ∆ y (Γ , α)�θ d, entonces (Γ ∪ ∆, α)�θ d.

Demostración. Supongamos wf (Γ ∪ ∆, α), d = ι↑(d
′) y (∆ ′, s) ∈ Tθ(d ′) tal

que wf (∆ ′, s) y (Γ ∪ ∆) ./ ∆ ′ y probemos que (Γ ∪ ∆ ∪ ∆ ′, α, s) ∈ á.
Ya que (Γ ∪ ∆) ./ ∆ ′, podemos concluir Γ ./ ∆ ′ y ∆ ./ ∆ ′. Además de

(Γ , α) �θ d, utilizando el test tenemos que (Γ ∪ ∆ ′, α, s) ∈ á. Utilizando
el lema 34 sabemos que la unión esta bien formada wf (Γ ∪ ∆ ′). Además
podemos probar fácilmente (Γ ∪ ∆ ′) ./ ∆, gracias a Γ ./ ∆ y ∆ ./ ∆ ′.
Finalmente aplicando la regla O1 concluimos (Γ ∪ ∆ ′ ∪ ∆, α, s) ∈ á. �

Introducimos además la relación de aproximación para contextos tipados
que nos permite definir luego la aproximación no cerrada con respecto
a un valor denotacional; cuando una función continua aproxima a una
instrucción.

Definición 72 (Aproximación de Entornos).

(Γ , [])�[] �
p ∈ dom(Γ) (Γ , Γ p)�θ d (Γ , η)�π ρ

(Γ , p ::η)�θ ::π (d, ρ)

Las siguientes tres propiedades se desprenden directamente de la defini-
ción de aproximación de contextos.

Lema 36. Sea (Γ , η)�π ρ.

1. |η | = |π | y ptr(η) ⊆ dom(Γ).

2. Para cualquier n < |η |, (Γ , Γ (η . n))�π . n ρ ↙ n.

Tomando el lema 35 sobre la extensión del heap de un realizador, pode-
mos enunciar y probar su equivalente para realizadores de entornos.

Lema 37. Si wf (Γ), Γ ./ ∆ y (Γ , η)�π ρ, entonces (Γ ∪ ∆, η)�π ρ.
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Demostración. Procedemos por inducción en π.

caso base : tenemos que π = [], luego es trivial ya que (Γ ∪ ∆, [])�[] �.

caso inductivo : en este caso consideramos el contexto como θ ::π. Asu-
mimos (Γ , p ::η)�θ ::π (d, ρ) y probamos que (Γ ∪ ∆, p ::η)�θ ::π (d, ρ).
Por inversión en la hipótesis tenemos que vale para todo p ∈ dom(Γ),
(Γ , η)�π ρ y (Γ , Γ p)�θ d. La hipótesis inductiva nos permite concluir
(Γ ∪ ∆, η)�π ρ. Por otro lado podemos probar que wf (Γ , Γ p) puesto
que sabemos wf (Γ) y el lema 32. Finalmente, utilizando el lema 35

podemos deducir (Γ ∪ ∆, Γ p)�θ d.

�

El siguiente resultado muestra que las relaciones de aproximación son
modulares, esto significa que uno puede combinar tests y realizadores pa-
ra formar nuevos realizadores de tipos más complejos. Por ejemplo, una
aproximación para un entorno (d, ρ) ∈ J θ ::π K se construye a partir de las
aproximaciones para d ∈ J θ K y ρ ∈ Jπ K.

Lema 38. Sea (Γ , η)�π ρ con wf (Γ), y (Γ ′, α)�θ d con wf (Γ ′, α), y Γ ./ Γ ′. Si
(Γ ∪ Γ ′) ./ {p 7→ α }, entonces (Γ ∪ Γ ′ ∪ {p 7→ α }, p ::η)�θ ::π (d, ρ).

Demostración. Renombremos Γ ∪ Γ ′ ∪ {p 7→ α } como Γ ′′. Usando la defini-
ción 72 tenemos que probar que (Γ ′′, η)�π ρ y (Γ ′′, Γ ′′ p)�θ d. La primera
parte es fácil y se desprende de (Γ , η)�π ρ y wf (Γ), utilizando el lema 37. Pa-
ra la segunda parte, ya que Γ ′′ p = α, tenemos que probar (Γ ′′, α)�θ d. Con-
siderando que Γ ′ ./ Γ y Γ ′ ./ {p 7→ α }, obtenemos Γ ′ ./ (Γ ∪ {p 7→ α }).
Luego podemos aplicar el lema 35 en (Γ ′, α)�θ d y wf (Γ ′, α), para así con-
cluir (Γ ′ ∪ Γ ∪ {p 7→ α }, α)�θ d. �

La denotación de una expresión bien tipada es una función continua
de la semántica del contexto en la semántica del tipo, luego una función
continua aproximará a una instrucción siempre que al tomar un realizador
del contexto tengamos un realizador del tipo; esta relación de aproximación
nos define cuando una función continua d : Jπ K → J θ K aproxima a una
instrucción i : Code; suponiendo un heap Γ tal qué wf (Γ), un entorno de la
máquina η y un entorno semántico ρ, si ρ aproxima a (Γ , η), entonces la
aplicación dρ aproxima a (Γ , (i, η)); es decir este es un realizador de dρ.

Definición 73 (Aproximación no cerrada).
La relación _ �π,θ _ ⊆ Code× (Jπ K→ J θ K) se define como

i�π,θ d si y solo si wf (Γ) y (Γ , η)�π ρ entonces (Γ , (i, η))�θ dρ
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La corrección del compilador se desprende de la propiedad fundamental
de las relaciones lógicas la cual expresará que dada una expresión bien ti-
pada entonces su denotación aproxima a su compilación. El siguiente lema
es el primero de una serie de lemas que nos permitirán enunciar y pro-
bar esta propiedad y por lo tanto el resultado final sobre la corrección del
compilador para expresiones convergentes.

Lema 39 (Caracterización de realizadores para tipos básicos).

1. Unit�π,unit ρ 7→ ι↑(�)

2. Para todo z ∈ Z, z�π,int ρ 7→ ι↑(z)

Demostración. La prueba es análoga para ambos items. Tomemos (Γ , η)�π

ρ, luego tenemos que probar que (Γ , (Unit, η))�unit ι↑(�). Lo cual es directo
ya que, como mencionamos anteriormente, el operador de biortogonalidad
es extensivo. �

Los siguientes dos lemas son casi un resultado directo de la extensivi-
dad del operador biortogonal sobre los realizadores primitivos. El primero
asegura que el producto de dos funciones continuas d : Jπ K → J θ1 K y
d ′ : Jπ K → J θ2 K, aproximan a la instrucción Pair (i, i ′) siempre que d y
d ′ aproximen a i e i ′ respectivamente. El segundo prueba que dada una
función continua d : J θ ::π K → J θ ′ K que aproxima a una instrucción i, en-
tonces tenemos que la función continua 〈d〉 : Jπ K→ J θ→ θ ′ Kv aproxima a
la instrucción Grab ▹ i.

Lema 40. Si i�π,θ1 d y i ′ �π,θ2 d ′ entonces Pair (i, i ′)�π,θ1×θ2 ι↑ ◦ 〈d , d ′ 〉.

Demostración. Supongamos (Γ , η)�π ρ, luego tenemos que probar que
(Γ , (Pair (i, i ′), η)) �θ1×θ2 ι↑((dρ, d ′ρ)). Utilizando la extensividad del

operador biortogonal tenemos que probar que

(Γ , (Pair (i, i ′), η)) ∈ R
θ1×θ2
P ((dρ, d ′ρ))

luego podemos completar la prueba utilizando el lema 36 y las hipótesis.
�

Lema 41. Si i�θ ::π,θ ′ d entonces Grab ▹ i�π,θ→ θ ′ ι↑ ◦ 〈d〉.

Demostración. Sea (Γ , η) �π ρ, análogamente al lema pasado tenemos que
probar (Γ , (Grab ▹ i, η)) es un realizador primitivo de ι↑(〈d〉ρ) bajo el tipo
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θ→ θ ′. Para esto tomamos d ′ ∈ J θ K, p ∈ Pointer, y (Γ ′, α) ∈ Rθ(d ′). Ade-
más asumimos que wf (Γ ′, α), Γ ./ Γ ′, y (Γ ∪ Γ ′) ./ {p 7→ α }. Sea Γ ′′ = Γ ∪
Γ ′ ∪ {p 7→ α }; aplicando el lema 38 obtenemos (Γ ′′, p ::η)�θ ::π (d ′, ρ). Ya
que wf (Γ ′′), por hipótesis obtenemos (Γ ′′, (i, p ::η)) �θ

′
d (d ′, ρ) = 〈d〉ρd ′.

Por lo tanto, podemos concluir (Γ , Grab ▹ i, η) ∈ Rθ→ θ
′

P (ι↑(〈d〉ρ)) como
buscábamos. �

El siguiente resultado nos permite construir el test para una función f ∈
J θ→ θ ′ K combinando un realizador de d ∈ J θ K y un test para el resultado
de la aplicación que converge; ι↑(d ′) ∈ J θ ′ K con ι↑(d ′) el resultado de la
aplicación f d.

Lema 42. Supongamos Γ ./ ∆, (Γ , α) �θ d tal que wf (Γ , α), f d = ι↑(d
′), y

(∆, s) ∈ Tθ
′
(d ′) con wf (∆, s). Para todo p tal que (Γ ∪ ∆) ./ {p 7→ α },

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ α }, p :: s) ∈ Tθ→ θ
′
(f).

Demostración. Sea Γ ′ = Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ α }; y probemos que (Γ ′, p :: s)
∈ Rθ→ θ

′
P (f)⊥. Tomamos un realizador primitivo (Γ ′′, α̂) ∈ Rθ→ θ

′
P (f) pa-

ra la función f, tal que wf (Γ ′′, α̂) y Γ ′ ./ Γ ′′, y queremos probar (Γ ′ ∪
Γ ′′, α̂, p :: s) ∈ á. Por la definición de realizador primitivo funcional tene-
mos que α̂ = (Grab ▹ i, η) para algún i ∈ Code, η ∈ MEnv. Además, dado
que Γ ′′ ./ Γ , Γ ′′ ∪ Γ ./ {p 7→ α } y que (Γ ′′, α̂) es realizador primiti-
vo de f, sabemos que (Γ ′′ ∪ Γ ∪ {p 7→ α }, i, p ::η) ∈ Rθ

′
(f d), más aun

(Γ ′′ ∪ Γ ∪ {p 7→ α }, i, p ::η) ∈ Rθ
′
P (d

′)⊥> . Notar que

(Γ ′ ∪ Γ ′′, α̂, p :: s) 7−→ (Γ ′ ∪ Γ ′′, i, p ::η, s)

por lo tanto si probamos que esta ultima configuración está en á, por anti-
ejecución completamos la prueba. Sea ∆ ′ = Γ ′′ ∪ Γ ∪ {p 7→ α }, claramente
vale ∆ ./ ∆ ′ y wf (∆ ′), por lo tanto podemos concluir (∆ ′ ∪ ∆, i, p ::η, s) ∈
á combinando el realizador y el test de d ′. �

Dada una aproximación de entornos y una aproximación funcional po-
demos construirnos la aproximación para la aplicación. En la prueba del
siguiente lema en particular, pero además en general, tenemos que pro-
bar que algún valor denotacional aproxima a un realizador, este valor de-
notacional a priori puede ser ⊥ o una inyección. El caso que sea ⊥ es
directo y por lo tanto vamos a omitirlo de las pruebas y solo nos enfoca-
mos en suponer que el valor es una infección; comenzamos suponiendo
f (ρ ↙ n) = ι↑(d

′).
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Lema 43. Sea (Γ , η)�π ρ, con n < |η |, y θ = π . n. Si (Γ , (i, η))�θ→ θ
′
ι↑(f),

entonces (Γ , (Push n ▹ i, η))�θ
′
f (ρ ↙ n).

Demostración. Sea d = ρ ↙ n y p = η . n. Suponemos además que f d =

ι↑(d
′), luego tomamos un test (∆, s) ∈ Tθ

′
(d ′) tal que wf (∆, s) y Γ ./ ∆,

con el fin de probar (Γ ∪ ∆, Push n ▹ i, η, s) ∈ á.
Ya que (Γ , η)�π ρ y n < |η |, por el lema 36 tenemos que (Γ , Γ p) ∈ Rθ(d).

Luego podemos utilizar el lema 42, ya que (Γ ∪ ∆) ./ {p 7→ Γ p }, para
concluir (Γ ∪ ∆, p :: s) ∈ Tθ→ θ

′
(f). Por lo tanto, como ι↑(f) es una aproxima-

ción al realizador (Γ , (i, η)) entonces sabemos que (Γ ∪ ∆, i, η, p :: s) ∈ á.
Finalmente completamos la prueba utilizando anti-ejecución. �

En general será útil disponer de varios de los lemas de aproximación en
las versiones no cerradas, es decir una vez probado que la denotación de
una expresión aplicada a un entorno aproxima a un realizador podemos
generalizar el entorno para luego enunciar y probar que la denotación de
una expresión (vista ahora como una función de la semántica de un entorno
en la semántica de un tipo) aproxima a la instrucción del realizador. Notar
que d será una función continua de Jπ K en J θ→ θ ′ K, además (_ ↙ n) :

Jπ K→ J θ K.

Lema 44. Sea i�π,θ→ θ ′ d, entonces Push n ▹ i�π,θ ′ d ◦app (_ ↙ n) , cuando
n < |η |, y π . n = θ.

Demostración. Supongamos (Γ , η)�π ρ y wf (Γ) luego queremos probar que
(Γ , (Push n ▹ i, η)) �θ

′
(f 7→ f (ρ ↙ n))á(dρ). Cuando dρ no converge

la prueba es directa. Supongamos entonces dρ = ι↑(d
′), luego podemos

probar utilizando el lema 43 que (Γ , (Push n ▹ i, η)) es un realizador de
d ′(ρ ↙ n). �

Dado que los entornos dan significado a las variables libres que son
compiladas usando la instrucción Access, es intuitivo pensar que la apro-
ximación de un entorno puede ser usada para obtener la aproximación de
cada variable con respecto a la instrucción Access.

Lema 45. Sea (Γ , η)�π ρ. Para todo n ∈N tal que n < |η|,

(Γ , (Access n, η))�π . n ρ ↙ n .

Demostración. Sea θ = π . n, ι↑(d) = ρ ↙ n, y p = η . n. Tomamos un
test para d, (∆, s) ∈ Tθ(d) tal que wf (∆, s) y Γ ./ ∆, y queremos probar
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(Γ ∪ ∆, Access n, η, s) ∈ á. Por el lema 36, sabemos que (Γ , Γ p) �θ ι↑(d);
por lo tanto (Γ ∪ ∆, Γ p, s) ∈ á.

Aplicando la regla O2 obtenemos (Γ ∪ ∆, Γ p, ]p :: s) ∈ á. Además, como
tenemos (Γ ∪ ∆, Access n, η, s) 7−→ (Γ ∪ ∆, Γ p, ]p :: s) y á es cerrado por
anti-ejecución, hemos completado la prueba. �

Claramente el lema anterior nos prueba de manera directa que la función
continua _ ↙ n aproxima denotacionalmente a la instrucción Access n; es
decir que vale Access n�π,π . n _ ↙ n. El siguiente lema nos asegura que
un test para la primera componente de una tupla es efectivamente un test
para la tupla donde agregamos al stack el marcador para la correspondien-
te proyección. Omitimos la prueba del lema análogo para el caso de la
segunda proyección.

Lema 46. Si (∆, s) ∈ Tθ1(d1) tal que wf (∆, s) y Γ ./ ∆, entonces

(Γ ∪ ∆,π1 :: s) ∈ Tθ1×θ2((ι↑(d1), d2))

Demostración. Tomamos (Γ ′,α ′) ∈ R
θ1×θ2
P ((ι↑(d1),d2)) tal que wf (Γ ′, α ′),

wf (Γ ∪ ∆, π1 :: s) y Γ ′ ./ Γ ∪ ∆ y queremos probar

(Γ ′ ∪ Γ ∪ ∆, α ′, π1 :: s) ∈ á .

Como en los lemas anteriores vamos a utilizar anti-ejecución para com-
pletar la prueba. Dado que (Γ ′,α ′) es un realizador primitivo, sabemos que
α ′ = (Pair (i, i ′),η); como (Γ ′ ∪ Γ ∪ ∆, α ′, π1 :: s) 7−→ (Γ ′ ∪ Γ ∪ ∆, i, η, s),
vamos a probar que esta ultima configuración esta en la observación. En
este punto estamos alcanzando una configuración en la cual todos los
punteros de dom(Γ) son irrelevantes, por lo tanto podemos utilizar O1 y
probar que (Γ ′ ∪ ∆, i, η, s) ∈ á. Es directo chequear que las condiciones
para aplicar la regla O1 se satisfacen: podemos deducir wf (Γ ′ ∪ ∆, s) y
wf (Γ ′ ∪ ∆, (i, η)) de wf (∆, s) y wf (Γ ′, α ′); luego Γ ′ ∪ ∆ ./ Γ vale directa-
mente de notar que Γ ′ ./ Γ (ya que Γ ′ ./ Γ ∪ ∆) y tenemos que Γ ./ ∆, por
lo tanto podemos concluir utilizando el lema 33.

Para completar la prueba notemos que (Γ ′, i, η) ∈ Rθ1(ι↑(d1)), por in-
versión en el realizador primitivo para las tuplas, y (∆, s) ∈ Tθ1(d1) es un
test para el realizador (Γ ′, i, η). Ya que las tres propiedades (wf (Γ ′, (i,η)),
wf (∆, s) y Γ ′ ./ ∆) de satisfactibilidad se cumplen, podemos concluir (Γ ′ ∪
∆, i, η, s) ∈ á. �
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Utilizando el lema anterior podemos probar que la función continua
(ρ 7→ π1 ◦k (ρ ↙ n)) : Jπ K → J θ1 K aproxima denotacionalmente a la
instrucción Fst n.

Lema 47. Sea n < |η | y π . n = θ1 × θ2, entonces Fst n�π,θ1 π1 ◦k (_ ↙ n).

Demostración. Supongamos (Γ , η)�π ρ y wf (Γ) luego queremos probar que
(Γ , (Fst n, η))�θ1 (π1)á(ρ ↙ n). Supongamos ι↑((d1, d2)) = ρ ↙ n; usan-
do el lema 36 tenemos que η . n = p y (Γ , Γ p) ∈ Rθ1×θ2(ι↑((d1, d2))).

Ahora, utilizando lo anterior probamos que (Γ , Fst n, η) ∈ Rθ1(d1);
supongamos d1 = ι↑(d

′
1), luego se reduce a probar que para todo test

(∆, s) ∈ Tθ1(d ′1), tal que wf (Γ , (Fst n,η)), wf (∆, s), y Γ ./ ∆, la configu-
ración está en la observación: (Γ ∪ ∆, Fst n, η, s) ∈ á. Por anti-ejecución
vamos a tener que probar (Γ ∪ ∆, Γ p, ]p :: π1 :: ]1p :: s) ∈ á. Utilizando
la regla OP1 podemos eliminar los marcadores de actualización del stack y
probar que (Γ ∪ ∆, Γ p, π1 :: s) ∈ á.

El lema 46 nos ayuda a terminar la prueba ya que podemos construirnos
un test para el producto utilizando el test (∆, s) y utilizar el realizador
correspondiente. Luego podemos concluir (Γ ∪ ∆, Γ p, π1 :: s) ∈ á �

Los realizadores de los valores enteros m y m ′ pueden ser combinados
con la instrucción del operador binario para obtener un realizador para
m�m ′; los siguientes lemas testifican exactamente esto.

Lema 48. Si (∆, s) ∈ Tint(m�m ′) tal que wf (∆, s), Γ ./ ∆ y wf (Γ , (m, η)),
entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η) }, �p :: s) ∈ Tint(m ′) .

Donde p /∈ ptr(∆).

Demostración. Definamos Γ = Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η ′) }. Tomemos
(Γ ′, m ′, η ′) ∈ Rint

P (m ′) tal que wf (Γ ′, (m ′, η ′)) y Γ ′ ./ Γ y probemos que
(Γ ′ ∪ Γ , m ′, η ′, �p :: s) ∈ á. Por anti-ejecución es suficiente demostrar que
(Γ ′ ∪ Γ , m�m ′, η, s) ∈ á. Usando que ptr(η) ⊆ dom(Γ) obtenemos

(Γ , (m�m ′, η)) ∈ Rint(ι↑(m�m ′))

luego utilizando el lema 35 tenemos

(Γ ′ ∪ Γ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η) }, (m�m ′, η)) ∈ Rint(ι↑(m�m ′))

finalmente utilizando (∆, s) ∈ Tint(m�m ′) podemos completar la prueba.
�
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Lema 49. Si (Γ , i ′, η) ∈ Rint(ι↑(m
′)), (∆, s) ∈ Tint(m�m ′) tal que Γ ./ ∆,

wf (∆, s) y wf (Γ , (BOp⊕ i i ′, η)), entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕� i
′, η) }, �p :: s) ∈ Tint(m)

donde p /∈ ptr(Γ ∪ ∆)

Demostración. Sea Γ = Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕� i
′, η) }. Tomamos el reali-

zador primitivo (Γ ′, m, η ′) ∈ Rint
P (m) tal que wf (Γ ′, (m, η ′)), wf (Γ , �p :: s)

y Γ ′ ./ Γ , y probemos que (Γ ′ ∪ Γ , (m, η ′), �p :: s) ∈ á. Luego por anti-
ejecución es suficiente con demostrar que

(Γ ′ ∪ Γ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η ′) }, (i ′, η), �p :: s) ∈ á .

Utilizando el lema anterior podemos construirnos el test

(Γ ′ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η ′) }, �p :: s) ∈ Tint(m ′)

y utilizar que (Γ , i ′, η) es un realizador dem ′ para completar la prueba. �

Los dos lemas anteriores forman parte clave de la prueba del siguiente
lema que enuncia, como mencionamos antes en términos de realizadores,
que dadas dos aproximaciones de enteros podemos combinarlas para cons-
truirnos la aproximación de la operación binaria aplicada a estos enteros.

Lema 50. Si (Γ , i, η) ∈ Rint(ι↑(m)) y (Γ , i ′, η) ∈ Rint(ι↑(m
′)), entonces

(Γ , BOp⊕ i i
′, η) ∈ Rint(ι↑(m�m ′)) .

Demostración. Tomamos un test (∆, s) ∈ Tint(m�m ′) tal que wf (∆, s), Γ ./

∆ y wf (Γ , (BOp⊕ i i ′, η)), y queremos probar (Γ ∪ ∆, (BOp⊕ i i ′, η), s) ∈ á.
Lo cual por anti-ejecución implica probar que

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕� i
′, η) }, (i, η), �p :: s) ∈ á

. Luego podemos utilizar el lema anterior para obtener un test

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕� i
′, η) }, �p :: s) ∈ Tint(m)

y concluir la prueba combinando este último test con el hecho de que
(Γ , i, η) es un realizador de m. �

De manera directa podemos enunciar y probar el lema análogo para la
aproximación denotacional no cerrada; en este caso d y d ′ serán funciones
continuas de Jπ K en J int K.
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Lema 51. Si i�π,int d y i ′ �π,int d ′ entonces BOp⊕ i i ′ �π,int d ◦� d ′.

Demostración. Supongamos (Γ , η)�π ρ y wf (Γ) luego queremos probar que
(Γ , (BOp⊕ i i ′, η)) �int (d ◦� d ′)ρ. Supongamos (d ◦� d ′)ρ = ι↑(m

′′); por lo
tanto debe pasar que existen m y m ′ tal que dρ = ι↑(m), d ′ρ = ι↑(m

′)
y además m ′′ = m �m ′. Por lo tanto podemos utilizar el lema 50 para
completar la prueba. �

Utilizando una estrategia similar a la que usamos recientemente con los
operadores binarios podemos probar los lemas relacionados con la expre-
sión condicional.

Lema 52. Si (Γ , i ′, η) ∈ Rθ(ι↑(d
′)) y (∆, s) ∈ Tθ(d ′) tal que wf (∆, s), Γ ./ ∆

y wf (Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η)), entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }, ?p :: s) ∈ Tint(0)

donde p /∈ ptr(Γ ∪∆).

Demostración. Sea Γ = Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }. Tomamos el rea-
lizador primitivo (Γ ′, 0, η ′) ∈ Rint

P (0) tal que wf (Γ ′, (0, η ′)), wf (Γ , ?p :: s)
y Γ ′ ./ Γ , y probemos que (Γ ′ ∪ Γ , (0, η ′), ?p :: s) ∈ á. Luego por anti-
ejecución es suficiente demostrar que (Γ ′ ∪ Γ , (i ′, η), s) ∈ á. Notar que
podemos aplicar O1 para simplificar el heap, luego tenemos que demostrar
(Γ ∪ ∆, (i ′, η), s) ∈ á, esto es valido ya que wf (Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η)), wf (∆, s)
y Γ ./ ∆. Finalmente podemos completar la prueba utilizando que (Γ , i ′, η)
y (∆, s) son un realizador y test, respectivamente, del valor denotacional
d ′. �

Lema 53. Si (Γ , i ′′, η) ∈ Rθ(ι↑(d
′′)) y (∆, s) ∈ Tθ(d ′′) tal que wf (∆, s), Γ ./ ∆

y wf (Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η)), entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }, ?p :: s) ∈ Tint(z)

donde p /∈ ptr(Γ ∪∆) y z 6= 0.

Demostración. Prueba análoga a la del lema 52. �

Lema 54. Si (Γ , i, η) ∈ Rint(ι↑(0)) y (Γ , i ′, η) ∈ Rθ(ι↑(d
′)), entonces para

cualquier i ′′, (Γ , IfZ i i ′ i ′′, η) ∈ Rθ(ι↑(d
′)).
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Demostración. Tomamos un test (∆, s) ∈ Tint(d ′) tal que wf (∆, s), Γ ./ ∆ y
wf (Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η)), y queremos probar (Γ ∪ ∆, (IfZ i i ′ i ′′, η), s) ∈ á.
Lo cual por anti-ejecución se traduce el probar que

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }, (i, η), ?p :: s) ∈ á .

Utilizando el lema 52 nos podemos construir un test

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }, ?p :: s) ∈ Tint(0)

y concluir la prueba combinando este ultimo test con el hecho de que
(Γ , i, η) es un realizador de ι↑(0). �

Lema 55. Si (Γ , i, η) ∈ Rint(ι↑(z)), con z 6= 0 y (Γ , i ′′, η) ∈ Rθ(ι↑(d
′′)), enton-

ces para cualquier i ′, (Γ , IfZ i i ′ i ′′, η) ∈ Rθ(ι↑(d
′′)).

Demostración. Prueba análoga a la del lema 54. �

Lema 56. Si i�π,int d, i ′ �π,θ d ′ y i ′′ �π,θ d ′′ entonces

IfZ i i ′ i ′′ �π,θ ifz (d) (d ′) (d ′′) .

Demostración. Supongamos (Γ , η)�π ρ y wf (Γ) luego queremos probar que
(Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η))�θ (ifz (d) (d ′) (d ′′))ρ.

Además, supongamos (ifz (d) (d ′) (d ′′))ρ = ι↑(d
′′′); por lo tanto debe

pasar que existen z : Z tal que dρ = z, además si z = 0 entonces d ′ = ι↑(d ′′′),
en otro caso d ′′ = ι↑(d

′′′). Por lo tanto podemos utilizar los lemas 54 y 55

para completar la prueba. �

El lema que quisiéramos probar a continuación supone dos funciones
continuas d : J θ1 ::π K→ J θ1 K y d ′ : J θ1 ::π K→ J θ2 K, que aproximan a ins-
trucciones i e i ′ respectivamente, y nos permite concluir que la función con-
tinua let (Fix(d)) (d ′) : Jπ K → J θ2 K aproxima a la instrucción Let (Rec i) ▹

i ′. La estrategia de la prueba es la usual, suponemos (Γ , η) �π ρ, wf (Γ), y
let (Fix(d)) (d ′)ρ = d ′(Fix(d)ρ, ρ) = ι↑(d

′′), luego tomamos un test (∆, s)
de d ′′ y probamos utilizando anti-ejecución que

((Γ ∪ ∆)[p 7→ (Rec i, η)], i ′, p ::η, s) ∈ á .

Luego podemos completar la prueba utilizando que la instrucción i ′ es
aproximada por la función continua d ′ bajo el contexto θ1 ::π y tipo θ2,
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siempre y cuando nos construyamos una aproximación adecuada para el
entorno θ1 ::π; la aproximación adecuada será

(Γ [p 7→ (Rec i, η)],p ::η)�θ1 ::π (Fix(d)ρ, ρ) .

Utilizando el lema 38 para probar que el entorno semántico (Fix(d)ρ, ρ)
aproxima a (Γ [p 7→ (Rec i, η)],p ::η) implica probar principalmente dos
cosas: 1. (Γ , η)�π ρ, que es directo por hipótesis 2. (Γ , (Rec i,η))�θ1 Fix(d)ρ

=
∞⊔
n=0
〈d〉nρ.

La necesidad de probar esto ultimo y que tenemos por hipótesis que
d aproxima a la instrucción i nos induce un posible lema; si i�θ1 ::π,θ1 d,

entonces Rec i�π,θ1 Fix(d) =
∞⊔
n=0
〈d〉n. Notar que si definimos el conjunto

{d | Rec i�π,θ1 d } de valores denotacionales que aproximan a la instrucción
Rec i, nada nos asegura que perteneciendo todos los elementos de la cadena
〈d〉n, el supremo pertenezca; es decir la definición de la relación lógica no
nos permite asegurarnos que este conjunto sea cerrado por supremo de
cadenas. La solución es definir una nueva relación de aproximación basada
en la relación actual utilizando la clausura de Scott.

Definición 74 (Aproximación clausurada).
La relación _ �π,θ _ ⊆ Code× (Jπ K→ J θ K) se define como

i�π,θ d si y solo si d ∈ IC(i�π,θ _)

Esta nueva relación nos asegura que dada una cadena de funciones con-
tinuas dn : Jπ K → J θ K, si todo elemento de la cadena aproxima a una

instrucción i entonces tenemos que el supremo
∞⊔
n=0

dn aproxima a la ins-

trucción. En consecuencia un primer lema que nos interesará probar es
aquel que dado que una función continua d : J θ ::π K → J θ K aproxima a
una instrucción i, entonces cada miembro de la cadena 〈d〉n : Jπ K → J θ K
aproxima a la instrucción Rec i.

Lema 57. Si i�θ ::π,θ d, entonces para todo n, Rec i�π,θ 〈d〉n.

Demostración. Procedemos por inducción en n.

caso base : directo ya que ⊥ : Jπ K → J θ K aproxima a cualquier instruc-
ción.
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caso inductivo : suponemos Rec i�π,θ 〈d〉n, (Γ , η) �π ρ y wf (Γ), luego
tenemos que probar

(Γ , (Rec i, η))�θ 〈d〉n+1ρ = d (〈d〉nρ, ρ)

Supongamos d (〈d〉nρ, ρ) = ι↑(d
′) y tomemos un test (∆, s) de d ′ tal

que wf (Γ , (Rec i, η)), wf (∆, s) y Γ ./ ∆, luego por anti-ejecución y
contemplando (Γ ∪ ∆)[p 7→ (Rec i, η)] = Γ ∪ {p 7→ (Rec i, η) } ∪ ∆
tenemos que probar

(Γ ∪ {p 7→ (Rec i, η) } ∪ ∆, i, p ::η, s) ∈ á,

Utilizando la hipótesis inductiva en conjunto con el lema 38 obtene-
mos (Γ ∪ {p 7→ (Rec i, η) }, p ::η)�θ ::π (〈d〉nρ, ρ). Por lo tanto, pode-
mos completar la prueba haciendo uso de la aproximación i�θ ::π,θ d.

�

El lema equivalente para la relación de aproximación clausurada se des-
prende directamente de la utilización del lema 2 del capitulo 2; cuyo enun-
ciado nos dice principalmente que la clausura de Scott es extensiva.

Lema 58. Si i�θ ::π,θ d, entonces para todo n, Rec i�π,θ 〈d〉n.

El siguiente lema nos prueba el resultado fundamental que nos condicio-
nó el intento de estrategia de prueba para el caso de la expresión let en el
contexto de la prueba de la propiedad fundamental.

Lema 59. Si i�θ ::π,θ d, entonces Rec i�π,θ Fix(d).

Demostración. Queremos probar que Rec i�π,θ tn>0(〈d〉n), luego como esta
relación de aproximación es cerrada por una propiedad básica de las clau-
suras de Scott. Tenemos que probar que para todo n, Rec i�π,θ 〈d〉n, lo cual
es directo de aplicar el lema 58. �

Lema 60. Si i�θ ::π,θ d y i ′ �θ ::π,θ ′ d ′, entonces

Let (Rec i) ▹ i ′ �π,θ ′ let (Fix(d)) (d ′) .

Demostración. Suponemos i�θ ::π,θ d y i ′ �θ ::π,θ ′ d ′. Luego utilizando el le-
ma 2, donde fijamos P1 = {d | i ′ �θ ::π,θ ′ d } y P2 = {d | Rec i �π,θ d } nos
implica probar que:
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Para todo a : J θ ::π K → J θ ′ K y b : Jπ K → J θ K tal que i ′ �θ ::π,θ ′ a y
Rec i�π,θ b entonces Let (Rec i) ▹ i ′ �π,θ ′ let (b) (a).

Notar que para probar esto nos sirve la estrategia de prueba antes
mencionada. Supongamos (Γ , η)�π ρ y wf (Γ), luego tomamos un test
(∆, s) de d ′′ tal que let (b) (a)ρ = a(bρ, ρ) = ι↑(d

′′) y queremos pro-
bar, luego de utilizar anti-ejecución, que

(Γ [p 7→ (Rec i, η)] ∪ ∆, i ′, p ::η, s) ∈ á .

Utilizando que b aproxima a Rec i, además ρ aproxima a (Γ , η) y el
lema 38 obtenemos Γ [p 7→ (Rec i, η)] �θ ::π (bρ, ρ). Finalmente pode-
mos completar la prueba de este caso utilizando que i ′ �θ ::π,θ ′ a.

i ′ �θ ::π,θ ′ d ′

Directa por hipótesis.

Rec i�π,θ Fix(d)

Utilizando el lema 59.

�

La propiedad fundamental de las relaciones lógicas prueba que la com-
pilación de cualquier expresión bien tipada es aproximada por su denota-
ción. Expusimos la dificultad de probar que la denotación de la expresión
let aproxima a su compilación, luego definimos una nueva relación de apro-
ximación que nos permite solucionar este inconveniente y por lo tanto la
relación que esperamos cumpla con la propiedad fundamental es la aproxi-
mación clausurada. Sin embargo, para el resto de las expresiones tenemos
probado que su denotación aproxima a su compilación utilizando la apro-
ximación no clausurada. Ahora, utilizando el lema 2 podemos obtener la
prueba de cualquier aproximación clausurada a partir de una aproximación
no clausurada; el siguiente lema expone de manera general la estrategia de
la prueba.

Lema 61. Sea n, tal que 0 6 n donde I(i1, i2, . . . , in) representa una instrucción
que se construye en términos de instrucciones ij y, de manera análoga para valo-
res denotacionales, OP(d1,d2, . . . ,dn) construye un valor denotacional en base a
valores denotacionales dj.

Si para todo j = 1 . . . n,

ij �
πj,θj dj implica I(i1, i2, . . . , in)�π,θ OP(d1,d2, . . . ,dn)
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entonces
Si para todo j = 1 . . . n,

ij �
πj,θj dj implica I(i1, i2, . . . , in)�π,θ OP(d1,d2, . . . ,dn)

Demostración. Suponemos ij �πj,θj dj para j = 1 . . . n y queremos probar,
I(i1, i2, . . . , in)�π,θ OP(d1,d2, . . . ,dn), luego podemos utilizar el lema 2 to-
mando como los Pi = {d | ij �πj,θj d }. Por lo tanto lo que queda por probar
es directo de la hipótesis principal y el resto de n-hipótesis. �

Para ejemplificar la utilidad de este lema consideremos lo siguiente: te-
nemos probado por el lema 51 que BOp⊕ i i

′ �π,int d ◦� d ′ cuando i�π,int d

y i ′ �π,int d ′, luego si instanciamos I como BOp⊕ _ _ y OP como _ ◦� _ po-
demos aplicar este ultimo resultado y concluir que si i�π,int d y i ′�π,int d ′

entonces BOp⊕ i i
′ �π,int d ◦� d ′.

Teorema 13. Si π ` t : θ entonces L t M �π,θ J t Kπ, θ.

Demostración. Procedemos por inducción en la derivación del juicio de tipa-
do π ` t : θ y utilizamos los lemas previos para completar la prueba. �

Notar que el teorema anterior es independiente de la observación á, luego
fijando una observación particular quisiéramos obtener la prueba de que el
compilador es correcto con respecto a una expresión cerrada cuyo tipo sea
un tipo básico. Para esto probamos un lema intermedio, antes de enunciar
y probar el resultado principal, que nos permite “recuperar” la noción de
aproximación original, es decir sin clausurar. Por supuesto este lema no
puede probarse de manera general para cualquier entorno y tipo, si no
que solo contempla los tipos básicos y expresiones cerradas, pero que es
exactamente lo que necesitamos.

Lema 62. Sea θ cualquier tipo básico,

si i�[],θ ι↑ ◦ d entonces i�[],θ ι↑ ◦ d

Demostración. Sea d ′ = d �, ya que d : J [] K → J θ Kv. Supongamos Γ tal que
wf (Γ), luego tenemos (Γ , []) �[] � y queremos probar (Γ , i, []) ∈ RθP(d

′)⊥> .
Primero probaremos que

ι↑(d
′) ∈ (i�[],θ _) ((Γ , [])�[] _)

luego utilizando los lemas 3 y 4 del capítulo 2, se traduce en probar

ι↑(d
′) ∈ (i�[],θ _) (IC((Γ , [])�[] _))
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Por la definición del operador tenemos que demostrar que existen f :

J [] K → J θ K y a : J [] K tal que i�[],θ f, IC((Γ , [])�[] a) y ι↑(d ′) = f a. Toman-
do f = ι↑ ◦ d y a = � es directo por nuestras hipótesis, además usando
la extensividad de la clausura de Scott podemos probar que � aproxima
a (Γ , []) en la versión clausurada, ya que lo hace en la aproximación sin
clausurar.

Por lo tanto, tenemos que ι↑(d ′) ∈ (i�[],θ _) ((Γ , [])�[] _) lo cual nos ase-
gura que existen f : J [] K → J θ K y a : J [] K tal que i�[],θ f, (Γ , []) �[] a y
ι↑(d

′) = f a. Luego necesariamente f = ι↑ ◦ d y a = �, esto nos permite
completar la prueba dado que hemos probado que (Γ , (i, []))�θ ι↑(d ′). �

Teorema 14. Sea t una expresión, Γ un heap tal que wf (Γ) y θ un tipo básico. Si
[] ` t : θ, J t K[], θ � = ι↑(c) con c : J θ Kv, entonces

(Γ , L t M, [], []) 7−→∗ (∆, c, η, [])

para algún heap ∆ ∈ Heap y un entorno de la máquina η ∈MEnv.

Demostración. La observación que buscamos es el conjunto de configuracio-
nes que alcanzan un estado bloqueante de la máquina con la instrucción c
y la pila vacía:

á = {w ∈ Conf | w 7−→∗ (∆, c, η, []) } .

Suponiendo que á cumple con las cuatro condiciones enunciadas en 67. Uti-
lizando el teorema 13 obtenemos L t M �[],θ J t K[], θ luego por el lema 62 con-
cluimos L t M �[],θ J t K[], θ. Ya que wf (Γ) y (Γ , [])�[] �, tenemos (Γ , (L t M, []))�θ

ι↑(c). Para completar la prueba solo nos hace falta probar que (Γ , []) ∈ Tθ(c),
lo cual es directo ya que tomando realizador primitivo (Γ ′, c, η) ∈ RθP(c)

tenemos que probar (Γ ′ ∪ Γ , c, η, []) ∈ á. �

Considerando la observación á = {w ∈ Conf | w 7−→∗ (∆, n, η, []) } pa-
ra una constante particular n podemos instanciar el teorema para el tipo
básico de los int.

Teorema 15. Sea t una expresión, Γ un heap tal que wf (Γ). Si [] ` t : int,
J t K[], int � = ι↑(n), entonces (Γ , L t M, [], []) 7−→∗ (∆, n, η, []) para algún heap
∆ ∈ Heap y un entorno de la máquina η ∈MEnv.

Es importante notar que la corrección del compilador para el tipo funcio-
nal es capturado por la noción de aproximación: uno puede deducir que
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una función está correctamente implementada por un código de bajo ni-
vel si computa lo que debería cuando se le proveen todos sus argumentos.
Por ejemplo, dada la función matemática fib que aplicada a un natural n
calcula el n-ésimo número de la sucesión de Fibonacci. Si consideramos el
programa t del ejemplo 5.6 como la implementación de la función Fibonac-
ci en nuestro lenguaje de alto nivel, luego podemos probar por inducción
en n que para todo 0 6 n, J t K[], int � = ι↑(fibn). Por lo tanto, utilizando el
teorema 15 podemos concluir que el programa de bajo nivel L t M computa a
fibn. Notar que en la expresión t existe una meta-variable n. La expresión
del ejemplo 5.7 representa el programa equivalente utilizando variables con
nombre.

1 let n in
2 let λ (ifz 0 then 0
3 else ifz (0 − 1) then 1
4 else let 1 − 1 in
5 let 2 − 2
6 in 31 + 30
7 )
8 in 01
9

(5.6) Usando índices De Bruijn

1 let n = n in
2 let fib = λm . (ifz m then 0
3 else ifz (m − 1) then 1
4 else let n ′ = m − 1 in
5 let n ′′ = m − 2

6 in fibn ′ + fibn ′′

7 )
8 in fibn
9

(5.7) Usando variables con nombre

Finalmente, para probar la corrección del compilador con respecto al pro-
ducto de dos tipos no alcanza con demostrar que el código de bajo nivel
que implementa la definición de un par matemático computa a la instruc-
ción Pair. La razón esta en que nuestro método de evaluación es lazy y por
lo tanto durante la evaluación la máquina podría detenerse en la instruc-
ción Pair (i, i ′), pero alguna (o ambas) de las componentes diverger si exi-
giéramos su computación. Por lo tanto, para demostrar que un programa t
es una implementación de un par p, podemos construirnos las expresiones
t1 = let t in (fst 0) y t2 = let t in (snd 0), probar que J t1 K[], θ1 � = ι↑(π1 p)
y J t2 K[], θ2 � = ι↑(π2 p), con θ1, θ2 tipos básicos. Luego podemos utilizar el
teorema 14 como hicimos anteriormente.

Corrección para Expresiones Divergentes

A continuación probaremos la segunda parte de la definición de un com-
pilador correcto 63; sea t una expresión tal que existe una derivación para



5.3 corrección del compilador 121

el juicio de tipado [] ` t : θ, si J t K[], θ � = ⊥ entonces (Γ , L t M, [], []) 7−→∞,
para cualquier wf (Γ).

El desarrollo para probar la corrección del compilador para expresiones
divergentes será muy similar al estudiado para el caso de la expresiones
convergentes, las principales diferencias estarán dadas por el uso de la
noción de Step-Indexed. Utilizaremos la definición de Step-Indexed para
definir una nueva noción de observación; ahora indexada. Luego podemos
definir la relación de satisfactibilidad, haciendo uso de esta nueva noción,
que nos induzca los operadores ortogonales que después utilizaremos para
definir la relación de aproximación operacional. En este contexto una obser-
vación ái será el conjunto de configuraciones tal que la máquina ejecuta
al menos i pasos. Notar que si una configuración pertenece al conjunto ái
para cualquier i, esta configuración ocasiona que la máquina sea capaz de
dar una cantidad arbitraria de pasos.

Definición 75. Un conjunto ái ⊆ Conf es una observación si es step-indexed y
además satisface las siguientes propiedades:

anti-ejecución

w ′ ∈ ái
w ∈ ái+1

w 7−→w ′

O1
(Γ , i, η, s) ∈ ái

(Γ ∪ ∆, i, η, s) ∈ ái
wf (Γ , s), wf (Γ , (i, η)), Γ ./ ∆

O2
(Γ , i, η, s) ∈ ái

(Γ , i, η, ]p :: s) ∈ ái
Γ p = (i, η)

OP1
(Γ , i, η, π1 :: s) ∈ ái

(Γ , i, η, ]p ::π1 :: ]1p :: s) ∈ ái
Γ p = (i, η)

OP2
(Γ , i, η, π2 :: s) ∈ ái

(Γ , i, η, ]p ::π2 :: ]2p :: s) ∈ ái
Γ p = (i, η)

Luego podemos definir la relación de satisfactibilidad usando la noción
de observación, donde imponemos que los heaps involucrados deben ser
compatibles y bien-formados. Notar que los realizadores y tests ahora están
indexados.

Definición 76 (Satisfactibilidad). Sea ái ⊆ Conf una observación, luego
|= ⊆ (N × (Heap × MClos)) × (N × (Heap × Stack)) es la relación más

chica que satisface

wf (Γ , α), wf (∆, s), Γ ./ ∆ implica (Γ ∪ ∆, α, s) ∈ ámin(i, j)
(i, (Γ , α)) |= (j, (∆, s))
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Esta relación nos induce los operadores ortogonales, los cuales definen una
conexión de Galois antítona que luego nos induce el operador de clausura
_⊥> : P(N × (Heap×MClos))→ P(N × (Heap×MClos)).

Definición 77. Sea ái ⊆ Conf una observación, que nos determina la relación
_ |= _.

_⊥ : P(N × (Heap×MClos))→ P(N × (Heap× Stack))
X⊥ = { (j, (∆, s)) | para todo (i, (Γ , α)) ∈ X,

(i, (Γ , α)) |= (j, (∆, s)) }

_> : P(N × (Heap× Stack))→ P(N × (Heap×MClos))
Y> = { (i, (Γ , α)) | para todo (j, (∆, s)) ∈ Y,

(i, (Γ , α)) |= (j, (∆, s)) } .

Para cualquier θ, dada una relación Rθ ⊆ J θ Kv × (N × (Heap×MClos))
definimos su extensión Rθ⊥ ⊆ J θ K× (N × (Heap×MClos)).

Definición 78 (Relación extendida).

(i, (Γ , α)) ∈ Rθ⊥(d) si existe d ′ ∈ J θ Kv tal que d = ι↑(d
′) y (Γ , α) ∈ Rθ(d ′)

Definición 79 (Realizadores primitivos y Realizadores). Sea án ⊆ Conf una
observación. La relación RθP(_) ⊆ J θ Kv × (N × (Heap×MClos)) se define por
inducción sobre θ.

ptr(η) ⊆ dom(Γ)

(Γ , Unit, η) ∈ nRunit
P (�)

ptr(η) ⊆ dom(Γ)

(Γ , m, η) ∈ nRint
P (m)

Para todo n ′, Γ ′, α y d tal que n ′ < n
ptr(η) ⊆ dom(Γ) wf (Γ ′, α)
Γ ./ Γ ′ (Γ ∪ Γ ′) ./ {p 7→ α }

(Γ ′, α) ∈ n
′
Rθ(d) (Γ ∪ Γ ′ ∪ {p 7→ α }, i, p ::η) ∈ n

′
Rθ
′
(f d)

(Γ , Grab ▹ i, η) ∈ nRθ→ θ
′

P (f)

Para todo n ′, tal que n ′ < n
ptr(η) ⊆ dom(Γ) (Γ , i, η) ∈ n

′
Rθ(d0) (Γ , i ′, η) ∈ n

′
Rθ
′
(d1)

(Γ , Pair (i, i ′), η) ∈ nRθ×θ
′

P ((d0,d1))

(Γ , α) ∈ nRθ(d) si y solo si (n, (Γ , α)) ∈ (RθP⊥(d))
⊥>
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Por conveniencia escribimos el índice de cualquier realizador como supra-
índice de la relación correspondiente; escribiremos (Γ , α) ∈ nRθP(d) para re-
ferir a (n, (Γ , α)) ∈ RθP(d), análogo para los realizadores no primitivos. El
conjunto de tests queda definido como Tθ(d) = (RθP⊥(d))

⊥, con d ∈ J θ Kv.
La definición de aproximación operacional captura la noción de que tan

bien una instrucción aproxima a un valor denotacional cuando realiza al-
guna cantidad de transiciones en la máquina. Notar que si una instrucción
aproxima a ⊥ para cualquier cantidad de transiciones, entonces podemos
concluir que esta instrucción ocasiona que la máquina diverja.

Definición 80 (Aproximación operacional). Sea án ⊆ Conf .

(Γ , α)�θn d se define como (Γ , α) ∈ nRθ(d) .

Los conjuntos de realizadores primitivos, realizadores y tests son step-
indexed. En el caso de los realizadores primitivos, la prueba es directa de
probar por casos en cada tipo. A continuación probamos la propiedad solo
para el conjunto de realizadores (la prueba es análoga para los tests).

Lema 63. Para todo n:

Si (Γ , α) ∈ n+1RθP(d) entonces (Γ , α) ∈ nRθP(d)

Si (Γ , α) ∈ n+1Rθ(d) entonces (Γ , α) ∈ nRθ(d)

Si (∆, s) ∈ n+1Tθ(d) entonces (∆, s) ∈ nTθ(d)

Demostración. Supongamos (Γ , α) ∈ n+1Rθ(d), tomemos un (∆, s) ∈ jTθ(d)
tal que wf (Γ , α), wf (∆, s) y Γ ./ ∆, tenemos que probar

(Γ ∪ ∆, α, s) ∈ ámin(i, j)

. Además tenemos que vale (Γ ∪ ∆, α, s) ∈ ámin(i+1, j).

Si min(i, j) = i, podemos completar la prueba usando que nuestra
observación es step-indexed.

Si min(i, j) = j, entonces la prueba es directa.

�

Haciendo uso de este lema podemos enunciar y probar el siguiente re-
sultado más general.
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Lema 64. Para todo n y n ′, tal que n ′ 6 n:

Si (Γ , α) ∈ nRunit
P (d) entonces (Γ , α) ∈ n ′Runit

P (d)

Si (Γ , α) ∈ nRunit(d) entonces (Γ , α) ∈ n ′Runit(d)

Si (Γ , α) ∈ nTθ(d) entonces (Γ , α) ∈ n ′Tθ(d)

Demostración. La prueba es directa de hacer inducción en n y utilizar el
lema 64. �

La aproximación de entornos se define guiada por la construcción de los
entornos de la máquina; un entorno vacío emparejado con cualquier heap
aproximará al entorno semántico vacío, además un entorno p ::η junto con
un heap Γ , tal que p ∈ dom(Γ), aproximará a un entorno semántico (d, ρ) si
el realizador (Γ , Γ p) aproxima a d y el resto entorno junto con Γ aproximan
a ρ.

Definición 81 (Aproximación de Entornos).

(Γ , [])�[]
n �

p ∈ dom(Γ) (Γ , Γ p)�θn d (Γ , η)�πn ρ

(Γ , p ::η)�θ ::πn (d, ρ)

Las siguientes propiedades son de alguna manera análogas a aquellas
que enunciamos para el caso de la aproximación denotacional, más aun las
estrategias de prueba son equivalentes.

Lema 65. Sea (Γ , η)�πn ρ.

1. |η | = |π | y ptr(η) ⊆ dom(Γ).

2. Para cualquier n < |η |, (Γ , Γ (η . n))�π . n
n ρ ↙ n.

3. Si wf (Γ), Γ ./ ∆ y (Γ , η)�πn ρ, entonces (Γ ∪ ∆, η)�πn ρ.

4. Sea (Γ , η) �πn ρ y (Γ ′, α) �θn d, tal que wf (Γ), wf (Γ ′, α), y Γ ./ Γ ′. Si
(Γ ∪ Γ ′) ./ {p 7→ α }, entonces (Γ ∪ Γ ′ ∪ {p 7→ α }, p ::η)�θ ::πn (d, ρ).

Además podemos probar que esta relación también es step-indexed uti-
lizando que las relaciones anteriores cumplen también con la propiedad.

Lema 66. Para todo n ∈ N, si (Γ , η)�πn+1 ρ entonces (Γ , η)�πn ρ.
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Demostración. Procedamos por inducción en π, cuando el contexto es va-
cío la prueba es directa. Si tenemos θ ::π, luego nuestra hipótesis es que
(Γ , p ::η) �θ ::πn+1 (d, ρ) y queremos probar (Γ , p ::η) �θ ::πn (d, ρ). Por la defi-
nición de aproximación de entornos esto es probar que (Γ , Γ p) �θn d y
(Γ , η) �πn ρ, cuando p ∈ dom(Γ). La primera aproximación que tenemos
que probar es directa de utilizar ĺa hipótesis del lema y que el conjunto de
realizadores es step-indexed como asegura el lema 63. La segunda aproxi-
mación también es directa de utilizar la hipótesis inductiva y la hipótesis
principal. �

Lema 67. Para todo n,n ′ ∈ N tal que n ′ 6 n, si (Γ , η)�πn ρ entonces

(Γ , η)�πn ′ ρ .

Demostración. La prueba es directa por inducción en n y el lema anterior.
�

La aproximación no cerrada define cuando una función continua d :

Jπ K → J θ K aproxima a una instrucción i : Code para cualquier cantidad
de transiciones de la máquina. Suponiendo un índice n, un heap Γ tal qué
wf (Γ) y entornos η y ρ, si ρ aproxima a (Γ , η) con índice n, entonces la
aplicación dρ aproxima a (Γ , (i, η)) en n; es decir (n, (Γ , (i, η))) es un rea-
lizador de dρ.

Definición 82 (Aproximación no cerrada).
La relación _ �π,θ _ ⊆ Code× (Jπ K→ J θ K) se define como

i�π,θ d si y solo si ∀(n ∈N), wf (Γ) y (Γ , η)�πn ρ entonces (Γ , (i, η))�θn dρ

Para probar la propiedad fundamental de las relaciones lógicas enuncia-
mos y probamos los siguientes lemas. En particular el primero lo enuncia-
remos de la forma más general posible; probaremos que cualquier instruc-
ción iv de la máquina que represente un valor constante aproxima a toda
función constante λρ .d : Jπ K → J θ Kv, con θ un tipo básico. Notar que
suponiendo θ es un tipo básico entonces tenemos que J θ Kv es un orden
discreto.

Lema 68. iv�π,θ (λρ . ι↑(d))

Demostración. Tomamos un n ∈ N tal que (Γ , η) �πn ρ y queremos probar
(Γ , (iv, η)) ∈ nRθ(ι↑(d)). Por definición (n, (Γ , (iv, η))) es un realizador
primitivo de ι↑(d). Por lo tanto, completamos la prueba notando que el
operador biortogonal define la mayor extensión de RθP⊥(ι↑(d)). �
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Lema 69. Si i�π,θ1 d y i ′ �π,θ2 d ′ entonces Pair (i, i ′)�π,θ1×θ2 ι↑ ◦ 〈d , d ′ 〉.

Demostración. Supongamos n ∈N y (Γ , η)�πn ρ, luego tenemos que probar
que (Γ , (Pair (i, i ′), η)) �θ1×θ2n ι↑((dρ, d ′ρ)). Utilizando la extensionalidad
del operador biortogonal tenemos que probar que

(Γ , (Pair (i, i ′), η)) ∈ nRθ1×θ2P ((dρ, d ′ρ))

lo cual por definición es probar que tomando un m tal que m < n en-
tonces (Γ , (i, η)) ∈ mR

θ1
P (dρ), (Γ , (i ′, η)) ∈ mR

θ2
P (d ′ρ) y ptr(α) ⊆ dom(Γ).

Esto ultimo es directo por el lema 36. Utilizando las hipótesis en cada caso
nos restaría probar que (Γ , η)�πm ρ, lo cual se traduce a probar (Γ , η)�πn ρ
utilizando 67. Por lo tanto completamos la prueba. �

Lema 70. Si i�θ ::π,θ ′ d entonces Grab ▹ i�π,θ→ θ ′ ι↑ ◦ 〈d〉.

Demostración. Tomemos n ∈N y (Γ , η)�πn ρ y probemos

(n, (Γ , (Grab ▹ i, η)))

es un realizador primitivo de ι↑(〈d〉ρ). Tomamos un m ∈ N tal que m < n,
d ′ ∈ J θ K, y (Γ ′, α) ∈ mRθ(d ′). Además asumimos que los heaps cumplen
wf (Γ ′, α), Γ ./ Γ ′, y (Γ ∪ Γ ′) ./ {p 7→ α } con el puntero p fresco.

Sea Γ ′′ = Γ ∪ Γ ′ ∪ {p 7→ α }, utilizando los lemas 65 y 67 probamos que
(Γ ′′, p ::η) �θ ::πm (d ′, ρ). Luego podemos utilizar la hipótesis para concluir
la prueba. �

Recurrentemente en las pruebas de varios de los siguientes lemas utili-
zaremos una misma estrategia inicial que sentará la base de cada prueba
particular, cada prueba iniciará utilizando el lema 5, si queremos probar
que un tests pertenece al algún conjunto de tests, o el lema 6 para el caso
de realizadores.

Supongamos queremos probar que un realizador (n, (Γ , α)) aproxima a
un valor denotacional d; (n, (Γ , α)) ∈ (RθP⊥(d))

⊥> . La prueba procedería
suponiendo un test que cumple (m, (∆, s)) ∈ (RθP⊥(d))

⊥ y probando

(Γ ∪ ∆, α, s) ∈ ámin(n,m)

siempre que Γ y ∆ sean compatibles y bien formados. Notar que n y m
son cualquiera, luego el lema 6 simplifica la prueba de manera que solo
consideremos el caso en que m 6 n; min(n, m) = m. Luego debemos
probar (Γ ∪ ∆, α, s) ∈ ám. Además, para probar que una configuración



5.3 corrección del compilador 127

esta en el conjunto de observaciones nos interesa poder ejecutar un paso y
probar que la configuración a la que avanzamos pertenece a un conjunto de
observaciones con menor índice. Es cómodo entonces suponer que m = 0

o m = m ′ + 1, luego es directo por definición que (Γ ∪ ∆, α, s) ∈ á0 y
restaría probar (Γ ′, α ′, s ′) ∈ ám ′ con m ′ 6 n, dado que (Γ ∪ ∆, α, s) 7−→
(Γ ′, α ′, s ′). De manera análoga para tests utilizamos el lema 5.

Lema 71. Para todo n ∈N, si Γ ./ ∆, wf (∆, s), wf (Γ , α) (Γ , α)�θn d y (∆, s) ∈
nTθ

′
(fá d), entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ α }, p :: s) ∈ nTθ→ θ
′
(f)

con p tal que (Γ ∪ ∆) ./ {p 7→ α }.

Demostración. Tomemos Γ ′ = Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ α }; y probemos que

(n, (Γ ′, p :: s)) ∈ Rθ→ θ
′

P⊥ (f)⊥ .

Supongamos un realizador primitivo tal que (m+ 1, (Γ ′′, α̂)) ∈ Rθ→ θ
′

P⊥ (f)

con m + 1 6 n y tal que wf (Γ ′′, α̂), wf (Γ ′, p :: s) y Γ ′ ./ Γ ′′, y queremos
probar (Γ ′ ∪ Γ ′′, α̂, p :: s) ∈ ám+1. Por la definición 78 que extiende nuestra
relación tenemos que existe una f ′ : J θ→ θ ′ Kv tal que f = ι↑(f

′), además
por la definición de realizador primitivo para el tipo flecha sabemos α̂ =

(Grab ▹ i, η) para algún i ∈ Code, η ∈ MEnv. Luego por anti-ejecución
queremos probar (Γ ′ ∪ Γ ′′, i, p ::η, s) ∈ ám.

Utilizando todas las suposiciones sobre realizadores y tests bien forma-
dos, y la compatibilidad entre heaps, probamos Γ ′′ ∪ Γ ./ {p 7→ α } y
Γ ′′ ./ Γ . Además haciendo uso de que nuestras relaciones de aproxima-
ción son step-indexed tenemos que (Γ , α)�θm d, luego podemos utilizar, de
nuevo, que (m + 1, (Γ ′′, (Grab ▹ i, η))) es un realizador primitivo de f ′ y
concluir (Γ ′′ ∪ Γ ∪ {p 7→ α }, i, p ::η) ∈ mRθ ′(f ′ d).

Sea ∆ ′ = Γ ′′ ∪ Γ ∪ {p 7→ α }, claramente vale ∆ ./ ∆ ′ y wf (∆ ′), por
lo tanto podemos actualizar nuestro objetivo y pasar a probar que (∆ ′ ∪
∆, i, p ::η, s) ∈ ám. Por lo tanto, utilizando que tenemos un realizador
(m, (Γ ′′ ∪ Γ ∪ {p 7→ α }, i, p ::η)) y un test (m, (∆, s)) para f ′ d = fá d, y
completar la prueba. Notar que podemos probar que (m, (∆, s)) es efecti-
vamente un test ya que m < n. �

A continuación podemos utilizar este lema para probar que la instruc-
ción Push n ▹ i aproxima operacionalmente a la función continua f ◦app
(_ ↙ n), siempre que n < |η |.
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Lema 72. Sea i�π,θ→ θ ′ f, entonces Push n ▹ i�π,θ ′ f ◦app (_ ↙ n) , cuando
n < |η |, y π . n = θ.

Demostración. Tomemos un n ∈N y supongamos (Γ , η)�πn ρ y wf (Γ) luego
queremos probar que (Γ , (Push n ▹ i, η))�θ

′
n (f ρ)á (ρ ↙ n). Tomamos un

test tal que (∆, s) ∈ m+1Tθ
′
((f ρ)á (ρ ↙ n)) donde se cumple wf (∆, s)

y Γ ./ ∆, con el fin de probar (Γ ∪ ∆, Push n ▹ i, η, s) ∈ ám+1 cuando
m+ 1 6 n. Usando anti-ejecución probaremos (Γ ∪ ∆, i, η, p :: s) ∈ ám.

Por step-indexed tenemos (Γ , η)�πm ρ, además usando el lema 65 obtene-
mos (Γ , Γ p) ∈ mRθ(ρ ↙ n). Luego podemos utilizar el lema anterior 71 y
construirnos un nuevo test (Γ ∪ ∆, p :: s) ∈ mTθ→ θ

′
(f ρ). Tenemos además

que (m, (Γ , (i, η))) es un realizador de f ρ, luego combinando este mismo
con el test reciente podemos concluir la prueba. �

Lema 73. Access n�π,π . n _ ↙ n, cuando n < |η|.

Demostración. Tomemos un n ′ ∈ N y supongamos π . n = θ, queremos
probar (Γ , (Access n, η))�θn ′ (ρ ↙ n), suponiendo además que (Γ , η)�πn ′ ρ
y wf (Γ). Tomamos un test, (∆, s) ∈ m+1Tθ(ρ ↙ n) tal que m + 1 6 n,
wf (∆, s) y Γ ./ ∆, y queremos probar (Γ ∪ ∆, Access n, η, s) ∈ ám+1,
luego por anti-ejecución tenemos que demostrar (Γ ∪ ∆, Γ p, ]p :: s) ∈ ám
con p = η . n.

Utilizamos el lema 65 para obtener (Γ , Γ p)�θm (ρ ↙ n), combinando esta
aproximación, con el test obtenido gracias a la propiedad de step-indexed,
(∆, s) ∈ mTθ(ρ ↙ n) podemos obtener (Γ ∪ ∆, Γ p, s) ∈ ám. Luego com-
pletamos la prueba haciendo uso de la regla O2. �

Lema 74. Si (∆, s) ∈ nTθ1(π1ád) tal que wf (∆, s) y Γ ./ ∆, entonces

(Γ ∪ ∆,π1 :: s) ∈ nTθ1×θ2(d) .

Demostración. Sea m ∈N, tomemos (m+ 1, (Γ ′, α ′)) ∈ R
θ1×θ2
P⊥ (d) el realiza-

dor primitivo tal que wf (Γ ′, α ′), wf (Γ ∪ ∆, π1 :: s) y Γ ′ ./ Γ ∪ ∆ y queremos
probar (Γ ′ ∪ Γ ∪ ∆, α ′, π1 :: s) ∈ ám+1, con m+ 1 6 n. Además tenemos
que existe un par (d1,d2) tal que (m + 1, (Γ ′, α ′)) ∈ R

θ1×θ2
P (((d1,d2))) y

d = ι↑((d1,d2)), por lo tanto α ′ = (Pair (i, i ′),η), luego por anti-ejecución
debemos probar (Γ ′ ∪ ∆, i, η, s) ∈ ám, donde además podemos probar que
los punteros de dom(Γ) son irrelevantes y podemos prescindir de Γ en la
configuración utilizando la regla O1.

Para completar la prueba solo resta notar que el realizador primitivo
que supusimos nos permite obtener (Γ ′, i, η) ∈ mRθ1(d1), el cual podemos
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combinar con el test (∆, s) ∈ mTθ1(d1), que es resultado de utilizar que el
conjunto de test es step-indexed. �

Este lema nos permite probar que la instrucción Fst n aproxima opera-
cionalmente a la función continua ρ 7→ π1 ◦k (ρ ↙ n).

Lema 75. Sea n ∈ N tal que n < |η | y π . n = θ1 × θ2, entonces

Fst n�π,θ1 π1 ◦k (_ ↙ n) .

Demostración. Supongamos (Γ , η)�πn ρ y wf (Γ), y probemos

(Γ , (Fst n, η))�θ1n (π1)á(ρ ↙ n) .

Tomemos un test (∆, s) ∈ m+1Tθ1((π1)á(ρ ↙ n)), tal que wf (Γ , (Fst n,η)),
wf (∆, s), y Γ ./ ∆, y probemos que (Γ ∪ ∆, Fst n, η, s) ∈ ám+1, con
m+ 1 6 n. Por anti-ejecución y la regla OP1 tenemos que probar

(Γ ∪ ∆, Γ p, π1 :: s) ∈ ám .

Utilizando el lema 74 sobre el test supuesto obtenemos

(Γ ∪ ∆,π1 :: s) ∈ nTθ1×θ2(ρ ↙ n) .

Además usando el lema 65 tenemos (Γ , Γ p) ∈ mRθ1×θ2(ρ ↙ n). Luego
podemos combinar este test y realizador para completar la prueba. �

Los últimos dos lemas tienen su versión análoga para el caso de la se-
gunda proyección, donde además las pruebas son equivalentes.

Lema 76. Si (∆, s) ∈ nTθ2(π2ád) tal que wf (∆, s) y Γ ./ ∆, entonces

(Γ ∪ ∆,π2 :: s) ∈ nTθ1×θ2(d) .

Lema 77. Sea n ∈ N tal que n < |η | y π . n = θ1 × θ2, entonces

Snd n�π,θ2 π2 ◦k (_ ↙ n) .

Los siguientes lemas nos permiten probar que la instrucción BOp⊕ i i
′

aproxima operacionalmente a m�m ′ siempre que i e i ′ aproximen a m
y m ′ respectivamente. El resultado final lo conseguiremos enunciado dos
lemas previos que nos permitan construir un test en base a otro.
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Lema 78. Si (∆, s) ∈ nTint(ι↑(m) �á d ′) tal que wf (∆, s), wf (Γ , (m, η)) y
Γ ./ ∆ entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η) }, �p :: s) ∈ nTint(d ′)

con p /∈ ptr(∆).

Demostración. Tomemos Γ = Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η) }. Supongamos
el realizador primitivo (m+ 1, (Γ ′, α ′)) ∈ Rint

P⊥(d
′) tal que wf (Γ ′, (m ′, η ′))

y Γ ′ ./ Γ y probemos que (Γ ′ ∪ Γ , α ′, �p :: s) ∈ ám+1, con m + 1 6 n.
Utilizando el realizador primitivo podemos obtener que d ′ = ι↑(m ′) y ade-
más (m+ 1, (Γ ′, (m ′, η ′))) ∈ Rint

P ((m ′)), es decir α = (m ′, η ′). Luego por
anti-ejecución debemos probar (Γ ′ ∪ Γ , m�m ′, η, s) ∈ ám.

Para completar la prueba podemos construirnos el realizador primitivo
(m, (Γ ′ ∪ Γ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η) }, (m�m ′, η))) ∈ Rint

P⊥(ι↑(m�m
′)) que

nos permite combinarlo con el test (∆, s) ∈ mTint(ι↑(m�m ′)), notando que
ι↑(m) �á ι↑(m ′) = ι↑(m�m ′). �

Lema 79. Si (Γ , i ′, η) ∈ nRint(d ′) y (∆, s) ∈ nTint(d �á d ′) tal que Γ ./ ∆,
wf (∆, s) y wf (Γ , (BOp⊕ i i ′, η)), entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕� i
′, η) }, �p :: s) ∈ nTint(d)

donde p /∈ ptr(Γ ∪ ∆)

Demostración. Sea Γ = Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕� i
′, η) }. Tomamos el realiza-

dor primitivo (n ′ + 1, (Γ ′, α)) ∈ Rint
P⊥(d) tal que wf (Γ ′, α), wf (Γ , �p :: s) y

Γ ′ ./ Γ , y probemos que (Γ ′ ∪ Γ , α, �p :: s) ∈ án ′+1 con n ′ + 1 6 n. Por el
realizador primitivo tenemos que d = ι↑(m) y (Γ ′, α) ∈ n ′+1Rint

P (m), con
α = (m, η ′). Luego por anti-ejecución es suficiente con demostrar que

(Γ ′ ∪ Γ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η ′) }, (i ′, η), �p :: s) ∈ án ′ .

Utilizando el lema anterior podemos construirnos el test

(Γ ′ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕m�, η ′) }, �p :: s) ∈ n
′
Tint(m ′)

y combinarlo con (Γ , i ′, η) ∈ n ′Rint(d ′) para completar la prueba. �

Lema 80. Si i�π,int d y i ′ �π,int d ′ entonces BOp⊕ i i ′ �π,int d ◦� d ′.
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Demostración. Supongamos (Γ , η)�πn ρ y wf (Γ), y probemos

(Γ , (BOp⊕ i i
′, η))�int

n (d ◦� d ′)ρ .

Tomemos un test (∆, s) ∈ m+1Tθ1((d ◦� d ′)ρ), tal que wf (Γ , (Fst n,η)),
wf (∆, s), y Γ ./ ∆, y probemos que (Γ ∪ ∆, BOp⊕ i i ′, η, s) ∈ ám+1, con
m+ 1 6 n. Por anti-ejecución tenemos que probar

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕� i
′, η) }, (i, η), �p :: s) ∈ ám .

Utilizando el lema anterior tenemos

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (BOp⊕� i
′, η) }, �p :: s) ∈ mTint(dρ)

y podemos concluir la prueba combinando este ultimo test con el hecho de
que (Γ , i, η) es un realizador de dρ. �

Utilizando una estrategia similar a la que usamos recientemente con los
operadores binarios podemos probar los lemas relacionados con la expre-
sión condicional.

Lema 81. Si (Γ , i ′, η) ∈ nRθ(d ′) y (∆, s) ∈ nTθ(d ′) tal que wf (∆, s), Γ ./ ∆ y
wf (Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η)), entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }, ?p :: s) ∈ nTint(ι↑(0))

donde p /∈ ptr(Γ ∪∆).

Demostración. Sea Γ = Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }. Supongamos el
realizador primitivo (m+ 1, (Γ ′, 0, η ′)) ∈ Rint

P⊥(ι↑(0)) tal que wf (Γ ′, (0, η ′)),
wf (Γ , ?p :: s) y Γ ′ ./ Γ , y probemos que (Γ ′ ∪ Γ , (0, η ′), ?p :: s) ∈ ám+1. Lue-
go por anti-ejecución y utilizando la regla O1 es suficiente con demostrar
que (Γ ∪ ∆, (i ′, η), s) ∈ ám. Por lo tanto, completamos la prueba combi-
nando el realizador y test para el valor denotacional d ′. �

El lema anterior nos permitía construir un test en el caso de que valor
denotacional para la condición del ifz era cero, de forma análoga podemos
enunciar y probar el caso en el que el valor denotacional es distinto de cero.

Lema 82. Si (Γ , i ′′, η) ∈ nRθ(ι↑(d
′′)) y (∆, s) ∈ nTθ(d ′′) tal que wf (∆, s),

wf (Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η)) y Γ ./ ∆ entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }, ?p :: s) ∈ nTint(z)

donde p /∈ ptr(Γ ∪∆) y z 6= ι↑(0).
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El siguiente lema es una generalización que combina los últimos dos
resultados previos y que nos permite construir un nuevo test.

Lema 83.
Si (Γ , i ′, η) ∈ nRθ(d ′) y (Γ , i ′′, η) ∈ nRθ(d ′′), además tenemos el test

(∆, s) ∈ nTθ(ifz (d) (d ′) (d ′′))

tal que wf (Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η)), wf (∆, s) y Γ ./ ∆ entonces

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }, ?p :: s) ∈ nTint(d)

donde p /∈ ptr(Γ ∪∆).

Demostración. Supongamos (m+ 1, (Γ ′, i, η ′)) ∈ Rint
P⊥(d) realizador primiti-

vo tal que wf (Γ ′, (i, η ′)), wf (Γ , ?p :: s) y Γ ′ ./ Γ , y probemos que

(Γ ′ ∪ Γ , (i, η ′), ?p :: s) ∈ ám+1 .

Luego existe un d̂ tal que d = ι↑(d̂) y además (m+ 1, (Γ ′, i, η ′)) ∈ Rint
P (d̂).

Si suponemos que d̂ = 0 completamos la prueba utilizando el lema 81, en
caso contrario utilizamos el lema 82. �

Lema 84. Si i�π,int d, i ′ �π,θ d ′ y i ′′ �π,θ d ′′ entonces

IfZ i i ′ i ′′ �π,θ ifz (d) (d ′) (d ′′) .

Demostración. Supongamos (Γ , η)�πn ρ y wf (Γ), y probemos

(Γ , (IfZ i i ′ i ′′, η))�θn (ifz (d) (d ′) (d ′′))ρ .

Tomemos un test (∆, s) ∈ m+1Tθ((ifz (d) (d ′) (d ′′))ρ), tal que Γ ./ ∆, wf (∆, s)
y wf (Γ , (Fst n,η)), y probemos que (Γ ∪ ∆, IfZ i i ′ i ′′, η, s) ∈ ám+1, con
m+ 1 6 n. Por anti-ejecución tenemos que probar

(Γ ∪ ∆ ∪ {p 7→ (IfZ� (i ′, i ′′), η) }, (i, η), ?p :: s) ∈ ám .

Utilizando el test (∆, s) ∈ m+1Tθ((ifz (d) (d ′) (d ′′))ρ) en conjunto con el
lema 83 podemos construirnos un nuevo test que al combinarlo con la
aproximación i�π,int d nos permite completar la prueba. �
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A continuación probaremos el último de una serie de lemas necesarios
para probar la propiedad fundamental de las relaciones lógicas. Primero
probaremos que si una instrucción i aproxima operacionalmente a un va-
lor denotacional d : J θ ::π K → J θ K entonces la instrucción Rec i aproxima
al punto fijo Fix(d) : Jπ K→ J θ K. Luego utilizando este resultado probamos
casi inmediatamente que la instrucción Let (Rec i) ▹ i ′ aproxima operacio-
nalmente a la función continua let (Fix(d)) (d ′) : Jπ K → J θ ′ K, cuando i ′

aproxima a d ′ : J θ ::π K→ J θ ′ K y i aproxima a d : J θ ::π K→ J θ K.

Lema 85. Si i�θ ::π,θ d, entonces Rec i�π,θ Fix(d).

Demostración. La prueba procederá por inducción en n ∈ N, donde tene-
mos que probar (Γ , (Rec i, η)) �θn Fix(d) ρ suponiendo wf (Γ) y (Γ , η) �πn ρ
valen.

Si n = 0, entonces tomando cualquier test (∆, s) ∈ 0Tθ(Fix(d) ρ) y
suponiendo wf (Γ , (Rec i, η)), wf (∆, s) y Γ ./ ∆ entonces

(Γ ∪ ∆, Rec i, η, s) ∈ á0 .

Pero esto es directo por definición.

Si n = m+ 1, tomamos un test (∆, s) ∈ m ′+1Tθ(Fix(d) ρ) y suponien-
do wf (Γ , (Rec i, η)), wf (∆, s) y Γ ./ ∆ entonces (Γ ∪ ∆, Rec i, η, s) ∈
ám ′+1, cuandom ′+ 1 6 m+ 1. Por anti-ejecución tenemos que probar

(Γ ∪ {p 7→ (Rec i, η) } ∪ ∆, i, p ::η, s) ∈ ám ′

Por hipótesis inductiva tenemos que (Γ , (Rec i, η)) �θm Fix(d) ρ, ade-
más tenemos que vale (Γ , η) �πm ′ ρ y por lo tanto utilizando el lema
65 podemos construirnos la aproximación

(Γ ∪ {p 7→ (Rec i, η) }, p ::η)�θ ::πm ′ (Fix(d) ρ, ρ) .

Luego utilizando que i aproxima a d tenemos que

(Γ ∪ {p 7→ (Rec i, η) }, i, p ::η)�θm ′ d (Fix(d) ρ, ρ) .

Notar que Fix(d) ρ = d (Fix(d) ρ, ρ). Luego podemos completar la
prueba utilizando el test (∆, s) ∈ m ′Tθ(d (Fix(d) ρ, ρ)).

�
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Lema 86. Si i�θ ::π,θ d y i ′ �θ ::π,θ ′ d ′, entonces

Let (Rec i) ▹ i ′ �π,θ ′ let (Fix(d)) (d ′) .

Demostración. Supongamos (Γ , η) �πn ρ y wf (Γ), tomamos un test (∆, s) ∈
m+1Tθ

′
(let (Fix(d)) (d ′)) tal que wf (Γ , (Let (Rec i) ▹ i ′, η)), wf (∆, s) y Γ ./

∆ y queremos probar, luego de aplicar anti-ejecución que

(Γ [p 7→ (Rec i, η)] ∪ ∆, i ′, p ::η, s) ∈ ám

Por hipótesis y el lema anterior obtenemos (Γ , (Rec i, η)) �θm Fix(d)ρ .
Luego además combinando esta aproximación con la aproximación de en-
tornos concluimos mediante el lema 65 que

(Γ ∪ {p 7→ (Rec i, η) }, p ::η)�θ ::πm (Fix(d) ρ, ρ) .

Notar que let (Fix(d)) (d ′) ρ = d ′ (Fix(d) ρ, ρ). Por lo tanto combinando
la ultima aproximación construida y una de nuestras hipótesis tenemos

(Γ ∪ {p 7→ (Rec i, η) }, (i ′, p ::η))�θ
′
m d

′ (Fix(d) ρ, ρ) .

Finalmente, utilizando el test (∆, s) ∈ mTθ
′
(let (Fix(d)) (d ′)) completamos

la prueba. �

Finalmente probaremos que la compilación de cualquier programa bien
tipado aproxima a su valor denotacional. La prueba es el resultado de uti-
lizar inducción en la derivación del juicio de tipado y utilizar los lemas
anteriores.

Teorema 16. Si π ` t : θ entonces L t M �π,θ J t Kπ, θ.

Utilizaremos la propiedad fundamental para probar la corrección del
compilador cuando el valor denotacional de una expresión es igual a ⊥;
en ese caso probaremos que el código resultado de compilar tal expresión
ocasiona que la máquina de infinita cantidad de transiciones. Es interesante
notar que a diferencia de la relación de aproximación denotacional (que nos
permitía probar la corrección con respecto a un tipo básico particular), la
aproximación operacional que definimos nos permite enunciar y probar la
corrección con respecto a cualquier tipo. Esto se debe a que sin importar el
tipo de nuestra expresión, el comportamiento de la máquina debería ser el
mismo.



5.3 corrección del compilador 135

Para probar que la máquina da una cantidad infinita de transiciones
vamos a probar que la configuración inicial pertenece al conjunto de obser-
vaciones án para cualquier n ∈ N. Recordemos que si una configuración
pertenece a án, significa que la máquina (partiendo de esa configuración)
realiza al menos n transiciones.

Teorema 17. Sea t una expresión y Γ un heap. Si ` t : θ, J t K[], θ � = ⊥ y wf (Γ),
entonces (Γ , L t M, [], []) 7−→∞
Demostración. Utilizando el teorema 16 obtenemos L t M �[],θ J t K[], θ. Ya que

wf (Γ), luego trivialmente (Γ , [])�[]
n � para cualquier n ∈N y por lo tanto te-

nemos (Γ , (L t M, []))�θn⊥. Por la definición 78 que nos permite extender los
realizadores primitivos es directo que (Γ , []) ∈ nTθ(⊥), luego combinando
este test con la aproximación anterior podemos concluir que (Γ , L t M, [], [])
∈ án. �

Considerando el programa del ejemplo 5.6, hemos probado que este
computa a la función matemática fib siempre y cuando el argumento pro-
veído sea mayor o igual que cero. Utilizando el ultimo teorema 17 pode-
mos probar además que sucede en el caso de que el argumento sea menor
que cero. Teniendo en cuenta interpretamos el valor denotacional ⊥ como
aquel que no nos brinda información, podemos probar que si fibn = ⊥
para cualquier n < 0, entonces nuestra expresión de alto nivel implementa
exactamente esta función, más aun utilizando la corrección de compilador
podemos concluir que el programa resultado de compilar tal expresión
también implementa exactamente a esta función. Notar que esto no vale si
por ejemplo quisiéramos probar que nuestro programa de alto nivel imple-
menta la función fib, pero tal que fibn = 0, para cualquier n < 0.





6
C O N C L U S I O N E S

En el desarrollo general del doctorado hemos aplicado herramientas ma-
temáticas sofisticadas para estudiar propiedades de lenguajes de progra-
mación y demostrar la corrección de compiladores. Un contenido común a
lo largo de los capítulos fue el uso de sistemas de tipos y relaciones lógicas
como estrategia de prueba. Las principales contribuciones del trabajo son:
(i) la extensión de alguna de esas técnicas a construcciones que no habían
sido consideradas anteriormente (Cap. 4 donde analizamos un lenguaje
con subtipado), (ii) la adaptación de biortogonalidad a una semántica ex-
trínseca (Cap. 4) y (iii) la definición de un compilador correcto para un
lenguaje con estrategia de evaluación lazy (Cap. 5). A continuación, hace-
mos comentarios más detallados de cada capítulo.

El capítulo 3 engloba los primeros pasos de la investigación que comen-
zó con el estudio del artículo de Launchbury[25] donde se presenta un
lenguaje con estrategia de evaluación lazy y define semánticas denotacio-
nal y operacional para las cuales prueba su corrección y adecuación. Du-
rante este aprendizaje encontramos que la definición de semántica para
heaps presentada por Launchbury desembocaba en un contra-ejemplo pa-
ra la prueba de corrección. Nuestro desarrollo entonces se basó en dar una
definición correcta de la semántica para heaps (interpretando la verdadera
intención de la definición original) y reemplazar la semántica operacional
original por la presentada por Sestoft[46] cuya definición permite probar
efectivamente que las configuraciones involucradas en una evaluación son
distintivamente nombradas. Finalmente, probamos de manera exhaustiva
todos los resultados expuesto en el artículo, incluida la prueba del teorema
de corrección.

El desarrollo presentado en el capítulo 4 comenzó como una excusa para
aprender las técnicas de biortogonalidad, step-indexing y la mecanización
en Coq de la meta-teoría de lenguajes de programación. En determinado
momento notamos que la mayor parte de la literatura sobre biortogonali-
dad para lenguajes tipados consideraba solo semántica intrínseca y decidi-
mos intentar explorar la estrategia de prueba utilizando semántica extrínse-
ca; lo cual derivo en la prueba de adecuación con respecto a esta semántica.
Además, la intención fue probar la correspondencia entre las semánticas
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denotacionales intrínseca y extrínseca con el objetivo de poder transferir
los resultados de adecuación con respecto a una semántica en base a otra;
Reynolds[38, 39] propone una estrategia utilizando relaciones lógicas para
un lenguaje call-by-name, nosotros adaptamos la estrategia para un len-
guaje call-by-value y dimos una mecanizamos en Coq. Concretamente, en
una primera etapa definimos un lenguaje muy simple y presentamos las
herramientas matemáticas utilizadas por Reynolds para probar el teorema
de bracketing entre las semánticas intrínseca y extrínseca; además introdu-
cimos el uso de biortogonalidad para probar adecuación. Posteriormente,
ejemplificamos la modularidad de las técnicas mediante la extensión del
lenguaje enriqueciendo el sistema de tipos con nuevas construcciones y
subtipado. Gran parte de las pruebas se mantiene invariante: la extensión
solo agrega algunos casos que no interfieren con los casos inductivos de las
pruebas originales.

mecanización La formalización de estos resultados fue uno de los
enfoques principales del desarrollo, en ese sentido es interesante mencio-
nar que la mecanización en Coq de todos estos resultados para el lenguaje
completo tomó alrededor de 12000 líneas (contando solamente nuestro có-
digo y no las librerías externas utilizadas). Además, podemos comparar el
incremento en lineas de código para módulos específicos considerando el
lenguaje simple contra el extendido; notar que el factor de incremento es
casi el mismo.

Especificaciones Pruebas
Módulo Simple Extendido Simple Extendido

Teorema de Bracketing 340 550 1000 2000

Aproximación Operacional 170 220 550 1100

Aproximación Denotacional 230 320 540 1000

Finalmente, en el capítulo 5 combinamos realizabilidad y biortogonali-
dad para probar la corrección de un compilador hacia una versión exten-
dida con pares, operaciones binarias y recursión de la máquina de Sestoft.
Esto implica una extensión notable respecto al trabajo original de Rodrí-
guez [41]. La principal dificultad se encontraba en definir los realizadores
y tests ya que tanto las clausuras como los stacks necesitan del heap pa-
ra estar bien formados; por lo tanto la relación de satisfactibilidad, que
nos induce los operadores ortogonales, termina siendo más compleja que
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el simple hecho de pertenecer a un conjunto de observaciones como en el
capítulo 4. Hasta donde sabemos este es el primer desarrollo que utiliza
esta técnica para un lenguaje con estrategia de evaluación lazy. A todo este
desarrollo lo mecanizamos en Coq.

trabajos futuros

en general Un idea general sobre la utilización de biortogonalidad
que parece desafiante pensar es qué tan generalizable es la técnica con
respecto a las semánticas. Observando detenidamente los desarrollos, con
principal atención en las mecanizaciones, de los capítulos 4 y 5 se puede
notar que para cualquier construcción sintáctica, supongamos la aplicación,
la prueba de la propiedad fundamental de las relaciones lógicas en el con-
texto de cada capítulo son relativamente parecidas en la parte técnica rela-
cionada con biortogonalidad y “sólo” difiere en los tecnicismos semánticos
de la construcción sintáctica; es decir, en el caso de la semántica opera-
cional al aplicar anti-ejecución para continuar con la prueba lo hacemos
según la regla operacional de la aplicación y luego tal vez lo que reste
para completar la prueba es probar equivalencias entre algunos componen-
tes de la configuración involucrada. De igual manera, si consideramos el
aspecto denotacional podemos pensar que tenemos un morfismo que es
la interpretación de la aplicación en la categoría que corresponda. Por lo
tanto, ¿es posible entonces generalizar las pruebas de la propiedad funda-
mental de las relaciones lógicas de manera que solo requerimos instanciar
la categoría que utilizamos para definir la parte denotacional y qué pasos
operacionales evalúan cada construcción junto con las posibles pruebas de
equivalencia de las componentes de las configuraciones? Es una pregunta
difícil e interesante.

sobre la mecanización La implementación en general de las me-
canizaciones tiene mucho margen de mejora. Esto es importante conside-
rando que uno de los beneficios de la naturaleza constructiva de nuestras
mecanizaciones en Coq, y que apenas investigamos, es que deberíamos ser
capaces de obtener los “objetos” que decimos, en teoremas y pruebas, que
existen. Por ejemplo, probamos que la semántica operacional es adecuada
con respecto a la semántica denotacional; es decir que si la semántica de-
notacional de una expresión es igual a un valor, entonces existe una deriva-
ción. Lamentablemente, en parte seguramente por nuestra implementación
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poco eficiente, construir la derivación parece llevar mucho tiempo y estaría
interesante entender el por qué.

sobre dominios Durante la mecanización de la semántica denotacio-
nal extrínseca del capítulo 4 ganamos una experiencia considerable con la
formalización de dominios realizada por Benton et al. [2]. Parece interesan-
te entonces explotar esta librería para mecanizar Normalización por Eva-
luación utilizando teoría de dominios y contrastarla con la formalización
realizada por Wieczorek et al. [50].

corrección semántica operacional lazy El desarrollo del capí-
tulo 3 es el único de este trabajo que no posee formalización, es ese sentido
parece una buena idea explorar la librería alternativa de dominios desarro-
llada por Dockins[14], para dar una mecanización; un resultado interesante
de esta mecanización puede ser la comparación con la librería de dominios
de Benton et la. [2] utilizada durante este trabajo. Esto además permitiría
contrastar nuestra propuesta con la de Breitner[7].

coherencia y subtipado Respecto del capítulo 4 es interesante ex-
plorar la utilización de una metodología más general para extender el len-
guaje. Delaware et al. [13] reconocen que uno de los obstáculos para la
mecanización de la meta-teoría de lenguajes se encuentra en la dificultad
para extender pruebas; puede ser interesante considerar la aplicación de
su framework MTC para nuestras estrategias de prueba. Además, pode-
mos considerar más extensiones a nuestro lenguaje como, co-productos,
registros y tipos recursivos. En ese sentido, extender con intersección o po-
limorfismo el sistema de tipos parece una posibilidad más intrincada como
menciona Reynolds[38, 39].

biortogonalidad lazy En el capítulo 5 presentamos la corrección de
un compilador para un lenguaje con recursión y estrategia de evaluación
lazy, nos es de muchísimo interés continuar con esta linea de trabajo con
la idea de extender el lenguaje hasta alcanzar un fragmento considerable
de System FC, el lenguaje núcleo del compilador GHC[49], con el fin de
aproximarnos a la corrección del popular compilador de Haskell; la me-
canización de la máquina abstracta STG[23] utilizada por este compilador
ha sido estudiada por [17, 34], en ese sentido un objetivo es acercar nues-
tra máquina abstracta y la máquina STG. Un posible camino para lograr
esto es: (i) Refinar la noción de observación relacionada con la técnica de



conclusiones 141

biortogonalidad. En nuestra adaptación de la técnica agregamos algunas
condiciones que debe satisfacer la observación para poder obtener el re-
sultado final de corrección del compilador. Una mejora importante sería
relajar esas condiciones. Por otro lado, y como ya dijimos, consideramos
importante establecer una metodología general para la verificación de la
satisfacción de esas condiciones. (ii) La primera etapa de extensión para el
lenguaje cuyo sistema de tipos soporta tipos básicos, exponenciales, co-pro-
ductos y productos, es sumar la posibilidad de declarar tipos algebraicos
con definiciones usando pattern-matching, para esto un primer avance es
estudiar el aspecto relacionado por Sestoft[46]. Una posibilidad interesante
es explorar el uso de productos y co-productos para definir tal extensión.
(iii) En una siguiente etapa de extensión planeamos extender el sistema
de tipos con polimorfismo, esto conlleva considerar parametricidad en las
relaciones lógicas; la técnica de biortogonalidad ha sido utilizada exitosa-
mente para lidiar con parametricidad como mostraron Jaber y Tabareau
[22]. (iv) Completadas las etapas anteriores tendremos definida una máqui-
na abstracta distinta a la máquina STG[23] pero comparable. Por lo tanto el
paso lógico es probar la equivalencia entre nuestra máquina abstracta y la
máquina STG, dando una función de traducción entre ambas y probando
la bisimulación entre ellas.
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