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resumen
En este artículo, se introducirá el formalismo de cuantificación canónica denominado “cuantificación
geométrica”. Dado que dicho formalismo permite entender la mecánica cuántica como una extensión
geométrica de la mecánica clásica, se identificarán las insuficiencias de esta última resueltas por dicha
extensión. Se mostrará luego como la cuantificación geométrica permite explicar algunos de los rasgos
distintivos de la mecánica cuántica, como, por ejemplo, la noconmutatividad de los operadores cuánticos
y el carácter discreto de los espectros de ciertos operadores.
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Introducción

Entre la mecánica clásica y la mecánica cuántica existen dos tipos de puentes. En pri-
mer lugar, la comprensión del límite clásico de una teoría cuántica garantiza las condi-
ciones mínimas de compatibilidad entre la descripción cuántica fundamental de un
sistema físico y su posible comportamiento aproximadamente clásico. Recíprocamente,
es posible pasar de la mecánica clásica a la mecánica quántica por medio de los así
denominados “procedimientos de cuantificación”. Uno de los primeros ejemplos de
dichos procedimientos es la cuantificación canónica de Dirac (cf. 1967, cap. 4). Dirac
asocia operadores quánticos a los observables más simples, a saber q y p, de modo tal
que los conmutadores entre los operadores reproduzcan los corchetes de Poisson en-
tre los correspondientes observables. Sin embargo, dicho procedimiento de
cuantificación es una mera prescripción heurística (una “analogía clásica” según Dirac)
desprovista tanto de toda justificación matemática o conceptual rigurosa como de toda
generalidad. A partir de los años 1970, se desarrollaron distintas formalizaciones ri-
gurosas de la cuantificación canónica de un sistema clásico. Dos ejemplos importantes
de dichos procedimientos son la cuantificación geométrica, introducida por Kostant
(1970) y Souriau (1997), y la cuantificación por deformaciones, introducida por Flato
Lichnerowicz y Sternheimer entre otros (c.f. Bayen et al., 1977, 1978; Flato et al., 1976).
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Esos formalismos de cuantificación permiten construir una o varias teorías cuánticas
a partir de una teoría clásica dada por medio de una extensión geométrica o una deforma-
ción del álgebra de observables de la teoría clásica correspondiente. Una característica de
fundamental importancia de dichos formalismos es que muestran que es posible tra-
zar un puente formal matemáticamente riguroso entre la mecánica clásica y la mecá-
nica cuántica. Sin embargo, dicha continuidad formal entre ambas teorías no ha sido
todavía interpretada en términos de una continuidad conceptual. En efecto, y a pesar
de lo novedoso de dichas reformulaciones matemáticas de la cuantificación de un sis-
tema clásico, los formalismos no han sido todavía el objeto de un análisis estrictamen-
te conceptual orientado a construir una interpretación satisfactoria del formalismo
cuántico. El presente artículo tiene como objeto comenzar a llenar dicha laguna en lo
dice respecto a la cuantificación geométrica. En particular, el establecimiento de una
continuidad matemática entre la mecánica clásica y la mecánica cuántica permite re-
formular en un lenguaje matemático común sus similaridades y sus diferencias. Dicha
homogeneización abre la posibilidad de identificar las limitaciones formales y con-
ceptuales de la mecánica clásica que son efectivamente resueltas en el marco de su ex-
tensión cuántica. La comprensión de dichas insuficiencias de la mecánica clásica nos
debería permitir comenzar a entender en qué medida la extensión cuántica de un sis-
tema clásico es una necesidad estrictamente teórica. En otros términos, dicho análisis
debería permitir explicar la necesidad racional de la mejor adecuación empírica de la
teoría cuántica comparada con la mecánica clásica.

En el presente trabajo, nos concentraremos en la cuantificación geométrica (cf.
Brylinski, 1993; Ginzburg et al., 2001; Kirillov, 1985; Konstant, 1970; Puta, 1993;
Souriau, 1997; Woodhouse, 1992). Dicho formalismo consta de dos etapas independien-
tes, a saber, la precuantificación de la variedad simpléctica que describe los posibles
estados del sistema clásico y la elección de una polarización de los estados precuánticos
resultantes. Como veremos, una de las contribuciones conceptuales más importantes
de dicho formalismo radica en el hecho de que establece una continuidad geométrica
entre la mecánica clásica y la cuántica. Mientras que la estructura geométrica de esta
última está dada por una variedad simpléctica (M, ω), la mecánica cuántica es una teo-
ría definida sobre un fibrado de línea complejo sobre M dotado de una conexión her-
mítica θ. A los efectos de reobtener el formalismo cuántico es necesario que la curva-
tura de la conexión θ esté definida por la estructura simpléctica ω del espacio de fases
M. Como veremos, tal condición implica que la 2-forma simpléctica ω juega el rol de
obstrucción geométrica a la conmutatividad de los operadores cuánticos. De esa ma-
nera, la no-conmutatividad cuántica adquiere el mismo sentido geométrico que la no-
conmutatividad de los transportes paralelos en el marco de la relatividad general y de
la teoría de Yang-Mills. Por otra parte, dicha construcción puede ser efectuada si y solo
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También vale la pena destacar que la cuantificación geométrica permite re-
construir la mecánica cuántica en dos etapas independientes, a saber, la precuantifica-
ción de la variedad simpléctica y la elección de una polarización de los estados (o sea,
de una representación). Sin embargo, mientras que la precuantificación de la variedad
simpléctica permite resolver el carácter no-inyectivo de la correspondencia entre ob-
servables y operadores clásicos, la polarización de los estados precuánticos es un pro-
cedimiento ad hoc cuya única justificación es la necesidad de recuperar el formalismo
cuántico conocido. En otro lugar (Catren, en prensa), propongo una interpretación de
la cuantificación geométrica que permite entender la necesidad de polarizar los esta-
dos precuánticos a partir de un principio físico proveniente de las teorías de gauge (o
teorías hamiltonianas con vínculos), a saber la existencia de una correspondencia en-
tre los vínculos de primera clase y las transformaciones de gauge (cf. Catren, 2008a;
2009).
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Quantic fibers for classical systems:
an introduction to geometric quantization

abstract
In this article, We shall introduce the formalism of canonical quantization called “geometric quantization”.
Since this formalism let us understand quantum mechanics as a geometric extension of classical mechan-
ics, we shall identify the insufficiencies of the latter that are resolved by such an extension. We shall show
that geometric quantization permits us to explain some fundamental features of quantum mechanics,
such as the non-commutativity of quantum operators and the discrete spectrum of some operators de-
scribing physical quantities.
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