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Fibras cuanticas para sistemas clasicos:
introduccién a la cuantificacién geomeétrica

Gabriel CATREN
.:.:.

RESUMEN
En este articulo, se introducira el formalismo de cuantificacién canénica denominado “cuantificacién
geométrica”. Dado que dicho formalismo permite entender la mecénica cuantica como una extension
geométrica de la mecanica clasica, se identificaran las insuficiencias de esta tltima resueltas por dicha
extension. Se mostrara luego como la cuantificacién geométrica permite explicar algunos de los rasgos
distintivos de lamecanica cudntica, como, por ejemplo, lanoconmutatividad de los operadores cudnticos
y el caracter discreto de los espectros de ciertos operadores.

ParaBras-crave ® Mecanica cudntica. Cuantificacién geométrica. Geometria simpléctica.

INTRODUCCION

Entre la mecanica clasica y la mecédnica cuantica existen dos tipos de puentes. En pri-
mer lugar, la comprensién del limite cldsico de una teoria cudntica garantiza las condi-
ciones minimas de compatibilidad entre la descripcién cuantica fundamental de un
sistema fisicoy su posible comportamiento aproximadamente clasico. Reciprocamente,
es posible pasar de la mecanica clasica a la mecanica quantica por medio de los asi
denominados “procedimientos de cuantificacién”. Uno de los primeros ejemplos de
dichos procedimientos es la cuantificacion canénica de Dirac (cf. 1967, cap. 4. Dirac
asocia operadores quanticos a los observables més simples, a saber q y p, de modo tal
que los conmutadores entre los operadores reproduzcan los corchetes de Poisson en-
tre los correspondientes observables. Sin embargo, dicho procedimiento de
cuantificacion es una mera prescripcién heuristica (una “analogia clasica” segan Dirac)
desprovista tanto de toda justificacién matematica o conceptual rigurosa como de toda
generalidad. A partir de los afios 1970, se desarrollaron distintas formalizaciones ri-
gurosas de la cuantificacién candnica de un sistema clasico. Dos ejemplos importantes
de dichos procedimientos son la cuantificacion geométrica, introducida por Kostant
(1970) y Souriau (1997), y la cuantificacion por deformaciones, introducida por Flato
Lichnerowicz y Sternheimer entre otros (c.f. Bayenetal.,1977,1978; Flatoet al., 1976).
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Esos formalismos de cuantificacién permiten construir una o varias teorias cuanticas
a partir de una teoria clasica dada por medio de una extension geométrica o una deforma-
cion del dlgebra de observables de la teoria clasica correspondiente. Una caracteristica de
fundamental importancia de dichos formalismos es que muestran que es posible tra-
zar un puente formal matematicamente riguroso entre la mecanica clasica y la meca-
nica cudntica. Sin embargo, dicha continuidad formal entre ambas teorias no ha sido
todavia interpretada en términos de una continuidad conceptual. En efecto, y a pesar
de lo novedoso de dichas reformulaciones matematicas de la cuantificacién de un sis-
tema clasico, los formalismos no han sido todavia el objeto de un analisis estrictamen-
te conceptual orientado a construir una interpretacion satisfactoria del formalismo
cuantico. El presente articulo tiene como objeto comenzar a llenar dicha laguna en lo
dice respecto a la cuantificacién geométrica. En particular, el establecimiento de una
continuidad matematica entre la mecanica clésica y la mecanica cuantica permite re-
formular en un lenguaje matematico comun sus similaridades y sus diferencias. Dicha
homogeneizacién abre la posibilidad de identificar las limitaciones formales y con-
ceptuales de la mecanica clasica que son efectivamente resueltas en el marco de su ex-
tensién cuantica. La comprension de dichas insuficiencias de la mecanica clasica nos
deberia permitir comenzar a entender en qué medida la extensién cuantica de un sis-
tema clasico es una necesidad estrictamente teérica. En otros términos, dicho anéalisis
deberia permitir explicar la necesidad racional de la mejor adecuacién empirica de la
teoria cuantica comparada con la mecanica clasica.

En el presente trabajo, nos concentraremos en la cuantificacién geométrica (cf.
Brylinski, 1993; Ginzburg et al., 2001; Kirillov, 1985; Konstant, 1970; Puta, 1993;
Souriau, 1997; Woodhouse, 1992). Dicho formalismo consta de dos etapas independien-
tes, a saber, la precuantificacion de la variedad simpléctica que describe los posibles
estados del sistema clasico yla eleccion de una polarizacion de los estados precuanticos
resultantes. Como veremos, una de las contribuciones conceptuales mas importantes
de dicho formalismo radica en el hecho de que establece una continuidad geométrica
entre la mecénica clasica y la cuantica. Mientras que la estructura geométrica de esta
ultima est4 dada por una variedad simpléctica (M, ®),la mecanica cuantica es unateo-
ria definida sobre un fibrado de linea complejo sobre M dotado de una conexién her-
mitica 0. A los efectos de reobtener el formalismo cudntico es necesario que la curva-
tura de la conexion O esté definida por la estructura simpléctica @ del espacio de fases
M. Como veremos, tal condicién implica que la 2-forma simpléctica @ juega el rol de
obstruccién geométrica a la conmutatividad de los operadores cuanticos. De esa ma-
nera, la no-conmutatividad cuantica adquiere el mismo sentido geométrico que lano-
conmutatividad de los transportes paralelos en el marco de la relatividad general y de
lateoria de Yang-Mills. Por otra parte, dicha construccién puede ser efectuada siy solo
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silaformasimpléctica @ satisface una condicién topolégica de integralidad. Puede ser
demostrado que el caracter discreto del espectro cuantico de ciertos operadores es una
consecuencia directa de dicha condicion de integralidad. Ese resultado sugiere que el
tipo de argumentos topolégicos utilizados por primera vez por Dirac para explicar la
cuantizacién de la carga eléctrica en presencia de un monopolo magnético tienen un
grado de generalidad inesperado (cf. Dirac, 1931).

En la seccidén 2, introduciremos los aspectos relevantes de la formulacion
simpléctica de la mecéanica clasica. En la seccién 3, intentaremos localizar las defi-
ciencias de la mecanica clésica susceptibles de explicar la necesidad de la correspon-
diente extensioén cuantica. Enla seccion 4, daremos argumentos heuristicos para jus-
tificar el tipo de extension realizada en el marco dela cuantificacion geométrica. Enlas
secciones 5y 6, describiremos brevemente el formalismo de precuantificacion y la
nocién de polarizacion respectivamente. En la seccién 7, analizaremos la condicién
topoldgica de integralidad. En la seccién final, resumiremos y discutiremos los resul -
tados obtenidos.

1 FORMUTLACION SIMPLECTICA DE LA MECANICA CLASICA

En esta seccion, presentaremos brevemente la formulacién simpléctica de la mecani-
ca clasica (cf. Abraham & Marsden, 1978; Arnold, 1989; Marsden & Ratiu, 1999 para
mas detalles). El espacio de fases de un sistema clasico den grados de libertad esta dado
por una variedad simpléctica (M, @) de dimension 2n. Una variedad simpléctica es una
variedad M dotada de una 2-form @ cerrada:

dw=0
y no degenerada:
i,w=0=v=0
donde d es la derivada exterior de formas diferenciales yi @ denotala contraccion del

vectoryyla2-forma @. El teorema de Darboux demuestra que siempre existen sistemas
de coordenadaslocales (g', p,) tales que @ asumelocalmentelaforma o = D.dq' ndp, *

i

1 Con el objeto de simplificar la notacién, omitiremos a partir de ahora los indices i suponiendo un espacio de fases

M de dos dimensiones.
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Enel caso mas simple, el espacio de fases de un sistema clasico estd dado por el fibrado
cotangente M = T —Z— () sobre el espacio de configuracién Q.*

Un observable estd dado por una funcién suave sobre M a valores reales
J M — R . Los observables f € C” (M) juegan dos roles fundamentales en meca-
nica. En primer lugar, los observables son por definicién funciones que pueden ser
evaluadas sobre los estados cldsicos s € M . En consecuencia, un conjunto adecuado de
observables puede ser utilizado para individualizar los distintos estados fisicos en M.
En segundo lugar, es posible asociar a cada observable f un operador diferencial.
Estos operadores generan transformaciones candnicas (o difeomorfismos simplécticos) del
espacio de fases M, es decir, transformaciones de los estados fisicos que preservan la
estructura simpléctica @. Como veremos, la imposibilidad de establecer una corres-
pondencia fiel (o sea, inyectiva) entre los dos roles jugados por los observables
f € C” (M) permite comenzar a entender por que es necesario efectuar una exten-
sién cuantica de la mecanica clasica.

La 2-forma simpléctica wactia como una suerte de “métrica antisimétrica”, en
el sentido de que define una dualidad entre los espacios tangentes y cotangentes a M3

Més precisamente, la forma simpléctica @ permite definir una aplicacién:

o, TM ->T"M

Ve io.

Lacondicion deno-degeneraciéon dela2-forma @ significa quelaaplicacion @, es
inyectiva. La aplicacién inversa »* - 7° Ay — T\ satisface por definicién la expresion:

i@#(a)w:a. (1)

2 En ese caso, la 2-forma simpléctica @ puede ser obtenida a partir de una 1-forma canénica @sobre Jf por
medio de la expresién @ = 4@ . La 1-forma canénica @ puede ser definida de la manera siguiente. Dado cualquier

vector v e T, M ,laproyeccion 7 define el pushforward 7.v € Tw,,)Q. Por otra parte, las coordenadas de m < M estan

"
dadas porun par (¢,,, p,,) . donde p, €I;,,0. Enotros términos, p,, esuna1-forma que actia sobre los vectores
en T, 0 . Esto significa que es posible contraerla1-forma p, conelvector 7,V . Es posible definir entoncesla1-
forma canénica @ en M por medio de la siguiente expresion:

1}{0(777) = i;r‘vpm .

En coordenadas locales (p,q) en 70, la1-forma canénica 6 puede escribirse como 6 =—pdp .

3 La diferencia entre la forma simpléctica @y una métrica es que la dualidad entre los espacios tangentes y cotan-
gentes definida por @ establece una intrincacion entre las coordenadas q y los momentos p. En efecto, las 1-formas
duales a aq y ap sondpy -dq respectivamente (iéq o=i 0= dpy i, o=i o=—dg ). Esa “intrincacion” entre las q y las
p tiene como consecuencia que la “norma antisimétrica” de un vector definida por la forma simpléctica es cero

(f@qféqm:l'qup =0), mientras que el “producto interno antisimétrico” de 5,1 y ap es -1, i, =i, dg=-1).
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Podemos entonces preguntarnos si, dada una forma o ¢ 7% M/ , existe un vector
v e IM tal que @, (v) = & . Dado que queremos establecer una correspondencia en-
tre observables f € (" (M) yoperadores diferenciales, podemos tomar como 1-for-
ma ¢ laforma df obtenida a partir del observable f . Siaplicamos »* a df obtene-
mosun campo vectorial en 7'M . En otros términos, esas aplicaciones permiten definir

la siguiente correspondencia:
fv, =o' (df)

entre los observables f e C” (M) ylos camposvectoriales v, € TM . La expresion (1)
implica que el campo vectorial v, satisface la siguiente expresion:

i, 0=df (2)

Los campos vectoriales obtenidos por medio dela correspondencia f > v, dada
por la expresion (2) seran denominados campos vectoriales Hamiltonianos. El espacio
de los camposvectoriales Hamiltonianos sobre )s seradenotado H,, . En 3%, el cam-
po vectorial Hamiltoniano v, asociado a un observable f estd dado por la siguiente
expresion:

o 0 of 0
op dq  dq p

Para mostrar que la expresion (3) resulta de (2), escribamos el campo vector v,

del modo siguiente:

d _dq 0 dp 0
[y —t (4)
i dA oq dA 6p

donde 4 parametriza las curvas integrales (g(4), p(4))de V. Escribiendo expresa-
mente la ecuacién (2) obtenemos:

(dg ~dp)(v, ) =df

dg 0 dp 8
X y=d
(d“dp)(dzaq =Y
dg 0 dp 0 q O a’p 0
dg(— dp(-)—dq(-) d —)=d
q(dwq i1 0p —)dp() — dq(-) p(d/18 AAp if
dy g g O G

At by
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Eso implica que

dq _of dp _ o
i pYdl og )

dq dp
dr” da

Reemplazando en la expresion (4) obtenemos la expresion (3).

Un campo vectorial y € 7M esun operador diferencial que acttia sobre las fun-
ciones e C" (M) (esto es, sobre los observables de la teoria) como una derivacién.
Podemos afirmar entonces que la estructura simpléctica @del espacio de fases induce
una correspondencia entre los observables f € C” (M) y los operadores diferenciales
asociados vV, € M . Enlo que sigue, los operadores diferenciales obtenidos por me-
dio de esa correspondencia seran denominados “operadores clasicos”. En particular,

la estructura simpléctica asocia a las variables canénicas q y p los operadores clasicos

0

—— v, =—_— respectivamente. En consecuencia, el hecho de que podamos aso-
oy " oq

ciar al observable p un operador de derivacion a lo largo de g es una propiedad de la

v, =

mecanica clasica.
La aplicacién f >V, permite definir una estructura de Poisson en el espacio
C, (M) por medio del corchete de Poisson:

i.gl=v, (). ©)
El corchete de Poisson puede también ser calculado utilizando la expresion:
f.g)=i i, o @

En efecto, ivg l",.f w= ivg (df) = ¥y (f)= {f, g}. Puede demostrarse que el corche-

te de Poisson es un dlgebra de Lie, lo cual significa que {,} satisface las propiedades de

bilinearidad, antisimetria ({/, g} = —{g, f} ) ylaidentidad de Jacobi:*

fde. i+ {nif. gl +{g. i rl=0.

4. Puede demostrarse que el corchete de Poisson satisface la identidad de Jacobisiysolosid®= o.
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Esta Gltima identidad puede también expresarse del modo siguiente:?
lvg Yy J = Vire}- ®)

Eso significa que la aplicacién f F> v, es un homomorfismo de dlgebras de Lie
de C” (M) en H,, . Enotros términos, el corchete de Lie en H |, estd completamente
determinado por el corchete de Poisson en (" (M) . El corchete de Poisson también
satisface laregla de Leibniz:

v, (12) =1/, h} = glf . h}+ flg. hi=gv, (/) + f,(2).

Por lo tanto, la estructura de Poisson dota al espacio (" (M) de una estructura
de algebra de Lie en la cual el corchete actia como una derivacién en cada argumento.
En efecto, vale la pena observar que {f, g} =V, (f)es pordefinicionladerivadade Lie
L,,0=0de f enladireccién definidapor el campo vectorial Hamiltoniano v, . Esta
estructura algebraica sobre el espacio de observables clasicos C” (M) se denomina
“algebra de Poisson”.

Mostraremos ahora que los campos vectoriales Hamiltonianos generan
difeomorfismos simplécticos infinitesimales de M, es decir, difeomorfismos de M, que
preservan la estructura simpléctica @. El flujo ¢, : M — M deun campo vectorialy es
un subgrupo uniparamétrico de difeomorfismos simplécticos si ¢, = @ paratodo A
donde ¢, w denota el pullback de @ por medio de la aplicacion ¢, . Esa condicién de
invariancia implica que (cf. Abraham & Marsden, 1978; Guillemin & Sternberg, 1984):

Lwo=0. (9)

Los campos vectoriales v que preservan la forma simpléctica wseran denomina-
dos campos vectoriales simplécticos. El algebra de Lie definida por dichos campos sera
denotada Symp(M) . Utilizando la formula L, =di, +i,d yelhecho de que @ esuna

forma cerrada, la condicién (9) implica:

d(iw)=0.

5 En efecto, nAf. gl =-lg.tn ri}- 11 1g.n}}
Vipgh = {th’g}_ {Vgh’f}

v{f-g}h = (Vv — VY, )h.
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Esto significa que el campo vectorial ¢ es simpléctico siy solo si i,® esuna1-
forma cerrada. Dado que toda forma diferencial cerrada es localemente exacta (lema de
Poincaré), existe, al menoslocalmente, una funcién f talque i,@ = df . Esto significa
que los campos vectoriales simplécticos son localmente Hamiltonianos. Reciproca-
mente, los campos vectoriales Hamiltonianos son siempre simplécticos. Por lo tanto,
H,, esunasubélgebrade Lie de Symp(M) . Puede demostrarse que H ,, = Symp(M)
si )/ es simplemente connexa, es decir si el grupo fundamental de M es nulo. Mas
precisamente, se puede demostrar la existencia dela siguiente secuencia corta de alge-

bras de Lie:6
0—>H, —">Symp(M)L>Hl(M,§R) —0.

Si H'(M,R) =0, entonces Im(i) = Ker(p) = Symp(M). Por lo tanto, la apli-
cacién j esinyectivaysobreyectiva. En consecuencia, H,, = Symp(M) (cf. Brylinski,
1993, prop. 2.3.3).

De esa manera hemos mostrado que los observables clasicos f e C” (M) indu-
cen, por medio de la aplicacion - Ve, difeomorfismos simplécticos de M.7 Los
difeomorfismos estan definidos por las curvas integrales de los campos vectoriales
Hamiltonianos V.. Por ejemplo, las curvas integrales (¢g(f), p(¢)) del campo vectorial
Hamiltoniano v,, asociado a la funcion Hamiltoniana H(g, p), definen un subgrupo

uniparamétrico de difeomorfismos simplécticos:

¢ - M—>M
(9(0), p(0)) = (q(1), p(1)) ,

dados porlas soluciones de las ecuaciones de Hamilton, o sea, porlas soluciones de las
ecuaciones (5) paraA=tyf=H:

dq _ oH dp __0H
dt  op’ dt oq *

6 Una secuenciacorta ) - 4— s B2 s ( —» () esexactasiel nucleo de cada aplicaciéon coincide con la ima-
gen de la aplicacién precedente. Para que esto suceda, se deben satisfacer las condiciones siguientes: (1) la aplica-
ciéni debe ser inyectiva (o sea, una inclusion), (2) laaplicacion p debe ser sobreyectiva (o sea, una proyeccion) y (3)
se debe satisfacer Ker(pr) = im(i).

7 Enlo que sigue utilizaremos la siguiente terminologia. La expresion “un observable f induce una transformacion”

serd aveces utilizada para abreviar la expresion “el operador V ¢ asociado al observablefgenera una transformacion”.
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De esa manera, podemos decir que el Hamiltoniano I “opera” infinitesimal-
mente sobre los estados clasicos (q,p) por medio del operador diferencial clasico Vy
asociado a H. Laintegracién de la accion infinitesimal inducida por H permite obtener
la evoluciéon temporal para todo tiempo finito de cualquier condicién inicial en M.

Ademas de inducir difeomorfismos simplécticos, los observables f € C” (M)
definen coordenadas locales en M, las cuales pueden ser utilizadas para individualizar
y distinguir los distintos estados fisicos s € M . Un conjunto {f, }]. cC”(M) esun
conjunto completo de observables siy solo si cualquier otra funcién g que satisfaga
{f,.,g} =0 para todo f; es necesariamente constante. Eso implica que el conjunto
completo de observables {f,} separa localmente puntos en M. En otros términos, el
conjunto de “propiedades” f;(s) del estado definidas por un conjunto completo de
observables alcanza para individualizar dicho estado.

Se considera usualmente que la mecanica cuantica difiere de la mecanica clasica
debido al hecho de que los observables f e C” (M) son sustituidos por los operado-
res cudnticos. Sin embargo, como hemos acabado de mostrar, es posible asociar atodo
observable f un operador cldsico v, el cual genera transformaciones de los estados
clasicos en M.8 El hecho de que existaun operador asociado atodo observable, lejos de
ser una propiedad de los sistemas cuanticos, es una consecuencia directa de la estruc-
tura simpléctica del espacio de fases. Vale la pena notar que el conmutador de dos ope-
radores cldsicosV, y V, , el cual estd dado por el corchete de Lie de campos vectoriales
[Vf>Vg Jf =v,(v,(/)-v,(v,(f)), no es necesariamente cero. Podemos, por lo tanto,
concluir que la existencia de una correspondencia entre observablesy operadores di-
ferenciales que acttian sobre los estados fisicos es también un ingrediente fundamen-
tal dela mecanica clasica. Como veremos a continuacioén, el formalismo de precuanti-

ficacion muestra que lamecanica cuantica no se obtiene, como esusualmente afirmado,

(i/h)A6

8 Anilogamente al modo en que una transformacion cuantica de la forma Q//' —e v es obtenida integrando la

. _dy -
accion infinitesimal del operador cuantico 4 sobrelosestados ¥ apartir delaecuacion diferencial = d—l/g =dy,
el subgrupo uniparamétrico de difeomorfismos ¢, : M — M es obtenido integrando la accién infinitesimal del

d
operador clasico 1)4(~) = {~,A} sobre los estados clasicos (q, p) a partir de la ecuacion diferencial 1’_2 =v.4q (y
: a
analogamente parap).Anélogamente alo que sucede en mecanica cudntica, las soluciones de esta ecuacién diferen-
. . v,0 . . .
cial pueden ser escritas formalmente como ¢(6) = €™ (I|HG , donde la exponencial denota surepresentacion en serie
y 90 es una condicion inicial (cf. Goldstein, 2001, p. 408). Mas precisamente, la solucion q(@) puede expresarse
por medio del siguiente desarrollo en serie:

2 r3
q(0) = q, +t{g. 4}, +%{{4~A}»A}o +;{{{4’A},A}:A}o +o,

donde el sufijo o indica que la expresion resultante debe ser evaluada en las condiciones iniciales (q(O),p(O)) para

t=0.
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a partir de la substitucién de los observables f por los correspondientes operadores
cudnticos, sino a partir de la extension cudntica de los operadores cldsicos v;. En conse-
cuencia, y alos efectos de precisarla diferencia entre la mecanica clasica y la mecanica
cuantica, no tenemos que comparar el dlgebrano-conmutativa de operadores cuanticos
con la estructura de anillo conmutativo de los observables 7 e C” (M) (relativa a la
multiplicacién punto a punto), sino con el dlgebra de Lie de los operadores clasicos. Es
necesario analizar entonces cual es la insuficiencia de la nocién clasica de operador
susceptible de justificar la necesidad de efectuar una extension cuantica.

2 DE L0S OBSERVABLES A 1L.OS OPERADORES CLASICOS

En esta seccion compararemos el dlgebra de Poisson de los observables /e C*(M)y
el algebra de Lie de los operadores cldsicos V.. Como veremos, estas estructuras

algebraicas no son isomorfas. En efecto, el homomorfismo (sobreyectivo) de algebras
de Lie:

C*(M)—H, (10)
fev,

no es inyectivo, dado que el niicleo de la aplicacion estd dado por las funciones cons-
tantes f =k € R . En efecto, usando la expresion (3), es evidente que v, =0 para
todof=k. Las propiedades de la aplicaciéon C'” (M) — H,, pueden ser resumidas di-
ciendo que la siguiente secuencia corta:

0>R—>C"(M)—2>H,, >0 (11)

es exacta. De hecho, laimagen de lainclusioni—o sea, las funciones constantes f =k
en C” (M) —coincide con el nicleo dela proyeccionpr (o sea, v, = k = 0). Eso signi-
ticaque H,, =C"(M)/R .

Podemos esquematizar la proyeccion no inyectiva " (M)—2— H ,, conside-
rando que “arriba” de cada campo vectorial Hamiltoniano v, € H ,, existe una “fibra”
de funciones { g =+ k}kem
difieren entre si en una constante y (2) se proyectan al mismo campo vectorial v, . De
acuerdo con dicha descripcion, cada fibra pr™' (v,) © C"(M) puede seridentificada
con la recta real 9} . Podriamos entonces decir que (" (M) es una “extension unidi-

. Las funciones f, pertenecientes a una misma fibra (1)

mensionalreal” de H |, que extiende cada campo vectorial Hamiltoniano v, por medio

deunafibrade funciones { f.=f+k } isomorfaa 93 . Dado que las funciones cons-

keR
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tantes tienen corchete de Poisson nulo con cualquier otra funcién —es decir, constitu-
yen el asi denominado centro de (M) —, C” (M) se denomina una extension central
de H,, .

El hecho de que toda funcién constante f = k sea proyectada al mismo campo
vectorial Hamiltoniano indica que el dlgebra de Poisson (" (M) tiene una estructura
mas rica que /. En otros términos, al pasar de los observables f e C” (M) alos
operadores clasicos v, € H, , perdemos parte de la estructura algebraicade C” (M).
Supongamos, por ejemplo, dos observables fygtales que {f, g} =k € N . Veamos ahora
si la no-trivialidad de dicho corchete de Poisson es preservada al pasar al algebra de
Lie de los campos vectoriales Hamiltonianos. Utilizando la expresion (8), obtenemos:

lvf’vgjzv{f.g} =V, =0.

En consecuencia, la correspondencia (10) entre observables y operadores clasi-
cos asigna a dos funciones [’y g que no conmutan (con respecto al corchete de Poisson)
dos campos vectoriales vV, y v, que conmutan (conrespecto al corchete de Lie de cam-
pos vectoriales).

Mostraremos ahora que la forma simpléctica it define una extension central del
algebra de Lie de los campos vectoriales Hamiltonianos. Elijamos para ello una sec-
cion lineal o : H,, — C” (M) de la proyeccion (" (M)—=— H,, por medio de la
condicion f(x,)=0,paraun x, € M fijo (cf. Brylinski, 1993). Esa condici6n selec-
ciona, detodala “fibra” lineal de funciones { =1+ k}kem que difieren enuna cons-
tante y que se proyectan al mismo campo vectorial Hamiltoniano vV, en HM , latinica
funcién que satisface f(x,)=0. Supongamos que o(v)=f y o(w)=g . con
{f.g} =k e N . Tenemos entonces que

o(v,w) = ol 1) =0(0) =0 {o(v),o(w)}={/.g}=k.

Esto significa que la seccion o; contrariamente a la proyeccién 7, no es un ho-
momorfismo de dlgebras de Lie. En consecuencia, el corchete de Lie en HM no define
completamente el corchete de Poisson en (" (M) . Definiremos la diferencia entre
ambos corchetes de Lie por medio de un elemento c tal que:

lo.ow)=a(v.wh+c(v.w).
En otros términos, c es la obstruccion que da en qué medida la seccién o no es

un homomorfismo de algebras de Lie. Dado el corchete de Lie en H,,y el elemento
¢, el corchete de Poisson en (" (M) queda completamente definido. Es posible
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mostrar que la forma simpléctica @ determina la obstruccién ¢ por medio de la si-
guiente expresion:?

c(v,w) = o(v,w)(x,).
En otros términos, wdefine, por medio de la siguiente formula
o), o)} = o([v.w) + o(v,w)(x,). (12)

una estructura particular de dlgebra de Lie en (” (M) 1° En particular, aunque
[Vf Wy J =0, el corchete de Poisson {f,g} no es necesariamente cero. En otros tér-
minos, elementos que conmutan en HM tienen imagenes en (" (M) que no necesa-
riamente conmutan.

El ejemplo canénico de esa situacién estd dado por los campos vectoriales

0 0 o 0
Hamiltonianos V4 = _5 yV» = % . Enefecto, {_@v’f}q} =0 mientras que {qyp} =1.

De esamanera, la “no-conmutatividad” entre ¢ y p (con respecto a {-,-}) se pierde al

pasarde C'” (M) a H,, . Enotros términos, el operador clasico L oq actiade ma-

nera no trivial sobre ¢ (dado que Lie‘,Pq =v,q= {6], P} =1, mientras que vV, acttatri-
vialmente sobre el operador v, asociadoa ¢ (dado que Lie, v, = le 2V, 1=0).

9 Supongamos que c(v)=f = f, -k y o(w)=g =g, —k',donde k= f,(x,) y k' = g,(x,), garantizando asi que
f(x,)=g(x,)=0. Tenemos, entonces, que {U(V),G(W)}= {f,—k.go - k’} ={f,.g,}. Por otra parte, tenemos
o(v,w) = oy, o1 = {fs.0}—k", donde k" ={f,.g, }(x,) . Obtenemos entonces

{U(v),a(w)}— o‘([v, w]) =k"= {fo,g0 }(,\‘0) = o, w)(x,).

10 Puede mostrarse que la obstruccion ¢ es un 2-cociclo de la cohomologia de dlgebras de Lie H*(H,,,R) de H, a
valores en R . Sea g unalgebra de Liey Ck(g,\,R) = {a : g" - *R} el conjunto de k-cocadenas valuadas en SR (donde
los mapas ¢ son k-mapas lineales antisimétricos). Definamos el diferencial 5g CF (g, R) - CH(g. ) por medio
de la expresion

(R A TR 3 C R 17 (130 A |

o<z <k

donde é%. significa que el elemento fi ha sido suprimido. Es posible demostrar que (5‘3 = 0. La correspondiente
cohomologia H"(g,R) = ker(d:)/im(()‘:fl) es la cohomologia de algebras de Lie de g valuada en R . En nuestro
caso, el elemento c(v,w) = a)(\’: w)(x,) esun mapa bilineal antisimétrico que satisface:
(0, 0)(u,v,w) = —(c([u.vlw) + c([w, u],v + c([1', w], u)) =0 . En otros términos, ¢ es un 2-cociclo en H*(H,,,R) (donde
se uso la identidad de Jacobi tanto en {,} como []) Su clase de cohomologia es independiente de x, € M (c.f.

Brylinski, 1993).
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3 DE LOS OPERADORES CLASICOS A LOS OPERADORES CUANTICOS

Enlaseccion precedente hemos mostrado que el dlgebra de Poisson C” (M) no puede
ser fielmente (es decir, inyectivamente) representada como un algebra de operadores
diferenciales en el marco geométrico provisto por la variedad simpléctica M. En esta sec-
cion, presentaremos algunos argumentos heuristicos que nos permitiran argumentar
que la definicién de un dlgebra de operadores isomorfa al dlgebra de Poisson requiere
extender el marco geométrico de la mecanica clasica por medio de la definicion de un
fibrado de linea complejo [, — M sobre M. Dicha construccién se denomina precuanti-
ficacion de la variedad simpléctica M."" Dicha extensién permitird asociar a cada ob-
servable v, € Tl unoperador diferencial cuantico v, € I tal quela correspondien-
te algebra de operadores sea isomorfa al dlgebra de Poisson.

Queremos, por lo tanto, definir nuevos operadores \A/f de modo tal que los mis-
mos satisfagan la siguiente condicion de inyectividad: si f = k € R , entonces \A/f:k =kl ,
donde ] es el operador identidad. Pediremos ademas que la correspondencia entre
los observables y los operadores cuanticos sea un homomorfismo de algebras de Lie,
es decir que se satisfaga una condicién aniloga a la propiedad (8) satisfecha por los
operadores clasicos V , . Escribiremos dicha condicién del modo siguiente: si {f, g} =/,
entonces lﬁf,f/g |=—inv,.

Sean V, y v, dos campos vectoriales Hamiltonianos que conmutan (o sea,
lvf sV, J =0), tales que {f,g} =k € N . Se deduce de la condicién de inyectivad que

los operadores cuanticos asociados V, y V, deben satisfacer la relacion de conmuta-
cion lvf,vg J = —ihv, = —ihkl . El conmutador entre V, y V, esta entonces dado por:

5,0, |=-in{f, g}l = ~inow(v,,v)I .

Eso significa que la 2-forma simpléctica @ mide la no conmutatividad de los
operadores cudnticos V, y V, . En geometria diferencial, una 2-forma que juega el rol
de obstruccién a la conmutatividad de operadores diferenciales es un objeto geomé-
trico bien conocido, a saber una curvatura (cf. Kobayashi & Nomizu, 1963). Podemos,
porlo tanto, concluir que es necesario definir una extension geométrica de la variedad
M, tal que la estructura simpléctica @ juegue el rol de una curvatura. El marco geomé-
trico natural en el cual aparece lanocién de curvatura esla teoria de los espacios fibrados

dotados de una conexiéon. De hecho, aunque dos campos vectoriales sobre una varie-

11 Estrictamente hablando, un isomorfismo entre los observables clasicos y los operadores asociados solo puede
establecerse para una subalgebrade C” (M) (cf. Abraham & Marsden, 1978; Guillemin & Sternberg, 1984,).
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dad conmuten, la extensién de dicha variedad por medio del agregado de una dimen-
sion suplementaria (definida porlas asi denominadas fibras del espacio fibrado resul-
tante) puede romper dicha conmutatividad. Més precisamente, las “copias” de dichos
vectores en el espacio total del fibrado — o sea, los levantamientos horizontales de di-
chosvectores definidos porla conexion —pueden no conmutar. Podemos, porlo tanto,
conjeturar que a los efectos de definir un algebra de operadores isomorfa al algebra de
Poisson de los observables es necesario agregar una dimension suplementaria ala va-
riedad simpléctica M."?

Consideremos ahora mas precisamente de qué manera el agregado de una di-
mension suplementaria “vertical” permite introducir la no-conmutatividad deseada.
Sea p_* 5 ) un G-fibrado principal dotado de una conexién @ de curvatura K.
Por definicién, una conexién @ puede expresarse en términos de una 1-forma
equivariante sobre Pvaluada en el dlgebra de Lie g del grupo estructural G. El nticleo de
la conexién define una distribucion equivariante horizontal (cf. Kobayashi & Nomizu,
1963). Eso significa que en cada punto p € P, la conexiéon @ define una separacion
del espacio tangentea p delaforma 7', =V, P® H P donde V,P esel subespacio
vertical canonico tangente a la fibray H ,P es el subespacio horizontal definido por el
nicleo de @ (i.e. @(v)=0 si ve H ,P). Dada una conexion , es posible definir los
levantamientos horizontales V" € H ,P delos campos vectoriales v sobre M. Estos le-
vantamientos satisfacen 7, (v") = v (o sea, se proyectan sobre v)y 6, (v") = 0 (esde-
cir, son horizontales). Si consideramos ahora los levantamientos horizontales
V" w" € HP de dos campos vectorial v, w € TM , puede demostrarse que Iz(vj w) es

la componente vertical del corchete de Lie [vh W J ,donde g eslaformalocal asocia-

daalacurvatura g (osea, K esunaz-formasobre [/ — M valuada eng). Larelaciéon
entre la conexion @, la curvatura K ylaformalocal g de K estd dada porla expre-
sion K = T*IZ =do + [0, 0], donde 4 esla derivada exterior sobre P. El elemento
K(v,w) puede ser calculado entonces del siguiente modo:

12 La situacién es aniloga a lo que sucede en la teoria electromagnética. El campo electromagnético esta descripto
poruna 2-forma cerrada F sobre el espacio-tiempo X. Siguiendo el ejemplo provisto por la relatividad general, po-
driamos intentar intepretar I como la curvatura de una conexion. Sin embargo, esto no puede hacerse en el marco
geométrico provisto por el espacio-tiempo X. En efecto, para interpretar F como la curvatura de una conexion es
necesario extender el espacio-tiempo X definiendo un fibrado principal con grupo de estructura U (1) = {e Fxe ‘J{}

sobre X dotado de una conexién 4 (cuya 1-forma local puede ser identificada con el potencial electromagnético).
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K(v,w)= (rl? vh,wh)
= a’@(vh W )+ l@(vh ), H(Wh )J
= d@(vh , wh)
=V (olw" ) -w' (ol )~ " )
= —H(lvh W J)

Por definicién de una conexion, H(lvh 7wh J) es un elemento del dlgebra de Lie

g . Por otra parte, la isomorfia entre las fibras de un (7 -fibrado principal y el grupo
estructural (G implica la existencia de un isomorfismo ¢, : g = VpP' Eso significa

que IZ(V, w) =-6\p", wh])e g =V, P eslaproyeccion de lvh , th sobre los subespa-

cios verticales V, P . En otras palabras, se tiene una descomposicién de la forma:

h h|_ l h _
[V 2 w ] - V, W] fl;'(v,w)
eH,P —, (13)

ev,p

donde flg(‘.m,) denota laimagenen V,P del elemento ]?(v, w) € g por medio del iso-
morfismo 7, : g =V, P Esta formula muestra claramente que, aunque v y w con-

mutan en M([v, W] = [v, w]h = O), sus levantamientos horizontales " y 1" no nece-

sariamente conmutan. En otros términos, el levantamiento horizontal 7 de un camino
cerrado y : [0,1] — M (donde 7/(0) = ;/(I)) puede no cerrar, estando la no conmutati-
vidad “vertical” dada por la curvatura g . Siidentificamos la forma local de curvatura
K conla forma simpléctica @, la expresion (13) puede considerarse una realizacion
de la expresion (12) en términos de operadores diferenciales actuando sobre el espa-
cio total del fibrado principal 7, — M . El punto importante es que del lado izquierdo
no tenemos un corchete de Poisson de funciones como en (12), sino un corchete de Lie
de campos vectoriales. De esa manera, la expresion (13) provee una realizacién pura-
mente geométrica de la extensién central (11). Podemos, por lo tanto, concluir que a
los efectos de definir operadores diferenciales cuya dlgebra de Lie sea isomortfa al 4l-
gebra de Poisson, es necesario definir un espacio fibrado sobre el espacio de fases 3z
dotado de una conexiéon @ de curvatura localmente dada por la forma simpléctica @ .
Intentaremos ahora averiguar qué tipo de fibras es necesario agregar sobre la
variedad simpléctica M. A dichos efectos, la secuencia exacta de algebras de Lie (11)
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provee una orientacion heuristica. Brevemente, la extension central (11) del dlgebra
de Lie H,, de camposvectoriales Hamiltonianos por medio de las funciones constan-
tes f =k €N, serd implementada geométricamente en términos de operadores di-
ferenciales ﬁf actuando sobre una extension “fibrada” unidimensional de la variedad
simpléctica M. Las funciones constantes f =k que componen las “fibras” de la ex-
tension central (11), lejos de proyectarse aun operador diferencial idénticamente nulo,
seranrepresentadas geométricamente por medio de un campo vectorial constante tan-
gente alas fibras del espacio fibrado p__* y )7, es decir porun campo vectorial pura-
mente vertical. Por lo tanto, la “dimensién interna cuantica” definida por las fibras
permite representar el nicleo de la extension central (11) como campos vectoriales
verticales, garantizando de esa manera la inyectividad del mapa f ﬁf .Enel casode
una funcion general ' e C” ( M ) , ellevantamiento horizontal vfh del campovectorial
Hamiltoniano v, serd extendido por medio de una componente vertical tangente a las
fibras. Los campos vectoriales resultantes satisfacen por construcciéon un algebra de
conmutadores isomorfa al dlgebra de Poisson.

En términos formales, queremos asociar a toda funciéon f e C” (M) un campo
vectorial vertical en 7P que denotaremos ff . Para ello, asociaremos a cada niimero
real f(x) = ( (paracada xy ¢ M) uncampo vectorial constante fg tangente ala fibra
! (x) .Adichos efectos, es necesario identificar el algebra de Lie g del grupo estruc-
tural (7 con 9} . Enefecto, si efectuamos dicha identificacién, toda funciénfseleccio-
nard untnico elemento del dlgebra de Lie f(x) ={ € R =g paracada x € M . Eliso-
morfismo 7, : & = VPP nos permite, entonces, definir un campo vectorial constante
l, (C) = f; paratodo p en cadafibra 7' (x) El conjunto de estos campos vectoriales
verticales paratodo x ¢ M define el campo vectorial ff sobre P asociado ala funcion
f. La situacién puede ser resumida por medio del siguiente diagrama:

M—L>5R=g—25V P
x> fx)=C - &,

Podemos, por lo tanto, concluir que el grupo estructural G del fibrado principal
P — M tiene que tener $} como algebra de Lie g. Esta construccion garantiza que
cada funcién f e C” (M) define un campo vectorial vertical &, sobre P constante alo
largo de las fibras. En particular, sifes una funcién constante, el campo vectorial ver-
tical ff sera constante en todos lados (o sea, no solo paratodo p ! (x) sino tam-
bién paratodo x € M ). Vale la pena observar que cada funcién constante f =k defi-
ne un campo vectorial &, diferente. De este modo, la degeneracion entre las diferentes
funciones constantes f =k (las cuales se proyectan todas al mismo campo vectorial
Hamiltoniano ) ha sido rota.
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Laidentificacion g =M no permite definir sin ambiguedad el correspondiente
grupo estructural G. De hecho, los grupos GL(L,R)=R-{0} y U(l)= {ei"‘,x € ‘R}
tienen a Y} como algebra de Lie. Como veremos a continuacién, los estados cuan-
ticos de la teoria estaran dados por las secciones del fibrado vectorial asociado
L=Px.V — M (donde | esun espacio vectorial complejo de dimension 1.3 Por
definicion, el grupo estructural (G del fibrado principal P — A acttia sobre el con-
junto de bases del espacio vectorial que define las fibras de L. Mientras que el grupo
GL(I,‘R) acttia sobre las bases no normalizadas de un espacio vectorial real unidi-
mensional por medio de dilataciones, el grupo U(1) actta sobre el conjunto de bases
unitarias de un espacio vectorial complejo unidimensiénal. Por lo tanto, si uno elije
G= GL(I, ‘.R) como grupo estructural, entonces el fibrado vectorial asociado 7, —» M
sera un fibrado de linea real. Si por el contrario uno elije U(1) como grupo estructural,
entonces es necesario dotar el fibrado asociado de una métrica hermitica h alos efec-
tos de definir bases unitarias (donde la estructura hermitica tiene que ser compatible
conla conexiéon V en el fibrado asociado)."# Esa estructura hermitica permite definir
un producto interno entre las secciones del fibrado vectorial asociado, es decir, entre
los estados cuinticos. Resumiendo, podemos decir que mientras que GL(L‘.R) es el
grupo estructural de un fibrado de linea real, el grupo unitario U(1) es la reduccion
(definida por la estructura hermitica) del grupo estructural GL(I, C)=C- {0} de un
fibrado de linea complejo. Con el objeto de obtener la mecénica cudntica es necesario
elegir U(1) como grupo de estructura. Alos efectos de efectuar una deduccion satisfac-
toria del formalismo cudntico es, entonces, necesario construir un argumento a priori
capaz de justificar dicha eleccién.

4 PRECUANTIZACION

Los argumentos heuristicos presentados en la seccién anterior muestran que para
construir operadores diferenciales V, que representen fielmente el dlgebra de Poisson
de los observables f e C” (M) es necesario definir un fibrado de linea complejo
L —= s M dotado de una conexién hermitica V de modo tal que la curvatura de

13Sea p_=_ jr unG-fibrado principaly o unarepresentacién de G sobre un espacio vectorial V. Se puede definir
entonces una relacion de equivalencia sobre el producto P x 7 dadapor (p;v) = (pg; p(g" )v) donde g € G.Elcon-
junto cociente PxV/G=Lx,V define el espacio total del fibrado vectorial asociado L = Px, 7 —2—> M , donde la
proyeccién 7 es definida como 7(p;v)= 7(p)-

14, La relacion entre la 1-forma @ de la conexion en Py la conexion V sobre el fibrado asociado estd dada por la
expresion V(s)=s"0®s, donde s es cualquier secciéon de p. Una estructura hermitica <,> es compatible con la
conexion V si se satisface la condicién d<s,s'> = <Vs,s’> + <s,Vs'> (c.f. Brylinski, 1993).
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la conexidn esté definida por la forma simpléctica @ . Intentaremos ahora describir
brevemente el formalismo de precuantificacién por medio del cual se efectta dicha
construccion.

En la seccién precedente, hemos mostrado que los operadores diferenciales v,
deben ser campos vectoriales sobre la extensién fibrada P — A de la variedad
simpléctica M. Mientras que la componente horizontal de un operador v, estd dada
por el levantamiento horizontal V? definido por la conexién @ del campo vectorial
Hamiltoniano V., la componente vertical de \3f esta dada por el campo vectorial ver-
tical &, . Los campos vectoriales resultantes \A/f = VAI; + ff son invariantes a lo largo
de las fibras y satisf T*\A/f =V, y L{.fe =0 (cf. Brylinski, 1993). Esta propiedad de
preservacion de la conexion es una consecuencia del hecho de que el campo vectorial
Hamiltoniano correspondiente vV, preserva la forma simpléctica (L‘,f ® =0). Deno-
taremos A el algebra de Lie de los campos vectoriales V, sobre P que son G-invarian-
tes y que preservan la conexion. Por medio de las aplicaciones f —v, — VA}; y
f—- ggf, el observable clasico f'e C” (M) determina univocamente el campo
vectorial ﬁf = vjf» +¢&, € A. De esta manera obtenemos el mapa entre observables
feC” (M) y operadores cudnticos que estabamos buscando:

C"(M)—>5A (14)

~ /
v, =vi+d,

Mientras que la componente horizontal vjl depende de la correspondencia cla-
sica entre observables f e C” (M) y campos vectoriales Hamiltonianos v, € Hy, la
componente vertical §, provee la correccién cuantica que garantizalainyectividad de
la aplicacién (14.) entre observables y operadores.

Elnticleo del homomorfismo sobreyectivo de dlgebras de Lie A—=— H,, (don-
de T*\A/f =V,) estia compuesto de los campos vectoriales de la forma \A/f =&, . Alos
efectos de eliminar la componente horizontal v»’; es necesario imponer f =k (lo cual
implica en efecto v, = V? =0). Porlo tanto, el nacleo de 7, esta definido porlas fun-
ciones constante f =k (cf. Brylinski, 1993, p. 91). Eso significa que las funciones
constantes definen campos vectoriales e A puramente verticales. Tenemos por lo tan-
to la secuencia exacta corta 0 >R - A—=— H,, — 0. Puede ser demostrado que

el siguiente diagrama es conmutativo:

1IN

0->R—>C"(M)>H, -0
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donde la linea inferior es la extension central (11) y el mapa C” (M)L)A es un
homomorfismo de dlgebras de Lie (cf. Konstant, 1970).

Resumiendo, podemos decir que existen dos representaciones del dlgebra de
Poisson de los observables f e (C” (M) en términos de operadores diferenciales, a
saber, el dlgebra de campos vectoriales Hamiltonianos H |, (o sea, el algebra de ope-
radores clasicos) y el dlgebra A de operadores cudnticos, siendo esta ultima una ex-
tension de la primera. Mientras que /,, no es una representaciéon fiel de C” (M)
(dado que todas las funciones constantes f = k se proyectan al mismo campo vectorial
Hamiltonianonulo v, =0), A esunarepresentacion fiel (dado que cada funciéon cons-
tantef: k define un campo vectorial vertical \3,{ = f,\, distinto). De esa manera, la adi-
cién de una dimensién interna “cudntica” ala variedad simpléctica M permite definir
un algebra cuantica de operadores A isomorfaalalgebra de Poisson delos observables
clasicos. Dado que los campos vectoriales \3f € A fueron obtenidos adicionando a los
campos vectoriales Hamiltonianos \A/f (mas precisamente a sus levantamientos hori-
zontales VA]; ) una componente vertical &, eldlgebra A de operadores cuanticos puede
ser considerada una extension del dlgebra de campos vectoriales Hamiltonianos H , .

Es necesario especificar ahora sobre qué tipo de estados actian los operadores
diferenciales cuanticos \3f. Por definicién, los campos vectoriales \3f actian sobre
funciones sobre P. En particular, si restringimos la atencién a una cierta clase de fun-
ciones, es posible definir una accién inducida sobre las secciones del fibrado asociado
L =Px, C—=—> M .Dehecho, a partir de una seccion y : M — L es posible defi-
nir una funcién UG1)-homogénea p : P — C de grado -1 p(A/) = ﬁflp(]) para /e [)
del modo siguiente:

La homogeneidad de la funcién o garantiza que el valor de la seccion ¥
para cierto x = z'(p)e M no depende del elemento p e P sobre x (ou seja,
l//(r(p/l)) = p(pl)p/i = p(p)p ). Usando esta correspondencia, puede demostrarse
que el algebra de Lie A de los operadores cudnticos actiia sobre las secciones
w : M — L por medio de la siguiente expresion:

5 . i
Ve ey =—ihV, v+ Jv .donde V,, =V, +%49(vf)_
Amodo de ejemplo, calculemos los operadores cuanticos \A/q y \31, asociados alos

observables ¢ y p sobrelavariedad simpléctica M =77 , donde el potencial sim-
pléctico esta dado por 8 = —pdp :
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v, = —ithq +q

— —ih(vq +TL;0(VQ )j +q

=—ihv, —pdq(vq)Jr q

=—ih _9 — pdq 9 +q
op op

.
=1 g‘f‘q (15)

y analogamente:

\3}) =—ihv, —pdq(vq)er

0 0
= —it| —— |- pdg| = |+
2 pqanp

0
=—ih—
l 8q " (16)

Las secciones y : M — L serdn denominadas estados precudnticos. Vale la pena
remarcar que estrictamente hablando, los estados precuanticos (y, en consecuencia,
también los estados cudnticos) no estan dados por funciones de onda, sino por secciones
de onda. Los operadores cuanticos ﬁf son operadores hermiticos con respecto al si-
guiente producto interno entre dos estados precuanticos:

n

o) = (o).

n!

5 POLARIZACION

Ladefinicién de los operadores cuanticos \3f ydelos estados precuanticos / : M — L
no alcanza parareobtenerla mecanica cuantica. En efecto, los estados precudnticos no
pueden seridentificados conlos estados cuanticos, dado que las secciones v : M — L
dependen delas2n coordenadas del espacio de fases, mientras que los estados cuanticos
pueden depender solo de nvariables. En efecto, es posible definir estados precuanticos
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localizados tanto en g como en p, es decir estados que no satisfacen el principio de
indeterminaciéon de Heisenberg. El hecho de que el espacio de Hilbert de los estados
precuanticos sea demasiado grande tiene como consecuencia que el conjunto de ope-
radores cuinticos \A/fi asociado aun conjunto completo de observables {f,} no actua
de manera irredutible sobre el espacio de Hilbert de los estados precuanticos."3 En el
marco de la cuantificacién geométrica, ese problema es resuelto introduciendo una
estructura geométrica suplementaria, a saber, una polarizacién (cf. Woodhouse, 1992).
Brevemente, la eleccion de una polarizacién reduce a la mitad el espacio de Hilbert de
los estados precuanticos.

Una polarizacién P de una variedad simpléctica (M, a)) esuna foliacién de M por
medio de subvariedades lagrangianas, es decir, subvariedades de M maximalmente
isotropicas. Una subvariedad lagrangiana de una variedad simpléctica (M , a)) de di-
mensi6on 2n es una subvariedad K — )/ de dimensionn tal que @ es idénticamente
nula cuando se la evalta en 7. K x7 K . Un ejemplo canénico de una subvariedad
lagrangiana es el espacio de configuracion Q del fibrado cotangente P = 7"(). Laiden-
tidad 4, 1, @ = {f, g} implica que los observables asociados a los campos vectoriales
Hamiltonianos que definen una polarizacién forman un conjunto completo de obser-
vables que conmutan. En otros términos, la nocién de polarizacién es la traduccién
geométrica de la nocion algebraica de conjunto completo de observables que conmutan.
Una seccion y : M — L estd polarizada con respecto a la polarizacién p sies

covariantemente constante alo largo de P, a saber, si satisface la siguiente condicion:
Vo =0 (7

Existen dos tipos de variedades simplécticas con polarizaciones naturales, a sa-
berlos fibrados cotangentes y las variedades de Kihler. Consideremos, en primer lu-
gar, la asi denominada polarizacion vertical del fibrado cotangente P =770, es decir, la

0
polarizacién generada porlos campos vectoriales & Sise elije como formalocal de la

1= Por ejemplo, la precuantificaciéon del fibrado cotangente = 7T*R permite definir los operadores cuanticos
5 jemp p g M=TRP p

v, = m% tqy ¥, = _"7’5 asociados al conjunto completo de observables q y p respectivamente (ver expresiones
(15)y (16)). Consideremos ahora el subconjunto C*(R) = C* (M) de estados de la forma y(g). Aplicando los ope-

o (q)
oq

radores \3,1 y ¥, adichos estados, se obtienen los nuevos estados \qu//(q) =q v/(q) y ﬁpl//(q) =—ih ,los cuales

también dependensoélo de ¢ . En consecuencia, C*(R) esun subespacio propio de estados que es invariante ante la

accion de los operadores cudnticos V, y V,, .
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conexi6n a la forma 0 = —pdp , entonces las secciones polarizadas serdn las funciones

en T*Q que satisfacen la condiciéon g =0 En otros términos, los estados polariza-

dos seran los estados constantes a lo largo de las fibras del fibrado cotangente 7°() .
En consecuencia, los estados polarizados resultantes s6lo dependen de la coordenada
g delespacio de configuracién O (representaciéon de Schrodinger). Analogamente, la

representacion en términos de los momentos p puede ser obtenidausando la polari-

zacion generada por los campos vectoriales o Esos ejemplos triviales muestran que

la eleccién de una polarizacion equivale a elegir una representacién particular de la
correspondiente teoria cuantica.

Mostraremos ahora que las asi denominadas polarizaciones complejas permiten
reobtener la representacion de Fock en términos de operadores de creaciéon y des-
truccién. Una polarizacién compleja es basicamente una estructura compleja compa-
tible con la estructura simpléctica. Definamos primero una estructura casi compleja so-
bre M. Una estructura compleja sobre un espacio vectorial J/ esun endomorfismo lineal
J:V >V, talque J* =—].

La estructura compleja J hace de J/ un espacio vectorial complejo de di-
mensién n donde la multiplicacién por z = g+ bi se define del modo siguiente
(a + bl')v =av+ bJ(v) *® De ese modo, una estructura casi compleja, al definir una
multiplicacion por la unidad imaginaria j, especifica que coordenada de J/ asume el
rol de coordenada real y cual de coordenada compleja. Una estructura casi compleja [
sobre unavariedad )/ esun campo suave de estructuras complejas J_ T .M — 1T M
sobre los espacios tangentes 7. M . El par (M, J) se denomina variedad casi compleja.
Dada una variedad simpléctica (M, a)) , una estructura casi compleja .J sobre Jf es
@ -compatible sila forma bilineal

g TMxT.M %
(w,v)— g .(u,v)=-0(]uv)a8)

16 Definamos/ tal que [(1,0) = (0,1). Siidentificamos la accién de [ con la multiplicacién pori, entonces (1,0) y (0.1)
no son linealmente independientes en el campo de los nameros complejos. Porlo tanto, dim(V]) = n como espacio

vectorial complejo.
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es una métrica riemanniana sobre M. A su vez, la estructura simpléctica y la métrica
g definen el siguiente producto interno hermitico:'?

h(z,w) = g(s,w)—io(z,w).

Laterna (a), g, J) se denomina unaterna compatible y cadauna de las tres estruc-
turas puede obtenerse a partir de las otras dos. Puede demostrarse que toda variedad
simpléctica tiene estructuras casi complejas compatibles. Por otra parte, todavariedad
compleja (o0 sea, toda variedad dotada de cartas locales valuadas en Cn y cuyas funciones
de transicién son holomorfas) tiene una estructura casi compleja canonica inducida.
En efecto, se pude mostrar que las funciones de transicion ¢, : " — C" preservanla
estructura casi complejasiysélosi ¢; son funciones holomorfas, es decir, silavarie-
dad es una variedad compleja. La reciproca no es siempre cierta. En otros términos,
una estructura casi compleja no siempre es inducida por una estructura compleja. Una
estructura casi compleja J se dice integrable siy solo si [ es la estructura casi compleja
inducida por una estructura de variedad compleja sobre M. El teorema de Newlander-
Nirenberg establece que una estructura casi compleja es integrable siy solo si el asi
denominado tensor de Nijenhuis se anula. Una variedad de Kdhler es una variedad
simpléctica (M, a)) dotada de una estructura casi compleja compatible integrable. La
forma simpléctica @ se denominaforma de Kihler. Se sigue dela definicion que (M, a))
es una variedad compleja.

El endomortismo J no puede ser diagonalizado en el campo de los nimeros rea-
les, ya que los autovalores de [ son +i. En consecuencia, extenderemos el campo de
escalares del espacio vectorial TM a C por medio de la complexificacion TM ® C de TM.

17 Supongamos un espacio vectorial complejo Cn cuyos vectores seran expresados como z = (z,,..., zn). El producto
interno hermitico h entre dos vectores es:
n n n
<Z’ MY> = ZZJW] = z (X]”f + J;/v] )+ lz (”f“vf - 1!] x/ )
j=1 j=1 j=1
donde z,
C =R xN. La parte real de dicho producto hermitico coincide con el producto interno real g((x,y),(u,v)) = xu + yv.

=x,+iy, y w, =u, +iv,. Analicemos ahora el producto hermitico entre z=x+iy y w=u+iv en

La parte imaginaria coincide (médulo un signo) con la forma simpléctica standard en 3R evaluada en (x,y) y

(L/,v). En otros términos, o((x,y).(u,v))=vx—uy =—TIm(x +iy,u+ iv). Por otra parte, el producto interno real puede

definirse por medio de la expresion (18). En efecto, utilizando J= [1 0 | s¢€ tiene:

- (a(Jz, w) = —(u(J(.\‘, y), (u,v))
B YR
=—(-y—-ux)
=ux+vy

= g((e.yhuy).
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La estructura casi compleja | puede extenderse linealmente a TMC por medio de la
expresion J(v®z): J(v)@z. Definamos ahora los operadores de proyeccién
P* = 5(1 FiJ):TM“ —TM* donde TM* sonlosautoespacios asociados alos autova-
lores +i.Unelemento y ¢ 70/ € puede ser descompuesto enlaforma y =" 4+ con
vt = P*y. En consecuencia, tenemos una descomposicién de TMC de la forma
TMC =TM™* ® TM . Queremos ahora hallar una base de TMC asociada a dicha des-

composicion. Para ello, escribamos los vectores a\, y 5}? de la base original del modo
siguiente:

axzé@y—mJ—%@y+m),
Y

a,:%@y—m)+%@y+mj_

Definamos entonces los siguientes vectores:

1 o
0.==(o,-i,) (19)
2 J
~ l -
0; = 5(0)' +15x),(20)
de modo tal que &, =—id_ —i0. y 0, =0_ +i0- . Esas definiciones son consistentes,

sidefinimos z y z del modo siguiente:

z=x+1iy,
Z=y—Ix.

Esas coordenadas complejas estdn definidas por una estructura casi compleja/,
tal que J((?J.)zax y J(ax)=—f9),. Si aplicamos | a los vectores (19) obtenemos
J(&Z): i0,y J(&Z): —i0, . En otros términos, 0, y 0. son autovectores de J con
autovalores j y —j respectivamente. En la base {E}Z ,82 } , la estructura compleja tiene
entonces la forma diagonal
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Los operadores p* proyectan sobre los autoespacios de J. De hecho,

()= ;(J+J)v Lsiposlaziy=siry.

[\)

La forma simpléctica asume la forma:

= idZ Adz
2
Una funcién K, tal que
= i00K
0 = 0
donde 0=dz /\5, O=dz /\g, se denomina potencial de Kdhler. En particular,

1 _
K= _EZZ es un potencial de Kihler. Elijamos ahora el potencial simpléctico

) i_ 0
0=-ioK = EZdZ . La ecuacién de polarizacion de los estados a lo largo de E asume

entonces la forma:

oy i 0
\Y 0
C%W 0z +h [82]
61// i —zd (6
0z Tl 2 0z
by
0z

0 X }
< selecciona las funciones
=

. . . V=
De esamanera, la condicién de polarizaciéon =~ ¢ v

holomorfas f(z) En efecto, escribamos l//(z, Z) = u(x,y)—i— iv(x,y). La condicion de

polarizacién es:

oy 1 . ;
— = 5(6}, + lax Xll(x,y)‘HV(an’))

oz

_fou ov [Ov Ou
———+i|—+—1|=0
2 oy Ox oy Ox :

sc1eNTLA Studia, Sdo Paulo, v. 11, n. 1, p. 35-74,, 2013

59



Gabriel Catren

Esa condicién implica las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

v v o
dy Ox’ oy ox’

para lavariable compleja z = x + iy . Esa representacién se denomina representacién
holomorfa o de Bargmann-Fock.

Vale la pena destacar que la necesidad de polarizar los estados precudnticos, le-
jos de derivar de resultados matematicos generales o de una necesidad estrictamente
conceptual, es una generalizacion de diversos métodos de cuantificacién cuya tnica

justificacién es que permite recuperar la mecanica cuantica ordinaria.

6 ToPOLOGIA Y CUANTIFICACION

En esta seccién, analizaremos bajo qué condicién una variedad simpléctica puede ser
cuantificada. El principal resultado es que es posible definir un fibrado de linea com-
plejo sobre el espacio de fases M, de modo tal que la 2-forma simpléctica @ defina la
curvatura de una conexién hermética siy solo sila siguiente condicién de integralidad
es satisfecha:

La) =27hn (21)

donde ¥ es cualquier superficie de dimension 2 cerraday orientada en )y . Una va-
riedad simpléctica (M, a)) que satisface la condicion de integralidad (21) se denomina
quantizable.'® Como veremos a continuacion, esa condicién tiene un origen esencial -
mente topolégico.

Puede demostrarse que la condicién de integralidad permite explicar el caracter
discreto de ciertos observables fisicos, como, por ejemplo, la energia y el spin (cf.
Souriau, 1997; Woodhouse, 1992). Eso significa que el caricter discreto de los espec-
tros cuanticos, asociados a los observables es una consecuencia directa de la topologia
del fibrado de linea complejo [, —» M . Sea un sistema clasico, cuyos estados estan
descriptos por la variedad simpléctica (M, a)) de dimension 2n, y un observable

18 Aunque la variedad simpléctica (M, (u) sea cuantizable, el fibrado de linea complejo [, — M dotado de una
conexiéon hermitica de curvatura dada por @ no esti inicamente determinado por la variedad simpléctica (M, a)) :
Existe una Gnica cuantizacién solo si M es simplemente conexa. En caso contrario, el sistema clasico admite varias

quantizaciones no equivalentes.
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f(q’ p) ceC” (M) . Queremos describir los estados caracterizados por un valor deter-
minado fo del observable f(q,p). Para ello, restringiremos el espacio de fases a la
subvariedad £ (fo ) c (M) Laaccién generada por el campo vectorial Hamiltoniano
v, asociado a f permite definir una fibracién 7 : f ' (/O)—> M, sobre el espacio
cociente M, tal quelas fibras sonlas érbitas definidas porlaaccionde V. El espacio
cociente M, es unavariedad simpléctica de dimensién 2n-2 cuya forma simpléctica
satisface i’ @,, = ﬁ*wMo ,donde i: fﬁl(fo ) — M . Dicho espacio cociente se denomi-
naespacio de fases reducido. Ahora queremos obtenerlos estados cudnticos caracteriza-
dos por el autovalor f, asociado al operador cuantico. Para ello, podemos aplicar el
formalismo de cuantificacién geométrica alavariedad simpléctica M ,. A dichos efec-
tos, la 2-forma @, debe satisfacerlacondicién de integralidad (21). Dado que la for-
ma simpléctica @,, depende en general del valor f,la expresién (21) permite obte-
ner los posibles valores discretos de f, .

Presentaremos, ahora, un argumento que permite entender el significado fisico
delacondicion (21). Consideremosunloop y : [O,l] — M ,talque ;/(O) = ;/(I) =xeM.
El transporte paralelo, definido por la conexiéon @ alo largo de 7, define la siguiente
transformacion de los elementos de la fibra 7 (x) c Pz

¢ =1 (x)>r(x)
pr g,

donde g, € G . Puede demostrarse que el elemento g, estd dado por la siguiente
expresion:

iy
g}/:ehy .

En otros términos, el transporte paralelo a lo largo de un loop 7 en M produce
un cambio de fase dado por la integral de la conexién @ alo largo del loop. Elijamos
ahoraunasuperficie ¥, — M talque 7 seaelbordede X _,i.e.talque y = 0%, . Usando
el teorema de Stokes, el elemento g, puede reformularse en términos de la forma
simpléctica @ del modo siguiente:

§(~? ia)
4 :ehL_

i
g, =€’

Consideremos ahoraotrasuperficie ¥ < M ,talque y ' =0X_ysea ¥ launién
de las superficies £y X . El elemento g, puede expresarse tanto en términos de X,
como en términos de X :
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i
—|\@ — @
g, = =e ok : (22)

Por lo tanto,

Para que esa condicion se satisfaga, o sea, para que el elemento g, en (22) no
dependa de la superficie bordeada por 7 sobre la cual se realizala integracién, la inte-
gral de @ sobre ¥ debe satisfacer la condicion de integralidad (21).

Mostraremos ahora que la condicién de integralidad sobre la forma simplécti-
ca @ esuna consecuencia directa de la condicién de compatibilidad (denominada
condicién de cociclos) que garantiza que las distintas trivializaciones locales del espacio
tibrado [, —» M se “pegan” bien enlas intersecciones de los abiertos que definen di-
chas trivializaciones. Supongamos que U = {U ; }ig , esun buen recubrimiento abierto
de M."9 Elijamos para cada conjunto abierto U/, una seccién no-nula s, :U, — L.
Estas secciones definen una trivializacion local por medio de las aplicaciones
v, CxU, - 72'71(U1. ) donde v, (Z,x) = S,.(x)z . Podemos decir, entonces, que un
espacio fibrado es un producto “torcido” (twisted) entre dos variedades, tal que local-
mente dicho producto se descompone en un conjunto de productos triviales C'x U,
por medio de los isomorfismos (no-canénicos) i, definidos por las secciones locales
s,. En cada interseccion U, =U, N"U,, existen dos trivializaciones diferentes y/, y
¥ ;. Usando la composicion

CxU, L)72'71(U,.j )W—;l>Cx U, . podemos definir las funciones de transicidn

w, =v; oy, :CxU, > CxU,,

)

donde ¥ (z,x)= P (x)’x . Esas funciones permiten “pegar” las trivializaciones y/, y
.

c Si(x)

¥ ; enlas intersecciones U, . Las funciones s ~ (x) son denominadas cociclos.
j

%)

5 & 5 -1 5 5 § ¥ s
Dichos cociclos satisfacen ¢, =1, ¢, =¢; ylaasidenominada condicién de cociclos:

19 Un recubrimiento abierto es un buen recubrimiento si todas las intersecciones finitas no vacias son isomorfas a

9{11 .
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Cij c Jjk Ckz' =

B (x) 5/ (x) S,-V(x) =L (23)

enlas triples intersecciones U, =U, U, NU, . Dado quelos cociclos ¢, especifi-
can como las diferentes trivializaciones locales son “pegadas” en las intersecciones
correspondientes, los mismos definen la estructura topoldgica global del fibrado. De
hecho, dichos cociclos definen clases de la cohomologia de Eech H,., (M, ‘J{) (ver

apéndice). En efecto, el conjunto {C,-,} define funciones reales en cada intersecciéon

U

Ui

definiendo de esa manera una1-cocadena de Eech. Por otra parte, la condicion de
cociclos (23) significa que ¢, esuni-cociclo de Ehech, o sea. que oc; =1, donde § es
el diferencial de Eechy el grupo es un grupo multiplicativo.

Larelacién deisomorfismo entre espacios fibrados permite definir unarelacién
de equivalencia en el conjunto de los fibrados de linea complejos 7, — M . El conjun-
to de clases de isomorfia tiene una estructura de grupo conmutativo definida por el
producto tensorial de fibrados de linea.*® Dicho grupo se denomina grupo de Picard
de M, y se denota Pic(M). Se puede mostrar que los cociclos ¢; de dos fibrados
isomorfos pertenecen ala misma clase de cohomologia en Hégch (M7 ‘.R) ' Porlo tan-
éech (M , sR) clasifican a las clases de isomorfia de
fibrados de linea complejos 7, — M en Pic(M).

3 . 5 3 1
Mostraremos ahora que existe una aplicacion entre los cociclos ¢, € H (M, ‘R)
2
Cech
nes U, son simplemente conexas, es posible definir funciones suaves #, =—illnc;.

to, las clases de cohomologia en H

ylasclases de cohomologia avalores enterosen / (M, Z) .Dado que las interseccio-

20 El producto tensorial de dos fibrados vectoriales de linea es también un fibrado de linea. En efecto, el producto
tensorial de los fibrados delinea [, — M y L' — M cuyas fibras sonlos espacios vectoriales |7 y I/ respectiva-
mente, es el fibrado 7, ® [.' — M cuyas fibras estan dadas por el producto tensorial 7 ® I/’ . Los elementos de
V ®V' sondelaforma w=ge® ¢’ donde losvectores ¢ y ¢’ definen las bases de I y I/’ respectivamente. En
consecuencia, el elemento w e IV ® V' depende de una sola coordenada, porlo cual 7 ® V' puede ser considera-
do un espacio vectorial de dimension 1. El producto tensorial de fibrados de linea permite definir una estructura de
grupo, donde el fibrado trivial define el elemento identidad y el fibrado dual L* define el inverso L' de L.

21 Supongamos dos trivializaciones distintas w,,y, : CxU, — 7z~ (U,) del mismo fibrado definidas por las seccio-
nes s,,5; :U, = L . Tendremos por lo tanto dos conjuntos de funciones de transicién v, =y oy, y w, =9/ o V/,.

Las funciones de transicion v, y W, estén relacionadas por medio de la expresion 7 =r]"1// t. donde

s (x) o

t, =y o, :CxU, - CxU, esta dado por 7. (z.x)= [ = (Y)z,x]. La relacién entre los dos conjuntos de cociclos esta

(x)
(\‘) . Dos fibrados son isimorfos silos correspondientes cociclos satisfacen
s

[
-

; 5ol a. =
dada por ¢, =q, czja],donde j

“

s~ = -1 " sz
larelacién ¢, = @, c,a; . Dado que &(a,)= a, (x)a,(x)" donde «; esuna o-cadena de Eech, la relacién entre los dos
cociclos puede rescribirse como ¢; = C,j(?(a, ) Esto significa que ¢; y ¢; difieren en una forma exactay que porlo

tanto pertenecen a la misma clase de cohomologia.
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Enla triple interseccion U , la condicién de cociclos (23) se traduce en la siguiente
condicién sobre las funciones #, :

1
2—7277( zj+ujk+uki)zzijkez- (24«)

El pasaje de las funciones ¢; avalores reales sobre las intersecciones U alas
funciones z;, avalores enteros sobre las triples intersecciones UU-/; es un caso parti-
cular del asi denominado morfismo de conexion en homologia algebraica. Seala siguiente
secuencia exacta corta

05>7—5>50—250" >0, (25)

donde () es el conjunto de funciones holomorfas considerado como un grupo aditivo,
0" el conjunto de funciones holomorfas que nunca se anulan considerado como un
grupo multiplicativo, yexp laaplicacién f — ¢*™ . Elmorfismo de conexién es el mor-
(M, o ) y H',(M,Z). Ennuestro caso,

.

la relacion entre los cociclos Cyy los elementos z

fismo entre los grupos de cohomologia H

ech
jx estd implementada en términos

cohomolégicos por medio del siguiente morfismo de conexién:**

e H!

Cech

(M,07)— HZ,(M,Z)
C, > Zy

La clase de cohomologia definida por z,;, se denomina clase de Chern c, (L) del

fibrado vectorial [, > M .
Calcularemos ahora la integral (21). Sea U‘S = {S,. =, US},E] un recubrimiento

ik

abierto de la 2-superficie cerrada § inducido por U. Dado que los conjuntos abiertos
{Si },. se intersectan, no podemos simplemente sumar las contribuciones |, Q"Sf .Siasi
lo hiciesemos, dichas contribuciones serian contadas varias veces en las interseccio-

nes. Usando como bordes las lineas {Ll,- },.j que unen los puntos de interseccion entre

los conjuntos superpuestos {S,. }I. , s posible definir los conjuntos disjuntos {V, }I. (ver
Fig. 1). La integral (21) puede entonces descomponerse del modo siguiente:

22 Como la aplicacién exp es sobreyectiva (dada la exactitud de la secuencia corta (25)), existe un elemento u; € 0]
tal que exp u,.j)= ¢; . Ahora bien, (S(C,,-)= ty(CXP(”,,- ))= exp(é‘(ui,- »= 0 ya que ¢; es un cociclo. Por lo tanto,
(S(IIU. )e ker(exp) . Dado que la secuencia corta es exacta, se tiene Sy, )= i(zy-k) para algin z; € Z . Ahora quere-
€ H2(M.Z), es decir que Z es un cociclo. Aplicando § a ¢ (, )= iz, ) se obtiene

mos ver que Zl]k

5(5(1/11]- )= (Yi(Z,jk )= 0 yaque 52 = 0. Entonces se tiene i(b‘(ZU-k ))= 0. Como la aplicacion j es inyectiva, 5(2,]% =0.
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R

i i<j I ’

donde &, sonlas formas locales de la conexién @ y donde hemos utilizado el teorema
de Stokes cha = Lg . Puede demostrarse que la restriccion de las formas locales 6,

0, alas intersecciones U, estan relacionadas por medio de la siguiente expresion:*

0, -0, =du,. (27)

23 Dada una conexion g, la derivada covariante de la seccién s estd dada por Vs = s*0 ® s . Las secciones s, que

Vs.
definen las trivializaciones definen las formas locales & = o En las intersecciones UU =U,nU,, tenemos:

i

Vs, Vs,
e L
& &

_ V(c,js])_Vs]

CIJSJ S]

¢, Vs, +dc, ®s, Vs,

s,
donde usamos ¢ =~ ylaregla de Leibniz V(fs)= fV(s)+df ®s.
J
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Utilizando esta ley de transformacion, la expresion (26) da

Iw =2 Jduif =2 Iuﬁ =¥ (”z'f FUy Uy XQ;']'I:)

i<j Ly i<j oL,

donde O, es el punto de interseccién entre loslados L;, L,y Ly, 4 Usandola con-
dicion (24,), obtenemos:

!a) = 27zﬁzZU.k = 27hn (28)

ijk

Ese calculo muestra que la condicién de integralidad (21) es una consecuencia
directa de la condicién de cociclos (23), es decir, de las condiciones de consistencia
que deben satisfacer las funciones de transicion a los efectos de definir un fibrado de
linea complejo 7, —» M .

Estudiaremos ahoralarelacién entre la 2-forma cerrada @ yelcociclo z;; . Mien-
tras que  define una clase enla cohomologia de Rham H?2,. (M) de M definida por
el diferencial exterior ( , el cociclo {Z,.jk } define una clase en la cohomologia de Eech
H?,_ (M,Z)deMavaloresenteros definidapor el diferencial de Chech § (verapéndi-
ce). Puede demostrarse que los dos grupos de cohomologia son isomorfos. En lugar de
demostrar eso en general, mostraremos como es posible pasarde @ a {Z,.jk }yviceversa.

Mostraremos primero como es posible definir el cociclo \Z; f a partir de la es-
tructura simpléctica @ . Para ello utilizaremos: (1) el hecho de que toda forma diferen-
cial cerrada es localemente exacta (lema de Poincaré), (2) la nilpotencia de los dife-
renciales ¢ y §,y3) laconmutatividad entre d y § (i.e. d§ = &d ). Como veremos a
continuacion, las relaciones entre los distintos elementos involucrados pueden resu-
mirse por medio del siguiente diagrama (cf. Alvarez, 1985; Bott & Tu, 1982):

Q0 0

Q@ o w=do g

Q! 0 396=0, -0 =du, 0

Q° L Su, =u, +u, +u, =z, 0
d 71 Zi 0
o | C° C' e Cc?

(29)

24, Por ejemplo, la contribucion al punto de intersecciéon Q,,; proveniente de los lados {Z,j,‘,},Lﬁ,LMeS
(141, =115, =115 O3 )- Usando que u, = =1, , se obtiene (u;, + 115 + 113, O3 ).
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Supongamos que tenemos una 2-forma global cerrada @ € Q* (M) . Dicha forma
puede ser restringida a las formas locales @, definidas enlos abiertos U, . Esta opera-
cién derestriccién definela accidon del diferencial § sobre Q¢ (M) ,osea, 0w = {a),. } .
Si aplicamos nuevamente § ,tenemos 560,- =0, —0; = 0, yaque @,y @; provienen
de la misma forma global @ . En los abiertos U, , el lema de Poincaré asegura que las
formas locales cerradas @, son exactas. Podemos escribir, entonces, @, = d@, , donde

0.eC’ (U,Ql).Aplicando J a 6, seobtiene 06, =0, — 0, . Dado que d y § conmu-

tan, se tiene do, = &d6, = ow, = 0. Eso implica que 00, es d -cerraday, por lo tan-
donde

se obtiene 5711-]- =u, +u, +u, =z, Aplicando

to, (via el lema de Poincaré) localmente exacta. En consecuencia, 06, = du

u, € Cl(l],Qo).Aplicando Sal

i
i
nuevamente la conmutatividad entre ( y, se tiene dz; = ddu, = &du, =606, =0 .
IS Cz(( ,QO) no sélo son § -cerrados (dada la

En consecuencia, los elementos Z;

nilpotencia de §), sino también ¢ -cerrados.? En otros términos, las 2-cocade-

~ > . 2
nas Z; son cociclos localemente constantes, es decir, pertenencena H,, (M, ‘R)

De esamanera, hemos definido un mapa entre @ € HéeRham (M) Y Zy € H(‘;ch (M, *.R).

Reciprocamente, mostremos ahora como la 2-forma cerrada global @ puede ser
obtenida a partir de los cociclos Z;; . Para ello, utilizaremos el hecho de que toda coci-
cloen C? (U,Qq ) es exacto para p > 0.Enotrostérminos, usaremos que H” (U, Q! )
es trivial para p >0 (ver apéndice). Las 2-cocadenas Z;; son § -cerradas. Ahora
bien, las 2-cocadenas Z;; son también -exactas, es decir, existen 1-cocadenas
u; € C! (U,QO) tal que z,;, = O, . Los elementos #; pueden ser expresados en tér-
minos de Z;; por medio de la expresion u; = ZA,Z,,-,\,[),\, ,donde p, esuna particién de
launidad (o sea, p; > O»ijj =1y p, tiene soporte compacto en U ;). De hecho,

(‘5”);7/\' = U, + Uy +U, = Z{ZW +Zy+Zy j/l, = ZU.,L,Z]/’L, =Zy .

donde usamos que z,; es un cociclo (o sea, (az)ijkl = zjkl “ zikl + zijl “ zijk = 0). Ahora
bien, z,, satisface dz; =0 ya que son funciones localmente constantes. Por lo tanto,

25 Verifiquemos explicitamente que oz,

=0:
(‘5-' )yk SZw T It Iy T I

= L[(uj,\, +uy, +u,,.)—(uik +uy + u,,)+ (14,.]. tuy+ u,,.)—(u,.j tu, tuy )]
=0.
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5duU- = d5u, dZ,,, 0. En otros términos, los elementos dMU- son ¢ -cerrados.
Anilogamente a lo hecho anterioremente, se tiene 00, = do6, = ddu,; =0 . En con-
secuencia, los elementos d@, soni-cerrados, o sea, 5(61'(9,- ) =d6, —df@, =0 . Enotros
términos, d@,- = d@j. . Porlo tanto, existe una 2-forma global @ tal que @, = d@i .Esa
2-forma es cerrada, ya que dw, = dd6, =0 . Esa forma puede ser expresada en térmi-
no del cociclo Z;; por medio de la siguiente expresion:

w; =db, = dzk Py, :Zk du, dp, :Zk d(z,zﬂdpi )jpk = Zk} Zdp,dp,, .

De esamanera, la trivilidad delos grupos de cohomologia H? (U ,Q1 ) para p >0
permite definir una 2-forma diferencial cerrada w € H_,,, = (M) a partir del cociclo
€ Heo(M, 9?)

El diagrama (30) también puede ser usado para mostrar que tanto la forma dife-
cH},, (M, 9?) quedan fijados, si se es-

pecifican los potenciales locales &, , las funciones de pegado %, que satisfagan la con-

yk

rencial we H_,, (M) como el cociclo z,,
dicién de cociclos (24) y las leyes de transformacion 06, = 6. — l9 = —du en las
intersecciones U, . Tenemos entonces que od6, = do®, = ddu, =0 . En consecuen-
cia, od@, =d6, — d@ =0. En otros términos, d6, =d6, en U Es posible, porlo
tanto, definiruna 2fforma diferencial global @ € Q* (M) tal que @, = d0B. . Esaforma
es cerrada, es decir satisface dw, = dd@, = 0 . Veamos ahora como obtener el cociclo

Z, € HE (M, ‘R) Aplicando § a u; se obtiene (511),], u, +u, +u, =z, Ahora
bien, dou, = odu,; =666, =0 Porlo tanto, dou,; =0, lo que significa que du; =z

ijk
describe funciones localemente constantes. Por lo tanto, z,, € (72(U,Z). Por otra

ijk

parte, Z;; esun2-cociclo, yaque oz 55%- = 0. Hemos demostrado, entonces, que

eH?, , (M,Z).

ijk

yk

CoNCLUSTION

A partir del analisis realizado de la cuantificacién geométrica, podemos proponer la
tesis segin la cual lamecénica cudntica, lejos de ser un nuevo “paradigma” inconmen-
surable al paradigma clasico, constituye mas bien una “superacién dialéctica” de la
mecanica clasica. Segun tal punto de vista, la diferencia entre la mecanica clasica y la
mecanica cuantica no debe ser comprendida en términos de una “revolucién cientifi-
ca” discontinua, sino més bien como un proceso continuo de mediacién por medio del
cual lamecéanica cuantica se presenta como una extension —y no como una refutacién —
de la mecanica clasica. Diremos que una teoria supera a otra teoria cuando la primera
permite resolver ciertos impasses tedricos de la teoria superada, conservando esta una
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validez aproximativa en ciertos limites. Mientras que la nocién popperiana de falsa-
bilidad se basa enlaposibilidad de elegir entre teorias rivales apelando al tribunal de la
experiencia, la nocién hegeliana de superacion, haciendo abstraccion de toda relacion
ala experiencia, permite focalizarse sobre las relaciones puramente teéricas entre dos
teorias consecutivas. Larelacion de superacion dialéctica entre la mecanica clasicayla
mecanica cuantica se declina de dos modos complementarios. En primer lugar, dire-
mos que la mecanica clasica, lejos de ser simplemente “falsa”, lejos de haberse torna-
do obsoleta luego del advenimiento de la mecanica cuantica, debe ser comprendida
como un momento parcial y unilateral de la “imagen” cuantica de la naturaleza fisica.
Como sostiene Hegel, “la exposicién de la conciencia no verdadera en suno verdad no
es un movimiento puramente negativo” (Hegel, 1998, p. 55). La superacién cuantica
de la mecéanica clasica deve ser comprendida como una “negaciéon determinada” que
nos permita compreender tanto el origen de suunilateralidad y de su parcialidad como
los limites de su validez aproximativa. El que una teoria sea superable por otra consti-
tuye un sintoma del hecho de que dicha teoria es capaz de encontrar una resistencia
que podriamos denominar real. La existencia de “puntos de impasse” (tanto teoricos
como experimentales), es decir de una resistencia en relacion ala potencia explicativa
delateoria en cuestién, lejos de ser un argumento a favor de sufalsedad, es un sintoma
del hecho de que dicha teoria, lejos de ser como “lijera paloma” que — segn la imagen
propuesta por Kant —, “podria imaginarse que volaria mucho mejor atin en un espacio
vacio”, es capazde sentirla “friccién” producida por el contacto conla “naturaleza mis-
ma” (Kant, 1998, A5-Bog).

Que la mecéanica cuantica sea una “superaciéon” de la mecanica clasica implica,
en primer lugar, la tesis segtin la cual deberiamos ser capaces de justificary entender,
gracias al formalismo cudntico, lavalidez aproximativa de la mecanica clasica. El estu-
dio de laslimitacionesy de la unilateralidad de la mecéanica clasica consideradas desde
el punto de vista de la mecanica cuantica define el asillamado limite cldsico de la meca-
nica cuintica. Dicho limite deberia permitir comprender las condiciones minimas de
compatibilidad entre la descripcion cudntica fundamental de un sistema fisico y su
comportamiento aproximativamente clasico. Dicho de otro modo, el estudio del limi-
te clasico debe permitir comprender porque la naturaleza fisica, siendo fundamental -
mente cudntica, aparece —al ser “observada” por medio de ciertos “observables” —bajo
la forma descripta por la mecanica clasica.

Ahorabien, el estudio del limite clasico no agota las relaciones entre ambas teo-
rias. En el marco de las diversas tentativas por comprender el limite clasico, se asume el
formalismo cudntico y se intenta comprender bajo qué condiciones de observacion, en
que escalas y por medio de qué mecanismos un comportamiento aproximativamente
clasico puede ser “observado”. En consecuencia, el estudio del limite clasico simple-
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mente asume la validez de la mecanica cuantica sin preguntarse por que la mecanica
cuantica es preferible a lamecéanica clasica desde un punto de vista estrictamente teo-
rico, es decir, independientemente de la superioridad empirica de la teoria cuantica.
Ahora bien, el desarrollo de la tesis segtn la cual la mecéanica cuantica es una supera-
cion de la mecanica clasica no requiere inicamente comprender el limite clasico, sino
también entender cuales son los puntos de impasse teéricos de la mecénica clasica
resueltos por la extensién cuantica. La localizacion de dichos puntos de impasse per-
mite comprender lo que podriamos denominar la “plusvalia teérica diferencial” de la
mecanica cudntica en relacién con la mecénica clasica. Desde un punto de vista espe-
culativo, es decir, haciendo completa abstraccién del hecho de que la mecénica cuantica
sea una teoria ewperimentalmente mas satisfactoria que la mecanica clasica, es necesa-
rio comprender de una perspectiva estrictamente teérica por qué la mecéanica cuantica
es de hecho mas satisfactoria que lamecanica clasica. Dicha prescripcién requiere sus-
pender la idea segun la cual las dificultades encontradas para entender la mecanica
cuantica contrastan con lacomprensiéon pretendidamente satisfactoria de la mecanica
clasica. De hecho, podriamos afirmar que la falta de una comprension satisfactoria de
la mecédnica cudntica es una consecuencia directa del caracter todavia insatisfactorio
de la comprensién actual de la mecanica clasica. En particular, todavia no hemos en-
tendido cuales son los puntos de impasse intrinsecos de la mecanica clasica suscepti-
bles de explicar la necesidad racional de la superacién cudntica. En consecuencia, to-
davia no hemos entendido en qué medida el hecho de que la mecanica cuantica provea
una formalizacién mas satisfactoria de la consistencia objetiva de la naturaleza fisica,
lejos de ser una contingencia empirica, sea una necesidad racional. Con el objeto de
entender la plusvalia tedrica diferencial de la extensién cuantica, es necesario retor-
nar a la mecénica clasica e intentar identificar sus puntos de impasse tedricos. Segin
esamanera de concebir las relaciones entre ambas teorias, la mecanica cuantica, lejos
de inaugurar un nuevo “paradigma” no clasico, debe ser entendida como una profun-
dizacion del programa iniciado por medio de lamecanica clasica. En otrostérminos, el
éxito de la mecanica cuantica muestra retrospectivamente en qué medida Newton,
Lagrange y Hamilton (entre otros) estaban en lo cierto.

Conel objeto de comprenderla plusvalia teérica diferencial dela mecanica cuan-
ticano podemos asumir de entrada el formalismo cuantico. Hay que proceder mas bien
alainversa, es decir, partir del formalismo clésico e identificar los puntos de impasse
susceptibles de justificar la necesidad tedrica de efectuar una “superacién cuantica”.
Dicho de otro modo, la comprensién de la plusvalia teérica de la mecénica cuantica en
relacion con la mecanica clasica, lejos de poder resultar del anélisis del limite clasico
de la mecanica cuantica, solo puede provenir del anélisis de los asi denominados for-
malismos de cuantificacion. El analisis de los procedimientos de cuantificacién deberia
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ayudar a entender lanecesidad puramente racional de pasar de lamecanica clasicaala
mecanica cudntica independientemente del éxito empirico de esta tltima.

En este articulo, hemos analizado en detalle la manera en que el formalismo de
cuantificacién denominado cuantificacion geométrica permite entender a la mecanica
cuantica como unaextension dela mecanica clasica. Silas variedades simplécticas cons-
tituyen el sustrato geométrico de la mecénica clasica, la mecanica cuantica puede ser
reobtenida por medio de una extensién fibrada de dichas variedades. De ese modo, del
mismo modo en que el espacio-tiempo forma parte constitutiva de la teoria de Yang-
Mills (definida sobre un espacio fibrado sobre el espacio-tiempo), podemos decir que
la mecanica clasica forma parte constitutiva de la mecénica cudntica (definida sobre
un espacio fibrado sobre una variedad simpléctica). El anélisis efectuado muestra que
la no-inyectividad entre el dlgebra de Poisson de los observables C” (M) y el algebra
de operadores clasicos H ,, constituye el “punto de impasse” cldsico superado por la
extension cuantica. De hecho, la cuantificacién geométrica muestra que los operado-
res cuanticos v, € A pueden ser obtenidos por medio de una extension “vertical” de
los operadores clasicos “horizontales” v, € H ), (campos vectoriales Hamiltonianos).
Dicha extension cudntica de los operadores clasicos permite representar inyectiva-
mente el algebra de Poisson de los observables f e C” (M) Por lo tanto, podemos
afirmar que, desde un punto de vista formal, la mecanica cuantica resulta de la necesi-
dad de forzaruna correspondencia inyectiva entre los observablesylos operadores aso-
ciados. La consecuencia fundamental del hecho de que la aplicacion clasica f —> v,
definida por la estructura simpléctica @ no sea un isomorfismo de algebras de Lie es
que la transformacién de un observable f no necesariamente modifica al operador
diferencial asociado V.. En consecuencia, y alos efectos de alcanzar una comprensién
satisfactoria de la mecanica cudntica, es necesario entender la necesidad puramente
teérica de establecer dicho isomorfismo entre los observables y los operadores aso-
ciados (cf. Catren, en prensa).

La cuantificacién geométrica también permite entender la naturalidad de ciertas
caracteristicas distintivas de la mecanica cuantica. En primer lugar, dicho formalismo
muestra que la no-conmutatividad de los operadores cudnticos asociados a variables
can6nicamente conjugadas puede ser explicada de manera puramente geométrica en
términos de los transportes paralelos definidos por una conexiéon de curvatura no nula
definida por la forma simpléctica @ . De esa manera, la no-conmutatividad cuantica
adquiere el mismo sentido geométrico que la no-conmutatividad de los transportes
paralelos en el marco de la relatividad general y de la teoria de Yang-Mills (cf. Catren,
2008b). Por otra parte, la condicion de integralidad analizada en la seccién 6 muestra
que el caracter discreto del espectro de ciertos observables como el spin y la energia es
una consecuencia de la topologia no-trivial del fibrado [, — M .
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También vale la pena destacar que la cuantificacién geométrica permite re-
construir lamecanica cuantica en dos etapas independientes, a saber, la precuantifica-
cién de la variedad simpléctica y la eleccion de una polarizacion de los estados (o sea,
de unarepresentaciéon). Sin embargo, mientras que la precuantificacion de lavariedad
simpléctica permite resolver el caracter no-inyectivo de la correspondencia entre ob-
servables y operadores clasicos, la polarizacién de los estados precuanticos es un pro-
cedimiento ad hoc cuya tnica justificacion es la necesidad de recuperar el formalismo
cuantico conocido. En otro lugar (Catren, en prensa), propongo una interpretacion de
la cuantificacion geométrica que permite entender la necesidad de polarizar los esta-
dos precuanticos a partir de un principio fisico proveniente de las teorias de gauge (o
teorias hamiltonianas con vinculos), a saber la existencia de una correspondencia en-
tre los vinculos de primera clase y las transformaciones de gauge (cf. Catren, 2008a:
2009).8
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Quantic fibers for classical systems:

an introduction to geometric quantization

ABSTRACT
Inthis article, We shall introduce the formalism of canonical quantization called “geometric quantization”.
Since this formalismlet us understand quantum mechanics as a geometric extension of classical mechan-
ics, we shall identify the insufficiencies of the latter that are resolved by such an extension. We shall show
that geometric quantization permits us to explain some fundamental features of quantum mechanics,
such as the non-commutativity of quantum operators and the discrete spectrum of some operators de-
scribing physical quantities.

Keyworps * Quantum mechanics. Geometric quantization. Symplectic geometry.
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