
多数パラメータの最適制御法

奈  良    久*

Optirnal Control of Parameters

Hisashi NARA

Abstract

The optilnal deterHlination of parameters introduced into a systenl is described  The methOd is based on

Hュinilnizing the root― mean―square deviation  The methOd is applied to the band structures of elemental and

compound senliconductors都 /hich reproduce accurately the observed energy spacings in a郡 /ide energy range of over

25eヽ
‐
from the bottoHi of the valence band  The band structures thus obtained are used,郡ァith success,to a variety

Of seHliconductors to calculate the Compton proFiles,the positron annihilation,the phase transitions under pressure,

the 3D momentum densty distributions, the charge density distributions and so on  Applications to the other

problems are also discussed
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1  は じ め に

いろいろな分野で,パラメータを持ち込んで実験結果

を整理したり,あ るいは理論的な議論を展開したりする

例が多い。その際持ち込んだパラメータの値をどのよう

に設定するのかについては,い ろいろなケースがあろう。

ある場合には値が事実上決まっていてそれ以外の値を設

定することは不可能な場合もあろうし,経験に基づいて

値を設定することもあろう。また別の場合には最小 2乗

法や最良近似の立場で値を決める方法もあろう。

われわれは,要素半導体および化合物半導体の電子状

態を固体電子論的に調べる仕事を続けてきた。そのため

にはこれら半導体のバンド構造を,実験 と矛盾しない広

いエネルギー範囲で正確に知る必要があった。

固体のバンド構造は,結晶ポテンシャルが与えられれ

ば計算できるものである。ところが結晶ポテンシャルを

第 1原理から計算することはなかなか大仕事で,しかも

まったく近似なしに計算することは不可能に近い。その

上 1電子近似を超える効果 (多体効果あるいはコリレー

ション効果)も ある。

そこでわれわれは,計算困難なポテンシャルにパラ

メータを持ち込んで,バ ンド構造に関する実験値を再現

するようにパラメータの値を制御して,バンド構造を計

算した。そしてこのバンド構造を用いてSiや Geの要素

半導体 と一連の化合物半導体のコンプ トン散乱,コ ンプ

トン・プロファイル,陽電子消滅,圧力相転移,3次元運

動量密度分布,電荷密度分布,等などの研究を行い,成
功を収めてきた1)10。
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ポテンシャルに持 ち込 んだパ ラメータの制御法 は,

言ってみれば最小 2乗法に基づ く方法で,そ の具体的な

制御の方法は今 までどこにも発表はしていなかった。し

かし,われわれが採用したポテンシャル関数はかなり複

雑なもので,そ の決定法は最小 2乗法に基づ くといって

も,膨大なサイズのハ ミル トン行列の各行列要素にパラ

メータが入 り込み, この行列を対角化するユニタリー行

列を用いて,すべてのパラメータを同時に決めるという

方法である。物性物理学や計算物理学の問題 としてでは

な く,パラメータ制御の方法 としてはかなリー般性のあ

る問題で,い わば一般最適化問題の一例である。 どこか

で発表 してご批判を仰 ぐ価値のある問題ではないかと考

えた。そこで本発表では,バンド構造を反映する各種光

学的実験データを入力 とし,結晶ポテンシャルにパ ラ

メータを持ち込んで,こ の実験データを正確に再現する

ようにポテンシャルパ ラメータを制御する方法 を論ず

る。 この方法が,他の多 くの問題で利用されることを期

待する。

2 ポテンシャルパラメータ常」御の一般論

擬ポテンシャル理論
15)-1の の範囲で半導体のバンド構

造を調べる問題を考える。解 くべき波動関数を平面波で

展開し,ハ ミル トニアンをこの波動関数で挟んで求めら

れるハ ミル トニアン行列 汀 の固有値問題を解 くことに

よリエネルギーと波動関数が求められる。ハ ミル トニア

ンには結晶ポテンシャルがもろに入っているので,ハ ミ

ル トニアン行列の各行列要素は結晶ポテンシャル (の

フーリエ変換)の複雑な関数になっている。従って結晶

ポテンシャルにN個 のパラメータつ1,少2,・・・,少Nを 導入

することは,ハ ミル トニアンにN個のパラメータを導入
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することと同等である。すなわち

汀=打●1,少2,… ,少Ⅳ)      (1)

である。パラメータの値が既知ならばハ ミル トエアンは

確定する。

打 を対角化するユニタリー行列を yと する。ゲ番目と

ア番目のバンド間のエネルギー差は

Ette°
r=Eぢ _島 =(y-1汀y),_(yユ〃y)ガ   (2)

で与えられ,こ れが各種光学的実験2の-31)で
観測される

バンド間エネルギー Ettpと 比較されるべき量である。

さて,パラメータ少どの値が (%+1)回 目の反復計算の

段階で

少α(%+1)=つα(%)十 r少2(勿 ),α =1,2,… ,N  (3)

と変化したとしよう。ここにつα(%)は %回 目の反復計算

段階におけるパラメータの値である。

われわれは最小 2乗法を適用して各反復計算ステージ

でのパラメータの補正値 暫つα(2)を 求めたい。すなわち

関数

D=(物―Ⅳ)δ
2=冦

(ガ )(β ttP― Ette°
r)2   (4)

を最小にすることによってИつα(%)を 決めたい。ただし,

vは採用する実験値の数,Σ (〕 は (ゲ ,ノ)のペアについて

の和,δ はrms(root mean square)偏 位である。

式 (3)の ∠つど(η )が つ2(%)に比べて小さいと仮定する

と, ハ ミル トン行ア」の変化は

Fr(%+1)≒汀(%)十 ΣαZつ2(%)∂汀(勿 )/妙2(%) (5)

としてよいであろう。ここに,汀 (%)は ,パラメータの値

が少ど(%)(α =1,2,…・,N)であるときのハミルトニアン

を表わす。するとEtte°
r(%+1)と βtteor(%)の 関係は

Ette°
r(%+1)≒

Ette°
r(%)+Σαイ少α(%)(OケーOぢ)(6)

で与えられる。ここに

O'=Σ た々′(y-1)J々 {∂〃(%)′∂沙α(%)}々ヵ′(y)た. (7)

である。さて,

∂Dイ∂Z少2(η )=0, α=1,2,… ,N    (8)

を適用すると,各反復計算ステージでのポテンシャル補

正値 Z沙2(%)を決める連立方程式として,

=ヨ1易ど奏綴 子!才 浮堂 省 rTN。

が得られる。ここに∠Eガ =βttp_Etteorである。連立方

程式 (9)を ,適当な収束値に達するまで繰 り返せば,ポ
テンシャルパラメータが得られることになる。

パラメータ決定法 (9)の最大の特徴は,すべてのパラ

メータを同時に決定できることにある。しばしば,パラ

メータの大部分を固定し,ご く少数の (1個か 2個の)パ

ラメータを動かしてそのパラメータを決定し,次いでそ

れを固定して他のごく少数のパラメータを動かす, とい

うことを繰 り返すなどの方法がよく用いられる。これに

反しわれわれの方法は,すべてのパラメータを自由に動

かしてミニマムを探索する方法である。多数のパラメー

タを決定するということは,多次元のパラメータ空間の

中のお椀の底を探すのに似ている。われわれの方法は,お

椀のどこかから出発しさえすれば必ずその正しい底に達

する方法である。ただし, もっと深いところに位置する

お椀が存在する場合には,その底に達することが出来な

い。それゆえどこから出発するか,言 い換えるとパラメー

タの初期値の選び方が極めて重要である。多くの分野で

どのようにパラメータの初期値を選ぶべきかについて,

何らかのガイドラインが存在するはずである。幾つかの

トライアルな計算は避けられないであろう。われわれの

場合には,δ の値がそう違わない明らかに違う複数のミ

ニマムを探し出したという経験を持つ。いずれにしろ,初

期値の選び方は慎重にしたい。

3 半導体のバンド構造への適用

われわれの採用した結晶ポテンシャルは,

7(ハ =覧 (γ )十 Xt(γ)    (10)

の形をした擬原子ポテンシャルの重ね合わせで作 られ

る。 7L(r)は 局在ポテンシャル (Local Potential)部分

である。7NL(γ )は非局在ポテンシャル(Nonlocal Poten―

tial)部分であり,

yNL(γ )=Σ ιυKγ )Σ″lyど″><yι″|  (11)

と書ける。式 (11)の Σ″l yι″><yι 2 1は 角運動量′を

拾い出すプロジェクション・オペレータであり,非局在

ポテンシャルは角運動量 ′に依存する。非局在ポテン

シャルの動径部分として,角井戸型10あ るいはガウス井

戸型 1り
,

;1升 軸 留
「

彿′iた

は
  Q動

を採用する。もちろん0(χ )=l for χ≧0,0(χ )=O for χ

<0である。したがって,われわれが決めるべきポテン

シャル・パラメータは,局所ポテンシャルのフーリエ成

分 と,非局在ポテンシャルの井戸の深さ (高 さ)Aι およ

びカットオフ半径 Pど ということになる。

第 1ブ リルアン・ゾーンの 々点におけるν番目のバン

ドの波動関数 ψν,々 (γ )は

ψν,々 (γ )=Σ ?Cす (乃)exp[ゲ (々 十力?)y]  (13)

の形をしており,Cす (力)が作るベクトルの集合が式 (2)

のユニタリー行列を構成する。式 (13)で 為 は逆格子べ

クトルである。したがって,ポテンシャルを決めるため

の連立方程式 (9)に 必要な O彦 1ま ,状態を表わす量子数 ゲ
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を (ν ,乃)に書 き換えて,

O解 '鹿
)=Σ

?,?′ [C」 (力 )]*{∂打(々 )/αクど}??′ C予 (力) (14)

となる。δの ミニマムを探す際にパラメータ 貿ιに対 して

(∂汀(々)/妙ど)??′ を正確に計算するのは困難なので,決め

るべきパラメータ,7L(躍 ),Aι および買ιのうち貿どだけ

は,外部的に変動させることにする。

場合によっては (Geの 伝導帯 ミニマムの位置が L点
にあることを保証する場合。詳細な議論は省略する),δ

の絶対値ではなく,相対的な偏位

D=(物―Ⅳ)δ
2=Σ

(j)((β ttp― Eサ e°r)/β
ttp)2(15)

をミニマムにするのが有効なことがある。ポテンシャ

ル・パラメータは,補正値を

つα(%+1)=少α(%)十 ∠少ど(%)=少2(%)[1+r少2] (16)

とおいたときのИ少2が,式 (14)を 式 (15)と 矛盾しない

ように若干書き換えてたものを使って,連立方程式 (9)

を解いて求められる。

以下ではしばしば

%LttNL(′ )        (17)

の記号を使う。これは,%個の局在パラメータ (γL(И露),

?=1,2,… 。,%)と ,角運動量 ′に依存した局在パラメータ

{Aι ,貿ι)と を用いて最適化した結果を表わす。Siや Ge

などの要素半導体では,3個程度の局在パラメータと一

組の非局在パラメータ Aι ,貿どで十分であるが,GaAsや
InSbな どの化合物半導体では,結晶が反転対称性を持た

ないことに対応して結晶ポテンシャルは対称成分と非対

称成分を持つので,決めるべきパラメータの数は2倍に

なる。

3Lホ

4L

5L

Si 3L+NL(s)
3Ltt NL(ク )

4Ltt NL(s)

4Ltt NL砂 )

4 結果と議論

Fig.1に δ(Si)と δ(Ge)がカットオフ半径 買ιにどの

ように依存しているかを示す。ここに3L(5L)な どは,

局在パラメータのみ 3個 (5個)で フィットした結果を表

わし,3LttNL υ)な どは,3個の局在パラメータと′=
2の非局在パラメータでフィットした結果を表わす (′ =
0は s,1は 夕,2は が,… …)。 また Table Iに は,Siと Ge

:[〉
ヨ]
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I R食
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The variation of the /夕%s―deviation δ(Si)

in eV andる (Ge)in%as functions of the
cut― off radius Rι ,for the several ηLtt NL

(′)EPP's The results for the local
Fittings ″L are indicated by the arro郡 /s

The dashed curves correspond to the
higher minima of δ in the parameter
space  For the rneaning of the asterisked

results,see text
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Table I The empirical pseudopotential parameters,7と (θ
2),Aι

(in Ry/atom)and Rι (in a u)deterrnined for Si and Ge

corresponding to the typical values of δ(Si)(in eヽ
ア
)and δ(Ge)(in%)  For the meaning of the asterisked results,

see text
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に対 してわれわれが決めたポテンシャル・パラメータの

値 と,達成された δ(Si)お よび δ(Ge)の値が与えられ

ている (図 および表に,3Lキ ,3Ltt NL(s)*な どの,*印
のついた結果があるが,こ こではこの議論は省略する)。

これらの結果から

a)達成された δ(下)の値は小さい。

b)δ(出 の 買ι依存性はむしろ小さい。

c)Si,Geの 両方で,非局在パラメータが,局在パラ

メータだけのフィッティングの質を実質的に改善

している。

d)Geに 対 して,3LttNL(プ )と 5LttNL(プ )の δの

極 /」 はヽ,£≒002a.u.と いう極めて小さい値のと

ころで起 こっている。一方 Siの 3Ltt NL(っ )の ミ

ニマムは,貿1=2.5a.u.で起 こってお り, これは

Si―Siボ ンドの半分よりも大 きい。

などの特徴が読み取れる。

このようにして決定したポテンシャル・パラメータを

用いて得 られた Siと Geのバンド構造を Fig.2に示す。

バ ンド間エネルギーの実験値 β評 と計算値 Etteorの

詳細な,ヒ較を,Table Ⅱ (Si)と Table HI(Ge)に 示す。

実験値の出所 (文献)を あげることは省略するが,XPS
や UPSの 実験法の進歩や各種変調技術 の採用などで,

半導体バンド構造に対する実験的知識は,バンドギャッ

プの上下 10 ev以上に及んでいることを強調 してお こ

う。つまり,非局在ポテンシャル・パラメータを導入す

ることによって,バレンス・バンドの底から25 eV程度

にわたる広いエネルギー範囲で,Ettpを Siに対しては

δ=0.leV程度,Geに対しては δ=3%程度の精度で再

現するエネルギーバンドが求められたのである。

以上,半導体のバンド構造決定する際に必要な結晶ポ

テンシャルにパラメータを持ち込んで,そのパラメータ

を決定する方法について述べた。この方法の最大の特徴

は,基本的には持ち込んだパラメータすべてを,連立方

程式を解 くことによって同時に決めることが出来ること

である。物性物理学の立場からは, このようにして求め

られたバンド構造を用いて,他のいろいろな物性を論ず

ることが出来るという利点があるが,その詳細はここで

は省略した。

フィットさせるべき物理量 (実験値や理論値,そ の他)

があり,その物理量が原理的に厳密に定義されている量

であれば, ここで述べたパラメータ制御の方法は原理的

には適用できるであろう。パラメータが線形の形で入っ

ている場合には (こ この例では,すべての局在パラメー

タと,井戸の深さのパラメータ),パ ラメータ制御は比較

的容易である。カットオフ半径のような非線形パラメー

タの場合は,こ この例のように外部的に変動させざるを

得ず,非線型パラメータが多い場合には別の制御方法を

考えなければならないであろう。

多数パラメータの最適制御法

Table HI The same comparison for Ge as in Table Ⅱ

(方 ノ) β敗!    3L*   3L   5L 3Ltt NL(プ )

買2=098

296

4L+NL(ブ )

■2=10
5L+NL(プ )

買2=098a u

429

694

962

305

436

篤
宿
や●
〇

の
儀
Ｘ

∽
錨
Ｄ

巧―r滉′

Rζ 瑶 ′

Lf― L子

Lξ L予

XP Xイ

Lf f男 ′

X件瑶 ′

099

322

226

571

435

086

128

1252

1046

742

141

307

428

694

960

099

323

234

580

450

084

126

098

331

204

518

394

089

127

099

324

227

572

437

085

129

099

319

226

571

434

085

129

瑠 ′T
霧 ′L多

「
晃′L?

瑶 ′―L子

瑶 ′―Xイ

Lξ £ヒ′

月
C ttζ′

Д2′ ′既′

所―ガ

〆X′ Иttin

r男′Σ常ln

瑶 ′―Wプ

ル旨′W留

126± 03

106± 04

77± 02

1 4± 0 2

29± 03

43

7_1

96

1214

1015

706

115

267

1199

1011

702

122

262

1255

1047

744

142

308

1251

1045

741

141

305

403

740

783

412

707

833

δ(%)   961  1064  1004 295

437

450

106

45± 02

49

36

86

401

116

394

113

432

110

430

107

(
397     392
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