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Abstract

This paper studies on generation of the good prOblems on BoOlean― function Hュ inilnization

、、アhich are presented to the learners in the logic circuit design training system  At rirst, the

conditions required for the good problems On BOOlean― function■linilnization are considered

F0110wing conditions are obtained;①  The simplincation is feasible (D The answeris not l

③ The number of terms is reasonable ④ The problem is not the same to already generated

ones,An algorithm realizing aH of the cOnditions ①～④ is prOposed

1。 ま え が き

本研究は,論理回路演習用 CAIソ フ トを開発

する一環 として行ったもので,ブール関数簡単

化演習
I汚りにおいて問題 を学習者に提示すると

き,適切な問題を自動的に作成する方法につい

て検討 している。

ブール関数簡単化問題をコンピュータで作成

するとき,例えば乱数を用いて真理値表の出力

欄を 1か 0に決める方法が考えられるが, この

方法では,簡単化できない問題が発生する可能

性がある。 また,答が恒等的 1と なる問題がひ

んぱんに発生する可能性 もあり, これも適切 と

は言い難い。

本論文では,ま ず,ブール関数簡単化問題 と

して備えるべき条件について考察 し,a簡単化

可能,b恒等的 1と ならない,c項数が適切,d
同一の問題でないぅなどの条件を明 らかにして

いる。次に 2つ の項を組み合わせた とき簡単化

が可能 となる項の性質を明らかにしている。そ

して,簡単化可能な問題を発生する次のような
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方法を提案している。① 中心とする1つ の最

小頂を定める。② 乱数により1つの項を発生

する。③ 発生した項と中心となる項を組み合

わせたとき簡単化が可能か否か判定し,簡単化

可能ならばこの項を出題する式に加える。④

②～③の操作を必要な項の数だけくり返す。さ

らに,a～dの条件をすべて満足する問題を作成

する方法も提案している。

2.プール関数簡単化問題の条件

まず,次の条件を前提 とする。

(前提 1)出題するブール関数式は積和の形式

とする。

(前提 2)変 数 (論理変数)の数は予め定められ

ているとする。 この変数の数を Pと 表わす。

ブール関数簡単化問題 として備えるべき条件

について考察すると,次のようなものが上げら

れる。

(条件 1)簡単化できること。

(条件 2)答 が恒等的 1と ならないこと。

(条件 3)項 の数が適切であること。

(条件 4)一 度出題 した問題 と同下でない こ
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と。

条件 3の項数は,次のようにとるのが適切 と

考えられる。ただし,Nは項数を表わしている。

2≦ N≦ P+1     (1)

3.項の表現と分類

3・ 1 3進数,および 3値カルノー図を用い

た項の表現

変数記号 (リ テラル ともいう)の個数が一定

しない項を表現する方法 としては,ま ず,3進数

を用いる方法が考えられる。 これは次のように

定義される。

[定義 1]項 の 3進数表現

項 を F=sS2… S,,3進 数 をズ =(れゎ…χ,)3

と表わす。ただし,S(ゲ =1～P)は変数記号を,

Pは変数の数を示している。このとき,項 Fの

Sと 3進数 ズ のχぞを次のように対応づける。

こ琴 (式 に含 まれなr::)°
=卜 D

(2)

□

[例 1]3進 数を用いた項の表現例

変数の個数 P=3の場合を示す。

項 ABCは ,3進数 (110)3に 対応する

項 Aは ,3進数 (122)3に対応する

変数記号の個数が一定しない項から構成され

るブール関数式を図に表わす手段 として,3値
カルノー図が提案されている3ち これは,通常の

2値のカルノー図においては,変数記号が真 と

偽のみをとるのに対 して,真,偽,ヌ ールの 3値

をとるものである。ここで,ヌ ールはその変数

記号が項に含 まれないことを表わ している。3

値カルノー図のセル と項の関係を,2変数の場

合について,図 1に 示している。

3・ 2 簡単化可能な項の分類

An:Aの ヌール

Bコ :Bの ヌール

図 1 3値カルノー図のセルと項の対応 (2変数の場合)

よぶ)と定めるとき,中心項と論理和をとるこ

とにより簡単化が可能 となる項を次の 3種に分

類する。① 隣接項,② 吸収項,③ 半吸収項。

ただし,各項は以下のように定義される。

[定義 2]隣 接項

2つ の項について,変数記号の数が等しく,か

つ,た だ 1つの変数記号の真偽が異なるとき,「 2

つの項は互いに隣接項である」 という。

[例 2]隣 接項の例

3変数 4,B,Cの 場合,頂 4BCと 項 五BC
は互いに隣接項である。3進数表示を用いると,

次のように隣接項の判定が容易 となる。

4B('→ (111)3

4B(デ → (011)3

簡単化は次のように行われる。

4B(,+冤 BC=(■十五)B(デ =BC

[定義 3」 吸収項

2つ の項 ズ,1/に ついて,ズ には含まれない

が rに は含 まれる変数記号が少な くとも 1個

あり,かつ,その他のすべての変数記号が等 し

いとき,「ズ は yの吸収項である」 という。

[例 3]吸収項の例

3変数 4,B,Cの場合,項 ス】 は項 ノ4BCの

吸収項である。3進数表示を用いると,

4B→ (112)3
4Bて,→ (111)3

簡単化は次のように行われる。

A  A  An
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1つ の最小項を中心となる項 (以下,中心項 と
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4】 +4】('三 4B(1+C)=AB

[定義 4]半 吸収項

2つ の項 ズ,yについて,χ には含 まれない

が rに は含 まれる変数記号が少な くとも 1個

あり,かつ,χ と と′で真偽の異なる変数記号が

1個だけあり,かつ,そ の他のすべての変数記号

が等しいとき,「ズ は yの半吸収項である」と

いう。

[例 4]半 吸収項の例

3変数 4,B,Cの場合,項 五Bは項 4BCの
半吸収項である。3進数表示を用いると,

4B→ (012)3
4Bて

'→
(111)3

簡単化は次のように行われる。

AB+4】(,=AB+4BC+4BC
=夏β十 (冤 +4)】て

'=4B ttBて,

ブール代数の諸法則の中で 2つ の項からなる

式 の簡単化 に寄与 す る もの は次 の 3つ で あ

る1)。

① べき箸律 :4+4=4
② 相補律 :4十 五=1

③ 吸収律 :4+4】 =4
これより次の定理が成り立つ。

[定理 1]簡単化可能な項

1つ の項を中心項 とするとき,こ れとの論理

和をとることにより簡単化が可能 となる項は,

中心項 と同一の項,隣接項,吸収項,お よび,半

吸収項がすべてであり,こ れ以外には存在しな

い。

(証明)べ き等律が成 り立つ項は中心項 と同一

の項に限られる。吸収律が成 り立つ項は吸収項

に限られる。相補律が成 り立つ項は,隣接項で

あるか,ま たは,隣接項に対して吸収項 となる

項に限られる。隣接項に対して吸収項 となる頂

は半吸収項に等しい。従って,簡単化が可能 と

なる項は,中心項 と同一の項,隣接項,吸収項,

半吸収項がすべてである。       □

2つの頂の簡単化可能性の判定に関して次の

定理が成 り立つ。

[定理 2]簡単化可能性の判定

2つの項の論理和をとることにより簡単化が

可能 となる条件は,項 を3進数表現したとき,一

方が 0で他方が 1の桁が 1個以内であることで

ある。

(証明)2つ の項の間で一方が 0で他方が 1と

なる桁の数をQと する。定義 2～定義 4よ り,

Q=0と なる項はすべて,同一の項か,ま たは,

吸収項のいずれかである。Q=1と なる項はすべ

て,隣接項か,ま たは,半吸収項のいずれかで

ある。定理 1よ り,簡単化が可能となる項は,同

一の項,隣接項,吸収項,半吸収項のいずれか

であるから,簡単化が可能となる条件は,一方

が 0で他方が 1の桁の数が 1個以内となる。

□

図 2～図 4に ,2変数～4変数の場合につい

て,簡単化可能なすべての項を 3値カルノー図

を用いて示している。

4.プール関数簡単化問題発生方法

4・ 1 簡単化可能な問題作成アルゴリズム

条件 1(簡単化が可能)を満たす問題を作成す

るには,1つ の最小項を中心項 と定め,こ の項と

論理和をとったとき簡単化できる項のみで式を

作成すればよいと考えられる。本方法は次のよ

うに定式化することができる。

[ア ルゴリズム]簡単化可能な式の作成

(手順 1-1)すべての変数記号が真である最小

項を中心項 と定め,出題する式に代入する。

A   A   A

B

中心項 :AB

囲

隣接項 吸収項 半吸収項

3

B

図 2 簡単化可能な項 1(2変数の場合)
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(手順 Ⅲ2)乱 数を発生 し,1つの項 を作成す

る。

(手順 13)発 生 した項 と中心項 の論理和 を

とった とき簡単化が可能な否か判定する。判定

は定理 2に基づいて行 う。

可能なとき :発生 した項を式に加える。

不可能なとき :発生した項は式に加えない。

(手順 1-4)手順 1-2,手順 13を ,項が必要な

数だけ求 まるまで くり返す。      □

手順 卜2に おいて,乱数より項を求める手続

きは,乱数 貿(0<R<1)を 3進数に変換 し,3
進数を項に変換することにより行 うことができ

る。これは次のように定式化できる。ただし,乱

数を R,変数の数を Pと 表わす。

[ア ルゴリズム 2]乱 数より項 を求める手続 き

(手順 21)ズ =R(3P-2)を 求め,かつ ズ を

整数化する。

(手順 22)χ を 3進数 /′ =(れ″ …χP)3に 表

わす。

(手 順 2-3)ズ′=伍物…χP)3よ り項 F=S島
…SPを求める。χをとS(i=1～P)の対応づけ

は,定義 1の式 (2)に 従って行 う。   □

手順 21に おいて,( )の中は 3P-1と する

と,(22-2)3,す なわち恒等的 1の項が生ずる

可能性があり,こ れを防 ぐため 3P-2と してい

る。

4・ 2 適切な問題を作成する全アルゴリズム

適切な問題の条件 2(答が恒等的 1と ならな

いこと)を実現するには,作成 した式が恒等的

1と なるか否かを判定 し,恒等的 1と なるとき

は式の作成をすべてや り直す方法をとるのか適

当と考えられる。また,条件 4(一度出題 した問

題 と同一でないこと)を実現するには,中心項

を乱数によって決める方法が考えられる。ただ

し, この操作によっても同一の式が発生 した場

合は,式の作成をや り直すのが適当と考えられ

る。

条件 1～条件 4を すべて満足する問題の発生

方法は次のようになる。

ブール関数簡単化問題の発生アルゴリズム

[ア ルゴリズム 3]全 アルゴリズム

すでに出題 した式を記録する式メモ リ〃 を

用意する。

(手順 31)必 要な頂数を,乱数により式 (1)の

範囲に決定する。

(手順 32)乱 数を発生 して中心項 を作成 し,

かつ,出題する式に代入する。

(手順 3-3)乱数を発生 して,中心項 と合わせ

て簡単化可能 となる項を作成し,式 に加える。こ

の手続 きは,ア ルゴリズム 1の手順 1-2,手 l頁

1-3に 相当する。

(手順 3-4)手順 33を項が必要な数が求まる

まで くり返す。

(手順 35)式 が恒等的 1に なるか否か判定す

る。

恒等的 1の とき :手順 32に戻る。

恒等的 1でないとき :次の手順に行 く。

(手順 36)作 成 した式が,式 メモリ〃 に記録

されている式 と一致するか否か判定する。

一致するとき :手順 32に戻る。

一致 しないとき :式を〃 に記録 した後,終了

とする。              □

手順 32:乱数 より中心項 を求 める手続 き

は,中心項は最小項でありすべての変数記号を

含むことを考慮 してアルゴリズム 2を修正する

ことにより求めることができる。これは次のよ

うに定式化できる。ただし,乱数を Rと 表わす。

[ア ルゴリズム 4]乱 数より中心項を求める

(手順 4-1)X=R(2P-1)を 求め,かつ,Xを
整数化する。

(手 順 4-2)Xを 2進数 Xア =(れ物・…χク)2に 表

わす。

(手 l頁 43)ズ ア
=(れゎ…χ́)2よ り項 F=S島一

Sク を求める。χをと易 (ゲ =1～P)の対応づけは,

式 (2)|こ 従って行 う。

手順 35:恒等的 1の判定は,式 より真理値

表 Tを求め,Tの すべての出力欄が 1と なる

か否か判定する。
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5,む す び

本論文では,論理回路演習用 CAIソ フトにお

いてブール関数簡単化問題を自動的に出題する

とき,適切な問題を作成する方法について考察

を行った。まず,ブール関数簡単化問題 として

備えるべき条件について考察 し,a簡単化可

能,b恒等的 1と ならない,c項数が適切,d
同一の問題でない,な どの条件を明らかにした。

そして,こ れらの条件すべてを満足する問題を

作成する方法を提案した。

本論文で提案した方法には次のような問題点

も存する。

① 発生した項をすべて用いているが, この

場合,図 4よ り知られるように,4変数のとき項

の発生は半吸収項に偏ることとなる。この点を

改善するには,項の種類ごとに採用確率を定め,

発生した項を採用するか否かを乱数で決める方

法が考えられる。なお,項を,隣接項,吸収項,

半吸収項に類別しているのは,こ の方法に発展

させるための措置である。

② 中心項と合わせたとき簡単化が可能とな

る項のみを発生しているが,こ の場合,中心項

が簡単化されると項が他にいくつかあってもそ

れ以上の簡単化ができない可能性が大きい。こ

の点を改善するには,中心項ではなく直前に発

生した項 と合わせて簡単化が可能となる項を発

生する方法が考えられる。

今後,問題の難易度を指定できるようにする

方法も検討の予定である。
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