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В рамках решения задачи полного и своевременного удовлетворения потребностей авиаци-

онно-транспортной системы в исправных воздушных судах (ВС), обеспечения безопасности и 

регулярности полетов, интенсивности использования по назначению при минимальных затра-

тах времени, труда и средств на техническое обслуживание и ремонт (ТОиР) АТ выполнено 

функциональное моделирование Integration Definition For Function Modeling (IDFE0) систем и 

процессов эксплуатации (СиПЭ) АТ, отражающих их организационно-техническую структуру и 

качественные характеристики. Это обеспечило структуризацию ПТЭ АТ с учётом их иерархи-

ческой структуры [1]. На основе результатов этой работы и обобщения опыта эксплуатации ВС 

были разработаны условные алгоритмы формирования ПТЭ АТ [2]. В развитие этих работ ре-

шены задачи формирования ПТЭ АТ с применением имитационного моделирования [3]. 

В настоящей статье построена математическая модель ПТЭ как СМО, относящаяся к ими-

тационному моделированию. 

Процессы эксплуатации включают: процессы летной эксплуатации, процессы коммерче-

ской эксплуатации, ПТЭ АТ, процессы аэродромной эксплуатации и процессы управления воз-

душным движением. ПТЭ АТ подразделяются на процессы ТОиР, процессы инженерно-

авиационного обеспечения.  

ПТЭ АТ рассматривается как последовательная во времени смена состояний в соответствии 

с принятой стратегией. К состояниям эксплуатации относятся: использование по назначению, 

различные виды ТОиР, диагностирование, транспортирование, хранение, ожидание перехода в 

каждое из этих состояний и др. 

Имитационное моделирование СиПЭ АТ – метод исследования, при котором изучаемые 

СиПЭ АТ заменяются моделью, с достаточной точностью описывающей реальный процесс, с 

которой проводятся эксперименты с целью получения количественной оценки вероятностно – 

статистических характеристик функциональных моделей. Экспериментирование с моделью 

называют имитацией (имитация – это постижение сути явления, не прибегая к экспериментам 

на реальном объекте). 

Для построения  математической модели ПТЭ используется математический аппарат СМО 

[4; 5].  

В качестве показателей эффективности СМО используются: среднее число заявок, обслу-

живаемых в единицу времени; среднее число заявок в очереди; среднее время ожидания обслу-

живания; вероятность отказа в обслуживании без ожидания; вероятность того, что число заявок 

в очереди превысит определенное значение и т.п.  

СМО, в которых интенсивность потока заявок зависит от состояния СМО, а сами источни-

ки заявок являются внутренними элементами СМО, называются замкнутыми. 
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В результате моделирования определяют такие характеристики СМО, как среднее число за-

явок в системе, средняя продолжительность пребывания заявок в системе, среднее число заявок 

в очереди, средняя продолжительность пребывания заявок в очереди, средняя длина очереди и 

т.д. Такие модели исследуют двумя методами, дающими близкие результаты.  

Для стационарного пуассоновского потока могут применяться аналитические методы тео-

рии СМО, позволяющие выполнять вероятностные расчёты и вычислять теоретические значе-

ния характеристик СМО.  

Рассмотрим построение математической модели для ПТЭ ВС «Выполнение регламентных 

работ в авиакомпании» с применением замкнутой СМО на примере эксплуатации парка само-

лётов типа А-320 авиакомпании ОАО «Когалымавиа».  

Представим, что в авиакомпании имеются: m ВС и n мест в ангаре для технического об-

служивания (ТО) (число каналов для обслуживания). Оборудование ангарных мест допускает 

«взаимопомощь» только между l группами обслуживания. На каждом ВС после установленного 

налёта (лётные часы) выполняется форма ТО, например A-check. ВС прибывают для прохожде-

ния очередной формы ТО в среднем через каждые t сутки. Поток пребывания на ТО каждого 

ВС будем считать пуассоновским с плотностью λ. Плотность пуассоновского потока обслужи-

вания каждого канала μ. При этом производительность обслуживания каждого ВС равна lμ. Ве-

личина l равна максимальному числу каналов, которое может обслуживать одно ВС. 

Регламентные работы выполняются в среднем в течение T суток. Определим параметры 

ПТЭ  в  авиакомпании  как  замкнутой  СМО  с  параметрами:  n;  m;  l;  𝒉 = [
𝒏

𝒍
];  𝝀 =

𝟏

𝒕

𝟏

сутки
; 

𝝁 =
𝟏

𝝉

𝟏

сутки
;  𝝌 =

𝒏𝝁

𝝀
; 𝜶𝒍 =

𝝀

𝒍𝝁
; 𝒑(𝒍) =

𝜶𝒍

𝟏+𝜶𝒍
; 𝒒(𝒍) = 𝟏 − 𝒑(𝒍). 

Пуассоновский поток событий обладает свойствами стационарности, ординарности и от-

сутствия последействия.  

Поток событий является стационарным, если вероятность попадания события на интервал 

времени зависит только от величины интервала и не зависит от расположения этого интервала 

на оси времени [4; 5; 6]. 

Поток событий является ординарным, если вероятность того, что на малый участок Δt, 

примыкающий к моменту времени t, попадает больше одного события, пренебрежимо мала по 

сравнению с вероятностью того, что на этот же интервал времени попадает ровно одно событие 

(поток самолётов, поступающих на регламентные работы).  

 
 

Поток считается потоком без последействия, если для любых двух неперекрывающихся 

участков 𝝉𝟏 и 𝝉𝟐 число событий, попадающих на один из них, не зависит от того, сколько собы-

тий попало на другой. 

 
 

Если число ВС, достигших определённого налёта и прибывших для прохождения ТО, ле-

жит в пределах h < j < n, то в обслуживании участвуют все n каналов, распределяясь более или 

менее равномерно между всеми j прибывшими для прохождения ТО ВС, при этом каждое ВС 

обслуживается одновременно не более чем l каналами. Если число ВС, достигших определён-

ного налёта и прибывших для прохождения ТО k лежит в пределах 𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, то ровно n ВС 

обслуживается (каждое ВС обслуживается одним каналом) и (k – n) ожидает очереди на обслу-

живание. 

t 

Δt 

t 0 

 

t  0 

 

 



48  А.Р. Алексанян, А.А. Ицкович, И.А. Файнбург 

Состояние системы 𝝌𝒌, 𝑘 = 0, 𝑖, 𝑗, 𝑛 + 𝑟 будем связывать с числом i ВС, достигших опреде-

ленного числа налёта и прибывших для прохождения ТО [6]: 

𝝌𝒊 – достигло определённого налёта и прибыло на ТО ровно ВС (𝑖 = 0,1, … , ℎ) и все они 

находятся на обслуживании; каждое ВС обслуживается одновременно 𝒍  каналами; 

𝝌𝒋 – достигло определённого налёта и прибыло на ТО ровно 𝒋 ВС (𝑗 = ℎ + 1, … , 𝑛 − 1) и все 

они находятся на обслуживании; в обслуживании участвуют одновременно все n каналов, рас-

пределяясь произвольно между прибывшими для прохождения ТО ВС, но так, что все 𝒏 кана-

лов заняты обслуживанием; 

𝝌𝒏+𝒓 – достигло определённого налёта и прибыло на ТО ровно 𝑛 + 𝑟 ВС (𝑟 = 0,1. . , 𝑚 − 𝑛); 

из них 𝒏 обслуживаются (каждое ВС одним каналом) и 𝒓 ожидают в очереди на ТО. 

Граф состояний системы показан на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Граф состояний и переходов системы 

 

Найдём вероятность того, что все ВС находятся в эксплуатации (состояние 𝝌𝟎) 

     𝑝0 =
1

𝑅(𝑚,ℎ,𝑝𝑙)

𝑞(𝑙)
𝑚 +

𝑃(ℎ,ℎ)𝑅(𝑚−ℎ−1,𝜒)

𝑃(𝑜,ℎ)𝑃(𝑚,𝜒)

      . (1) 

Найдём вероятность того, что ВС достигло установленного налёта часов и прибыло на ТО 

ровно 𝒊 ВС (состояние 𝝌𝒊) 

 𝑃𝑖 =
𝐵(𝑚,𝑖,𝑝𝑙)

𝑞(𝑙)
𝑚 𝑝0 . (2) 

Найдём вероятность того, что ВС достигло установленного налёта часов и прибыло на ТО 

ровно 𝒋 ВС (состояние 𝝌𝒋) 

 𝑃𝑗 =
𝑃(ℎ,ℎ)𝑃(𝑚−𝑗,𝜒)

𝑃(0,ℎ)𝑃(𝑚,𝜒)
𝑝0. (3) 

Найдём вероятность того, что ВС достигло установленного налёта часов и прибыло на ТО 

ровно 𝒏 + 𝒓 ВС (состояние 𝝌𝒏+𝒓) 

 𝑃𝑛+𝑟 =
𝑃(ℎ,ℎ)𝑃(𝑚−(𝑛+𝑟),𝜒)

𝑃(0,ℎ)𝑃(𝑚,𝜒)
𝑝0. (4) 

Найдём среднее число обслуживаемых ВС 



Построение математической модели процессов технической эксплуатации…  49 

 �̅� =
𝑝0

𝑞𝑚
∑ 𝑖𝐵(𝑚, 𝑖, 𝑝(𝑙)) +ℎ

𝑖=0
𝑝0𝑃(ℎ,ℎ)

𝑃(0,ℎ)𝑃(𝑚,𝜒)
{𝑚[𝑅(𝑚 − ℎ − 1, 𝜒) −   

 −𝑅(𝑚 − 𝑛 − 1, 𝜒)] − 𝜒[𝑅(𝑚 − ℎ − 2, 𝜒) − 𝑅(𝑚 − 𝑛 − 2, 𝜒)]} + (5) 

+
𝑛𝑝0𝑃(ℎ, ℎ)

𝑃(0, ℎ)𝑃(𝑚, 𝜒)
𝑅(𝑚 − (𝑛 + 1), 𝜒), 

где 𝐵(𝑚, 𝑖, 𝑝(𝑙)) = 𝐶𝑚
𝑖 𝑝(𝑙)

𝑖 𝑞(𝑙)
𝑚−𝑖; 

𝑅(𝑚, ℎ, 𝑝(𝑙)) = ∑ 𝐶𝑚
𝑘 𝑝(𝑙)

𝑘 𝑞(𝑙)
𝑚−𝑘ℎ

𝑘=0 . 

Среднее число ВС, ожидающих прохождения регламентных работ, находим из выражения 

 �̅� =
𝑝0𝑃(ℎ,ℎ)

𝑃(0,ℎ)𝑃(𝑚,𝜒)
× [(𝑚 − 𝑛)𝑅(𝑚 − 𝑛 − 1, 𝜒) − 𝜒𝑅(𝑚 − 𝑛 − 2, 𝜒)]. (6) 

Среднее число ВС, ожидающих и проходящих регламентные работы, будет 

 𝑙 ̅ = �̅� + �̅�. (7) 

Вероятность того, что отдельно взятый самолёт будет находиться в эксплуатации 

 𝜉 = 1 −
𝑙 ̅

𝑚
. (8) 

Среднее время простоя ВС будет 

 𝑡п̅ = 𝑡р̅
1−𝜉

𝜉
. (9) 

Среднее время ожидания обслуживания 

 𝑡оч̅̅̅̅ =
𝑃(ℎ,ℎ)𝑝0

𝑃(0,ℎ)𝑃(𝑚,𝜒)
∑ 𝑃(𝑚 − (𝑛 + 𝑟), 𝜒)𝜑(𝑛𝜇, 𝑟)𝑚−𝑛−1

𝑟=0 , (10) 

где  

 ∑ 𝑃(𝑚 − (𝑛 + 𝑟), 𝜒)𝜑(𝑛𝜇, 𝑟)𝑚−𝑛−1
𝑟=0 =

𝑃(0,𝑛)𝑃(𝑚,𝜒)

𝑃(𝑛,𝑛)𝑝0
∗

[
1

𝜆

1−𝜉∗

𝜉∗
−

1

𝜇
]. (11) 

Для нахождения среднего времени обслуживания одного ВС можно воспользоваться равен-

ством 

 𝑡обс̅̅ ̅̅̅ = 𝑡п̅ − 𝑡оч̅̅̅̅ . (12) 

Рассмотрим в качестве примера работу аэродрома, к которому приписано 20 ВС. На аэро-

дроме имеются 4 ангара для периодического ТО ВС. Оборудование ангаров допускает «взаимо-

помощь» при ТО ВС только между двумя бригадами, выполняющими ТО. Каждый самолёт в 

среднем через 5 суток должен проходить ТО, которое осуществляется в течение одних суток. 

Определим параметры работы аэродрома с точки зрения ТО ВС:  

𝒏 = 4;  𝒎 = 20;  𝒍 = 2;  𝒉 = [
𝒏

𝒍
] = 𝟐;  𝝀 =

𝟏

𝟓

𝟏

сутки
= 0,2

1

сутки
;  𝝁 = 𝟏

𝟏

сутки
;  𝝌 =

𝒏𝝁

𝝀
= 20; 

 𝜶𝒍 =
𝝀

𝒍𝝁
= 0,1;  𝒑(𝒍) =

𝜶𝒍

𝟏+𝜶𝒍
=

0,1

1+0,1
= 0,091;  𝒒(𝒍) = 𝟏 − 𝒑(𝒍) = 0,909. 

По формуле (1) найдём вероятность того, что все ВС находятся в эксплуатации. 

Предварительно определим значение следующей функции 

𝑅(𝑚,ℎ,𝑝(𝑙))

𝑞(𝑙)
𝑚 = ∑ 𝐶𝑚

𝑘 𝛼(𝑙)
𝑘ℎ

𝑘=0 = 𝐶20
0 𝛼(𝑙)

0 + 𝐶20
1 𝛼(𝑙)

1 + 𝐶20
2 𝛼(𝑙)

2
. 

По таблицам биномиальных коэффициентов находим значение 𝐶𝑚
𝑘  

𝐶20
0 = 1; 𝐶20

1 = 20; 𝐶20
2 = 190. 

Тогда                     
𝑅(𝑚,ℎ,𝑝(𝑙))

𝑞(𝑙)
𝑚 = 1 + (20 × 0,1) + (190 × 0,01) = 4,90. 

Далее по таблицам распределения Пуассона [5] находим: 

𝑃(ℎ, ℎ) = 𝑃(2,2) = �̅�(1,2) − �̅�(2,2) = 0,594 − 0,323 = 0,271; 

𝑃(0, ℎ) = 𝑃(0,2) = 1 − �̅�(0,2) = 1 − 0,865 = 0,135; 

𝑃(𝑚, 𝜒) = 𝑃(20,20) = �̅�(19,20) − �̅�(20,20) = 0,529 − 0,441 = 0,0888; 

𝑅(𝑚 − ℎ − 1, 𝜒) = 𝑅(20 − 2 − 1,20) = 1 − �̅�(17,20) = 1 − 0,703 = 0,297. 
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Следовательно 

𝑝0 =
1

4,90+
0,271×0,297

0,135×0,0888

= 0,086. 

Среднее число ВС, проходящих ТО, найдём по формуле (5), при этом предварительно 

определим значение следующих функций: 

∑ 𝑖𝐵(𝑚, 𝑖, 𝑝(𝑙)) = ∑ 𝑖𝐵(20, 𝑖, 0,091) = 𝐵(20; 1; 0,091) + 2𝐵(20; 2; 0,091)2
𝑖=0

ℎ
𝑖=0 ; 

𝐵(𝑚, 𝑖, 𝑝(𝑙)) = 𝐶𝑚
𝑖 𝑝(𝑙)

𝑖 𝑞(𝑙)
𝑚−𝑖; 

𝐵(20; 1; 0,091) = 𝐶20
1 0,09110,90919 = 20 × 0,091 × 0,163 = 0,297; 

𝐵(20; 2; 0,091) = 𝐶20
2 0,09120,90918 = 190 × 0,0083 × 0,179 = 0,282; 

∑ 𝑖𝐵(𝑚, 𝑖, 𝑝(𝑙)) = 0,297 + 2 × 0,282 = 0,861ℎ
𝑖=0 ; 

𝑅(𝑚 − 𝑛 − 1, 𝜒) = 𝑅(20 − 4 − 1,20) = 1 − �̅�(15,20) = 1 − 0,843 = 0,157; 

𝑅(𝑚 − 𝑛 − 2, 𝜒) = 𝑅(20 − 4 − 2,20) = 1 − �̅�(14,20) = 1 − 0,895 = 0,105; 

𝑅(𝑚 − (𝑛 + 1), 𝜒) = 𝑅(20 − 4 − 1,20) = 1 − �̅�(15,20) = 0,157; 

𝑅(𝑚 − ℎ − 2, 𝜒) = 𝑅(20 − 2 − 2,20) = 1 − �̅�(16,20) = 1 − 0,779 = 0,221. 

Тогда среднее число ВС, проходящих ТО, определяем по формуле (5) 

�̅� =
0,086

0,148
× 0,861 +

0,086 × 0,271

0,135 × 0,0888
{20[0,297 − 0,157] − 

−20[0,221 − 0,105]} +
4×0,086×0,271

0,135×0,0888
× 0,157 = 2,67. 

Среднее число ВС, ожидающих прохождения ТО, найдём по формуле (6) 

�̅� =
0,086×0,271

0,135×0,0888
× [(20 − 4) × 0,157 − 20 × 0,105] = 0,80. 

Среднее число ВС, проходящих и ожидающих прохождение ТО (т.е. ВС, которые не нахо-

дятся в эксплуатации), находим по формуле (7) 

𝑙 ̅ = 2,67 + 0,80 = 3,47. 

Вероятность того, что отдельно взятый самолёт будет находиться в эксплуатации, находим 

по формуле (8) 

𝜉 = 1 −
3,47

20
= 0,83, 

т.е. около 83% ВС будут эксплуатироваться, а 17% - ожидать ТО или находиться на ТО. 

Среднее время простоя ВС найдём по формуле (9) 

𝑡п̅ = 𝑡р̅
1−𝜉

𝜉
=

1

𝜆
× 0,20 = 1 суток. 

Среднее время ожидания обслуживания найдём по формулам (10), (11). 

Следует обратить внимание на то, что при вычислении выражения (11) предварительно 

определяются значения следующих функций: α, p, q, 𝑝0
∗, и далее �̅�, �̅�, 𝑙∗̅, 𝜉∗:  

𝛼 =
𝜆

𝜇
= 0,2;  𝑝 =

𝛼

1+𝛼
= 0,167;   𝑞 = 1 − 𝑝 = 0,833; 

 𝑝0
∗ =

1
𝑅(𝑚,𝑛,𝑝)

𝑞𝑚 +
𝑃(𝑛,𝑛)𝑅(𝑚−𝑛−1,𝜒)

𝑃(𝑜,𝑛)𝑃(𝑚,𝜒)

 (13) 

𝑅(𝑚,𝑛,𝑝)

𝑞𝑚
= ∑ 𝐶𝑚

𝑘 𝛼𝑘𝑛
𝑘=0 = 𝐶20

0 𝛼0 + 𝐶20
1 𝛼1 + 𝐶20

2 𝛼2 + 𝐶20
3 𝛼3 + 𝐶20

4 𝛼4, 

где 
𝑅(𝑚,𝑛,𝑝)

𝑞𝑚 = 1 + 20 × 0,2 + 190 × 0,04 + 1140 × 0,008 + 4845 × 0,0016 = 29,47; 

𝑃(0, 𝑛) = 𝑃(0,4) = 1 − �̅�(0,4) = 1 − 0,982 = 0,018; 

𝑃(𝑛, 𝑛) = 𝑃(4,4) = �̅�(3,4) − �̅�(4,4) = 0,566 − 0,371 = 0,195; 

𝑅(𝑚 − 𝑛 − 1, 𝜒) = 𝑅(20 − 4 − 1,20) = 1 − �̅�(15,20) = 1 − 0,843 = 0,157; 

𝑃(𝑚, 𝜒) = 𝑃(20,20) = �̅�(19,20) − �̅�(20,20) = 0,529 − 0,441 = 0,0888. 
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Следовательно, 

𝑝0
∗ =

1

29,47+
0,195×0,157

0,018×0,0888

= 0,020; 

 �̅� =
𝑝0

∗

𝑞𝑚
∑ 𝑘𝐵(𝑚, 𝑘, 𝑝) +𝑛

𝑘=0
𝑛𝑝0

∗𝑃(𝑛,𝑛)

𝑃(0,𝑛)𝑃(𝑚,𝜒)
𝑅(𝑚 − 𝑛 − 1, 𝜒); (14) 

∑ 𝑘𝐵(𝑚, 𝑘, 𝑝) = ∑ 𝑘𝐵(20; 𝑘; 0,167) = 𝐵(20; 1; 0,167) + 2𝐵(20; 2; 0,167) +

4

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

 

+3𝐵(20; 3; 0,167) + 4𝐵(20; 2; 0,167) = 0,103 + 0,394 + 0,723 + 0,816 = 2,04; 

𝐵(𝑚, 𝑖, 𝑝(𝑙)) = 𝐶𝑚
𝑖 𝑝(𝑙)

𝑖 𝑞(𝑙)
𝑚−𝑖; 

𝐵(20; 1; 0,167) = 𝐶20
1 0,16710,83319 = 20 × 0,167 × 0,031 = 0,103; 

𝐵(20; 2; 0,167) = 𝐶20
2 0,16720,83318 = 190 × 0,028 × 0,037 = 0,197; 

𝐵(20; 3; 0,167) = 𝐶20
3 0,16730,83317 = 1140 × 0,0047 × 0,045 = 0,241; 

𝐵(20; 4; 0,167) = 𝐶20
4 0,16740,83316 = 4845 × 0,00078 × 0,054 = 0,204. 

Следовательно, 

�̅� =
0,020

0,026
× 2,04 +

4×0,020×0,195

0,018×0,0888
× 0,157 = 3,1; 

 �̅� =
𝑝0

∗𝑃(𝑛,𝑛)

𝑃(0,𝑛)𝑃(𝑚,𝜒)
× [(𝑚 − 𝑛)𝑅(𝑚 − 𝑛, 𝜒) − 𝜒𝑅(𝑚 − 𝑛 − 1, 𝜒)], (15) 

𝑅(𝑚 − 𝑛, 𝜒) = 𝑅(16,20) = 1 − �̅�(16,20) = 1 − 0,779 = 0,221. 
Следовательно, 

�̅� =
0,020×0,195

0,018×0,0888
× [(20 − 4) × 0,221 − 20 × 0,157] = 0,94; 

𝑙∗̅ = �̅� + �̅� = 3,1 + 0,94 = 4,04; 

𝜉∗ = 1 −
𝑙∗̅

𝑚
= 1 −

4,04

20
= 0,80. 

Следовательно, по выражению (11)  

∑ 𝑃(𝑚 − (𝑛 + 𝑟), 𝜒)𝜑(𝑛𝜇, 𝑟)

𝑚−𝑛−1

𝑟=0

=
0,018 × 0,0888

0,195 × 0,020
× [5 ×

1 − 0,80

0,80
− 1] = 0,10. 

Следовательно, среднее время ожидания обслуживания находим согласно формуле (10) 

𝑡оч̅̅̅̅ =
0,271 × 0,086

0,135 × 0,0888
× 0,10 = 0,19 суток. 

Для нахождения среднего времени ТО одного ВС можно воспользоваться равенством (12) 

𝑡обс̅̅ ̅̅̅ = 1 − 0,19 = 0,81 суток. 

Таким образом, математическое моделирование ПТЭ позволяет выполнять вероятностные 

расчёты и определять такие характеристики СМО, как среднее число обслуживаемых заявок, 

среднее число заявок, ожидающих обслуживание, среднее число заявок, ожидающих и прохо-

дящих обслуживание, среднее время простоя, среднее время ожидания обслуживания, среднее 

время обслуживания одной заявки. 
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A mathematical model of the processes of maintenance of aircraft engineering as a closed service system shoving 
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