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ABSTRACT: In this paper we describe a new didactic device: the
trajectories of study and research (TSR). These didactic devices allow
to articulate teaching and learning sequences.
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1. INTRODUCCION

Uno de los problemas mas acuciantes de la educacion
matematica actual consiste en la pérdida de sentido de
las matematicas escolares. Este fendmeno se manifiesta
en multiples formas, que van desde la falta de motivacion
de los alumnos para estudiar matematicas y la consiguien-
te desorientacion de los profesores, hasta la disminucion
progresiva del peso de las matematicas en el curriculoy su
invisibilidad en la Sociedad. En esta misma linea, el informe
Rocard como en Rocard, Csermely, Jorde, Walwerg-Hen-
riksson y Hemmo, 2007 comenta que existe un descenso
alarmante en el interés de los jovenes por los estudios de
las ciencias y de las matematicas, este descenso lo rela-
ciona con una forma demasiado abstracta de ensefarlas
en Secundaria. En la ensefianza de las matematicas no
siempre esta presente la “razén de ser” de la actividad
matematica que se estudia, en particular, es muy dificil
que se dé sentido a la actividad matematica cuyo estudio
se inicid en la Ensefianza Secundaria y que se retoma en
la Universidad. La Razon de Ser de la actividad matema-
tica esta fuera de sus contenidos, incluso en entornos tan
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RESUMEN: En este trabajo se describe un nuevo dispositivo didacti-
co que estamos disefiando y completando, los Recorridos de Estudio
e Investigacion (REI), que quieren contribuir a crear secuencias de
ensefianza-aprendizaje.

PALABRAS CLAVE: Modelizacion matematica; herramienta infor-
matica; recorrido de Estudio e Investigacion.

favorables a la modelizacion matematica como son las
escuelas de ingenieria.

Muchos enfoques en educacion matematica, avalados por
informes internacionales como PISA, propugnan la necesi-
dad de ensefarlas como una herramienta de modelizacion,
especialmente de cuestiones o situaciones que surgen fue-
ra de su ambito. Los responsables del estudio OCDE/PISA
como en Rico, 2004 caracterizan la actividad de hacer
matematicas mediante cinco fases: a) comenzar con un
problema situado en la realidad; b) organizarlo de acuerdo
con conceptos matematicos; ¢) despegarse progresivamen-
te de la realidad mediante procesos tales como hacer
suposiciones sobre los datos del problema, generalizar y
formalizar; d) resolver el problema; e) proporcionar sentido
a la solucidn, en términos de la situacion inicial.

Este trabajo esta dividido en tres partes, en la primera
fijamos los objetivos, en la sequnda enunciamos de una
forma muy abreviada el marco tedrico que tomamos como
referencia, y en la tercera parte utilizaremos ese marco
tedrico para describir el disefio y el modelo particular de
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un REI con el que estamos trabajando en la Universidad
de Vigo (UV).

2. OsJETIVOS

Nuestro objetivo en este trabajo, por una lado, es am-
pliar y completar el disefio de un modelo particular de
Recorrido de Estudio e Investigacion como en Fonseca,
Pereira y Casas, 2011 con el que estamos trabajando v,
por otro lado, poder experimentarlo en la creacion de
secuencias de ensefianza y aprendizaje que se puedan
[levar a cabo en las escuelas de ingenieria donde impar-
timos docencia. En un REl la actividad matematica es
algo que no sélo se aprende y se ensefia, el matematico
es un profesional, como lo puede ser el arquitecto o el
ingeniero, que resuelve problemas que le propone la
sociedad.

3. MaRco TEGRICO

Este trabajo se situa en la Teoria Antropoldgica de lo Di-
dactico (TAD) como en Chevallard, Bosch y Gascon, 1997,
cuya unidad minima de analisis lo constituye lo que se
llama una Praxeologia u Organizacion Matematica (OM)
formada por tareas, técnicas (una forma de hacer), tecno-
logia (discurso racional de la técnica) y la teoria (justifi-
cacion de la tecnologia).

4. RecorriDo DE EsTupio E INVESTIGACION

El modelo particular de REl con el que estamos trabajando
se articula alrededor de 6 etapas:

a)  Un problema matemadtico-diddctico al que debemos
dar respuesta: introducir la diagonalizacion de ma-
trices a partir de una Cuestion Problematica (CP) que
surge en Secundaria.

b) Una institucion concreta donde se realiza el estudio:
Escuela de Ingenieria Industrial e Ingenieria Forestal

de la UV.
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c)

Contrato didactico (CD). En un REl aparecen nuevas
responsabilidades:

® E[ modelo que proponemos rompe con el contrato
didactico tradicional en el que primero aparece la
teoria y después problemas preparados y cerrados
para resolver con la teoria dada. El aprendizaje
aparece como respuesta a cuestiones problema-
ticas (CP) cruciales y con un enorme potencial de
partida. El profesor adquiere un nuevo protago-
nismo en los REI, él es el responsable de proponer
situaciones de aprendizaje que atrapen y com-
prometan a los alumnos en proyectos, que den
soluciones a cuestiones iniciales ricas y potentes
que no tienen respuesta en una sola sesion. Se
organiza la clase en grupos pequefos de trabajo.

® |a actividad matematica tiene un caracter instru-
mental, es un medio y no un fin. La herramienta
informatica tendra un fuerte protagonismo en el es-
tudio de la actividad matematica y en la busqueda
de un aprendizaje auténomo del alumno. La experi-
mentacion se hace en un taller de practicas que se
apoya en la combinacion de dos estrategias didacti-
cas, por un lado, proponer el estudio de una cuestion
problematica definida inicialmente mediante unos
datos fijos, pero cuyo estudio requiere que éstos se
transformen progresivamente en parametros y, por
otro lado, utilizar una calculadora simbolica para ins-
trumentalizar las técnicas matematicas necesarias
para abordar los tipos de problemas que surgen en
esta actividad tal como se propone en Ruiz, Bosch y
Gascon, 2006. En la calificacion final de la asignatura
el taller de practicas se calificara con un 40%.

Una “razdn de ser”: en la TAD para el estudio de una
nueva OM debemos justificar:

- Legitimidad matematica: la posibilidad de cono-
cer en qué momento histdrico aparece una nocion
determinada, puede ser una buena fuente de mo-
tivacion para los estudiantes.

- Legitimidad social: aqui debe figurar el disefio cu-
rricular propuesto por el departamento y los media
que son los diferentes medios de comunicacion que
permiten extender el trabajo del aula.
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- Legitimidad funcional: en el inicio de construc-
cién de la nueva OM plantearemos a los alumnos
el estudio de respuestas a cuestiones problemati-
cas (CP) potentes, ricas y fecundas, con un fuerte
poder generador, que permitan hacer visible el
contenido matematico vinculando la actividad
matematica con verdaderos problemas de inge-
nieria y que den lugar a proyectos que estan in-
completos con la actividad desarrollada hasta ese
momento.

- Legitimidad didactica: el contexto didactico se si-
tua en el entorno de la Ingenieria Industrial y en
la actividad matematica prima resolver cuestiones
que no se plantean unicamente en la escuela.

e)  Cuestion Generatriz: es la que impulsa y provoca
todo el proceso de estudio y, se debe mantener viva
a lo largo del mismo. La eleccion de la CG se hace
a partir de las cuestiones propuestas en la legiti-
midad funcional. La eleccion de la CG debe ser una
cuestion potente que permita articular una activi-
dad matematica de complejidad creciente. Para su
eleccion se valorara: a) Tener un largo recorrido que
permita transitar por las distintas etapas educati-
vas. Ser compatible con otras muchas situaciones
problematicas adicionales, lo que nos permite pasar
del trabajo de un modelo particular al estudio de un
modelo de modelos; b) Reunir las condiciones que
se piden relativas a las competencias del programa
de algebra. El proyecto generado por la CG podemos
presentarlo a los alumnos como una cuestion a resol-
ver en su futuro profesional. De todas las cuestiones
problematicas elegimos de acuerdo con los alumnos
la siguiente:

Cuestion Generatriz (CG): Trabajas como un inge-
niero en una empresa de construccion que fabrica
tres tipos de ventanas. La empresa quiere hacer un
estudio de mercado en el que figure la produccion,
el precio de coste, el precio de venta y los beneficios.
En este problema abierto el momento el momento
exploratorio juega un papel fundamental como en
Van De Walle, 2005.

f) Proceso de estudio: Se articula alrededor de una or-
ganizacion matematica local relativamente completa
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(OMLRC) descrita en Fonseca, 2004. Por un lado, esta
la construccion del producto (ingenieria didactica) de
la propia OM que vendra descrito en términos de los
momentos diddcticos (Praxeoldgico Inicial, Primer en-
cuentro, Exploratorio, Trabajo de la Técnica, Tecnolo-
gico-Tedrico, Institucional, Evaluacion, TIC) y, por otro
lado, aparece el resultado del producto construido
(ingenieria matematica) articulado alrededor de ocho
indicadores (OML. 1-OML. 8) asociados a objetivos
concretos que se pueden ver con mas profundidad
en Fonseca, 2004, que nos permiten estudiar el grado
de completitud del producto final construido: OML1.
Deben aparecer tipos de tareas asociados al “cues-
tionamiento tecnologico”, esto es, tareas que hagan
referencia a la interpretacion, la justificacion, la fia-
bilidad, la economia y el alcance de las técnicas, asi
como a la comparacion entre ellas; OML2. Existencia
de diferentes técnicas para cada tipo de tareas y
de criterios para elegir entre ellas; OML3. Existencia
de diferentes representaciones de la actividad ma-
tematica; OML4. Existencia de tareas y de técnicas
“inversas"; OML5. Interpretacion del funcionamiento
y del resultado de la aplicacion de las técnicas; OML6.
Existencia de tareas matematicas “abiertas"; OML?7.
Necesidad de construir técnicas nuevas capaces de
ampliar los tipos de tareas; OMLS8. Debe existir la
posibilidad de perturbar la situacion inicial.

Hay que subrayar, que la nocidn de “completitud” es re-
lativa. Existen OM mas o menos "completas” que otras en
funcion del grado en que sus componentes cumplen las
condiciones descritas por los indicadores OML1-OMLS.

A. Primera sesion

Momento el primer encuentro: Planteamos, de acuerdo
con el contrato didactico de Secundaria, el estudio de la
CG para unos parametros concretos dados por la empresa:
Una fabrica produce 3 modelos de ventanas: grande (G),
mediana (M) y pequefa (P). A su vez, cada tipo de ventana
tiene 3 variantes dependiendo de si la ventana esta hecha
de pve, aluminio (al) o madera (md). La produccion diaria
de cada tipo de ventana es: ventanas grandes: 102 de
pvc, 90 de aluminio y 50 de madera; ventanas medianas:
190 de pvc, 180 de aluminio y 70 de madera; ventanas
pequefas: 30 de pvc, 50 de aluminio y 10 de madera. El
coste de fabricacion es: ventanas grandes: 250 euros las
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de pve, 325 las de aluminio (al) y400 las de madera (md);
ventanas medianas: 175 euros las de pvc, 200 las de alu-
minio y 300 las de madera; ventanas pequefas: 100 euros
las de pvc, 125 las de aluminio y 200 las de madera. Los
precios de venta son: ventanas grandes: 450 euros las de
pvc, 400 las de aluminio y 600 las de madera; ventanas
medianas: 350 euros las de pve, 300 las de aluminio y
500 las de madera; ventanas pequefas: 250 euros las de
pvc, 200 las de aluminio y 400 las de madera. Momento
Praxeoldgico Inicial (MPI): Suponemos que forma parte del
equipamiento inicial del alumno la nocién y propiedades de
las matrices y los sistemas de ecuaciones lineales.

Momento TIC: las primeras tareas realizadas en el taller
fueron el conocimiento del programa de calculo simbdlico
Maxima y como utilizariamos los recursos que habiamos
puesto en la plataforma Tema que la UV tiene a nuestra
disposicion. En este primer nivel, situado en Secundaria,
aparece la primera organizacion matematica (OM1). Des-
cribimos algunas de las tareas TS,y propuestas para el taller
de OM1 que vamos a construir.

Tipos de tareas que tienen que ver con la nomenclatura

TS,;. Presentar la produccidn, el coste de fabricacion y los
precios de venta en forma de matriz. Se acuerda utilizar
Pr = Produccién, C = Coste y V = precio de venta. Tipo de
tareas relacionadas con la interpretacion de las matrices
Pr,CyV:

TS,,. Interpreta el elemento Pr,,.
Tipos de Tareas relacionadas con la produccion:

TS,;. Calcular la cantidad diaria de ventanas clasificadas
segun el modelo y el tipo. Se proponen tareas inversas:

TS,,- ¢Cuantos dias trabaja la fabrica para producir 16100
ventanas de pvc, 16000 de aluminio y 6500 de madera? Ti-
pos de Tareas relacionadas con el coste y con los ingresos:

TS5 Si el precio del pvc aumenta un 10%, el aluminio
baja un 12% y la madera sube un 15%,icual es la nueva

matriz de coste?

TS,¢ Obtener los ingresos totales diarios de la empresa por
cada modelo de ventana.
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Tipos de Tareas relacionadas con los beneficios:

TS,,. ¢Qué beneficio se obtiene con las ventanas medianas
y de madera?

TS;s- Con el programa de célculo simbdlico Maxima se es-
tudian posibles perturbaciones (OML8) de las condiciones
iniciales (cambiar datos en la produccion, coste y precio de
venta). Interpreta (OML5) resultados y compara.

Todas las tareas pueden y deben ser resueltas en el MPI
del alumno.

B. Segunda sesion

La necesidad de ampliar y completar informacion sobre el
estudio de mercado, nos traslada a un segundo nivel de
complejidad situado en la Universidad. Aparecen tareas
para las que los alumnos no disponen de técnicas que les
permitan resolverlas, lo que provocara la aparicion de una
nueva OM2 que amplia y completa a la OM1 y que puede
utilizarse como una posible razén de ser para introducirse
en el campo de las aplicaciones lineales. Por ejemplo les
proponemos tareas del tipo: TU,;. Construye una aplicacion
que nos dé la produccion de cada modelo de ventana (G,
M, P) en funcion del tiempo de produccion. Comprueba
que la aplicacion anterior es lineal. Interpreta en este caso
el significado de la linealidad. TU,,. /Cual es la expresion
algebraica de la aplicacion lineal anterior? Calcula su ma-
triz asociada.

C. Tercera sesion

La reformulacién de la CG en la Universidad en el sentido
siguiente, nos permite construir una nueva OM3 (diagona-
lizacion de matrices) que amplia y completa a OM2:

Con el fin de conocer la evolucién del comportamiento
de sus productos en el mercado con el paso del tiempo,
la empresa ha realizado un estudio de fidelizacion a sus
productos observando que el 50% de los clientes que han
utilizado ventanas de pvc en un proyecto siquen utilizan-
do el mismo tipo de material en el siguiente, pero el 40%
pasa a utilizar aluminio y el resto madera. Sin embargo, el
80% de los clientes que usan aluminio lo siguen usando
en el proximo proyecto, el 15% se pasan al pvc y el resto a
madera. Finalmente, el 70% de los que emplean madera la
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siguen utilizando en su préximo proyecto, mientras que el
5% se pasa al pvc y el resto al aluminio. La empresa desea
conocer la evolucidn del mercado en diferentes momentos
(suponemos que los porcentajes de variacion permanecen
constantes y que, en términos medios, el tiempo transcurri-
do entre un proyecto y el siguiente es de 6 meses).

Momento exploratorio: como en Polya, 1954 primeramente
habla de la necesidad de ensefiar a explorar y a conjeturar
a los alumnos y después dejarles aprender a demostrar. Los
alumnos trabajan en tipos de tareas como: TU,,. Calcula
la matriz de transicion (MT) e interpreta (OML5) filas y
columnas (qué tipo de ventanas gana mercado, cual pier-
de y cual se mantiene). TU,,. ;/Qué probabilidad tiene un
constructor que compra ventanas del tipo pvc de volver a
comprar ventanas del mismo tipo después de un semestre?
¢Y de cambiar a ventanas de aluminio? ;Y si pasan dos
semestres? TU,.. Si al iniciar el estudio X, (vector inicial)
sabemos que la demanda de la ventana pvc es 35%, la de
aluminio es un 55% y la de madera es un 10% ;Qué ocurre
cuando pasa un semestre? ;Y si son 27

Todas estas tareas pueden ser resueltas con boligrafo y
papel, sin embargo, empiezan a tener un coste considera-
ble cuando n33 semestres. El grupo de alumnos conjetura
alrededor de que valores parece estabilizarse el mercado
de ventas.

Podemos hacer ahora un cuestionamiento tecnoldgico
(OML1). ¢Qué ocurre si consideramos un vector inicial
distinto, por ejemplo, X,= (0.3, 0.6, 0.1)? ;Qué ocurre si
cambiamos la matriz de transicion? El profesor participa
en la discusion del grupo tratando de enriquecerla. Todo
este trabajo que se realiza en Maxima permite a los alum-
nos afirmar que la eleccion en el tipo de ventana después
de pasar muchos semestres sufre variaciones si cambia-
mos la matriz de transicion, pero no existen variaciones si
cambiamos el vector inicial. La obtencion de respuestas,
aunque sean provisionales, es el interés principal de este
momento. El paso siguiente es pasar de conjeturar a validar
y esto nos introduce en él:

Momento del Trabajo de la técnica: La necesidad de ser
rigurosos en las respuestas obtenidas en el momento ex-
ploratorio nos introduce en la busqueda de un modelo ma-
tematico: X;=MTxX;; X,=MTxX,=MT*xX,,...,. X,=MTxX_,=
MT"xX,. El modelo algebraico pone de manifiesto que el
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comportamiento en el cambio de tipo de ventana, que
se elige después de pasar n semestres, depende de las
potencias MT" y que el coste manual es enorme cuando n
es muy grande. La necesidad de dar una respuesta a esta
cuestion simplificando el proceso, es decir, disminuyendo
el coste y aumentando el rigor OML1, provoca la aparicion
de nueva actividad matematica y se convierte en la “razon
de ser" de una nueva técnica matematica denominada dia-
gonalizacidn de matrices. El trabajo de la técnica provoca
una ampliacion de la organizacion matematica anterior
OM2. La justificacion del desarrollo tedrico lo haremos en
el Momento Tecnoldgico-Tedrico.

Momento Institucional: el REl propuesto moviliza e integra
una gran variedad de cuestiones muy ricas (relacionadas
con la produccion, coste, ventas, ingresos,...) que aparecen
como un medio muy importante para el estudio de la
actividad funcional de las matematicas. Utilizando este
modelo, los alumnos (en grupos) desarrollan en el taller de
practicas proyectos relacionados con trabajadores que se
mueven en tres sucursales, distintos estados atmosféricos
en una ciudad, dindmica de poblaciones, herencia genética,
estudios de mercado, etc.

Momento de la evaluacion: El proceso de evaluacion del
REI pone de manifiesto que, los alumnos no estan acos-
tumbrados a trabajar en equipo, desajustes entre el di-
sefio matematico y didactico, problemas con el tiempo
institucional y didactico, fuerte dependencia del profesor,
no cuestionan los resultados informaticos y estan poco
acostumbrados al estudio profundizado de una cuestion
inicial con un enorme potencial de partida.

5. CoNCLUSIONES

Las instituciones docentes deben construir discursos que
permitan transitar e integrar la actividad matematica en-
tre Secundaria y Universidad. Los REl quieren situar en el
corazon de la actividad matematica el estudio de cuestio-
nes "ricas”, "vivas" y "fecundas”. El REl es un dispositivo
didactico que pone en manos del profesor y del alumno
nuevos recursos didacticos que estan ausentes del marco
institucional actual para el estudio de la actividad mate-
matica. En los RElI podemos hablar de cierta convergencia
entre la escuela y la sociedad.
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